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MODELO DE PLANIFICACION BALANCEADO
Y MODELO DE ASIGNACION

JorGeE OVIEDO
ANA Rusio Duca

Resumen

Baiou y Balinski (2002) generalizaron el modelo de asignacion empresas-
trabajadores a uno donde se planifica la asignacion determinando ademas de
laasignacion delostrabajadoresalasempresas cuanto tiempo lostrabajadores
le dedicaran a la empresa.

Una planificacion es estable si ninglin par empresa-trabajador puede incre-
mentar sushorasdetrabajojuntos, perjudicando a algin agente menos deseable.
Este articulo estudia la relacion que existe entre este problema y un problema
de matching y se muestra que cada planificacion estable esequivalente a cierto
matching estable.

Abstract

Baiou y Balinski (2002) generalized the model of firms-workers allocation to
one in which allocation is planned determining both the allocation of workers
to firms and how much time workers will dedicate to firms.

A planning is stable if thereis no pair of firm- worker that could increase their
hours of work together, affecting some less desirable agent.

This article studies the relationship between this problem and a matching
problem, and shows that each stable planning is equivalent to some stable
matching.
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1. INTRODUCCION

Baiou and Balinski (2002) propusieron el siguiente problemade planificacion
de horas de trabagjo.

Un problema de planificacion o de planificar horas de trabajo viene dado
por dos conjuntos diguntos de agentes. Un conjunto contieneinstituciones como
empresas, hospitales, universidades, etc., y €l otro contiene trabajadores, médi-
cos, profesores, etc. Cada agente dispone de un nimero fijo de horas (visto
como una unidad de tiempo, pudiendo ser minutos o segundos). Las empresas
necesitan cubrir una determinada cantidad de horas (trabajo) y |os trabajadores
disponen de un méximo de horas para trabajar. También hay un méaximo de
horas que un trabajador puede dedicar para una determinada empresa.

Cada agente tiene preferencias sobre los agentes del conjunto opuesto, es
decir, las empresas tienen un orden de preferencias sobre los trabajadoresy los
trabajadores tienen un orden de preferencias sobre las empresas.

Este problema de planificacién o de planificar horas de trabajo es unagene-
ralizacion del model o de matching. EI modelo de matching tiene dos conjuntos
disuntos de agentes (empresas y trabajadores) y cada uno de ellostiene prefe-
rencias sobre los agentes del otro lado del mercado, pero en este modelo no se
manifiestan (explicitamente) las horas de trabajo que cada empresa necesita o
gue cada trabajador posee.

Una planificacion o unasolucién a problemade planificar horas de trabajo
paraunaempresa (trabajador) esasignarle un subconjunto de trabajadores (em-
presas) con una determinada cantidad de horas. Para esta solucion usamos no-
tacion matricial, es decir, unaplanificacion esunamatriz dondelasfilas corres-
ponden alas empresasy las columnas alos trabgjadores, y cadaelemento dela
matriz es el tiempo que una empresa emplea a un trabajador.

Una planificacion es estable si ninglin par empresa-trabajador puede incre-
mentar sus horas de trabajo juntos, perjudicando a algin agente menos desea-
ble. Esto generalizael concepto de matching estable parael model o de matching.
Un matching es estable si no existe un par de agentes que mutuamente se pre-
fieran con respecto alo que les asigna el matching.

Baiou and Balinski (2002) también dieron un algoritmo paracalcular plani-
ficaciones estables.

Alkan and Gale (2002) extendieron el problema de planeamiento bajo pre-
ferenciasméasgenerales. Generalizaron el algoritmo de Gale and Shapley (1962)
y mostraron que propiedades de matching estables se contindian verificando.
También estudiaron la lattice de los planeamientos estables.

Vande Vate (1989) relaciond €l problema de matching estable con una solu-
cion de las restricciones del problema de asignacion de programacion lineal.
Un problema de asignacién en programacion lineal, es un caso especia del
problema de transporte donde el nimero de origenesy de destinos es el mismo
y €l problema es asignarle a cada origen un destino. El problema de transporte
de programacion lineal consiste en minimizar €l costo del transporte entre un
conjunto finito de origenes o fébricas y otro conjunto finito de destinos o
distribuidoras (ver Bazaraa, Jarvis and Sherali (1990) Capitulo 10).

Generalizamos el resultado de Vande Vate (1989), ya que un problema de
planeamiento puede ser escrito como un problema de transporte con capacida-
des méaximas, €l cual es equivalente a un cierto problema de asignacion de pro-
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gramacion lineal y este tltimo estarelacionado aun matching estable. Es decir,
aun planeamiento estable |e asociaremos un matching estable.

Este trabajo esté organizado como sigue. En la seccién 2 presentamos los
preliminares y notacion basica del problema de planificacion y de programa-
cion lineal. En la seccion 3 primero asociamos a un problemade planificacién
y a una planificacién estable un problema de planeamiento uno a uno y una
planificacion estable uno a uno respectivamente. L uego asociamos a cada pro-
blema de planificacién uno a uno y a cada planificacion estable un modelo de
matching y un matching estable.

2. PRELIMINARES
2.1. Definicion del problema de planificacion

Un problema de planificacion de horas de trabajo viene dado por: Dos con-
juntosfinitosy disjuntos de agentes, los agentesfilasF = {f,, f,, ..., f } (empre-
sas) y los agentes columnas W= {w;, w,,..., w,} (trabajadores). Cada agente
g OO F O W tiene un orden de preferencias individual estricto P(g) sobre los
agentes del conjunto opuesto, por gemplo con

P(f;) = wg, wy, wy, T, w,
P(w) =15, f;, w, f3
indicamos que
w,P(f,) w,P(f;) w,P(f) f,P(f) w,
f,P(w) f,P(w) wP(w) f,.

También tenemos dosvectoresd y sy unamatriz T, tales que; Cadatrabaja-
dor w [0 Wtiene s(w) > 0 unidades de trabajo (horas) paraofrecer, cadaempresa
f O F trata de obtener d(f) > 0 unidades de trabajo (horas), y T(f, w) = 0 es €l
maximo nimero de unidades de trabajo (horas) que f 0 F puede contratar con
w [ W. Denotaremos a un problema de planificacion con (F, W, P, d, s, 7). El
caso particular, [F|=|W|yd=s=(1, ..., 1), lo llamaremos problema de plani-
ficacion uno aunoy lo denotaremos (F, W, P, 1, 1, ).

El modelo de matching uno a uno es un caso particular de un modelo de
planeamiento, donde s(w) = d(f) = 1 y 1t(f, w) = 0 0 1 paratodo (f, w). En €l
problema de admision alas universidades, o problema de matching varios a
uno, serias(w) = 1y 1(f, w) = 0 0 1 paratodo (f, w). En el problemavarios
avarios es el problema de planeamiento con s(w) y d(f) enteros positivos, y
1(f, w) =0 0 1 paratodo (f, w).

Trabajaremos con problemas balanceados, es decir,

= Y d(f) =B,
& PR
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ya que generalizamos los resultados de Vande Vate (1989). El ust esta condi-
cion de balanceo para matching uno auno, para este caso lacondicion (1) que-
dasimplemente |F| = |W]|.

Definicion 1 Una solucion o planificacion = (u(f, w)) para un problema de
planificacion (F, W, P, d, s, T) es una matriz de nimeros enteros que satisface

2) > H(f, w) = s(w), paratodow O W
fOF

(3 > K(f, w) = d(f), paratodo f O F
wiwW

(4 0 < u(f, w) paratodo (f, w)

5) K(f, w) < 1i(f, w) paratodo (f, w).

Las condiciones (2) y (3) nos dicen que el problema esta saturado, es de-
cir, todas las horas ofrecidas (demandadas) por un trabajador (empresa) son
asignadas por laplanificacion. Lacondicién (5) nos dice que la planificacion
no puede asignar més horas que el maximo que pueden contratar las partes
entre si.

Definicién 2 Una planificacion p es estable si paratodo ( f, )

6) u(f, w)<m(f, w)implica 3 H(f, W)=s(w) o X H(f,w)=d(f),
f R(w) f wR(f)w

donde Y H(f, @) =p(f, W)+ 2MH( w)ycon 2MH(f ) notamosla
f R(W) f fP(W) f fP(W) f

suma sobre todas aquellas empresas f en F que el trabajador w prefiere a la

empresaf. Smilarmentepara 2 M(f,w).
WR(f)w

Lacondicion de estabilidad nos dice que cuando la planificacion asigname-
nos horas que el maximo es porque alguno delos dos, €l trabagjador o laempresa,
tienen completa la cantidad de horas ofrecidas o demandadas, por agentes més
preferidos. Si paraalgdn (f, w), (6) no se cumple, entonces ( f, w) bloquea
I, pueslosagentes T O Fy w O W, juntos pueden mejorar e planeamiento
paraellos mismos:. especificamente, si

u(F, w) <m(f, w)
y
@ DM w)<s(w) P SuE w) = YHE w)+ M w)
f R(w) fOF f R(w) fP(w) f

y
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©® SH(Fw<d(f) = ST, w)= SH(T.w ST, w.

wR(f)w wiwW WR(f)

Entonces, por (7), existe f O F, menos preferido por w que f, esdecir,
TP(w) f,ta quep(f, w)>0. Mlentrasque por (8), existe W [ W, menos
preferido por f que w, es decir, WP(f) W, tal que u(F, W) > 0. Luego
u(f, w) sepuedeincrementar en 3 >0, yhacerdecrecerenéap(f w)ya
H(T, W).

Observacion 1 Cuando trabajamos con problemas de planeamiento uno a uno,
la condicion de estabilidad sera:
Sm(f,w)=1y

HIfO F, fPw) fop(f,wy 1

, 0
(6) (T, w)=0entonces EowO W, wP(f)w: p(f,wg 1

Esta condicién es equival ente ala condicion de estabilidad (6), pueslacon-
dicién (6) dicequesi U (f, w)<m(f, w) (comom(f, w) =001, tenemos
quepu(f, w) = 0) entonces

Su(f,w=1o0 Su(f,w=1

fRW)T wR(f)w

por ser Lunamatriz de cerosy unos, laprimerasumase reduce a pedir existen-
ciade unaempresaf, més preferida por el trabajador que f, esdecir fP(w) f.
En formasimilar la segunda suma se reduce a pedir laexistencia de un trabaja-
dor w tal que wP( ) w .

Observacion 2 Esta condicion de estabilidad para planeamientos uno a uno es
equivalente a la siguiente

©) Su(fw)+ 3 p(f,w)+pu(f,w) 21,

wP(f)w f P(w) f
Puessi (6') se cumple

S u(fw)+ 3 p(f,w)+u(f,w) =

wP(f)w fP(w)f

Sufw+ ¥ u(f, w

wP(f)w f P(w) f
y alguna de estas dos sumas esigual a 1.

1 (¥, w) <min{d(F), S(w)} y como paraeste caso d(F) = (w), T(F, w) =00 1.
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Por otro lado, si (6') no se cumple, paratodo (i, j) tenemos

L HI1f0 F, fP(w)f:u(f,.w O
u(f.w)=oy g I
Hwd W, wP(f)w: u(f,wy O
luego
ZE(T’ W)= Zg(f, \Tv)=p(7, v_v)=0
wP(f)w fP(w)f
contradiciendo la condicion (9).

Entonces un planeamiento uno a uno establ e satisface las condiciones

=

> H(f, w) = s(w), paratodo w [J W.
fOF
2. Y M(f, w)=d(f), paratodo f [I F.

wiOw
3 Su(fw+ S u(f,w) +u(f,w) =1

wP(f)w f P(w) f
4. 0 < u(f, w) paratodo (f, w).

Luego, por el Teorema (2.3) de Vande Vate, el planeamiento uno auno pLes
la configuracién como matriz de un matching estable, de un problema de
matching (F, W, P).

El g emplo siguiente muestralas definiciones dadas hasta aqui:

Ejemplo 1 Sea el siguiente modelo de planeamiento (F, W, P, d, s, 1) donde
F={f,f, {5}, W={w,w,, w},d=(1,224),s=(441),

M 1 17
p o 10
=10 0
0 2 0g
2 2 1
y €l orden de preferencias P viene dado por
P(f,) = wg, W, PW) =f, T,
P(fZ) =Wy, Wa, P(Wz) = f4- f31 fl,
P(fy) = w,, P(wy) =1, f,, f,.

P(f,) = wy, w,, wj,
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Sea la siguiente matriz

NS 1 oo 1
O O
2 0 og 2

M= 0O 0
0 2 0g 2
O O
2 1 10 4
4 4 1

donde los ndmeros fuera de la matriz son los valores de d y s. La matriz
cumple las condiciones (2), (3), (4) y (5) de la Definicién 1 entonces es una
planificacion, pero no es estable, porque p,(1, 3)2 no verifica la condicion (6)
de estabilidad, es decir,

W(1,3)=0<m(1,3)=1

y
Z;lfl f,3) =1, 3=0 s(wy)=1,

f R(ws) f;
y
YHi(L,w)=p(L,3)=0 d(f)=1

WR(f;)ws

S consideramos la siguiente matriz

=Y

-
N
1

N N O O
[olle]

» EL B
o
ooo O
B2 NN DN B

N
[

es una planificacién estable pues

L(1L,2)=0<1=m(1,2)
y
2 Ha (1, p) = 15(1, 2) + 1y(L, 3) = 1=d(f)

WR(f;)w,

2 Enlosucesivo p(1, 3) denotara u(f;, wy), y en general (i, j) = u(f;, w;) cuando no haya
lugar a confusion.
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WL(2,3)=0<1=m(2, 3)
y
> H2(2,p) = 1L,(2, 3) + 1,(2, 1) = 2= d(f,)

WR(f3)w;

K(4,3)=0<1=m(4,73)
y
Zuz(4 W) = (4, 3) + L,(4, 2) + (4, 1) = 4=d(f)).

WR(f,)w.
2.2. Programacion lineal

Los siguientes resultados seran necesarios en el desarrollo nuestro trabajo.
Presentamos una breve descripcién del problema de Transporte y de Asigna-
cién deProgramacién Lineal. Paramasinformacion referimosal lector aBazaraa,
Jarvis and Sherali (1990) Capitulo 10, del cual hemos tomado las definiciones
y la notacién que utilizamos.

2.2.1. El problema de transporte

Consideremos m puntos de origen, donde cada origen i tiene a, unidades de
un item (mercancia) particular. Hay n puntos de destino, donde cada destino |
requiere b, unidades de la mercancia. Suponemos &, b, > 0. Cada origen i y
destinoj tiene asociado un camino (i, j) y un costo de transporte G- El probleL
ma es determinar |os recorridos de los origenes alos destinos que mini micen el
costo total del transporte

Sea x; el nimero de unidades transportadas a lo largo del camino (i, j).
Supomendo que el total suministrado esigual a total demandado, es decir:

m n
>2a=3% bJ
i=1 j=

el modelo de programacion lineal para el problema de transporte serd como
sigue:

m n
Minimizar 2 2 GjX;
i=1j=1
Sujeto a
n
>x.—a i =
(10 J_leu a, i=1,2.,m
m .
2% =b ji=12,..,n

X =0 i=1,2.,m i=1,2,..,n
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2.2.2. El problema de transporte con capacidades

Es un problema de transporte en €l que las unidades transportadas del ori-
geni a destinoj, Xj» tienen una capacidad o cota.

m n
Minimizar 2 2 GjX;
i=1j=1
Sujeto a
n
(11) _%M:q i=1,2.,m
]:
m
xijzo i=12.,m, ]: n
X;j < O, i=L2..m j=12.,n,

donde a;; nos dice la capacidad (por gjemplo, el peso que soporta un puente) de
unidades que se pueden transportar en el camino (i, j).

2.2.3. El problema de asignacion

El problema de asignacién es un caso especial del problema de transporte,
escuandom=ny cadaa, = 1y cadab, = 1. Como un ejemplo, supongamos que
tenemos mindividuosy mtrabgjos. Si el individuo i esasignado al trabajoj, el
costo sera ;. En cada solucion posible, X; =1 significa que el individuo i es
asignado a trabajo j, X; = 0 nos indica que el individuo i no es asignado a
trabajoj.

Formalmente el problema de asignacion es:

m m
Minimizar 2 chjxlj
i=1j=1
Sujeto a

(12) ,§x=1 i=1,..,m

A cualquier problema de transporte se le puede asociar un problema de
asignacion. Esto serealizahaciendo &, copiasdel origeni, alosquellamaremos
iy, ...la , cada i, tiene una unidad del item o mercancia, parai = 1, ..., m.
Similarmente, haciendo bj copias del destino j, a que llamaremos j,, ..., b, ,
donde cada j, demanda una unidad del item, paraj = 1, ..., n.

Nota: Enlo sucesivo cuando hablemos de problema de transporte o proble-
ma de asignacion estaremos haciendo referencia a las restricciones de dichos
problemas.
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2.3. Laestructuralineal del conjunto delos matching estables

En esta seccion introduciremos conceptos del modelo de matching. Una
buena referencia para estos temas es Roth and Sotomayor (1990).

Un matching v esunaaplicacion de F [0 Wen F [0 Wdonde paratodo f [ F
y w O W se cumple que:

1. v(f) fimplicav(f) OW
2. v(w) wimplicav(w) OF
3. w=v(f) sisolos f=v(w)
El matching v esindividualmente racional si paratodo agenteg [0 F O W

V(9)P(9)g.
El par (f, w) bloguea el matchingv si
wP(f)v(f) y fPW)v(w).

Un matching v es estable si es individualmente racional y no es bloqueado
por ningun par de agentes.

Vande Vate (1989) probo que en el modelo de matching uno a uno el con-
junto de los matching estables se puede representar como |os puntos extremos
del conjunto de soluciones de un sistema de inecuaciones lineales.

El estudi6 el caso especial en e cua € nimero de empresas es igua a
ndmero de trabajadores, es decir |F| = [W/|, todas | as preferencias son estrictas
y todo par (f, w) es mutuamente aceptable, es decir, fP(W)w y wP(f) f.

Dado un matching v, decimos que lamatriz x de cerosy unos es la configu-
racién dev como unamatriz s

=8 sv(f)=w
x(f,w) =0
D  enotrocaso

Reciprocamente, dadaunamatriz de orden |F|=|W|y conalomésun 1 por
filay columna, le podemos asociar un matching v por

v(f)=wsi ysolos x(f,w) =1

Entonces podemos caracterizar los matching estables por su configuracion
mediante el siguiente teorema de Vande Vate:

Teorema: (Vande Vate) Un matching es estable si y sdlo si su configuracion x
esuna matrizentera de dimension |F | x |W| que satisface el siguiente conjunto
de condiciones: paratodof OFywOW
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. IWI .
0. Zxfj=1,
=1
. e
@i). X x@,w) =1,
i=1

(i) T xE )+ T xi,w+xfwz=1y
iP(f)w iP(w) f

(iv). x(f,w)=0.

Lasiguiente esunademostracion delaequivalenciaentre (iii) y estabilidad:

Si X esunasolucion enteradel sistemaformado por las ecuaciones (i), (ii), y
lainecuacion (iv), tiene alo més un 1 por filay columnapor lo tanto podemos
asociarle un matching.

Si lasolucion enterax ademas cumplelacondicion (iii), el matching asocia-
do ax se dice que no tiene pares blogueantes. Para ver esto, supongamos que la

solucion entera x no satisface (iii), es decir, existen T y w taes que

s x(f.)+ = x(i,w)+x(f,w) <1,

iP(f) iP(w) f

por ser X una solucion entera y no negativa (iv), tenemos que los sumandos
cumplen que

> x(f,))= X x(@,w)=x(f,w) =0,

jP(f)w iP(w)f

la primera suma dice que no existen trabajadores més preferidos para f, que
este matchado bajo la solucién x, por lo tanto existe un trabajador y menos
preferido por f que w tal quex(f, w) = 1, es decir

wP(F) W y X(f, W) =1, esdecir v( T) = w, entonces wP( f)w =Vv(T).
Similarmente, por la segunda suma, existe f tal que:
TP(w) f yX(f,w)=1 esdecirv(w)= f,entonces TP(w) f =v(w)

luego, f y w bloguean av.
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3. RELACION ENTRE PROBLEMA DE PLANIFICACION Y M ATCHING
3.1. Problema de planeamientoy problema de asignacion asociado

Nuestraintencidn en esta seccion es asociar aun problemade planeamiento
(F, W, P, d, s, M) un problemade planeamientounoauno (F', W, P', 1,1, ).
El camino que seguiremos es e utilizado en e “College admission model”
cuando selo relacionaa model o de matching uno auno. A cadacolegio C con
cuota g selo “descompone” en g, copias de €l con cuota uno.

Nosotros aplicaremos esta descomposi cion aamboslados del mercado, pero
en vez de cuota tenemos para las empresas | as horas demandadas d y paralos
trabajadores las horas ofrecidas s

Descomponemos cada trabajador w: con s3 horas de trabajo disponibles en
€l problema de planeamiento, en S " subtrabajadores’ Wigs Wigseoos Wis; , donde
cadanuevo subtrabgjador wy, | =1, ..., 5 tiene s, = 1 horadetrabajo disponible.
A este nuevo conjunto lo denotamos W, es decir,

W ={w,:j=1.n1=1 .5}

Similarmente, a cada empresa f; que necesita completar d; horas de trabajo

en el problema de planeamiento, la dividimos en d, “subempresas’ f,,, f,,, ...,

fiq,, donde la demanda de horas de cada subempresaesd, =1, k=1, ..., d. A
este nuevo conjunto lo denotamos F', es decir,

F={fi=1.,mk=1 ., d}.

Hemosasociado F' aF, W aW, e vector 1=(1, ..., 1) con B-componentes
dadas por la condicion de balanceo (1), ad = (d,, ..., d) y s=(s;, ..., S;)-

Como cadaempresaf; y cadatrabajador w; sedescomponenenf;, f,, ..., fig
Y Wig, Wiy,..., Wis;, respectivamente, definimoslamatriz rt = 1t (ik; jI) por4

(13) n(kj)=001y d%slz mt ik jl) = 7, j).

Observacion 3 La matriz 1 no es Unica, pues, si 1(i, j) > 0, tenemos d(i)
subempresasy s(j) subtrabajadores que tienen una hora disponible, pero a

lo mas pueden trabajar juntos 11(i, j) horas, es decir que hay 000 posibi-
lidades. )

3 Haciendo abuso de notacién § = s(w,) = (), y d; = d(f;) = d(i).

4 Cadauna de las entradas en este nuevo problema viene dada por la posicion (f,, wj,) o]
simplementeik; jl dondei =1, .. mk=1,..,d,j=1,..,myl=1,.., S, esdecir, los
dos primeros subindices corresponden a las filas (subempresas) y los dos Ultimos a las
columnas (subtrabajadores).
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Ejemplo 2 Sealaempresaf; cond(f;) = 2y sea el trabajador w; con s(j)=2y

sea 11(i, j) = 2, entonces tenemos 6 posibilidades de formar 1t , por gjemplo

! 1D
n'_

d 0O L 0O
"4 H = R F
10
Dado €l orden de preferenuas P del problema de planeamiento definimos
un nuevo orden de preferencias P', que responde a P, de lasiguiente forma:
Si vij(fi) w, entonces
(i)

w, P (figw, ; paratodoj =1, ... myl=2,..,5.

(i) wy p(fy) Wes, paratodok =1, ..., d.
La condicion (i) dice que todas las subempresas de f; asignan el mismo
orden atodos los subtrabajadores de w.La condicion (ii) dice quesi f; prefiere
w; aw, entonces cada subempresafIk de f; prefiere, en el nuevo orden el peor
subtraBaJador Wiy devv] a mejor subtrabauador Wps, de W, y por la condicion
(i) todoslos subtrabaj adore'svvj son preferidosen P' atodos|os subtrabajadores
dew,.

p

Similarmente para P' (W“). Si fiP(wj) fp entonces

(i)

fic P (W) fiyy paratodoi =1, ...,ny k=2, ..., d.

(i) P (w k) pd, paratodol =

" % -
L uego esta descomposicién parael Ejemplo 1 sera

Continuacion del Ejemplo 1 Sélo descomponemos las empresasf, y f, y el
trabajador w;,. Paralos otros agentes es similar.

Pr(fi) = WapWoy WogWop Way,
P (f) = WypWigWip Wy, Way,

P (f) = WypWigWip Wy, Way,

P (fad = WopWogWppWpy,

P (fh) = WigWigWyp Wy W Wog Wop Wy Way,
P (W) = fag fag T fag T o

P (W) = fag fag Tz far T o

P (W) = fag fag Tz far T o

P (W) = Fag fag Tz far T o
Pr(wy) = fas fag Tz a1 T fas
Pr(wy) = Fupfo0 For fan fag a0 Ty
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Dado un problemade planeamiento (F, W, P, d, s, 1), cualquier matriz pLque
satisface las condiciones (2), (3), (4) y (5) dela Definicidn 1, satisface lasres-
tricciones de un problemade transporte con capacidades, mientras que las con-
diciones(2), (3) y (4) delaDefinicion 1 son lasrestricciones de un problemade
transporte de programacion lineal, que notaremos (F, W, P, d, s).

A su vez, un problema de transporte (F, W, P, d, s) (restricciones (2), (3) y
(4) de la Definicion 1) tiene asociado un problema de asignacion, que notare-
mos(F', W, P', 1, 1). Entoncesdecimos queel problemade planeamiento (F,
W, P, d, s, ) tiene asociado €l problemade asignacion (F', W, P', 1, 1).

Observacion 4 Paratener un problemadeasignacion (F', W', P', 1, 1) nece-
sitamos que: los conjuntos de agentes tengan la misma cardinalidad: El con-
junto de subempresas F', y e conjunto de subtrabajadores W, cumplen esta
condicién ya que por ser balanceado

IFl= 5 df)= = sw)=|wl
f, OF w; W

Dado un problema de planeamiento (F, W, P, d, s, 1), una solucién py €l
problema de asignacién asociado (F', W, P', 1, 1), decimos que la matriz
Z, = («ik; j1)) estdasociadaap s Zuessolucién del problema(F', w', P', 1,1),
y satisface:

di s
(14) 3 SAiki)=uG))  paratodoi, )
Lamatriz Z,= (z(ik; j1)), para ser solucion del problemade asignacion (F',

W, P', 1, 1) debe cumplir lo siguiente

S

n
(15) .lezjlz(i kijy=1 paratodoiy paratodo 1< k<d
J: =,
m di
(16) _Zlkle(i kjh=1 paratodojy paratodo 1< <5
i= =
a7) Z(ik; jl) = 0 paratodo ik; jl.

El algoritmo siguiente, que es una modificacion del algoritmo de acepta-
cion diferida (AAD), construye una matriz Z,, que satisface las condiciones
(14), (15), (16) y (17):

3.1.1. Algoritmo

Lasiguiente descripcion y notacion del algoritmo esdesde el punto devista
de “las empresas proponen”, para el caso “los trabajadores proponen” sblo de-
bemos adaptar la notacion.



Modelo de planificacion balanceado. .. / Jorge Oviedo, Ana Rubio D. 53

Llamamos C, W<y W= alos siguientes subconjuntos de W

C(fi) = {w;, : w;, rechaz6 af;}

3 _{ _ @) s(i) i }
W=(f) = w1 0< Iglglzp (ik; 1) < (i, w)p N C(Fy),

S(
W=(f,) = {vvj Z 2Yik; jl) = u(f, W)} \ C(f,)-

Sea Z,? unamatriz de ceros, es decir Z(ik; jl) = 0 paratodo ik; jl.

Paso p: DadaZuf*l. Cada subempresaf,, poneun 1 en (es decir, le ofrece a)
el subtrabajador Wi, s
W = maX {ww}
L= A Ll
donde

Lo W= mawe()

2. Wep = Q??XW =(f;,) y existe

W.z= (|fn W=(f) tal que Wi R (fi) w._-
J |k ]I

Cada subtrabajador w;, se queda con € 1 més preferido y “rechaza’ (es
decir, pone ceros en) Iosof emés, formando lamatriz ZP. Cuando no hay ningdn
rechazo, el algoritmo para.

Paso p + 1: Las subempresas rechazadas vuelven a paso anterior.

Observacion 5 Finalmente hay a lo mas un uno por filay por columna.

Observacion 6 S hay un agente que tenga s(w) > 1 o d(f) > 1 entonces €l
algoritmo nunca puede parar en el Paso 1.

Observacion 7 Nunca una subempresa ofrece dos veces al mismo subtraba-
jador.

Observacion 8 El algoritmo para por la Observacion anterior y porque hay
un ndmero finito de agentes.
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Construyamos la matriz Z, asociada al planeamiento L, del gemplo 1.

Continuacion del gemplo 1 El planeamiento , era

M 0 10 1
0
E?OODZ
M= 0O 0
0 2 0g 2
0 O
2 2 00 4
4 41
Comenzamos con®
M 00 0|0 0 0 0|00
%)oooooooog
0 O
0 000|000 0|00
0 O
0 00 O0|0O0O0 0|00
0 O
z; =M 0 0 0(0 0 0 000
! 0
M 00 0|0 0O 0|00
0 O
b 00 0/0 OO 0|00
O O
b o0 0 0|0 0 0 0|0Y
0 O
B ooolooo o|od

Paso 1: Todas las subempresas ponen un uno en su subtrabajador mas preferi-
do, cada subtrabajador se queda con el uno mas preferido y rechaza, es decir,
pone ceros en los demés, luego w, , se quedacon f,,, y rechaza (los unos tacha-
dos) af,,, f,,, T4y, 4o ¥ f43, ¥ W,, Se queda con f,, y rechaza afy,. Obteniendo®

O Wy Wi Wiz Wiy | Wy Wopp  Woz Wy | W[

0 0
ofu s

MOoooOoooooOoooOoo

.
IS
[N

[ N Y

Laslineas horizontalesy verticales corresponden ad y s respectivamente.
6 Loslugaresvaciosy los lugares donde los unos estan tachados corresponden a ceros.
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Paso 2: Cada subempresa rechazada vuelve a ofrecer, por jemplo:
f,, le ofrece aw,; pues

d(fp)=2s(w,)=4
W<(f,,) = {le :0< kgl Zl 2(2k; 1) < py(f,, wy) = 2} \{wy,}

|=
={Wyg, Wyp, Wyg},

W () = (i,
y -
W=(f,,) = 0.
Luego
Wi = max {W,}.
13 Pl 13}

Similarmente f,,, f,,, f,, y f,5 le ofrecen aw,,, y f;; le ofrece aw,,. Cada
subtrabajador se queda con el uno més preferido y rechaza, esdecir, pone ceros
en los demas, entonces w, 5 se quedacon f,,, y rechazaaf,,, f,,, f,;, Y f,0, Y Wy,
se queda con f,, . Obteniendo

O Wi Wi Wiz Wy | Wy Wpp Wiz Waoy | Wy

] [}
Ofu 1o
Hfar 1 1 g

0 O
szz 1 1 &

Of, 1 1 0

2 _ga 0
M2 Ofy, 1 0
0

Ofyy 1 1 O

0

Of2 1 1 O

0O 0
Ofas 1 1 O
Hr,, 1 H

Paso 3: Cada subempresa rechazada vuelve a ofrecer, por gemplo:
f,, le ofrece aw,, pues:

d(f,)=4s(wy)=4
W=(fyy) = {le :0< El El Z2(4K; 21) < py(fy, W) = 2} \{wyy, Wik,

= { Wy, Wog, Wap, Wi},

max W <(f,,) ={w,,},
P'(f41) (41) { 24}



56 Estudios de Economia, Vol. 31 - N° 1

d(f2)=4s(wy)=4

W=(fy) = {W,| :0< kzl El 224K, 1) =y (F, wy) = 2} Mg Wigt =

=0;

W,, = MaxX {W,,;.
24 P'(f41){ 24}

Similarmentef,, y f,, leofrecenaw,,, y f,, le ofreceaw,,,. Cada subtrabajador
se quedacon el uno mas preferido y rechaza, es decir, pone ceros en los demas,
luego w,, se queda con f,,, y rechazaaf,, y w,, se quedacon f,,y rechazaaf,,
y f,;. Obteniendo

O Wip Wip Wiz Wiy | Wy Wpp Wog Woy | Wyl

Df 1 0

01 0

Hfar 1 1 1 g

szz 1 1 1 E

Ut 1 1 O

ZS _gu 0

2" Ofy, 1 O

O 0O

Of g 1 1 1 0

0 0O

a2 1 1 1 O

0 0

Hr,, 1 H
Paso 4: Obtenemos

O Wy Wip Wiz Wyg | W Wy Wiz Wy | Wy[]

Df 1 0O

011 0O

Bfﬂ 1 1 1 1 .

szz 1 1 1 E

Ut 1 1 O

: _ou 0

2 " [y, 1 1 O

O 0

Of sy 1 1 1 1 0

O 0

i 1 1 1| 1

O 0

Hr,, 1 H
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Paso 5: Obtenemos

o Wi Wi Wiz Wiy | Wy Wy Wpg Wy | Wyll
17
an 1 1 1 1 .
gfzz 1 1 1 g
5 _ gfm 1 1 1 g
"z Sf32 11 1 B
gfﬂ 1 1 1 1 g
a2 1 1 1 O
s 11 .
H,, 1 H
Paso 6: Obtenemos
0 Wip Wip Wig Wiy | Wo; Way  Waz Wy | Wy []
s 1o
Hal1 1 1 1 .
Efzz 1 1 1 E
6 _ gfﬂ 1 1 1 1 B
2O, 1 1 1 O
§f4l 1 1 1 1 %
Ofa2 1 1 1 O
s 101 .
H, 1 H

Como no hay més rechazos, éstaeslamatriz Z,,,

es decir:

N
&

57

asociadaal planeamiento L,

1
=aleial=lalslnlaislalslml=l
o O O Oo|o o+ Of|o

O B O O|O O|O O|O

r O O O|lo o|lo o|o

O O O O|o »Br|O O|O
O O O O|r O|O O|O

O O O Br|O O|lO O|O

O O B O|O O|O O|O
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Lemal Sead problemadeplaneamiento (F, W, P, d, s, m),sea(F', W, P',1,
1) el problema de asignacion y sea [ un planeamiento de (F, W, P, d, s, )
entonceslamatrizZ,, asociada al planeamiento L, obtenida por el algoritmo,
essolucionde (F', W', P', 1, 1).

Demostracion Debemos demostrar que Z, verifica las condiciones (15), (16)
y (17). Lacondicion (17) de no negatividad, se sigue de que paratodo (ik; j1),
i=1,..mk=1.,d(),j=1,.,nyl=1 .., 5):

Z(ik;j)=001.

Supongamos que (15) no se verifica, por la Observacién (5), solo tenemos

gue considerar queZ, tiene unafila de ceros, es decir [ ] y Kdei ta que

S(J) “ A
(18) > 2z(ikjh=o.

j=11=1

Como [ es planeamiento, verifica (3) dela Definicién (1), es decir

. n . CH({) sG) a
d(i) Elp.(i )= P lEL_ll_lz(lk J|)E_

(:('i%% i Aik; Jl) <d(i)—1.

11=1

La segunda igualdad se sigue de la condicion (14), la Ultima desigualdad se
sigue de la Observacion (5) y de la condicion (18).

Supongamos que (16) no se verifica, por la Observacion (5), solo tenemos
que considerar que Z, tiene una columna de ceros, esdecir O j y [ [ de J tal
que

m d(i)

(19) ZZz(|k J|) 0.
Como [ es planeamiento, verifica (2) delaDefinicién (1), es decir

R m m [H() s()
s(j)= Z u(, J)_ Z > ZZ(IkH)E:

=1Lk=11=1
i
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Lasegundaigualdad se sigue de lacondicion (14), la tltimadesigualdad se
sigue de la Observacion (5) y de lacondicion (19).
Luego Z,, essolucionde (F', W, P', 1, 1).

3.2. Problema de planeamiento y problema de planeamiento uno a uno
asociado

Hasta ahora hemos asociado a un problema de planeamiento (F, W, P, d, s,
) un problema de asignaciéon (F', W, P', 1, 1), y aun planeamiento |, una
matriz Z, solucién del problemade asignacion. Ahorabien, como un problema
de planeamiento uno a uno es una extensién de un problema de asignacién, 1o
gue necesitamos es definir 1T "

Definicion 3 Dado el problema de planeamiento (F, W, P, d, s, 1), L una solu-
cionded, (F', W, P', 1, 1) e problema de asignacion asociado y la matriz
Z,= (z(ik; j1)), solucién asociada a p,construida por €l algoritmo, definimos
para cada (i, j)

a z(ikj)=1
m, (ik jl) = % (L jly),.... (314 jly)

D  otrocaso

(20)

dondea =i, j) — (i, j), i1 esla subempresa menos preferida de la empresai,
enel orden P',yijl,, ..., jl, sonlos o — ésimos subtrabajadores menos preferi-
dos del trabajador j, en el orden P', talesque z(i1; jl,) = ... = (i1, jl ;) = 0.

Observacion 9 T, cumple la condicién siguiente

d(i)s(i)
My(kiD=001y 2 X T (kj)=m(j)

pues como Z, esta asociada a 4

d(i)s(i)
% .z z(ik; j1) = @, j)

2 (i) = a =, j) - ud.j),
entonces

di)s(i)
£ 3 MGk i) = 7L ).
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Veamos como se aplica la Definicion 3 al Ejemplo 1:
Continuacién Ejemplo 1

En & gemplo 1 teniamos

M 1 10 M 1 0O
0 0 0 0
@ 0 1p 2 0 0g
m=[ 0 M= 0 0
M0 2 0g M 2 0o
0 0 0 0
@ 2 10 @ 1 10
Lamatriz Z,,, es
M 000|100 0|07 ™ 0 0 0|1 0 0 0]10
E’loooooooog Ehooooooo%
M 100|000 0|0 ® 1 00/00 0 0|07
53000010005 @000010005
z, =0 0 0 0[/0 01 0|00 m, =0 0 0 0/0 0 1 0|00
' O O
33000000015 5300000015
00 0[/00O0 1|00 ™ 00 0/0 00 1|00
%01000000D %01000000D
001ooooo§ 00100000@

donde, por gjemplo, el uno en Tt (11; 21) viene de z(11; 21) = 1, € uno en
T, (31; 21) vienedea = 1i(3, 2) — (3, 2) =1y z(31; 21) = 0.

L aproposicion siguiente muestraque | os planeami entos establ estienen aso-
ciado un planeamiento uno a uno estable.

Proposicion 2 Sea (F, W, P, d, s, ) un problema de planeamiento y 1 una
solucién, entonces existe una matriz T, tal que (F', W, P', 1,1, T,) esun
problema de planeamiento uno a uno asociado a (F, W, P, d, s, ) y existe Z,
planeamiento uno a uno solucién de (F', W, P', 1, 1, Tt,). Ademds, si [ es
estable, Z, también es estable.

Demostracion Dado el problema (F, W, P, d, s, 1) , podemos asociarle un pro-
blemadeasignacion (F', W, P, 1, 1) y dadalasolucién p podemos encontrar
lamatriz Z, asociadaap, solucionde (F', W, P', 1, 1) (Algoritmoy Lema 1).
Por la Definicion 3, tenemos que zZ, = (z(ik, j1)) es un planeamiento de
F,w, P, L1 1,).
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Veamos que si 1 es estable, es decir, cumple la condicion (6) de la Defini-
cién 2, entonces Z, es estable en (', W', P', 1, 1, T,), es decir, cumple la
condicién (6') de la Definicion 2.

Escribimos nuevamente la condicion de estabilidad para pi: si para algan

()

@, j) <7, j)
implica
(22) b, 1) =s(])
(0]
22) (2 uG D) =d().

Lacondicion (6') delaDefinicion 2 decia Si Ty (i k, j1) =1y

Foiko FikP (GT)ik: 2k, B 1
z(i k, j1) =0entonces U .. o~ an
HIjloO W, jIP (ik)jl:z(ik,jl3 1
Supongamos que paraagin (i k; j 1)
(23) z(ik D) =0y My k jI)=1,

por laDefinicion 3 de T, tenemosquek=1y 1< l<a= i, j) —u(,j) >0,
luego la condicion (23) nos queda:

(24) 2i1; jl)=0y m,(iL; ji)=1
S z(i1; jT)=0esporque

Caso 1: lasubempresa i 1 leofrecié a subtrabajador | I ,y fue“rechazada’.
Pero si fue rechazada es porque existe una subempresa ik tal que

ik P (71 i1 con zik;jI)=
es decir, se cumple lacondicion (6').

Caso 2: lasubempresa i 1 nuncale“ofrecié” al subtrabajador j I, entonces

a) No le ofreci6 porque existia un subtrabajador jT tal que
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jiPGEDJT conzil; ji)=1,

es decir, se cumple lacondicion (6').

b) Nole ofrecio porque W;; era menos preferido que

min W= (f,
P'(fi) (Ik)

es decir

do s o
(25) 2 2 ik jh=ud, ).

k=21=[+1

Entonces, por el algoritmo, i 1 le ofreci6 aalgln subtrabajador I | del trabgja-
dor j tal que

iP()T,
pero entonces por (22)

J_%ﬁu(i',j) <d(i),
luego por la estabilidad de 1, setiene que cumplir (21), que es equivalente a
Ui tal que i P(j)iud, j)=0,
gue es equivalente a
(26) i, Ok dei, y Ol dej tal que iP(])i z(ik, j1) = 0.

Entonces, como Z, es planeamiento, por (25) y (26), existe unasubempresa ik
tal que

ikP (il ilconz(ik;ji)=1,
es decir, se cumple lacondicion (6').

Ahorabien, si en vez de cumplirse (21) de la definicién de estabilidad, se
verificara (22), tendriamos que
0j tal que jP(7)j u(i,j) =0,
que es equivalente a
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(27) 0j, Ol dej,y Ok de i tal que TP(i_)jZ(ik,jI)ZO.

Pero entonces por ser Z, planeamiento, por (25) y (27), existeun j~ yun| de I
tal que

iP(i)] con (i1l ji)=1

es decir, se cumple lacondicién (6').
Luego Z, es estable.

3.3. Problema de planeamiento y problema de matching

Hemos probado que, dado un planeamiento estable p de (F, W, P, d, s, T)
podemos construir un planeamiento uno a uno estable Z, de(F', w, P,1,1,
Tt,,). EnlaSeccion 2.1, Observacion (2), vimos que dado un planeamiento uno
a uno estable, podiamos decir que era la configuracién como matriz de un
matching establev, solucién del problemade matching asociadoa(F, W, P, d, s,
11). Entonces dado un planeamiento establede (F, W, P, d, s, T)) podemos encon-
trar un matching establede (F', W, P'). Formalmente

Corolario 3 Sea(F, W, P, d, s, ) un problema de planeamiento, i una solu-
ciénestabley (F', W, P') el problema de matching asociado, entonces existe
un matching estable, solucion de (F', W', P') asociado a .

Demostracion Proposicion 2 y Observacion 2.
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