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UN ALGORITMO PARA LA SIMULACION DE MODELOS
LINEALES EN TIEMPO CONTINUO BAJO PREVISION

PERFECTA*

CARLO GRAZIANI
ANDRES ALMANSA

RESUMEN

Se presenta un algoritmo para simular numéricamente modelos lineales formu-
lados en tiempo continuo bajo previsién perfecta. Partiendo de los trabajos de
Austin y Buiter (1982) y Buiter (1984), se caracteriza primero la familia de
modelos que se pretende resolver, exponiendo su forma estructural estdndar y
su forma reducida. Después se explica la solucién matematica adoptada. Luego
se presentan algunos ejemplos conocidos de la literatura.

El algoritmo esta escrito en el lenguaje MATLAB y permite simular modelos
con muchas variables de estado. Los shocks exégenos pueden ser no anticipa-
dos o anticipados, asi como permanentes o transitorios.

Abstract

An algorithm to simulate numerically linear models of continuous time under
perfect foresight is presented. Starting off from work by Austin and Buiter (1982)
and Buiter (1984) the family of models that is attempted to solve is character-
ized, presenting its standard structural form and its reduced form. The math-
ematical solution is explained and some known examples from the literature
are presented.

The algorithm is written in MATLAB and it allows the simulation of models
with many state variables. The exogenous shocks can be either anticipated or
not anticipated as well as transitory or permanent.
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1. INTRODUCCION

El andlisis de un problema de dindmica macroeconémica pasa a menudo por
la construccién de un modelo dindmico, seguida por un estudio detallado de los
ajustes puestos en marcha por distintos tipos de shocks ex6genos. En muchos
casos, el modelo puede escribirse —por lo menos al cabo de algunas transforma-
ciones— como un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. Los mo-
delos no lineales suelen ser linealizados en un entorno de su estado estacionario
(inicial o final) o de algin otro punto de partida considerado relevante. Luego ¢l
andlisis se efectia mediante los métodos conocidos de la economia dindmica
cualitativa [véase, por ejemplo, Chiang (1984) o Gandolfo (1980)].

Este procedimiento es comiin cuando el sistema de ecuaciones diferenciales
no supera el orden de dos y cuando sélo se buscan implicaciones cualitativas. Por
otra parte, el tratamiento de sistemas de orden superior se hace pronto muy engo-
rroso. Ademds, el andlisis cualitativo brinda informaciones limitadas en cuanto al
orden de magnitud cuantitativo de los efectos estudiados. Por fin, en el caso de
efectos teéricos ambiguos no cabe, a menudo, otro camino que el del andlisis
numérico. Por estas razones, es cada vez mas comtin la utilizacién de la simula-
cién numérica en el andlisis de modelos dindmicos en macroeconomia.

El problema de la inestabilidad que surge al introducir expectativas raciona-
les 0 —en un contexto deterministico— la previsién perfecta, se resuelve general-
mente sobre la base de la propuesta de Sargent y Wallace (1973), suponiendo
que, en el instante en el que ocurre un shock previamente no anticipado o en el
que surge una nueva informacién acerca de un shock futuro, las variables en
cuestion saltan hasta la senda que converge finalmente hacia el nuevo equili-
brio de largo plazo. Siguiendo a Calvo (1977), se asume que la senda de ajuste
de las variables de estado es continua después del salto inicial mencionado.

En 1982, Austin y Buiter crearon el algoritmo numérico “Saddlepoint’ para
simular, bajo previsién perfecta, los modelos dindmicos que pueden escribirse
como sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden con coefi-
cientes constantes.! Este algoritmo lo utilizaron luego Buiter y Miller (1983) y,
mads tarde, Buiter (1987, 1989) y Smith (1987). Ademads, Buiter (1989) mostré
cémo el algoritmo mencionado puede ser utilizado también para simular politi-
cas 6ptimas y consistentes en el tiempo, suponiendo una funcién objetivo
cuadrdtica. Asimismo, van der Ploeg y Markink (1991) presentaron un paquete
de rutinas para la simulacién de modelos lineales bajo prevision perfecta que
permite, ademds, tomar en cuenta distintas constelaciones estratégicas. Tanto el
algoritmo de Austin y Buiter (1982) como el paquete de rutinas de van der
Ploeg y Markink (1991) estan escritos en FORTRAN.

El algoritmo que se presenta a continuacién y que se llamard LPF,? parte de la
misma forma estructural estdndar original de Austin y Buiter (1982) y Buiter
(1984), utilizada también por van der Ploeg y Markink (1991). Contrariamente a
sus antecesores estd escrito en el lenguaje MATLAB y corrige el error encontrado
en el primer algoritmo mencionado. Al igual que en él, se supone que las varia-

I Lamentablemente, este algoritmo parece calcular las sendas dindmicas en forma correcta

s6lo en los casos de shocks no anticipados y permanentes [véase Graziani (1994a, b)].

% Sigla formada por las iniciales de “Linear Perfect Foresight™.
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bles exdgenas son constantes en cada intervalo, aunque pueden cambiar de un
intervalo a otro, admitiéndose, por tanto, sélo funciones constantes en escalén
para tales variables. Utilizando esta opcién es posible simular los efectos de shocks
no anticipados y anticipados, asi como permanentes o transitorios.

El plan de este articulo es el siguiente. En la seccién 2 se caracteriza la clase
de modelos que pueden simularse por medio del presente algoritmo. En la sec-
cién 3 se explica la solucién matemadtica adoptada. En la seccién 4, finalmente,
se presentan algunos ejemplos con el fin de ilustrar el uso del algoritmo.>

2. FORMAS ESTRUCTURAL Y REDUCIDA DEL MODELO

El algoritmo LPF utiliza como punto de partida un modelo dindmico lineal
con coeficientes constantes, escrito en la forma estructural estdandar

(1) Eix(t)+ Esx(t)+ E;y(1)+ E z(1)) =0,
(2) Esx(t)+ Egx(t)+ E;y(1) + Esz(t)=0,

siendo x = vector columna con las n variables de estado, y = vector columna con
las m variables “de salida” o endégenas de corto plazo, z = vector columna con
las g variables exégenas y constantes y ¢ = variable tiempo. Las matrices E, aE;
deben poseer las dimensiones apropiadas.

Asumiendo que tanto E, como E,—E,E,'E, pueden ser invertidas, se obtie-
ne la forma reducida del modelo:*

(3) x(t) = Ax(t) + Bz(1),
(4) y(t) = Cx(t)+ Dz(z).

Como en Austin y Buiter (1982), se supone que A es invertible y
diagonalizable; es decir, no se admite histéresis y, por lo general, tampoco rai-
ces caracteristicas multiples.

El algoritmo simula el modelo, partiendo del estado estacionario (o equili-
brio a largo plazo) inicial e imponiendo, en la dltima etapa, la convergencia
hacia el (nuevo) equilibrio a largo plazo, calculando, por tanto, dnicamente la
senda convergente.

Como en Austin y Buiter (1982) y Buiter (1984), el vector x contiene, en el
caso general, n{variables de estado predeterminadas, n{’= n, —n{ variables de
estado no predeterminadas, orientadas al pasado,y n, = n— n, variables de es-
tado no predeterminadas, orientadas al futuro (“variables que saltan™), cCuyos
vectores columna se denominan xj, x'y x,, respectivamente.’

*  Los archivos del algoritmo LPF se ponen a disposicién de los eventuales usuarios con
una documentacién detallada.

4 Las expresiones relativas a las matrices de la forma reducida (3)-(4) se encuentran en el
apéndice.

*  Para el correcto funcionamiento del al goritmo se requiere que las n variables de estado
contenidas en el vector x estén ordenadas de la manera indicada.
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Para poder establecer en forma univoca la solucion convergente del modelo,
la matriz A debe poseer exactamente n, raices caracteristicas con parte real posi-
tiva (inestables). Adicionalmente se requieren n —n, = n{ + n{’ condiciones ini-
ciales. Las variables de estado predeterminadas brindan n{ condiciones del tipo:

(5) x7(ty) = X{o

donde xj, contiene los valores iniciales de x{ en f,. Lasrestantes n{’ condiciones
iniciales deberédn expresarse por una restriccion lineal n{”-dimensional del tipo:

Las matrices F, F, y F; y el vector columna f deben tener las dimensiones
apropiadas. Ademas, F, debe ser invertible, es decir, tener rango completo.

Para las variables exdgenas se admiten —como hemos dicho— Gnicamente
funciones constantes en escalon.

3. SoLUCION MATEMATICA

El punto de partida para calcular las sendas dinamicas de las variables
endégenas es la forma reducida de modelo, dada por (3)-(4). En lo que sigue
nos concentraremos en la ecuacién diferencial matricial (3) para las variables
de estado x. Los valores de las variables endégenas de corto plazo se obtienen
sin dificultad por medio de (4), utilizando los valores de x y z.

Se supone que antes del instante 7, el modelo se encuentra en su estado
estacionario (o equilibrio) inicial, dado por:

(7} Eu=-A-IBZu. ?0=C:fﬂ+ﬂzg1
indicando Xy, Yy Y Zo los valores de x, y y z en el equilibrio inicial.

La simulacién se extiende a lo largo del intervalo [#,,,] que se divide en N

etapas [fg, 1 ).[1;,12),..., [tn1-2x], conforme a los N conjuntos de valores para
las variables ex6genas,®

(8)‘ ZI(I}=ZH f‘l_l Ef{f;. i=1,2,...1N.
Partiendo de (3) se puede escribir la solucién de x para cada etapa como:

x(0) = e x(r )~ x)+x,  x;=—A"'Bz,

(9) tl-__lﬂt-irf, i=l;2!+“1N'

~, contiene los valores de equilibrio de x, correspondientes a la etapa i.
Conforme a la condicién de continuidad de Calvo (1977), la senda de ajuste

6 Por razones de precision numérica, cuando un intervalo es relativamente largo, es conve-

niente dividirlo en intervalos mis cortos con los mismos valores para las variables exégenas
o constantes.
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de x debe ser continua a partir de ¢ , lo que puede ser expresado, partiendo de
(9), por medio del siguiente conjunto de restricciones:

(10)  x(t;)=e" " x(t, )+ A'Bz;)—=A'Bz,,  i=12...,N—1.

Finalmente se impone la convergencia hacia el equilibrio final a largo pla-
zo, eliminando el efecto de las raices caracteristicas inestables sobre la dindmi-
ca del modelo en la dltima etapa. Haciendo uso de:

(11) A=SM-I_}€AI=SEJMS—[’

en donde A es la matriz diagonal que contiene las raices caracteristicas de A y
S es la matriz de los vectores caracteristicos de A correspondientes, se puede
reescribir la solucién (9) como:

(12) x(£) = Se™' ™87 (s, )+ A7'By;]-A7'Bz;, b, St<t

Se deduce que para la convergencia hacia el nuevo equilibrio es necesario y
suficiente que se cumpla la condicion:

(13) IT, S7'[x(ty_ )+ A7 ' Bzy]1=0,

siendo [T, la matriz de dimensién n,xn que selecciona las n, filas de S que
corresponden a las raices caracteristicas de A con parte real positiva. Nétese
que la expresion:

(14) I1,5'Ix+A™'Bzy1=0

corresponde a la ecuaci6n del hiperplano de silla que pasa por el equilibrio final
[véase, por ejemplo, Pikoulakis (1995), pdags. 138-139].

En resumen, las condiciones (5), (6), (10) y (13) forman un sistema de
ny +n{+n(N — 1)+ n, = nN restricciones lineales en:

x(tp) "
x1(ty)
x(1)) T .
&= » con x(Z5) =| x{(#y) |, que puede escribirse en forma compacta
X (to)
xX(ty_1) T
cComo:
(15) M¢ =L,

siendo M una matriz de dimensiéon nNxnN y L un vector columna de nN ele-
mentos, ambos con coeficientes constantes. Si M tiene rango completo, enton-
ces (15) posee una solucién tnica que proporciona los valores de las variables
de estado al inicio de cada etapa. Introduciendo estos valores en la solucién
general del problema de simulacién (9), se pueden calcular las sendas dindmi-
cas de las variables de estado a lo largo de todo el intervalo de simulacién.
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4. EJEMPLOS

En esta seccién se presentardn tres ejemplos conocidos de la literatura, in-
tentando elegir los modelos de manera que se puedan ilustrar las diversas op-
ciones del algoritmo. Los primeros dos ejemplos son modelos ad hoc. Sin em-
bargo, el algoritmo puede ser utilizado también para simular modelos con
fundamentacién microeconémica intertemporal. Todo lo que hay que hacer en
este caso es efectuar las transformaciones necesarias para obtener al final una
forma estructural estdndar lineal del tipo de (1)-(2). El tercer ejemplo ilustrard
este procedimiento.”

4.1 El modelo de Dornbusch (1976)

Como primer ejemplo considérese el conocido modelo del sobrepasamiento
del tipo de cambio de Dornbusch (1976) en la siguiente versién con ingreso
variable:

(16) m—p= 2o+ Aq— Ayi

(17) i=i*+ é

(18) Pp=7(qg—q)

(19) q = 8y + 8,q — S3i +53(e — p)

siendo e = tipo de cambio nominal, i = tasa de interés nominal en moneda
nacional, i* = tasa de interés nominal en moneda extranjera, m = cantidad de
dinero nominal, p = nivel de precios, g = producto (ingreso) real, g = producto
(ingreso) real de pleno empleo. Con la excepcion de las tasas de interés, una
letra mindscula indica el logaritmo de la variable correspondiente. Los coefi-
cientes de pendiente son positivos.

Las variables de estado son p y e, siendo p predeterminada y e no predeter-
minada, orientada al futuro; por tanto x = [pe]’,siendo nj =1, n/=0yn, =1.
Las variables “de salida™ son g e i, por tanto y = [q i]’. Finalmente las variables
ex6genas y constantes forman el vector z=[d, 4, g i * m] .

La forma estructural estdndar del modelo esta dada por:

Vale la pena mencionar que, en su versién actual, el algoritmo permite simular también
modelos que no poseen variables de estado predeterminadas y no predeterminadas, orien-
tadas al pasado. En este caso se tendrd n{ = 0. Obviamente, ante un cambio no anticipa-
do y permanente de una variable exégena, todas las variables de estado saltardn directa-
mente a su nuevo equilibrio a largo plazo.
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Eligiendo r=0 como inicio de las simulaciones dindmicas y concentrandose
en los efectos de un incremento en la cantidad de dinero, representado por una
suba en m, se pueden considerar —entre otros mas complejos— los siguientes
cuatro experimentos:

(a) un aumento no anticipado, permanente: m sube en t=0 y permanece luego
en el nuevo valor;

(b) un aumento anticipado, permanente: en t=0 se anuncia que m sube en =ty
permanece luego en el nuevo valor;®

(¢) un aumento no anticipado, transitorio: m sube en =0 y se sabe que en 1=t,
vuelve a su nivel inicial;

(d) un aumento anticipado, transitorio: en =0 se anuncia que m sube en =1,y
vuelve a su nivel inicial en 1=t,.

Una vez elegidos los valores numéricos para los parametros y las variables
exogenas y fijados los intervalos de simulacién, se pueden computar en cada
caso las sendas dindmicas de las variables endégenas del modelo.

4.2 El modelo de Buiter y Miller (1983)
En su tercer estudio sobre la dindmica del tipo de cambio real y el costo, en

términos de producto, de reducir la inflacién, Buiter y Miller (1983) presentan
—entre otros— el siguiente modelo [véase también Austin y Buiter (1982)]:

%  El primer tratamiento formal de este tipo de experimento, por lo menos en el 4mbito del
modelo de Dornbusch (1976), parece ser el de Wilson (1979). Véase también Bhandari
(1982, Cap. 6).
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(22) m—p=xq—Ai—Ap+ A F

(23) G=0(=R+6,(e+ p*—p)=8,p+E:(m—p)+S,F —q)
@4 F=g(e+p*—p)—&,q9+&F

23 R=v(R—(i—p))

20 w=gg-Pr+n

(27) t=§&(p—m)

(28) e=i—i*

(29) p=ow+(l—a)e+ p*)

(30) l=m-—w

31 c=e+p¥—w

siendo ¢ = grado de competitividad, e = tipo de cambio nominal, F = riqueza
externa neta, { = tasa de interés nominal en moneda nacional, i * = tasa de inte-
rés nominal en moneda extranjera, [ = cantidad de dinero real, m = cantidad de
dinero nominal, p = nivel de precios doméstico, p* = nivel de precios externo,
g = producto (ingreso) real, § = producto (ingreso) real de pleno empleo, R =
tasa de interés real de largo plazo, w = salario nominal, 7 = tasa de inflacién
subyacente o esperada de largo plazo. Con la excepcion de las tasas de interés,
una letra mindscula indica nuevamente el logaritmo de la variable correspon-
diente. Los coeficientes de pendiente son positivos.

Siguiendo el andlisis de Austin y Buiter (1982) y Buiter y Miller (1983), el

modelo posee tres variables de estado predeterminadas, x; =[gF1]’, una varia-

ble de estado no predeterminada orientada hacia el pasado, x{"= m, dos varia-
bles de estado no predeterminadas orientadas hacia el futuro, x, = [¢R]’, cuatro
variables endé6genas de corto plazo, y =[ipwe]’, y tres variables exdgenas,
z =[mi* p*]’. Al cabo de algunas transformaciones se logra escribir el modelo
en la forma estructural estiandar (1)-(2) con x =|[gFlmcR]’, siendo
n{ =3, n’=1y n, =2 [véase Austin y Buiter (1982) o bien el apéndice en
Graziani (1997)].

La particularidad de este ejemplo consiste en que contiene una variable no
predeterminada orientada hacia el pasado, por lo cual es necesario emplear
—ademads de las condiciones iniciales para las variables predeterminadas— una
restriccion del tipo de (6). A estos efectos, Buiter y Miller (1983, pag. 333)
argumentan en favor del uso de la siguiente restriccion sobre las condiciones
iniciales:

(32) a(t)—n(t™) = E( —a)[c(t) — ()],

siendo ¢(t") = grado de competitividad (de equilibrio) en el instante antes del
shock y z(¢+~) = tasa de inflacion subyacente o esperada a largo plazo en el
instante antes del shock. La restriccién (32) puede escribirse en el formato de

(6),siendo F{ =1, F, =[0 0 0], F3 =[-§(1—0) 0]y f = (r" )= &(1 —ax)e(t™)-
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4.3 El modelo de Calvo (1980)

En su trabajo sobre “Devaluacién: Niveles vs. Tasas”, Calvo (1980) parte de
una familia representativa que maximiza su funcién de utilidad intertemporal,

o0

(33) J-H(C., HI)E-&Q'I
Q

sujeta a la restriccién presupuestaria,

(34) m=y—c—nmm+g
con

(35) m=M/P
(36) n=PIP

siendo ¢ = consumo, g = transferencias del gobierno en términos reales, m =
cantidad de dinero real, definida como cociente entre la cantidad de dinero no-
minal, M, y el nivel de precios doméstico, P, y = producto o ingreso real, § =
tasa de descuento subjetiva y 7 = tasa de inflacién doméstica. En el trabajo en
cuestion se supone, ademds, que el producto es constante y que el gobierno
mantiene un presupuesto equilibrado, transfiriendo al sector privado lo recau-
dado por medio del dnico impuesto, que es el impuesto inflacionario,

(37 8 = 7mm

Considerando una economia abierta en la que el tinico bien que se produce
y consume es comerciable internacionalmente y suponiendo gue el nivel de
precios externo es constante e igual a uno, el nivel de precios doméstico serd
igual al tipo de cambio y la tasa de inflacién interna serd igual a la tasa de
devaluacién. Finalmente, en este contexto, el saldo de la balanza de pagos co-
rresponderd al saldo de la cuenta comercial y sera igual a:

(38) b=vyv—¢c
siendo b = saldo de la cuenta comercial en términos reales.
Eligiendo para la funcién de utilidad instantdnea —a modo de ejemplo— la
forma explicita
(39} u(c,m) = In(c) + o In(m), a=>0
y aplicando al Hamiltoniano en valor corriente,

(40) H=ulc,m)+ A(y—c—mm+g),

las condiciones de primer orden para un méximo [véase Chiang (1992, pags.
210 y ss.)], se obtiene:
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1
(41) —=4
C
(42) A.=-—£z—+).(:r+5)
i
(43) m=y-—c

donde el multiplicador } puede ser interpretado como precio sombra del con-
sumo. Las expresiones (41)-(43) forman un sistema de ecuaciones diferencia-
les de segundo orden, en el que —segtin la terminologia utilizada— m y A son
variables de estado, ¢ es una variable endégena de corto plazo y 7 es una varia-
ble exdgena.

Efectuando una aproximacién lineal en el punto de equilibrio inicial y
reordenando las ecuaciones, se puede escribir la forma estructural estdindar del
modelo:

o 9 m+1u(m+[1 P BNy e
(44) _‘m_u!‘(?rn +8) \ 4 [{) 1 }LJ {}J(C) —k, =2 [,,_. 7
" m 1 1
(45) © 1)[3)-‘-(0 n{)_]*—(;g*](c}""(ﬂku 0)(;;]:0

donde c_, m,, A,y T, corresponden a los valores deec, m, A y m enel
equilibrio inicial, siendo k_y k; constantes apropiadas.

Tratando la cantidad de dinero real (;m) como variable de estado predetermi-
nada y el precio sombra del consumo (A1) como variable de estado no predeter-
minada, orientada hacia el futuro —y eligiendo valores numéricos apropiados
para las variables exégenas y los parametros—, se pueden simular los efectos de
un aumento (o una reduccién) en la tasa de devaluacién (7), es decir, de un
aumento en la tasa de aumento del tipo de cambio (7).’

9 para simular los efectos de una devaluacién, es decir, de un aumento en el nivel del tipo

de cambio, P, se requiere una pequefia modificacién en el sistema de ecuaciones del
modelo.
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APENDICE: LAS MATRICES DE LA FORMA REDUCIDA

A partir de la forma estructural estdndar del modelo (1)-(2), se obtiene la
forma reducida (3)-(4) cuyas matrices estdn dadas por las siguientes expresio-
nes:

(A.1) A= —(E, — E;E;'E;) ' (E, — E;E;'ES)
(A.2) B =—(E, — E;E7 ' Eg) ™' (E, — E3E7' Ey)
(A.3) C = E;'(Es + EgA)
(A.4) D = E;'(E; + EgB)

Estas expresiones justifican también la condiciéon de convertibilidad con
respectoa E, y E, — E;E; Ej.
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