TAMANO OPTIMO DE UN PROYECTO EN PRESENCIA DE
BIENES DE CAPITAL DIFERENTES Y
BAJO RESTRICCION PRESUPUESTARIA

Irancisco ). Labh¢*

XTRACTO

Lo un analisis de multiperiodos, el mabajo desarrolla y generaliza ¢! problema
plunteada por Fama y Miller en su libro “The Theory ol Finance™. los anlores
cancluven que. en la seleccion del tamano de los proyecios de inversion von ra
cipnarniento de capital, deben ignalarse las lasas marginales internas de retorno. 11
trabajo condduye que la regla Jde Fama y Miller es correcla cuande nao existe rario
itamicnto de capital.  Un presencia de racionamiento de capital, la regla es valida
solo vn el caso de das perfodos. En el caso general de mnitiperiodos, el trabajo con-
cliuve que la soluiion vonsiste en igualar la razon valor presente news sobre inver
ston para 1odos les provecios,

ABSTRACT

I'he paper develops and generalizes for more than two periods the problem
discussed Dy Fama and Miller in their book The LTheary ol Finance. Fhese two
authiors conchnde thar in selecting the size ol the vestinent projects the rule of
coqudiizving the marginal inrernal rates of retura rmust be lellowed. The paper con-
cIndes that the Fama Milter rude is correct for the case when there i3 nor budget
consteaint. In e case af inare than ane kind of capitd good and budget constraint
the Twma Miller mle is vadid only in the twa periods case. 1 or more than two
periods the paper conclides that the solution is to equalize, lor all projects, the
ratlo lormed iy the nel present vabne divided and the amount invested.

TPt sor e mvestigador del Depariamentn de e ommia,



TAMANQO OPTIMO DE UN PROYECTO EN PRESENCIA DF
BIENES DE CAPITAL DIFERENTES Y
BAJO RESTRICCION PRESUPUESTARIA

Francisco J. Labbé O,

El trabajo desarrolla matemiticamente vy peneraliza para varios pe
nodos el problema planteado por Fama y Miller en sulibro “The ‘Theory of
Finance™. !

L un analisis de multiperiodos, y usando multiplicadores de Laprange,
< oblicnen Lus condiciones de marginalidad que oplimizan Jainversion. -
ria ¢l cuse de un solo tipo de bien de capital v para ¢l caso de vartoes pos de
bicucs de capital, pero sin restriceion presupucstaria, ¢l (rabajo confirma lo
sciutlaclo por los autores indicados: s embargo, para ¢l caso de restriccion
presupuestaria, demuestra que la conclusion de Fama y Miller de igualar ta-
sas marginales internas de retorno os valida solo en el caso de dos periodos,
no pudiendo gencralizarse para el caso de multiperiodos. Fl trabajo conclu-
ve finalinente que, en esta altima situacion, debe ipualarse ¢l indicador valor
avtwl neto sobree mversion para cada tipo de bien de capital.

Fsti altima conclusion invalwia asimismo el plantearniento de Loris y
Ninage? de que faoseleceion de proyectos en presencia de racionamiento de
capital debe efecinarse de acuerdo a la tasa interna de retamo, descontan-
dose Tos proyectos de lasas mavores o la tsa del proyecto marginal.

En la primera parte se presenta wnonadelo simplificada que considera
un solo tipo de bien de capital y para un horizante de multiperiodos. En la
segunda parte se generaliza el modclo para dos o mds bicnes de capital dife-
rentes. En la tercera parte se introduce una restriceinn, en términos de limi-
tar ¢l presupuesto de inversion que dispone b umdad productiva, con las
conclusiones ya indicadas.

Ve Theory of Vinance™, Dryden Press 1972,
TUrer Problems in Capital Rationing™, foumal of Busniness,



. ELMODELO

Para construir ¢l modcio que permitiria calcular el tamano Gptimo de la

inversion cn términos del ndmero de biencs de capital a adquirir, sc hardn Jos
siguientes supuestos:

La {irma produce un bien homogenen que vende a un precio dado.

El bien es producido con unidades homogeneas de capital y trabajo, cu-
yos servicios pueden ser adquiridos a precios dados

La teenologia de produccidon esta representada por la funcion .

q=q(K,L)

¢n donde

q : numcro de biencs producidos por unidad de tiempo.
K : numecro de bienes de capital usados en la praduccion .
[. : numero dec trabajadores empleados.

[.a tecnologia supone retornos constantes a escala y rendimientos de-
crecientes al {actor.

Sc consideran n periodos en los cuales, tanto la produceion como las
cantidades de factores empleados son constantes.

Las ventas y ¢l pago al trabajo se realizan al fin de cada periodo. La
adquisicion y pago de los bienes de capital se realizan ¢n ¢l perindo in-
mediato anterior al de produecion y ventas,

L.os bienes de capital sc venden en el periodo n.

El problema se reduce a maximizar [a funcion valor presente:

n Pq WL K
T +

VP=—-—n1K + .
=t (IL+n) (+n"

Sujeto a larestriccion = ¢ (K, L)

cn donde
m : precio de comnpra de cada bien de capital.,
M . Valor residual de cada bien de capital en cl periodo n,
P Precio del bien
W : Precio de la unidad de trabajo.
r : Tasa de descuento pertinente.

i : Numecro de periodos de produccian y ventas.
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Para la maximizacion, se construye la siguiente funcion de [agrange:

. on rq WL K
7 TR+t T —— T —m + - + (K1) q)
Pl (r +r) (1 + )"

IFn donde las variables son K, I y q considerindase dados los precios
del bien, de los tactares y la tasa de descuente (igual para todos los perio-
dos).

Derivando parcialmente con respecto a las 1res vanables ¢ woalando a 0
se obbenen las ecuacianes (1), {2) vy (3),

a7 an dq

e Tt .- +h —— -0 i1
A K (b ko) 3K

av nooW Aq

- Moo N T WO BT {(2)
a1 1= 1 {1 kr)! p 1.

a7 n P

o Y . AT O0 (3)
Jq =t (1)

reemplazandoe ke ecnacion (3) en la eccuacion (PLy reordenandn terminns:

oy oy ﬂ.l‘l
s R LTy (4)
Sl IO L A 4 I

Lav parte de Ta ecuacion (1) a la wzquierda del signo igual representa el
vudor presente de invertir en un hien de capital extra. Mientras esta expre-
sion tenga un valor positivo, convendra continuar invirtiendo. L tasa inter-
muale retorno de adguirir una unidad extra de inversion (un bien de capital
niis) se conace con la denominucion de la tasa marginal inlema de retarna.
Fsta tasa wra deereciendo a medida que aumente el nainero de bienes de capi-
tal. Fl (amano optimo, en término del nimero de bienes de capital, se ob-
tene caando Ta ecuacion (4) tienda a 0,

En el Iimite, l4 tasa do descuento es por delinicion la tasa marginal in-
terna dde retorno. Fnootras palabras, la cenacion {(4) nos indica que ol tama-
na Hptimo de nversion se encuentra donde fa tasa marginal interna de retor-
o iguala a la tasa de descuento,
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Siendo pM la tasa marginal interna de retarno.

El numero de bienes de capital dptimo sc encuentra, cuando

oM = (5)
Esto corresponde, a su vez, al maximo valor presente de la firma.

Reemplazando la ccuacion (3) en la ecuacion (5), y reordenando, se
obticne

iq__ P W

n n
z oL 5 - (6)

i-1 (1 4+ =1 (1 + )

I.a paric de la ecuacion (6) a la izquicrda del signo igual represenca el
valor presente de contratar una unidad de trabajo exira.

Dado que en el optimo K y L son constantes en el tiempao, - tam-

al

bien in sera, v Ja cecuacion queda:

nooo i)
5o (— L p_w)=0
=1 (1+1) Bl

Lo que representa ¢l optimo de la firma en la contratacion del factor
trabajo: La firma contratara trabajo hasta que ¢l valor producto marginal del
trabagidar extra sea igrual asu salario.

3
L py (7)
adl.

Del punto de vista de la firma, corresponde al tradicional éptimo econd-
mico donde sc iguala ingreso inarginal al costo marginal.

Lus ccuaciones () v (7) conjuntamente con [a funciom de produccion
definen K*, L* v q* optimos; comno se puede observar en el grafico que se
presenta.
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INVERSION EN BIENFES DE CAPITAL DIFERENTES

Para anabizar este caso, inodificaremos ol supuesto de unidades homa-

veneas de capital en el sentido de pennitir dos unidades de capital diferen-

tes. Los resultados pueden gencralizarse el caso de n unidades diferentes sin
mayor complejidad.

Al igual que en o] inadelo preliminar, la funcion objetivo que se maxi-

mizari s el valor presente neto de invertir en ambos tipos de bienes de ca-

[ritd.

n Pg--wlL K, +#RK
VPN = Ky w9 Kot X i BORRATE VUL Wk S
=1 {1+ (1 + )"

Supeta cla restriecion que impone la funcion de produccion
q179q (K] JKo L)

cu donde:

Ky »oes el nimero de bienes de capital del tipo 1.

Ko +vs el nimero de bienes de capital del tipo 2.

Ty Ay 0 son ol precio unitarios de cada tpo de bien de cupital,
respectivamente.

'H}% Yy ‘Hl:{:: los valores residuales de cada tipu de bien de capital, res-

pectivamente.

La Tuncion de Lagrange que se maximizara serd entonces:

/- K| fr,_)KQP Lo e —+,\(q{K]K2.L} q}



En donde las variables son, K 1Ko, LLyq.

Derivandao parcialmentie con respecto a cada una de las variables ¢ igua-
lando a 0 se tiene:

3z R 3
_____T_,,IJ,_“L__.;)\ 9. -y
J K, (1+n" 3K,

R
Az ?
28 - g v 2 4 23 o
d Ko (+o" d Ky
Az n w 0
AR R SRS W
Al i= b (1+r)! 9L
A7 n P
oy 5 A0
Aq i1 (+r)

Resolviendo el sistema de ccuaciones se obticnen la ccuacion (7} an-
terior v las fuormas modificadas de la ecuacion (4):

e
1op R
‘}I‘] 3 Z B—EL— + __Tr_]--_ = “

i1 (1ol (14

Istas ccuaciones nos incican, al igual que antes, que el tamano optimo
de inversion en cada tipo de bien de capital se obticne cuando las tasas mar-

ginales internas de relorno de ambos tipos de inversion igualan la tasa de des-
cucnto pertinente.

p,'\il -
M

v el consecuench, se jpuaun entre st



3. INVERSION EN BIENES DF CAPITAI. DIFERENTES CON RESTRICCION DE

CAPITAL
Un problema raas interesante se presenta cuando se requiere invertir en
hicnes de capitales diferentes, pero existiendo una restriccion adicional en

leyminos del presupucsta de tnversion,

Sca | a inversian total (restringida) en bienes de capital de los tipos 1 y

2.
Ty Ry + 15 Kp =1 (8)
Agregando la restriceion (8) a la Tuncion de Lagrunge anterior, sc ob-
Liene
n Pq-WL nll{Kl+rrl;K2
7 m K mK,t X —  a(K | Kpd) )il Ky Ky 1)
T (e (1" -

¢ igual que antes, derivando parcialmente ¢ igualandns a 0.

S¢ obtienc:

az ] dq
S W e 1+ A = Qirl =0
D7 L D G

_T - ‘fr2 | — =7 -ﬁ 1' R --—' Q Tr2 - n
0Z _oop WO 0y

AL Pl (kY al,

a7 n P

— - X o A=0D

i

: 1
9 g i=1 (1+r1)
Las dos ultimas ecuaciones son las inismas anteriores y las dos primeras

se pucden ordenar de la siguiente forma:

R aq P
n 3K
oy Loy Zxoog (9)
(1+n™ =1 (1)
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9q. P
(10)

R n K
motl b 2) 4 T2 z a—z_r =)
(1+0)™ =1 {1+

Ambas ecuaciones son similares 4 la ecuacion {3) con la diferencia
de gue cl precio wmucial del bien de capital esta amplificado por un factor

(1 + §2) que representa un firecto somhra necesario para cumplir con la res.

triccion de capital.
Derivando parcialmente la funciéon de Lagrange con respecto al capi-

tal 1. sc abticne:
37
- =5
a1

£ representa entonces ¢l cambio cu ¢l valor presente neto de fa firma si
aumenta la restriccion de capital en una unidad. Fn el Innite cuando deja de
existir b restriceinn, £ serd 0, por cuanto el valor prescule neto es maximo.

Siendo £ positive, se requiere, obviamente, productividades marginales
del capital nayores que en ol caso no resirictiv o, lo que implica nimeros de
bicnes de capital Ky v Ko menores. Fstas consideraciones implican para cl

optimo restrictivo que el término

99
n 9K, |~ oK
morr o 1. 50 (11)
=1 (l+n)! (UEny!
dq . . ) .
- - corresponde a I prodactvidad margina de hien de capital

en Jdonde

d K

K| parioun stack K** resirictivo,

Lo mismo sucede con la expresion simiar de K2

dq
n PFKQ P ‘NR
Mo+ T - £ -2 > (12)
STl (14 g (1 + "

tle ambas designaldades se deduce que las tasas marginales internas de retor-
no que maximizan el tamafio de la inversion con restriceion de capital debe

s€T mayor (que la tasa de descuentn,

ph;[>r

phzi‘)*r
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Fsta es la inisma conclusion de Fama y Miller, quiencs ademas alirman,
basados en un analisis de dos periodos, que dichas tasas marginales deben ser
iguales entre si.

La ccuacion (9) en el caso de dos perindos sc convierle en:

29 .
K
LI IR oKy L R
(1 +r) (1 +71)

dividiendo por (1 + Q) se abticne:

3 q
b A% : il =0
(1 + (1 + Q) (1-Fr)(l+82)

R

—— }

La tasa marginal interna de retorno para ¢l caso de dos periodos, con

restricelon de capital, scrit entonces:
oM

Siguiendo ¢l mismo procedimiento para la ecuacion {10),sc obtiene un

resultaco similar,
Moo re)

In consecuencia_para el caso de dos periodos, el optimo restrictivo re-
quicre iguaddad de las lasas inarginales internas de retorno para cada tipo de
bien de capital.

Sin embargo, ya para ¢l casa de tres perfodos,ello no ¢s valido:
de la ecuacion 9t

dq p
. 0K

TI'I""

a9k S+ ﬁl} e =D
(L+Q)(+n  Q+QU+n2 (L+r(1+Q)2

La tasa margina interna de retorno deja de ser (1 + r}(2+ ) — 1y
a
dependera de 7 . n']i‘ y (—-—S—)
3 Ky
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Iin consecuencia, las tasas marginales internas de retorno no son ya

necesariamente iguales. En el anexo | se demuestra que solo para un caso

particular dichas tasas no dificren,

El tamano oprimo de [a inversion en cada tipo de bien de capital se lo-
gra pucs. para tasas marginales internas de retorno mayores que la tasa de
mercado; pero, exceptuando ¢l caso de dos periodos, no hay razon valedera

para alirmar que dichas tasas deben ser iguales.

¥n consecuencia, debera buscarse otro indicador que permita optimi-
+ar [a inversion cn presencia de restriccion presupuestaria.

Scpun Fuler

g o, %9 4
3K, 3Ko ~ DL

L

multiphcando por P

q aq
q P - -— r I‘\] + e P K(z | .- P Ia,
dK JdK a1
1 2
: : dq
sumando para todos los periodos, y haciende — P = W
al
d d
D ork L PR,
n qP WL n J Ko ! n dKo
P ol—Ll- ¥ =+ % ‘
i=1 (I +0n) i=1 (ttn)! i1 (1 + )

Los érminos a la derecha del signo igual representan al valor presente
de las remuneraciones en los dos tipos de inversion | y 2, respectivamente.

Por consiguiente, cf valor presente de invertir en cada lipo de bien de

capital es:

d4q
: no 0Ky L
V= m K+ I ——— b —2
i= (1 +r) (1+n"



og

— P Ko R
n d I‘\z ‘rr2 K2
\'FP2 - 1'r2 K2 t 2: P 4+ & &,
=1 (r+ o) {1 + )"

reemplazando en las ecuaciones (9} y (10) queda:
VP, mK b K (1)
VPy e Ky 47 Ko (I + ),

reordenando:

VP‘
- - ".ITIQ
Ky
LY
VP,
- 2 —_Trzg,
k
2

despejando £ en ambas ecuaciones e igealando se¢ oblicne

VIV
I\l Tf| K2 rr2

Fata ecuacion nos mdica gue el tamano doptimo de cada tipo de inver-
st se ahtiene al irualar la razon valor presente sobre la inversinn de cada tipo

de bien de capual.

[ista razon ¢s conocida en Evaluacion de Proyectos como ol mdicador
“IVANT que se usa Justamente para seleccionar inversiones en caso de res-
trice ton de caprital

En consceuencia, no es la igualdad de las tasas internas de retorno, m de
las tasas marginales internas de retorno la herramienta para optimizar ¢l ta-
wanoe de una inversion en presencia de racionamicnto de capital,

Astmismo, en la eleccion del tipo de bien de capital o, gencralizando, en
¢l caso de proyectos imdependientes, las tasas internas de retamo no se-
ran hucnos indicadores si existe restriccion presupuestaria y ¢n consecuen-
cia usar la tasa intema de retorno del proyccto marginal para descontar las
olras Inversiohes, como praponen algunos autores no tiene sentido alguno,



pues ¢l proyecto marginal {desechado) puede perfectamente tener una tasa
interna de retorna mayor gne el de alguna inversion aceptada. Sélo en el ca-
so de dos periodos cllo es correcto, pues, para ese caso.un ordenamicnto de
nversiones de acuerdo al indicador “IVAN" coincidira exactamente con un
ordenamiento segun la tasa interna de retorno. (Ver anexo 2.)

En general, solo cs el indicador valor actual ncto sobre inversion, el que
asegura una optimizacion de la rentabilidad de las inversiones cn presencia de
racionamicnta de capital.



ANEXO 1

Para demostrar que.para cl caso de tres periodos.las tasas marginales in-
ternas de retorno en general dificren en cada bien de capital, se buscara mas
bien ¢l caso particular, s1 existe, o las condiciones que deben darse, para la
teualeid de dechas tasas.

Sea
4 R
n me
boog N2 (13)
Tfl 1T2

L.a rtasa marginal interna de retorno pl\; para el caso de tres perrodos se
pucde abtener de la ceuacion (11)

dq dq
o= I) — - » R
TII - =
My2
1+ p
Multplicando por - (A)— queda:
aq
3Ky
R
w oy K i
b ._._,_L._ (1 p:\li]h -l + phll) Y 1 -0
a4 dq
JdKR, 3 K,
. ; LA
Sea A= — Lt reemplazando.
dy b
N Ky
I HR
A2 M At =0
Tl
resolviendo esta ccuacion de 2 grado en (1 + pf\li) gueda:
R i
1
t t‘/ FAA (1L A —)
g
[ phli = 1 (14
ZA Documeanr o - 1777
B
R



ta donde la solucion negativa no tiene sentido econdmico,

Delmismo maoda, para el caso del bien de capital 2.se puede obtener

I
/ Tf%
b+ 1+ 4B(1+ 8. =)

LiN = T2 (15)
= 21
vron 3= - 2
d q
.._' - p

Ahora hien, de las ecuaciones 9 y 10 aplicadas al caso de 1res pernodos,

sc abticne:

dq
ﬂlf a K
I+ 82 eyt g (2 4 1)
T {1+ my(l+r)
8 aa}? f
g
|+ Q- —— ?_;__, T o (2+7)
Tyl )) my (1 Fr)
l)l.‘l'(l
4, 24y
IK, o 3K, 1
CIE - —_— LY —_— e =
ﬂ[ ;’\ 17'2 B
lnepn:
R b +
Ty 2_ - 2 y 200 (16)
Tr] A ﬂ2 )

reentplazando la ccuacion (13) en la ceuacion (16) queda:

2

B

t

R

| +
! r ﬂ'2—_ + 2 r
Mo A Mo
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2 4y fr% _ 2+ r
. = —= (]l —a) +
A ﬂ'2 B

despejando A queda:

24
y _._._(2'os.
R
2414 B —2-(1 «
"2
definamos
2 +
C=. : (17)
2+r+B—-2 (1 a
™o
luego
A= BC

recemplazando en la ce. {1 4).

R
. . 9
1+4/ 1+ 4BC(1 ¥ BCa —2)
n
L+ oM = ; 2 (18)
BC

Ahora bien, despejando o de la ecuacion (17) se obtiene

‘2+r (© 1)
7(‘: )
o - 2 +1
e
p £
Ty
lé 2+r R
aB —-5£—= — (C —1)+B
ﬂ'z ( ﬂz
¥
R R
2 . T2
o BC —= '—‘(2+r)(C -I}+B(.
ﬂ'2 Mo



recmplazando en la ecuacion 18 se obtiene:

i

R
1+‘A+4BC(1+(2+r)(C-—l)+BC—ﬁ—2—)

M _ o
1+ M=, 19
! 2 BC (19)

8i se comparan las ecuaciones (19} y (15) para que pb'li = pb’% debe

cumplirse que
Cc=1

lo que representa en la ecuacion (17) que

R
r p— 2
2+r=2+r+8 (1 —a)
T2
R
lo que implica que o = 1 dado que en general B # 0y 2 ¥ 0.
m
2

En otras palabras, para que las tasas inarginales intemas de retorno sean
iguales en ¢l cuso de res perfodos, debe cumplirse que las razones de precio
de adquisicién sobre precio de residuo de cada bicn de capital sean iguales.
Sélo en este caso las tasas marginales internas de retorno coinciden.



ANEXO 2

El indicador “I'VAN’* para ¢l caso de dos periodos es:

B
L e
.l_
l!l\"AN“ — __1' . r
1o
By
YIVANY = o2 ]
lo(l + ¥)
multiplicando por (1 + r)
) By
IVAN (] 1 1) — (1 +71)

[c)

Sumanda raambos lados queda:

B
lo

VAN (L + 1) b 1= -1

pero, para el caso de dos periodos

L 1 esla tasa interna de retornag

Abora bien, ¢l ordenanncuto de un sct de proyectos independicntes de
mavor g menor “IVAN' cotncide con el ordenamiente de mayor a menor
CIVANT T 0 1), pues se estan inultiplicando todos [os valores “TVAN " por
un misno Lactor,

Ademas, el ordenamicnto de mavor a menor “IVAN™ x (1 + 1) coinei:
do con ol ordenaniento de mayor a menor “IVAN™ x (1 + 1) + 1, pues sc
estd agregando atodos los valores un misino nlimero r; pero este uitimo orde-
nador ¢s la tasa inlerna de retorno para ¢l caso de dos perindos, En conse-
cuencia, un ordenamicnto de proyectos segun el indicador “IVAN" coincide
con un ordenamienta de provectos.segim Ly tasa interna de retorno en el ca-

so de dos periedos.

a9y -
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