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Este trabajo esta dedicado a extender resultados clasicos de analisis variacional en espacios de
Banach a espacios vectoriales topologicos localmente convexos, usando la familia de funciones
asintdticamente epi-puntadas. La primera parte se basa en descubrir principios variacionales, don-
de se prueba que importantes herramientas desarrolladas sobre espacios de Banach se mantienen
en contextos mas generales para esta clase de funciones, mas precisamente esta memoria de titulo
inicia generalizando los siguientes resultados clasicos del analisis variacional y convexo.

® Ekeland’s variational principle [14]
® Brondsted, A. and Rockafellar, R. T. [6]
® Maximal monotonicity of subdifferential [23]

Junto a lo anterior se prueba la extensién de dos formulas para el calculo del Subdiferencial
de Fenchel . Primero para la composicion f o A donde A es una funcién lineal continua entre
espacios localmente convexos X,Y y f es una funcidn convexa y epi-puntada. Corolario de esto
se obtiene una formula para el subdiferencial de 4 = f1 + f> donde f1 y f> son funciones convexas
y epi-puntada.

Posteriormente se investiga una extension del Subdiferencial Abstracto para esta clase de fun-
ciones y con esto se extienden teoremas tales como:

® Mean Value Theorem by Dariusz Zagrodny [28]

o Subdifferential Monotonicity as a characterization of convex function By Correa, Rafael and
Jofré, Alejandro and Thibault, Lionel [10]

* Integration of subdifferential of lower semicontinuous functions by L. Thibault and D. Za-
grodny [27]

La parte final de este trabajo esta referida a generalizar un resultado acerca de la caracterizacion
de funciones convexas descubierto por J. Saint Raymond [25]. Para probar esto se aplican he-
rramientas desarrolladas por Rafael Correa and Abderahim Hantoute en New Formulas for the
Fenchel Subdifferential of the conjugate function [22].
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Introduccion

El Analisis Variacional se basa en las técnicas referidas a demostrar principios matematicos me-
diante el método de establecer una funcion auxiliar aproximada que alcanza su minimo. Esto
puede ser visto como una forma matematica del principio de minima accién en fisica. Del hecho
que muchos resultados importantes en matematica, en particular, en analisis tienen sus orige-
nes en principios fisicos, resulta natural pensar que ellos pueden ser relacionados de una u otra
manera a técnicas variacionales. El uso de argumentos variacionales en demostraciones matema-
ticas posee una larga historia. Se puede remontar al problema del Brachistochrone de Johann
Bernoulli, cuya solucién devela el desarrollo del calculo de variaciones. Desde entonces estos mé-
todos han encontrado numerosas aplicaciones en variadas ramas de las matematicas. Una simple
ilustracion de los argumentos variacionales es el siguiente ejemplo.

Ejemplo 0.0.1 (Sobreyectividad de la Derivada) Suponga que f : R — R es diferenciable en todas
partes y suponga que

lim f () = +00
Ix|>+o0 |x|

Entonces {f’(x) | x e R} = R.

Demostracion. Sea r un numero real arbitrario. Defina g(x) := f(x) — rx. Es facil chequear
que g es coerciva, es decir, g(x) — +oco cuando |x| — +co, esto fuerza que g posee un minimo
global, es decir, existe x tal que 0 = 4/(x) = f/(x) — 7. O

Dos condiciones son esenciales en los argumentos variacionales. La primera es compacidad
(para garantizar la existencia de minimos) y la segunda es la diferenciabidad de la funcién au-
xiliar (por lo cual la caracterizacion diferencial del resultado es posible). Dos importantes des-
cubrimientos en los afios setenta guian ttiles relajaciones de ambas condiciones. Primero, el
descubrimiento de principios variacionales generales clave para la relajacion de las hipotesis de
compacidad. Tales principios variacionales tipicamente afirman que cualquier funcion semiconti-
nua inferior acotada inferiormente, puede ser ligeramente perturbada para asegurar la existencia
de minimos. Segundo, el desarrollo del analisis no-suave da la posibilidad de usar funciones auxi-
liares no suaves.

Ademas del uso de principios variacionales y los conceptos de derivadas generalizadas para
funciones no suaves, a menudo es necesario combinar con otras herramientas, por ejemplo mé-
todos de minizacion y aproximacion para funciones convexas y no-convexas, en este contexto
la dualidad de Fenchel y el teorema de Hahn-Banach es esencial para derivar reglas del calcu-
lo subdiferencial; los teorema de minmax juegan un importante rol a lo largo del desarrollo de
principios variacionales en muchos campos del analisis no-lineal; y el analisis espectral de fun-
ciones es una combinacion de principios variacionales con las propiedades simétricas de ciertos
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grupos. Una importante caracteristica de las técnicas variacionales es que estas pueden ser aplica-
das a funciones no diferenciables, conjuntos y multiaplicaciones de manera similar. Por ejemplo
Mordukhovich en su libro Variational Analysis and Generalized Differentiation [20] comienza con
principios variacionales geométricos sobre conjuntos cerrados para luego estudiar los principios
variacionales de funciones y multifunciones examinando su epigrafo y su grafo respectivamente.!

El proposito principal de esta memoria es desarrollar propiedades variacionales de la fami-
lia de funciones asintoticamente epi-puntadas sobre espacios localmente convexos, esta clase de
aplicaciones son frecuentemente usadas en analisis variacional, por ejemplo, las clasicas familias
de funciones convexas o coercitivas, las cuales pueden ser puestas bajo la categoria de funciones
epi-puntadas, por lo tanto muchos de los resultados del analisis convexo pueden ser extendidos
y adaptados a contextos mas generales, por el momento, resultados como, dualidad de Fenchel
para funciones convexas y no convexas, teoremas del tipo Brondsted-Rockafellar, principios va-
riacionales, convergencia variacional de funciones y conjuntos, entre muchos otros resultados
clasicos para la convexidad.

Esta clase de funciones fue introducida por Hiriart-Urruty y Benoist [1] en los noventa,
pero la definicion original radica en el premio nobel en economia Gérard Debreu en los afios
cincuenta [11].

Para introducir esta clase es necesario recordar la definicion de funcidén asintética de una
funcion f, la cual es:

Fo(x) := lminf t£(t71y)
t—0% y—-x
(e.g. [1,12,13,19,29] ).

Comenzaremos dando la definicién original de funcion epi-puntada en R”, de esta forma
explicar el nombre que estas llevan.

Definicion 0.0.2 Una funcion f : R* — [—co, +00] se dice asintdticamente epi-puntada si el
epigrafo de su funcion asintotica (= {(x,1) € R” x R : f®(x) < A}) es puntada, es decir, no
contiene rectas.

Esta definicion fue adaptada en [1] (ver, también, [2,3]). Sin embargo la definicion original
fue dada solo para conjuntos, mas precisamente, si § es un subconjunto cerrado de R”, se define
el cono asintotico de S como:

§¥:={d e R” : Az, —» 0%,3(d}) C S tal que 1,d}, — d}

Luego, S es llamado puntado si el cono asintético $* no contiene rectas. Equivalentemente,
usando la conjungada de Fenchel de f; dada por:

[ (u) :=sup{{u,x) — f(x):x € R"}

Esta relacién nos indica que esta definicidon se caracteriza porque f* sea acotada superior-
mente; y por lo tanto esto es su continuidad en algun # (en los casos en que esta sea propia).
Esta propiedad de continuidad revela la principal definiciéon de una funcidn epi-puntada. Para
simplificar se considera X un espacio de Banach reflexivo.

Techniques of Variational Analysis, Jonathan M. Borwein [4]



Definicion 0.0.3 Sea f : X — R U {+0c0}. Sedice que f es epi-puntada si existe x; € X* tal que su
conjugada f* es finita y continua en x,.

Observe que, cuando X es de dimensidn infinita, se deberia especificar en la definicion previa
la topoldgia sobre el espacio dual X* bajo la cual f* es continua. Esta pregunta sera crucial a tra-
ves de este trabajo, pues nos concentraremos en un par dual (X; X*) con topoldgias compatibles.

Para continuar, se daran una serie de ejemplos de funciones epi-puntadas.

Ejemplo 0.0.4 Sea f : R — R una funcion tal que f (0) = 0y la envoltura convexa f es positiva;
esto es, co [ (x) > O para todo x € R. Entonces, se puede mostrar que f* es continua en 0 y, por lo
tanto, [ es una funcion epi-puntada.

Ejemplo 0.0.5 Sea f : X — R U {+o0} una funcidn 1-coerciva; esto es, %% + oo cuando
llx|| — oo Entonces, es facil chequear que [ is (norma-) continua en 0O y, por lo cual, [ es una
funcion epi-puntada relativa a la topolégia de la norma.

Ejemplo 0.0.6 Sea f : X — R U {+00} una funcion convexa, propia y semicontinua inferior.
Entonces para cualquier & > 0 la funcion x — f(x) + allx||? es epi-puntada relativa a la topoldgia
de la norma.

Ejemplo 0.0.7 Sea f : X — R U {+00} un funcidn propia y prox-bounded; esto es f > —p||x||?
para algiin p > 0. Entonces para cualquier &€ > 0 la funcion

FO+a(u+ el

es epi-puntada relativa a la topoldgia de la norma.

Ejemplo 0.0.8 Sea f : X — R U {+co} un funcion propia. Considere C C X un conjunto acotado
tal que C N {x € X : f(x) < +oo} # 0, entonces la funcion.

[ fx) ss xeC
q(x).—{ +o0 1 x¢C

es epi-puntada relativa a la topoldgia de la norma.

Se espera que las funciones Epi-puntadas compartan muchas propiedades ttiles de las funcio-
nes convexas (ver, por ejemplo, [8,9,15,22] para algunas de estas propiedades). En este aspecto,
se recordaran algunos resultados que muestran la relacion entre el subdiferencial de Fenchel de f
y f*. Este resultado extiende el conocido teorema de Fenchel. Recordemos que el subdiferencial
de Fenchel de una funcién /4 (no necesariamente convexa) en un punto x en X es el conjunto
definido por (ver [21,24,30])

Af (x) ={x" e X" | {(x",y=x)< f(y) - f(x) + & ¥y € X} si x € dom(f)

aqui (-, -) se refiere al par en dualidad (X, X*). El siguiente resultado fue establecido en una serie
de papers ( [8,15,22])

Teorema 0.0.9 (Dualidad de Fenchel) Sea f : X — R U {+ 00} débil semicontinua inferior y epi-
puntada. Entonces para cualquier x* € X*

0f*(x") =250 )7 (x")] + Nyom(s (x*)
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(€0 es la envoltura convexa cerrada y Nyom s+ (x™) es el cono normal a el dominio efectivo de f*)

Para comparar recordemos que el clasico teorema de Fenchel establece que para cualquier
funcién semicontinua inferior y propia se tiene (ver [21,24,30] )

df (=3[0 x]

También se presenta el teorema siguiente el cual es un caso particular de un resultado mas gene-
ral(ver [15])

Teorema 0.0.10 Sea f como en el teorema anterior'y g cualguier otra funcion tal que:
df(x)=0g(x) Yx e X

entonces las envolturas convexas cerradas de f vy g son iguales salvo una constante.

En conclusidn, las lineas principales de esta investigacion son (en el contexto de par en duali-

dad (X, X*)):

* Extender los resultados fundamentales del analisis convexo para funciones asintéticamente
epi-puntadas.

® Mostrar que las técnicas del analisis convexo son también utiles para la familia de funciones
epi-puntadas.



Capitulo 1

Notacion y resultados preliminares

1.1 Notaciones y Definiciones

En la presente seccion se estableceran definiciones y notaciones clasicas del anélisis variacional y
convexo. Sea un (X, ) un espacio vectorial topoldgico localmente convexo real (evtlc), se define
su dual topoldgico X* como el conjunto de todas las funciones x* : X — R lineales continuas.
Una nocion fundamental es la definicion de convexidad, un subconjunto C C X es llamado
CONvexo si:

(Vx,y e C)(VA € [0, 1) (Ax + (1 - )y € C)

Para un conjunto A C X se escribira 7 — Int(A) y A para el interior y la clausura de A con
respecto a la topoldgia 7 (se omite 7 cuando no hay ambigiiedad en la topoldgia que se este
usando), N, (7) sera el conjunto de vecindades de x para la topoldgia 7, si no existe ambigiiedad,
simplemente se escribira Ny, es importante recalcar que para cualquier x € X Ny = x + Ng. Por

n n
co(A)={) Aixi: ) Ai=1,1;20,x; € Ayn €N},

1=1 1=1
o0 (A) = co(A)T (si no existe confusion, se escribira simplemente co(A)),
aff(C) = ﬂ{F : F es un subspacio afiny F 2 A}

y A% = {x* € X* | x*(x) £ 1,Vx € A} denotaran la envoltura convexa , la envoltura convexa
cerrada , envoltura afin y el polar del conjunto A, respectivamente.

Se dira que dos espacios vectoriales topoldgicos localmente convexos Hausdorft (X, 1), (Y, o)
son espacios en dualidad si existe un producto de dualidad entre X e Y, esto es, una funcion

bilineal (-,-).X X Y — R tal que:

Vx € X\{0} Ay € Y tal que (x,y) # 0.

Yy € Y\{0} Ax € X tal que (x,y) # 0.

Vx € X (x,-y e (Y,o) ' yV¥l e (Y,o)" Ax € X tal que 7 = (x,-)
VyeY (,yye (X, t)"yVl e (X,r)" Ay € Y tal que £ = (-, y)



En este trabajo (X, X*) siempre sera un par en dualidad con topoldgias 7x y 7x+ respectiva-
mente bajo la forma bilineal (x*, x) = x*(x), es importante recalcar que bajo esta definicion siem-
pre (a menos que se diga lo contrario) se tendra que (X, 7x)* = X* y (X", 7x+)* = X. En X se
considerara otra topologia muy util en el area, la topologia débil, denotada por o (X, X™), la cual
es la topologia menos fina compatible con el par en dualidad, similarmente en X* se considerara
la topolégia debil-*, denotada o-(X*, X) (o simplemente w*). Cuando X sea un espacio vectorial
normado, sera importante para algunas aplicaciones considerar el espacio X™* = (X*, | - [l.)%,
es decir el llamado bidual del espacio X, de esta forma jugar con la dualidad de los espacios

(X - s, X**, 0*). El lector puede apreciar que cuando (X, X™*) es un par en dualidad X = X**.

Dada una seminorma p : X — R (p(0) = 0, p(Ax) = | Alp(x), p(x + ) < p(x) + p(»)
VYx,y € XVYA € R) se denotara B,(xo,7) := {x € X : p(x — x0) < r} la bola de centro xg
y radio 7 con respecto a la seminorma p. Un resultado muy conocido del estudio de espacios
vectoriales topologicos es que toda topoldgia 7 localmente convexa Hausdorff es inducida por
una familia de seminormas (para mas detalles ver [5]), por lo cual siempre que se hable de algin
tipo de convergencia, se utilizara la familia de seminormas que define la topoldgia para facilitar
el trabajo.

En el analisis variacional es conveniente considerar funciones que toman valores en la recta
real extendida R := R U {—oco, + 00}, en lugar de solo R. Por ejemplo, en un espacio topoldgico
X, consideremos un problema de minimizacion del tipo

inf{fo(x) : x € C}

donde fo: X — R es la funcion objetivo a minimizar y C € X es un conjunto de restricciones.
Entonces se puede considerar la siguiente funcion auxiliar f : X — R dada por:

f fx) st xeC
f(x)—{ +00 s1 x € X\C

Luego se tiene que el problema de minimizacion anterior puede formularse de manera equiva-
lente como inf{f (x) : x € C}. Para utilizar este tipo de herramientas se extiende la operatoria
de R a R con la siguiente convencién.

® (+00) +a=a + (+00) = +o0 Vo € RU {+0o0}.
® (—)+a=a+ (-0) =—-coVa € RU{-oc0}.
® - (+00)=(+00) -a=+00VYa > 0.

® q-(—00)=(—00) -a=+00VYa <O0.

® 0 (+00) = (+00) -0 =0 (~00) = (~00) 0 =0

(+00) + (=00) = (=00) + (+00) = +00

Para una funcién f : X — R, dom f = {x € X | f(x) < +co} que llamaremos dominio
(efectivo) de f, mas atin se dira que f es propiasidom f # 0y f > —co (f no toma el valor —c0),
por epigrafo de una funcién se llamara al conjunto denotado por epi(f) = {(x,t) € X X R :
f(x) <t}

Ahora se recordaran las definiciones y operaciones basicas sobre ciertas clases de funciones
que seran ttiles a lo largo de esta memoria. La primera clase de estas familias a introducir es
la clase de funciones convexas, una aplicacién f : X — R es una funcidn convexa si epi(f)
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es un conjunto convexo. Otra importante gama de funciones a estudiar son los semicontinuas
inferior, una funcién tx-semicontinua inferior (sci) es cualquier £ : X — R tal que su epigrafo
es un conjunto cerrado de X X R (con la topologia producto) o equivalentemente si Ya € R los
conjuntos de nivel @ S, = {x € X : f(x) < @} son cerrados, por otro lado, una funciéon f : X —
R es Tx-infcompacta si los conjuntos de nivel S, son relativamente compactos, entonces cuando
se hable de funciones 7x-sci Tx-infcompacta se entendera que son funciones cuyos conjuntos
de nivel son compactos para la topologia 7x. Por I'(X, tx) (I'(X) si no existe confusiones) se
entender4 el conjunto de todas las funciones f : X — R que son supremo de funciones afines
Tx-continuas y I'o(X, 7x) := ['(X, 7x)\{+ 00, —c0}

La conjugada de f es la funcién f*: X* — R dada por:
ST (™) = sup{{x",x) - f ()}

xeX
La biconjugada de f sera f** = (f*)*. Lafuncion indicatriz y soporte de un conjunto A (€ X, X*)
son, respectivamente,

0 x €A . . . .
T4(x) ::{+OO e e A’ o4 =sup{{x’,-) | x" € A"} = 1.

La inf-convolucién de dos funciones f,7 : X — Rees
f8yg = xfél)f({f(x) +g(—x)}

Dados X,Y evtle L(X,7x,Y,7y) (si no hay confusion simplemente £(X,Y)) denotara el con-
junto de todas las funciones lineales 7x-7y- continuas, masatin dada A € L(X,Y),A* : Y* —» X*
sera el operador adjunto de A definido como (A*(x*),y) = (x*, A(y)).

En el area de analisis y en particular analisis convexo resulta muy util la nocidén de funciones
que toman valores en conjuntos y no en puntos, por lo cual es importante introducir la defi-
niciéon de multifuncién, multiaplicacion u operador multivoco. Dados dos conjuntos Y, Z una
multifuncién M es una funcién M : Y — 2%, esto se denotard por M : Y = Z. Para comen-
zar a familiarizar con esta clase de objetos se introducen algunas operaciones elementales con
multiaplicaciones. Se denotarda M~(z) := {y € Y | z € My}, ImM = J{M(y) |y € Y}y
domM :={y € Y | M(y) # 0}. Finalmente se escribira gphM : {(y,2) € Y X X : z € M(y)}
como el grafo de M.

En analisis no-suave uno de los principales ejemplos de multifuncion es la nocion de subdi-
ferencial (Fenchel) o mas generalmente la de &-subdiferencial. Dado & > 0, para una funcién
propia f el e-subdiferencial de f es la multiaplicacién 9, f : X = X* definida como:

Ocf(x) ={x" e X" | (x",y —x)< f(y)— f(x) + & Vy € X}six € dom(f)

Cuando x ¢ dom(f), d:f (x) = 0. El caso & = 0 corresponde al clasico subiferencial de Fenchel.
En diversas aplicaciones es interesante estudiar los operadores 7 : E =% E* en la literatura se
pueden encontrar numerosas clasificacion y definiciones sobre esta familia de operadores T, en
particular para este estudio se utiliza la definicion de operador mondtono maximal. 7 : E = E*
es mondtono siV¥xy € XVx* € T(x)Vy* € T(y) (x —y,x* —y*) > 0, mas atin, T es mondtono
maximal, si no existe un operador 77 monodtono maximal tal que gph 7" & gph 77.

La siguiente definicion extiende la nocion introducida anteriormente de funcion epi-pointed
y es el centro del estudio realizado en esta memoria de titulo.

8



Definicion 1.1.1 (epi-puntada) Sea (X, 7x, X", tx+) un par en dualidad. una funcion f : X —
R U {+0c0} es Tx«-epi-puntada (si no existe confusion, simplemente epi-puntada) si el conjunto de
puntos de Tx+-continuidad de su conjugada es no vacio.

1.2 Resultados Preliminares

Para comprender de mejor manera el estudio realizado en esta memoria citaremos previos e im-
portantes resultados de la teoria de analisis variacional y convexo, que dan un precedente de los
resultados que se generalizaran para el caso de espacios locamente convexos. En analisis matema-
tico el principio variacional de Ekeland, descubierto por Ivar Ekeland es un teorema que afirma
la existencia de soluciones aproximadas a cierta clase de problemas de optimizacién cuando no
existe compacidad de por medio, mas precisamente el teorema dice.

Teorema 1.2.1 (Ekeland, 1. [1979] [14]) Sea (X, d) un espacio métrico completo, sea f : X —
R U {+00} sci y propia, considere & > 0y u € X tal que:

fw)<inff + ¢

Entonces existe ue € X tal que:
1 d(u,u,) <1
2. f(ue) + ed(u,ue) < f(n)
3. Vy e X\{u:} f(ue) < f(y) + &d(y,ne)

El teorema anterior ha sido usado para probar o dar una demostracion alternativa a impor-
tantes teoremas en matematicas, particularmente en analisis variacional y convexo, algunos de
estos resultados son:

Teorema 1.2.2 (Brondsted, A. and Rockafellar, R. T. [1965] [6]) Sea X un espacio de Banach
y f € I(X). Considere & > 0y (xo0,x;) € gphd, f. Entonces existe (x.,x3) € gphd f tal que

llxe = xoll < Vey llx; = xjll < Ve. En particular dom f € domd f y dom f* c Imd f.

Teorema 1.2.3 (Rockafellar, R. T. [1970] [23]) Sea X un espacio Banachy f € I'o(X). Entonces
d f es un operador maximal mondtono.

Ante los teoremas anteriores resulta interesante preguntar, si las técnicas utilizadas para probar
estos resultados en espacios de Banach, pueden ser aplicadas en el contexto de pares en dualidad
(X, X*) para funciones f epi-puntadas. Favorablemente estas aplicaciones presentan tal riqueza,
que muchas técnicas pueden ser adaptadas al contexto de esta memoria, incluso presentando
simplificaciones en las demostraciones y herramientas utilizadas, pese a que estas topologias de
espacios localmente convexos Hausdorff, a menudo, son menos amigables que los espacios de
Banach. Frente a esto la primera parte del segundo capitulo, se basa principalmente en desarrollar
un estudio de las propiedades variacionales de estas funciones, de esta forma, que otorga una base
para poder descubrir mas detalles sobre el comportamiento de estas aplicaciones.

En espacios de Banach hay una variada gama de subdifferenciales para diferentes clases de
funciones, por ejemplo podemos encontrar: El subdifencial de Fenchel, subdifencial de Clarke,



subdifencial de Frechet y subdifencial proximal. Una definicion que intenta extender y abstraer
estas nociones es la idea de subdiferencial abstracto.

Definicion 1.2.4 Sea € = {4 : X — R : g is convex and Lipschitz} y F C R". Una multifucion
0: X X F = X* es un subdiferencial abstracto si:

f(x0) € R, g € €y xq es un minimo local de f + g entonces existe (x;, x1)nen C gphgf tal
que:

f

® XxX; = Xo

o x* D x¥
1 0
® 0€x;+ dg(xo)

Con esta simple definicion se rescatan importantes propiedades del clasico subdifferencial de
Fenchel [30]. Un resultado clave es:

Teorema 1.2.5 (Dariusz Zagrodny [1988] [28] ) Sea X un espacio de Banach. Considere & un
subdiferencial abstracto sobre ¥ C R Sea feFlcabeXconaecdomfya+byreR
conr < f(b). Entonces existe (x,) L celablyx] e gf(xn) Vn € N tal que:

1. v — f(a) < liminf(c — a,x},)

2. 0 < liminf(b — a,x})

16 = o)l
16— all

4. 116 = all(f () = f(@)) < llc —all(r = f(a))

Este teorema puede ser utilizado para probar una serie de resultados tales como:

(r = f(a)) < liminf(c — x,, x%)

Teorema 1.2.6 (Correa, Rafael and Jofré, Alejandro and Thibault, Lionel [1994] [10]) Sea X un

. . = . . =X .
spacio de Banach. Considere 0 un subdiferencial abstracto sobre ¥ C R . Sea [ € F Isc. Si d f es
una multifuncion mondtona entonces f es convexa.

Teorema 1.2.7 (L. Thibault and D. Zagrodny [1995] [27]) Sea X un espacio de Banach. Considere
& un subdiferencial abstracto sobre ¥ C R. Sea [ € F Isc, g € T(X). Supongamos que:

df(x)Cdg(x) VxeX
Entonces existek € Rtalque f =g + k

Dados los resultados anteriores, surge la pregunta, si es que nuestra clase de funciones cumplira
propiedades similares, por lo cual la segunda parte del capitulo 2 es referida a extender el concepto
de subdiferencial abstracto y de este modo obtener teoremas de caracteizacion de la convexidad
e integracion como los anteriores.

La parte final de este trabajo esta dedicada a extender un resultado probado por J. Saint Ray-
mond que garantiza la convexidad de una funcion bajo ciertas hipotesis, mas precisamente.
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Teorema 1.2.8 ( Saint Raymond, Jean [2013) /25]] Sea X un espacio de Banachy f : X —
R U {+ 00} una funcion propia y débil sci. Si f — ¢ alcanza su minimo, cualquiera sea ¢ € X* y
el conjunto My = {x € X : f alcanza su minimo en x} es convexo para todo ¢ en un conjunto
convexo denso Y de X*. Entonces | es convexa.

Para comprender mejor las hipdtesis del resultado anterior y llevarlas al contexto de esta
memoria, es necesario citar otro teorema del mismo autor.

Teorema 1.2.9 ( Saint Raymond, Jean [2013) /26]] Sea X un espacio de Banachy f : X —
R U {+ 00} una funcion propia y debil sci. Si f — ¢ alcanza su minimo para todo ¢ € X*, entonces
las curvas de nivel Sp(a):={xeX: f(x) < @} son débil compactas.

Este resultado esclarece que las hipdtesis de Saint Raymond son trabajar con una funcion f
tal que Vx* € X f — x* es débil inf-compacta, con su conjugada /* continua (para la topologia
de la norma) en todo el espacio X*. Entonces la primera parte del capitulo 3, esta enfocada en
obtener resultados del comportamiento convexo de la funcién f en el contexto par en dualidad
(X, X*) con las siguientes hipdtesis:

1) /" es continua sobre A := Int(dom(f™)) # 0.
ii) Existe D C A convexo tal que A € D y Vx* € D : argmin{f — x*} es convexo.

Finalmente los resultados obtenidos seran aplicados para obtener como corolario el teorema
de Saint Raymond.
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Capitulo 2

Propiedades Variacionales de las Funciones
Epi-puntadas

2.1 Propiedades Variacionales

Definicion 2.1.1 Sea X un espacio topoldgico. Se divd que la funcion p : X x X —» R, U {+oo} es
semigauge tipo I sobre X si:

e Vxe X p(x,x)=0
e Vx e X p(,x)esscl

Definicion 2.1.2 Sea X un espacio topoldgico. Se dird que la funcion p : X x X —» R, U{+oo} es
semigange tipo Il sobre X si:

e Vxe X p(x,x)=0
* Vx,y,z€ X p(x,y) < p(x,z) + p(z,))
e VxeX p(,x)essc

Teorema 2.1.3 Sea X un espacio toplogicoy f : X — R U {+ 00} sci, inf-compacta y propia. Dado
e > 0, p una funcion semigauge tipo I sobre X y xo € X tal gque f(x0) < inf f + &(resp. <).
Entonces¥A > 0 Ax, € X tal que:

1. p(xgx0) < A (resp. <)
2. f(xe) + 5p(xex0) < f(x) + Sp(x,x0) Vx € X

Demostracion. Sea F(xo) := {x € X : f(x) + £p(x,x0) < f(x0)}. Es claro que xo € F(xo),
luego F (x0) es no vacio, maas atn como f (-) + £ p (-, xo) es una funcion sci e infcompacta F (xo)
resulta ser compacto. Tome x, € F(xg) tal que:

f(xe) + Jp(z.x0) = min f(2) + Jp(zxo)
Luego es claro que x satisface 1. y 2. O
Teorema 2.1.4 Sea X un espacio topolégicoy f : X — R U {+co} sci, infcompacta y propia. Dado
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e > 0, p una funcion semigange tipo Il sobre X y xo € X tal que f(x0) < inf f + &(resp. <).
EntoncesVA > 03x, € X tal que:

1. p(xo0,xg) < A (resp. <)
2. f(xe) + 5p(xsx0) < f(x0)
3 fxe) f(x) + fp(x,xe) Vx € X
Demostracion. Considere F(x0) := {x € X : f(x) + 5p(x,x0) < f(x0)}. Se tiene que xo €

F (x0), F(x0), luego podemos inferir que F (xo) es compacto y no vacio, pues f(-) + %p(-, x0)
es sci e infcompacta. Tome x, € F (xo) tal que:

f(xs) = min f(2)

zeF (x0)

Entonces x satisface f(x;) + 5p(xsx0) < f(x0) < Inff + & < f(x,) + & por lo tanto x,
verifica 1. y 2. Finalmente es facil observar que

Vx € F(xo) f(xe) < f(x) < f(x) + %p(x,xa)

Vx ¢ F(xo) f(xs) + %p(xg,xw < fxo) < f(x) + %p(x,xw
Con lo cual x, verifica 3.

O

Lema 2.1.5 (Teorema I-12 [7]) Sea X un evtlcy f : X —» RU {+o0} 07(X, X*)-sci y epi-puntada.
EntoncesVx* € Int(dom f*) f — x* es 0 (X, X*)-infcompacta.

Demostracion. Sin perdida de generalidad se puede asumir que x* = 0.Seal e Ry V € Ny
convexa cerrada y balanceada, tal que, /* < A + Iy = f™ > -1 + oy. Luego {f < a} C
(a + ) V°. Para mas detalles revisar Teorema I-12 [7] pagina 12. O

Lema 2.1.6 Sea X unevtlcy f : X — R U {+ 00} una funcion epi-puntada y x € dom(f) tal que
f(x) = f**(x). Entonces

(Ve > 0)(0:f (x) NInt(dom(f™)) # 0y . f (x) N Int(dom(f*)) = 9 f (x)

En particular si f € T(X) se tiene que:

(Vx € dom(f))(Ye > 0)(8.f (x) N Int(dom(f ™)) # 0y 8. f (x) N Int(dom(f*)) = 8, f (x)

Demostracion. Sea x € dom(f) tal que f**(x) = f(x), entones se tiene que:

fx) = sup {(x",x) = f(x)}
x*€lnt(dom(f*))

Luego Ye > 0 8, f (x) N Int(dom(f™*) # 0 O
Teorema 2.1.7 Sea X un evtlcy f : X — R U {+0o0} convexa, sci y epi-puntada. Considere
e >0, B € [0,0), p una seminorma continua, A > 0 defina U := {x € X : p(x) < 1}. Si
x§ € Osf (x0) NInt(dom f*). Entonce Ix, € X Ay; € U° A4, € [-1,1] Tal que:
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(@) p(xo—xe) + BI(xt, x0 - xe) < A
() x5 = x5+ 5 (yi + BAsxy) € Of (x.)
(c) Kxk,xo—xe)| <&+ %
(d) 1f(x0) = f(xo) <& + 4
(¢) x; € 2 f (x0)

Con la Convencion é = +00

Demostracion. Defina g := f — x5y p(x) = p(x) + Bl{x5,x)|, es obvio que f es una semigauge
del tipo IT'y por 2.1.5 7 es o7 (X, X*)-sci e infcompacta, entonces

g(xg) <infg + &
Luego aplicamos 2.1.4 a ¢, § y A. Entonces existe x, € X tal que:
1) p(xo—xe) + BIxg x0 — xe)| < A
i) g(xe) + £ (p(xo = xe) + Blxg x0 — x:)) < g(x0)
i) g(xs) < g(x) + £ (p(x - xp) + Blxgx —xe)|) YxeX

Luego x. verifica (a).

Consideremos la funcion 2 : X - RU {+o0}

h(x) = f(x) = (x5 x)+ 5 (p(xo —x¢) + BIxg, x0 — xg)l). Del hecho que 4 es la suma de cuatro
funciones convexas, tres de ellas continuas, se sigue aplicando la regla de la suma, es decir:

0€df (xs) — x + %U" + %ﬁ =117 x)
Por lo cual existe yi € U° y A, € [-1,1] tal que:

k 3k 8 * *
Xg = Xg + ~ (yg + ,B/lgxo) € df (xe)

Ahora
(xz = x5 00— xe)| < & (Kys + BAsxy, xo — xe)l)
< £ (Kysxo — xo)l + By, X0 — x,)])
< £ (p(xo - xg) + BIxg x0 — xg>|)
< ¢
Luego estimando
[{xg x0 — x| < Kxp — x5, x0 — x|+ [{xg, X0 — X&)
< g+ 4

B

esto prueba (c).
Como xj € 9. f (x0) y x; € 0f (x;), se tiene

—& + (x5, X0 — X&) (xg — x5, %0 — X&) + (x5, X0 — X&)
(X X0 = Xe)

f(x0) — f(xe)

(Xg: X0 — Xg) + &€

VAN VAN | I VAN
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Con lo cual se obtiene | f (x0) = f (xe)| < (x5, x0 — xe)| + & < % + € 1.e. (d) se cumple.

Finalmente

(X5 X = x0) = (X5, X — Xg) + (X5 — X3, Xg — X0) + (X3, Xg — X0)
SfFX) = fxe) +e+ fxs)— fxo) + &
= f(x) = f(x0) + 2¢

para cualquier x € X, i.e. x% € 02 f (x0)
[

Teorema 2.1.8 Sea X un evtlcy f : X — R U {+00} una funcion convex, sci y epi-puntada.
EntoncesVx € dom(f) A(xa,x%) C gph df una red tal que xo — x v f(xa) = f(x)

Demostracion. Por 2.1.6 Ve > 0 9. f (x) N Int(dom(f*) # 0. Por lo tanto dados € > 0y p una
seminorma continua se puede aplicar 2.1.7 a f con B = 1y 1 = +v/e. Se obtiene que existe
(xe, x5) € gph df tal que:

'P(x—xs)ﬁ‘/g

° [f(x)— f(xx) <&+ Ve
0

Corolario 2.1.9 Sea X unevtlcy f : X — R U {+o0} y 0(X, X*)-sci y epi-puntada tal que
Vx € X df (x) = df **(x), entonces [ = f**

Demostracion. Primero si df **(x) # 0 = f(x) = f™(x), pues df (x) = df **(x)
Segundo si x € dom(f™*) por 2.1.8 tenemos que I(xq, x},) € gphdf unared tal que x, — x y

f(xa) = f(x).Luego f(x) < licrynf(xa) = li(l;nf**(xw) = f(x*) O

Teorema 2.1.10 Sea X unevtlcy f : X — R U {+00} funcion convexa, sci y epi-puntada. Dados
e >0, >0, px una seminorma continua sobre X y px- una seminorma sobre X* (no necesaria-
mente continua).

1. Sixg € 0sf (x0) N Int(dom(f™*)). Entonces Ax, € X Ax% € X tal que:

* 8 %
xy € 0f (xg), px(x0 — x¢) < dand px-(xg — xj) < ’ Sug px-(y")
y*e o

2. 8i x5 € d.f (x0) y dom(px+) N (Int(dom(f*)) - xg) # 0. Entonces V6 > 0 dx.s5 € X
Ax; ;€ X* tal que:

* * * 8 *
Xg5 € Of (xe5) , px(x0 — Xg5) < dand px-(xg — Xg5) < l sup px-(y*) + 6
y*eUO

Demostracion. 1. Es directa de 2.1.7 usando g = 0.
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2. Si xj € 0gf (x0), Tomemos 5 < W y z5 € Int(dom(f*)) tal que z§ — x; €
y*eU®

dom(p?,) defina z} := x + (2§ — x7) entonces existe » € (0,1) tal que z; € 9, 5f (x0) N

Int(dom(f ™)) y rpx«(x5—zg) < %, ahora aplicamos 1. a z; € 4, 5 f (x0) NInt(dom(f™¥)).

Por lo tanto dx. € X x% € X tal que:

£+ 0

x:‘ € af(xs) >PX(XO - xg) <A andpx*(z: — x:) < sup pX*(y*)

y*er
Finalmente estimamos px+ (x§—x3) < px+(z; —x;) + px«(z; —x5) < # sug px-(y*) +
y*e (e}

% < & sup px(y*) +6
:)/*EUD

]

Lema 2.1.11 Sea X unevtlcy f : X — R U {+00} una funcion convexa, sci y epi-puntada tal gue
0 € Int(dom(f™)). Considere px una seminorma continua sobre X, px+ una seminorma sobre X*
(no necesariamente continua) a, B > 0, xo0 € X y f(xo) < igff + apf. Entonces existe x € X y

x* € df (x) tal gue px(x — x0) < @y p(x*) < ﬁyrg%(opx*(y*)

Demostracion. Consideremos & > 0 tal que f(xg) < irElf f+e< irElf f + aB y escojamos A tal

que % < A < a. Se sigue que 0 € 9, f (xo), luego por 2.1.10 Ax, € X Ix} € X tal que:
* & / *
Px(xo— xg) < Aand px-(x}) < ~ mix px+ (")
yero

De donde se concluye que px(x. — x0) < @y p(x%) < B ma’g( px+(y") O
e

Lema 2.1.12 Sea X un evtlcy f : X — R U {+00} una funcion convexa, sci y epi-puntada.
Supongamos que x € X (no necesariamente en dom(f))y que igf [ < f(x). Entonces existe z € X

y z* € df (2) tal que:
f(@2)< f(x)y{z",x—2z)>0
Demostracion. Fije 2 € R tal que igff <A< f(x).SeaF :={x e X : f(y) < a4}, porlo

tanto F es convexo cerrado y no vacio, mas atin x ¢ F, escoja una seminorma continua p; tal
qued(x,F) = i?f p1(x —y) > 0 (esto es posible, porque se puede separar estrictamente x y F ).

Ahora tome #* € Int(dom(f*)) tenemos que f > #* + r, donde r := —f*(u") y considere la
nueva seminorma continua p(x) := p1(x) + [{#*, x)|. Define

K - A-f)
= su 7 77
yeX p(x—y)z0 P(X =)

Primero se probara que K € (0, +c0).

Supongamos quey € X p(x —y) # 0.
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® Siy € F, entonces

A=fO) A= y)y—r <A =", x) — 7| + (' x —y)

A-fO) _ 1A=l -7
p(x_y)_ d(x’F)

® Siy ¢ F, entonces

+ 1( recordar la definicion de p)

A= f()

<0
px—v)

A=f )
px=y)
observar que K > 0, basta tomar cualquier y € F (y € F = p(x —y) # 0) tal que f(y) < A.

Ahora define K = max{1,K}.Sea0 < ¢ < 1, tal que (1 - &)k < K luego, por la definicidén de
K, existe xo € X tal que p(x —xg) #0y

A= f(x0)
p(x — xo)

En ambos casos existen cotas superiores, por lo cual se concluye que K < +co. Para

> (1-8)K

Defina la funcién N (z) := kp(z — x); se ha probado que (1 — &)N (x0) + f(x0) < 4, es decir,
(N + f)(x0) < A + &N (xg). Afirmamos que A < irElf (N + f). Enefecto si p(z — x) = 0, esto

implica que z ¢ F, luego se tiene A < f(z) = (N + f)(z), por otro lado si p(x — z) # O se tiene
/1 f(Z)

p(z - x)
con p(x — xo) # 0, tal que

< K, se sigue que 4 < (N + f)(z). Con lo cual se ha probado que existe xo € X

(N + f)(x0) <{§1(f(N + 1) +gl%p(x—xo)

Se obtiene que f — u* < f + K|u*| < f + N, yaque K > 1, mis aun la desigualdad anterior
quiere decir que 0 € Int(dom(N + f)*). Luego se puede aphcarZ 1.11aN + f,cona = p(x—xp)
yB=eK,px =pypx =0ou,donde U = {x € X : p(x) < 1}, luego existe z € dom(N + f) =
dom(f)yw* € (N + f)(z) tal que p(z—x0) < p(x—x0) y px+(w*) < ek mag( ou(y*) < eKk.

Se sigue que p(x — z) > 0. Utilizando la regla de suma de los subdlferenmales
AN + f)(z) =09f(2) + IN(2)

De donde se concluye la existencia de y* € ON(z) y z* € df (2) tal que w* = y* + z". Esto
prueba que (y*,z — x) > N(z) - N(x) = N(z) = Kp(z — x). Entonces
(5 x—z)y=(%z—-x)+{(w",x —z) > I%p(z -x) = px-(w)p(x —z) > (1 —s)kp(z -x)>0

Finalmente z* € df (), se obtiene que f(x) > f(z) + (z*,x — z) > f(2), lo cual completa
la demostracion. O

Teorema 2.1.13 Sea X un evtlcy f : X — R U {+co} una funcion convexa, sci y epi-puntada.
Entonces 0f es un operador monotono maximal.
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Demostracion. Dadoz € X'y z* € X* tal que y* ¢ 9f (2), esto quiere decir que 0 ¢ 9 (f — y*) (y),
lo cual implica que igl(f(f—y*) < f(y)=(y*,x). Porlema2.1.12 existe z € dom(f —y*) = dom(f)

y z* € O(f —y")(z) tal que (z*,z — x) < 0. Luego existe w* € df (z) tal que z* = w* — y*, con
lo cual (w* — y*,z —x) <0 O

Corolario 2.1.14 Considere (X, 7x, X*, Tx+) un par en dualidad, f : X — R U {+00} convex, sci
y propia. Si f o [ es epi-puntada se tiene que df y df * son operadores monotono maximales.

Lema 2.1.15 (Corollario 2.6.5 [30]) Sean X,Y evtlcs, f e T(Y)y A € L(X,Y). Entonces

0 (f 0 A) (x) = [ A" (osnf (AD))

n>0
Para cualquier x € dom(f o A)ye >0

Lema 2.1.16 Sean X,Y evtlcs, f € T(Y) epi-puntaday A € L(X,Y). Entonces

*

88 (f o A) (x) = ﬂA* [88+nf(Ax) N Int(dOm(f*))]w

n>0

Pavra cualguier x € dom(f o A)ye >0

Demostracion. Basta probar que para cualquier n > 0

*

A (Bpsnf (Ax)) € [A* (8p1y f (Ax) N Int(dom(f*)]

. En efecto por lema 2.1.6 y como A* is w* to w* continua se concluye. O
Teorema 2.1.17 Sean X,Y evtles, A € L(X,Y), g € T(Y) epi-puntada, f := goAyx € dom(f).
Entonces x* € df (x) si y solo si existe una red (y;,y7)ie; S gphdg tal que (y;) — y = Ax,
(G0 = g0, i — 3.7 = 0y A*(97) 5 x*.

Demostracion. Sea xj € '/ (x). Considere py una seminorma continua sobre Y, px+ una semi-
norma o (X", X)-continua sobre X*, £ € (0,1) y U := {y € Y : py(y) < 1}. Escojan > 0 tal
que:

Lym+n<$
2. 4n <

&

2

—

mixpx-(A°() + px- () + 1)

Luego por 2.1.16 se puede tomar z; € d,4(y) N Int(dom(g")) tal que px+(A*z5 — x5) < 7.
Entonces por 2.1.7 A(y,, y,) € gph dg (usando g = 1, 1 = /7) tal que:

* py(m—y) <+n
*yy =25+ \/ﬁ(u;; + /1,728) € dg(yy) and uy € U°
* Kypy =yl <+
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* lg() =gl <n++n
Por lo tanto

* py(yp—y)<e

* Kypy -yl se

*lg() -0l <e

Finalmente

px+(A%yy = x0) < px=(A"zg — x) + px=(A"y, — Az)
< ; T (px- (A7) + px-(A725 = x3) + px-(x}))

IA

5+ VI (px(A'my) + 1+ px- (xp)
< 3 + \/ﬁ(rrll]éxpx*(A*(y*)) + px+(xg) + 1) <e¢

&
&

Esto ha probado la primera implicancia. Para al segunda considere (y;,y7);e;  gphdy tal que

(i) =y = Ax, (¢(¥1)) = 9, i — 2,97 = 0y A(y)) = x*. Entonces (y - Yisyi) <
g(y) —g(y;) paratodo i € [ ey € Y. Se sigue que

(z =%, A"y +{y =919 ={Az = y;,y)) < f(2) —g(yi) VieIVz e X

Tomando limites se obtiene que (z—x,x*) < f(2)- f(x) Vz € X, porlocual x* € df (x) O

Teorema 2.1.18 Sea X un evtlc, fi, f» € T(X) epi-puntadas y x € dom(f1 + f2). Entonces x* €
9 (f1 + f2) (x) sty solo si existen dos redes (xp;, X} Jier C gph f kb = 1,2, tales que (xp;)icr — x,

Jeei) = fo (), (s = xx) ) > Oparak = 1,2y (x]; + x3) 5x

Demostracion. Aplicando 2.1.17 paraY = X x X, A : X — Y definida por Ax = (x,x) y
g(x1,x2) = f1(x1) + f2(x2). se tiene que f := f1 + f2 = g0A. Lasuficiencia es inmediata tomando
y = (x,x) = Ax, y; = (x1;,%2;) e y; = (x] ., x3;) para cada i € I. Para la condicidn necesaria
tome x* € df (x), por 2.1.17 existe (y;,77)ie; € gph dg tal que (y;) — y = Ax, (4 (y1)) = 7 (),
i =205 = 0y A*(y) “, x*. Tomando y; = (x1;,x2%) e 7 = (x],,x5,), por la formula
dg(x1,x2) = df1(x1) X df2(x2), se obtiene que (xp;, x/*e’i) € grofy y xp; — x parak = 1,2.
Supongamos que limsup f1(x1;) — f1(x) > 6 > 0, entonces | := {7 € I : fi(x1;) — f1(x) > 6} es
co-final en /. Se sigue que 7(y;) —g(y) = 6 + fa(x2,) — f2(x) paratodo i € J. Entonces tomando

limite inferiorse obtiene que O > &. Por lo cual necesariamente f;,(x;) — fp(x) parak = 1,2.
Finalmente usando las desigualdades

Filen) = fix) < (xpi = x,x5,) < (xij = 2% ) + (o — %350 + r(x) = falxa) Vi€

y tomando limite tenemos que (x1; — x, xi;) =0 O
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2.2 Subdiferencial Abstracto

Definicion 2.2.1 Sea X un evtlc, se denota B := {f : X - RU {4} : feso(X,X*) -
sci y epi-puntada} y € = {g : X = R : g es convexa y Lipschitz}

Ahora se extendera la definicion tradicional de Subdiferencial Abstracto a espacios localmente
CONvexos.

Definicion 2.2.2 (Subdiferencial Abstracto) Sea F C K. Una multifuncion d : X x F = X*
es un subdiferencial sobre F si satisface que:

Si f(xo) € R, g € €y xq es un minimo local de f + g, entonces existe (x;,x}) C gphd f una
red tal que:

/
® X; = Xo

w
'x’f‘—>x5‘
1

® (x,x7) = (x0,xp)

0 € xj + dg(xo0)

Lema 2.2.3 (Theorem on iterated limits, General Topology, Kelley, J.L. [17]) Sea D Un conjunto
dirigido, E,, conjuntos dirigidos para cada n en D, Defina F = D X I,,cpE,, y para cada (m, [) en
F sea R(m, ) = (m, f (m)). Si S¢n.n) s un elemento en un espacio topolégico para cada m € Dy
cada n € E,,, Entonces S o R converge a li;ln liyrln S(m,n) cada vez que estos limites iterados existan.

Demostracion. General Topology, Kelley, J.L. [17] Teorema 4 pagina 69. O

Lema 2.2.4 Considere C C X convexo cerrado y p : X — R una seminorma continua, defina

dl.: X - [0,+00) dl.(x):= Zigép(x —2)

Entonces se tiene que dc es Lipschitz y convexa, mds ann si existe z € C tal que d‘ié(x) =p(x — 2)
entonces ddl.(x) C dp(x —2) N N(C,2) € B,(0,1)° N N(C, 2).

Demostracion. Primero es facil ver que d¢ es Lipschitz y convexa, Ahora dado x* € dd¢(x)
1)
Yy € X (x",y —x) <dc(y) —dc(x)
<p(y—-2z)—-p(x—-2)
Enotnces Yo € X (x*,w — (x = 2)) < p(w) — p(x — 2), 1.e, x™ € dp(x — z) € B,(0,1)°
1) Seay € C, se tiene:
(x*y —z)y=(x"y —x) + (x",x — 2)
<dc(y)—dc(x) + {(x*,x — z)
=0-p(x—2)+{(x",x —2)
<0
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Lema 2.2.5 Sea (X, 7) un evtlc. Considere f € B a,b € X, x5 € X*. Entonces existe a seminorma
continua po tal que para cualquier seminorma continua p > poy M > 1 la funcion H(x) :=
fx) = (x5 x) + Mdﬁz b](x) es o (X, X*)-infcompacta.

Demostracion. Tome y; € Int(dom f*), considere po(x) := [{y5 — x5, x)|, luego para cada ¢ € X

fx) = (x5, x) + Mpo(x —c) = f(x) — (x5 x) + (x5 — 3. X —¢)
= [ (x) = {g> x) = (x5 = 95, ©)

Por lo tanto f (x) — (x5, x) + Mpo(x — ¢) es o (X, X*)-infcompact, luego es evidente que para
cualquier seminorma continua p > po, f(x) — (x5, x) + Mp(x — ¢) es o (X, X*)-infcompacta.
Ahora se probara que H (x) := f(x) — (x5, x) + Mdﬁz’b](x) es infcompacta. Considere una red
(Xn)nep C {x € X : H(x) < a}, del hecho que [4, /] es compacto para cada n € D, podemos
asegurar la existencia de #,, € [a,b] tal que d[’;b](xn) = p(x, — u,), mas aln existe una subred
(vi)ier de (u,) tal que v; = v € [a, b], esto induce una subred (y;);c7 de (x,). Ahoraseaig € T
tal que Vi > 2o p(v; —v) < 1, entonces Vi > igy; € I := {x € X : f(x) = (x5, x) + Mp(x —v) <
B + M}. Finalmente como I es compacto existe una subred (z;) — z de (y;) convergente (por
lo tanto una subred de (x,)). O

Teorema 2.2.6 Sea (X, 7) un evtlc. Considere & un subdiferencial abstracto sobre & C R, Sea
feFnBabeXconaecdomfya+byreRconr < f(b)yunaseminorma continua p

tal que p(a — b) # 0. Entonces existe una red (xo) i> celablyx}e af(xa) Ya tal que:
1. r - f(a) < liminfb — a,x%)
2. 0 < liminf(c — xq, x%)

3 ﬁgi::)) (7' — f(d)) < lim mf(b — X XZ)

4. p(b—a)(f(c) = f(a)) < p(c—a)(r = f(a))

Demostracion. Tome x* € X* tal que (b — a,x*) = r — f(a). Considere h = f — x*; entonces
h(a) < h(b). Como h es sci, existe ¢ € [a,b[ tal que h(c) < h(x) VYx € [a,b]. Sea u € [0, 1]
tal c = (1 — w)a + pb. Se sigue que ¢ —a = u(b —a) y p(c —a) = up(b - a), entonces
f(c)=f(a)=h(c)=h(a) + {c —a,x*) < u(r — f(a)), luego se concluye 4.

Seay < h(c), entonces existe U, € Np (convexa cerrada y balanceada) tal que Yx € [4,5]+ U,
vy < h(x).EnefectoVx € [a,b]y < h(x), del hecho % es sci en x existe U, € Ny (convexa cerrada
y balanceada) tal que Vz € x + U, y < h(z), ahora tome V; € Ny (convexa cerrada y balanceada)
tal que Vi + V, C U,. Luego se tiene que [4,b] € | x + Vi, como [a,b] es compacto

x€[a,b]

n n
existen {x;}i=1. , C [a,b] tales que [a,6] € U x; + V4,, defina U, := N V4, luego se tiene que
i=1 =1
Yw € [a,b] + U, v < h(w). En efecto seaw € [a,b] + Uy, luegow =t + ucont € [a,b]y
u € Uy, entonces existe 7 tal que t € x; + V,,, esto implicaw € x; + Vi, + Vi, C x; + Uy, por
lo tanto y < h(w).

Ahora escoja pg como en 2.2.5 (asociada a f, a,b y x*), luego para cualquier n € N, existe
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U, € Ny (convexa cerrada y balanceada) tal que Vx € [4,b] + U, h(c) — # < h(x), mas aln se
puede suponer que U, 4,1 € U, C Bpipo(0:1) :={x € X : p(x) + po(x) < 1}

Ahora define p,(x) := oys(x) (claramente p, > pg ), i.e. es decir de seminorma asociada a

U,,ytomed”  (x):= inf p,(x). Tomet, > 1tal que h(c) =1+ £, > h(c) - L. Entonces
[a.0] z€[a,b] n

Vx e U :=[a,b] + Uy h(c) < h(x) + tndﬁb](x) + iz
: n

En efecto Vx € [a,b] + U, h(c) < h(x) + #, six € U\ ([a,b] + U,), entonces d[’;b](x) > 1,

luego

h(x) + tadpap)(x) 2 h(c) =1+ t, > h(c) - 12
n

Ahora defina H,(x) := h(x) + tnd["ab](x) + Iy, H,(c) < infH, + n—12 y por 2.2.5 H,
es o (X, X*)-infcompacta, tome una familia filtrante de seminormas continuas (p;);e; tal que

Vi :={w € X : p;(w) < 1} es una base para el sistema de vecindades del cero, entonces ¥z € N
Vi€ Iseaplica2.1.4aH, yc (con A =+e= %), por lo tanto existe #;,

1. pi(siy—c) <1
2. Hy(u;,) < Hy(c)
3. #;, es un minimo de H, + %Pi(' — Ui

Luego VY7 € N u;,, — ¢ de lo cual puede suponer que #;, € IntU. Ahora note que #;, es un

minimo local de /' —x* + t”d[na,b] + %pi(- —u;,). Entonces para todo 7, 7 existe: (xq, X)aeain) C

gphgf una red fv;‘,n € ad["ﬂ’b](ui,n), bZn € B,,(0,1)° tal que :
1. x4 i) Uin
2. x5 o u;,
3. (Xay o) = (Hin, 0 )

*

oAk % 17
4oui, =x" = (tv], + b*)

n-in
Sea y,, € [a,b] tal que d[”ﬂ’b](ul-,n) = pn(#iy — Yin), se puede suponer que y;, # b para todo

, . n ] ! n . —
i,n. En efecto ¥z € N u;, — ¢ y como d[a,b es continua tenemos que hlm d[a,b](%””) = 0, pero

]
como p,(c — b) > 0 se tiene que el conjunto 11 := {(i,n) € I X N :y;, # b} es cofinal, por lo
cual podemos restringir la red a Iy. Escriba y;,, = (1= 2;,)a + A;,b paraalgin 4;, € [0, 1[. Por
2.2.4 se tiene

0d"[a,b)(n; ) €0 pp(ttin —yin) "NN([a,b],9in) € By, (0,1)°NN([a,b],yin)
Entonces para todo x € [a,b[ {x — y;,,v} ) < 0, por lo cual para todo A € [0,1[ (1 - A)a +
Ab = yin, 07 )= (A= 2;,){b — a,v} ) < 0. Luego Vi,n (b — a,v} ) < 0. Mas aun
(- ”iv”’vi*,n> ={c~ yi’n’vZn> - <”i,n — Vino v2n>
<0- <Mi,n — Yino ‘Uzn>

<0+ pn(0) — pu(n;, — yi,n)
<0
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Se sigue que
b - a, %Zn) = (b —a,x") -t (b - “""Z,i> — %(b - a, b;)
>(b—a,x")- %Pi(lﬂ —a)

1
=7 = f@) = —pib-a)

Se puede suponer que }irrl\lI 1pi(b — a) = 0, esto pues se puede restringir la red al conjunto
X

— 1(; .1
I = {(z,n) e I x N: 7P
existe (ig,70) € I tal que 2 < ipy 7 < no, luego (#;,)(iner, €s una subred de (#; ,) (i nyerxn. So

liminf(b — a, w2 = f(a).

(a — b) < 1}, este conjunto es cofinal en 7 X N, i.e. V(z,7) € I X N

Similarmente,
(€= tpitt; ) =(C = tipn,xX") = 1n{C = Ui,V ) = ;(c — Uin, 0 ,)

1
>(C—tipn,x")— —pi(c —n;y)
n

1
>(C—tjpx"y— =
n

So liminf(c — uy;,u7 ) > 0

Ahora del hecho que H,(#;,) < H,(c)

fuin) < flc) ={c—tjp,x")

Por lo tanto f(c¢) < liminf f(#;,) < limsup f(#;,) < f(c), con lo cual se concluye que
Uin — C
Finalmente tome J = I x Ny B = | x II;c;A(j), defina una nueva red:
XiT 2= XT()

* —_—

. %k

por 2.2.3 se tiene que x; 7 N C,yxi € 8 f(x; 7). Mas atin
1. liminfb — a, x;f’T) >7r— f(a)

2. liminf(c - x; 7, x;‘f,T> >0
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Finalmente note que b —c = (1 - p)(b —a) y p(b —¢) = (1 = wp(b — a). Por lo cual
lim inf(b — xj’T,x;f,T) = liminf(1 — u){b - a,x;T} + (¢ — xj’T,x;f,T)
> (1 - p)liminf(b — a, x;T’T> + liminf(c - x; 7, x;T’T>

pb-o)

>(1-w(r - f(a) = =2

- f(a)

]

. iy . . —X
Corolario 2.2.7 Sea (X, T ) un evtlc. Considere & un subdiferencial abstracto sobre ¥ C R . Sea

f € F N B, entonces para cualquier x € dom f existe (xq,x%) C gphd f tal que x, N Xy
T

liminf(x — x4, x%) > 0. En particular dom f € domd f
Demostracion. Sea x € dom f. Si x es un minimo local de f la demostracion se sigue de la
definicion de 9 f. Supongamos entonces que x no es un minimo local de f, por lo cual existe

(Xa)eep — x tal que f(xq) < f(x), luego x, i> x. Entonces se puede aplicar 2.2.6 a x,, x, pa
(cualquier seminorma continua tal que po(xo — x) # 0) y r = f(x), entonces para cada @ existe

(Xa,1, x;ﬂ)/le/\(a) - gphgf tal que:

f
a) Xa1 = Ya € [Xa, x[

b) 0 < }’% (f (x) = f(x)) < liminf(x — xq,1, %], ;)

¢) [ (Ga) < f(xa) + B2ZE (f (x) = f (%)) < f(x) (porque blee) < 1)
Mas atin y, — x, porque para cualquier seminorma p se tiene que p(x — yo) < p(x — x4),

entonces esto junto conc) y al sci de f, conduce a que y, L x. Ahoratome B = D x ITjcpA()),

defina:
XiT 2= X5T()
* . — *
X = XTG)

Es claro que x; 7 i> x y por b) liminf(x — x; , x;’T) >0 O
. = . . —X

Teorema 2.2.8 Sea (X, T ) un evtlc. Considere 0 un subdiferencial abstracto sobre & C R . Sea

f€eF NB.Sidf es mondtono, entonces | es convexa.

Demostracion. El teorema sera probado en 3 pasos:

1. acdom f,b edomd f = [a,b] C dom f. Supongamos que existe b’ € [a,b]\ dom f

(l.e. f(b") = +00), se tiene que A1 €]0,1[ tal que b’ = da + (1 — )b . Fije y* € gf(b) y
tome r € R, tal que:

r> fa) + 710 = Db - a, 9"
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Luego por 2.2.6 existe (x,) — ¢ € [a,b'[ y x% € 8 f (x,) tal que:

o liminf(b’ - xq,x3) 2 LE=5(r - f(a)) 2 0

o liminfd' — a,x%) > r — f(a)

Del hecho que 8 f es monétono se obtiene (b — x4,y* — x%) > 0y tomando en cuenta que
b—b"=2(1-2)"1(b’ - a) se obtiene la siguiente contradiccién:
Kb = a,y) > b = c,y")| 2 (b - c.p%)
= lim(b — x0,7")
=lm{(b — xo,x5) + (b — x0,y" — x3,)}
> liminf(b — x4, x,)
=liminf{(b — 0", x.) + (b’ — x4, x,)}
> liminf A(1 = )™Y' — a,x%) + iminf(d’ — x4, x5)

> A1- D)7 - f(a)

2. gphd f C gphd f.Sea x* € 8 f(b), considere a € dom £, aplicando 2.2.6 con una semi-

norma continua p tal que p(b —a) # 0, r = f(b), existe xo — ¢ € [a,b[ y x}, € Ef(xa)
tal que:

lim inf(h — xg,x%) > ]f Ei - 2

Como 8 f Es monétono y ¢ = da + (1 — A)b para algin A € (0, 1], se obtiene

(f(b) = f(a))

Ab —a,x*)y ={(b—c,x*)y = lim(b — x4, x*)
=lm{(b — x4, x}) + (b — x0, x" — x)}

p(b—o) B _ _
> GO = @) =2 ) - f @)

Luego (b — a,x*) < f(b) — f(a), porque a € dom f es arbitrario x* € d f (b)

3. f esconvexa.Seaa,b € dom f yz = Aa + (1 - 2)b con A € (0,1), primero supongamos

que b € domd f, entonces por 1) z € dom f. Ahora por 2.2.7 existe x, N ZYy Xq €
0 f (xq), tal que liminf(z — x4, x,) > 0 ahora por 2) x% € 9 f (x4), luego:

(@ =xa,x5) + [ (xa) < fa), (b= xq,%5) + f(xa) < f(b)
Multiplicando la primera desigualdad por (1 — 2) y la segunda por 4, se computa:

(z = xa,xg) + fxa) £ Af (a) + 1= D) f (D)
Tomando limite inferior se concluye f(z) < Af(a) + (1= A)f(b)
Ahora suponga que 4,b € dom f son arbitrarios, entonces usando otra vez 2.2.7 existe

Xq L bx, € gf(xa), tal que liminf(b — x4, xo) > O, define z, := da + (1 — A)x,, por
el caso anterior f(z,) < Af(a) + (1 = 1[2)f (x4), nuevamente tomando limite inferior y

por la semicontinuidad inferior de f y el hecho que x, N b se obtiene:
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f(z) <liminf f(zo) < Af(a) + (1= D) lim f(xy) =Af(a) + (1 =) f(b)

Por lo cual f es convexa.

Lema 2.2.9 (Teorema 2.1.5 [30]) Sea f € I'(X) tal gue Int(dom(f)) # 0

i) Sea to € dom(f). El siguiente limate existe:

it =i LOT 4y SO =T g

tlto t—1to t>to t — tp
(1) = f(t) [ () _ f(t) ~ f(t) cR
to L — 1o t<to t=1lo

y fL(t0) < f1(to); Mds avin [’ (o), f1(to) € R donde ty € Int(dom(f))

ii) La funcion [ es Lipschitz sobre cada intervalo compacto incluido en Int(dom(f)), mds asin,
para cualguier to € Int(dom(f)) se tiene gue:

fi(wo) = lim £L(2) = lim £(z)
fL (o) = ltiTr;lfi(t) = 1tiTrglf_’(t)

i) Sea t1,t € dom(f), t1 < t, entonces [ (t1) < f/(t2). Por lo tanto las funciones 7, f” son
no-decrecientes sobre dom(f).

Demostracién. Teorema 2.1.5 [30] pagina 46. O

Lema 2.2.10 (Teorema 2.1.13 [30] ) Sea g € I'(X) y x € dom(g). Entonces para cualguier u € X
existe

glx +tu) —g(x) fq(x +tu)—g(x) —
=In

’ =1 R
g (e ) 0o t £>0 t -
yVueX g'(x,u) < g(x +u) —g(x)
Demostracion. Teorema 2.1.13 [30] pagina 55. O

. iy . . —X
Teorema 2.2.11 Sea (X, T") a evtlc. Considere 8 un subdiferencial abstracto sobre # C R . Sea
f € FNB,g e (X)yp una seminorma continua. Supongamos que existe € > 0y un conjunto
abierto convexo C C X tal que:

df(x) CAg(x) +eBy(0,1)° ¥Yx e C
Entonces

Cndomg\ N pC-9)1{0pH cCndomf
yeCndom f
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Cndomf\ N pC-9)"1{0}) € Cndomy
yeCndom g

yV¥x e CnNndomg Yy € CNdom f tal qgue p(x —y) # 0

g(x)—g() —ep(x =) < f(x) = f () < g(x) —g() + ep(x —y)

Demostracién. Considerey > &.Por2.2.7 dom f C dom @ f, més atn si CNdom f # 0 entonces
CnNndomdf #0.Seay € CNndomd fyx e C tal que p(x —y) # 0. De las hipdtesis se tiene
que y € domd g, y entonces y € dom g. Ahora se probara que

f)=fO)<g(x)—g@) +ep(x —y)

La desigualdad es obvia si x ¢ dom ¢, por lo cual se puede asumir que x € dom 4. Se probara la
desigualdad en tres lemas.

1. lema 1 Considere y € dom f Ndomyg y x € C tal que p(x —y) # 0. Considere » =
p(xx__yy) € Xy¢:R — R, definida por ¢(¢) := g(y + tu). Suponga que 4’'(y,#) € R.
Entonces ¢ € T'(R), ¢ es continua sobre dom¢ 2 [0,p(x — ¥)], ¢".(t) = ¢'(y + tu,n)

Yt € Int(dom @) y existe xo = y + tou con ty € (0, p(x —y)) tal que

f(xo) = f(y) < g(x0) —g(y) + yp(xa—7y)

Demostracion. Claramente ¢ € T'(R), y es facil ver que ¢ es continua sobre dom¢ 2
[0,p(x — )], mas atn por 2.2.9 ¢, (t) = ¢'(y + tu,u) ¥Vt € Int(dom ¢) y

limg'(y + tu,u) =lim¢’, (t) = ¢".(0) = 4" (v, u)
£10 £10

y este valor es finito. Por lo tanto existe ¢g € (0, p(x —v)) tal que 4’(y + ton, u) < g'(y, u) +
%(7 —¢). Defina xq 1=y + tou €]y, x[, luego

g0 + ton) —9(y) | 1(7 ey = 9(x0) = g9()

to 2 p(xo—1v)

g (xo,u) < + 5(7 - &)

Se desea probar que:
f(xo) = f(3) < g(x0) =g (y) + yp(xo =) (%)
Supongamos que no se tiene, i.e.
f(x0) = () > g(x0) = g(y) + yp(x0 )
Escoja r € Rtal que r < f(x0) y
r=f() > g(x0) =g + yp(xo =)

Por 2.2.6 existe x, — z € [y, xo[ v x5 € 8 f (x,,) tal que:

p(xo—2z)

P (o =7) (r = f(9)) < liminf(xg — x4, X))
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Mas atin p(xo—xq) — p(xo—2), y entonces (note que se puede suponer que p(xo—x,) # 0

para todo )
pxo =) p(x0 = xa)

Entonces existe @y tal que:

< X0 — Xg *>>g(xo)—g(y)

» Xy Ya >
p(xo—xa)x p(xo—1y) Ty ve=ao

Del hecho que xo — z € [,x0[C C, puede asumir que x, € C Ya > ao. Luego por el
supuesto 9 f (x) € dg(x) + €B,(0,1) Vx € CVa > ap x}, = z;, + gu}, con z}, € d 7(x,)
y #g € B,(0,1)°. Luego

g(x0) — g(xq) >< X0 — Xq *> . 9(x0) —9() by Vo> a

pxo—xa) —\plxo—xa)" [ plxo-2)
tomando en cuenta que ¢ es sci se obtiene.

g(x0) — g(2) S g(x0) —g(y)
plxo—z) — plxo—y)

14 ]‘ /
+7—82q(Xo,%)+5(7—8)>q(xw)

Del hecho que z € [y, xo[, z = y + su paraalgun s € [0, [ y usando la convexidad de ¢ se
obtiene la siguiente contradiccion:

g(x0) — g(2) _ 9() = ¢(s)
p(xo—2) to—s

< ¢7(t0) < ¢, (t0) = 4" (x0, 1)

Es decir se obtiene f(xg) — f(y) < g(x0) — g(y) + yp(xo0 — ). -

. lema 2 Considere y € CNdom @ f, x € C tal que p(x —y) # O defina x := p(xx;_yy) entonces
existe xg =y + tou con tg € (0,p(x — y)) tal que

fxo) = f(y) <g(x0) —g() + yp(xa—y)

Demostracion. Desde las hipotesis se tiene que y € dom d ¢, y entonces y € dom 4. Como
9(x)—9(») ’ — iy 20*t)—9()
pomy) 2900w = lim S

R. Entonces por Lema 1 se concluye que existe xo = y + tou con to € (0, p(x — y)) tal que

d4(y) # 0, tenemos que > —oo, es decir, 4'(y,u) €

f(xo) = f(y) < g(x0) —g(y) + yp(xa—7y)
L]

. lema 3 Considere y € C Ndomd f, x € C tal que p(x —y) # 0y u := chx__yy). Defina

T:={tel0px=y)]: fOy+tu)—f(y) <g(y+tu)—g(y)+ty}. Entoncesp(x—y) € T

Demostracion. Por lema 2 existe to € T, entonces considere ¢ := sup T, por el hecho que
f essciy ¢ (the same definition that in lemma 1) es continua sobre [0, p(x — y)] (lema 1),
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se obtiene ¢ € T. Mas atin suponga que ¢ < p(x —y), defina j = y + tu. Por supuesto se

I = 22
cumple que, # = J=55 Y

(p(x —y)) — ¢(t) _9x)-90G)
px—y)—t p(x—9)

>q'(,u) = ¢ (1) 2 ¢, (0) = 4" (y,u) > —c0
7' (y,u) € R, por lema 1 existe xo =y + sou con s € (0, p(x —y)) tal que

FO +son) = f() < g+ son) —g(y) + yp(xo—y) =g + son) — g(y) + vyso

Como f(y + tu) — f(y) < g(y + tu) — g(y) + ty, entonces se obtiene que:

fO+ @ +s0)u) = f() S g+ (£ +s0)u) = g(y) + (£ + 50)y
Contradiciendo nuestra eleccion de . Luego 7 = p(x — y) O

Ahora como y > & es arbitrario, se concluye que:
J) = f() <g(x)=gQ) +eplx —y) (k%)

Ahora tomando x € C N dom g y fijando (si es que este existe) y € C domNd f tal que

p(x —y) # 0, de la ecuacidn (%*) se obtiene que C Ndomyg\ () p(-—y)"1({0}) C
yeCndom f

CnNdom f. Ahoraseay € CNdom f y tomemos x € C Ndom ¢ fijo tal que p(x —y) # 0,

por 2.2.7 existe (x4, %) C gphd f tal que x, i) y,como y € Cy C es abierto se puede
suponer que x, € C y p(x — x4) # 0 para todo @, de la ecuacion () se obtiene

fx) = f(xa) € 9(x) = g(xa) + p(x —x4) Va
Tomando limite se obtiene

fx)=fO)<g(x)—g@) +ep(x —y)

Entonces y € dom ¢ N C y la ecuacion (xx) se mantiene. Hasta ahora se ha probado que

a) Cndomg\ N pC-»7'({0}) < Cndom f
yeCndom f

by Cndomf\ N p(-9)"1{0}) € Cndomy
yeCndom g4

c) Vx e CNdomyg ¥y € CNdom f tal que p(x —y) #0 f(x) = f(y) < g(x)—g(y) +
ep(x —y)
Masatnsix € CNdomgyy € CNdom f tal que p(x—y) # 0 por a) y b) respectivamente

x € CndomfyyeCndomy,luegopoc) f(y)— f(x) <g(y) —g(x) +ep(x —y),1e
f) = f) 2 g(x)—g() —epx - )

Esto completa la demostracion.
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Corolario 2.2.12 Sea (X,T") un evilc. Considere 8 un subdiferencial abstracto sobre F C @X. Sea
[ € F N8B, g e (X). Supongamos gue:

df(x)Cdg(x) Vxe X

Entonces existek € R talgque f =g + k

Demostracion. Primero tome x € domg y y € dom f con x # y, y escojamos una seminorma
continua p tal que p(x — y) # 0, entonces por 2.2.11 y € domyg, x € dom f. Luego dom f =
dom ¢. Mas atin sea xo € dom f = dom 4 fijo y para cualquier y € dom ¢4\{x0} y una seminorma
continua p tal que p(xo — y) # 0, entonces por 2.2.11, se tiene que fO) =g9@) + f(xo) —
g(x0) O
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Capitulo 3

Caracterizacion Variacional de la
Convexidad

3.1 Espacios Localmente Convexos

Teorema 3.1.1 Sea f : X — R un funcion o (X, X*)-sci tal que f* es continua sobre A :=
Int(dom(f*)) #0yY := {x* € X* : argmin{f — x*} es convexo } entonces
(Vx € X)(ANY NIf*(x) C 8f (x))

Demostracion. Dado x € X.
Suponga que x* € ANY NaJf**(x), entonces

{xeX:¥yeX f(y)—(x*y)y> f(x)—(x* x)}
{xeX:VyeX f(y)—f(x)={x"y-x)}

argmin{f — x*}

= (0 &)
Luego (0f Y"1 (x*) es un convexo cerrado.
Mas atn por [22]
af*(x*) = @ ((0f) ™ (&) + Nyom - (x")
= ()Y
Finalmente

x*€df*(x) & xedf*(x")
= x€ (é?f)_1 (x*)
= x*e€df(x)

]
Lema 3.1.2 (Corolario 2.4.7 [30]) Sean f; : X — R i = 1,2 propias, suponga que existe x; €

dom(f;) tal que
(A10/) (x1 + x2) = fi(x1) + fa(x2)

Entonces

A(f[i0f)(x1 + x2) = df1(x1) N Of2(x2)
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Demostracion. Corolario 2.4.7 [30] pagina 89. N

Lema 3.1.3 Sea C € X* no vacio, f : X — R entonces
doc(x1) NAf (x2) CA(ocOf)(x1 + x2) Yxy,x2 € X

Demostracion. Seax = x1 + x2, x* € ovc(x1) N Af (x2), luego

(x*,z —x1)+ oc(x1) <oc(z) Vze X

(X", w—x2) + f(x2) < f(w) Ywe X
Luego sumando ambas ecuaciones

(X" z+w-—x1—-x2)+0c(x1) + f(x2) Soc(z) + f(w) Vz,we X
masaunsiy =z + w
(x*y—x)+o0cOf(x) ocOf(y)Vy e X
[

Lema 3.1.4 (Teorema 2.8.3 [30]) Sean g,h : X — R convexas y propias, supongamos que existe
xo € dom(g)Ndom(h) tal gue h es continua en xo. Defina ¢(x) := g(x) + h(x). Entonces¥x* € X*

©*(x") = min{g"(x* —y") + " (y") : y" € X"}

Demostracion. Teorema 2.8.3 [30] pagina 123. O

Lema 3.1.5 Sea f : X — R tal que f* es continua sobre A := Int(dom(f™*)) # 0, dado C C A
convexo cerrado y no vacd se tiene gue:

Vx € XAxy,x2 € X tal que x1 + x2 = x y doc(x1) NAf ™ (x2) = d(ocOf ™) (x1 + x2)

Demostracion. Aplicando 3.1.4 con h = f* y g = Ic se obtiene que Yx € X Jxy,x; tal que
ocOf™(x) = oc(x1) + f(x2), luego por 3.1.2

doc(x1) NAf ™ (x2) = d(ocf™)(x1 + x2)
]

Lema 3.1.6 (Proposicion 6.5.5 [18]) Sea 41,42 : X — R propia tal que g1 es infcompacta y g3 sci y
acotada inferiormente. Entonces g10g; es sci y exacta.

Demostracion. [18] ]

. , . —X . . .
Lema 3.1.7 Sea (X, 1) un espacio topoldgico, (fo)eep € R una red de funciones sci crecientes,es
dectr,

Ma,BeD)(a<B=fo < [p)
Considere x, € &, — argmin f, con €q — 0 tal que (xo)qep es relativamente compacto. Define

f(x) = sup fo(x). Entonces:
aeD
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a) 1nff(x) = sup 1nf fa(x)
aeD*

b) Cualguier punto de acumulacion de (xq)oep esta en argmin f
Demostracion. Sin perdida de generalidad (tomando subred) se puede suponer que x, — x € X.
En efecto sea y;);cr una subred de (x,), es decir, exist N : E — D tal que:

® Vi = XNG) Vie E

e (VmeD)AneE)talquek >n=> N(k)>m

Entonces considere una nueva red z(; n(;y) := y; con (z, N (1)) € F = {G,p):1€e EyN(G) =p}
y ordenada por
(t,N@) < (,N(y) © i<jand N(@) < N())

IA

I:uego considere z¢; n(iy) ¥ ﬁi,N(;‘)) = fna) se tiene que (1, N(2)) < (7,N(j)) = ];(i,N(i))

JGNG) .
Ahora sea V; una base de vecindades para x.

Primero si sup inf f,(x) > —oo, se puede suponer que 1nf fa(x) > —co Ya € D. Se afirma que
aeD *€

sup sup inf f,(v) < sup 1nf fa(x)
VeVi aeD Y€V aeD ¥

En efecto sea V € Vi y § > 0, entonces existe ag € D tal que Yo > ag xq € V y g4 < 6.

sup inf fa(fv) sup inf fa(fv)

aeD VeV azag v€V
sup fo(xq)

azag

sup {mf fa(x) + sa}
a>ay WEX

sﬁp inf fo(x) +6
aeDVE

IA

IA

IA

Hence:

inf f(y) < f(%)
yeX

= sup fo(X)
aeD
= sup sup iInf fa(v)
aeD VeV; veV
= sup sup inf fa(fu)
VeV; aeD Y€V
sup inf fa(x)

aeD XX

IA

Segundo si sup inf f,(x) = —co se afirma que
aeD *€

sup sup inf fo(v) = -
VeV; aeD v€V

En efecto V € Vi y n € N, entonces existe ag € D tal que Vo > @g x, € V' y ;—l < -n.
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sup inf fa(v)

aeD €V a>aq V€

IN Il
w w
c c
o ae)
S RE
Py
W

~~

Q

N

IA
[7,]
25
——
o

IA
I
N

Luego.

inf f(y) < f(%)
yeX
= sup fo(X)
aeD

= sup sup inf fa(fu)
aeD VeV, V€V

= sup sup inf fa(fv)
VeV; aeD V€V
< —o0
b) es directa de a).
0

Teorema 3.1.8 Sea f : X — R o (X, X*)-sci, f* continua sobre A := Int(dom(f*)) #0,C C A
10 vacio, convex y compacto. Suponga que

Vx* € C :argmin{f — x"} es convexo

Then:
occdf™(x) =occdf(x) Vx e X

Demostracion. Sea x € X por 3.1.5 existe x1,xz tal que x = x1 + x2y
doc(x1) NAf ™ (x2) = (ocOf ™) (x1 + x2)
Entonces por 3.1.1 se tiene que
doc(x1) NAf ™ (x2) € doc(x1) NAf (x2)
luego por 3.1.3 se sigue la inclusion
AocOf ™) (x1 + x2) € I(ocOf)(x1 + x2)
De donde se concluye que:
Vx e X d(ocOf ™) (x) € d(oclf)(x)
Del hecho que Int(dom f*) N C # 0 se tiene:
oclf™ = (ocOf)”
De lo cual se tiene que:

Vx € X d(ocOf™)(x) = d(ocOf)(x)
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Finalmente como C compacto y f* es continua sobre C

Vx e X ocOf™ = még {x" x) = [ (x™)}
x*€

Luego Vx € X d(ocOf™)(x) # 0,y se concluye que Vx € X d(ocf)(x) # 0 = ocdf =
(ccOf)" =ocOf* O

Definicion 3.1.9 Considere C C X. Se divd que U C P(C) es una familia aproximante de C si :

® (U, C) es un conjunto preordenado.
e CC | A
Al

Mas asin se entenderd que W es convexa (convexa cerrada, acotada, compacta, etc) st VA € W A es
convexa (convexa cervada ,acotada, compacta, etc).

Teorema 3.1.10 Sea f : X — R o (X, X*)-sci tal que f* es continua sobre A := Int(dom(f™*)) # 0.
Sea W una familia aproximante de A. Entonces:

sup{ocOf (x)} = O'dom(f*)Elf(x) Vx e X
Cel

Demostracion. Sea x € X
Primeo para cada C € U se define:

gc) = f() + oclx —y) = f () = (xq ) + (X0, %) + Tc_xz(x = y)

ya) = f) +0oalx—y)=f(») + 0y clx—y),porlocual gc y g son o (X, X*)-sci mas

Cel
aﬁn gc /‘ g puntualmente, en efecto, seat Yy eX ye >0 por lO tanto:

® Sioy(x—y) < +oo,existex* € |J talqueg(y) < f(y) +x"(x—y)+e<supgc(y) +&
Cel Cel

® Sio(x —y) = +oo, entonces existe x* € |J tal que f(y) + x*(x —y) > %
Cel

En ambos casos se concluye.
Ahora se estudiaran los siguientes casos:

e Siexiste C € U tal que gc = +0. Entonces se concluye la demostracion.

® Siparatodo C € U g¢ # +oo, entonces todas las g¢ son infcompact, esto por 2.1.5. Para
cada C € U y cualquier & € (0,1) se escoge x(c.) € € — argmin{gc} (note que podemos
usar ¢ = 0), ahora defina §ce) := gc Ve € (0,1), ] :={(C,d) : C e Uyd € (0,1)} and
we order by (Cy,d1) < (Ca,dy) = C; € Cyydy > dy. Finalmente considere i € [ y
restringiendo lared a §;, := {j € [ : j > 10}, entonces

VieS, xjel:={yeX:g,(y) <max{l,sup{ocOf (x)} + 1}}
Cel

Luego existen dos caso:

1.) Sisup{ocOf (x)} = +co. Entonces la demostracién es trivial.
Cel
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2.) Si sup{ocOf (x)} < +oo. Entonces I' es relativamente compacto, en este caso se
Cel
puede aplicar 3.1.7 a §; y x; con i € §;; de donde se concluye.

]

Teorema 3.1.11 Sea f : X — R o (X, X*)-sci. Supongamos que:
i) [ es continua sobre A := Int(dom(f™)) # 0.

i) Existe D C A convexo tal que A C D y¥x* € D : argmin{f — x*} es convexo.

Entonces
f**(x) = o-dom(f*)E]f**(x) = O-dom(f*)[jf(X) Vx S X

Demostracion. Seall := {conv(C) : C € Pr(D)}, donde P (D) es el conjunto de todas las partes
finitas de D. Claramente Ul es una familia convexa compacta aproximante de D, esto fuerza que
U es familia convexa compacta aproximante de A.

Ahora dado x € X, se tiene que C € U

a) O'dom(f*)Df**(x) < O-dom(f*)ljf(x)‘

b) oclf ™ (x) < Tgom(r-Ef ™ (x).

¢) ocOf(x) < o gom(r-Of (x)

d) ocOf*(x) = ocOf(x) Vx € X by 3.1.8
Finalmente por 3.1.10

sup {ocOf (%)} = TgomrOf (x) Vx € X
CeCI(A)

Esto completa la demostracion O

3.1.1 Aplicacion del operador Af a espacios localmente convexos

En esta seccion X, Y seran evtles en dualidad con X*, Y™* respectivamente.
Definicién 3.1.12 Considere f : X - Ry A € L(X,Y) sedefine Af : Y — R por

Af(y) :=inf{f(x) : Ax =y}
y se dird gue Af es exacta cuando Af (y) := min{f (x) : Ax =y} paratodoy € Y.
Ahora se aplicara 3.1.11 a la funcion Af".

Teorema 3.1.13 Sea f : X > Ry A € L(X,Y) tal que:
® (Af)* es continua sobre Int(dom(A f)*) # 0.
* Af eso(Y,Y")sci

e FExiste D C Int(dom(Af)*) convexo tal gue Int(dom((Af)*)) C By gue para cada y* € D
el conjunto argmin{Af — y*} es convexo.
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Then
Tdom(Afy-AS () = sup {(x") = f o A"(x")}

x*eY

Ahora se estableceran una serie de resultados que muestran cuando las hipotesis de 3.1.13 se
mantienen.

Lema 3.1.14 (Theorem 2.3.1 [30]) Considere f : X — Ry A € L(X,Y). Entonces (Af) =
froA*ydom((Af)*) = A*_l(dom(f*)), donde A* es el operador adjunto de A.

Demostracion. Teorema 2.3.1 [30] pagina 75. O

Lema 3.1.15 Sea f : X — R, A € £(X,Y). Entonces
Vy* e Y A(argmin{f — A" (y")}) C argmin{Af —y"}
Con igualdad si Af es exacta.

Demostracion. Seay € A(argmin{f — A*(y*)}), entonces existe x € argmin{f — A*(y*)} tal que
y = Ax, luego:
VzeX f(x) = (A" (y"),x) < f(z) = (A" (y"), z)

=>Vze X Af(y) — (v, Ax) < f(z) — (y", Az)

Entonces para w € Y existen dos casos.
1. A7'({w}) = 0, entonces Af (w) = +o0
2. A '{w}) # 0, entonces
Af () =0y < Af(w) - OF w)
Para la otra inclusion y € argmin{Af — y*}, tome x tal que Ax =y y Af (y) = f(x), luego

Yw €Y f(x) = (A"(y"),x) < Af (w) = (¥, w)
=>VzeX f(x)—(A*(y"),x) < Af (Az) — (y*, Az)
= VzeX f(x) = (A", x) < f(z) = (A" (y"), 2)
oo Ax =y € A(argmin{f — A*(»")})
0
Lema 3.1.16 Sea f : X — R sci e infeompact, A € L(X,Y) sobreyectiva, entonces Af es exacta.
Demostracion. Dado y € Y, escojemos xo € X tal que Axg = y. Luego

Af () =inf{f(x) : Ax =y} =inf{f(xo + 2) : z € Ker(A)} = f Olkera)(x0)

Por 3.1.4 se tiene que f Ok, 4) es exacta, con lo cual se conluye el resultado. O
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Lema 3.1.17 Considere f : X — R Ae LX,Y)yy" € Y*. Entonces
A(f-AON) =Af =y
Demostracion. Escojay € Y. Entonces:

A(f = A" () ()

inf{(f - A"(y"))(w) : Aw =y}
= InH{(f - A" (w) : Aw =y}
inf{f (w) — (y*, Aw) : Aw =y}
inf{f (w) - (", y) : Aw = y}
inf{f (w) : Aw =y} = (y", )

= Af() -5y

O]

Lema 3.1.18 Sea f : X — R o (X, X"*)-sci tal que f* es continua sobre Int(dom f*) y A €
L(X,Y) sobreyectiva tal que Int(dom f*) N A*(Y™*) # 0. Enotnces Af es exacta.

Demostracion. Tome x* € Int(dom f*) N A*(Y™), por 2.1.5 se tiene que f — x* es o (X, X*)-
infcompacta, por 3.1.16 tenemos que A(f — x*) es exacta. Mas aun si A*(y*) = x* para algin
y* € Y* tenemos la por la formula 3.1.17 que A(f — x*) = Af — y*, entones dado y € Y tome
x tal que Ax =y y A(f — x*)(y) = f(x) — (x*, x), entonces

fx)=(x"x)y=A(f —x")) =Af () =" y)
Se concluye que Af (y) = f(x) con Ax =y O
Lema 3.1.19 Considere A € L(X,Y). Entonces A es 0 (X, X*) — o (Y, Y™*) continua.

Lema 3.1.20 Sea f : X — R sci e infcompactay A € L(X,Y) sobreyectiva. Entonces Af es sci e
infcompacta.

Demostracion. Sea A € Rey € Y tal que Af (y) > A. Supongamos que existe (yq)aer tal que
Yo = VY Af (a) < A, por 3.1.16 Af es exacta, por lo cual Yo € [ existe x, € X tal que
Axy = ya V7 f(xe) = Af (9a), luego se tiene que (x,) € {f < A} y como [ es infcompacta
existe una subred (zp)ge; de (xo) tal que zg — z € {f < A}, por lo tanto Af (Az) < A, pero
como A es continua, se concluye que Az = y, lo cual es una contradiccion.

Otra forma de probar esto es que como Af es exacta (ver 3.1.16), se tiene que

{YeY:Af()) <A} =A({xeX: f(x)<Aa})

3.1.2 Aplicacion a Subespacios

Definicion 3.1.21 Sea F C X cualquiera. Pava C C F sedenotardInty (C) como el interior relativo
de C respecto a F (con la topoldgia traza)
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Lema 3.1.22 Sea X un evtlce Y C X un subespacio lineal. Entonces ¢ : X*|Y+ — Y™ definido

por
e([x"D() =(x7,)

es un isomorfismo lineal (en el sentido algebraico).

Demostracion. Considere ¢ : X* — Y™, ¢(x*) := x*|y, es lineal y sobreyectiva. luego se por el
primer teorema de isomorfismos se concluye. O

Definicién 3.1.23 Dado f : X = RyY C X* un subespacio lineal. Se define fy : X|Y+ — R
fr([x]) = inf{f () : y € [x]y}
Note que ];y = Af,con A(:) :=[ - ly. Finalmente se define fy : X — R, fr() = f~y o[- ]y.

Lema 3.1.24 Sea X unevtlclceY C X un subespacio lineal. Considere A : (X, 7x) = (X /Y, 0(X* /YY),
definida por A(x) = [x]. Entonces A* : Y — X" is A* : y* — y*, esdecir, la inclusion desde Y a X*
Demostracion. Dado y* € F se tiene que (A*(y*),x) = (y*, [x]) = (¥", x) O

Lema 3.1.25 Sea (X, X*) un par en dualidad, considere f : X — RyY c X* un subespacio lineal,
entonces f* = f*ydom(f) = dom(f},)

Demostracion. Se tiene que f = Af,con A(:) := [ - ], por 3.1.24 y 3.1.14 se concluye. [

Teorema 3.1.26 Considere X unevtle, f : X — ReY C X un subespacio lineal. Supongamos que:
* f*, escontinua sobreInty (dom f*NY') # 0.

o fyeso(Y,Y*)sci(o(Y, XY )sci)

—Y
e Fxiste D C Inty(dom f* NY) convexo tal quelnty(dom f*NY) c D yVy* € D
argmin{f — y*} es convexo.

Entonces 5
O-dom(f*)ﬂYDfY = SU]:; {<, x*) — f*(X*)}
x*€
Demostracion. Es una aplicacion directa de 3.1.13 usando A = [ - ]y y del hecho que

Ae L(X,o(X, X", X/Y ,o(X/YHY))

]

Definicion 3.1.27 Sea X un evtle C C X defina ri(C) := Intm(c ), es decir, como el interior de
C respecto aff(C).

Teorema 3.1.28 Considere X un evtle, f : X — Ry F = aff(dom(f*)). Suponga que:

* f*, escontinua sobre ri(dom f*).
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* dx} e ri(dom ™) tal que f — x§ is 0 (X, X*)-sci y o (X, X*)-infcompacta.

e Existe D C ri(dom f*) convexo tal gue ri(dom f*) ¢ D yV¥x* € D argmin{f — x*} is
convexo.

Entonces
O-dom(f*)ljf = f**

Mas asin si dom(f*) = F se tiene que:

O-dom(f*)Df = fF—XS = f**

Demostracién. Primero supongamos que x; = 0. Entonces define A := [ - ] como la proyecciéon
canonica sobre X /F*. Luego es claro que A € L(X,0(X,X*),X/F+,0(X/F* F))y F esun
subespacio lineal.

Ahora se verificaran las hipotesis de 3.1.26

* f7 es continua sobre Intz(dom f* N F) # 0 por las hipdtesis se tiene que f; es continua
en 0 € ri(dom /) = Intp(dom f* N F)

® feso(X,X")sciyo(X,X*)-infcompactay A es sobreyectiva, esnotnces por 3.1.20 tene-
mos que Af = fr es o (X/F*, F)-sci e infcompacta.

® Por 3.1.15 y 3.1.24 se tiene que
Yy eY argmin{fp - x"} = A (argmin{f — x"})

Lo que fuerza Vx* € D argmin{fr — x*} es convexo.

Entonces por by 3.1.26 se tiene que:

Taom(r-Ofr = sup {(,x*) = f7(x")}

x*eF

Mas atin es facil ver que: Yx € X
O-dom(f*)ﬂFDfF([x]) = yig)f({fF (y)"'o-domf* (x_y)} = ;S)f({z{er}?fi-{f(y +Z) +O—domf*(x_y_z)} = O-dom(f*)D.f

En efecto si x* € dom f* (x*,[x] = [y]) = (X", Xx =) = Tgom f+(X* =¥ = 2) = Ogom p+(x =)
Yy € F+. De donde se concluye que:

O-dom(f*)Df :f**
Finalmente si F' = dom f* se tiene que x—y & F'*, por lo cual ogom s+ (x=y) = op(x~y) = +00

Ahorassi x§ € X*, se aplica lo anterior a & = f — x7, es claro que 4 satisface las hipotesis y
3k k3% 3k
O-dom(f*)—xa‘D (f - xO) = f — Xp
Entonces se concluye que
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Nota 1 Lamentablemente con las hipotesis de 3.1.28 no es posible cambiar la ignaldad fr_: = f**

por f = f**, en efecto considere f : R? — R dada por f (x,y) = %xz + In (|y| + 1). Entonces
< B =0
* = 2 -
frap) { Yoo si B0

Luego dom(f*) = R x {0} y ¥(@,0) argmin{f — (,0)} = {a} es convexo, pero es claro que

f#fe

3.2 Espacios Vectoriales Normados
En esta secciéon X serd un espacio vectorial normado.

Definicion 3.2.1 Considere f : X — R. Se deﬁne]?: X" >R

= . fx) si xeX
f(x)_{+oo st x € X\ X

Definicién 3.2.2 Dado f : X — Ry 7 una topoldgia sobre X**. Se define 7T :— R como

7T(x**) = sup inf f(y)

NeN, s (7) YEN
. . . _w** _T
En particular si v = o-(X**, X*) seescribe [ = f

Lema 3.2.3 Sea f : X — R (X, X*)-sci. Entonces
Q) T° s o (X, X*)sci
BT ()= flx)¥x e X
¢ 0f" (x) = 0uf (x) Vx € X V& > 0
dof == N U afo

e>0; UeN yexsx+U
) =)
—w*\ 1 B —
pustex (of ) =@ " @)

>0

¢ Vhe C(X*. (X" X).R) fnf 7 () + bz — x7) = in)f(?w**(x) + h(z - x)
Vze X

h) Si f es infcompacta, entonces ]7w =f
, f—x*w =7w —x*Vx* e X*
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Demostracion. Para las demostraciones de a),...,f) ver [15]. Solo se probara g). Dado z € X es

claro que inf ]_‘w**(x**) +h(z-x") < inf f(x)+h(z-x)s0ifv < inf f(x)+h(z—x),se
x**eX** xeX xeX

tiene que Vx € X v —h(z—x) < f(x) porlo tanto Vx™ € X™* v —h(z —x*x) < 7w (x*) O

Teorema 3.2.4 Considere f : X — Ry F = aff(dom(f*)). Suponga que:
* dx; € ri(dom f*) tal que ]7w — x5 s (X, X*)-sci y o (X, X*)-infcompacta.

e Existe D C ri(dom f*) convexo tal que ri(dom f*) C 53/ Vx* € D argmin{?w —x*} es

convexo.

Entonces

—w**

O-dom(f*)DX**f = f**
Mas asin st dom(f*) = F se tiene que:

w** _w**
Tdom(fyIx=f =fp =/
Demostracion. Considere el par dual (X*, || - ||, X*,00(X™, X)) vy 7@) , entonces se tiene que:
—‘ZE}** .
1) f  eso(X*,X))-scipor 3.2.3.

2) (7% )* es continua sobre ri(dom((]_(w )*) # 0. En efecto por 3.2.3 (7w )" = f* luego es
continua sobre ri(dom((f )*).
3) Directa de las Hipotesis.

Ahora se puede aplicar 3.1.28 y concluir el resultado. O

Teorema 3.2.5 Sea f : X — E o (X, X*)-sci. tal que A :=Int(dom(f ™)) # 0 y supongamos que
D C A esconvexotalque A € Dy

sk

. _w 3k
Vx* € Dargmin{f  — x"} es convexo
. Entonces .
—w
f (xl ) :O-dom(f*)DX**f (x ) Vx™ e X
. Il
En particular si dom f* = X* tenemos que [ es convexa.
., . « —w* % . .

Demostracion. Por 2.1.5 se tiene que Vx* € A f — x* es infcompacta. Luego aplicando 3.2.4
se concluye el resultado. O

Corolario 3.2.6 Sea f : X — R o(X, X"*)-sci tal que A := Int(dom(f™*)) # 0, supongamos que
existe D C A convexa tal que A C D y

Vx* € DAg, — O talesque¥n € N g, — argmin{f — x*} is convex

. Entonces .
sk s kk k% k%
JACA O'dom(f*)DX**f (x™) Vx™ e X
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Demostracion. Usando la formula 3.2.3 tenemos que

*

. —w™
Vx* € D argmin{f —x"}
es convexo. Luego por 3.2.5 se concluye el resultado. O

Corolario 3.2.7 Sea f : X — R o(X, X*)-sci tal gue A := Int(dom(f*)) # 0, suponga que existe
D C A convexotalgue AC Dy

Vx* € Dargmin{f — x*} es convexoy f — x* es o (X, X™) — infcompacta

Entonces

_w** _w**

. . _w**
Demostracion. Sea x* € D. Se afirma que argmin{f  — x*} es convexo , en efecto usando 3.2.3
se tiene que

(‘97@}**)_1 =@ @)

>0

Mas atn f — x* es o (X, X*)-infcompacta, entonces

NN =@ e

>0 &>0

Se obtiene que
ey 1
(or" ) e =0H" e

De esto se obtiene que estamos bajo las hipétesis de 3.2.5, de donde se conluye la primera igual-
dad. La segunda igualdad es directa de 3.2.3 O

Nota 2 El corolario anterior entrega el mismo resultado que el Teorema 10 de [25].

Corolario 3.2.8 Sea f : X — R o (X, X*)-sci tal que A := Int(dom(f™*)) # 0, supongamos que X
es reflexivo y existe D C A convexo tal que A € Dy

Vx* € D argmin{f — x*} es convexo

Entonces
f**(X) = O-dom(f*)Df(X) Vx e X

Demostracion. Directa de 3.2.5 O
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Conclusion

La primera parte de este trabajo introdujo la teoria variacional para las funciones asintdticamen-
te epi-puntadas en espacios vectoriales topologicos localmente convexos. Numerosos resultados
son extensiones de resultados obtenidos recientemente en espacios de Banach. Esta introduccién
muestra que importantes resultados en el area de anélisis convexo se mantienen para las funciones
epi-puntadas, mas atin se observa que técnicas clasicas utilizadas en anélisis convexo sobre espa-
cios de Banach pueden ocuparse en este contexto mas general. Los mas importantes resultados
en esta categoria son las extensiones de:

® Brondsted, A. and Rockafellar, R. T. [6]
® Maximal monotonicity of subdifferential [23]

o Subdifferential Monotonicity as a characterization of convex function By Correa, Rafael and
Jofré, Alejandro and Thibault, Lionel [10]

o Integration of subdifferential of lower semicontinuous function by L. Thibault and D. Za-
grodny [27]

Es importante decir que estos resultados, probados en el contexto de (x,| - ||) un espacio de
Banach no son extendibles para funciones semicontinua inferiores (existen contraejmplos en
espacios normados no completos, ver por [23]). La clave para extender estos resultados a los
espacios vectoriales localmente convexos ha sido el uso de funciones mas amigables llamadas
asintoticamente epi-puntadas.

La segunda parte de esta memoria se enfoco en demostrar criterios que garantizan la convexi-
dad de una funcién epi-puntadas. La caracterizacion variacional de funciones convexas ha tenido
diversas aplicaciones en el area de analisis convexo, siendo una de la mayor interrogante dentro de
estos estudios responder al conocido problema abierto acerca de la conjetura de Klee. Basicamente
la siguiente conjetura sigue abierta desde los afios cincuenta.

Conjetura 1 Considere un conjunto C cerrado de un espacio de Hilbert H.Si cada x en H posee
una unica proyeccion sobre C. Entonces C es convexo.

la condicion sobre la proyeccidn tGnica se puede formular de manera equivalente diciendo que
la funcién £ (y) == [|y|I> + Ic(y) es tal que para todo x en H el conjunto argmin{f — x} es un
singleton. En nuestros terminos estos puede formularse de manera més general como que f es
una funcidn epi-puntada y que el conjunto argmin{f — x} es convexo para cada x en H. Frente
a lo anterior resulta natural pensar que el estudio de las funciones epi-puntadas podra llevar a
dar respuestas a esta clase de problemas. En la literatura existen numerosos trabajos referentes a
esta conjetura, dentro de estos es destacable el articulo de Saint Raymond titulado Characterizing
convex functions by variational properties (ver [25]) y que consistio en el punto de partida del
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problema estudiado en el capitulo 3. En esta seccion se desarrollo un estudio sobre la convexidad
de funciones frente a hipdtesis mas debiles que las utilizadas en el trabajo antes citado. Para este
objetivo hemos utilizado herramientas desarrollado en los articulos [15,22]. EL resultado final
de este capitulo (véase teorema 1.2.8 Y ) es a la vez una generalizacion a espacios localmene
convexos y una simplificacion considerable de la demostracion del resultado de [25] (ver 3.2.7).

PREGUNTAS ABIERTAS
1. La primera interrogante que nos queda de este trabajo es desarrollar técnicas para aplicar las
ideas probadas en esta memoria al contexto de espacios de Banach (X, || - ||) no reflexivos.

Un ejemplo de esto fue mostrado en el capitulo 3, donde dada una funcién f : X — R se

uso su extension natural a X** dada por f “ . X* - R. Con esta alternativa se puede
llevar la teoria de las funciones epi-pointed al contexto de espacios no reflexivos y trabajar
con el par en dualidad (X* || - [l«, X, 0o (X**, X*)). Otra alternativa discutida durante la
memoria fue la siguiente: Dada una funcién f : X — R, aproximarla (en algin sentido)
por funciones f; : X — R A € A, tales que f4 o f; sean epi-puntadas en el par dual
(X, I - I, X*, 0 (X*, X)), mas concretamente utilizar la conjugada de Moreau-Yosida dada
por

faxo) = inf {f (x) + Allxo - x|}

2. Otra pregunta que surge es cambiar la hipdtesis de continuidad de /* en un topologia 7x-
compatible con el par dual (X, 7x, X*,7%), por la continuidad de f* en un topolégia 7
(mas fina que 7x+) no compatible con el par dual (X, X*). El ejemplo mas claro donde
aplicar esto es en espacio de Banach no reflexivos y considerar 7 = || - ||...

3. Durante el capitulo 3 se investigd la convexidad del operador A f, luego esto se aplico para
establecer formulas del tipo

Una de las hipétesis utilizadas para este proceso es la semicontinuidad inferior débil del
operador Af (la cual se tiene si f* es epi-puntada). Frente a esto surge la interrogante de

establecer las propiedades minimas que debe poseer f para que Af sea débil semicontinua
inferior y posteriormente utilizarlas para generalizar los resultados.

4. Durante la tltima seccion se demostrd la igualdad

_w**
A O'domf*Dx**f (x™) Vx™ e X™

donde el infimo en la inf-convolucidn se toma sobre X™*, luego una pregunta es dar hipo-
tesis para tener

7 (x) = O'domf*Dxf(x) Vx e X
Notemos que la ultima igualdad esta garantizada si se cumple que para cada x

EES
w

SUp  Jxrx =dx
x*edom(f*)

donde gyex = f() +{x",x =)y gx = sup  guxx = f(©) + Tdom(r+(x — ) hipOtesis
x*edom(f*)
de este estilo son utilizadas en recientes articulos (ver por ejemplo [16]).
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