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PROPIEDADES VARIACIONALES DE FUNCIONES CONVEXAS DESDE EL
ANÁLISIS EPI-PUNTADO

Este trabajo está dedicado a extender resultados clásicos de análisis variacional en espacios de
Banach a espacios vectoriales topológicos localmente convexos, usando la familia de funciones
asintóticamente epi-puntadas. La primera parte se basa en descubrir principios variacionales, don-
de se prueba que importantes herramientas desarrolladas sobre espacios de Banach se mantienen
en contextos más generales para esta clase de funciones, más precisamente esta memoria de título
inicia generalizando los siguientes resultados clásicos del análisis variacional y convexo.

• Ekeland’s variational principle [14]

• Brøndsted, A. and Rockafellar, R. T. [6]

• Maximal monotonicity of subdifferential [23]

Junto a lo anterior se prueba la extensión de dos formulas para el calculo del Subdiferencial
de Fenchel . Primero para la composición f ◦ A donde A es una función lineal continua entre
espacios localmente convexos X ,Y y f es una función convexa y epi-puntada. Corolario de esto
se obtiene una formula para el subdiferencial de g = f1 + f2 donde f1 y f2 son funciones convexas
y epi-puntada.

Posteriormente se investiga una extensión del Subdiferencial Abstracto para esta clase de fun-
ciones y con esto se extienden teoremas tales como:

• Mean Value Theorem by Dariusz Zagrodny [28]

• Subdifferential Monotonicity as a characterization of convex function By Correa, Rafael and
Jofré, Alejandro and Thibault, Lionel [10]

• Integration of subdifferential of lower semicontinuous functions by L. Thibault and D. Za-
grodny [27]

La parte final de este trabajo esta referida a generalizar un resultado acerca de la caracterización
de funciones convexas descubierto por J. Saint Raymond [25]. Para probar esto se aplican he-
rramientas desarrolladas por Rafael Correa and Abderahim Hantoute en New Formulas for the
Fenchel Subdifferential of the conjugate function [22].
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Introducción

El Analisis Variacional se basa en las técnicas referidas a demostrar principios matemáticos me-
diante el método de establecer una función auxiliar aproximada que alcanza su mínimo. Esto
puede ser visto como una forma matemática del principio de mínima acción en física. Del hecho
que muchos resultados importantes en matemática, en particular, en análisis tienen sus oríge-
nes en principios físicos, resulta natural pensar que ellos pueden ser relacionados de una u otra
manera a técnicas variacionales. El uso de argumentos variacionales en demostraciones matemá-
ticas posee una larga historia. Se puede remontar al problema del Brachistochrone de Johann
Bernoulli, cuya solución devela el desarrollo del calculo de variaciones. Desde entonces estos mé-
todos han encontrado numerosas aplicaciones en variadas ramas de las matemáticas. Una simple
ilustración de los argumentos variacionales es el siguiente ejemplo.

Ejemplo 0.0.1 (Sobreyectividad de la Derivada) Suponga que f : R→ R es diferenciable en todas
partes y suponga que

ĺım
|x |→+∞

f (x )
|x |
= +∞

Entonces { f ′(x ) | x ∈ R} = R.

Demostración. Sea r un número real arbitrario. Defina g (x ) := f (x ) − r x . Es fácil chequear
que g es coerciva, es decir, g (x ) → +∞ cuando |x | → +∞, esto fuerza que g posee un mínimo
global, es decir, existe x̄ tal que 0 = g ′( x̄ ) = f ′(x ) − r .

Dos condiciones son esenciales en los argumentos variacionales. La primera es compacidad
(para garantizar la existencia de mínimos) y la segunda es la diferenciabidad de la función au-
xiliar (por lo cual la caracterización diferencial del resultado es posible). Dos importantes des-
cubrimientos en los años setenta guían útiles relajaciones de ambas condiciones. Primero, el
descubrimiento de principios variacionales generales clave para la relajación de las hipótesis de
compacidad. Tales principios variacionales tipicamente afirman que cualquier función semiconti-
nua inferior acotada inferiormente, puede ser ligeramente perturbada para asegurar la existencia
de mínimos. Segundo, el desarrollo del analisis no-suave da la posibilidad de usar funciones auxi-
liares no suaves.

Además del uso de principios variacionales y los conceptos de derivadas generalizadas para
funciones no suaves, a menudo es necesario combinar con otras herramientas, por ejemplo mé-
todos de minización y aproximación para funciones convexas y no-convexas, en este contexto
la dualidad de Fenchel y el teorema de Hahn-Banach es esencial para derivar reglas del calcu-
lo subdiferencial; los teorema de minmax juegan un importante rol a lo largo del desarrollo de
principios variacionales en muchos campos del análisis no-lineal; y el análisis espectral de fun-
ciones es una combinación de principios variacionales con las propiedades simétricas de ciertos
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grupos. Una importante característica de las técnicas variacionales es que estas pueden ser aplica-
das a funciones no diferenciables, conjuntos y multiaplicaciones de manera similar. Por ejemplo
Mordukhovich en su libro Variational Analysis and Generalized Differentiation [20] comienza con
principios variacionales geométricos sobre conjuntos cerrados para luego estudiar los principios
variacionales de funciones y multifunciones examinando su epigrafo y su grafo respectivamente.1

El propósito principal de esta memoria es desarrollar propiedades variacionales de la fami-
lia de funciones asintoticamente epi-puntadas sobre espacios localmente convexos, esta clase de
aplicaciones son frecuentemente usadas en análisis variacional, por ejemplo, las clasicas familias
de funciones convexas o coercitivas, las cuales pueden ser puestas bajo la categoría de funciones
epi-puntadas, por lo tanto muchos de los resultados del análisis convexo pueden ser extendidos
y adaptados a contextos más generales, por el momento, resultados como, dualidad de Fenchel
para funciones convexas y no convexas, teoremas del tipo Brondsted-Rockafellar, principios va-
riacionales, convergencia variacional de funciones y conjuntos, entre muchos otros resultados
clásicos para la convexidad.

Esta clase de funciones fue introducida por Hiriart-Urruty y Benoist [1] en los noventa,
pero la definición original radica en el premio nobel en economía Gérard Debreu en los años
cincuenta [11].

Para introducir esta clase es necesario recordar la definición de función asintótica de una
función f , la cual es:

f ∞(x ) := ĺım inf
t→0+ y→x

t f (t−1y)

(e.g. [1, 12, 13, 19, 29] ).

Comenzaremos dando la definición original de función epi-puntada en Rn, de esta forma
explicar el nombre que estas llevan.

Definición 0.0.2 Una función f : Rn → [−∞,+∞] se dice asintóticamente epi-puntada si el
epigrafo de su función asintótica (= {(x, λ) ∈ Rn × R : f ∞(x ) ≤ λ}) es puntada, es decir, no
contiene rectas.

Esta definición fue adaptada en [1] (ver, también, [2, 3]). Sin embargo la definición original
fue dada solo para conjuntos, más precisamente, si S es un subconjunto cerrado de Rn, se define
el cono asintótico de S como:

S∞ := {d ∈ Rn : ∃tk → 0+,∃(dk ) ⊆ S tal que tk dk → d}
Luego, S es llamado puntado si el cono asintótico S∞ no contiene rectas. Equivalentemente,
usando la conjungada de Fenchel de f ; dada por:

f ∗(u) := sup{〈u, x〉 − f (x ) : x ∈ Rn}
Esta relación nos indica que esta definición se caracteriza porque f ∗ sea acotada superior-

mente; y por lo tanto esto es su continuidad en algún ū (en los casos en que esta sea propia).
Esta propiedad de continuidad revela la principal definición de una función epi-puntada. Para
simplificar se considera X un espacio de Banach reflexivo.

1Techniques of Variational Analysis, Jonathan M. Borwein [4]
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Definición 0.0.3 Sea f : X → R∪ {+∞}. Se dice que f es epi-puntada si existe x∗0 ∈ X ∗ tal que su
conjugada f ∗ es finita y continua en x∗0.

Observe que, cuando X es de dimensión infinita, se debería especificar en la definición previa
la topológia sobre el espacio dual X ∗ bajo la cual f ∗ es continua. Esta pregunta será crucial a tra-
vés de este trabajo, pues nos concentraremos en un par dual (X ; X ∗) con topológias compatibles.

Para continuar, se darán una serie de ejemplos de funciones epi-puntadas.

Ejemplo 0.0.4 Sea f : R → R una función tal que f (0) = 0 y la envoltura convexa f es positiva;
esto es, co f (x ) > 0 para todo x ∈ R. Entonces, se puede mostrar que f ∗ es continua en 0 y, por lo
tanto, f es una función epi-puntada.

Ejemplo 0.0.5 Sea f : X → R ∪ {+∞} una función 1-coerciva; esto es, f (x )
‖x ‖ → + ∞ cuando

‖x ‖ → ∞: Entonces, es fácil chequear que f ∗ is (norma-) continua en 0 y, por lo cual, f es una
función epi-puntada relativa a la topológia de la norma.

Ejemplo 0.0.6 Sea f : X → R ∪ {+∞} una función convexa, propia y semicontinua inferior.
Entonces para cualquier α > 0 la función x → f (x ) + α‖x ‖2 es epi-puntada relativa a la topológía
de la norma.

Ejemplo 0.0.7 Sea f : X → R ∪ {+∞} un función propia y prox-bounded; esto es f ≥ −µ‖x ‖2
para algún µ ≥ 0. Entonces para cualquier ε > 0 la función

f (·) + α(µ + ε)‖ · ‖2

es epi-puntada relativa a la topológia de la norma.

Ejemplo 0.0.8 Sea f : X → R∪ {+∞} un función propia. Considere C ⊆ X un conjunto acotado
tal que C ∩ {x ∈ X : f (x ) < +∞} , ∅, entonces la función.

g (x ) :=
{

f (x ) si x ∈ C
+∞ si x < C

es epi-puntada relativa a la topológia de la norma.

Se espera que las funciones Epi-puntadas compartan muchas propiedades útiles de las funcio-
nes convexas (ver, por ejemplo, [8, 9, 15, 22] para algunas de estas propiedades). En este aspecto,
se recordarán algunos resultados que muestran la relación entre el subdiferencial de Fenchel de f
y f ∗. Este resultado extiende el conocido teorema de Fenchel. Recordemos que el subdiferencial
de Fenchel de una función ℎ (no necesariamente convexa) en un punto x en X es el conjunto
definido por (ver [21, 24, 30] )

∂ f (x ) = {x∗ ∈ X ∗ | 〈x∗, y − x〉 ≤ f (y) − f (x ) + ε, ∀y ∈ X} si x ∈ dom( f )

aquí 〈·, ·〉 se refiere al par en dualidad (X ,X ∗). El siguiente resultado fue establecido en una serie
de papers ( [8, 15, 22])

Teorema 0.0.9 (Dualidad de Fenchel) Sea f : X → R ∪ {+∞} débil semicontinua inferior y epi-
puntada. Entonces para cualquier x∗ ∈ X ∗

∂ f ∗(x∗) = co
[
(∂ f )−1(x∗)

]
+ Ndom( f ∗) (x∗)
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(co es la envoltura convexa cerrada y Ndom( f ∗) (x∗) es el cono normal a el dominio efectivo de f ∗)

Para comparar recordemos que el clásico teorema de Fenchel establece que para cualquier
función semicontinua inferior y propia se tiene (ver [21, 24, 30] )

∂ f ∗(x∗) = co
[
(∂ f )−1(x∗)

]
También se presenta el teorema siguiente el cual es un caso particular de un resultado más gene-
ral(ver [15])

Teorema 0.0.10 Sea f como en el teorema anterior y g cualquier otra función tal que:

∂ f (x ) = ∂ g (x ) ∀x ∈ X

entonces las envolturas convexas cerradas de f y g son iguales salvo una constante.

En conclusión, las lineas principales de esta investigación son (en el contexto de par en duali-
dad (X ,X ∗)):

• Extender los resultados fundamentales del análisis convexo para funciones asintóticamente
epi-puntadas.

• Mostrar que las técnicas del análisis convexo son también útiles para la familia de funciones
epi-puntadas.
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Capítulo 1

Notación y resultados preliminares

1.1 Notaciones y Definiciones

En la presente sección se establecerán definiciones y notaciones clásicas del análisis variacional y
convexo. Sea un (X , τ) un espacio vectorial topológico localmente convexo real (evtlc), se define
su dual topológico X ∗ como el conjunto de todas las funciones x∗ : X → R lineales continuas.
Una noción fundamental es la definición de convexidad, un subconjunto C ⊆ X es llamado
convexo si:

(∀x, y ∈ C )(∀λ ∈ [0, 1])(λx + (1 − λ)y ∈ C )

Para un conjunto A ⊆ X se escribirá τ − Int(A) y A
τ

para el interior y la clausura de A con
respecto a la topológia τ (se omite τ cuando no hay ambigüedad en la topológia que se este
usando), Nx (τ) será el conjunto de vecindades de x para la topológia τ, si no existe ambigüedad,
simplemente se escribirá Nx , es importante recalcar que para cualquier x ∈ X Nx = x +N0. Por

co(A) = { n∑
i=1

λi x i :
n∑

i=1

λi = 1, λi ≥ 0, x i ∈ A y n ∈ N},

coτ (A) = co(A)
τ

(si no existe confusión, se escribirá simplemente co(A)),

aff(C ) =
⋂{F : F es un subspacio afin y F ⊇ A}

y Ao = {x∗ ∈ X ∗ | x∗(x ) ≤ 1,∀x ∈ A} denotaran la envoltura convexa , la envoltura convexa
cerrada , envoltura afin y el polar del conjunto A, respectivamente.

Se dirá que dos espacios vectoriales topológicos localmente convexos Hausdorff (X , τ), (Y , σ)
son espacios en dualidad si existe un producto de dualidad entre X e Y , esto es, una función
bilineal 〈·, ·〉.X × Y → R tal que:

• ∀x ∈ X\{0} ∃y ∈ Y tal que 〈x, y〉 , 0.

• ∀y ∈ Y \{0} ∃x ∈ X tal que 〈x, y〉 , 0.

• ∀x ∈ X 〈x, ·〉 ∈ (Y , σ)∗ y ∀` ∈ (Y , σ)∗ ∃!x ∈ X tal que ` = 〈x, ·〉

• ∀y ∈ Y 〈·, y〉 ∈ (X , τ)∗ y ∀` ∈ (X , τ)∗ ∃!y ∈ Y tal que ` = 〈·, y〉
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En este trabajo (X ,X ∗) siempre será un par en dualidad con topológias τX y τX ∗ respectiva-
mente bajo la forma bilineal 〈x∗, x〉 = x∗(x ), es importante recalcar que bajo esta definición siem-
pre (a menos que se diga lo contrario) se tendrá que (X , τX )∗ = X ∗ y (X ∗, τX ∗ )∗ = X . En X se
considerará otra topologia muy útil en el área, la topológia débil, denotada por σ(X ,X ∗), la cual
es la topológia menos fina compatible con el par en dualidad, similarmente en X ∗ se considerará
la topológia debil-*, denotada σ(X ∗,X ) (o simplemente w∗). Cuando X sea un espacio vectorial
normado, será importante para algunas aplicaciones considerar el espacio X ∗∗ = (X ∗, ‖ · ‖∗)∗,
es decir el llamado bidual del espacio X , de esta forma jugar con la dualidad de los espacios
(X ∗, ‖ · ‖∗,X ∗∗,w∗∗). El lector puede apreciar que cuando (X ,X ∗) es un par en dualidad X = X ∗∗.

Dada una seminorma ρ : X → R ( ρ(0) = 0, ρ(λx ) = | λ |ρ(x ), ρ(x + y) ≤ ρ(x ) + ρ(y)
∀x, y ∈ X∀λ ∈ R) se denotará Bρ (x0, r ) := {x ∈ X : ρ(x − x0) ≤ r} la bola de centro x0
y radio r con respecto a la seminorma ρ. Un resultado muy conocido del estudio de espacios
vectoriales topológicos es que toda topológia τ localmente convexa Hausdorff es inducida por
una familia de seminormas (para más detalles ver [5]), por lo cual siempre que se hable de algún
tipo de convergencia, se utilizará la familia de seminormas que define la topológia para facilitar
el trabajo.

En el análisis variacional es conveniente considerar funciones que toman valores en la recta
real extendida R := R ∪ {−∞,+∞}, en lugar de solo R. Por ejemplo, en un espacio topológico
X , consideremos un problema de minimización del tipo

ı́nf{ f0(x ) : x ∈ C}
donde f0 : X → R es la función objetivo a minimizar y C ⊆ X es un conjunto de restricciones.
Entonces se puede considerar la siguiente función auxiliar f : X → R dada por:

f (x ) =
{

f (x ) si x ∈ C
+∞ si x ∈ X\C

Luego se tiene que el problema de minimización anterior puede formularse de manera equiva-
lente como ı́nf{ f (x ) : x ∈ C}. Para utilizar este tipo de herramientas se extiende la operatoria
de R a R con la siguiente convención.

• (+∞) + α = α + (+∞) = +∞ ∀α ∈ R ∪ {+∞}.

• (−∞) + α = α + (−∞) = −∞ ∀α ∈ R ∪ {−∞}.

• α · (+∞) = (+∞) · α = +∞ ∀α > 0.

• α · (−∞) = (−∞) · α = +∞ ∀α < 0.

• 0 · (+∞) = (+∞) · 0 = 0 · (−∞) = (−∞) · 0 = 0

• (+∞) + (−∞) = (−∞) + (+∞) = +∞

Para una función f : X → R, dom f = {x ∈ X | f (x ) < +∞} que llamaremos dominio
(efectivo) de f , más aún se dirá que f es propia si dom f , ∅ y f > −∞ ( f no toma el valor −∞),
por epigrafo de una función se llamará al conjunto denotado por epi( f ) = {(x, t ) ∈ X × R :
f (x ) ≤ t}.

Ahora se recordarán las definiciones y operaciones básicas sobre ciertas clases de funciones
que serán útiles a lo largo de esta memoria. La primera clase de estas familias a introducir es
la clase de funciones convexas, una aplicación f : X → R es una función convexa si epi( f )
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es un conjunto convexo. Otra importante gama de funciones a estudiar son los semicontinuas
inferior, una función τX -semicontinua inferior (sci) es cualquier f : X → R tal que su epigrafo
es un conjunto cerrado de X × R (con la topologia producto) o equivalentemente si ∀α ∈ R los
conjuntos de nivel α Sα = {x ∈ X : f (x ) ≤ α} son cerrados, por otro lado, una función f : X →
R es τX -infcompacta si los conjuntos de nivel Sα son relativamente compactos, entonces cuando
se hable de funciones τX -sci τX -infcompacta se entenderá que son funciones cuyos conjuntos
de nivel son compactos para la topológia τX . Por Γ(X , τX ) (Γ(X ) si no existe confusiones) se
entenderá el conjunto de todas las funciones f : X → R que son supremo de funciones afines
τX -continuas y Γ0(X , τX ) := Γ(X , τX )\{+∞,−∞}

La conjugada de f es la función f ∗ : X ∗ → R dada por:

f ∗(x∗) = sup
x∈X

{〈x∗, x〉 − f (x )},
La biconjugada de f será f ∗∗ = ( f ∗)∗. La función indicatriz y soporte de un conjunto A (⊆ X ,X ∗)
son, respectivamente,

IA(x ) :=


0 x ∈ A
+∞ x < A

, σA := sup{〈x∗, ·〉 | x∗ ∈ A∗} = I ∗A.

La inf-convolución de dos funciones f , g : X → R es

f �g := ı́nf
x∈X

{ f (x ) + g (· − x )}
Dados X ,Y evtlc L(X , τX ,Y , τY ) (si no hay confusión simplemente L(X ,Y )) denotará el con-
junto de todas las funciones lineales τX -τY - continuas, más aún dada A ∈ L(X ,Y ), A∗ : Y ∗ → X ∗
será el operador adjunto de A definido como 〈A∗(x∗), y〉 = 〈x∗,A(y)〉.

En el área de análisis y en particular análisis convexo resulta muy útil la noción de funciones
que toman valores en conjuntos y no en puntos, por lo cual es importante introducir la defi-
nición de multifunción, multiaplicación u operador multivoco. Dados dos conjuntos Y ,Z una
multifunción M es una función M : Y → 2Z , esto se denotará por M : Y ⇒ Z . Para comen-
zar a familiarizar con esta clase de objetos se introducen algunas operaciones elementales con
multiaplicaciones. Se denotará M −1(z ) := {y ∈ Y | z ∈ M y}, Im M :=

⋃{M (y) | y ∈ Y } y
dom M := {y ∈ Y | M (y) , ∅}. Finalmente se escribirá gph M : {(y, z ) ∈ Y × X : z ∈ M (y)}
como el grafo de M .

En análisis no-suave uno de los principales ejemplos de multifunción es la noción de subdi-
ferencial (Fenchel) o más generalmente la de ε-subdiferencial. Dado ε ≥ 0, para una función
propia f el ε-subdiferencial de f es la multiaplicación ∂ε f : X ⇒ X ∗ definida como:

∂ε f (x ) = {x∗ ∈ X ∗ | 〈x∗, y − x〉 ≤ f (y) − f (x ) + ε, ∀y ∈ X} si x ∈ dom( f )

Cuando x < dom( f ), ∂ε f (x ) = ∅. El caso ε = 0 corresponde al clasico subiferencial de Fenchel.
En diversas aplicaciones es interesante estudiar los operadores T : E ⇒ E∗ en la literatura se
pueden encontrar numerosas clasificación y definiciones sobre esta familia de operadores T , en
particular para este estudio se utiliza la definición de operador monótono maximal. T : E ⇒ E∗
es monótono si ∀x,y ∈ X∀x∗ ∈ T (x )∀y∗ ∈ T (y) 〈x − y, x∗ − y∗〉 ≥ 0, más aún, T es monótono
maximal, si no existe un operador T ′ monótono maximal tal que gph T  gph T ′.

La siguiente definición extiende la noción introducida anteriormente de función epi-pointed
y es el centro del estudio realizado en esta memoria de título.
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Definición 1.1.1 (epi-puntada) Sea (X , τX ,X ∗, τX ∗ ) un par en dualidad. una función f : X →
R ∪ {+∞} es τX ∗ -epi-puntada (si no existe confusión, simplemente epi-puntada) si el conjunto de
puntos de τX ∗ -continuidad de su conjugada es no vacío.

1.2 Resultados Preliminares

Para comprender de mejor manera el estudio realizado en esta memoria citaremos previos e im-
portantes resultados de la teoría de análisis variacional y convexo, que dan un precedente de los
resultados que se generalizarán para el caso de espacios locamente convexos. En análisis matemá-
tico el principio variacional de Ekeland, descubierto por Ivar Ekeland es un teorema que afirma
la existencia de soluciones aproximadas a cierta clase de problemas de optimización cuando no
existe compacidad de por medio, mas precisamente el teorema dice.

Teorema 1.2.1 (Ekeland, I. [1979] [14]) Sea (X , d ) un espacio métrico completo, sea f : X →
R ∪ {+∞} sci y propia, considere ε > 0 y u ∈ X tal que:

f (u) ≤ ı́nf f + ε

Entonces existe uε ∈ X tal que:

1. d (u, uε) ≤ 1

2. f (uε) + εd (u, uε) ≤ f (u)

3. ∀y ∈ X\{uε} f (uε) < f (y) + εd (y, uε)

El teorema anterior ha sido usado para probar o dar una demostración alternativa a impor-
tantes teoremas en matemáticas, particularmente en análisis variacional y convexo, algunos de
estos resultados son:

Teorema 1.2.2 (Brøndsted, A. and Rockafellar, R. T. [1965] [6]) Sea X un espacio de Banach
y f ∈ Γ(X ). Considere ε ≥ 0 y (x0, x∗0) ∈ gph ∂ε f . Entonces existe (xε, x∗ε) ∈ gph ∂ f tal que
‖xε − x0‖ ≤

√
ε y ‖x∗ε − x∗0‖ ≤

√
ε. En particular dom f ⊂ dom ∂ f y dom f ∗ ⊂ Im ∂ f .

Teorema 1.2.3 (Rockafellar, R. T. [1970] [23]) Sea X un espacio Banach y f ∈ Γ0(X ). Entonces
∂ f es un operador maximal monótono.

Ante los teoremas anteriores resulta interesante preguntar, si las técnicas utilizadas para probar
estos resultados en espacios de Banach, pueden ser aplicadas en el contexto de pares en dualidad
(X ,X ∗) para funciones f epi-puntadas. Favorablemente estas aplicaciones presentan tal riqueza,
que muchas técnicas pueden ser adaptadas al contexto de esta memoria, incluso presentando
simplificaciones en las demostraciones y herramientas utilizadas, pese a que estas topológias de
espacios localmente convexos Hausdorff, a menudo, son menos amigables que los espacios de
Banach. Frente a esto la primera parte del segundo capitulo, se basa principalmente en desarrollar
un estudio de las propiedades variacionales de estas funciones, de esta forma, que otorga una base
para poder descubrir más detalles sobre el comportamiento de estas aplicaciones.

En espacios de Banach hay una variada gama de subdifferenciales para diferentes clases de
funciones, por ejemplo podemos encontrar: El subdifencial de Fenchel, subdifencial de Clarke,
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subdifencial de Frechet y subdifencial proximal. Una definición que intenta extender y abstraer
estas nociones es la idea de subdiferencial abstracto.

Definición 1.2.4 Sea C = {g : X → R : g is convex and Lipschitz} y F ⊆ R
X

. Una multifución
∂ : X × F ⇒ X ∗ es un subdiferencial abstracto si:

f (x0) ∈ R, g ∈ C y x0 es un mínimo local de f + g entonces existe (x i, x∗i )n∈N ⊆ gph ∂ f tal
que:

• x i
f
→ x0

• x∗i
w∗
→ x∗0

• 0 ∈ x∗0 + ∂ g (x0)

Con esta simple definición se rescatan importantes propiedades del clásico subdifferencial de
Fenchel [30]. Un resultado clave es:

Teorema 1.2.5 (Dariusz Zagrodny [1988] [28] ) Sea X un espacio de Banach. Considere ∂ un
subdiferencial abstracto sobre F ⊆ R

X
. Sea f ∈ F lsc, a, b ∈ X con a ∈ dom f y a , b, y r ∈ R

con r ≤ f (b ) . Entonces existe (xn)
f
→ c ∈ [a, b [ y x∗n ∈ ∂ f (xn) ∀n ∈ N tal que:

1. r − f (a) ≤ ĺım inf〈c − a, x∗n〉

2. 0 ≤ ĺım inf〈b − a, x∗n〉

3.
‖(b − c )‖
‖b − a‖

(
r − f (a)

)
≤ ĺım inf〈c − xn, x∗n〉

4. ‖b − a‖( f (c ) − f (a)) ≤ ‖c − a‖(r − f (a))

Este teorema puede ser utilizado para probar una serie de resultados tales como:

Teorema 1.2.6 (Correa, Rafael and Jofré, Alejandro and Thibault, Lionel [1994] [10]) Sea X un
spacio de Banach. Considere ∂ un subdiferencial abstracto sobre F ⊆ R

X
. Sea f ∈ F lsc. Si ∂ f es

una multifunción monótona entonces f es convexa.

Teorema 1.2.7 (L. Thibault and D. Zagrodny [1995] [27] ) Sea X un espacio de Banach. Considere
∂ un subdiferencial abstracto sobre F ⊆ R

X
. Sea f ∈ F lsc, g ∈ Γ(X ). Supongamos que:

∂ f (x ) ⊆ ∂ g (x ) ∀x ∈ X

Entonces existe k ∈ R tal que f = g + k

Dados los resultados anteriores, surge la pregunta, si es que nuestra clase de funciones cumplirá
propiedades similares, por lo cual la segunda parte del capitulo 2 es referida a extender el concepto
de subdiferencial abstracto y de este modo obtener teoremas de caracteización de la convexidad
e integración como los anteriores.

La parte final de este trabajo esta dedicada a extender un resultado probado por J. Saint Ray-
mond que garantiza la convexidad de una función bajo ciertas hipótesis, más precisamente.
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Teorema 1.2.8 ( Saint Raymond, Jean [2013) [25]] Sea X un espacio de Banach y f : X →

R ∪ {+∞} una función propia y débil sci. Si f − φ alcanza su mínimo, cualquiera sea φ ∈ X ∗ y
el conjunto Mφ = {x ∈ X : f alcanza su mínimo en x} es convexo para todo φ en un conjunto
convexo denso Y de X ∗. Entonces f es convexa.

Para comprender mejor las hipótesis del resultado anterior y llevarlas al contexto de esta
memoria, es necesario citar otro teorema del mismo autor.

Teorema 1.2.9 ( Saint Raymond, Jean [2013) [26]] Sea X un espacio de Banach y f : X →

R ∪ {+∞} una función propia y debil sci. Si f − ` alcanza su mínimo para todo ` ∈ X ∗, entonces
las curvas de nivel S f (α) := {x ∈ X : f (x ) ≤ α} son débil compactas.

Este resultado esclarece que las hipótesis de Saint Raymond son trabajar con una función f
tal que ∀x∗ ∈ X f − x∗ es débil inf-compacta, con su conjugada f ∗ continua (para la topologia
de la norma) en todo el espacio X ∗. Entonces la primera parte del capitulo 3, esta enfocada en
obtener resultados del comportamiento convexo de la función f en el contexto par en dualidad
(X ,X ∗) con las siguientes hipótesis:

i) f ∗ es continua sobre A := Int(dom( f ∗)) , ∅.

ii) Existe D ⊆ A convexo tal que A ⊂ D y ∀x∗ ∈ D : argmin{ f − x∗} es convexo.

Finalmente los resultados obtenidos serán aplicados para obtener como corolario el teorema
de Saint Raymond.
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Capítulo 2

Propiedades Variacionales de las Funciones
Epi-puntadas

2.1 Propiedades Variacionales

Definición 2.1.1 Sea X un espacio topológico. Se dirá que la función ρ : X × X → R+ ∪ {+∞} es
semigauge tipo I sobre X si:

• ∀x ∈ X ρ(x, x ) = 0

• ∀x ∈ X ρ(·, x ) es sci.

Definición 2.1.2 Sea X un espacio topológico. Se dirá que la función ρ : X × X → R+ ∪ {+∞} es
semigauge tipo II sobre X si:

• ∀x ∈ X ρ(x, x ) = 0

• ∀x, y, z ∈ X ρ(x, y) ≤ ρ(x, z ) + ρ(z, y)

• ∀x ∈ X ρ(·, x ) es sci

Teorema 2.1.3 Sea X un espacio toplógico y f : X → R ∪ {+∞} sci, inf-compacta y propia. Dado
ε > 0, ρ una función semigauge tipo I sobre X y x0 ∈ X tal que f (x0) < ı́nf f + ε (resp. ≤).
Entonces ∀λ > 0 ∃xε ∈ X tal que:

1. ρ(xε, x0) < λ (resp. ≤)

2. f (xε) + ε
λ ρ(xε, x0) ≤ f (x ) + ε

λ ρ(x, x0) ∀x ∈ X

Demostración. Sea F (x0) := {x ∈ X : f (x ) + ε
λ ρ(x, x0) ≤ f (x0)}. Es claro que x0 ∈ F (x0),

luego F (x0) es no vació, maás aún como f (·) + ε
λ ρ(·, x0) es una función sci e infcompacta F (x0)

resulta ser compacto. Tome xε ∈ F (x0) tal que:

f (xε) +
ε

λ
ρ(z, x0) = mı́n

z∈F (x0)
f (z ) +

ε

λ
ρ(z, x0)

Luego es claro que xε satisface 1. y 2.

Teorema 2.1.4 Sea X un espacio topológico y f : X → R ∪ {+∞} sci, infcompacta y propia. Dado
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ε > 0, ρ una función semigauge tipo II sobre X y x0 ∈ X tal que f (x0) < ı́nf f + ε ( resp. ≤).
Entonces ∀λ > 0 ∃xε ∈ X tal que:

1. ρ(x0, xε) < λ (resp. ≤)

2. f (xε) + ε
λ ρ(xε, x0) ≤ f (x0)

3. f (xε) ≤ f (x ) + ε
λ ρ(x, xε) ∀x ∈ X

Demostración. Considere F (x0) := {x ∈ X : f (x ) + ε
λ ρ(x, x0) ≤ f (x0)}. Se tiene que x0 ∈

F (x0), F (x0), luego podemos inferir que F (x0) es compacto y no vacío, pues f (·) + ε
λ ρ(·, x0)

es sci e infcompacta. Tome xε ∈ F (x0) tal que:

f (xε) = mı́n
z∈F (x0)

f (z )

Entonces xε satisface f (xε) + ε
λ ρ(xε, x0) ≤ f (x0) < ı́nf f + ε ≤ f (xε) + ε por lo tanto xε

verifica 1. y 2. Finalmente es fácil observar que

∀x ∈ F (x0) f (xε) ≤ f (x ) ≤ f (x ) +
ε

λ
ρ(x, xε)

∀x < F (x0) f (xε) +
ε

λ
ρ(xε, x0) ≤ f (x0) < f (x ) +

ε

λ
ρ(x, x0)

Con lo cual xε verifica 3.

Lema 2.1.5 (Teorema I-12 [7]) Sea X un evtlc y f : X → R ∪ {+∞} σ(X ,X ∗)-sci y epi-puntada.
Entonces ∀x∗ ∈ Int(dom f ∗) f − x∗ es σ(X ,X ∗)-infcompacta.

Demostración. Sin perdida de generalidad se puede asumir que x∗ = 0. Sea λ ∈ R y V ∈ N0
convexa cerrada y balanceada, tal que, f ∗ ≤ λ + IV ⇒ f ∗∗ ≥ −λ + σV . Luego { f ≤ α} ⊆
(α + λ)V ◦. Para más detalles revisar Teorema I-12 [7] página 12.

Lema 2.1.6 Sea X un evtlc y f : X → R ∪ {+∞} una función epi-puntada y x ∈ dom( f ) tal que
f (x ) = f ∗∗(x ). Entonces

(∀ε > 0)(∂ε f (x ) ∩ Int(dom( f ∗)) , ∅ y ∂ε f (x ) ∩ Int(dom( f ∗)) = ∂ε f (x )

En particular si f ∈ Γ(X ) se tiene que:

(∀x ∈ dom( f ))(∀ε > 0)(∂ε f (x ) ∩ Int(dom( f ∗)) , ∅ y ∂ε f (x ) ∩ Int(dom( f ∗)) = ∂ε f (x )

Demostración. Sea x ∈ dom( f ) tal que f ∗∗(x ) = f (x ), entones se tiene que:

f (x ) = sup
x∗∈Int(dom( f ∗))

{〈x∗, x〉 − f (x∗)}
Luego ∀ε > 0 ∂ε f (x ) ∩ Int(dom( f ∗) , ∅

Teorema 2.1.7 Sea X un evtlc y f : X → R ∪ {+∞} convexa, sci y epi-puntada. Considere
ε > 0, β ∈ [0,∞), p una seminorma continua, λ > 0 defina U := {x ∈ X : p (x ) ≤ 1}. Si
x∗0 ∈ ∂ε f (x0) ∩ Int(dom f ∗). Entonce ∃xε ∈ X ∃y∗ε ∈ U ◦ ∃λε ∈ [−1, 1] Tal que:
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(a) p (x0 − xε) + β |〈x∗0, x0 − xε〉| ≤ λ

(b) x∗ε := x∗0 + ε
λ

(
y∗ε + βλεx∗0

)
∈ ∂ f (xε)

(c) |〈x∗ε, x0 − xε〉| ≤ ε + λ
β

(d) | f (x0) − f (xε) | ≤ ε + λ
β

(e) x∗ε ∈ ∂2ε f (x0)

Con la Convención 1
0 = +∞

Demostración. Defina g := f − x∗0 y p̃ (x ) = p (x ) + β |〈x∗0, x〉|, es obvio que p̃ es una semigauge
del tipo II y por 2.1.5 g es σ(X ,X ∗)-sci e infcompacta, entonces

g (x0) ≤ ı́nf g + ε

Luego aplicamos 2.1.4 a g , p̃ y λ. Entonces existe xε ∈ X tal que:

i) p (x0 − xε) + β |〈x∗0, x0 − xε〉| ≤ λ

ii) g (xε) + ε
λ

(
p (x0 − xε) + β |〈x∗0, x0 − xε〉|

)
≤ g (x0)

iii) g (xε) ≤ g (x ) + ε
λ

(
p (x − xε) + β |〈x∗0, x − xε〉|

)
∀x ∈ X

Luego xε verifica (a).
Consideremos la función ℎ : X → R ∪ {+∞}
ℎ(x ) = f (x ) − 〈x∗0, x〉+ ε

λ

(
p (x0 − xε) + β |〈x∗0, x0 − xε〉|

)
. Del hecho que ℎ es la suma de cuatro

funciones convexas, tres de ellas continuas, se sigue aplicando la regla de la suma, es decir:

0 ∈ ∂ f (xε) − x∗0 +
ε

λ
U ◦ +

ε

λ
β · [−1, 1] · x∗0

Por lo cual existe y∗ε ∈ U ◦ y λε ∈ [−1, 1] tal que:

x∗ε := x∗0 +
ε

λ

(
y∗ε + βλεx∗0

)
∈ ∂ f (xε)

Ahora
|〈x∗ε − x∗0, x0 − xε〉| ≤ ε

λ

(
|〈y∗ε + βλεx∗0, x0 − xε〉|

)
≤ ε

λ

(
|〈y∗ε, x0 − xε〉| + β |〈x∗0, x0 − xε〉|

)
≤ ε

λ

(
p (x0 − xε) + β |〈x∗0, x0 − xε〉|

)
≤ ε

Luego estimando

|〈x∗ε, x0 − xε〉| ≤ |〈x∗ε − x∗0, x0 − xε〉|+|〈x∗0, x0 − xε〉|
≤ ε + λ

β

esto prueba (c).
Como x∗0 ∈ ∂ε f (x0) y x∗ε ∈ ∂ f (xε), se tiene

−ε + 〈x∗0, x0 − xε〉 ≤ 〈x∗ε − x∗0, x0 − xε〉+ 〈x∗0, x0 − xε〉
= 〈x∗ε, x0 − xε〉
≤ f (x0) − f (xε)
≤ 〈x∗0, x0 − xε〉+ ε
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Con lo cual se obtiene | f (x0) − f (xε) | ≤ |〈x∗0, x0 − xε〉| + ε ≤ λ
β + ε i.e. (d) se cumple.

Finalmente

〈x∗ε, x − x0〉 = 〈x∗ε, x − xε〉+ 〈x∗ε − x∗0, xε − x0〉+ 〈x∗0, xε − x0〉

≤ f (x ) − f (xε) + ε + f (xε) − f (x0) + ε

= f (x ) − f (x0) + 2ε

para cualquier x ∈ X , i.e. x∗ε ∈ ∂2ε f (x0)

Teorema 2.1.8 Sea X un evtlc y f : X → R ∪ {+∞} una función convex, sci y epi-puntada.
Entonces ∀x ∈ dom( f ) ∃(xα, x∗α) ⊆ gph ∂ f una red tal que xα → x y f (xα) → f (x )

Demostración. Por 2.1.6 ∀ε > 0 ∂ε f (x ) ∩ Int(dom( f ∗) , ∅. Por lo tanto dados ε > 0 y p una
seminorma continua se puede aplicar 2.1.7 a f con β = 1 y λ =

√
ε. Se obtiene que existe

(xε, x∗ε) ∈ gph ∂ f tal que:

• p (x − xε) ≤
√
ε

• | f (x ) − f (xε) | ≤ ε +
√
ε

Corolario 2.1.9 Sea X un evtlc y f : X → R ∪ {+∞} y σ(X ,X ∗)-sci y epi-puntada tal que
∀x ∈ X ∂ f (x ) = ∂ f ∗∗(x ), entonces f = f ∗∗

Demostración. Primero si ∂ f ∗∗(x ) , ∅ ⇒ f (x ) = f ∗∗(x ), pues ∂ f (x ) = ∂ f ∗∗(x )
Segundo si x ∈ dom( f ∗∗) por 2.1.8 tenemos que ∃(xα, x∗α) ⊆ gph ∂ f una red tal que xα → x y
f (xα) → f (x ). Luego f (x ) ≤ ĺım

α
f (xα) = ĺım

α
f ∗∗(xα) = f (x∗∗)

Teorema 2.1.10 Sea X un evtlc y f : X → R ∪ {+∞} función convexa, sci y epi-puntada. Dados
ε > 0, λ > 0, pX una seminorma continua sobre X y pX ∗ una seminorma sobre X ∗ (no necesaria-
mente continua).

1. Si x0 ∈ ∂ε f (x0) ∩ Int(dom( f ∗)). Entonces ∃xε ∈ X ∃x∗ε ∈ X tal que:

x∗ε ∈ ∂ f (xε) , pX (x0 − xε) ≤ λ and pX ∗ (x∗0 − x∗ε) ≤
ε

λ
sup

y∗∈U ◦
pX ∗ (y∗)

2. Si x∗0 ∈ ∂ε f (x0) y dom(pX ∗ ) ∩
(
Int(dom( f ∗)) − x∗0

)
, ∅. Entonces ∀δ > 0 ∃xε,δ ∈ X

∃x∗ε,δ ∈ X ∗ tal que:

x∗ε,δ ∈ ∂ f (xε,δ ) , pX (x0 − xε,δ ) ≤ λ and pX ∗ (x∗0 − x∗ε,δ ) ≤
ε

λ
sup

y∗∈U ◦
pX ∗ (y∗) + δ

Demostración. 1. Es directa de 2.1.7 usando β = 0.

15



2. Si x∗0 ∈ ∂ε f (x0), Tomemos δ̃ ≤ λδ
2 sup

y∗∈U ◦
pX∗ (y∗) y z∗0 ∈ Int(dom( f ∗)) tal que z∗0 − x∗0 ∈

dom(p∗X ) defina z∗r := x∗0 + r (z∗0 − x∗0) entonces existe r ∈ (0, 1) tal que z∗r ∈ ∂ε+δ̃ f (x0) ∩
Int(dom( f ∗)) y r pX ∗ (x∗0 − z∗0) ≤ δ

2 , ahora aplicamos 1. a z∗r ∈ ∂ε+δ̃ f (x0) ∩ Int(dom( f ∗)).
Por lo tanto ∃xε ∈ X ∃x∗ε ∈ X tal que:

x∗ε ∈ ∂ f (xε) , pX (x0 − xε) ≤ λ and pX ∗ (z∗r − x∗ε) ≤
ε + δ̃

λ
sup

y∗∈U ◦
pX ∗ (y∗)

Finalmente estimamos pX ∗ (x∗0− x∗ε) ≤ pX ∗ (z∗r − x∗ε) + pX ∗ (z∗r − x∗0) ≤ ε+δ
λ sup

y∗∈U ◦
pX ∗ (y∗) +

δ
2 ≤

ε
λ sup

y∗∈U ◦
pX ∗ (y∗) + δ

Lema 2.1.11 Sea X un evtlc y f : X → R ∪ {+∞} una función convexa, sci y epi-puntada tal que
0 ∈ Int(dom( f ∗)). Considere pX una seminorma continua sobre X , pX ∗ una seminorma sobre X ∗
(no necesariamente continua) α, β > 0, x0 ∈ X y f (x0) < ı́nf

E
f + αβ. Entonces existe x ∈ X y

x∗ ∈ ∂ f (x ) tal que pX (x − x0) < α y p (x∗) < β máx
y∗∈U ◦

pX ∗ (y∗)

Demostración. Consideremos ε > 0 tal que f (x0) < ı́nf
E

f + ε < ı́nf
E

f + αβ y escojamos λ tal

que ε
β < λ < α. Se sigue que 0 ∈ ∂ε f (x0), luego por 2.1.10 ∃xε ∈ X ∃x∗ε ∈ X tal que:

pX (x0 − xε) ≤ λ and pX ∗ (x∗ε) ≤
ε

λ
máx

y∗∈U ◦
pX ∗ (y∗)

De donde se concluye que pX (xε − x0) < α y p (x∗ε) < β máx
y∗∈U ◦

pX ∗ (y∗)

Lema 2.1.12 Sea X un evtlc y f : X → R ∪ {+∞} una función convexa, sci y epi-puntada.
Supongamos que x ∈ X (no necesariamente en dom( f )) y que ı́nf

E
f < f (x ). Entonces existe z ∈ X

y z∗ ∈ ∂ f (z ) tal que:
f (z ) < f (x ) y 〈z∗, x − z〉 > 0

Demostración. Fije λ ∈ R tal que ı́nf
E

f < λ < f (x ). Sea F := {x ∈ X : f (y) ≤ λ}, por lo

tanto F es convexo cerrado y no vacío, más aún x < F , escoja una seminorma continua p1 tal
que d (x, F ) = ı́nf

F
p1(x − y) > 0 (esto es posible, porque se puede separar estrictamente x y F ).

Ahora tome u∗ ∈ Int(dom( f ∗)) tenemos que f ≥ u∗ + r , donde r := − f ∗(u∗) y considere la
nueva seminorma continua p (x ) := p1(x ) + |〈u∗, x〉|. Define

K = sup
y∈X ,p (x−y),0

λ − f (y)
p (x − y)

Primero se probará que K ∈ (0,+∞).

Supongamos que y ∈ X p (x − y) , 0.
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• Si y ∈ F , entonces

λ − f (y) ≤ λ − 〈u∗, y〉 − r ≤ |λ − 〈u∗, x〉| − r | + 〈u∗, x − y〉

λ − f (y)
p (x − y)

≤
|λ − 〈u∗, x〉| − r |

d (x, F )
+ 1( recordar la definición de p)

• Si y < F , entonces
λ − f (y)
p (x − y)

≤ 0

En ambos casos λ− f (y)
p (x−y) existen cotas superiores, por lo cual se concluye que K < +∞. Para

observar que K > 0, basta tomar cualquier y ∈ F (y ∈ F ⇒ p (x − y) , 0) tal que f (y) < λ.
Ahora define K̃ = máx{1,K}. Sea 0 < ε < 1, tal que (1 − ε)K̃ < K luego, por la definición de
K , existe x0 ∈ X tal que p (x − x0) , 0 y

λ − f (x0)
p (x − x0)

> (1 − ε)K̃

Defina la función N (z ) := K̃ p (z − x ); se ha probado que (1 − ε)N (x0) + f (x0) < λ, es decir,
(N + f )(x0) < λ + εN (x0). Afirmamos que λ ≤ ı́nf

E

(
N + f

)
. En efecto si p (z − x ) = 0, esto

implica que z < F , luego se tiene λ < f (z ) = (N + f )(z ), por otro lado si p (x − z ) , 0 se tiene

que
λ − f (z )
p (z − x )

≤ K̃ , se sigue que λ ≤ (N + f )(z ). Con lo cual se ha probado que existe x0 ∈ X

con p (x − x0) , 0, tal que

(N + f )(x0) < ı́nf
X

(
N + f

)
+ εK̃ p (x − x0)

Se obtiene que f − u∗ ≤ f + K̃ |u∗ | ≤ f + N , ya que K̃ ≥ 1, más aun la desigualdad anterior
quiere decir que 0 ∈ Int(dom(N + f )∗). Luego se puede aplicar 2.1.11 a N + f , con α = p (x−x0)
y β = εK̃ , pX = p y pX ∗ = σU , donde U = {x ∈ X : p (x ) ≤ 1}, luego existe z ∈ dom(N + f ) =
dom( f ) y w∗ ∈ ∂(N + f )(z ) tal que p (z− x0) < p (x− x0) y pX ∗ (w∗) ≤ εK̃ máx

y∗∈U ◦
σU (y∗) ≤ εK̃ .

Se sigue que p (x − z ) > 0. Utilizando la regla de suma de los subdiferenciales

∂
(
N + f

)
(z ) = ∂ f (z ) + ∂N (z )

De donde se concluye la existencia de y∗ ∈ ∂N (z ) y z∗ ∈ ∂ f (z ) tal que w∗ = y∗ + z∗. Esto
prueba que 〈y∗, z − x〉 ≥ N (z ) − N (x ) = N (z ) = K̃ p (z − x ). Entonces

〈z∗, x − z〉 = 〈y∗, z − x〉+ 〈w∗, x − z〉 ≥ K̃ p (z − x ) − pX ∗ (w∗)p (x − z ) > (1 − ε)K̃ p (z − x ) > 0

Finalmente z∗ ∈ ∂ f (z ), se obtiene que f (x ) ≥ f (z ) + 〈z∗, x − z〉 > f (z ), lo cual completa
la demostración.

Teorema 2.1.13 Sea X un evtlc y f : X → R ∪ {+∞} una función convexa, sci y epi-puntada.
Entonces ∂ f es un operador monotono maximal.
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Demostración. Dado z ∈ X y z∗ ∈ X ∗ tal que y∗ < ∂ f (z ), esto quiere decir que 0 < ∂
(

f − y∗
)

(y),
lo cual implica que ı́nf

X
( f −y∗) < f (y)−〈y∗, x〉. Por lema 2.1.12 existe z ∈ dom( f −y∗) = dom( f )

y z∗ ∈ ∂( f − y∗)(z ) tal que 〈z∗, z − x〉 < 0. Luego existe w∗ ∈ ∂ f (z ) tal que z∗ = w∗ − y∗, con
lo cual 〈w∗ − y∗, z − x〉 < 0

Corolario 2.1.14 Considere (X , τX ,X ∗, τX ∗ ) un par en dualidad, f : X → R ∪ {+∞} convex, sci
y propia. Si f o f ∗ es epi-puntada se tiene que ∂ f y ∂ f ∗ son operadores monotono maximales.

Lema 2.1.15 (Corollario 2.6.5 [30]) Sean X ,Y evtlcs, f ∈ Γ(Y ) y A ∈ L(X ,Y ). Entonces

∂ε
(

f ◦ A
)

(x ) =
⋂
η>0

A∗
(
∂ε+η f (Ax )

)w∗

Para cualquier x ∈ dom( f ◦ A) y ε ≥ 0

Lema 2.1.16 Sean X ,Y evtlcs, f ∈ Γ(Y ) epi-puntada y A ∈ L(X ,Y ). Entonces

∂ε
(

f ◦ A
)

(x ) =
⋂
η>0

A∗
[
∂ε+η f (Ax ) ∩ Int(dom( f ∗))

]w∗

Para cualquier x ∈ dom( f ◦ A) y ε ≥ 0

Demostración. Basta probar que para cualquier η > 0

A∗
(
∂ε+η f (Ax )

)
⊆

[
A∗

(
∂ε+η f (Ax ) ∩ Int(dom( f ∗))

)]w∗

. En efecto por lema 2.1.6 y como A∗ is w∗ to w∗ continua se concluye.

Teorema 2.1.17 Sean X ,Y evtlcs, A ∈ L(X ,Y ), g ∈ Γ(Y ) epi-puntada, f := g ◦A y x ∈ dom( f ).
Entonces x∗ ∈ ∂ f (x ) si y solo si existe una red (yi, y∗i )i∈I ⊆ gph ∂g tal que (yi ) → y = Ax,

(g (yi )) → g (y), 〈yi − y, y∗i 〉 → 0 y A∗(y∗i )
w∗
→ x∗.

Demostración. Sea x∗0 ∈ ∂ f (x ). Considere pY una seminorma continua sobre Y , pX ∗ una semi-
norma σ(X ∗,X )-continua sobre X ∗, ε ∈ (0, 1) y U := {y ∈ Y : pY (y) ≤ 1}. Escoja η > 0 tal
que:

1. √η + η ≤ ε
2

2.
√
η ≤

ε

2
(
máx
U ◦

pX ∗ (A∗(y∗)) + pX ∗ (x∗0) + 1
)

Luego por 2.1.16 se puede tomar z∗0 ∈ ∂η g (y) ∩ Int(dom(g ∗)) tal que pX ∗ (A∗z∗0 − x∗0) ≤ η .
Entonces por 2.1.7 ∃(yη, y∗η ) ∈ gph ∂g (usando β = 1, λ = √η ) tal que:

• pY (yη − y) ≤
√
η

• y∗η = z∗0 + √η
(
u∗η + λη z∗0

)
∈ ∂g (yη ) and u∗η ∈ U ◦

• |〈y∗η, y − yη〉| ≤ η + √η
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• |g (y) − g (yη ) | ≤ η + √η

Por lo tanto

• pY (yη − y) ≤ ε

• |〈y∗η, y − yη〉| ≤ ε

• |g (y) − g (yη ) | ≤ ε

Finalmente

pX ∗ (A∗y∗η − x∗0) ≤ pX ∗ (A∗z∗0 − x∗0) + pX ∗ (A∗y∗η − A∗z∗0)

≤
ε

2
+
√
η

(
pX ∗ (A∗u∗η ) + pX ∗ (A∗z∗0 − x∗0) + pX ∗ (x∗0)

)
≤
ε

2
+
√
η

(
pX ∗ (A∗u∗η ) + η + pX ∗ (x∗0)

)
≤
ε

2
+
√
η

(
máx
U ◦

pX ∗ (A∗(y∗)) + pX ∗ (x∗0) + 1
)
≤ ε

Esto ha probado la primera implicancia. Para al segunda considere (yi, y∗i )i∈I ⊆ gph ∂g tal que

(yi ) → y = Ax , (g (yi )) → g (y), 〈yi − y, y∗i 〉 → 0 y A∗(y∗i )
w∗
→ x∗. Entonces 〈y − yi, y∗i 〉 ≤

g (y) − g (yi ) para todo i ∈ I e y ∈ Y . Se sigue que

〈z − x,A∗y∗i 〉+ 〈y − yi, y∗i 〉 = 〈Az − yi, y∗i 〉 ≤ f (z ) − g (yi ) ∀i ∈ I ∀z ∈ X

Tomando limites se obtiene que 〈z−x, x∗〉 ≤ f (z )− f (x ) ∀z ∈ X , por lo cual x∗ ∈ ∂ f (x )

Teorema 2.1.18 Sea X un evtlc, f1, f2 ∈ Γ(X ) epi-puntadas y x ∈ dom( f1 + f2). Entonces x∗ ∈
∂

(
f1 + f2

)
(x ) si y solo si existen dos redes (xk,i, x∗k,i )i∈I ⊆ gph fk k = 1, 2, tales que (xk,i )i∈I → x,

fk (xk,i ) → fk (x ), 〈xk,i − x, x∗k,i〉 → 0 para k = 1, 2 y (x∗1,i + x∗2,i )
w∗
→ x∗

Demostración. Aplicando 2.1.17 para Y = X × X , A : X → Y definida por Ax = (x, x ) y
g (x1, x2) = f1(x1)+ f2(x2). se tiene que f := f1+ f2 = g ◦A. La suficiencia es inmediata tomando
y = (x, x ) = Ax , yi = (x1,i, x2,i ) e y∗i = (x∗1,i, x∗2,i ) para cada i ∈ I . Para la condición necesaria
tome x∗ ∈ ∂ f (x ), por 2.1.17 existe (yi, y∗i )i∈I ⊆ gph ∂g tal que (yi ) → y = Ax , (g (yi )) → g (y),

〈yi − y, y∗i 〉 → 0 y A∗(y∗i )
w∗
→ x∗. Tomando yi = (x1,i, x2,k ) e y∗i = (x∗1,i, x∗2,i ), por la formula

∂g (x1, x2) = ∂ f1(x1) × ∂ f2(x2), se obtiene que (xk,i, x∗k,i ) ∈ g r∂ fk y xk,i → x para k = 1, 2.
Supongamos que ĺım sup f1(x1,i ) − f1(x ) > δ > 0, entonces J := {i ∈ I : f1(x1,i ) − f1(x ) > δ} es
co-final en I . Se sigue que g (yi ) − g (y) ≥ δ+ f2(x2,i ) − f2(x ) para todo i ∈ J . Entonces tomando
limite inferiorse obtiene que 0 ≥ δ. Por lo cual necesariamente fk (xk,i ) → fk (x ) para k = 1, 2.
Finalmente usando las desigualdades

f1(x1,i ) − f1(x ) ≤ 〈x1,i − x, x∗1,i〉 ≤ 〈x1,i − x, x∗1,i〉+ 〈x2,i − x, x∗2,i〉+ f2(x ) − f2(x2,i ) ∀i ∈ I

y tomando limite tenemos que 〈x1,i − x, x∗1,i〉 → 0
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2.2 Subdiferencial Abstracto

Definición 2.2.1 Sea X un evtlc, se denota B := { f : X → R ∪ {+∞} : f es σ(X ,X ∗) −
sc i y epi-puntada} y C = {g : X → R : g es convexa y Lipschitz}

Ahora se extenderá la definición tradicional de Subdiferencial Abstracto a espacios localmente
convexos.

Definición 2.2.2 (Subdiferencial Abstracto) Sea F ⊆ R
X

. Una multifunción ∂ : X × F ⇒ X ∗
es un subdiferencial sobre F si satisface que:

Si f (x0) ∈ R, g ∈ C y x0 es un mínimo local de f + g , entonces existe (x i, x∗i ) ⊆ gph ∂ f una
red tal que:

• x i
f
→ x0

• x∗i
w∗
→ x∗0

• 〈x i, x∗i 〉 → 〈x0, x∗0〉

• 0 ∈ x∗0 + ∂ g (x0)

Lema 2.2.3 (Theorem on iterated limits, General Topology, Kelley, J.L. [17]) Sea D Un conjunto
dirigido, En conjuntos dirigidos para cada n en D, Defina F = D × Πn∈D En, y para cada (m, f ) en
F sea R(m, f ) = (m, f (m)). Si S(m,n) es un elemento en un espacio topológico para cada m ∈ D y
cada n ∈ Em , Entonces S ◦ R converge a ĺım

m
ĺım

n
S (m, n) cada vez que estos limites iterados existan.

Demostración. General Topology, Kelley, J.L. [17] Teorema 4 página 69.

Lema 2.2.4 Considere C ⊆ X convexo cerrado y p : X → R una seminorma continua, defina

d p
C : X → [0,+∞) d p

C (x ) := ı́nf
z∈C

p (x − z )

Entonces se tiene que dC es Lipschitz y convexa, más aún si existe z̄ ∈ C tal que d p
C (x ) = p (x − z̄ )

entonces ∂d p
C (x ) ⊆ ∂p (x − z̄ ) ∩ N (C , z̄ ) ⊆ Bp (0, 1)◦ ∩ N (C , z̄ ).

Demostración. Primero es fácil ver que dC es Lipschitz y convexa, Ahora dado x∗ ∈ ∂dC (x )

i)

∀y ∈ X 〈x∗, y − x〉 ≤ dC (y) − dC (x )
≤ p (y − z̄ ) − p (x − z̄ )

Enotnces ∀w ∈ X 〈x∗,w − (x − z̄ )〉 ≤ p (w ) − p (x − z̄ ), i.e, x∗ ∈ ∂p (x − z̄ ) ⊆ Bp (0, 1)◦

ii) Sea y ∈ C , se tiene:

〈x∗, y − z̄〉 = 〈x∗, y − x〉+ 〈x∗, x − z̄〉
≤ dC (y) − dC (x ) + 〈x∗, x − z̄〉
= 0 − p (x − z̄ ) + 〈x∗, x − z̄〉
≤ 0
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Lema 2.2.5 Sea (X , τ) un evtlc. Considere f ∈ B a, b ∈ X , x∗0 ∈ X ∗. Entonces existe a seminorma
continua ρ0 tal que para cualquier seminorma continua ρ ≥ ρ0 y M ≥ 1 la función H (x ) :=
f (x ) − 〈x∗0, x〉+ M d ρ

[a,b ] (x ) es σ(X ,X ∗)-infcompacta.

Demostración. Tome y∗0 ∈ Int(dom f ∗), considere ρ0(x ) := |〈y∗0 − x∗0, x〉|, luego para cada c ∈ X

f (x ) − 〈x∗0, x〉+ M ρ0(x − c ) ≥ f (x ) − 〈x∗0, x〉+ 〈x∗0 − y∗0, x − c〉
= f (x ) − 〈y∗0, x〉 − 〈x∗0 − y∗0, c〉

Por lo tanto f (x ) − 〈x∗0, x〉 + M ρ0(x − c ) es σ(X ,X ∗)-infcompact, luego es evidente que para
cualquier seminorma continua ρ ≥ ρ0, f (x ) − 〈x∗0, x〉 + M ρ(x − c ) es σ(X ,X ∗)-infcompacta.
Ahora se probará que H (x ) := f (x ) − 〈x∗0, x〉+ M d ρ

[a,b ] (x ) es infcompacta. Considere una red
(xn)n∈D ⊂ {x ∈ X : H (x ) ≤ α}, del hecho que [a, b ] es compacto para cada n ∈ D , podemos
asegurar la existencia de un ∈ [a, b ] tal que d ρ

[a,b ] (xn) = ρ(xn − un), más aún existe una subred
(vi )i∈T de (un) tal que vi → v ∈ [a, b ], esto induce una subred (yi )i∈T de (xn). Ahora sea i0 ∈ T
tal que ∀i ≥ i0 ρ(vi − v ) ≤ 1, entonces ∀i ≥ i0 yi ∈ Γ := {x ∈ X : f (x ) − 〈x∗0, x〉+ M ρ(x − v ) ≤
β + M}. Finalmente como Γ es compacto existe una subred (z j ) → z de (yi ) convergente (por
lo tanto una subred de (xn)).

Teorema 2.2.6 Sea (X , τ) un evtlc. Considere ∂ un subdiferencial abstracto sobre F ⊆ R
X

. Sea
f ∈ F ∩ B a, b ∈ X con a ∈ dom f y a , b, y r ∈ R con r ≤ f (b ) y una seminorma continua p

tal que p (a − b ) , 0. Entonces existe una red (xα)
f
→ c ∈ [a, b [ y x∗α ∈ ∂ f (xα) ∀α tal que:

1. r − f (a) ≤ ĺım inf〈b − a, x∗α〉

2. 0 ≤ ĺım inf〈c − xα, x∗α〉

3. p (b−c )
p (b−a)

(
r − f (a)

)
≤ ĺım inf〈b − xα, x∗α〉

4. p (b − a)( f (c ) − f (a)) ≤ p (c − a)(r − f (a))

Demostración. Tome x∗ ∈ X ∗ tal que 〈b − a, x∗〉 = r − f (a). Considere ℎ = f − x∗; entonces
ℎ(a) ≤ ℎ(b ). Como ℎ es sci, existe c ∈ [a, b [ tal que ℎ(c ) ≤ ℎ(x ) ∀x ∈ [a, b ]. Sea µ ∈ [0, 1[
tal c = (1 − µ)a + µb . Se sigue que c − a = µ(b − a) y p (c − a) = µp (b − a), entonces
f (c ) − f (a) = ℎ(c ) − ℎ(a) + 〈c − a, x∗〉 ≤ µ(r − f (a)), luego se concluye 4.

Sea γ < ℎ(c ), entonces existe Uγ ∈ N0 (convexa cerrada y balanceada) tal que ∀x ∈ [a, b ]+Uγ

γ < ℎ(x ). En efecto ∀x ∈ [a, b ] γ < ℎ(x ), del hecho ℎ es sci en x existe Ux ∈ N0 (convexa cerrada
y balanceada) tal que ∀z ∈ x +Ux γ < ℎ(z ), ahora tome Vx ∈ N0 (convexa cerrada y balanceada)
tal que Vx + Vx ⊆ Ux . Luego se tiene que [a, b ] ⊆

⋃
x∈[a,b ]

x + Vx , como [a, b ] es compacto

existen {x i}i=1,..,n ⊆ [a, b ] tales que [a, b ] ⊆
n⋃

i=1
x i + Vx i , defina Uγ :=

n⋂
i=1

Vx i , luego se tiene que

∀w ∈ [a, b ] + Uγ γ < ℎ(w ). En efecto sea w ∈ [a, b ] + Uγ , luego w = t + u con t ∈ [a, b ] y
u ∈ Uγ , entonces existe i tal que t ∈ x i + Vx i , esto implica w ∈ x i + Vx i + Vx i ⊆ x i + Ux i por
lo tanto γ < ℎ(w ).

Ahora escoja ρ0 como en 2.2.5 (asociada a f , a, b y x∗), luego para cualquier n ∈ N, existe
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Un ∈ N0 (convexa cerrada y balanceada) tal que ∀x ∈ [a, b ] + Un ℎ(c ) − 1
n2 < ℎ(x ), más aún se

puede suponer que Un+1 ⊆ Un ⊂ Bp+ρ0 (0, 1) := {x ∈ X : p (x ) + ρ0(x ) ≤ 1}
Ahora define ρn (x ) := σU ◦n (x ) (claramente ρn ≥ ρ0 ), i.e. es decir de seminorma asociada a

Un, y tome dn
[a,b ] (x ) := ı́nf

z∈[a,b ]
ρn (x ). Tome tn ≥ 1 tal que ℎ(c ) − 1 + tn ≥ ℎ(c ) − 1

n2 . Entonces

∀x ∈ U := [a, b ] + U1 ℎ(c ) ≤ ℎ(x ) + tndn
[a,b ] (x ) +

1
n2

En efecto ∀x ∈ [a, b ] + Un ℎ(c ) ≤ ℎ(x ) + 1
n2 , si x ∈ U \

(
[a, b ] + Un

)
, entonces dn

[a,b ] (x ) ≥ 1,
luego

ℎ(x ) + tnd [a,b ] (x ) ≥ ℎ(c ) − 1 + tn ≥ ℎ(c ) −
1

n2

Ahora defina Hn (x ) := ℎ(x ) + tndn
[a,b ] (x ) + IU , Hn (c ) ≤ ı́nf Hn + 1

n2 y por 2.2.5 Hn

es σ(X ,X ∗)-infcompacta, tome una familia filtrante de seminormas continuas (pi )i∈I tal que
Vi := {ω ∈ X : pi (ω) ≤ 1} es una base para el sistema de vecindades del cero, entonces ∀n ∈ N
∀i ∈ I se aplica 2.1.4 a Hn y c (con λ =

√
ε = 1

n ), por lo tanto existe ui,n

1. pi (ui,n − c ) ≤ 1
n

2. Hn (ui,n) ≤ Hn (c )

3. ui,n es un mínimo de Hn + 1
n pi (· − ui,n)

Luego ∀n ∈ N ui,n → c de lo cual puede suponer que ui,n ∈ Int U . Ahora note que ui,n es un
mínimo local de f − x∗+ tndn

[a,b ] + 1
n pi (·−ui,n). Entonces para todo i, n existe: (xα, x∗α)α∈Λ(i,n) ⊆

gph ∂ f una red v∗i,n ∈ ∂ dn
[a,b ] (ui,n), b∗i,n ∈ Bpi (0, 1)◦ tal que :

1. xα
f
→ ui,n

2. x∗α
w∗
→ u∗i,n

3. 〈xα, x∗α〉 → 〈ui,n, u∗i,n〉

4. u∗i,n = x∗ − (tnv∗i,n + 1
n b∗i,n)

Sea yi,n ∈ [a, b ] tal que dn
[a,b ] (ui,n) = ρn (ui,n − yi,n), se puede suponer que yi,n , b para todo

i, n. En efecto ∀n ∈ N ui,n → c y como dn
[a,b ] es continua tenemos que ĺım

i
dn

[a,b ] (ui,n) = 0, pero

como ρn (c − b ) > 0 se tiene que el conjunto I1 := {(i, n) ∈ I × N : yi,n , b} es cofinal, por lo
cual podemos restringir la red a I1. Escriba yi,n = (1− λi,n)a + λi,nb para algún λi,n ∈ [0, 1[. Por
2.2.4 se tiene

∂ dn [a, b ](ui,n) ⊆ ∂ ρn (ui,n − yi,n) ∩ N ([a, b ], yi,n) ⊆ Bρn (0, 1)◦ ∩ N ([a, b ], yi,n)

Entonces para todo x ∈ [a, b [ 〈x − yi,n, v∗i,n〉 ≤ 0, por lo cual para todo λ ∈ [0, 1[ 〈(1 − λ)a +
λb − yi,n, v∗i,n〉 = (λ − λi,n)〈b − a, v∗i,n〉 ≤ 0. Luego ∀i, n 〈b − a, v∗i,n〉 ≤ 0. Más aún

〈c − ui,n, v∗i,n〉 = 〈c − yi,n, v∗i,n〉 − 〈ui,n − yi,n, v∗i,n〉
≤ 0 − 〈ui,n − yi,n, v∗i,n〉
≤ 0 + ρn (0) − ρn (ui,n − yi,n)
≤ 0
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Se sigue que

〈b − a, u∗i,n〉 = 〈b − a, x∗〉 − tn〈b − a, v∗n,i〉 −
1
n
〈b − a, b∗n,i〉

≥ 〈b − a, x∗〉 −
1
n

pi (b − a)

= r − f (a) −
1
n

pi (b − a)

Se puede suponer que ĺım
I ×N

1
n pi (b − a) = 0, esto pues se puede restringir la red al conjunto

I2 := {(i, n) ∈ I × N : 1√
n pi (a − b ) ≤ 1}, este conjunto es cofinal en I × N, i.e. ∀(i, n) ∈ I × N

existe (i0, n0) ∈ I2 tal que i ≤ i0 y n ≤ n0, luego (ui,n)(i,n)∈I2 es una subred de (ui,n)(i,n)∈I ×N. So
ĺım inf〈b − a, u∗i,n〉 ≥ r − f (a).

Similarmente,

〈c − un,i, u∗i,n〉 = 〈c − ui,n, x∗〉 − tn〈c − ui,n, v∗i,n〉 −
1
n
〈c − ui,n, b∗i,n〉

≥ 〈c − ui,n, x∗〉 −
1
n

pi (c − ui,n)

≥ 〈c − ui,n, x∗〉 −
1

n2

So ĺım inf〈c − un,i, u∗i,n〉 ≥ 0

Ahora del hecho que Hn (ui,n) ≤ Hn (c )

f (ui,n) ≤ f (c ) − 〈c − ui,n, x∗〉

Por lo tanto f (c ) ≤ ĺım inf f (ui,n) ≤ ĺım sup f (ui,n) ≤ f (c ), con lo cual se concluye que

ui,n
f
→ c

Finalmente tome J = I × N y B = J × Π j∈ JΛ( j ), defina una nueva red:

x j,T : = xT ( j )

x∗j,T : = x∗T ( j )

por 2.2.3 se tiene que x j,T
f
→ c , y x∗j,T ∈ ∂ f (x j,T ). Más aún

1. ĺım inf〈b − a, x∗j,T 〉 ≥ r − f (a)

2. ĺım inf〈c − x j,T , x∗j,T 〉 ≥ 0
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Finalmente note que b − c = (1 − µ)(b − a) y p (b − c ) = (1 − µ)p (b − a). Por lo cual

ĺım inf〈b − x j,T , x∗j,T 〉 = ĺım inf(1 − µ)〈b − a, x∗j,T 〉+ 〈c − x j,T , x∗j,T 〉

≥ (1 − µ) ĺım inf〈b − a, x∗j,T 〉+ ĺım inf〈c − x j,T , x∗j,T 〉

≥ (1 − µ)(r − f (a)) =
p (b − c )
p (b − a)

(r − f (a))

Corolario 2.2.7 Sea (X ,T ) un evtlc. Considere ∂ un subdiferencial abstracto sobre F ⊆ R
X

. Sea

f ∈ F ∩ B, entonces para cualquier x ∈ dom f existe (xα, x∗α) ⊆ gph ∂ f tal que xα
f
→ x y

ĺım inf〈x − xα, x∗α〉 ≥ 0. En particular dom f ⊆ dom ∂ f
T

Demostración. Sea x ∈ dom f . Si x es un mínimo local de f la demostración se sigue de la
definición de ∂ f . Supongamos entonces que x no es un mínimo local de f , por lo cual existe

(xα)α∈D → x tal que f (xα) < f (x ), luego xα
f
→ x . Entonces se puede aplicar 2.2.6 a xα, x , pα

(cualquier seminorma continua tal que pα (xα − x ) , 0) y r = f (x ), entonces para cada α existe
(xα,λ, x∗α,λ )λ∈Λ(α) ⊂ gph ∂ f tal que:

a) xα,λ
f
→ yα ∈ [xα, x [

b) 0 < pα (x−yα )
pα (x−xα )

(
f (x ) − f (xα)

)
≤ ĺım inf〈x − xα,λ, x∗α,λ〉

c) f (yα) ≤ f (xα) + pα (yα−xα )
pα (x−xα )

(
f (x ) − f (xα)

)
≤ f (x ) (porque pα (yα−xα )

pα (x−xα ) ≤ 1)

Más aún yα → x , porque para cualquier seminorma p se tiene que p (x − yα) ≤ p (x − xα),

entonces esto junto conc) y al sci de f , conduce a que yα
f
→ x . Ahora tome B = D × Π j∈DΛ( j ),

defina:

x j,T : = x j,T ( j )

x∗j,T : = x∗j,T ( j )

Es claro que x j,T
f
→ x y por b) ĺım inf〈x − x j,T , x∗j,T 〉 ≥ 0

Teorema 2.2.8 Sea (X ,T ) un evtlc. Considere ∂ un subdiferencial abstracto sobre F ⊆ R
X

. Sea
f ∈ F ∩ B. Si ∂ f es monótono, entonces f es convexa.

Demostración. El teorema será probado en 3 pasos:

1. a ∈ dom f , b ∈ dom ∂ f ⇒ [a, b ] ⊆ dom f . Supongamos que existe b ′ ∈ [a, b ]\ dom f
(i.e. f (b ′) = +∞), se tiene que ∃λ ∈]0, 1[ tal que b ′ = λa + (1 − λ)b . Fije y∗ ∈ ∂ f (b ) y
tome r ∈ R, tal que:

r > f (a) + λ−1(1 − λ) |〈b − a, y∗〉|
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Luego por 2.2.6 existe (xα) → c ∈ [a, b ′[ y x∗α ∈ ∂ f (xα) tal que:

• ĺım inf〈b ′ − xα, x∗α〉 ≥
p (b ′−c )
p (b ′−a) (r − f (a)) ≥ 0

• ĺım inf〈b ′ − a, x∗α〉 ≥ r − f (a)

Del hecho que ∂ f es monótono se obtiene 〈b − xα, y∗ − x∗α〉 ≥ 0 y tomando en cuenta que
b − b ′ = λ(1 − λ)−1(b ′ − a) se obtiene la siguiente contradicción:

|〈b − a, y∗〉| ≥ |〈b − c, y∗〉| ≥ 〈b − c, y∗〉
= ĺım〈b − xα, y∗〉
= ĺım

{
〈b − xα, x∗α〉+ 〈b − xα, y∗ − x∗α〉

}
≥ ĺım inf〈b − xα, x∗α〉
= ĺım inf

{
〈b − b ′, x∗α〉+ 〈b ′ − xα, x∗α〉

}
≥ ĺım inf λ(1 − λ)−1〈b ′ − a, x∗α〉+ ĺım inf〈b ′ − xα, x∗α〉
≥ λ(1 − λ)−1(r − f (a))

2. gph ∂ f ⊆ gph ∂ f . Sea x∗ ∈ ∂ f (b ), considere a ∈ dom f , aplicando 2.2.6 con una semi-
norma continua p tal que p (b − a) , 0, r = f (b ), existe xα → c ∈ [a, b [ y x∗α ∈ ∂ f (xα)
tal que:

ĺım inf〈b − xα, x∗α〉 ≥
p (b − c )
p (b − a)

( f (b ) − f (a))

Como ∂ f Es monótono y c = λa + (1 − λ)b para algún λ ∈ (0, 1], se obtiene

λ〈b − a, x∗〉 = 〈b − c, x∗〉 = ĺım〈b − xα, x∗〉
= ĺım

{
〈b − xα, x∗α〉+ 〈b − xα, x∗ − x∗α〉

}
≥

p (b − c )
p (b − a)

( f (b ) − f (a)) = λ( f (b ) − f (a))

Luego 〈b − a, x∗〉 ≤ f (b ) − f (a), porque a ∈ dom f es arbitrario x∗ ∈ ∂ f (b )

3. f es convexa. Sea a, b ∈ dom f y z = λa + (1 − λ)b con λ ∈ (0, 1), primero supongamos

que b ∈ dom ∂ f , entonces por 1) z ∈ dom f . Ahora por 2.2.7 existe xα
f
→ z y xα ∈

∂ f (xα), tal que ĺım inf〈z − xα, xα〉 ≥ 0 ahora por 2) x∗α ∈ ∂ f (xα), luego:

〈a − xα, x∗α〉+ f (xα) ≤ f (a), 〈b − xα, x∗α〉+ f (xα) ≤ f (b )

Multiplicando la primera desigualdad por (1 − λ) y la segunda por λ, se computa:

〈z − xα, x∗α〉+ f (xα) ≤ λ f (a) + (1 − λ) f (b )

Tomando limite inferior se concluye f (z ) ≤ λ f (a) + (1 − λ) f (b )

Ahora suponga que a, b ∈ dom f son arbitrarios, entonces usando otra vez 2.2.7 existe

xα
f
→ b xα ∈ ∂ f (xα), tal que ĺım inf〈b − xα, xα〉 ≥ 0, define zα := λa + (1 − λ)xα, por

el caso anterior f (zα) ≤ λ f (a) + (1 − lλ) f (xα), nuevamente tomando limite inferior y

por la semicontinuidad inferior de f y el hecho que xα
f
→ b se obtiene:
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f (z ) ≤ ĺım inf f (zα) ≤ λ f (a) + (1 − λ) ĺım f (xα) = λ f (a) + (1 − λ) f (b )

Por lo cual f es convexa.

Lema 2.2.9 (Teorema 2.1.5 [30]) Sea f ∈ Γ(X ) tal que Int(dom( f )) , ∅

i) Sea t0 ∈ dom( f ). El siguiente limite existe:

f ′+(t0) = ĺım
t↓t0

f (t ) − f (t0)
t − t0

= ı́nf
t>t0

f (t ) − f (t0)
t − t0

∈ R

f ′−(t0) = ĺım
t↑t0

f (t ) − f (t0)
t − t0

= sup
t<t0

f (t ) − f (t0)
t − t0

∈ R

y f ′−(t0) ≤ f ′+(t0); Más aún f ′−(t0), f ′+(t0) ∈ R donde t0 ∈ Int(dom( f ))

ii) La función f es Lipschitz sobre cada intervalo compacto incluido en Int(dom( f )), más aún,
para cualquier t0 ∈ Int(dom( f )) se tiene que:

f ′+(t0) = ĺım
t↓t0

f ′+(t ) = ĺım
t↓t0

f ′−(t )

f ′−(t0) = ĺım
t↑t0

f ′+(t ) = ĺım
t↑t0

f ′−(t )

iii) Sea t1, t2 ∈ dom( f ), t1 < t2, entonces f ′+(t1) ≤ f ′−(t2). Por lo tanto las funciones f ′+, f ′− son
no-decrecientes sobre dom( f ).

Demostración. Teorema 2.1.5 [30] página 46.

Lema 2.2.10 (Teorema 2.1.13 [30] ) Sea g ∈ Γ(X ) y x ∈ dom(g ). Entonces para cualquier u ∈ X
existe

g ′(x, u) := ĺım
t↓0

g (x + t u) − g (x )
t

= ı́nf
t>0

g (x + t u) − g (x )
t

∈ R

y ∀u ∈ X g ′(x, u) ≤ g (x + u) − g (x )

Demostración. Teorema 2.1.13 [30] página 55.

Teorema 2.2.11 Sea (X ,T ) a evtlc. Considere ∂ un subdiferencial abstracto sobre F ⊆ R
X

. Sea
f ∈ F ∩ B, g ∈ Γ(X ) y p una seminorma continua. Supongamos que existe ε ≥ 0 y un conjunto
abierto convexo C ⊆ X tal que:

∂ f (x ) ⊆ ∂ g (x ) + εBp (0, 1)◦ ∀x ∈ C

Entonces

C ∩ dom g\
⋂

y∈C∩dom f
p (· − y)−1({0}) ⊆ C ∩ dom f
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C ∩ dom f \
⋂

y∈C∩dom g
p (· − y)−1({0}) ⊆ C ∩ dom g

y ∀x ∈ C ∩ dom g ∀y ∈ C ∩ dom f tal que p (x − y) , 0

g (x ) − g (y) − εp (x − y) ≤ f (x ) − f (y) ≤ g (x ) − g (y) + εp (x − y)

Demostración. Considere γ > ε. Por 2.2.7 dom f ⊆ dom ∂ f , más aún si C∩dom f , ∅ entonces
C ∩ dom ∂ f , ∅. Sea y ∈ C ∩ dom ∂ f y x ∈ C tal que p (x − y) , 0. De las hipótesis se tiene
que y ∈ dom ∂ g , y entonces y ∈ dom g . Ahora se probara que

f (x ) − f (y) ≤ g (x ) − g (y) + εp (x − y)

La desigualdad es obvia si x < dom g , por lo cual se puede asumir que x ∈ dom g . Se probará la
desigualdad en tres lemas.

1. lema 1 Considere y ∈ dom f ∩ dom g y x ∈ C tal que p (x − y) , 0. Considere u =
x−y

p (x−y) ∈ X y φ : R → R, definida por φ(t ) := g (y + t u). Suponga que g ′(y, u) ∈ R.
Entonces φ ∈ Γ(R), φ es continua sobre dom φ ⊇ [0, p (x − y)], φ′+(t ) = g ′(y + t u, u)
∀t ∈ Int(dom φ) y existe x0 = y + t0u con t0 ∈ (0, p (x − y)) tal que

f (x0) − f (y) ≤ g (x0) − g (y) + γp (x0 − y)

Demostración. Claramente φ ∈ Γ(R), y es fácil ver que φ es continua sobre dom φ ⊇
[0, p (x − y)], más aún por 2.2.9 φ′+(t ) = g ′(y + t u, u) ∀t ∈ Int(dom φ) y

ĺım
t↓0

g ′(y + t u, u) = ĺım
t↓0

φ′+(t ) = φ′+(0) = g ′(y, u)

y este valor es finito. Por lo tanto existe t0 ∈ (0, p (x−y)) tal que g ′(y + t0u, u) ≤ g ′(y, u)+
1
2 (γ − ε). Defina x0 := y + t0u ∈]y, x [, luego

g ′(x0, u) ≤
g (y + t0u) − g (y)

t0
+

1
2

(γ − ε) =
g (x0) − g (y)

p (x0 − y)
+

1
2

(γ − ε)

Se desea probar que:

f (x0) − f (y) ≤ g (x0) − g (y) + γp (x0 − y) (?)

Supongamos que no se tiene, i.e.

f (x0) − f (y) > g (x0) − g (y) + γp (x0 − y)

Escoja r ∈ R tal que r ≤ f (x0) y

r − f (y) > g (x0) − g (y) + γp (x0 − y)

Por 2.2.6 existe xα → z ∈ [y, x0[ y x∗n ∈ ∂ f (xn) tal que:

p (x0 − z )
p (x0 − y)

(r − f (y)) ≤ ĺım inf〈x0 − xα, x∗α〉
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Más aún p (x0− xα) → p (x0−z ), y entonces (note que se puede suponer que p (x0− xα) , 0
para todo α)

r − f (y)
p (x0 − y)

≤ ĺım inf
〈

x0 − xα
p (x0 − xα)

, x∗α

〉
Entonces existe α0 tal que:〈

x0 − xα
p (x0 − xα)

, x∗α

〉
>

g (x0) − g (y)
p (x0 − y)

+ γ ∀α ≥ α0

Del hecho que xα → z ∈ [y, x0[⊆ C , puede asumir que xα ∈ C ∀α ≥ α0. Luego por el
supuesto ∂ f (x ) ⊆ ∂ g (x ) + εBp (0, 1) ∀x ∈ C ∀α ≥ α0 x∗α = z∗α + εu∗α con z∗α ∈ ∂ g (xα)
y u∗α ∈ Bp (0, 1)◦. Luego

g (x0) − g (xα)
p (x0 − xα)

≥

〈
x0 − xα

p (x0 − xα)
, z∗α

〉
>

g (x0) − g (y)
p (x0 − y)

+ γ − ε ∀α ≥ α0

tomando en cuenta que g es sci se obtiene.

g (x0) − g (z )
p (x0 − z )

≥
g (x0) − g (y)

p (x0 − y)
+ γ − ε ≥ g ′(x0, u) +

1
2

(γ − ε) > g ′(x0, u)

Del hecho que z ∈ [y, x0[, z = y + su para algun s ∈ [0, t0[ y usando la convexidad de φ se
obtiene la siguiente contradicción:

g (x0) − g (z )
p (x0 − z )

=
φ(t0) − φ(s)

t0 − s
≤ φ′−(t0) ≤ φ′+(t0) = g ′(x0, u)

Es decir se obtiene f (x0) − f (y) ≤ g (x0) − g (y) + γp (x0 − y).

2. lema 2 Considere y ∈ C ∩dom ∂ f , x ∈ C tal que p (x − y) , 0 defina u := x−y
p (x−y) . entonces

existe x0 = y + t0u con t0 ∈ (0, p (x − y)) tal que

f (x0) − f (y) ≤ g (x0) − g (y) + γp (x0 − y)

Demostración. Desde las hipotesis se tiene que y ∈ dom ∂ g , y entonces y ∈ dom g . Como
∂ g (y) , ∅, tenemos que g (x )−g (y)

p (x−y) ≥ g ′(y, u) = ĺım
t→0+

g (y+t u)−g (y)
t > −∞, es decir, g ′(y, u) ∈

R. Entonces por Lema 1 se concluye que existe x0 = y + t0u con t0 ∈ (0, p (x − y)) tal que

f (x0) − f (y) ≤ g (x0) − g (y) + γp (x0 − y)

3. lema 3 Considere y ∈ C ∩ dom ∂ f , x ∈ C tal que p (x − y) , 0 y u := x−y
p (x−y) . Defina

T := {t ∈]0, p (x −y)] : f (y + t u)− f (y) ≤ g (y + t u)− g (y) + tγ}. Entonces p (x −y) ∈ T

Demostración. Por lema 2 existe t0 ∈ T , entonces considere t̄ := sup T , por el hecho que
f es sci y φ (the same definition that in lemma 1) es continua sobre [0, p (x − y)] ( lema 1),
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se obtiene t̄ ∈ T . Más aún suponga que t̄ < p (x − y), defina ȳ = y + t̄ u. Por supuesto se
cumple que, u = x−ȳ

p (x−ȳ) y

φ(p (x − y)) − φ( t̄ )
p (x − y) − t̄

=
g (x ) − g (ȳ)

p (x − ȳ)
≥ g ′(ȳ, u) = φ′+( t̄ ) ≥ φ′+(0) = g ′(y, u) > −∞

g ′(ȳ, u) ∈ R, por lema 1 existe x0 = ȳ + s0u con s0 ∈ (0, p (x − ȳ)) tal que

f (ȳ + s0u) − f (y) ≤ g (ȳ + s0u) − g (ȳ) + γp (x0 − ȳ) = g (ȳ + s0u) − g (ȳ) + γ s0

Como f (y + t̄ u) − f (y) ≤ g (y + t̄ u) − g (y) + t̄γ, entonces se obtiene que:

f (y + ( t̄ + s0)u) − f (y) ≤ g (y + ( t̄ + s0)u) − g (y) + ( t̄ + s0)γ

Contradiciendo nuestra elección de t̄ . Luego t̄ = p (x − y)

Ahora como γ > ε es arbitrario, se concluye que:

f (x ) − f (y) ≤ g (x ) − g (y) + εp (x − y) (??)

Ahora tomando x ∈ C ∩ dom g y fijando (si es que este existe) y ∈ C dom∩ ∂ f tal que
p (x − y) , 0, de la ecuación (??) se obtiene que C ∩ dom g\

⋂
y∈C∩dom f

p (· − y)−1({0}) ⊆

C ∩dom f . Ahora sea y ∈ C ∩dom f y tomemos x ∈ C ∩dom g fijo tal que p (x − y) , 0,

por 2.2.7 existe (xα, x∗α) ⊆ gph ∂ f tal que xα
f
→ y, como y ∈ C y C es abierto se puede

suponer que xα ∈ C y p (x − xα) , 0 para todo α, de la ecuación (?) se obtiene

f (x ) − f (xα) ≤ g (x ) − g (xα) + εp (x − xα) ∀α

Tomando limite se obtiene

f (x ) − f (y) ≤ g (x ) − g (y) + εp (x − y)

Entonces y ∈ dom g ∩C y la ecuación (??) se mantiene. Hasta ahora se ha probado que

a) C ∩ dom g\
⋂

y∈C∩dom f
p (· − y)−1({0}) ⊆ C ∩ dom f

b) C ∩ dom f \
⋂

y∈C∩dom g
p (· − y)−1({0}) ⊆ C ∩ dom g

c) ∀x ∈ C ∩ dom g ∀y ∈ C ∩ dom f tal que p (x − y) , 0 f (x ) − f (y) ≤ g (x ) − g (y) +
εp (x − y)

Más aún si x ∈ C ∩dom g y y ∈ C ∩dom f tal que p (x−y) , 0 por a) y b) respectivamente
x ∈ C ∩ dom f y y ∈ C ∩ dom g , luego po c) f (y) − f (x ) ≤ g (y) − g (x ) + εp (x − y), i.e
f (x ) − f (y) ≥ g (x ) − g (y) − εp (x − y)

Esto completa la demostración.
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Corolario 2.2.12 Sea (X ,T ) un evtlc. Considere ∂ un subdiferencial abstracto sobre F ⊆ R
X

. Sea
f ∈ F ∩ B, g ∈ Γ(X ). Supongamos que:

∂ f (x ) ⊆ ∂ g (x ) ∀x ∈ X

Entonces existe k ∈ R tal que f = g + k

Demostración. Primero tome x ∈ dom g y y ∈ dom f con x , y, y escojamos una seminorma
continua p tal que p (x − y) , 0, entonces por 2.2.11 y ∈ dom g , x ∈ dom f . Luego dom f =
dom g . Más aún sea x0 ∈ dom f = dom g fijo y para cualquier y ∈ dom g\{x0} y una seminorma
continua p tal que p (x0 − y) , 0, entonces por 2.2.11, se tiene que f (y) = g (y) + f (x0) −
g (x0)
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Capítulo 3

Caracterización Variacional de la
Convexidad

3.1 Espacios Localmente Convexos

Teorema 3.1.1 Sea f : X → R un función σ(X ,X ∗)-sci tal que f ∗ es continua sobre A :=
Int(dom( f ∗)) , ∅ y Y := {x∗ ∈ X ∗ : argmin{ f − x∗} es convexo } entonces

(∀x ∈ X )(A ∩Y ∩ ∂ f ∗∗(x ) ⊆ ∂ f (x ))

Demostración. Dado x ∈ X .
Suponga que x∗ ∈ A ∩Y ∩ ∂ f ∗∗(x ), entonces

argmin{ f − x∗} = {x ∈ X : ∀y ∈ X f (y) − 〈x∗, y〉 ≥ f (x ) − 〈x∗, x〉}
= {x ∈ X : ∀y ∈ X f (y) − f (x ) ≥ 〈x∗, y − x〉}
=

(
∂ f

)−1 (x∗)

Luego
(
∂ f

)−1 (x∗) es un convexo cerrado.
Más aún por [22]

∂ f ∗(x∗) = co
((
∂ f

)−1 (x∗)
)

+ Ndom f ∗ (x∗)
=

(
∂ f

)−1 (x∗)

Finalmente
x∗ ∈ ∂ f ∗∗(x ) ⇔ x ∈ ∂ f ∗(x∗)

⇒ x ∈
(
∂ f

)−1 (x∗)
⇒ x∗ ∈ ∂ f (x )

Lema 3.1.2 (Corolario 2.4.7 [30]) Sean fi : X → R i = 1, 2 propias, suponga que existe x i ∈

dom( fi ) tal que
( f1� f2)(x1 + x2) = f1(x1) + f2(x2)

Entonces
∂( f1� f2)(x1 + x2) = ∂ f1(x1) ∩ ∂ f2(x2)
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Demostración. Corolario 2.4.7 [30] página 89.

Lema 3.1.3 Sea C ⊆ X ∗ no vacío, f : X → R entonces

∂σC (x1) ∩ ∂ f (x2) ⊆ ∂(σC� f )(x1 + x2) ∀x1, x2 ∈ X

Demostración. Sea x = x1 + x2, x∗ ∈ σC (x1) ∩ ∂ f (x2), luego

〈x∗, z − x1〉+ σC (x1) ≤ σC (z ) ∀z ∈ X

〈x∗,w − x2〉+ f (x2) ≤ f (w ) ∀w ∈ X

Luego sumando ambas ecuaciones

〈x∗, z + w − x1 − x2〉+ σC (x1) + f (x2) ≤ σC (z ) + f (w ) ∀z,w ∈ X

más aún si y = z + w

〈x∗, y − x〉+ σC� f (x ) ≤ σC� f (y)∀y ∈ X

.

Lema 3.1.4 (Teorema 2.8.3 [30]) Sean g, ℎ : X → R convexas y propias, supongamos que existe
x0 ∈ dom(g )∩dom(ℎ) tal que ℎ es continua en x0. Defina ϕ(x ) := g (x )+ℎ(x ). Entonces∀x∗ ∈ X ∗

ϕ∗(x∗) = mı́n{g ∗(x∗ − y∗) + ℎ∗(y∗) : y∗ ∈ X ∗}
Demostración. Teorema 2.8.3 [30] página 123.

Lema 3.1.5 Sea f : X → R tal que f ∗ es continua sobre A := Int(dom( f ∗)) , ∅, dado C ⊆ A
convexo cerrado y no vacó se tiene que:

∀x ∈ X∃x1, x2 ∈ X tal que x1 + x2 = x y ∂σC (x1) ∩ ∂ f ∗∗(x2) = ∂(σC� f ∗∗)(x1 + x2)

Demostración. Aplicando 3.1.4 con ℎ = f ∗ y g = IC se obtiene que ∀x ∈ X ∃x1, x2 tal que
σC� f ∗∗(x ) = σC (x1) + f ∗∗(x2), luego por 3.1.2

∂σC (x1) ∩ ∂ f ∗∗(x2) = ∂(σC� f ∗∗)(x1 + x2)

.

Lema 3.1.6 (Proposición 6.5.5 [18]) Sea g1, g2 : X → R propia tal que g1 es infcompacta y g2 sci y
acotada inferiormente. Entonces g1�g2 es sci y exacta.

Demostración. [18]

Lema 3.1.7 Sea (X , τ) un espacio topológico, ( fα)α∈D ⊆ R
X

una red de funciones sci crecientes,es
decir,

(∀α, β ∈ D)( α ≤ β ⇒ fα ≤ f β )

Considere xα ∈ εα − argmin fα con εα → 0 tal que (xα)α∈D es relativamente compacto. Define
f (x ) = sup

α∈D
fα (x ). Entonces:
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a) ı́nf
x∈X

f (x ) = sup
α∈D

ı́nf
x∈X

fα (x )

b) Cualquier punto de acumulación de (xα)α∈D esta en argmin f

Demostración. Sin perdida de generalidad (tomando subred) se puede suponer que xα → x̄ ∈ X .
En efecto sea yi )i∈E una subred de (xα), es decir , exist N : E → D tal que:

• yi = xN (i) ∀i ∈ E

• (∀m ∈ D)(∃n ∈ E ) tal quek ≥ n ⇒ N (k) ≥ m

Entonces considere una nueva red z (i,N (i)) := yi con (i,N (i)) ∈ Ẽ := {(i, p) : i ∈ E y N (i) = p}
y ordenada por

(i,N (i)) ≤ ( j,N ( j )) ⇔ i ≤ j and N (i) ≤ N ( j )

Luego considere z (i,N (i)) y f̃(i,N (i)) = fN (i) se tiene que (i,N (i)) ≤ ( j,N ( j )) ⇒ f̃(i,N (i)) ≤

f̃( j,N ( j ))
Ahora sea Vx̄ una base de vecindades para x̄ .
Primero si sup

α∈D
ı́nf
x∈X

fα (x ) > −∞, se puede suponer que ı́nf
x∈X

fα (x ) > −∞ ∀α ∈ D . Se afirma que

sup
V ∈Vx̄

sup
α∈D

ı́nf
v∈V

fα (v ) ≤ sup
α∈D

ı́nf
x∈X

fα (x )

En efecto sea V ∈ Vx̄ y δ > 0, entonces existe α0 ∈ D tal que ∀α ≥ α0 xα ∈ V y εα < δ.

sup
α∈D

ı́nf
v∈V

fα (v ) = sup
α≥α0

ı́nf
v∈V

fα (v )

≤ sup
α≥α0

fα (xα)

≤ sup
α≥α0

{
ı́nf
y∈X

fα (x ) + εα

}

≤ sup
α∈D

ı́nf
y∈X

fα (x ) + δ

Hence:

ı́nf
y∈X

f (y) ≤ f ( x̄ )

= sup
α∈D

fα ( x̄ )

= sup
α∈D

sup
V ∈Vx̄

ı́nf
v∈V

fα (v )

= sup
V ∈Vx̄

sup
α∈D

ı́nf
v∈V

fα (v )

≤ sup
α∈D

ı́nf
x∈X

fα (x )

Segundo si sup
α∈D

ı́nf
x∈X

fα (x ) = −∞ se afirma que

sup
V ∈Vx̄

sup
α∈D

ı́nf
v∈V

fα (v ) = −∞

En efecto V ∈ Vx̄ y n ∈ N, entonces existe α0 ∈ D tal que ∀α ≥ α0 xα ∈ V y −1
εα
< −n.
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sup
α∈D

ı́nf
v∈V

fα (v ) = sup
α≥α0

ı́nf
v∈V

fα (v )

≤ sup
α≥α0

fα (xα)

≤ sup
α≥α0

{
−1
εα

}
≤ −n

Luego.

ı́nf
y∈X

f (y) ≤ f ( x̄ )

= sup
α∈D

fα ( x̄ )

= sup
α∈D

sup
V ∈Vx̄

ı́nf
v∈V

fα (v )

= sup
V ∈Vx̄

sup
α∈D

ı́nf
v∈V

fα (v )

≤ −∞

b) es directa de a).

Teorema 3.1.8 Sea f : X → R σ(X ,X ∗)-sci, f ∗ continua sobre A := Int(dom( f ∗)) , ∅, C ⊆ A
no vacio, convex y compacto. Suponga que

∀x∗ ∈ C : argmin{ f − x∗} es convexo

Then:
σC� f ∗∗(x ) = σC� f (x ) ∀x ∈ X

Demostración. Sea x ∈ X por 3.1.5 existe x1, x2 tal que x = x1 + x2 y

∂σC (x1) ∩ ∂ f ∗∗(x2) = ∂(σC� f ∗∗)(x1 + x2)

Entonces por 3.1.1 se tiene que

∂σC (x1) ∩ ∂ f ∗∗(x2) ⊆ ∂σC (x1) ∩ ∂ f (x2)

luego por 3.1.3 se sigue la inclusión

∂(σC� f ∗∗)(x1 + x2) ⊆ ∂(σC� f )(x1 + x2)

De donde se concluye que:

∀x ∈ X ∂(σC� f ∗∗)(x ) ⊆ ∂(σC� f )(x )

Del hecho que Int(dom f ∗) ∩C , ∅ se tiene:

σC� f ∗∗ =
(
σC� f

)∗∗
De lo cual se tiene que:

∀x ∈ X ∂(σC� f ∗∗)(x ) = ∂(σC� f )(x )
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Finalmente como C compacto y f ∗ es continua sobre C

∀x ∈ X σC� f ∗∗ = máx
x∗∈C

{
〈x∗, x〉 − f ∗(x∗)

}

Luego ∀x ∈ X ∂(σC� f ∗∗)(x ) , ∅, y se concluye que ∀x ∈ X ∂(σC� f )(x ) , ∅ ⇒ σC� f =(
σC� f

)∗∗
= σC� f ∗∗

Definición 3.1.9 Considere C ⊆ X . Se dirá que U ⊆ P (C ) es una familia aproximante de C si :

• (U,⊆) es un conjunto preordenado.

• C ⊆
⋃

A∈U
A.

Más aún se entenderá que U es convexa (convexa cerrada, acotada, compacta, etc) si ∀A ∈ U A es
convexa (convexa cerrada ,acotada, compacta, etc).

Teorema 3.1.10 Sea f : X → Rσ(X ,X ∗)-sci tal que f ∗ es continua sobre A := Int(dom( f ∗)) , ∅.
Sea U una familia aproximante de A. Entonces:

sup
C∈U

{σC� f (x )} = σdom ( f ∗)� f (x ) ∀x ∈ X

Demostración. Sea x ∈ X
Primeo para cada C ∈ U se define:

gC (y) := f (y) + σC (x − y) = f (y) − 〈x∗0, y〉+ 〈x∗0, x〉+ σC−x∗0 (x − y)

y g (y) := f (y) + σA(x − y) = f (y) + σ ⋃
C ∈U

C (x − y), por lo cual gC y g son σ(X ,X ∗)-sci más

aún gC ↗ g puntualmente, en efecto, sea t y ∈ X y ε > 0 por lo tanto:

• Si σA(x − y) < +∞, existe x∗ ∈
⋃

C∈U
tal que g (y) ≤ f (y) + x∗(x − y) + ε ≤ sup

C∈U
gC (y) + ε

• Si σA(x − y) = +∞, entonces existe x∗ ∈
⋃

C∈U
tal que f (y) + x∗(x − y) > 1

ε

En ambos casos se concluye.
Ahora se estudiarán los siguientes casos:

• Si existe C ∈ U tal que gC = +∞. Entonces se concluye la demostración.

• Si para todo C ∈ U gC , +∞, entonces todas las gC son infcompact, esto por 2.1.5. Para
cada C ∈ U y cualquier ε ∈ (0, 1) se escoge x (C ,ε) ∈ ε − argmin{gC} (note que podemos
usar ε = 0), ahora defina g̃(C ,ε) := gC ∀ε ∈ (0, 1), I := {(C , d ) : C ∈ U y d ∈ (0, 1)} and
we order by (C1, d1) ≤ (C2, d2) ⇒ C1 ⊆ C2 y d1 ≥ d2. Finalmente considere i0 ∈ I y
restringiendo la red a Si0 := { j ∈ I : j ≥ i0}, entonces

∀i ∈ Si0 x i ∈ Γ := {y ∈ X : gi0 (y) ≤ máx{1, sup
C∈U

{σC� f (x )} + 1}}
Luego existen dos caso:

1.) Si sup
C∈U

{σC� f (x )} = +∞. Entonces la demostración es trivial.
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2.) Si sup
C∈U

{σC� f (x )} < +∞. Entonces Γ es relativamente compacto, en este caso se

puede aplicar 3.1.7 a g̃i y x i con i ∈ Si0 de donde se concluye.

Teorema 3.1.11 Sea f : X → R σ(X ,X ∗)-sci. Supongamos que:

i) f ∗ es continua sobre A := Int(dom( f ∗)) , ∅.

ii) Existe D ⊆ A convexo tal que A ⊂ D y ∀x∗ ∈ D : argmin{ f − x∗} es convexo.

Entonces
f ∗∗(x ) = σdom( f ∗)� f ∗∗(x ) = σdom( f ∗)� f (x ) ∀x ∈ X

Demostración. SeaU := {conv(C ) : C ∈ P f (D)}, donde P f (D) es el conjunto de todas las partes
finitas de D . Claramente U es una familia convexa compacta aproximante de D , esto fuerza que
U es familia convexa compacta aproximante de A.
Ahora dado x ∈ X , se tiene que C ∈ U

a) σdom( f ∗)� f ∗∗(x ) ≤ σdom( f ∗)� f (x ).

b) σC� f ∗∗(x ) ≤ σdom( f ∗)� f ∗∗(x ).

c) σC� f (x ) ≤ σdom( f ∗)� f (x )

d) σC� f ∗∗(x ) = σC� f (x ) ∀x ∈ X by 3.1.8

Finalmente por 3.1.10

sup
C∈CI(A)

{σC� f (x )} = σdom( f ∗)� f (x ) ∀x ∈ X

Esto completa la demostración

3.1.1 Aplicación del operador A f a espacios localmente convexos

En esta sección X ,Y serán evtlcs en dualidad con X ∗,Y ∗ respectivamente.

Definición 3.1.12 Considere f : X → R y A ∈ L(X ,Y ) se define A f : Y → R por

A f (y) := ı́nf{ f (x ) : Ax = y}
y se dirá que A f es exacta cuando A f (y) := mı́n{ f (x ) : Ax = y} para todo y ∈ Y .

Ahora se aplicará 3.1.11 a la funcíon A f .

Teorema 3.1.13 Sea f : X → R y A ∈ L(X ,Y ) tal que:

• (A f )∗ es continua sobre Int(dom(A f )∗) , ∅.

• A f es σ(Y ,Y ∗)-sci

• Existe D ⊆ Int(dom(A f )∗) convexo tal que Int(dom((A f )∗)) ⊂ D y que para cada y∗ ∈ D
el conjunto argmin{A f − y∗} es convexo.
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Then
σdom(A f )∗�A f (·) = sup

x∗∈Y

{
〈·, x∗〉 − f ∗ ◦ A∗(x∗)

}

Ahora se establecerán una serie de resultados que muestran cuando las hipotesis de 3.1.13 se
mantienen.

Lema 3.1.14 (Theorem 2.3.1 [30]) Considere f : X → R y A ∈ L(X ,Y ). Entonces (A f )∗ =
f ∗ ◦ A∗ y dom((A f )∗) = A∗−1(dom( f ∗)), donde A∗ es el operador adjunto de A.

Demostración. Teorema 2.3.1 [30] página 75.

Lema 3.1.15 Sea f : X → R, A ∈ L(X ,Y ). Entonces

∀y∗ ∈ Y ∗ A(argmin{ f − A∗(y∗)}) ⊆ argmin{A f − y∗}
Con igualdad si A f es exacta.

Demostración. Sea y ∈ A(argmin{ f − A∗(y∗)}), entonces existe x ∈ argmin{ f − A∗(y∗)} tal que
y = Ax , luego:

∀z ∈ X f (x ) − 〈A∗(y∗), x〉 ≤ f (z ) − 〈A∗(y∗), z〉

⇒ ∀z ∈ X A f (y) − 〈y∗,Ax〉 ≤ f (z ) − 〈y∗,Az〉

Entonces para w ∈ Y existen dos casos.

1. A−1({w}) = ∅, entonces A f (w ) = +∞

2. A−1({w}) , ∅, entonces

A f (y) − 〈y∗, y〉 ≤ A f (w ) − 〈y∗,w〉

Para la otra inclusión y ∈ argmin{A f − y∗}, tome x tal que Ax = y y A f (y) = f (x ), luego

∀w ∈ Y f (x ) − 〈A∗(y∗), x〉 ≤ A f (w ) − 〈y∗,w〉

⇒ ∀z ∈ X f (x ) − 〈A∗(y∗), x〉 ≤ A f (Az ) − 〈y∗,Az〉

⇒ ∀z ∈ X f (x ) − 〈A∗(y∗), x〉 ≤ f (z ) − 〈A∗(y∗), z〉

∴ Ax = y ∈ A(argmin{ f − A∗(y∗)})

Lema 3.1.16 Sea f : X → R sci e infcompact, A ∈ L(X ,Y ) sobreyectiva, entonces A f es exacta.

Demostración. Dado y ∈ Y , escojemos x0 ∈ X tal que Ax0 = y. Luego

A f (y) = ı́nf{ f (x ) : Ax = y} = ı́nf{ f (x0 + z ) : z ∈ K er (A)} = f �IK er (A) (x0)

Por 3.1.4 se tiene que f �IK er (A) es exacta, con lo cual se conluye el resultado.
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Lema 3.1.17 Considere f : X → R, A ∈ L(X ,Y ) y y∗ ∈ Y ∗. Entonces

A
(

f − A∗(y∗)
)
= A f − y∗

Demostración. Escoja y ∈ Y . Entonces:

A( f − A∗(y∗))(y) = ı́nf{( f − A∗(y∗))(w ) : Aw = y}
= ı́nf{( f − A∗(y∗))(w ) : Aw = y}
= ı́nf{ f (w ) − 〈y∗,Aw〉 : Aw = y}
= ı́nf{ f (w ) − 〈y∗, y〉 : Aw = y}
= ı́nf{ f (w ) : Aw = y} − 〈y∗, y〉
= A f (y) − 〈y∗, y〉

Lema 3.1.18 Sea f : X → R σ(X ,X ∗)-sci tal que f ∗ es continua sobre Int(dom f ∗) y A ∈
L(X ,Y ) sobreyectiva tal que Int(dom f ∗) ∩ A∗(Y ∗) , ∅. Enotnces A f es exacta.

Demostración. Tome x∗ ∈ Int(dom f ∗) ∩ A∗(Y ∗), por 2.1.5 se tiene que f − x∗ es σ(X ,X ∗)-
infcompacta, por 3.1.16 tenemos que A( f − x∗) es exacta. Más aún si A∗(y∗) = x∗ para algún
y∗ ∈ Y ∗ tenemos la por la formula 3.1.17 que A( f − x∗) = A f − y∗, entones dado y ∈ Y tome
x tal que Ax = y y A( f − x∗)(y) = f (x ) − 〈x∗, x〉, entonces

f (x ) − 〈x∗, x〉 = A( f − x∗)(y) = A f (y) − 〈y∗, y〉

Se concluye que A f (y) = f (x ) con Ax = y

Lema 3.1.19 Considere A ∈ L(X ,Y ). Entonces A es σ(X ,X ∗) − σ(Y ,Y ∗) continua.

Lema 3.1.20 Sea f : X → R sci e infcompacta y A ∈ L(X ,Y ) sobreyectiva. Entonces A f es sci e
infcompacta.

Demostración. Sea λ ∈ R e y ∈ Y tal que A f (y) > λ. Supongamos que existe (yα)α∈I tal que
yα → y y A f (yα) ≤ λ, por 3.1.16 A f es exacta, por lo cual ∀α ∈ I existe xα ∈ X tal que
Axα = yα y f (xα) = A f (yα), luego se tiene que (xα) ⊆ { f ≤ λ} y como f es infcompacta
existe una subred (z β )β∈ J de (xα) tal que z β → z ∈ { f ≤ λ}, por lo tanto A f (Az ) ≤ λ, pero
como A es continua, se concluye que Az = y, lo cual es una contradicción.
Otra forma de probar esto es que como A f es exacta (ver 3.1.16), se tiene que

{y ∈ Y : A f (y) ≤ λ} = A
({x ∈ X : f (x ) ≤ λ})

3.1.2 Aplicación a Subespacios

Definición 3.1.21 Sea F ⊆ X cualquiera. Para C ⊆ F se denotará IntF (C ) como el interior relativo
de C respecto a F (con la topológia traza)
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Lema 3.1.22 Sea X un evtlc e Y ⊂ X un subespacio lineal. Entonces ϕ : X ∗/Y ⊥ → Y ∗ definido
por

ϕ([x∗])(·) = 〈x∗, ·〉

es un isomorfismo lineal (en el sentido algebraico).

Demostración. Considere φ : X ∗ → Y ∗, φ(x∗) := x∗|Y , es lineal y sobreyectiva. luego se por el
primer teorema de isomorfismos se concluye.

Definición 3.1.23 Dado f : X → R y Y ⊂ X ∗ un subespacio lineal. Se define f̃Y : X/Y ⊥ → R

f̃Y ([x ]) := ı́nf{ f (y) : y ∈ [x ]Y }
Note que f̃Y = A f , con A(·) := [ · ]Y . Finalmente se define fY : X → R, fY (·) = f̃Y ◦ [ · ]Y .

Lema 3.1.24 Sea X un evtlc lc e Y ⊂ X un subespacio lineal. Considere A : (X , τX ) → (X/Y ⊥, σ(X ∗/Y ⊥,Y )),
definida por A(x ) = [x ]. Entonces A∗ : Y → X ∗ is A∗ : y∗ → y∗, es decir, la inclusión desde Y a X ∗

Demostración. Dado y∗ ∈ F se tiene que 〈A∗(y∗), x〉 = 〈y∗, [x ]〉 = 〈y∗, x〉

Lema 3.1.25 Sea (X ,X ∗) un par en dualidad, considere f : X → R y Y ⊂ X ∗ un subespacio lineal,
entonces f ∗|Y = f̃ ∗ y dom( f̃ ) = dom( f |Y )

Demostración. Se tiene que f̃ = A f , con A(·) := [ · ], por 3.1.24 y 3.1.14 se concluye.

Teorema 3.1.26 Considere X un evtlc, f : X → R e Y ⊂ X un subespacio lineal. Supongamos que:

• f ∗|Y es continua sobre IntY (dom f ∗ ∩Y ) , ∅.

• f̃Y es σ(Y ,Y ∗)-sci (σ(Y ,X/Y ⊥)-sci)

• Existe D ⊆ IntY (dom f ∗ ∩ Y ) convexo tal queIntY (dom f ∗ ∩ Y ) ⊂ D
Y

y ∀y∗ ∈ D
argmin{ f − y∗} es convexo.

Entonces
σdom( f ∗)∩Y� f̃Y = sup

x∗∈Y

{
〈·, x∗〉 − f ∗(x∗)

}

Demostración. Es una aplicación directa de 3.1.13 usando A = [ · ]Y y del hecho que

A ∈ L(X , σ(X ,X ∗),X/Y ⊥, σ(X/Y ⊥,Y ))

Definición 3.1.27 Sea X un evtlc C ⊆ X defina ri(C ) := Intaff(C ) (C ), es decir, como el interior de
C respecto aff(C ).

Teorema 3.1.28 Considere X un evtlc, f : X → R y F = aff(dom( f ∗)). Suponga que:

• f ∗|F es continua sobre ri(dom f ∗).
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• ∃x∗0 ∈ ri(dom f ∗) tal que f − x∗0 is σ(X ,X ∗)-sci y σ(X ,X ∗)-infcompacta.

• Existe D ⊆ r i (dom f ∗) convexo tal que ri(dom f ∗) ⊂ D y ∀x∗ ∈ D argmin{ f − x∗} is
convexo.

Entonces
σdom( f ∗)� f = f ∗∗

Más aún si dom( f ∗) = F se tiene que:

σdom( f ∗)� f = fF −x∗0 = f ∗∗

Demostración. Primero supongamos que x∗0 = 0. Entonces define A := [ · ] como la proyección
canonica sobre X/F ⊥. Luego es claro que A ∈ L(X , σ(X ,X ∗),X/F ⊥, σ(X/F ⊥, F )) y F es un
subespacio lineal.
Ahora se verificaran las hipotesis de 3.1.26

• f ∗F es continua sobre IntF (dom f ∗ ∩ F ) , ∅ por las hipótesis se tiene que f ∗F es continua
en 0 ∈ ri(dom f ∗) = IntF (dom f ∗ ∩ F )

• f es σ(X ,X ∗)-sci y σ(X ,X ∗)-infcompacta y A es sobreyectiva, esnotnces por 3.1.20 tene-
mos que A f = f̃F es σ(X/F ⊥, F )-sci e infcompacta.

• Por 3.1.15 y 3.1.24 se tiene que

∀y∗ ∈ Y argmin{ f̃F − x∗} = A
(
argmin{ f − x∗})

Lo que fuerza ∀x∗ ∈ D argmin{ f̃F − x∗} es convexo.

Entonces por by 3.1.26 se tiene que:

σdom( f ∗)� f̃F = sup
x∗∈F

{
〈·, x∗〉 − f ∗(x∗)

}

Más aún es fácil ver que: ∀x ∈ X

σdom( f ∗)∩F� f̃F ([x ]) = ı́nf
y∈X

{ fF (y)+σdom f ∗ (x−y)} = ı́nf
y∈X

{ ı́nf
z∈F ⊥

{ f (y+z )+σdom f ∗ (x−y−z )} = σdom( f ∗)� f (x )

En efecto si x∗ ∈ dom f ∗ 〈x∗, [x ] − [y ]〉 = 〈x∗, x − y〉 ⇒ σdom f ∗ (x − y − z ) = σdom f ∗ (x − y)
∀y ∈ F ⊥. De donde se concluye que:

σdom( f ∗)� f = f ∗∗

Finalmente si F = dom f ∗ se tiene que x−y < F ⊥, por lo cual σdom( f ∗) (x−y) = σF (x−y) = +∞

Ahora si x∗0 ∈ X ∗, se aplica lo anterior a ℎ = f − x∗0, es claro que ℎ satisface las hipótesis y

σdom( f ∗)−x∗0
�

(
f − x∗0

)
= f ∗∗ − x∗0

Entonces se concluye que
σdom( f ∗)� f = f ∗∗
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Nota 1 Lamentablemente con las hipotesis de 3.1.28 no es posible cambiar la igualdad fF −x∗0 = f ∗∗

por f = f ∗∗, en efecto considere f : R2 → R dada por f (x, y) =
1
2

x2 + ln
(
|y | + 1

)
. Entonces

f ∗(α, β) =
{

α2

2 si β = 0
+∞ si β , 0

Luego dom( f ∗) = R × {0} y ∀(α, 0) argmin{ f − (α, 0)} = {α} es convexo, pero es claro que
f , f ∗∗

3.2 Espacios Vectoriales Normados

En esta sección X será un espacio vectorial normado.

Definición 3.2.1 Considere f : X → R. Se define f̂ : X ∗∗ → R

f̂ (x ) =
{

f (x ) si x ∈ X
+∞ si x ∈ X ∗∗ \ X

Definición 3.2.2 Dado f : X → R y τ una topológia sobre X ∗∗. Se define f
τ

:→ R como

f
τ
(x∗∗) = sup

N ∈Nx∗∗ (τ)
ı́nf
y∈N

f̂ (y)

En particular si τ = σ(X ∗∗,X ∗) se escribe f
w∗∗

:= f
τ

Lema 3.2.3 Sea f : X → R σ(X ,X ∗)-sci. Entonces

a) f
w∗∗

is σ(X ∗∗,X ∗)-sci

b) f
w∗∗

(x ) = f (x ) ∀x ∈ X

c) ∂ε f
w∗∗

(x ) = ∂ε f (x ) ∀x ∈ X ∀ε ≥ 0

d) ∂ε f
w∗∗

(x∗∗) =
⋂

ε>0; U ∈N

⋃
y∈x∗∗+U

∂ε f (y)

e) f ∗ = ( f
w∗∗

)
∗

f) ∀x∗ ∈ X ∗
(
∂ f

w∗∗ )−1
(x∗) =

⋂
ε>0

(
∂ε f

)−1 (x∗)
w∗∗

g) ∀ℎ ∈ C ((X ∗∗, σ(X ∗∗,X ∗)),R) ı́nf
x∗∗∈X ∗∗

f
w∗∗

(x∗∗) + ℎ(z − x∗∗) = ı́nf
x∈X

f
w∗∗

(x ) + ℎ(z − x )

∀z ∈ X

h) Si f es infcompacta, entonces f
w∗∗
= f̂

i) f − x∗
w∗∗
= f

w∗∗
− x∗ ∀x∗ ∈ X ∗
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Demostración. Para las demostraciones de a),...,f) ver [15]. Solo se probará g). Dado z ∈ X es

claro que ı́nf
x∗∗∈X ∗∗

f
w∗∗

(x∗∗) + ℎ(z − x∗∗) ≤ ı́nf
x∈X

f (x ) + ℎ(z − x ),so if ν < ı́nf
x∈X

f (x ) + ℎ(z − x ), se

tiene que ∀x ∈ X ν − ℎ(z − x ) < f (x ) por lo tanto ∀x∗∗ ∈ X ∗∗ ν − ℎ(z − x∗∗) < f
w∗∗

(x∗∗)

Teorema 3.2.4 Considere f : X → R y F = aff(dom( f ∗)). Suponga que:

• ∃x∗0 ∈ ri(dom f ∗) tal que f
w∗∗
− x∗0 is σ(X ,X ∗)-sci y σ(X ,X ∗)-infcompacta.

• Existe D ⊆ ri(dom f ∗) convexo tal que ri(dom f ∗) ⊂ D y ∀x∗ ∈ D argmin{ f
w∗∗
− x∗} es

convexo.

Entonces
σdom( f ∗)�X ∗∗ f

w∗∗
= f ∗∗

Más aún si dom( f ∗) = F se tiene que:

σdom( f ∗)�X ∗∗ f
w∗∗
= f

w∗∗

F −x∗0
= f ∗∗

Demostración. Considere el par dual (X ∗, ‖ · ‖∗,X ∗∗, σ(X ∗∗,X )) y f
w∗∗

, entonces se tiene que:

1) f
w∗∗

es σ(X ∗∗,X ))-sci por 3.2.3.

2) ( f
w∗∗

)∗ es continua sobre ri(dom(( f
w∗∗

)∗) , ∅. En efecto por 3.2.3 ( f
w∗∗

)∗ = f ∗ luego es

continua sobre ri(dom(( f
w∗∗

)∗).

3) Directa de las Hipótesis.

Ahora se puede aplicar 3.1.28 y concluir el resultado.

Teorema 3.2.5 Sea f : X → R σ(X ,X ∗)-sci. tal que A := Int(dom( f ∗)) , ∅ y supongamos que
D ⊆ A es convexo tal que A ⊆ D y

∀x∗ ∈ D argmin{ f
w∗∗
− x∗} es convexo

. Entonces
f ∗∗(x∗∗) = σdom( f ∗)�X ∗∗ f

w∗∗
(x∗∗) ∀x∗∗ ∈ X ∗∗

En particular si dom f ∗
‖·‖

= X ∗ tenemos que f es convexa.

Demostración. Por 2.1.5 se tiene que ∀x∗ ∈ A f
w∗∗
− x∗ es infcompacta. Luego aplicando 3.2.4

se concluye el resultado.

Corolario 3.2.6 Sea f : X → R σ(X ,X ∗)-sci tal que A := Int(dom( f ∗)) , ∅, supongamos que
existe D ⊆ A convexa tal que A ⊆ D y

∀x∗ ∈ D∃εn → 0 tales que ∀n ∈ N εn − argmin{ f − x∗} is convex

. Entonces
f ∗∗(x∗∗) = σdom( f ∗)�X ∗∗ f

w∗∗
(x∗∗) ∀x∗∗ ∈ X ∗∗
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Demostración. Usando la formula 3.2.3 tenemos que

∀x∗ ∈ D argmin{ f
w∗∗
− x∗}

es convexo. Luego por 3.2.5 se concluye el resultado.

Corolario 3.2.7 Sea f : X → R σ(X ,X ∗)-sci tal que A := Int(dom( f ∗)) , ∅, suponga que existe
D ⊆ A convexo tal que A ⊆ D y

∀x∗ ∈ D argmin{ f − x∗} es convexo y f − x∗ es σ(X ,X ∗) − infcompacta

Entonces

f ∗∗(x∗∗) = σdom( f ∗)�X ∗∗ f
w∗∗

(x∗∗) = σdom( f ∗)�X f
w∗∗

(x∗∗) ∀x∗∗ ∈ X ∗∗

Demostración. Sea x∗ ∈ D . Se afirma que argmin{ f
w∗∗
− x∗} es convexo , en efecto usando 3.2.3

se tiene que (
∂ f

w∗∗ )−1
(x∗) =

⋂
ε>0

(
∂ε f

)−1 (x∗)
w∗∗

Más aún f − x∗ es σ(X ,X ∗)-infcompacta, entonces⋂
ε>0

(
∂ε f

)−1 (x∗)
w∗∗

=
⋂
ε>0

(
∂ε f

)−1 (x∗)

Se obtiene que (
∂ f

w∗∗ )−1
(x∗) =

(
∂ f

)−1 (x∗)

De esto se obtiene que estamos bajo las hipótesis de 3.2.5, de donde se conluye la primera igual-
dad. La segunda igualdad es directa de 3.2.3

Nota 2 El corolario anterior entrega el mismo resultado que el Teorema 10 de [25].

Corolario 3.2.8 Sea f : X → R σ(X ,X ∗)-sci tal que A := Int(dom( f ∗)) , ∅, supongamos que X
es reflexivo y existe D ⊆ A convexo tal que A ⊆ D y

∀x∗ ∈ D argmin{ f − x∗} es convexo

Entonces
f ∗∗(x ) = σdom( f ∗)� f (x ) ∀x ∈ X

Demostración. Directa de 3.2.5
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Conclusión

La primera parte de este trabajo introdujo la teoría variacional para las funciones asintóticamen-
te epi-puntadas en espacios vectoriales topológicos localmente convexos. Numerosos resultados
son extensiones de resultados obtenidos recientemente en espacios de Banach. Esta introducción
muestra que importantes resultados en el área de análisis convexo se mantienen para las funciones
epi-puntadas, más aún se observa que técnicas clásicas utilizadas en análisis convexo sobre espa-
cios de Banach pueden ocuparse en este contexto más general. Los más importantes resultados
en esta categoría son las extensiones de:

• Brøndsted, A. and Rockafellar, R. T. [6]

• Maximal monotonicity of subdifferential [23]

• Subdifferential Monotonicity as a characterization of convex function By Correa, Rafael and
Jofré, Alejandro and Thibault, Lionel [10]

• Integration of subdifferential of lower semicontinuous function by L. Thibault and D. Za-
grodny [27]

Es importante decir que estos resultados, probados en el contexto de (x, ‖ · ‖) un espacio de
Banach no son extendibles para funciones semicontinua inferiores (existen contraejmplos en
espacios normados no completos, ver por [23]). La clave para extender estos resultados a los
espacios vectoriales localmente convexos ha sido el uso de funciones más amigables llamadas
asintóticamente epi-puntadas.

La segunda parte de esta memoria se enfocó en demostrar criterios que garantizan la convexi-
dad de una función epi-puntadas. La caracterización variacional de funciones convexas ha tenido
diversas aplicaciones en el área de análisis convexo, siendo una de la mayor interrogante dentro de
estos estudios responder al conocido problema abierto acerca de la conjetura de Klee. Básicamente
la siguiente conjetura sigue abierta desde los años cincuenta.

Conjetura 1 Considere un conjunto C cerrado de un espacio de Hilbert H .Si cada x en H posee
una única proyección sobre C . Entonces C es convexo.

la condición sobre la proyección única se puede formular de manera equivalente diciendo que
la función f (y) := ‖y ‖2 + IC (y) es tal que para todo x en H el conjunto argmin{ f − x} es un
singleton. En nuestros terminos estos puede formularse de manera más general como que f es
una función epi-puntada y que el conjunto argmin{ f − x} es convexo para cada x en H . Frente
a lo anterior resulta natural pensar que el estudio de las funciones epi-puntadas podrá llevar a
dar respuestas a esta clase de problemas. En la literatura existen numerosos trabajos referentes a
esta conjetura, dentro de estos es destacable el articulo de Saint Raymond titulado Characterizing
convex functions by variational properties (ver [25]) y que consistio en el punto de partida del
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problema estudiado en el capitulo 3. En esta sección se desarrollo un estudio sobre la convexidad
de funciones frente a hipótesis más debiles que las utilizadas en el trabajo antes citado. Para este
objetivo hemos utilizado herramientas desarrollado en los articulos [15, 22]. EL resultado final
de este capitulo (véase teorema 1.2.8 Y ) es a la vez una generalización a espacios localmene
convexos y una simplificación considerable de la demostración del resultado de [25] (ver 3.2.7).

PREGUNTAS ABIERTAS

1. La primera interrogante que nos queda de este trabajo es desarrollar técnicas para aplicar las
ideas probadas en esta memoria al contexto de espacios de Banach (X , ‖ · ‖) no reflexivos.
Un ejemplo de esto fue mostrado en el capitulo 3, donde dada una función f : X → R se

uso su extensión natural a X ∗∗ dada por f
w∗∗

: X ∗∗ → R. Con esta alternativa se puede
llevar la teoría de las funciones epi-pointed al contexto de espacios no reflexivos y trabajar
con el par en dualidad (X ∗, ‖ · ‖∗,X ∗∗, σ(X ∗∗,X ∗)). Otra alternativa discutida durante la
memoria fue la siguiente: Dada una función f : X → R, aproximarla (en algún sentido)
por funciones fλ : X → R λ ∈ Λ, tales que fλ o f ∗λ sean epi-puntadas en el par dual
(X , ‖ · ‖,X ∗, σ(X ∗,X )), más concretamente utilizar la conjugada de Moreau-Yosida dada
por

fλ (xo) := ı́nf
x∈X

{ f (x ) + λ‖x0 − x ‖2}
2. Otra pregunta que surge es cambiar la hipótesis de continuidad de f ∗ en un topológia τX ∗

compatible con el par dual (X , τX ,X ∗, τ∗X ), por la continuidad de f ∗ en un topológia τ
(más fina que τX ∗ ) no compatible con el par dual (X ,X ∗). El ejemplo más claro donde
aplicar esto es en espacio de Banach no reflexivos y considerar τ = ‖ · ‖∗.

3. Durante el capitulo 3 se investigó la convexidad del operador A f , luego esto se aplicó para
establecer formulas del tipo

f ∗∗ = σdom( f ∗)� f

Una de las hipótesis utilizadas para este proceso es la semicontinuidad inferior débil del
operador A f (la cual se tiene si f ∗ es epi-puntada). Frente a esto surge la interrogante de
establecer las propiedades mínimas que debe poseer f para que A f sea débil semicontinua
inferior y posteriormente utilizarlas para generalizar los resultados.

4. Durante la última sección se demostró la igualdad

f ∗∗(x∗∗) = σdom f ∗�X ∗∗ f
w∗∗

(x∗∗) ∀x∗∗ ∈ X ∗∗

donde el ínfimo en la inf-convolución se toma sobre X ∗∗, luego una pregunta es dar hipó-
tesis para tener

f ∗∗(x ) = σdom f ∗�X f (x ) ∀x ∈ X

Notemos que la ultima igualdad está garantizada si se cumple que para cada x

sup
x∗∈dom( f ∗)

gx∗,x
w∗∗ = gx

w∗∗

donde gx∗,x = f (·) + 〈x∗, x − ·〉 y gx = sup
x∗∈dom( f ∗)

gx∗,x = f (·) + σdom( f ∗) (x − ·) hipótesis

de este estilo son utilizadas en recientes artículos (ver por ejemplo [16]).
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