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El presente trabajo aborda el problema del analisis de estabilidad, convergencia y desempefo
de los sistemas adaptables fraccionarios, utilizando el enfoque de los modelos de error, problema
que no ha sido abordado ni reportado en la literatura técnica hasta la fecha. Los modelos de error
fraccionarios surgen al introducir las derivadas de orden fraccionario en los esquemas adaptables
clasicos, ya sea describiendo la planta a controlar o identificar, o bien en las leyes de ajuste de los
parametros.

Como parte del desarrollo del trabajo, se estudiaron los cuatro modelos de error conocidos
hasta el momento, pero desde el punto de vista fraccionario. En todos los casos, el primer paso
fue realizar exhaustivos estudios por simulacion, que permitieron tener un nivel de comprension
inicial del desempefio de estos modelos de error, en cuanto a estabilidad y convergencia de los
errores.

Para analizar la estabilidad de estos modelos de error, fue preciso generar resultados ma-
tematicos generales, los que también constituyen un importante aporte de esta Tesis Doctoral.
Estos resultados permitieron completar el analisis de los Modelos de Error Fraccionarios 1y 4 en
su totalidad, y para ciertos casos particulares de los Modelos de Error Fraccionarios 2 y 3.

En relacion a la demostracién de convergencia del error de salida a cero, se obtuvieron re-
sultados analiticos para casos particulares en el Modelo de Error Fraccionario 1, y se expusieron
de manera concreta las principales dificultades que han impedido, hasta el momento, generalizar
estos resultados a los demas casos. También se obtuvieron otros resultados analiticos validos
para los cuatro modelos de error, que permiten afirmar que el promedio del cuadrado de la norma
del error de salida, tiene una tendencia decreciente. Esto puede resultar de utilidad en algunas
aplicaciones desde el punto de vista préactico.

Respecto de la convergencia del error paramétrico, se logré determinar que ella esta rela-
cionada con alguna forma de excitacion persistente, particular para los sistemas adaptables frac-
cionarios, pero no se logré dar cabal respuesta a esta interrogante. Sin embargo, se obtuvieron
resultados analiticos parciales para el caso del Modelo de Error Fraccionario 1 escalar, quedan-
do los restantes casos como parte del trabajo futuro a desarrollar en esta linea de investigacion.
No obstante, se expusieron las conclusiones intuitivas al respecto, obtenidas de los estudios por
simulacion.

Finalmente, este trabajo se complementd con el disefio, implementacion y analisis de dos
aplicaciones de controladores fraccionarios. El primero corresponde al control por referencia a
modelo de orden fraccionario para un regulador automatico de voltaje, mientras que el segundo
es un compendio de tres estrategias de control fraccionario para el control de posicién en un
sistema de levitacién magnética, conocido como Anillo de Thomson.
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1 Introduccion

La presente Tesis Doctoral estudia los sistemas adaptables de orden fraccionario, desde el
punto de vista de los modelos de error. Este problema se considera de gran trascendencia en la
actualidad, debido al auge que han tenido los esquemas de control adaptable fraccionario durante
los Ultimos afios, asi como la aparicion de modelos para sistemas basados en ecuaciones dife-
renciales de orden fraccionario. Sin embargo, el estudio de los sistemas adaptables fraccionarios
desde el punto de vista de los modelos de error, no ha sido reportado en la literatura técnica, lo
cual hace de éste un problema abierto cuya investigacion esta ampliamente justificada.

1.1. Motivacion

En el contexto de los sistemas adaptables puede encontrarse dos tipos de esquemas; los
esquemas de identificacion y los esquemas de control. Los problemas de identificacién se refieren
a la estimacion en tiempo real de los parametros desconocidos de un modelo del sistema, a partir
de las sefales de entrada-salida. Los problemas de control, en cambio, se refieren al disefio de
controladores para sistemas con parametros desconocidos, también basados en la informacién
de entrada-salida en tiempo real.

De manera general, en el caso del control adaptable pueden encontrarse esquemas de con-
trol indirecto, esquemas de control directo y combinaciones de ellos. En los esquemas de control
indirecto los parametros del controlador se calculan a partir de informacién entregada por un es-
guema de identificacidn de los parametros del sistema. En el caso del control adaptable directo, en
cambio, los parametros del controlador son ajustados directamente, sin necesidad de un esquema
de identificacion de parametros. En el caso de los esquemas combinados, se dispone tanto de un
proceso de identificacion de parametros del sistema como uno de ajuste de los parametros del
controlador, los cuales interactuan mutuamente.

Las leyes de ajuste han evolucionado con el transcurso de los afos, con la aparicion de teo-
rias como las redes neuronales, los algoritmos genéticos, la optimizacion por enjambre de particu-
las (en adelante PSO, por sus siglas en inglés (Particle Swarm Optimization)), ajustes Bayesianos,
entre otros. Pero sin lugar a dudas, una de las leyes de ajuste mas utilizadas es la que emplea
la técnica del gradiente (Narendra & Annaswamy, 2005), en la cual el pardmetro a estimar es el
resultado de la solucion de una ecuacion diferencial de orden entero, moviéndose en la direccion
negativa del gradiente de la funcién criterio que se desea minimizar.

Independientemente de que se aborde un esquema de identificacién o un esquema de con-
trol, la gran mayoria de los esquemas adaptables pueden describirse, desde el punto de vista de
estabilidad, convergencia y desempefo, a través de dos ecuaciones; la primera corresponde a la
ecuacion del error de salida y la segunda corresponde a la ecuacion del error paramétrico o ley
de ajuste. Es precisamente al conjunto de estas dos ecuaciones a lo que se le denomina modelo
de error (Narendra & Annaswamy, 2005; loannou & Fidan, 2006; Tao, 2003).



Resulta natural que la formulacion de diferentes problemas de identificacion y/o control y la
correspondiente eleccion de las leyes de ajuste de los parametros, conduzcan a diferentes mo-
delos de error. No obstante, la mayoria de los sistemas adaptables de orden entero se pueden
estudiar haciéndolos coincidir con alguno de los cuatro modelos de error conocidos. Asi, anali-
zando estos modelos en forma separada, los cuales son independientes del sistema adaptable
especifico analizado, es posible estudiar el desemperfio de una gran variedad de sistemas, ra-
zén por la cual el estudio de los modelos de error resulta particularmente atractivo (Narendra &
Annaswamy, 2005).

Con el auge del uso de los operadores fraccionarios en el area de identificacion y modelacién,
se ha demostrado que muchos sistemas, por su naturaleza propia, resultan mejor modelados
mediante ecuaciones diferenciales de orden fraccionario. Puede mencionarse por ejemplo los
procesos de difusién como los que se encuentran en las baterias (Sabatier et al., 2006), algunos
procesos de transferencia de calor (Gabano & Poinot, 2011), el efecto de la frecuencia en las
maquinas de induccién (Lin et al., 2000), entre otros. Por lo tanto, la presencia de estos sistemas
dentro de un esquema de control adaptable, sin importar la técnica en particular que se utilice,
ya implica que el esquema adaptable resultante es de orden fraccionario. Esto se ve reflejado
directamente en el hecho de que la ecuacién de salida del modelo de error correspondiente estara
descrita mediante una ecuacién diferencial de orden fraccionario.

Del mismo modo, aunque el sistema a controlar no sea de orden fraccionario sino que esta
descrito por ecuaciones diferenciales de orden entero, se han incluido intencionalmente operado-
res fraccionarios en el disefio de las técnicas de control que se aplican, pues su uso ha demostrado
ser de utilidad frente a situaciones tan frecuentes como la presencia de ruido, perturbaciones y va-
riaciones paramétricas. En el caso de los esquemas adaptables, la libertad de disefio de las leyes
de ajuste, implica que la ecuacion del error paramétrico en los modelos de error pueda también
estar descrita mediante una ecuacion diferencial de orden fraccionario, siempre que se garantice
la estabilidad del correspondiente esquema.

Por lo tanto, al existir la posibilidad de tener tanto ecuaciones del error de salida como ecua-
ciones del error paramétrico descritas mediante ecuaciones diferenciales de orden fraccionario,
han surgido los modelos de error fraccionarios, cuyo estudio se aborda en esta Tesis. Estos mo-
delos de error fraccionarios, ademas, pueden ser vistos como una generalizacion de los modelos
de error enteros, ya conocidos y completamente estudiados (Narendra & Annaswamy, 2005; loan-
nou & Fidan, 2006; Tao, 2003).

1.2. Antecedentes del problema

La necesidad de tener un respaldo analitico de la estabilidad de los esquemas de orden frac-
cionario, ha dado lugar a la aparicién de algunas herramientas para este analisis. Sin embargo,
no todas son aplicables a los esquemas adaptables, pues en general estos sistemas son no linea-
les y variantes en el tiempo. Dentro de las técnicas reportadas en la literatura técnica que si son
aplicables a estos sistemas, puede mencionarse el principio de comparacion fraccionario escalar,
que se encuentra detallado en el Capitulo 3 de esta Tesis. Esta es una metodologia que permite
conocer el comportamiento de la solucion de una ecuacion diferencial, comparandola con otra
de resultado conocido. Este resultado es especialmente til, pues de este modo no es necesario
resolver la ecuacion diferencial en estudio, lo cual resulta muy complejo en la mayor parte de las
ocasiones. Este principio fue planteado en (Li et al., 2010), pero en (Choi & Koo, 2011) fue relajada



una de las condiciones del mismo. Sin embargo, la dificultad de esta metodologia radica en que es
preciso encontrar una ecuacion diferencial fraccionaria de solucién conocida, para compararla con
aquella que se quiere analizar. Esto puede resultar sumamente dificil en el caso de los sistemas
adaptables, donde existe desconocimiento de los parametros. Ademas, la generalizacioén de esta
técnica al caso vectorial, impone restricciones adicionales al sistema de comparacién utilizado,
haciendo imposible su uso para el caso del analisis de los modelos de error en su forma vectorial.

Otra de las técnicas que han sido reportadas en la literatura para el analisis de sistemas frac-
cionarios no lineales y variantes en el tiempo, es la extension fraccionaria del método directo de
Lyapunov (Li et al., 2010), cuyos detalles pueden encontrarse en el Capitulo 3. Esta metodologia
es aplicable a sistemas fraccionarios generales, pero tal como sucede en el método directo de
Lyapunov clasico, este método es solamente una condicion suficiente para demostrar la estabili-
dad de los sistemas fraccionarios, lo cual significa que un sistema aun puede ser estable aunque
no se encuentre una funcién de Lyapunov candidata para concluir sobre su estabilidad. Ademas,
la gran dificultad de este método radica precisamente en encontrar una funcién de Lyapunov para
el sistema que se analiza, debido a las carencia de resultados que permitan generalizar el uso de
las funciones que se utilizan en el caso entero al caso fraccionario.

Algunos autores han propuesto funciones de Lyapunov para demostrar la estabilidad de sis-
temas de orden fraccionario. Puede citarse por ejemplo los dos prominentes trabajos de Laksh-
mikantham et al. (2008, 2009). Sin embargo, en éstos la relacién entre la funciéon de Lyapunov
y la ecuacion diferencial fraccionaria que rige al sistema no es trivial, lo cual limita mucho su
utilizacién. En Burton (2011) se proponen algunas funciones de Lyapunov alternativas, donde la
relacion entre ésta y la ecuacién diferencial fraccionaria que rige el sistema es mas evidente, pero
estas funciones tampoco son simples y ademas son validas para sistemas fraccionarios con ca-
racteristicas particulares, no aplicables a los modelos de error y en general tampoco a la inmensa
mayoria de los esquemas adaptables fraccionarios que se puedan generar. Finalmente, se han
realizado grandes esfuerzos por utilizar la funcion cuadratica como funcién de Lyapunov para el
andlisis de sistemas fraccionarios, pero debido a la aparicion de una sumatoria infinita de tér-
minos al momento de derivarla, se reportan solamente desarrollos donde imponen restricciones
adicionales al sistema, permitiendo que esta sumatoria sea acotada y usando la cota correspon-
diente en el disefio de las leyes de control (Onder, 2008; Aghababa, 2011a; Dadras & Momeni,
2011; Senejohnny & Delavari, 2012; Yin et al., 2013; Luo & Liu, 2014). Esto evidementemente es
una restriccién muy fuerte, pues el desconocimiento de los parametros en la gran mayoria de los
esquemas adaptables fraccionarios hace imposible conocer dichas cotas.

Respecto de los esquemas adaptables fraccionarios reportados en la literatura, el Capitulo
2 ofrece un analisis detallado de éstos, pero las observaciones fundamentales de este analisis
pueden resumirse como sigue.

Dentro de los esquemas adaptables de orden fraccionario que se han reportado en la litera-
tura técnica, puede identificarse cuatro grupos de acuerdo a las estrategias utilizadas. El primero
corresponde a esquemas de control por modo deslizante fraccionario, donde los operadores frac-
cionarios pueden aparecer describiendo el sistema a controlar, en la definicion de la superficie
deslizante utilizada o en la sefal de control empleada. Un segundo grupo corresponde a estra-
tegias de control por realimentacion de alta ganancia de la salida o de los estados, donde esta
ganancia se ajusta a través de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario. El tercer grupo
corresponde a estrategias de control adaptable por referencia a modelo de orden fraccionario (en
adelante FOMRAC, por sus siglas en inglés (Fractional Order Model Reference Adaptive Con-
trol)); donde los operadores fraccionarios pueden encontrarse ya sea en el sistema a controlar,
en el modelo de referencia utilizado, en las leyes de ajuste o en combinaciones de estos casos.

3



Finalmente, el cuarto grupo corresponde a otras estrategias de control adaptable fraccionario mis-
celaneas, donde se reportan uno o dos trabajos solamente en cada estrategia, entre las cuales
puede mencionarse el método de estabilizacion adaptiva universal (en adelante UAS, por sus si-
glas en inglés (Universal Adaptive Stabilization)), control por modelo interno (en adelante IMC, por
sus siglas en inglés (Internal Model Control)) y la identificacién de sistemas fraccionarios usando
diferentes técnicas, entre otras.

En todos los trabajos en que se realizaron comparaciones entre los esquemas fraccionarios
v/s los esquemas clasicos enteros, los esquemas adaptables fraccionarios presentaron ventajas
con respecto a los esquemas enteros equivalentes, siendo el rechazo a las perturbaciones de los
esquemas fraccionarios y la robustez ante el ruido, algunas de las ventajas mas importantes.

En cuanto al andlisis de estabilidad de los esquemas adaptables presentados, sélo se re-
portaron en muy pocos de los trabajos mencionados. En el caso de las estrategias de control
por modo deslizante, los andlisis de estabilidad se realizaron en su mayoria utilizando el método
directo de Lyapunov entero, y para ello fue preciso incluir operadores fraccionarios conveniente-
mente en la definiciéin de la superficie deslizante. También se reportan algunos trabajos donde
se utilizé la extension fraccionaria del método directo de Lyapunov. En estos trabajos se utiliza
la funcién de Lyapunov cuadratica, pero imponiendo la restriccién adicional de que la sumatoria
infinita de términos que aparece en su derivada fraccionaria, sea acotada y con cota conocida.
En ninguno de los casos, estos analisis son generalizables a los modelos de error fraccionarios y
por consiguiente tampoco a aquellos sistemas adaptables fraccionarios que los modelos de error
representan. En el caso de los esquemas por realimentacién de alta ganancia y en el caso de los
trabajos pertenecientes al cuarto grupo mencionado, se reporta analisis tedrico de estabilidad en
algunos pocos trabajos. En algunos casos, los analisis fueron realizados directamente del ana-
lisis detallado de las ecuaciones del sistema correspondiente y en otros, utilizando la extension
fraccionaria del método directo de Lyapunov, con las mismas restricciones ya planteadas, siendo
imposible generalizar estos andlisis al caso de los modelos de error. Finalmente, en el caso de las
estrategias FOMRAC, se reporta solamente el andlisis tedrico de estabilidad en un caso, aunque
haciendo uso de la representacion difusiva, metodologia que aun tiene algunos puntos débiles y
que es preciso aclarar.

Resulta sumamente importante mencionar que no se ha reportado ningun trabajo que aborde
el andlisis de los esquemas adaptables desde el enfoque de los modelos de error. Sélo pueden
encontrarse algunos analisis preliminares y parciales que son resultado de este trabajo de tesis
(Aguila-Camacho & Duarte-Mermoud, 2012; Duarte-Mermoud & Aguila-Camacho, 2013; Aguila-
Camacho & Duarte-Mermoud, 2014), lo cual hace que este sea un problema abierto cuya investi-
gacion esta ampliamente justificada.

1.3. Objetivos, metodologia y resumen de resultados

Dada la importancia del problema y la carencia de resultados reportados a la fecha, se abord6
este trabajo investigativo, cuyos resultados se presentan en esta Tesis Doctoral. A continuacién
se introducen los objetivos que dieron inicio a este estudio, y que estan directamente relacionados
con la organizacién de los contenidos del presente documento.

Objetivo general Disenar esquemas de control e identificacion de sistemas de parametros des-
conocidos, combinando teoria de calculo fraccionario con los esquemas adaptables tradicionales
(orden entero), considerando los operadores fraccionarios, tanto en los sistemas como en las
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leyes de ajuste de los parametros. Analizar la estabilidad, convergencia y desemperio de los es-
quemas fraccionarios resultantes, desde el punto de vista de los modelos de error, combinando
las herramientas de andlisis disponibles en la literatura y otras desarrolladas en la Tesis.

Obijetivos especificos

En funcion del objetivo general de este trabajo, se establecieron los siguientes objetivos es-
pecificos:

1. Analizar mediante simulaciones la estabilidad, convergencia y desempefo de los Modelos
de Error Fraccionarios 1 a 4, obtenidos de los modelos de error clasicos sustituyendo las
derivadas enteras por derivadas de orden fraccionario, tanto en la ecuacién del error como
en las leyes de ajuste, considerando los 6rdenes de derivacion en el intervalo (0, 1].

2. Generar resultados matematicos que permitan el uso de funciones de Lyapunov en el ana-
lisis de estabilidad de los Modelos de Error Fraccionarios 1 a 4, ya sea mediante el método
directo de Lyapunov clasico o utilizando su extension fraccionaria.

3. Utilizar los resultados del punto 2 u otras técnicas de andlisis alternativas, para demostrar
analiticamente la estabilidad de los Modelos de Error Fraccionarios 1 a 4.

4. Generar resultados matematicos que permitan analizar la convergencia de funciones, basa-
do en informacién disponible sobre su integral fraccionaria.

5. Aplicar los resultados del punto 4 para analizar la convergencia de los errores en los Modelos
de Error Fraccionarios 1 a 4.

6. Disenar controladores adaptables que incluyan operadores fraccionarios y aplicarlos a sis-
temas reales a nivel de simulaciones, para poner de manifiesto las ventajas de incluir estos
operadores en los esquemas.

En base a los objetivos propuestos, se comenzé analizando mediante simulaciones los cuatro
modelos de error fraccionarios. Estos estudios por simulaciones permitieron observar el compor-
tamiento de estos modelos de error en dependencia del orden de derivacion utilizado, y ademas
adquirir algan nivel de comprensién sobre los resultados analiticos referentes a su estabilidad y
convergencia que debian demostrarse a continuacion.

Enseguida se investigd acerca del andlisis de estabilidad del Modelo de Error Fraccionario 1,
que es el mas simple de todos, utilizando técnicas conocidas. Para el caso escalar existia un resul-
tado en la literatura (Diethelm, 2004) que aseguraba la estabilidad. Sin embargo, resulté imposible
extender el andlisis al caso vectorial, usando el mismo método, razén por la cual se comenzé a
investigar sobre la existencia de funciones de Lyapunov aplicables para este analisis. Como re-
sultado de este arduo trabajo tedrico, se generaron los Lemas 3, 4, y 5 contenidos en esta Tesis,
que permitieron demostrar analiticamente la estabilidad, no solo del Modelo de Error Fraccionario
1, sino ademas de casos particulares de los Modelos de Error Fraccionarios 2 y 3 y en todos
los casos en el Modelo de Error Fraccionario 4. Es preciso senalar que estos lemas, ademas de
permitir la demostracion analitica de estabilidad de los modelos de error fraccionarios, tienen una
aplicacion mucho mas amplia, pues permiten la utilizacion de funciones de Lyapunov cuadraticas
en el andlisis de estabilidad y convergencia de una gran variedad de sistemas fraccionarios, inclu-
yendo sistemas fraccionarios no lineales, tal como puede apreciarse en el Lema 6 contenido en
esta Tesis.



En paralelo a estos desarrollos de estabilidad, se trabaj6é en el analisis te6rico sobre la con-
vergencia de los errores en los modelos de error fraccionarios. En este punto, fue evidente que no
era posible utilizar el Lema de Barbalat clasico para demostrar la convergencia del error de salida,
como se hace en el caso entero, debido a particularidades de los operadores fraccionarios y de
los modelos de error. Por lo tanto, se dirigieron los esfuerzos hacia la generacion de un resultado
equivalente al Lema de Barbalat para el caso fraccionario. Este result6é un trabajo extremadamente
complejo, que aun continda sin ser resuelto en su totalidad, pero en el cual se lograron avances
que resultan fundamentales para la obtencién del resultado en una etapa posterior. Asi, se generé
el Lema 8 contenido en esta Tesis, que puede ser considerado un primer paso hacia la obtencién
de un equivalente fraccionario del Lema de Barbalat. Aunque el Lema 8 no permiti6 demostrar la
convergencia del error de salida en los modelos de error fraccionarios en general, si se lograron
resultados al respecto considerando casos particulares de las sefales de entrada.

Como complemento a este trabajo de Tesis, se realizaron dos aplicaciones de controlado-
res fraccionarios a sistemas reales, a nivel de simulaciones. La primera aplicacion corresponde al
control de voltaje de salida en un regulador automatico de voltaje (en adelante AVR, por sus siglas
en inglés (Automatic Voltage Regulator)), utilizando FOMRAC. Esta aplicacion prob6 que efecti-
vamente las leyes de ajuste fraccionarias pueden resultar en un mejor desempeno del sistema
controlado frente a variaciones paramétricas del sistema, y con ellas se puede obtener un menor
esfuerzo de control que con sus contrapartes enteras. Este trabajo, ademas, sent6 un precenden-
te importante en el disefio de estos controladores, pues los érdenes de derivacién fraccionarios
utilizados fueron optimizados en base a una funcién objetivo definida adecuadamente para el pro-
blema. Esta metodologia fue exitosamente aplicada, y generd una respuesta certera a la pregunta
que surgié al inicio de la investigacién sobre ;Como escoger el orden de derivacion éptimo para
las leyes de ajuste, ya que al ser fraccionario se tiene un rango de posibilidades para hacerlo?

Ademas de la aplicacion al AVR, se realizé una segunda aplicacion para el control de posicion
en un sistema de levitacion magnética. En este caso se implementaron diferentes estrategias de
control que incluyeron los operadores fraccionarios, y donde también se incluyeron procesos de
optimizacién en el disefio para algunas de ellas. El objetivo fundamental de esta aplicacién fue
brindar una guia metodoldgica sobre como incluir los operadores fraccionarios en estrategias de
control conocidas, ampliando asi la gama de posibilidades de que se dispone actualmente para
controlar los sistemas.

Todos los detalles del trabajo realizado y los resultados obtenidos que han sido menciona-
dos, pueden encontrarse dentro del presente documento, de acuerdo a la siguiente organizacion.
El Capitulo 2 contiene el analisis del estado del arte de los sistemas adaptables fraccionarios, asi
como de las herramientas de analisis de estabilidad existentes para sistemas de orden fracciona-
rio, con las correspondientes conclusiones al respecto. Seguidamente, el Capitulo 3 presenta el
marco teorico relacionado con el calculo fraccionario, y el detalle de las herramientas para el anali-
sis de estabilidad de los sistemas de orden fraccionario que se utilizan en este trabajo. Del mismo
modo, presenta algunas propiedades y lemas que son utilizados con posterioridad en las demos-
traciones matematicas contenidas en esta Tesis. El Capitulo 4 presenta una recopilacion de los
resultados matematicos generales que fueron generados durante este trabajo investigativo, que se
utilizan con posterioridad en el analisis de estabilidad de los modelos de error fraccionarios, pero
que en si mismos constituyen resultados relevantes de esta investigacion, por su aplicabilidad a
otros problemas en el ambito del andlisis de ecuaciones diferenciales fraccionarias. El Capitulo
5 presenta el analisis de los Modelos de Error Fraccionarios 1, 2, 3 y 4. Este analisis incluye los
estudios por simulacién y la presentacion de los analisis teéricos de estabilidad y convergencia
generados como parte del trabajo. El Capitulo 6 presenta la aplicacién del FOMRAC al control de
voltaje de salida de un AVR, asi como la aplicacién del control de posicién para un sistema de
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levitacibn magnética. Finalmente se presentan las conclusiones generales que se derivan de la
investigacion y el trabajo futuro que se advierte.



2 Estado del arte del disefno y analisis
de esquemas adaptables fracciona-
rios

En la literatura técnica ya puede encontrarse una amplia gama de trabajos en los cuales se
reportan esquemas adaptables de orden fraccionario, y éstos pueden agruparse en varios enfo-
ques: control por modos deslizantes, realimentacion de alta ganancia, FOMRAC y otras técnicas
miscelaneas de las cuales se encuentran uno o maximo dos trabajos en cada una. Este capitulo
realiza un analisis detallado de estos trabajos, exponiendo tanto la estrategia de control en si mis-
ma como la metodologia que se utilizé para probar analiticamente la estabilidad del esquema, en
los casos en que se reporta. Del mismo modo, al final del capitulo se establecen las conclusiones
fundamentales que pueden extraerse del analisis de este conjunto de trabajos.

2.1. Estrategias de control por modo deslizante de orden fracciona-
rio

El primer enfoque que puede encontrarse en la literatura técnica agrupa trabajos relacionados
con control por modos deslizantes, en los cuales los operadores fraccionarios pueden aparecer
tanto describiendo el sistema a controlar, como en la definicion de la superficie deslizante o la
sefal de control que se propone.

Pueden citarse trabajos donde se trata con sistemas de orden fraccionario y la superficie
deslizante se escoge incluyendo también operadores de orden fraccionario, como por ejemplo Yin
et al. (2012a); Dadras & Momeni (2010); Jiang & Ma (2013); Li et al. (2013); Yang & Liu (2013).
En estos casos, la seleccién de la superficie deslizante incluyendo operadores fraccionarios es
lo que posibilita que se pueda probar la estabilidad mediante el método directo de Lyapunov.
Para comprender mejor este hecho, mencionado reiteradamente en la literatura, se resumen a
continuacion los principales detalles del trabajo presentado en Yin et al. (2012a).

En Yin et al. (2012a) el sistema estudiado tiene la forma

CDQI‘T::y‘f(x7y7z)+zl¢(x7y7z) —or
“Dey =g (z,y,2) — By +u(t) (2.1)
CDqSZ:y'h(‘r7yvz> —x-qﬁ(x,y,z) - 7%

donde z,y,z € R; f,g,h,¢ : R®* = R. u(t) € R es la sefial de control que se anade para controlar
el sistema fraccionario y © D¢ corresponde a la derivada de orden ¢ segin Caputo (Kilbas et al.,
2006), cuya definicion puede encontrarse en la Ecuacién (3.2) del Capitulo 3. El objetivo de este
esquema es estabilizar los estados del sistema (2.1).



De acuerdo a lo expuesto por los autores, este tipo de sistema describe una cantidad de
sistemas cadticos de orden fraccionario como el de Chen, el de Lorenz y el de Liu, entre otros.

La superficie deslizante s (t) se define como

t
s(t) = CD= 1y (1) + / o (7) dr, (2.2)
0
donde la funcion v (t) esté descrita por la siguiente ecuacién

V() =x- f(x,y,2)+ 2z h(x,y,z)+ By. (2.3)

Para encontrar la senal de control que garantiza convergencia hacia la superficie deslizante,
utilizan el método directo de Lyapunov. Para ello proponen la funcién de Lyapunov candidata,
positiva definida

Vsme = s (t). (2.4)

Al calcular la derivada V¢ resulta que:
Vane = 25 (t) § (t

— 25 () [DPy () + 2 - f (2,9, 2) + 2 h (2,9, 2) + By (2.5)
= 25 (1) g (2,5, 2) +u(t) + - f (2,9,2) + 2 h (2,,2)].

De este modo, seleccionando la sefal de control « (¢) de la forma

U(t) = _g(xayw%.) — - f(mvyvz) -z h(l’,y,Z) —ngn(s), (26)
1 s>0

donde sgn (s) = 0 s=0 y K eslaganancia del controlador, resulta que la derivada de la
-1 s<0

funcion de Lyapunov queda de la forma

Vsme = —2K |s|. (2.7)

Dado que Vguc es negativa definida, se garantiza la convergencia hacia la superficie des-
lizante cuando la trayectoria comienza fuera de ella. Como se aprecia, la forma en que se ha
definido la superficie deslizante en (2.2) resulta en que aparece la derivada fraccionaria de la
segunda variable de estado y (¢) en la expresién (2.5), que puede por tanto sustituirse por la ecua-
cién de estado correspondiente, no representando asi un obstaculo al momento de realizar la
demostracion de estabilidad.

Otra forma de abordar el problema, diferente a la planteada anteriormente, es considerar la
superficie deslizante sin operadores fraccionarios incluidos, pero en cambio éstos apareceran en
la definicion de la sefal de control resultante como Unica forma de garantizar la convergencia
hacia la superficie, usando el método directo de Lyapunov clasico. Puede citarse en este caso el
trabajo reportado en Xiaomei et al. (2013).

Se reportan otros trabajos similares donde la complejidad del problema aumenta, al consi-
derarse que existe incertidumbre en el sistema a controlar. Para tratar con esta incertidumbre,
se considera que ésta es acotada y con cota conocida, pues asi puede incluirse esta cota en el
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disefo de la estrategia de control y garantizar la convergencia hacia la superficie deslizante. En
este caso, pueden encontrarse trabajos donde los operadores fraccionarios aparecen en el disefio
de la superficie deslizante (Dadras & Momeni, 2012; Aghababa, 2011b; Yin et al., 2013), y otros
donde no se incluyen en ésta, pero en cambio ellos aparecen en la sefial de control resultante
(Hosseinnia et al., 2010). Para el disefio de la senal de control que garantiza la convergencia
hacia la superficie deslizante, estos trabajos utilizan el método directo de Lyapunov clasico. Pa-
ra facilitar la comprension de la introduccidén de la cota para la incertidumbre en el analisis de
estabilidad, se presenta a continuacion una breve explicacion de los resultados presentados en
Aghababa (2011b).

En el trabajo Aghababa (2011b) el autor propone un esquema de control por modo deslizante
fraccionario, para la estabilizacién y sincronizacion de una clase de sistemas caodticos de orden
fraccionario. Considera un sistema esclavo de la forma

c
D = g1, 1<i<n—1

CD%, = f (2,1) + Af (2.8) +u(t). (2.8)

donde v € (0,1), z (t) = [z1,x2,...,x,]" € R™ es el vector de estado, f (z,t) € R es una funcién
no lineal dada y conocida, Af (z,t) € R representa la incertidumbre propia del sistemay la incer-
tidumbre debido a una perturbacién externa al sistema, que se supone desconocida, y u (t) € R
es la sefal de control.

El sistema maestro tiene la forma

CD%; = yiy1, 1<i<n-—1 (2.9)
“DYy, =g (y,t) + Ag (y, 1),

donde y (t) = [y1,y2,.-- ,yn]T € R™ es el vector de estado, g (y,t) € R es una funcién no lineal
dada y conocida. Ag (y,t) € R representa la incertidumbre propia del sistema y la incertidumbre
debido a una perturbacion externa al sistema, que se supone desconocida.

No obstante, los términos de incertidumbre se suponen acotados satisfaciendo

IAf (2, 1) <m |1Ag (y,1)] < 72,

donde v, y 12 son dos constantes positivas y conocidas. Definiendo el error de sincronizacion
como e (t) =y (t) — z (t), entonces la dindmica del error queda definida como

Qp. — o <qi<n—
{Del ei+1, 1<i<n-1 (2.10)

D% = g (y,t) + Ag (y,t) — f(z,t) = Af (z,t) —u(?).

Nuevamente en este articulo se propone una superficie deslizante que incluye un operador
fraccionario. La superficie deslizante estd dada por la expresion

t n
s(t) = CDaflen —|—/ (Z Ci6i> dr, (2.11)
0 \i=1

donde e;,i = 1,2,...,n son los errores de estado y ¢;,i = 1,2,...,n son parametros de la su-
perficie deslizante, que se escogen para garantizar que s (¢) = 0. Para garantizar la convergencia
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hacia la superficie deslizante, el autor utiliza el método directo de Lyapunov clasico, proponiendo
una funcién de Lyapunov candidata definida positiva de la forma

V =|s(t)|. (2.12)
Al calcular su primera derivada resulta
V =sgn(s)é = sgn(s) [g (y,t) + Ag (y,t) — f(z,t) — Af (x,t) —u(t) + zn:ciei] , (2.13)
=1
e introduciendo las cotas conocidas para los términos de incertidumbre se puede escribir

V < sgn(s)s = sgn (s) [g (y,t) + vasgn (s) — f (z,t) — yisgn(s) —u (t) + Z ciei] : (2.14)
i=1

Luego escogiendo la sefial de control de la forma

u(t)=—f(x,t) + gy, t)+ Zcie,- + Ki1s+ (K1 + 71 +72) sgn (s), (2.15)
=1

donde K7 es una constante positiva, resulta que

V < —Kjls|. (2.16)

O sea, la derivada de la funcién de Lyapunov V es definida negativa, garantizando asi la
convergencia hacia la superficie deslizante. A través de estudios por simulacién muestran la efec-
tividad del método, demostrando buen desempeno en presencia de incertidumbre en el modelo
y frente a perturbaciones externas. Como se aprecia, el conocimiento de las cotas de la incerti-
dumbre es esencial para probar analiticamente la estabilidad y convergencia hacia la superficie
deslizante, y la introduccién del operador fraccionario en la superficie deslizante es lo que hace
posible aplicar el método directo de Lyapunov clasico.

Es preciso hacer notar que se reporta un trabajo donde también el sistema es de orden frac-
cionario, con incertidumbre de cotas conocidas, pero en el cual se aplica la extension fraccionaria
del método directo de Lyapunov para analizar la estabilidad y convergencia hacia la superficie
deslizante (Yin et al., 2013). Por las peculiaridades que tiene este desarrollo, se exponen a conti-
nuacion las caracteristicas principales del trabajo.

En Yin et al. (2013), los autores abordan el problema de estabilizar un sistema de orden
fraccionario de la forma
RDBgz(t) = A(t)x (t) + f (x,t) + Bu(t), (2.17)

donde z (t) € R™ es el vector de estado, u(t) € R™ es el vector de entradas, f(z,t) € R"
contiene las no linealidades del sistema, B € R"*™ es conocida, *D? corresponde a la derivada
fraccionaria de orden g segun Riemann-Liouville (Kilbas et al., 2006), y A (t) € R™*" contiene la
incertidumbre del sistema, de forma tal que se cumple

A(t)=A+0A_(t), A eR™™  conocida, A_ € R"™" §eR
dA_(t)=DF (t) N, D,N € R™™ conocidas, F (t) € R™*" (2.18)
|F(t)] <1, Vt>O0.
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Asi, los autores definen la superficie deslizante como
s=Cz(t) + Caz (1), (2.19)
donde la funcion z (t) € R" se actualiza en el tiempo a través de la ecuacion
EpP-(t) =Kz (t) —z(t),
y Cq,Co, K € R™*"™ son matrices constantes que se seleccionan como parte del disefio.

Para encontrar una senal de control que garantice convergencia hacia la superficie deslizan-
te, los autores utilizan la extension fraccionaria del método directo de Lyapunov, proponiendo la
funcién de Lyapunov candidata

V=sT(t)s(t). (2.20)

Al calcular la derivada fraccionaria, utilizan la regla de Leibniz generalizada, cuya definicion
se encuentra en la Ecuacion (3.10) del Capitulo 3, de modo que resulta

RpBy — (RD58>TS +sT (RD'BS) +or, (2.21)

T
< I'(1+p)(D* Rpp=k
donde T = > (1+5) (D) ( z)
= TA-k+p)T(1+5)
Como puede apreciarse, aparece una dificultad en el desarrollo al surgir una sumatoria infinita
de términos que contienen derivadas enteras y fraccionarias de orden superior. Para tratar con
esta dificultad, los autores demuestran que existe un b; > 0,b; € R tal que se cumple que

L'(14 8)m kmaz h

lmin

IT| < by, con by = , (2.22)

donde m, kpmaz, by lmin € R, T'(.) corresponde a la funcion Gamma (Kilbas et al., 2006), y se
cumplen las siguientes relaciones

0<lmin <ITA=B+EK)|, k=1,23,...

o 1

k; s <P (2.23)
11 B2|| < kmaz, kE=1,2,3,...

|DFz|| <m, k=1,2,3,...

Asi, suponiendo conocidas todas las cotas en (2.23), lo cual implica que se conoce b4, la
derivada fraccionaria de la funciéon de Lyapunov resulta

EpBY = [C1 (A+6A )z + CLf (2,t) + C1Bu+ CoKz — Coz)" s+

+sT[CL (A4 6A )z + C1f (x,t) + C1Bu + Co Kz — Cz2] + 27. (2.24)
De esta manera, al seleccionar una senal de control de la forma
u(t) = —C1B 1 [(C1A+ CoK + Cy) x + C1 f (,t) +wy — 3] (2.25)
donde w1 = sgn (s)[|[|C1 D] |Nz| + By + 1], ’
entonces puede escribirse
EpAY < —25T (t) sgn (s (t)). (2.26)
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Luego al ser la derivada fraccionaria de la funcion de Lyapunov negativa definida, se garantiza
la convergencia hacia la superficie deslizante.

Como ha podido apreciarse, para poder aplicar la extensién fraccionaria del método directo
de Lyapunov ha sido preciso conocer la cota b; sobre la sumatoria infinita, la cual ha sido utilizada
en la definicién de la sefnal de control (2.25). Esta metodologia, si bien es matematicamente valida,
es muy restrictiva, pues necesita conocer una cota para todos los valores de las derivadas enteras
y fraccionarias de orden superior de la funcion. Esta metodologia no es extensible al analisis de los
modelos de error, donde se trata con sefales desconocidas y por lo tanto no es posible conocer
estas cotas.

Ademas de los trabajos ya mencionados, puede encontrarse en la literatura técnica otros
trabajos donde también se reporta control por modo deslizante fraccionario para sistemas de
orden fraccionario, pero en estos casos hay desconocimiento de las cotas de la incertidumbre
y/o de los parametros del sistema a controlar. En estos casos, los parametros desconocidos se
estiman dentro del esquema de control.

Puede mencionarse el trabajo reportado en Ling et al. (2011), donde se desconoce la cota
superior de la la incertidumbre del sistema y ésta se estima a través de un esquema basado en 16-
gica difusa. En este caso, los autores exponen estudios por simulacion que muestran la efectividad
de la metodologia frente a perturbaciones. Ademas muestran que cuando se reduce el orden de
derivacion fraccionario se observa una reduccion del caos, asi como también del efecto chattering
en el esfuerzo de control. En el trabajo reportado en Wang et al. (2012), también se desconoce
la cota superior de la incertidumbre del sistema, y en este caso se estima mediante una ley de
ajuste entera. Tanto en Ling et al. (2011) como en Wang et al. (2012), para la implementacién de
la estrategia de control se usa una superficie deslizante que incluye operadores fraccionarios, y se
demuestra la convergencia hacia la superficie utilizando el método directo de Lyapunov clésico.

También puede mencionarse el trabajo reportado en Luo & Liu (2014), donde en este caso se
desconocen los parametros del sistema a controlar y para estimarlos se utiliza un esquema basado
en légica difusa. En este caso, la estrategia de control por modo deslizante utiliza operadores
fraccionarios en la definicion de la superficie deslizante, y para demostrar la convergencia hacia la
superficie utilizan la extension fraccionaria del método directo de Lyapunov, suponiendo también
cotas conocidas sobre la sumatoria infinita que aparece al derivar la funcién cuadratica, tal como
se realiz6 en Yin et al. (2013).

En el trabajo reportado en Yin et al. (2012b), por su parte, se desconocen tanto los parame-
tros del sistema, como las cotas de la incertidumbre y las cotas de las perturbaciones que afectan
al sistema. Para enfrentar este desconocimiento, se utilizan leyes de ajuste enteras para estimar
los parametros desconocidos. En este caso, la superficie deslizante contiene operadores fraccio-
narios, lo cual hace que el andlisis de estabilidad y convergencia hacia la superficie deslizante
pueda realizarse sin dificultad a través del método directo de Lyapunov clasico. En este caso, tam-
bién se incluyen en el andlisis de estabilidad las leyes de ajuste de los parametros desconocidos,
que tampoco dificultan el analisis al ser de orden entero.

2.2. Estrategias de control por realimentacion de alta ganancia

Un segundo grupo de trabajos reportados en la literatura sobre esquemas adaptables frac-
cionarios, son los que tratan el control adaptable por realimentacién de alta ganancia, ya sea de la
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salida o realimentacion de los estados del sistema. En estos casos, los operadores fraccionarios
aparecen como parte de las leyes de ajuste y/o describiendo el sistema a controlar.

Puede mencionarse por ejemplo los trabajos reportados en Ladaci et al. (2008); Figuigui
& Elalami (2009) y Assabaa et al. (2013), donde se realiza estabilizacién de un sistema entero
lineal, de una entrada y una salida (en adelante SISO, por sus siglas en inglés (Single Input Single
Output)), invariante en el tiempo, de fase minima y de grado relativo 1; y el trabajo reportado en
Charef et al. (2013a), donde para el mismo tipo de sistema se desea hacer seguimiento de una
referencia r (¢). Para lograr la estabilizacion se utiliza una realimentacion de alta ganancia de la
salida y para el problema de seguimiento se realimenta el error de control. En ambos casos la
ganancia se ajusta a través de una ley de ajuste de orden fraccionario.

Basicamente, consideran un sistema SISO descrito por

@ (t@), = Az (t) + bu (t) (2.27)

() = Ta (1),

donde z (t) € R™ es el estado con n desonocido, « (t) € R es la sefial de control e y (t) € Res la
salida medida; A € R™*" b € R", ¢ € R™ son desconocidos. Se supone lo siguiente:

= Elpar (4,b) es controlable y el par (c”, A) es observable.

m El sistema es de fase minima, grado relativo 1 y ganancia de alta frecuencia positiva.

En Ladaci et al. (2008), los autores proponen una ley de control de la forma

u(t) =~k )y (0
CDRk (1) = 192 (). (2:28)

donde k (¢) € R es el parametro adaptable, « € R con a € (0,2) y v € R es una constante positiva
que juega el rol de una ganancia adaptiva. Asi el sistema controlado resultante tiene la forma

(2.29)

con A (E) 2 A% (t)bT.

Los autores entonces presentan y demuestran un teorema, el cual plantea que th’m x(t)=0
—00

y k(-) es acotado. La demostracién de estabilidad se realiza a través del analisis matematico
detallado de las ecuaciones del sistema y algunas propiedades de los operadores fraccionarios,
apoyado por las condiciones que se impusieron sobre la planta. A través de simulaciones muestran
que este esquema incrementa la robustez del sistema ante ruidos y perturbaciones, con respecto
al esquema tradicional donde el ajuste de la ganancia se realiza a través de una ecuacién diferen-
cial entera. También muestran como en el caso fraccionario la respuesta transitoria es mucho mas
suave que en el caso entero, y que el parametro ~ en el caso fraccionario puede ser mucho menor
que en el caso entero. Plantean ademas que el orden de derivacién « puede ser considerado
como un parametro de ajuste adicional, que puede ser utilizado para mejorar el comportamiento
del sistema.

En Figuigui & Elalami (2009), los autores aplican el método propuesto en Ladaci et al. (2008)
para estabilizar la altitud de un satélite LEO (Low Earth Orbit, sus siglas en inglés). En Assabaa
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et al. (2013), por su parte, tratan el mismo problema que en Ladaci et al. (2008), con la diferencia
que en este caso utilizan una ley de ajuste diferente para la ganancia de alta frecuencia, dada por

D% (t) = —ok (t) + 32 (), (2.30)

donde o > 0. En este caso, sin embargo, los autores no plantean una demostracién para la
estabilidad del esquema en lazo cerrado.

En el caso del trabajo reportado en Charef et al. (2013a), donde se realiza seguimiento de
una referencia, se define el error de control como la diferencia entre la salida de la planta y la
referencia, de laformae (t) = y (t) — r (t), para luego utilizar una sefnal de control de la forma

w(t) = —k(t)e(t)
i (t) = me? (t) + 12 DY (1). (2.31)

En este caso, la ley de ajuste es de orden entero, pero incluye el operador fraccionario a
través de la derivada de orden « del error cuadratico, y el analisis de estabilidad se realiza a
través de un andlisis detallado de las ecuaciones del sistema, lo cual hace imposible generalizarlo
al caso de otros esquemas adaptables o a los modelos de error fraccionarios.

También se reporta un grupo de trabajos en los cuales se realiza estabilizacidén de un sistema
no lineal de orden fraccionario (Chun-Lai et al., 2012; Ruo-Xun & Shi-Ping, 2012), o bien se desea
resolver un problema de seguimiento también para un sistema no lineal de orden fraccionario (Liu
etal., 2013; Xi et al., 2014; Yang & Jiang, 2014). En todos los casos, se utiliza una seial de control
que realimenta parcial o totalmente el estado y cuya ganancia se ajusta utilizando operadores
fraccionarios.

Asi, en el caso del trabajo en Chun-Lai et al. (2012), el sistema a estabilizar esta descrito por
“Dx(t)=f(z)+u(t), aec(01], (2.32)

donde x € R" es el vector de estados, el vector de funciones f (z) € R™ es Lipschitz (Podlubny,
1999) y u (¢t) R™. De este modo, utilizan una sefal de control que realiza una realimentaciéon de
todo el estado, o sea en la forma

u; (t) = —p; (t) z; (t)
T 1 233

Es preciso mencionar que en este trabajo realizan un analisis de estabilidad del sistema, pero
en opinion de esta investigadora, dicho andlisis no seria valido. Basicamente los autores escriben
el vector f () como f (z) = A(z)x, y luego aplican el criterio de estabilidad de sistemas fraccio-
narios lineales e invariantes en el tiempo (en adelante LTI, por sus siglas en inglés (Linear Time
Invariant)) presentado en Matignon (1994) a la matriz A (z). Este procedimiento es incorrecto, por-
que el criterio propuesto en Matignon (1994) es valido solamente para aquellos casos en que la
matriz A es constante.

El trabajo reportado en Ruo-Xun & Shi-Ping (2012), por su parte, realiza la estabilizacion
utilizando una sefal de control que realimenta solamente uno de los estados del sistema. No
obstante, en este caso el sistema a controlar es menos general, pues tiene tres variables de
estado y estd dado por

c
Do (t) = fi (,2)
’ 2.34
D% (t) = fo (z,2) + u, (2.34)
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donde z (t) € R?, z(t) € R, u(t) € Ry el origen z = 0 del subsistema “ Dz (t) = fi (x,0) es
asintéticamente estable. Bajo estas condiciones, la sefial de control propuesta en el trabajo esta
dada por

u(t) = —k(t)s(t)

CDlos(t) = 2 () (2.35)

k(t) = 60s*(t),6 > 0.

En este caso, debido a la definicién de la sefal de control en conjunto con las leyes de ajuste,
donde aparece convenientemente la derivada fraccionaria “ D'~“s, entonces puede aplicarse el
método directo de Lyapunov clasico para probar la estabilidad y convergencia.

En el caso del trabajo reportado en Liu et al. (2013), se desea que los estados converjan a un
vector de referencia dado. Para ello, se realiza el seguimiento a través de una realimentacion par-
cial del error, donde las ganancias se ajustan a través de ecuaciones diferenciales fraccionarias.
En este trabajo se utiliza la misma metodologia propuesta en Chun-Lai et al. (2012) para probar
la estabilidad del esquema, la cual, como ya se menciond, se considera incorrecta. En el traba-
jo reportado en Yang & Jiang (2014), por su parte, lo que se desea es sincronizar dos sistemas
fraccionarios, y en este caso utilizan una realimentacion de todo el vector de error de estado, pero
la sefal de control contiene ademas términos no lineales presentes en el sistema y que se con-
sideran conocidos. En este caso, se realiza el analisis de estabilidad también de forma errénea,
similar al caso ya comentado en Chun-Lai et al. (2012) y Liu et al. (2013).

En el caso del trabajo presentado en Xi et al. (2014) se tiene una aplicacion peculiar, pues se
desea que un sistema entero se sincronice con uno de orden fraccionario. El sistema maestro es
de orden fraccionario y esta dado por

D% (t) = Az (t) + ¢ (2 (1)), (2.36)

donde a € (0,1),z € R", A € R"*"y ¢ : R" — R"™ es un vector de funciones no lineales, que se
consideran Lipschitz (Podlubny, 1999) pero que su constante de Lipschitz L es desconocida.

Por su parte, el sistema esclavo esta descrito por

y(t)=Ayt)+¢(y () +u, (2.37)

donde y € R" y la sefal v = u_ (t,z,y) + N (z) € R". En este caso los autores, para abordar
el problema, definen N (z) = i (t) — “D®z (t) € R", de modo que al definir el error como e (t) =
y(t) — z(t) € R", se obtiene una dinamica para el error de orden entero, como se muestra a
continuacion.

et)y=Ae(t)+o(e(t)) +u_. (2.38)

De este modo, han transformado su problema a uno conocido donde deben manejar dinamica
entera, y por lo tanto proponen una sefal de control u_ (z,y,t) € R" de la forma

_(z,y,t)=—(B+L()et), B>0,LeR

u
- ’ 2.39
con T(t)=le® ]2 ~>0. (2:39)

Como puede apreciarse, la sefal de control u_ (z,y,t) incluye un parametro L (t) que se
ajusta en el tiempo, correspondiente en este caso a la estimacién de la constante de Lipschitz del
vector de funciones ¢. Como la dindmica del error resulta entera, los autores aplican el método
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directo de Lyapunov clasico y asi demuestran la estabilidad del esquema y la convergencia del
error a cero.

Finalmente mencionar el trabajo reportado en Lan et al. (2014), donde se implementa un
control por realimentacion de estados para un sistema con incertidumbre. Si bien en este caso la
ganancia utilizada no se ajusta en el tiempo, lo que se quiere resaltar de este trabajo es que utili-
zan un observador de estado fraccionario del tipo Luenberger, para estimar los estados que usan
en el control. Los autores, para demostrar la convergencia del esquema observador, utilizan la
representacioén difusiva, teoria que permite transformar las ecuaciones diferenciales fraccionarias
a sistemas enteros en derivadas parciales, de dimensién infinita. De este modo, aplican el método
directo de Lyapunov clasico para concluir sobre la estabilidad y convergencia. No obstante, aun-
que la teoria de la representacién difusiva estd ampliamente desarrollada, en la opinién de esta
investigadora, hay algunos puntos que no estan lo suficientemente claros cuando ésta se utiliza
para representar ecuaciones diferenciales de orden fraccionario; como por ejemplo el manejo de
las condiciones iniciales dentro de la transformacion de una ecuacion diferencial fraccionaria a su
representacion difusiva equivalente. Esto hace que la metodologia posterior donde se usa el méto-
do directo de Lyapunov clasico, tampoco esté lo suficientemente clara en cuanto a su aplicabilidad
en este caso.

2.3. Estrategias de control adaptable por referencia a modelo de or-
den fraccionario

Un tercer grupo de trabajos que puede identificarse dentro de la literatura técnica corresponde
a aquellos en los cuales se utiliza FOMRAC. Entre ellos pueden encontrarse esquemas donde los
operadores fraccionarios aparecen en el sistema a controlar, en el modelo de referencia, en las
leyes de ajuste, o en una combinacion de ellos.

Podemos referirnos a un conjunto de trabajos donde el sistema a controlar es entero, el
modelo de referencia también es de orden entero y las leyes de ajuste que se utilizan son de
orden fraccionario. Dentro de este grupo puede citarse Sudrez et al. (2008); Vinagre et al. (2002);
YaLi & RuiKun (2010); Petras (2013); Sawai et al. (2012) y Aguila-Camacho & Duarte-Mermoud
(2013). En ninguno de estos casos se reporta analisis de estabilidad del esquema controlado. Sin
embargo si se reportan ventajas de los esquemas propuestos, obtenidas mediante simulaciones,
algunas de las cuales se detallan a continuacion.

En el trabajo de Suarez et al. (2008), los autores proponen un esquema adaptable fraccionario
para el control lateral de un vehiculo autbnomo guiado. El objetivo del esquema propuesto es
ajustar la ganancia feedforward ¢ al valor de 6° del modelo de referencia, y para ello utilizan una
ley de ajuste fraccionaria. De manera general el sistema esta representado en el diagrama de la
Figura 2.1.

El esquema fue analizado mediante simulaciones y demostré un buen desempefio frente
a incertidumbre del modelo y ante perturbaciones, mejor que el esquema clasico existente, en el
cual el ajuste de la ganancia feedforward se realiza mediante una ley de ajuste entera. Los autores
destacan que al utilizar una ley de ajuste fraccionaria se puede variar la velocidad de cambio del
mecanismo de adaptacién, sin cambiar la ganancia adaptativa.

En el caso del trabajo reportado en Vinagre et al. (2002), los autores plantean que obtienen
mayor rapidez de convergencia de los parametros utilizando un orden de derivacién mayor que
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Figura 2.1: Esquema de control por referencia a modelo con realimentacion fraccionaria de la
salida.

1 en la ley de ajuste. También plantean que la posibilidad de seleccionar 6rdenes de derivacion
menores que 1, puede permitir la utilizacion de ganancias adaptativas mayores que las que se
utilizan con leyes de ajuste enteras, de modo que se obtenga una velocidad de convergencia
mayor y la respuesta transitoria no se deteriore.

En el caso del esquema FOMRAC que se presenta en YalLi & RuiKun (2010), éste correspon-
de al control de temperatura del sistema de calentamiento de una caldera, y se reportan simulacio-
nes a través de Matlab/Simulink. Para esta aplicacion, los resultados de las simulaciones muestran
que el esquema es mas efectivo que el tradicional controlador Proporcional Integral Derivativo (en
adelante PID), que se habia utilizado hasta ese momento.

En Aguila-Camacho & Duarte-Mermoud (2013), donde se reportan resultados generados du-
rante el desarrollo de este trabajo de Tesis Doctoral, se presenta el control de voltaje en un AVR.
En este caso, se utilizan leyes de ajuste de orden fraccionario, cuyos érdenes de derivacién y
ganancias adaptativas se escogen mediante un proceso de optimizacién usando algoritmos ge-
néticos, que minimiza una funcién criterio. En este trabajo se reporta un mejor desempeno del
sistema controlado ante variaciones paramétricas y un menor esfuerzo de control al utilizar el
FOMRAC, comparado con el caso en que se usa el control adaptable por referencia a modelo
clasico (en adelante MRAC, por sus siglas en inglés (Model Reference Adaptive Control)).

También pueden encontrarse trabajos que abordan el problema de FOMRAC para un sistema
de orden entero, donde se utiliza un modelo de referencia fraccionario y las leyes de ajuste son
de orden entero. En este caso podemos mencionar los trabajos de Ladaci & Charef (2006) y
Ma et al. (2009). En ellos tampoco se reporta el andlisis de estabilidad para ninguno de los dos
casos, aunque si se reportan beneficios observados al aplicar el esquema de control. Por ejemplo
en el caso del trabajo de Ladaci & Charef (2006), los autores presentan un esquema de control
adaptable por modelo de referencia para una planta entera, en el cual introducen un modelo de
referencia fraccionario y definen el error de salida como e (t) = ¢ D%y, (t) — y (t), donde y, € Y,
son la salida de la planta entera y la salida del modelo de referencia fraccionario respectivamente,
y a € (0,1). Laley de ajuste que utilizan esta dada por una ecuacién diferencial de orden entero. La
planta analizada es un sistema SISO desconocido, pero para el cual se conoce su grado relativo
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n. El modelo de referencia fraccionario que se ocupa es de segundo orden y tiene la forma

G (s) = ! (2.40)

52 s mo
<E+%E+Q

donde m # 1, m < 1, lo que implica que el modelo es de orden fraccionario. Los autores de-
muestran, utilizando aproximaciones del modelo de referencia y de la planta cuando los valores
de ganancia son altas, que para poder compararlos debe cumplirse que el orden para la derivada
fraccionaria de la salida debe ser

a=n—2m. (2.41)

donde n es el grado relativo de la planta a controlar.

A través de simulaciones, los autores muestran que la estabilidad del sistema en lazo cerrado
se mantiene. Ademas comprobaron que cuando la planta es de primer orden, para valores peque-
fos de m, (m < 0.5) resulta que « se acerca a 1 y el rechazo a las perturbaciones es muy malo.
Sin embargo, cuando m se acerca a 0.5, lo cual implica que « se aleja de 1, pero permanece en
el rango a € (0,1), se alcanza un efectivo nivel de rechazo a las perturbaciones, debido a que
la derivada fraccionaria depende de la historia pasada de la sefnal, lo cual modera los efectos
de las variaciones pasadas, demostrandose con este esquema una mejor estabilidad dinamica y
robustez ante perturbaciones que en el caso del esquema clasico.

Del mismo modo en Ma et al. (2009) los autores proponen un esquema FOMRAC para el
control de un servosistema hidraulico en un simulador de movimiento de vuelo. A través de es-
tudios por simulacion muestran que con el esquema fraccionario, el sobrepaso en la respuesta
transitoria del error es menor y con menos oscilaciones que en el caso que se usa MRAC clasico,
lo cual es fundamental para esta aplicacion.

De igual manera, pueden mencionarse los trabajos reportados en Ladaci et al. (2006) y Vina-
gre et al. (2002), donde el sistema a controlar es de orden entero, y en este caso tanto el modelo
de referencia como las leyes de ajuste utilizadas son de orden fraccionario. En estos casos tam-
poco se presenta un andlisis de estabilidad del sistema controlado, aunque si se reportan los
beneficios obtenidos. Por ejemplo en Vinagre et al. (2002), la utilizacién de la ley de ajuste fraccio-
naria permite que el seguimiento de la salida del modelo de referencia por parte de la salida de la
planta, sea mucho mas exacto. En el caso de Ladaci et al. (2006), donde la planta estudiada esta
afecta a perturbaciones acotadas, se obtiene una mayor robustez ante las perturbaciones que en
el caso clasico, donde tanto el modelo de referencia como la ley de ajuste son enteros.

Finalmente, mencionar el trabajo reportado en Shi et al. (2014), donde la planta, el modelo
de referencia y las leyes de ajuste son de orden fraccionario. En este caso, es destacable el hecho
de que las leyes de ajuste son de 6rdenes diferentes a los de la planta y el modelo de referencia,
lo cual dificulta en gran medida el analisis de estabilidad. No obstante, en este caso los autores
utilizan la representacion difusiva en conjunto con el método directo de Lyapunov clasico para
demostrar estabilidad, aunque como ya se menciond en la seccién anterior, hay algunos aspectos
de esta metodologia que se considera que no estan lo suficientemente claros aun.
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2.4. Estrategias miscelaneas de control adaptable de orden fraccio-
nario

En la literatura técnica aparecen reportados otros esquemas adaptables fraccionarios que
no corresponden a esquemas de control por modo deslizante, realimentacion de alta ganancia o
FOMRAC.

Entre ellos puede mencionarse por ejemplo el trabajo reportado en Li et al. (2008), en el cual
los autores estudian la estabilidad asintética de dos sistemas escalares fraccionarios, utilizando el
método de estabilizacién adaptable universal. Un sistema tiene dinamica fraccionaria con estrate-
gia de control de orden entero y el segundo sistema tiene dinamica fraccionaria con estrategia de
control fraccionaria.

La estabilizaciéon adaptable universal es un caso especial de control adaptable, propuesta

y estudiada para sistemas con representacion en el espacio de estado. En el primer caso, que

corresponde a un sistema de dinamica fraccionaria y estrategia de control entera, se tiene el
sistema de la forma: o o ®
T(t) =ax(t)+bu(t

2.42

{y<t>=cD%<t>, 2(0) = ap, (2.42)

y usan una estrategia de control de la forma

u(t) =—N(k(t)x(t)
{ k(t)=2%(t), k(0)€R, (2.43)

donde a, b, xy € R son desconocidos, « € (0,1) y N () es una funcion de Nussbaun (Narendra &
Annaswamy, 2005) arbitraria. De este modo, el sistema en lazo cerrado resulta:

i(t)=[a—bN(k(t)]z(t), z(0)==z
{’%(t)sz(t), k(0) €R " (2.44)

En el trabajo los autores demuestran que & (¢) es acotada y que = (t) , 4 (t) € £2 (0, o).

Esta demostracién no la realizan basado en ninguna metodologia especifica sino analizando
directamente las ecuaciones. No obstante que el sistema tiene la salida definida como una reali-
mentacién de la derivada fraccionaria del estado (2.42), lo cual lo hace un sistema fraccionario, en
el analisis de estabilidad se estudia el sistema en lazo cerrado (2.44), que resulta tener solamente
derivadas enteras.

En el segundo caso, cuando usan un sistema con dinamica fraccionaria y estrategia de control
fraccionaria, el sistema tiene la forma

i (t) = a1z (t) + a2’ D (t) + bu (t)
{ y(t) =cz(t), «(0)=u, (2.45)
con la estrategia de control fraccionaria
u(t)=—N(k(t)y(t) + a3 D (1)
{ k(t)=22(t), k(0)€R, (2.46)

donde aj,a2,b,c,z9 € R son desconocidos, tales que (azsgn (¢) + cbas)y (0) < 0, N (k) es una
funcién de Nussbaun arbitraria, sgn (-) denota la funcién signoy a € (0,1). De este modo, el
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sistema en lazo cerrado resulta:

{ i () = [ar — N (k (1)) y () + (azsgn (¢) + cbas) € Dy (1)

k(t)=12(t), k(0)eR (2.47)

Los autores demuestran que para este esquema th’m y(t)=0y th u(t) =0.
—00 —00

En este caso tampoco la demostracién se realiza a través de ningin método especifico sino
del analisis mateméatico de las ecuaciones del sistema. En este caso, la derivada fraccionaria si
aparece en el sistema dinamico al cual se le analiza su estabilidad, pero en la demostracién ma-
tematica la sustituyen convenientemente por la ecuacién resultante de despejar la derivada en la
ecuacion (2.47). En este punto es preciso destacar que, aunque las demostraciones de estabilidad
estan correctas, este analisis no puede extenderse al caso de los modelos de error fraccionarios
que son objeto de estudio en este trabajo. Esto se debe a que la sustitucién conveniente del ope-
rador fraccionario que se realiza en este problema no puede hacerse en el caso de los modelos
de error fraccionarios.

Otro esquema adaptable es el que se encuentra en el trabajo de Ladaci et al. (2010), donde
los autores introducen en un esquema de control IMC adaptable, un sistema de orden fraccionario
como modelo, para obtener asi un esquema IMC adaptable fraccionario. Los autores muestran
que este esquema de control adaptable siempre permite realizar una demostracién analitica de
estabilidad, cuando se usa una funcién de transferencia de orden fraccionario estable como un
parametro del IMC, y demuestran que esto puede mejorar el comportamiento del sistema y su
robustez ante ruidos.

Los autores realizan la demostracién analitica de estabilidad facilmente a través del método
directo de Lyapunov para sistemas enteros, pues la introduccion del modelo fraccionario en el
esquema no hace al esquema adaptable fraccionario en si mismo, ya que la derivada fraccionaria
aparece como parte de una de las entradas conocidas del esquema adaptable. Los estudios por
simulacién muestran una mayor robustez ante el ruido que en el caso entero.

Otro esquema adaptable fraccionario presente en la literatura es el informado en Land &
Zhou (2011), donde los autores presentan un control basado en un observador y realimentacién
estética de la salida para sistemas de orden fraccionario desconocidos, via Desigualdades Matri-
ciales Lineales (en adelante LMI, por sus siglas en inglés (Linear Matrix Inequalities)). Presentan
las condiciones para estabilidad asintética robusta del sistema controlado en lazo cerrado y luego,
utilizando la descomposicion de valores singulares de matrices (en adelante SVD, por sus siglas
en inglés (Singular Value Decomposition)) y las técnicas LMI, disefian un controlador estabilizador
robusto para este sistema. El sistema que analizan no es un sistema completamente descono-
cido, sino un sistema con incertidumbre en los parametros, aunque la incertidumbre tiene una
forma dada. Debido a esto, al realizar una realimentacién estatica de la salida, el sistema en lazo
cerrado resulta de forma tal que pueden derivarse las condiciones para la existencia de ganancias
estabilizadoras de realimentacion, basado en la condicion de estabilidad de sistemas fraccionarios
lineales e invariantes en el tiempo. En este caso, el sistema que se analiza tiene una forma muy
especifica, cuya incertidumbre ademas debe cumplir una restriccion importante, lo cual hace que
no sea posible la generalizacién del método de analisis de estabilidad a otros casos. Sin embar-
go, un punto importante a destacar en este trabajo es que trata analiticamente la estabilidad de
sistemas cuando el orden de derivacion es mayor que 1.

Un esquema adaptable correspondiente a un problema de identificacion fraccionario presente
en la literatura, es el que se encuentra en el trabajo de Djouambi et al. (2011). En este trabajo los
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autores proponen una técnica de identificacién de sistemas fraccionarios de coeficientes constan-
tes, especificamente una estimacién recursiva de parametros fraccionaria. EI modelo de identifica-
cidon se define por medio de una estructura autoregresiva con entrada externa (en adelante ARX,
por sus siglas en inglés (Autoregressive with external input)) generalizada, obtenida de la discreti-
zacion de una ecuacion diferencial fraccionaria continua. Los parametros son entonces estimados
utilizando los algoritmos de minimos cuadrados recursivo y variable instrumental extendidos a los
casos fraccionarios. El desempefio de la técnica es comprobado a través de algunos ejemplos,
pero no hay mencién al analisis de estabilidad del sistema resultante.

En el trabajo reportado en Charef et al. (2013b) también se presenta la identificacion de un
sistema de orden fraccionario. En este caso, se trata de un sistema de orden conmesurado, donde
tanto los parametros como el orden se desconocen, aunque si se conoce una cota superior para
este Ultimo. Esta cota es utilizada dentro del algoritmo de identificacién, y basicamente lo que se
hace es explorar todo el rango hasta encontrar el orden que mejor se ajusta, o sea aquel con el
que se obtiene menor error. El sistema a identificar esta dado por la expresion

y (t) + zn: a; "Dy (t) = Em: b, D (t), (2.48)
i=1 1=0

la cual se discretiza y se expresa de la forma
y (k) = ¢" (k) 0, (2.49)
donde los parametros 6 € R**™+1 y el vector de regresion ¢ € R*+"+1 estan dados por

. L, , 1T
0 = [al, Ay, .. Ay, by, bl,...,bm} (2.50)

¢(k): [_Yl(k)7 _YQ(k)""a_Yn(k)aUO(k)v Ul(k)va(k)]T

Aqui, los elementos a;, b; contienen los a;, b; del modelo. Luego usan un estimador de la forma
i (k) = o" (k)0, (2.51)

y aplican la técnica de minimos cuadrados recursivo. Es preciso notar que en este trabajo tampoco
se presenta analisis de estabilidad.

En el trabajo reportado en Rapai¢ & Pisano (2014) se propone también un esquema de iden-
tificacion para un sistema fraccionario de orden conmesurado, donde tanto los parametros como
el orden son desconocidos. El sistema tiene la misma forma que el presentado en Charef et al.
(2013b), y también lo parametrizan del mismo modo. La diferencia en este caso, es que utilizan
la técnica del gradiente para estimar el orden y minimos cuadrados para estimar los parametros.
Con respecto a la estabilidad y convergencia, mencionan el tema de la excitacion persistente para
garantizar la convergencia de los parametros y también respecto de la convergencia del orden,
aunque no ofrecen mayores detalles al respecto.

Puede mencionarse también el trabajo reportado en Ndoye et al. (2012), donde tratan el
disefio de un observador de estado para un sistema fraccionario que caracteriza la concentracién
de glucosa en la sangre de un paciente diabético. La componente adaptativa de este esquema
esta dada por el hecho de que el sistema tiene una perturbacion desconocida a la entrada, pero
el resto del sistema se considera conocido. El sistema a observar esta descrito por las siguientes
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ecuaciones
CDx (t) = Az (t) + f (x (t)) + Bu(t) + Dd (t)

y(t)=Cx(t),
donde z (t) € R™, u (t) € R™ es la sefial de control, y (t) € R? es la salida del sistema, las matrices
AeR™" BeRY™™ C eRP™y D e R" 4 son conocidas, a € (0,1), f(x) e R*yd(t) € R es
la perturbacion desconocida. El observador que proponen esta dado por las expresiones

(2.52)

CD%(t) = Nz (t) 4+ Py (t) + M f (i (t))
E(t)==z() =Ty (),
donde z (t) € R™ es un estimador del estado desconocido z (t), a € (0,1), z (t) € R™ es una sefal

auxiliar, las matrices N € R™*", P € R™*P, M € R"*" y T € R"*P que se utilizan en el esquema
son disefiadas como

(2.53)

K € R"™P : matriz de ganancia,

Y € R"*P escogida arbitrariamente,

St = (CD)" € RI*P pseudoinversa generalizada de (CD),
F=-DY 1t eR,

G=(I, - ) e RPXP,

Sl
M=1+TC,

N=MA-KC,

P=K(I-CT)— MAT,
0=NM + PC — MA.

Con esta eleccion y definiendo el error como e (t) = 2 (t) —z(t) = 2(t) — Ty (t) — x (¢),
los autores demuestran la estabilidad de este esquema, utilizando la extension fraccionaria del
método directo de Lyapunov (Li et al., 2010), proponiendo como candidata la funcion cuadratica
V =2¢T (t) e (t). En este caso, al igual que los mencionados en secciones anteriores, los autores
suponen acotada la sumatoria infinita que aparece al calcular la derivada fraccionaria de la fun-
cién cuadratica, la cual utilizan para definir las matrices K e Y que utilizan en el esquema. Esto
claramente le agrega restricciones al problema.

Finalmente, mencionaremos brevemente el trabajo reportado en Valério & da Costa (2012),
donde presentan la implementacion de controladores fraccionarios de orden variable, para contro-
lar plantas con ganancias de alta frecuencia que varian en el tiempo. Expresados en el dominio
de la frecuencia, estos controladores tienen la forma

s*® donde z (t) € R. (2.55)

Esta estructura es conocida como controladores de Chrone de primera generacion. La idea
de utilizar un orden variable es lograr mantener un margen de fase constante en el sistema contro-
lado (con lo cual se logra sobrepaso constante independientemente de la ganancia de la planta),
aprovechando el hecho que en los operadores fraccionarios el margen de fase depende del orden
utilizado. Los autores presentan ejemplos por simulaciones donde efectivamente el sobrepaso se
mantiene constante, independiente de las variaciones de la ganancia de la planta. Es importante
mencionar que en este trabajo no se aborda el problema de la estabilidad.

23



2.5. Conclusiones del analisis del estado del arte

A manera de resumen del analisis de los trabajos encontrador en la literatura, correspondien-
tes a esquemas adaptables fraccionarios, puede concluirse que:

1. Los trabajos analizados se pueden dividir en cuatro grandes grupos:

= Esquemas adaptables correspondientes a control por modo deslizante fraccionario.

» Esquemas adaptables correspondientes a realimentacion de alta ganancia de la salida
o del estado, ya sea parcial o total.

= Esquemas adaptables correspondientes a FOMRAC.

= Esquemas adaptables miscelaneos generalizados a casos fraccionarios, como el mé-
todo de estabilizacién adaptiva universal, control por modelo interno, estrategias de
identificacién de sistemas de orden fraccionario y observadores para sistemas fraccio-
narios, entre otros.

2. En todos los casos en que se realizaron comparaciones entre esquemas de control, los
esquemas adaptables fraccionarios presentaron ventajas con respecto a los esquemas en-
teros equivalentes, siendo el rechazo a las perturbaciones y la robustez ante variaciones
paramétricas, las ventajas mas mencionadas en los trabajos.

3. Encuanto al analisis de estabilidad de los esquemas adaptables presentados, solo se encon-
traron analisis de estabilidad rigurosos en los trabajos del primer, segundo y cuarto grupo.

m En el caso del primer grupo, donde se mencionaron estrategias de control por modo
deslizante, los andlisis de estabilidad se realizaron en su mayoria utilizando el método
directo de Lyapunov clasico, o sea tratando con la derivada entera de la funcién de
Lyapunov. La aparicion de la derivada fraccionaria en los esquemas se tratd seleccio-
nando la superficie deslizante o la sefal de control convenientemente. Es importante
destacar que estos andlisis fueron posibles debido al tipo de problema que se trata, no
siendo generalizables al caso del andlisis de los modelos de error fraccionarios que se
analizan en esta Tesis. También se reportan algunos trabajos donde el analisis de esta-
bilidad se realiza utilizando la extension fraccionaria del método directo de Lyapunov (Li
et al., 2010) con la funcién cuadratica como candidata, pero en estos casos fue nece-
sario establecer una cota conocida sobre la sumatoria infinita que aparece al calcular la
derivada fraccionaria de la funcion cuadratica. Este analisis tampoco es generalizable
al caso de los modelos de error fraccionarios que se estudian en esta Tesis, pues no es
posible conocer dicha cota, e imponer esta condicion seria restringir en gran medida la
aplicabilidad del analisis.

= En el caso de los trabajos de realimentacion de alta ganancia, se realizaron andlisis
tedricos de estabilidad solamente en unos pocos trabajos. En algunos casos, los resul-
tados se obtuvieron directamente del andlisis de las ecuaciones del sistema correspon-
diente, siendo imposible generalizarlos al andlisis de los modelos de error fraccionarios
que se estudian en esta Tesis. Se reportaron algunos casos donde se utilizé la exten-
sién fraccionaria del método directo de Lyapunov, pero al igual que en los trabajos del
primer grupo, estos andlisis requirieron del conocimiento de la cota para la sumato-
ria infinita de términos que aparece al calcular la derivada fraccionaria de la funcién
cuadratica.
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m En el caso de las estrategias FOMRAC, no se reporta en la literatura ningiin caso de
andlisis tedrico de estabilidad que resulte valido. Solamente en uno de los casos se re-
portd analisis de estabilidad, pero fue utilizando la representacion difusiva, metodologia
que a mi juicio aun tiene algunos puntos que no estan lo suficientemente claros.

= Finalmente, en el caso del cuarto grupo de trabajos, se realizé el andlisis de estabilidad
para algunos de los esquemas presentados. Al igual que en el caso de los trabajos
del segundo grupo, éstos fueron posibles analizando directamente las ecuaciones del
sistema ¢ utilizando la extension fraccionaria del método directo de Lyapunov, donde
requirieron también conocer la cota para la sumatoria infinita de términos que aparece
al calcular la derivada fraccionaria de la funcién cuadratica.

4. Como ultima y sumamente importante observacion, es necesario mencionar que no se ha
reportado ningun trabajo que aborde el analisis de los esquemas adaptables fraccionarios
desde el enfoque de los modelos de error. Sélo pueden encontrarse algunos analisis preli-
minares y parciales que son resultado de este trabajo de Tesis (Aguila-Camacho & Duarte-
Mermoud, 2012; Duarte-Mermoud & Aguila-Camacho, 2013; Aguila-Camacho & Duarte-
Mermoud, 2014), lo cual indica que se trata de un problema abierto cuya investigacion esta
ampliamente justificada.
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3 Marco teorico fundamental

El presente capitulo contiene las bases tedricas que facilitardn la comprension de los temas
abordados en esta Tesis. Se presentan conceptos y propiedades del calculo fraccionario, lemas
y propiedades para el trabajo con matrices y algunas herramientas existentes para el analisis de
estabilidad de sistemas de orden fraccionario.

3.1. Definiciones y propiedades del calculo fraccionario

El calculo fraccionario es la rama del calculo que estudia las derivadas e integrales de 6rdenes
que pueden ser reales o complejos (Kilbas et al., 2006).

Como muchas otras disciplinas e ideas matematicas, tiene su origen en la idea de generali-
zacion o extension del significado de ciertos conceptos basicos hacia otros mas avanzados. Son
ejemplos bien conocidos la extension de los numeros enteros a los reales, de los reales a los com-
plejos o de los factoriales de enteros a la funcion Gamma. En el célculo diferen(;lial e integral la

extension se plantea como sigue: suponiendo que conocemos el significado de —z cuando n es

i
entero y positivo (o la correspondiente integracion n veces), ¢ Se puede extender este significado
para n fraccionario, irracional o complejo? (Vinagre, 2001).

Hasta el siglo XIX este fue un asunto que sélo trataron algunos cientificos eminentes, pero
con el transcurso del tiempo el calculo fraccionario se fue desarrollando, y a la par del desarrollo
de la teoria, también se desarrollaron algunas areas de aplicacién como son por ejemplo las redes
eléctricas, las probabilidades y estadisticas, teoria de control de sistemas dinamicos, electroqui-
mica y corrosion, teoria del caos y los fractales y la electronica de dispositivos, entre otros (Kilbas
et al., 2006).

En el dominio del tiempo, los operadores derivada e integral fraccionaria estan definidos por
la operacién de convolucién, por lo que estan especialmente indicados para describir fenémenos
con memoria. En el dominio de Laplace, dichas operaciones corresponden al operador s*, a € R
(Kilbas et al., 2006).

El calculo fraccionario ha ganado en los Ultimos afos una considerable popularidad, debido
a sus demostradas aplicaciones en muchos campos de la ciencia y la ingenieria. La razén de
esto es que ha permitido generalizar muchos conceptos del céalculo tradicional, en el cual se
utilizan derivadas e integrales solo de orden entero, con lo cual se han podido obtener soluciones
de control mas generales y con mejores prestaciones. Puede mencionarse por ejemplo el caso
del controlador PID fraccionario (en adelante FOPID, por sus siglas en inglés (Fractional Order
Proportional Integral Derivative)), en el cual ademas de poder ajustar la ganancia proporcional,
integral y derivativa como en el PID tradicional, se puede ajustar el orden de derivacion de la
componente derivativa y el orden de integracién de la componente integral. De esta forma, en el
caso del PID clasico sélo es posible seleccionar la posicidon, suavidad y valor minimo en la curva
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de magnitud de la respuesta de frecuencia del controlador, mientras que en el caso del FOPID
es posible seleccionar ademas los valores de las pendientes en la curva de magnitud y de las
aportaciones de fase (Vinagre, 2001).

A continuacién se presentaran definiciones y propiedades del célculo fraccionario que son
utilizadas en este trabajo.

Definicion 1 (Integral fraccionaria segin Riemann-Liouville (Kilbas et al., 2006)). La integral frac-
cionaria segun Riemann-Liouville de orden o € R* de la funcién f (-), definida en un intervalo
finito [a,t] en RT tiene la forma siguiente:

t

apiy L f(7)
Iaf(t)—r(a)/( dir,  t>a, (3.4)

t—7)

a

donde T («) corresponde a la funciéon Gamma, definida como

o0

IN'a) = /to‘letdt.

0

Con respecto a la derivada de orden fraccionario, existen varias definiciones en la literatura.
En este trabajo, sin embargo, se utiliza solamente la definicion de la derivada fraccionaria segun
Caputo, ya que ésta incorpora condiciones iniciales para f () y sus derivadas de orden entero, las
cuales son fisicamente interpretables de la manera tradicional.

Definicion 2 (Derivada fraccionaria segun Caputo (Kilbas et al., 2006)). La derivada fraccionaria
segun Caputo de orden o € R™ de la funcion f () definida en un intervalo de tiempo finito [a,t] en
R*, se define como

Fop) (o
DL = I D )= i [ et 82)

donden = min{k € N/k > a}.

Propiedad 1 (Linealidad de los operadores fraccionarios (Podlubny, 1999)). Los operadores frac-
cionarios son lineales, (cumplen con las propiedades de homogeneidad y aditividad) o sea

Ik f () + kog ()] = kodg f (t) + k2lig (), Vf,g€R, Vki ks €R, (3.3)

DY (ki f (t) + kog (t)] = k1“DEf (t) + k2OD2g (1), Vf,g €R, Vki, ks €R. (3.4)

Propiedad 2 (Propiedad de semigrupo para la integral fraccionaria (Kilbas et al., 2006)).

ISISF(t) =I0MPf (1) Va,BeRY, Vfe LP(1<p< ). (3.5)

La propiedad siguiente muestra que la derivada fraccionaria es la operacién inversa de la
integral fraccionaria por la izquierda.
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Propiedad 3 (La derivada como operacion inversa por la izquierda de la integral (Podlubny, 1999)).

°DIgf(t)=f(t) VaeR', VfeLl(1<p<oo). (3.6)

Esta propiedad, sin embargo, no se cumple por la derecha, tal como se muestra a continua-
cién
Propiedad 4 (Integral de la derivada de una funcion (Podlubny, 1999)).

™ (a)

o (t—a)® VaeR" VfieLlfP(1<p<oo). (3.7)

I$CDgf(t)y=f(t) -

T

0

Para el caso particular en que o € (0, 1), resulta

ISCDf(t) = f(t)— f(a). (3.8)

La relacién entre la primera derivada de orden entero y la derivada de orden fraccionario
segun Caputo de una funcion, esta dada por la Propiedad 5.

Propiedad 5 (Relacion entre la primera derivada entera y la derivada fraccionaria segun Caputo
(Kilbas et al., 2006)).

F&)=D*“Df(t), Yae(0,1), VfeLP(1<p< ). (3.9)

Una propiedad particular para las derivadas de orden fraccionario es la generalizacién de
la regla de Leibniz. En el caso entero resulta en la conocida regla del producto, pero en el caso
fraccionario es diferente, como se muestra en la siguiente propiedad.

Propiedad 6 (Regla de Leibniz para la derivada fraccionaria (Podlubny, 1999)). Si f (t) y g (t),
junto con todas sus derivadas son continuas en [a, t], entonces la regla de Leibiniz para la derivada
fraccionaria tiene la forma siguiente

[e.9]

D3 (f e =3 () /MOt Yok Vige LU Sp<o).  (310)
k=0

Dadas las diferencias que existen entre las derivadas e integrales fraccionarias con respecto
a las derivadas e integrales enteras, respectivamente, es intuitivo entonces pensar que el com-
portamiento, tanto de los sistemas descritos por ecuaciones diferenciales fraccionarias como los
controladores fraccionarios, tengan caracteristicas diferentes a aquellas de los casos enteros.

3.2. Definiciones y teoremas para el trabajo con matrices

La aplicacién del método directo de Lyapunov utiliza los conceptos de matriz positiva definida,
matriz positiva semidefinida, matriz negativa definida y matriz negativa semidefinida. Del mismo
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modo este método trata con funciones positivas definidas, negativas definidas y decrecientes.
Debido a que algunos de estos conceptos seran utilizados a lo largo de este trabajo, se presentan
en esta seccion, también facilitando las posibles consultas del lector.

Definicion 3 (Matriz positiva definida y positiva semidefinida (Horn, 1990)). Una matriz P de orden
n X n es positiva definida si cumple que la forma cuadratica asociada

TPz >0, VYo+#0, zeC (3.11)

Si la desigualdad (3.11) se relaja a
TPz >0, V&#0, zeC" (3.12)
entonces la matriz es positiva semidefinida.

Definicion 4 (Matriz negativa definida y negativa semidefinida (Bellman, 1997)). Una matriz P de
ordenn x n es negativa definida si se cumple que la forma cuadratica asociada

2T Pz <0, VYe#0, zeC" (3.13)

Si la desigualdad (3.13) se relaja a
2T Pz <0, Ve+#0, zeC (3.14)
entonces la matriz es negativa semidefinida.

Definicion 5 (Funcién positiva definida invariante en el tiempo (Slotine, 1991)). Una funcién es-
calar invariante en el tiempo V (z) € R con z € R™ es positiva definida, si V (z) > 0, Yo # 0 y
V(0) =0.

Definicion 6 (Funcién positiva definida variante en el tiempo (Slotine, 1991)). Una funcion escalar
variante en el tiempo V (x,t) € R con z € R" es positiva definida, si V (0,t) = 0 ¥t > ty y existe
una funcién invariante en el tiempo y positiva definida V;, (x) tal que se cumple

Vt>to, V(x,t)=Vo(x). (3.15)

O sea,una funcién variante en el tiempo es positiva definida si "domina a una funcion inva-
riante en el tiempo"que sea positiva definida.

Definicion 7 (Funcion negativa definida variante en el tiempo(Slotine, 1991)). Una funcién escalar
variante en el tiempo V (z,t) € R con x € R™ es negativa definida, si V (0,t) = 0 YVt > ty y existe
una funcién invariante en el tiempo y positiva definida V; (x) tal que se cumple

Vt>ty, Vi(x,t)<—Vp(z). (3.16)

Definicion 8 (Funcion decreciente (Slotine, 1991)). Una funcion escalar variante en el tiempo
V (z,t) € R conz € R" es decreciente siV (0,t) = 0 Vt > t, y existe una funcion invariante en el
tiempo y positiva definida Vi (x) tal que se cumple

Vt>to, V(x,t) < Vi(x). (3.17)
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En otras palabras, una funcion escalar variante en el tiempo es decreciente si es "dominada
por una funcion positiva definida invariante en el tiempo".

La relacién existente entre las funciones de clase K (ver Definicion 9) y las funciones po-
sitivas definidas, negativas definidas y decrecientes, permitira reescribir la extension fraccionaria
del método directo de Lyapunov que se presenta en el Teorema 2, y por esa razén se muestra a
continuacion el Lemma 1.

Definicion 9 (Funciones de clase K (Haddad & Chellaboina, 2008)). Una funcién continua - :
[0,a) — [0,00), donde a € (0, ], es de clase K si es estrictamente creciente y v (0) = 0.

Lema 1 ((Slotine, 1991)). Una funcion escalar variante en el tiempo V (z,t) € R con z € R" es
positiva definida si y solo si existe una funcion o de clase K talque V (0,t) =0Vt >ty y

V(w,t) > a(lzl), V> to (3.18)

Para la demostracién del Lema 5 en el Capitulo 4, sera preciso utilizar la diagonalizacion
de una matriz simétrica. Por tanto, se presenta a continuacion el Teorema 1, el cual sera luego
utilizado en la demostracion de dicho lema.

Definicion 10 (Matriz ortogonal (Bellman, 1997)). Una matriz B € R™*" es ortogonal si se cumple
que
BB =1, (3.19)

donde I corresponde a la matriz identidad.
Teorema 1 (Diagonalizacién de una matriz real y simétrica (Bellman, 1997)). Sea P € R"*" una
matriz real y simétrica. Entonces, ésta puede ser transformada a una forma diagonal mediante

una transformacion ortogonal, o sea, existe una matriz ortogonal B € R"*™ y una matriz diagonal
A € R™*" tal que se cumple

P = BABT. (3.20)

3.3. Herramientas para el analisis de estabilidad de sistemas de or-
den fraccionario

Del mismo modo en que los resultados de las derivadas e integrales de orden entero difie-
ren de los casos fraccionarios, también los métodos de analisis de estabilidad conocidos para el
caso entero difieren de los que se han propuesto hasta el momento para los sistemas de orden
fraccionario. Para ejemplificarlo es suficiente mencionar que en el caso entero, es bien conocido
el resultado que plantea que, para sistemas lineales e invariantes en el tiempo representados por
una ecuacién diferencial de la forma

(t)=Ax(t) conxzeR" AeR™" (3.21)
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Figura 3.1: Diagrama del lugar de las raices para la ecuacion (3.22).

su estabilidad asintética queda asegurada si se cumple que todos los valores propios de la matriz
A tienen parte real negativa, (Ogata, 2009).

Sin embargo, en el caso de los sistemas de orden fraccionario, esta propiedad es genera-
lizada. Es decir, tal como sucede con la formulacion de la derivada e integral fraccionarias, que
contienen al caso entero, del mismo modo la condicién de estabilidad de sistemas fraccionarios
contiene a la del caso entero. En el caso fraccionario, el matematico francés Denis Matignon pro-
puso el teorema que plantea que un sistema lineal e invariante en el tiempo descrito por una
ecuacion diferencial fraccionaria de la forma

Do (t) = Az (t) conxeR", AecR™", (3.22)

es asintéticamente estable si se cumple la condicién

[arg (spec (A))] > %, (3.23)
donde spec (A) denota el espectro de la matriz A, que corresponde al conjunto de todos los valores

propios de la matriz A (Matignon, 1994).

De la expresion (3.23), es evidente que puede darse el caso de que un sistema cuya matriz
tenga valores propios con parte real positiva, condicion que hace inestable a un sistema de orden
entero, si sea estable en el caso fraccionario, dependiendo del valor del orden de la derivada
fraccionaria «, tal como se aprecia en la Figura 3.1.

En la Figura 3.1 se muestra la regién de estabilidad (zona del plano complejo donde los polos
del sistema deben estar contenidos) para diferentes valores del orden de derivacion. Este criterio
ha sido utilizado en disimiles trabajos para analizar |la estabilidad de determinados sistemas o pa-
ra proponer controladores que garanticen estabilidad. Pueden mencionarse por ejemplo algunos
trabajos como Chen et al. (2011); Reza & Delavari (2012); He & Liu (2011) y N'doye et al. (2009).

Sin embargo, tal y como sucede con el caso entero, este analisis de estabilidad implica el
conocimiento de la matriz A. Mas aun, esta metodologia no es aplicable al caso de sistemas no
lineales o variantes en el tiempo. Por tanto, en los problemas de control adaptable, en los cuales
los sistemas son parcialmente conocidos, esta técnica de analisis de estabilidad no es aplicable.

En los sistemas no lineales de orden entero, el método directo de Lyapunov es una meto-
dologia que permite analizar la estabilidad del sistema sin resolver explicitamente las ecuaciones

31



diferenciales (Khalil, 2002). Para el caso de los sistemas de orden fraccionario, se plantea una
extension de este método en Li et al. (2010), la cual se expone en el Teorema 2.

Teorema 2 (Extensién fraccionaria del método directo de Lyapunov (Li et al., 2010)). Considere-
mos un sistema de orden fraccionario (FOS por sus siglas en inglés) definido como

“Dex(t) = f(z,t), z€R" feR, (3.24)
donde o € (0,1) y t representa el tiempo.

Sea x = 0 un punto de equilibrio para el sistema (3.24). Supongamos que existe una funcion
de Lyapunov'V (z,t) € R y funciones de clase K ~; € R (i = 1,2, 3) que satisfacen

m ([lz]) <V (@) <% (=), (3.25)

DYV (x,t) < =3 ([lz]), (3.26)

donde g € (0, 1). Entonces el origen del sistema (3.24) es asintoticamente estable.

Tal como sucede en el caso entero, en el caso fraccionario esta condicion es una condicion
suficiente para demostrar la estabilidad de los sistemas fraccionarios, lo cual significa que un
sistema aun puede ser estable aunque no se encuentre una funcién de Lyapunov candidata para
concluir sobre su estabilidad. En otras palabras, la dificultad de este método radica en encontrar
una funcién de Lyapunov para (3.24).

Ahora bien, si usamos el Lema 1, el Teorema 2 puede ser reescrito de la siguiente forma

Teorema 3 (Extension fraccionaria del método directo de Lyapunov usando conceptos de funcio-
nes positiva definida, negativa definida y decreciente). Sea x = 0 un punto de equilibrio para el
sistema (3.24). Supongamos que existe una funcioén de LyapunovV (z,t)) € R tal que

» V (z,t) es positiva definida.
» V (z,t) es decreciente.

= “D]V (x,t) es negativa definida, donde 3 € (0,1).
Entonces el origen del sistema (3.24) es asintoticamente estable.

Otra metodologia que puede utilizarse para la demostracién de estabilidad en sistemas no li-
neales es el principio de comparacion fraccionario. Esta es una metodologia que permite conocer
el comportamiento de la solucion de una ecuacién diferencial comparandola con otra de resulta-
do conocido. El resultado es especialmente Gtil pues de este modo no es necesario resolver la
ecuacion diferencial, lo cual resulta en general muy complejo en la mayor parte de las ocasiones.
Este principio fue planteado en Li et al. (2010), pero en Choi & Koo (2011) fue relajada una de las
condiciones del mismo, quedando como sigue.

Lema 2 (Principio de comparacién fraccionario (Choi & Koo, 2011)). Supongamos que se tienen
dos funciones del tiempo x (t) ,y (t) € RT y que ademas se cumple que para o € (0, 1)

“Dex(t) >“Dey(t), V> to. (3.27)
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Si se tiene que
z (to) = y (to) , (3.28)

entonces puede afirmarse que x (t) > y (t), YVt > to.

La dificultad de este método radica en encontrar el sistema de comparacién, pues este debe
tener solucién conocida y aun no se reportan muchas ecuaciones diferenciales fraccionarias con
solucion analitica. Del mismo modo, este principio es valido sélo para el caso escalar, pues su
generalizacion al caso vectorial impone restricciones adicionales al sistema de comparacion, lo
cual hace muy dificil su utilizacién en muchos analisis.
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4 Nuevos lemas y herramientas para el
calculo fraccionario

Con el auge del uso de los operadores fraccionarios en el &mbito de la ingenieria de control,
han aparecido disimiles estrategias de control fraccionario, ya sea que se utilicen para controlar
plantas descritas por ecuaciones diferenciales enteras o fraccionarias.

En todos los casos, el sistema controlado resulta de orden fraccionario, y es preciso probar
tanto la estabilidad como la convergencia de las sefiales del esquema de control. Esta necesidad
ha motivado un particular interés por el estudio de la estabilidad y convergencia de los sistemas
fraccionarios, tema de investigacién que esta siendo desarrollado por varios grupos de investiga-
dores alrededor del mundo.

Como se expuso en el Capitulo 3, existen algunas herramientas que permiten la demostra-
cién de la estabilidad y la convergencia de sistemas de orden fraccionario, ya sean lineales e
invariantes en el tiempo o sistemas mas generales. El método directo de Lyapunov, que es tan
ampliamente utilizado en los analisis de estabilidad y convergencia de los sistemas no lineales
enteros, ha sido efectivamente extendido al caso fraccionario (Li et al., 2010), resultando una
herramienta poderosa para el andlisis de estabilidad de sistemas fraccionarios no lineales.

Sin embargo, estos andlisis se han encontrado con la dificultad de definir funciones de Lya-
punov adecuadas, pues aquellas que se utilizan en el caso entero, como la funcidén cuadratica, no
han resultado aplicables al caso fraccionario de manera directa. Del mismo modo, las herramien-
tas que se utilizan para probar la convergencia de las sefiales en los casos de sistemas de orden
entero, tampoco son directamente aplicables al caso de los sistemas fraccionarios, debido a las
particularidades de estos operadores.

Estas dificultades han aparecido también en el andlisis de estabilidad y convergencia de los
modelos de error fraccionarios, que son el objeto de estudio en este trabajo. Por esta razén ha sido
preciso generar resultados analiticos adicionales como parte de esta investigacion, como etapa
previa a su aplicacidon en modelos de error fraccionarios.

El presente capitulo recopila estos resultados generados como parte de la investigacion reali-
zada, que pueden tener utilidad en distintos analisis por ser herramientas matematicas generales,
y que en el caso de este trabajo resultaran de utilidad en el posterior analisis de estabilidad de los
modelos de error fraccionarios, contenidos en el Capitulo 5.

4.1. Nuevos lemas para la derivada segun Caputo

Los lemas presentados en esta seccidn establecen, en términos generales, una desigualdad
entre la derivada fraccionaria segun Caputo de una funcién cuadratica y el producto de la funcién
por la derivada fraccionaria de ésta. Esta relacion resultara de particular utilidad en la utilizacién de
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funciones de Lyapunov del tipo cuadraticas generales para el andlisis de estabilidad de sistemas
fraccionarios, aplicada en conjunto con la extension fraccionaria del método directo de Lyapunov
(Li et al., 2010).

4.1.1. Derivada fraccionaria segun Caputo de una funcién cuadratica

Para calcular la derivada fraccionaria segun Caputo de una funcion cuadratica se utiliza la
regla de Leibniz, presentada en la Propiedad 6 del Capitulo 3. Sin embargo, este calculo requiere
el conocimiento de infinitas derivadas enteras y fraccionarias de orden superior de la funcién (ver
(8.10)), lo cual no es conocido en muchos casos. Esta es la razén por la cual, como parte de este
trabajo, se han generado los Lemas 3, 4 y 5, los cuales seran introducidos a continuacién.

Lema 3. Sea z : [ty,0) — R una funcion diferenciable. Entonces, para cada instante de tiempo
t > tg se cumple que

%CD;;:C? () <2 (®)CD2x(t), Vae(0,1]. (4.1)

Demostracion. Probar que la expresion (4.1) es verdadera, es equivalente a probar que

2 (£) D2 () — %Cpggx? () >0, Vael(01]. (4.2)

Usando la Definicion 2 (ver (3.2)), puede escribirse

t

C Xz

Dy x (t) 1_a /t—r (4.3)

to

y de la misma forma
t
lora 2y 1 x (7) i (7)

5 Dy x® (t) = =) / )" dr. (4.4)

to

Por tanto, la expresion (4.2) puede escribirse como
[e(t) — ()] (7)
T)|X\T
> 0. :
1_@/ e dr >0 (4.5)
to
. . . B N sy dy(m)
Definamos la variable auxiliar y (1) = z (t) — =z (1), lo cual implica que ¥’ (1) = T =
—d‘z(:). De este modo, la expresién (4.5) puede ser escrita como
[y ()
y\r
<

Fl—a/ e <0 (4.6)
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Para integrar por partes la integral en (4.6), definamos

du=vy(r)y (r)dr u= %yz
! o gy=—2 () lyg
’U—m(t—’r) U—m(—’r) T.

De este modo, aplicando integracién por partes, la expresion (4.6) puede escribirse como

2

4 o [ 2P0
:t+ [ZF(l—a) (t—to)a:| + ZF(l—a)/(t dr>0. (4.7)

B y* (1) ]
2 (1 — ) (t — 1)

T

Analicemos el primer término de la expresion (4.7), el cual presenta una indeterminacion en
7 = t. Por tanto analicemos el limite correspondiente.

b @ 1 e@ea@P 1 [P -2 e() +a ()]

T2l (1 —a)(t—7)* 2(1—a)rst  (t—7)% 2 (1 —a)rt (t—7)°
(4.8)

Dado que la funcién es diferenciable, puede aplicarse la regla de LHopital para evaluar el
limite, ya que resulta 3. Luego

1 lm (2% (t) — 22 (t) z (1) + 2% (7)] B 1 lim [—2z (t) & (1) + 2z (1) 2 (7)) _
T (1 — )t (t—1)% 2T (1—a)rt —a(t—7)*?

b Re®a(n) -2 (a@] -1
2 (1 — a) T—t (0% '

(4.9)

Por lo tanto, la expresién (4.7) se reduce a
Y a [ )
2r (l—a)o(t—to)a tor (1—-a) / (tfq-)a*ldTZO. (4.10)

to

La expresién (4.10) es claramente verdadera Vo € (0, 1], con lo cual se concluye la demostra-
cion. O

Un detalle importante respecto de este lema, es que puede esperarse una igualdad en (4.1)
cuando a = 1 6 cuando la funcidnes f (t) =0 V¢ > tp.

Como puede apreciarse de la expresion (4.1), este lema establece una relacién entre la de-
rivada segun Caputo del cuadrado de una funcién diferenciable y el producto de la funcién y su
derivada fraccionaria. Ahora bien, ;Qué sucede en el caso en que se trabaja con vectores de
funciones continuas? Utilizando el resultado ya presentado en el Lema 3 es muy simple obtener
la generalizacién al caso vectorial, el cual se expone en el Lema 4.
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Lema4. Seax : [ty,0) — R™ un vector de funciones diferenciables. Entonces, para cada instante
de tiempo t > ty se cumple que

Yope [T ()2 ()] < (D (t), Vae (0,1 (4.11)

Demostracion. Para probar el resultado en (4.11), descompongamos el producto interno =7 (¢) z (¢)
en la suma del producto de las componentes del vector. De este modo podemos escribir

5CD8 [o7 (0 (0] = 5OD8 [ (1) + a3 (1) + ..+ 23 ()], (4.12)

donde z1, z9, ..., x, corresponden a las componentes del vector z, i.e. x = [z1 z2.. .xn]T € R"™.

Utilizando la propiedad de linealidad de los operadores fraccionarios presentada en la Pro-
piedad 1 (ver (3.4)), la expresion en (4.12) puede escribirse como

1 (0% 1 (0% 1 « 1 (0%
50Dt0 [2T ()2 (t)] = 50Dt0x§ (t) + ithOxg ) +... + ithOzi (). (4.13)

Luego puede aplicarse el Lema 3 a cada término del miembro derecho de la expresion (4.13),
con lo cual se obtiene

%CD% (27 ()2 ()] < 21 (t) O D z1 () + 22 (1) D wa (t) + ... + 20 () Dz, (8),  (4.14)

lo cual puede ser escrito como
5D [T (0 (0] <" (1) D (1), (4.15)
y esto concluye la demostracion. O

Como ha podido apreciarse, el Lema 3 resulta un caso particular del Lema 4. Sin embargo,
una vez mas nos preguntamos, ;Qué pasa si en lugar de la forma cuadratica =7 (t) x (t) nos
referimos a una forma cuadratica mas general, de la forma =7 (¢) Pz (t), donde P € R™*" es una
matriz simétrica y definida positiva? La respuesta a esta interrogante se encuentra en el Lema 5.

Lema5. Seax : [ty,0) — R™ un vector de funciones diferenciables. Entonces, para cada instante
de tiempo t > ty se cumple que

]‘ (03 (63

50Dt0 (2T (t) Pz (t)) <z" )P ODRx(t), Vae(0,1], (4.16)
donde P € R™*"™ es una matriz simétrica y positiva definida.
Demostracion. Dado que la matriz P es simétrica, usando el Teorema 1 (ver (3.20)), puede afir-

marse que existe una matriz ortogonal B € R™*"™ y una matriz diagonal A € R™*" tal que puede
escribirse

%xT (t) Pz () = %xT (t) BAB 2 (t) = % (B"2 (1))" A (BT (). (4.17)
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Definiendo una variable auxiliar y (t) € R™ definida como
y (t) = BTz (1), (4.18)

entonces, (4.17) puede escribirse como

2ot (1) Pr(t) = 2y () Ay (1), (4.19)

Dado que la matriz A es diagonal, puede escribirse

S0 DA (1) = 5D N (). (4.20)
i=1

Entonces, usando la propiedad de linealidad de la derivada fraccionaria (ver (3.4)) se tiene

1 1 = N
5 D8 (" ) Ay (1) = 59D5 > Ny (¢ Z X~ CDtO vi (). (4.21)
=1

Aplicando el Lema 3 a la ecuacién (4.21) resulta

]‘ a
2CD°‘ (y" Z Niiyi (1) D y; (t) . (4.22)

Por lo tanto, dado que
D Niiyi (1) “Dgys (8) =y (8) A Dy (1) (4.23)

entonces puede afirmarse de (4.22) que

2CD3 (v () A (1) <o (A DR (). (4.24

Luego, usando la expresion (4.18) en (4.24) resulta

%CD;; (BTx (1)) A (BT2 (1)) < (BTx (1)) A°Dg (BT (1)). (4.25)

Usando BAB” = P en (4.25) y reordenando convenientemente resulta
1 (0% (0%
50Dt0 (27 (t) Pz (t)) < 2" () P Dy x (t). (4.26)

lo que completa la demostracién. O
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4.2. Aplicacion de los lemas generados para la derivada segun Capu-
to

En esta seccion se muestran algunas posibles aplicaciones de los Lemas 3, 4 y 5, presenta-
dos en la Seccion 4.1.

4.2.1. Uso de funciones de Lyapunov cuadraticas en la aplicacion de la extension
fraccionaria del método directo de Lyapunov

Como ya se mencioné anteriormente, una de las técnicas que pueden utilizarse para probar
la estabilidad de los sistemas no lineales y variantes en el tiempo de orden fraccionario, es la
extension fraccionaria del método directo de Lyapunov (Li et al., 2010). Sin embargo, el uso de esta
técnica usualmente es dificil, ya que encontrar una funcién de Lyapunov en el caso fraccionario es
mas complejo que en el caso entero, debido a la complejidad del calculo de la derivada fraccionaria
del producto de funciones.

Con el desarrollo de los lemas generados en la Seccion 4.1, sin embargo, es posible utilizar
funciones cuadraticas en conjunto con la extensién fraccionaria del método directo de Lyapunov,
y probar de manera simple la estabilidad de muchos sistemas fraccionarios.

A continuacién introduciremos un ejemplo de un sistema de orden fraccionario lineal y varian-
te en el tiempo, que pondra de manifiesto esta afirmacion.

Ejemplo 1. Consideremos el sistema de orden fraccionario variante en el tiempo, donde x; (t),z2 (¢) €
R son funciones diferenciables.

CDfdxl (t) = —a3 (t) + sin (wt) z2 (t)

“Dgxo (t) = —sin (wt) 21 () — 23 (2) . (4.27)

Para probar la estabilidad del sistema (4.27), intentemos usar primero el método directo de
Lyapunov clasico (Narendra & Annaswamy, 2005), proponiendo la funcién cuadratica (4.28) como
funcion de Lyapunov candidata.

V (21, 29) = %xf () + %x% (t). (4.28)

Esta funcién es positiva definida. Usando la Propiedad 5 (ver (3.9)), &1 y @2 pueden escribirse

como
a1 (t) = D5 [~ (t) + sin (wt) 22 ()]

(4.29)
Za (1) = CDgO_O‘ [— sin (wt) 21 (t) — 23 ()],
y por lo tanto .
\% (.Il,xz) =T (t) :i’l (t) + 1 (t) i’g (t) =
=1 (t) CDtlo_O‘ [—2% () + sin (wt) 22 ()] + (4.30)

+x5 (1) CDtlo_o‘ [— sin (wt) z1 (t) — 23 ()] -
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Como puede apreciarse de la ecuacion (4.30), es dificil establecer un signo definido para la
primera derivada temporal de la funcion de Lyapunov, a menos que se tenga conocimiento de
como evolucionan las correspondientes derivadas CD}O‘O‘, lo cual es desconocido en la mayor
parte de los problemas.

Ahora bien, en lugar de utilizar el método directo de Lyapunov clasico puede utilizarse la ex-
tension fraccionaria de este método. Para ello, propongamos nuevamente la funcion de Lyapunov
candidata y positiva definida dada en (4.28). Usando la Propiedad 6 (ver (3.10)) puede escribirse

1 & o 1 & o
CDRV (21,2) = 2;0( . )x%’” (t) C D ay (1) + 2];0( B )xé’” (1) C D Ry (1), (4.31)

En este caso, como puede apreciarse de la ecuacion (4.31), para evaluar la derivada fraccio-
naria de la funcion de Lyapunov se necesitan las infinitas derivadas de orden superior de z; (¢) y
x2 (t), tanto enteras como fraccionarias, lo cual evidentemente no es una tarea facil y en muchos
casos son desconocidas.

Sin embargo, si se utiliza el Lema 3, proponiendo la misma funcién de Lyapunov candidata
en (4.28), puede concluirse directamente que

1 1
DYV (w1,w2) = 5ODjat (t) + 5O Dfa3 (1)
<z (t) CD%:L‘l (t) + x2 (t) CD%I‘Q (t) (4.32)

<~ (1)~ 3 (1),

Como —z7 (t) — x5 (t) es una funcion negativa definida, la expresion en (4.32) permite afirmar
que CD;;V (z1,x2) es negativa definida. Por lo tanto, usando el Teorema 3, puede concluirse que
el origen del sistema (4.27) es asintéticamente estable.

Como se aprecia de este ejemplo, el andlisis de estabilidad de los sistemas fraccionarios
puede resultar complejo, pero el uso de la funcién cuadratica en conjunto con el Lema 3 puede
facilitar mucho el andlisis. En el Capitulo 5 se mostrara como los Lemas 4 y 5 seran también de
gran utilidad en el analisis de estabilidad de los modelos de error fraccionarios.

Otra de las ventajas que tiene el Lema 3, es que permite su aplicacién a funciones no solo
de la forma 22, sino también a funciones en general de la forma z”, si n es un nimero par. Esto
resulta ventajoso para el andlisis de muchos sistemas, para los cuales la funcion cuadréatica =2
no resulta atil como funcién de Lyapunov candidata. Introduzcamos un ejemplo ilustrativo de este
hecho.

Ejemplo 2. Consideremos el siguiente sistema fraccionario no lineal e invariante en el tiempo, con
€ (0,1), definido por

D ay (t) = —x1 (t) + 23 (1)

CD%.%Q (t) = —I (t) — X9 (t) ,

donde z; (), z2 (t) € R son funciones diferenciables.

(4.33)

. 1 1
En este caso, el uso de una funcién de Lyapunov de la forma V (z1,z2) = 5:5% (t) + 53:5 (t)
no permite establecer conclusiones sobre la estabilidad de este sistema. Sin embargo, se puede
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proponer la funcién de Lyapunov candidata definida por
V(a1 (t) a2 (1) = 5a (1) + 723 (1), (4.34)

que es claramente positiva definida.

Aplicando el Lema 3 puede escribirse entonces
1
DV (z1,22) = icD%m% (t) + 19Dg 24 (¢)

<y (t)“Dgay (t) + 123 (t) O D3 23 (t) (4.35)

<1 (t)“Dgay (t) + 23 (t) O D s (t)

< —a2(t)—2d(1).

De la Ecuacién (4.35) se observa que la derivada fraccionaria de la funcién de Lyapunov es
negativa definida. Por lo tanto, usando el Teorema 3 puede concluirse que el origen del sistema
(4.33) es asintoticamente estable.

4.2.2. Estabilidad de sistemas no lineales de orden fraccionario con « € (0, 1]

Ademas de la aplicacion directa de los lemas generados al andlisis de estabilidad de sistemas
fraccionarios, mediante la extension fraccionaria del método directo de Lyapunov, éstos han per-
mitido generar un resultado general que es de gran utilidad para el andlisis de estabilidad de los
sistemas fraccionarios no lineales invariantes en el tiempo, y que puede ser aplicado por ejemplo
en el disefo de controladores. Este resultado se presenta a continuacién en el Lema 6.

Lema 6. Sea el sistema de orden fraccionario no lineal e invariante en el tiempo dado por
“Dpa(t)=f(z(t), = feR" (4.36)

donde o € (0, 1], x = 0 es un punto de equilibrio, z (t) es diferenciable, y f es localmente Lipschitz
en x. Si se satisface la siguiente condicion

2t () f(z () <0, Va, (4.37)
entonces el origen del sistema (4.36) es Lyapunov estable. Y si se satisface que
2L (t) f(z (1)) <0, Yz #0, (4.38)

entonces el origen del sistema (4.36) es asintoticamente estable.

Demostracion. Propongamos la funciéon de Lyapunov candidata dada en (4.39), la cual es positiva
definida

V(2) = %xT () (8). (4.39)
Si aplicamos el Lema 4 puede escribirse

“DEV(z) <z () 9D (t). (4.40)
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SizT (t) f (z (t)) <0, entonces =T (t) “Dg z (t) < 0, y esto implica que

¢pg BxT (t)x(t)} <0, (4.41)

Aplicando la integral fraccionaria de orden « a la desigualdad (4.41) se obtiene

%xT )z () — %xT (to) x (to) <0, V> to. (4.42)

Esto implica que
[l (&) [| < llz (to) [, VE = to. (4.43)

Luego, la expresion (4.43) permite concluir que el origen del sistema (4.36) es estable en el
sentido de Lyapunov (Haddad & Chellaboina, 2008).

Si 2T (t) f(z(t)) < 0, Va # 0, entonces 7 (t) Dz (t) < 0, Vz # 0, 0 sea es negativa
definida. Por tanto, existira una funcién de clase K de la forma ~ (||z (¢) ||) tal que

2" () “Dia(t) <yl () ) (4.44)

Luego utilizando el Lema 4 y la expresién (4.44) resulta
“DpV (z) <z () D (t) <y (= @) ]]). (4.45)
Basado en el resultado en (4.45) y aplicando el Teorema 2 se concluye que el origen del sis-
tema (4.36) es asintdéticamente estable, y esto concluye la demostracion. O

Como puede advertirse, el Lema 6 abarca una gran cantidad de sistemas no lineales, lo cual
es un aporte a la teoria de andlisis de estabilidad de éstos. Veamos un ejemplo ilustrativo.

Ejemplo 3. Consideremos el siguiente sistema fraccionario no lineal e invariante en el tiempo, con
a € (0, 1], definido por
“Dgay (t) = —23 () + 22 (t)

CD%;EQ (t) = —a1 (t) — a2 (1), (4.46)
donde z; (t),z2 () € R son funciones diferenciables.
Si denotamos " - o
1 (¢ —zy(t) + o
() = [ s () } fla)= [ o () iy 0 | (4.47)

puede comprobarse facilimente que se cumple que z7 (t) f (x (t)) < 0, Vz # 0. Luego aplicando
el Lema 6 se concluye directamente que el origen del sistema (4.46) es asintdticamente estable.

El Lema 6 puede aplicarse también al disefio de controladores por realimentacion de estado
para sistemas no lineales, resultado que esta contenido en el Corolario 1.

Corolario 1. Sea el sistema de orden fraccionario no lineal e invariante en el tiempo dado por

CD?Ox t)=f(x)+g@)u conzx, f,geR" uekR, (4.48)
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donde o € (0,1), z = 0 es un punto de equilibrio cuando v = 0 y z (t) es diferenciable. Si se utiliza
un control por realimentacion de estado u (x) tal que

g(x)u(x)|z=0 =0, (4.49)
y ademas
el [f (x) 4+ g (z)u(zx)] <0, Vz#0, (4.50)

entonces el sistema se estabiliza en el origen asintdticamente.

Demostracion. Si se utiliza un control por realimentacién de estado, la ecuacién para el sistema
controlado sera
“Dx(t)=f(z)+g(x)u(z). (4.51)

Si llamamos h (z) = f(z) + g (z)u (z) € R, la ecuacion de lazo cerrado del sistema controlado
puede escribirse como
“Dix(t)=h(z). (4.52)

Como se cumple lo expresado en (4.49), entonces, dado que f (x) |,—o = 0, esto implica que el
sistema controlado (4.52) tendra como punto de equilibrio el origen.

Ademas, dada la condicion (4.50), en el sistema (4.52) se cumple que z” (t) h(z (t)) <
0, Vx # 0. Luego, usando el Lema 6 se concluye que el origen del sistema (4.52) es asintética-
mente estable, 0 sea se ha logrado estabilizar asintéticamente el sistema (4.48) en el origen, y esto
concluye la demostracion. O

Como puede apreciarse, el Corolario 1 puede aplicarse al control por realimentacion de es-
tados de una gran cantidad de sistemas no lineales fraccionarios, resultando de gran utilidad en
estos casos.

Ahora bien, ante la pregunta de si es posible establecer algun resultado acerca de la estabili-
dad de sistemas no lineales variantes en el tiempo, se introduce el Lema 7, el cual permite concluir
sobre la estabilidad segun Lyapunov de este tipo de sistemas bajo determinadas condiciones.

Lema 7. Sea el sistema de orden fraccionario no lineal y variante en el tiempo dado por
CDgx(t)=f(t,x(t) conx, feER, (4.53)

donde a € (0,1], x = 0 es un punto de equilibrio, = (t) es diferenciable, f es continua por tramos
ent y localmente Lipschitz en x y ademas f (t,0) = 0. Si se satisface la siguiente condicion

2T () f (tx () <0, Va,t >t (4.54)
entonces el origen del sistema (4.53) es Lyapunov estable.

Demostracion. El Lema 4 plantea que

SoT (0 (1) <o (1) O DG (). (4.35)

Como en el caso del sistema (4.53) se cumple lo planteado en (4.54), entonces partiendo de
(4.55) puede escribirse que

“Dg BxT (t) (t)} <0 Vt>t. (4.56)
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Aplicando la integral fraccionaria de orden « a la desigualdad (4.56) se obtiene

%xT (#)a (£) — %wT (to) 2 (to) <0, V> to. (4.57)

Esto implica que
[z (@) < llz o) [l, V= to. (4.58)

Luego, la expresion (4.58) permite concluir que el origen del sistema (4.53) es estable en el
sentido de Lyapunov, de acuerdo a la definicion en Haddad & Chellaboina (2008), y esto concluye
la demostracion. O

El Lema 7 resultara de utilidad en el Capitulo 5 para la demostracion de la estabilidad de los
modelos de error.

4.3. Condiciones sobre la integral fraccionaria de una funcion para
garantizar su convergencia

En muchos casos, la aplicacién del método de Lyapunov, ya sea entero o fraccionario, no
permite concluir directamente acerca de la convergencia de ciertas sefiales de un sistema, sino
solamente respecto de la estabilidad, y por ende que las senales son acotadas. Es en estos
casos cuando se requieren herramientas adicionales para establecer conclusiones acerca de la
convergencia de ciertas sefales del sistema.

En el caso de los sistemas enteros, se utiliza para tales fines el Lema de Barbalat (Popov,
1973) y algunos de sus corolarios (Narendra & Annaswamy, 2005; loannou & Fidan, 2006), los
cuales se basan en condiciones sobre la funcion y sobre su integral de orden entero para concluir
sobre la convergencia de la funcién. Sin embargo, en el caso de los sistemas fraccionarios, usual-
mente es muy dificil establecer condiciones sobre la integral entera de las funciones, y por tanto
resulta muy complicado aplicar estas herramientas.

No obstante, es bastante mas sencillo establecer condiciones sobre la integral fraccionaria de
las funciones, y esa es la razdn por la cual resulta de utilidad contar con herramientas que puedan
establecer conclusiones sobre la convergencia de una funcion, pero basadas en caracteristicas
de ésta y de su integral o derivada de orden fraccionario.

Debido a que este no es un resultado que estuviera disponible en la literatura, y dado que
resulta necesario para establecer la convergencia de los errores en los modelos de error, que son
objeto de estudio de este trabajo, se comenzé a investigar en esta linea. Esta seccion muestra
las herramientas que se generaron como resultado de esta investigacion, las cuales, si bien no
contribuyeron a probar la convergencia de los errores en los modelos de error en su totalidad, si
permitieron encaminar los esfuerzos en esa direccion.

Ademas estos resultados, por ser resultados matematicos generales, pueden resultar de uti-
lidad para la comunidad cientifica, razén por la cual, por ejemplo, el Lema 8 fue publicado en
Duarte-Mermoud et al. (2013).

En esta seccion se realiza una recopilaciéon de los resultados obtenidos referentes a la con-
vergencia de funciones, basado en condiciones que involucran operadores fraccionarios de la
funcién.
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4.3.1. Nuevos lemas sobre convergencia

El primer resultado que se presentara, contenido en el Lema 8, establece condiciones su-
ficientes sobre la integral fraccionaria del médulo de una funcién uniformemente continua, para
asegurar que la funcioén converge a cero.

Lema8. Seax (-) : R™ — R una funcién uniformemente continua y acotada. Si existe una € (0,1)
tal que
hm I |z (t)] =0, (4.59)

entonces
lim z (t) = 0.

t—o00

Demostracion. Realizaremos la demostracion por contradiccion. Supongamos que th’m x (t) # 0.
— 00

Entonces, existird una secuencia infinita y no acotada de instantes de tiempo {¢; : i € N} y un
e > 0tal que
’.’L‘ (tz)’ >e> 0, Vt; € RT. (460)

Dado que z () es uniformemente continua, entonces para todo ¢; existe un intervalo asociado
de laforma [t; — 6,t; + 6], con 6 > 0 tal que

|x(ti)—x(t)|<%, Vt e [t — 6,8 + 0. (4.61)
Usando propiedades del valor absoluto resulta
[z (0)] = |z (ti) = (x () —x @) = ||z (t)] — |(x (t:) —x @), Vie[ti—dti+d.  (4.62)

Si usamos ahora (4.60) y (4.61) en (4.62) se obtiene

@ (t) > =, Wte[ti— 6t +6]. (4.63)

La integral fraccionaria del valor absoluto de z (¢) en un intervalo [to, t;] puede descomponerse
de la siguiente manera

ti76 t;
o 1 |z (1) 1 (Dl
ol ¢ / (t; — ) 1 =adr IN(Y /1 (t; — T)l_o‘dT * [ () /6 (t; — T)l_o‘d - (464)

Dado que(‘x(T))J_adr > |x(r)] V7€ [t; — 1,t], entonces resulta
- T

t;—1 x (T t;—0
I lel () > g (t,|_(7))1’—ad7+r(1a)t.f1| ()|dT+F(1 f () dr
(4.65)
1 b
thlé | (7)| dr
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Luego, usando (4.63) en (4.65) resulta

dr = ——— (t; — (t; — 8)) =

T ( (4.66)

| ™

Como la secuencia {t;} es infinita, la expresién en (4.66) contradice el supuesto de que
th’m Ii |z (t)| = 0, y esto conluye la demostracion. O
— 00

El Lema 8 es una condicién suficiente para demostrar la convergencia a cero de una funcién,
pero no es necesaria. Esto puede ejemplificarse facilmente para el caso de la funcién = (t) = t~¢,
cuya integral fraccionaria de orden « resulta I [z| (t) = Ift™* =T (1 — a),

No obstante, hay muchas funciones para las cuales el Lema 8 si es valido, como lo corroboran
los ejemplos a continuacion.

Ejemplo 4. Sea = (t) =¢t~7, ~ € (0,1). En este caso, |z (t)| = z (t), y de acuerdo a Kilbas et al.
(2006), la integral fraccionaria I*t~" resulta

- FA—9) o
It = —————2 77, 4.67
Puede apreciarse de (4.67) que usando un « < v, resulta en que th’m Ift™7 =0, lo cual es
— 00
consistente con el resultado en el Lema 8.

Ejemplo 5. Sea z (t) = e . En este caso, |z (t) | = z (). No existe una expresion establecida para
la integral fraccionaria de la funcion z (t) = e, pero en cambio puede afirmarse que

e t<t?, ¥ye(0,1). (4.68)

Basado en (4.68) y de acuerdo a Chen (2012), puede concluirse que

e ' <I2t™, vy e(0,1), Yt > tg, con a € (0,1]. (4.69)

Del Ejemplo 4 se sabe que para un a < v, resulta que th’m I¥t~7 = 0. Luego, de (4.69) puede
—00
concluirse que th’m I,%e*t = 0, lo cual es consistente con el resultado en el Lema 8.
— 00

Ahora bien, muchas veces no es posible establecer directamente que la integral fraccionaria
de una funcidn converge a cero, por ejemplo porque no se conoce su forma exacta. Sin embargo
si es posible acotar esta integral a través de una funcién conocida, y en esos casos el Corolario 2
puede resultar util.

Corolario 2. Sea z(-) : Rt — R una funcién uniformemente continua. Si existe un o € (0,1] tal
que

Il ()] = o (g (1)), (4.70)
donde tli}m g(t) = 0 y o(:) denota el operador menor orden (Narendra & Annaswamy, 1985),

entonces
lim z (t) = 0.

t—o00
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Demostracion. Dado que I |z (t)] = o (g (t)), el hecho de que tli)mg (t) =0, implica que

’ o] _
tli)no1olt0 |z ()] = 0.

Luego usando el Lema 2 se concluye que tlim x (t) = 0. O
—00

Como puede apreciarse, el Lema 8 requiere la convergencia de la integral fraccionaria de
la funcion a cero, para probar que la funcion converge a cero. Este lema no puede considerarse
el equivalente fraccionario del Lema de Barbalat (Narendra & Annaswamy, 2005), pues no es
suficiente con que la integral converja a un valor finito cualquiera, sino que ese limite debe ser cero.
La pregunta que inmediatamente se formula es: ¢ Es posible probar que la funcién converge a cero
sabiendo que su integral fraccionaria converge a un limite diferente de cero? Este caso también
se consider6 dentro de la investigacion, pero no se pudieron establecer resultados concluyentes
al respecto.

No obstante, aun teniendo el equivalente fraccionario del Lemma de Barbalat, este resultado
no resulta Gtil en la demostracion de convergencia del error de salida de los modelos de error,
pues en esos casos no es posible probar que la integral fraccionaria del error cuadratico converge
a un limite. En el caso de los modelos de error enteros sucede algo similar, pues no es posible
probar que la integral entera del error cuadratico converge a un limite, solo se puede probar que
es acotada. En ese caso, se utiliza uno de los corolarios del Lema de Barbalat entero para probar
la convergencia del error de salida, presentado a continuacion en el Corolario 3.

Corolario 3 ((Narendra & Annaswamy, 2005)). Sea g (-) : Rt — R una funcién uniformemente
continua. Si g (t),g(t) € L>* y ademas g (t) € LP, conp € [1,00), entonces tli}mg (t) =0.

La pregunta que inmediatamente surge en el caso fraccionario es ¢ Existe un equivalente frac-
cionario del Corolario 3?7 Lamentablemente, la respuesta a esta interrogante es negativa cuando
a € (0,1). Es decir, no es suficiente con que una funcién sea uniformemente continua y acotada,
y su integral de orden « € (0, 1) sea acotada, para concluir que la funcién converge a cero .

La razdn de que el Corolario 3 sea cierto esta dada porque la integral entera de una funcion
positiva es siempre no decreciente. Luego, al ser esta integral acotada, necesariamente converge
a un limite y utilizando el Lema de Barbalat entero, se concluye que la funcién converge a cero.

Sin embargo, la integral fraccionaria de una funcion positiva si puede decrecer cuando « €
(0,1). Esto se debe simplemente a que la integral fraccionaria no pondera de igual forma la funcién
en todos los instantes de tiempo. Este solo hecho, hace que no sea posible establecer que la
integral convergera a un limite solo por ser acotada, pues podria crecer y decrecer indefinidamente
sin converger, y por lo tanto no puede concluirse sobre la convergencia a cero de la funcién.

Ahora bien, ya que no es posible concluir que la funcién converge a cero, ¢Sera posible
establecer alguna conclusién util sobre ella sabiendo solamente que su integral fraccionaria es
acotada? La respuesta a esta interrogante esta contenida en el Lema 9.

Lema9. Seaz (-) : RT — R una funcion uniformemente continua y acotada. Si existe un o € (0, 1]
tal que

t
1 2
/ T (Tl)_ dr <M, Vt>ty, con0<M < oo, (4.71)
I' () : (t—7)"°

0
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entonces

Demostracion. Comencemos desarrollando la expresion

t t

. 1 2 . 1 [a*(n)
i | [ 2 @i = Jim | [ G
to to

Como

t t
2 2
Ifm /”3 D 4r| < tim /:E(Tl)df ,
t—00 tl-o t—00 (t—1) a

to

entonces podemos decir que

t t
2 2
l{m 1/x O . 1/96(7—)dr

t—oo | t€ T t—oo | tE

Por hipétesis se sabe que

L 22 (n)
F(Oé)/(t—r)la

to

dr < M, Vi>ty, con 0<a<l, 0<M<oo,

por lo tanto

con 0<a<l, 0<M<oo.

t—oo | ¢

lim |~ /m2 ") 47| < 1im {MP(O‘)].

. [MT(a) .
Como se sabe que Jim = = 0 entonces necesariamente se cumple que
—00

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)



La expresidn (4.76) puede reescribirse sencillamente de la forma

t
[2?(r)dr
lim [t | =0, (4.77)

t—o00 t

y esto completa la demostracion. O

El Lema 9 nos dice que, si bien no podemos establecer condiciones de convergencia sobre
la funcién de manera puntual, partiendo de que su integral fraccionaria es acotada, si podemos
interpretar que su promedio en el tiempo tendra una "tendencia" decreciente para tiempos lo
suficientemente grandes, lo cual podria resultar de utilidad en alguna aplicacion.

Finalmente, se expone en esta seccion un resultado que aborda la convergencia a cero de
funciones acotadas y uniformemente continuas, para el caso « € [1,2). Si bien en este trabajo
no se tratan los modelos de error fraccionarios en ese intervalo, el resultado expuesto a conti-
nuacién en el Lema 10 puede resultar de utilidad para el analisis de la convergencia de sistemas
fraccionarios en dicho intervalo, y ademas su demostracion hace uso del Lema 8.

Lema 10. Sea z (-) : R™ — R una funcién uniformemente continua y acotada. Si existe un « €
[1,2) tal que la integral de orden o del médulo de la funcion es acotada, o sea

@ <M, acl?) (4.78)
entonces
lim z (t) = 0.
t—ro0

Demostracion. Para realizar la demostracion, descompongamos la ecuacion (4.78) utilizando la
Propiedad 2 de la integral fraccionaria (ver (3.5)). De este modo puede escribirse

e =15 @) =L |x (t)], con B=a—-1y 0<B<1. (4.79)

De acuerdo a Samko et al. (1993), si una funcién es acotada, entonces su integral de orden
g € (0,1) satisface la condicion de Holder, lo cual implica que sera uniformemente continua. Por lo
tanto, en este caso, dado que z (t) es acotada, podemos afirmar que Ig |z (t)| es uniformemente
continua.

Ademas, como I} [z (t)| < My If |z (t)| = I}UI,fz |z (t)|, entonces necesariamente Iff) |z (1)
sera acotada, o de lo contrario se produciria una contradiccién. Luego, como sabemos que Iff) |z (t)]
es uniformemente continua y ademas es acotada, y sabemos que su integral entera también es
acotada, podemos aplicar el Corolario 3, con lo cual se concluye que

lim I? |z (1) =0, 0<pB<1. (4.80)

t—o0

Dado el resultado en la expresién (4.80), y dado que la funcién x (¢) es una funcién acotada
y uniformemente continua, entonces utilizando el Lema 8 puede afirmarse que

limz (t) =0,

t—o00
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y esto concluye la demostracién. O

Una anotacién importante sobre el Lema 10 esta relacionada con el caso o = 2, el cual no
esta incluido en dicho lema, debido a que éste seria valido solamente para el caso trivial en que
z (t) es la funcién nula. Para comprobarlo, basta con descomponer la integral de orden 2 como
I |z (t)| = ILIL |« (t)], y claramente puede apreciarse que esta integral solamente podria ser

acotada cuando z (t) = 0 Vt.
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5 Analisis de la estabilidad y desempe-
no de los modelos de error fraccio-
narios

Este capitulo presenta el andlisis de los cuatro modelos de error fraccionarios, que han surgi-
do como resultado de la introduccion de los operadores fraccionarios en los esquemas adaptables.
La metodologia de analisis para los cuatro modelos de error comienza con estudios por simulacio-
nes, a partir de los cuales se establecen las primeras observaciones acerca del comportamiento
de éstos, para luego pasar al estudio analitico de la estabilidad y la convergencia de los errores.

En el caso de los estudios por simulaciones, para los cuatro modelos de error se comenzé
con el andlisis del caso escalar, para luego pasar al caso vectorial. No obstante, solamente se
presentan en este documento las simulaciones del caso escalar para el Modelo de Error Frac-
cionario 1, debido a que se abordan analiticamente algunos detalles particulares de este caso.
En el caso vectorial, se presentan los resultados para los casos en R?, por ser los méas simples
desde el punto de vista grafico y al mismo tiempo ser representativo del resto de los casos en
R™ conn € N, n > 3. Estos estudios por simulaciones basicamente consistieron en aplicar dife-
rentes sefales auxiliares (de informacion) w (¢) acotadas y observar el comportamiento del error
de salida e (t) y del error paramétrico ¢ (¢). Aunque se aplicaron numerosos tipos de sefales de
entrada, durante el analisis fue evidente que habian determinadas caracteristicas de estas sefia-
les que implicaban diferente comportamiento en cuanto a la convergencia de los errores. Por lo
tanto, en este trabajo se reportan resultados por simulaciones para un grupo representativo de
sefales de entrada, con las cuales se logra mostrar todas aquellas caracteristicas importantes del
desempeno de los modelos de error. Los detalles de estas sefiales son introducidos durante el
andlisis del Modelo de Error Fraccionario 1.

5.1. Modelos de error fraccionarios en el control adaptable

Desde el punto de vista de estabilidad y desempenio, los sistemas adaptables pueden ser
analizados estudiando el comportamiento del error de salida y del error de los parametros como
funciones del tiempo. Los modelos matematicos que describen la evolucidén de estos errores se
conocen como modelos de error (Narendra & Annaswamy, 2005).

En términos generales, la ecuacion del error de salida e(¢) € R™ en un modelo de error
fraccionario puede plantearse de la siguiente forma

CDg)e(t) = f(e,p,w,t) con f,eceR" ¢,weR™, (5.1)

donde ¢ es el error paramétrico a lo largo del tiempo ¢. La ecuacién (5.1) generalmente puede ser
obtenida en determinado sistema adaptable directamente desde las ecuaciones que describen la
planta y el controlador.
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El objetivo de la adaptacion en los problemas de control es determinar una funcién g € R™,
de modo que la ecuacion diferencial (5.2) en conjunto con la (5.1) aseguren que tli}m le(®) || =0,

y en los problemas de identificacién se desea ademas que tlim llo (t) || = 0.

CDtO:J (t) =g (6, w, t) (52)

La ecuacién (5.2) es conocida como la ley de ajuste de los parametros, y en conjunto con la
ecuacion (5.1) constituyen el modelo de error correspondiente.

Es importante destacar que la aparicién de los operadores fraccionarios amplia de manera
significativa las posibilidades de implementacion en los esquemas adaptables, pues permite se-
leccionar 6rdenes de derivacion diferentes de los enteros ya conocidos para las leyes de ajuste.
Esto, unido a la posibilidad de tener ecuaciones para el error de salida descritas por derivadas
de orden fraccionario, implica que también se amplian las combinaciones posibles que se pueden
dar en un modelo de error.

En el caso entero existen cuatro modelos de error que han sido completamente estudiados
(Narendra & Annaswamy, 2005). La generalizacién de éstos da lugar a cuatro modelos de error
fraccionarios, los cuales se presentan y son estudiados a continuacion.

5.2. Modelo de Error Fraccionario 1

El Modelo de Error Fraccionario 1 (en adelante MEF1) es el mas simple de todos. En éste, el
error de salida es una combinacion algebraica del vector de informacion (entrada) y los parame-
tros. La Figura 5.1 muestra el esquema asociado a este modelo de error.

Como puede apreciarse de la Figura 5.1, la ecuacidn del error correspondiente a este modelo
de error esta dada por

e(t)=¢" (Hw(t), (5.3)

donde ¢ (t) : RT™ — R es el error de salida, 6* € R" es el parametro ideal que se supone descono-
cido, 4 (t) : RT — R" es el parametro ajustable que estima 0*, ¢ (t) = 6 (t) — 0* : RT — R" es el
error paramétrico y w (t) : R — R” es la sefial de entrada, denominado también como el vector
de informacion o la sefial auxiliar.

El objetivo es determinar una regla fraccionaria para ajustar ¢ (¢) a partir del conocimiento de
w (t) y del error e (t), de forma tal que el error de salida e () tienda a cero asintéticamente. Para

)
7

Figura 5.1: Esquema del Modelo de Error Fraccionario 1.
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este caso, se escoge la ley de ajuste dada por.
“DEo(t) = —ve(t)w(t), paraac(0,2), (5.4)

donde v € RT representa la ganancia adaptable, que en este estudio se supone constante, aun-
que también puede ser variante en el tiempo. Incluso, en el caso vectorial,y puede ser una matriz
de dimensién n x n, lo que permite ponderar de manera diferente el ajuste de cada parametro (ver
(Narendra & Annaswamy, 2005)).

Con respecto al orden de derivacién «, es preciso sefalar que el caso o = 1 es un caso
particular de este modelo de error, y corresponde al Modelo de Error 1 clasico, el cual ya esta
completamente estudiado (Narendra & Annaswamy, 2005).

Luego las ecuaciones que describen el MEF1 son

e(t) =" (Hw(t)
“Dgp(t) = —ve(t)w(t), conae(0,2). (5.5)

Si bien la definicién de este modelo de error considera el orden de derivacién en el intervalo
a € (0,2), en esta Tesis se ha abarcado el estudio solo del caso o € (0,1]. Por lo tanto se
presentan tanto los estudios por simulaciones como los desarrollos analiticos correspondientes a
este intervalo. Del mismo modo, nos referiremos al analisis de la convergencia del error de salida
y del error paramétrico también de forma analitica, para casos particulares de funciones w (t).

5.2.1. Estudios por simulacion del Modelo de Error Fraccionario 1, caso escalar

Como fue adelantado al inicio de este capitulo, durante el desarrollo de este trabajo se iden-
tificaron caracteristicas en las sefales w (t) que resultan determinantes en el comportamiento de
los errores. Por lo tanto, se presentaran los resultados obtenidos de aplicar un grupo de sefiales
w (t), las cuales son representativas de todas aquellas caracteristicas que se desean mostrar.

Bésicamente hay dos aspectos fundamentales en las sefales w (¢) que determinan un com-
portamiento diferente de los errores de salida y errores paramétricos en los modelos de error.
Para el caso escalar, la primera caracteristica esta relacionada con el acotamiento de la integral
fraccionaria del cuadrado de la sefal w (), Igw2 (t), siendo « el orden de derivacion utilizado en
la ley de ajuste. El hecho de que esta integral sea acotada o no, implica comportamientos diferen-
tes en el error paramétrico. Por lo tanto se utilizan senales w (t) tales que la integral fraccionaria
correspondiente, I;*w? (t), es acotada y otras sefiales para las cuales dicha integral no es acotada.

Del mismo modo, ya sea que las sefiales w (t) tengan integral fraccionaria Iw? (t) acotada
0 no acotada, otra caracteristica importante en la sefal de informacién esta relacionada con el
hecho de si esta sefal converge a un limite o no. Por lo tanto, se utilizan sefales w (t) acotadas
que convergen a un limite y otras cuyo limite no existe.

La Tabla 5.1 muestra el conjunto de senales auxiliares w (t) que se aplican para el andlisis del
caso escalar. Las sefnales auxiliares w (t) = 1 y w (t) = sin (¢) corresponden a sefales cuya integral
fraccionaria I;*w? (t) no es acotada. Para el caso w () = 1 esta sefial converge a un limite y para
el caso w (t) = sin (¢) el limite no existe. Se utiliza una tercera sefial w (t) = %, en cuyo caso la
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Tabla 5.1: Sefales auxiliares utilizadas en los estudios por simulaciones para el caso escalar de
los modelos de error fraccionarios.
Caso1 w(t)=1

Caso2 w(t) =sin(t)

Caso3 w(t)=¢e"

Casod w(t)=3 (t—n’+1) U 18] + (n? +1-1) L EERTERY
n>1 ' ’

integral fraccionaria Ig‘guﬂ (t) es acotada y la funcién converge a un limite (cero). Finalmente, se
utiliza una cuarta sefnal de entrada definida como

wity=3" <t Py 1) L 00 + (nﬁ t1- t) Lo i) (5.6)
n>1
con 8 =3y 1][a,b] denota { (1) Z i; B’lﬂ :

Esta funcién corresponde a pulsos triangulares de amplitud maxima 1 que se van espaciando
en el tiempo. Lo interesante de esta funcién es que su integral fraccionaria I{w? (¢) no es acotada
cuando a > 0,5, pero si resulta acotada cuando o < 0,5. Ademas, la funcién no converge a un
limite, por lo tanto podran apreciarse diferencias en el comportamiento de los errores cuando se
utilizan leyes de ajuste con diferentes 6rdenes .

En funcién de las senales auxiliares ya definidas en la Tabla 5.1, se procede a reportar los
resultados obtenidos y las conclusiones correspondientes. Se presentan superpuestos en un mis-
mo grafico, los resultados obtenidos utilizando diferentes érdenes de derivacion « para la ley de
ajuste, con el objetivo de mostrar las principales diferencias que aparecen en funcion de « y poder
establecer comparaciones.

Para estos estudios por simulaciones se ha utilizado 6* = —5, donde 6* es el valor real del
parametro desconocido del esquema, y esté relacionado con el error paramétrico a través de la
expresion ¢ (t) = 6 (t) — 6*, siendo 6 (t) el parametro estimado, el cual se ajusta mediante una ley
de ajuste fraccionaria de orden «. Para las simulaciones se utiliz6 como condicion inicial 6 (0) = 1.

Comenzando con el andlisis, la Figura 5.2 muestra la evolucién del error de salida e (¢) para el
MEF1 escalar, utilizando la sefial w (¢) constante definida en el Caso 1 de la Tabla 5.1. Del mismo
modo, la Figura 5.3 muestra la evolucion del correspondiente error paramétrico ¢ ().

Como puede apreciarse de ambas figuras, para todos los 6rdenes « utilizados, tanto el error
de salida como el error paramétrico permanecen acotados y ademas convergen a cero. Un detalle
importante es que para este tipo de entrada tanto e (t) como ¢ (t) no cambian su signo, sino
que mantienen el signo de su condicion inicial. Ademas, puede apreciarse que para esta entrada
la evolucion de ¢ (t) es mondtona, en este caso estrictamente decreciente. Con respecto a los
ordenes de derivacion utilizados, puede apreciarse que la velocidad con que decrecen los errores
es mayor en la medida que el orden se acerca a 1, siendo por tanto el caso clasico (a = 1) el de
mas rapida convergencia.
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Figura 5.2: Evolucién del error de salida e (t) del Modelo de Error Fraccionario 1, cuando la sefal
de informacion w (t) corresponde al Caso 1 de la Tabla 5.1.
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Figura 5.3: Evolucién del error paramétrico ¢ (t) del Modelo de Error Fraccionario 1, cuando la
senal de informacién w (¢) corresponde al Caso 1 de la Tabla 5.1.
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Figura 5.4: Evolucién del error de salida e (t) del Modelo de Error Fraccionario 1, cuando la sefal
de informacion w (t) corresponde al Caso 2 de la Tabla 5.1.

Las Figuras 5.4 y 5.5 muestran la evolucién del error de salida e (¢) y el error paramétrico ¢ (t)
respectivamente, cuando la sefal w (¢) es senoidal, definida en el Caso 2 de la Tabla 5.1. Como
puede apreciarse, al igual que en el Caso 1, ambos errores permanecen acotados y convergen a
cero.

Sin embargo, en este caso la evolucién del error paramétrico no es mono6tona como sucedia
en el Caso 1, sino que tiene intervalos de crecimiento y de decrecimiento. No obstante, debemos
exceptuar el caso o = 1, en que el error paramétrico tiene un comportamiento no creciente, es
decir solamente decrece o permanece constante. Ello esta relacionado con el hecho de que en
este caso la evolucion de ¢ (t) en el tiempo esté determinada por la integral entera de una funcion
no negativa, que siempre crece o permanece constante, lo cual no es asi para el caso de la
integral fraccionaria cuando 0 < a < 1. Los detalles analiticos de este comportamiento seran
analizados mas adelante, en la Subseccion 5.2.4. Debe mencionarse ademas que, a pesar de no
ser monotono, ¢ (t) no llega a alcanzar nuevamente el valor de su condicion inicial una vez que ha
decrecido.

Respecto del signo de los errores, en este caso el error paramétrico también mantiene el
signo de su condicién inicial, resultado que sera corroborado analiticamente en la Subseccién
5.2.4. El error de salida, por su parte, si presenta cambios de signo, a diferencia de lo que se
observé en el Caso 1, lo cual parece estar justificado por el hecho de que la funcion w (t) cambia de
signo, a pesar de que ¢ (t) mantiene su signo. Luego, dada la expresion del error de salida, e (t) =
¢ (t)w (t), resulta natural que e (t) cambie de signo. Respecto de la rapidez de convergencia, al
igual que sucedié en el Caso 1, en este caso la convergencia de los errores es mas rapida cuando
los 6rdenes de derivacién « se acercan a 1.

Las Figuras 5.6 y 5.7, por su parte, muestran la evolucion del error de control y el error
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Figura 5.5: Evolucién del error paramétrico ¢ (t) del Modelo de Error Fraccionario 1, cuando la
sefal de informacién w (¢) corresponde al Caso 2 de la Tabla 5.1
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Figura 5.6: Evolucién del error de salida e (t) del Modelo de Error Fraccionario 1, cuando la sefal
de informacion w (t) corresponde al Caso 3 de la Tabla 5.1.
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Figura 5.7: Evolucién del error paramétrico ¢ (t) del Modelo de Error Fraccionario 1, cuando la
senal de informacién w (¢) corresponde al Caso 3 de la Tabla 5.1.

paramétrico respectivamente, cuando la sefal w (t) corresponde al Caso 3 de la Tabla 5.1. Como
puede apreciarse, al igual que lo que se observé en los Casos 1y 2, en este caso ambos errores
permanecen acotados. Sin embargo, aqui aparece una diferencia importante, y es que el error de
salida si converge a cero como en los Casos 1y 2, pero el error paramétrico no converge a cero,
sino a un valor diferente de cero. Este comportamiento parece estar relacionado con el hecho de
que, en este caso, la integral Igng (t) es acotada, a diferencia de lo que sucedia en los Casos 1y
2, en los cuales dicha integral no era acotada.

Respecto del signo de los errores, al igual que en los dos casos anteriores, el error paramé-
trico conserva el signo de su condicidn inicial. El error de salida en este caso no cambia de signo,
debido a que la sefial w (t) no cambia de signo, tal como se explico en el Caso 2.

Respecto a la monotonia del error paramétrico, en este caso tiene un comportamiento pe-
culiar cuando « < 1. Hay un intervalo de tiempo inicial en el cual decrece, para luego comenzar
a crecer sin volver a experimentar cambios en su monotonia, tal como puede apreciarse en el
acercamiento de la Figura 5.7. Esto, en conjunto con otras pruebas adicionales que se realizaron,
nos hacen intuir que para que ¢ (t) sea monétono en el caso « < 1, no basta con que la senal
de entrada lo sea, sino que ademas ésta debe ser no decreciente y no cambiar de signo, es decir
no cruzar por cero. Esta afirmacion, sin embargo, es solamente una intuicién partiendo de los
resultados observados en las diferentes simulaciones, pero no tiene fundamento analitico en este
momento. El caso a« = 1 es diferente, pues en este caso la evoluciéon de ¢ (t) si es mondtona,
debido a lo que ya se explico en el Caso 2.

Las velocidades de convergencia de los errores en este caso coinciden con lo observado en
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Figura 5.8: Evolucion del error de salida e (¢) en el Modelo de Error Fraccionario 1, cuando la sefal
de informacion w (t) corresponde al Caso 4 de la Tabla 5.1.

los casos anteriores, donde la velocidad aumenta a medida que « se acerca a 1.

Los resultados obtenidos al aplicar la sefal w (t) definida en el Caso 4 de la Tabla 5.1, se
muestran en las Figuras 5.8 y 5.9, que corresponden a la evolucidén de e (t) y ¢ (t) respectivamente.

Como puede apreciarse, al igual que en el resto de los casos presentados anteriormente,
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Figura 5.9: Evolucién del error paramétrico ¢ (t) del Modelo de Error Fraccionario 1, cuando la
senal de informacién w (t) corresponde al Caso 4 de la Tabla 5.1.

tanto el error de salida como el error paramétrico permanecen acotados. Respecto de la con-
vergencia, sin embargo, es dificil establecer conclusiones de las figuras mostradas, aunque se
pueden observar algunos detalles. El primero tiene que ver con el error de salida, y puede apre-
ciarse de la Figura 5.8. En este caso, la simulacion se extendié hasta 10 000 s para poder tener
una idea de la tendencia de este error, y puede apreciarse que los casos o = 0,7, a« = 09y
«a = 1, muestran una tendencia claramente decreciente del error de salida en esta ventana de
tiempo, lo cual hace intuir que efectivamente tli}r&e (t) = 0. Sin embargo en los casos @ = 0,5y

a = 0,3, si bien también se observa una tendencia decreciente en esta ventana de tiempo, no es
tan intuitivo pensar que el error convergera a cero. Ello porque este decrecimiento es pequefio y
se produce en aquellos intervalos de tiempo donde w # 0, y estos intervalos se van espaciando
cada cada vez mas en el tiempo. Es importante sefalar que si bien no se puede afirmar que el
error efectivamente no converge para estos casos, de ser asi esta seria una diferencia sustancial
con lo que sucede en el Modelo de Error 1 clasico, donde e (¢) siempre converge a cero.

Para analizar la convergencia del error paramétrico estamos ante una situacion similar a la
que hemos analizado para el error de salida, pues como puede apreciarse de la Figura 5.9, los
casos a = 0,7, « = 0,9y a = 1 tienen una tendencia decreciente mas marcada que los casos
a = 0,5y a = 0,3. No obstante, es imposible afirmar de las simulaciones si ¢ (¢) converge a cero
0 no, pues para ello seria preciso simular una ventana de tiempo infinita. Sin embargo, es preciso
notar que los estudios por simulaciones realizados para otros casos de sefales w (¢), mostraron
que la convergencia a cero de ¢ (¢) parece estar relacionada con el hecho de que la intgral I;*w? (t)
sea no acotada, y en este caso esto no se cumple para los casos a = 0,5y o = 0,3.

Respecto del signo de ¢ (t) en este caso, y tal como en los anteriores, puede apreciarse que
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mantiene el signo de su condicion inicial. En el caso de e (t), éste mantiene su signo debido a
que la sefal de entrada tampoco cambia de signo, tal como se indicé en los casos anteriores. La
tendencia decreciente de los errores, ademas, depende del orden « utilizado, de la misma manera
que en los casos anteriores, donde el caso a = 1 es el mas rapido.

Resumiendo, a manera de conclusiones generales de los estudios por simulaciones realiza-
dos para el MEF1, en el caso escalar, podemos establecer lo siguiente.

1. Tanto el error de salida como el error paramétrico permanecen acotados para todo tipo
de sefales w (t) acotadas y condiciones iniciales acotadas, evidencia de la estabilidad del
MEF1.

2. El error de salida converge a cero para todo tipo de sefales w (¢) acotadas, exceptuando
el Caso 4, en el cual no se pudieron establecer resultados concluyentes al respecto, para
determinados valores del orden de derivacién a.

3. La condicion para que el error paramétrico ¢ (¢t) converja a cero parece estar relacionada
con que la integral I*w? (t) sea no acotada.

4. El error paramétrico ¢ (t) no cambia de signo, es decir, mantiene el signo de su condicion
inicial Vt > t.

5. El error de salida e (¢t) cambia de signo al mismo tiempo que la sefal de entrada w (¢).

6. El error paramétrico ¢ (t) resulté ser no creciente para todos los casos en que se utilizaron
sefales w (t) no decrecientes y que no cambiaban de signo, Va € (0, 1].

7. El error paramétrico ¢ (t) resultd ser no creciente para todas las sefiales w (t) aplicadas
cuando el orden de derivacion es « = 1.

5.2.2. Estudios por simulacion del Modelo de Error Fraccionario 1, caso vectorial

Tal como se observé en el caso escalar, en el caso vectorial también hay un grupo de carac-
teristicas del vector de informacion w (¢) que determinan el comportamiento de los errores. Estas
caracteristicas estan relacionadas con el hecho de que haya al menos una componente del vector
w (t) que converge a cero y con la densidad espectral del vector w (¢). En funcion de esto, se han
seleccionado las sefales w (t) que se muestran en la Tabla 5.2, para los estudios por simulaciones
del caso vectorial.

Como puede apreciarse de la Tabla 5.2, en el Caso 1 se utiliza un vector w (¢) cuya densidad
espectral es menor que la del que se utiliza en el Caso 2. En el Caso 3 nos encontramos con
que una de las componentes del vector converge a cero, y finalmente en el Caso 4 aparece la
senal que definimos en el Caso 4 escalar como una de las componentes del vector w (t), siendo
la segunda componente una constante.

En los estudios por simulaciones correspondientes a este caso vectorial, se muestran los
gréficos correspondientes a la norma euclidiana del error paramétrico ¢ (t), o sea ||¢ (¢) ||, en lugar
de mostrar la evolucién de cada una de las componentes por separado.

Para estos estudios por simulaciones se han utilizado los valores 67 = —5y 65 = 8, donde
1,65 son los valores reales de los parametros desconocidos del esquema, y estan relacionados
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Tabla 5.2: Sefales de entrada utilizadas en los estudios por simulaciones para el caso vectorial de
los modelos de error fraccionarios.

Caso1 w(t)=[1 2*

Caso2 w(t)=[1 sin(t)”

Caso3 w(t) = [sin(t) e]"

Casod w(t)= |1 3 (t=n+1)Ips e+ (07 +1 =) Tps o)

n>1

con el error paramétrico por las expresiones ¢; (t) = 601 (t) — 07 y ¢2(t) = 62(t) — 65, donde
01 (t), 02 (t) son los pardmetros que se ajustan mediante leyes de ajuste fraccionarias de orden «.
Las condiciones iniciales para los parametros estimados corresponden a 6; (0) = 1y 6, (0) = 0,5.

La Figura 5.10 muestra la evolucion del error de salida para el MEF1 vectorial, cuando el
vector w (t) esta compuesto por dos sefales constantes, o sea correspondiente al Caso 1 de la
Tabla 5.2. La Figura 5.11, por su parte, muestra la evolucion de la norma del error paramétrico

[N

Como puede apreciarse de ambas figuras, tanto el error de salida como la norma del error
paramétrico se mantienen acotados, lo cual evidencia la estabilidad del esquema. Observando la
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Figura 5.10: Evolucion del error de salida e (¢) del Modelo de Error Fraccionario 1, cuando w (t)
corresponde a un vector de sefales constantes.
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Figura 5.11: Evolucion de la norma del error paramétrico ||¢ (¢) | del Modelo de Error Fraccionario
1, cuando w (t) corresponde a un vector de sefiales constantes.

Figura 5.10 puede corroborarse que el error de salida converge a cero para todos los valores del
orden de derivacion «. Sin embargo, en el caso de la norma del error paramétrico ésta converge a
un valor diferente de cero, como se aprecia en la Figura 5.11. Este comportamiento es diferente al
observado en el caso escalar, donde una sefal de entrada constante es suficiente para que ¢ (t)
converja a cero, problema asociado al concepto de excitacion persistente.

En el caso vectorial, la convergencia de ||¢ (¢) || parece estar relacionada con la densidad
espectral del vector w (t), lo cual es conocido bajo el concepto de excitacién persistente en el caso
entero. Si bien las simulaciones que se muestran en este caso corresponden al MEF1 vectorial en
R?, en general lo que se observo al realizar simulaciones para dimensiones mayores es que para
que exista convergencia de ||¢ (t) ||, es preciso que el vector w (t) tenga una densidad espectral
que esta relacionada con el orden del vector ¢ (t). Es decir, en la medida que aumenta la dimen-
sién del vector ¢ (), la densidad espectral del vector w () también debe aumentar, para lograr que
ll¢ () || converja a cero.

Respecto de la evolucion de ||¢ (t) ||, puede apreciarse de la Figura 5.11 que se cumple que
llo () || < |lo(to) ]|, Vt> to. Este comportamiento es similar al que se habia observado en el caso
escalar, en el cual también se cumplia que |¢ (t)| < |¢ (to) |, Vt > to. La justificacion analitica de
este hecho sera expuesta mas adelante en la Subseccidn 5.2.3, durante el anélisis de estabilidad
de este modelo de error. Tanto en el gréfico del error de salida como en el de la norma del error
paramétrico, la convergencia mas rapida corresponde al caso en que o = 1, coincidiendo con lo
que se habia observado también en el caso escalar.

Las Figuras 5.12 y 5.13 muestran la evolucion del error de salida y de la norma del error
parameétrico respectivamente, usando w (t) correspondiente al Caso 2 de la Tabla 5.2.
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Figura 5.12: Evolucién del error de salida e (¢) del Modelo de Error Fraccionario 1, cuando w (t)
corresponde al Caso 2 de la Tabla 5.2.

10 T T T I
— =03
9 —a=05
—a=07
—a=09
er . : . a=1_]
7 : ; ; : -
zs | | ]
1_ —
0 . f ;
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Tiempo (seq)

Figura 5.13: Evolucion de la norma del error paramétrico ||¢ (¢) | del Modelo de Error Fraccionario
1, cuando w (t) corresponde al Caso 2 de la Tabla 5.2.
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Figura 5.14: Evolucién del error de salida e (¢) del Modelo de Error Fraccionario 1, cuando w (t)
corresponde al Caso 3 de la Tabla 5.2.

Como puede apreciarse, también en este caso tanto e (¢) como ||¢ (¢) || permanecen acotados,
evidenciando la estabilidad del esquema. El error de salida puede apreciarse que converge a
cero para este vector de entradas, independientemente del orden de derivacion « utilizado. En
este caso la norma del error paramétrico también converge a cero, como puede apreciarse de
la Figura 5.13, a diferencia de lo que ocurrié en el Caso 1. Ciertamente en este caso w (t) tiene
mayor densidad espectral que el del Caso 1, por lo tanto esto corrobora la intuicion acerca de la
excitacion persistente que se expuso en el analisis del Caso 1. En este caso también la norma del
error paramétrico permanece acotada por su condicion inicial y la convergencia mas rapida se da
para el caso clasico, o sea o = 1.

Las Figuras 5.14 y 5.15 muestran la evolucion del error de salida y de la norma del error
paramétrico respectivamente, para un vector w (t) correspondiente al Caso 3 de la Tabla 5.2.

Como puede apreciarse, al igual que en el Caso 1y el Caso 2, para este vector w (¢) tanto

e (t) como ||¢ (t) || permanecen acotados, evidenciando asi la estabilidad del esquema. El error de

salida puede apreciarse que converge a cero para todos los valores de « utilizados y la nhorma del
error paramétrico cumple que ||¢ (¢) || < ||¢ (to) |, Vt > to.

En cuanto a la convergencia de ||¢ (¢) ||, puede apreciarse que en este caso no converge a
cero. Esta simulacién, en conjunto con una serie de otras simulaciones que se realizaron durante
el desarrollo del trabajo, mostraron que si al menos una de las componentes del vector w ()
converge a cero, entonces ||¢ (¢) || no convergera a cero, lo cual corresponde a lo mostrado en
este caso.
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Figura 5.15: Evolucion de la norma del error paramétrico ||¢ (¢) | del Modelo de Error Fraccionario
1, cuando w (t) corresponde al Caso 3 de la Tabla 5.2.

Finalmente se muestran las simulaciones en que se emplea un vector w (t) correspondiente
al Caso 4 de la Tabla 5.2. La Figura 5.16 muestra la evolucion del error de salida y la Figura 5.17
muestra la evolucién de la norma del error paramétrico.

En ese caso, tal como en los tres casos anteriores, tanto el error de salida como la norma
del error paramétrico permanecen acotados, lo cual evidencia la estabilidad del esquema. En
este caso también la norma del error paramétrico permanece acotada por su condicion inicial
y la rapidez de convergencia mayor se obtiene cuando « = 1. Sin embargo, la convergencia a
cero de ambos errores no queda lo suficientemente clara para todos los 6rdenes de derivacién
a. Puede apreciarse que el error de salida tiene una clara tendencia a converger a cero cuando
a > 0,5. Sin embargo, cuando « < 0,5, si bien el error parece ir decreciendo muy lentamente,
no es posible establecer conclusiones sobre su convergencia a cero observando esta ventana de
tiempo. Observando el acercamiento realizado en la Figura 5.16 para el error de salida, puede
apreciarse como cada vez que aparecen los pulsos triangulares de la sefial w (t), el error e (t) se
aleja mas de cero en la medida que el orden de derivacién « utilizado es menor, y luego que el
pulso desaparece también el acercamiento a cero de e (t) es mas lento. Esto explica de manera
cualitativa la evolucién general del error observada en la Figura 5.16.

Un comportamiento similar puede observarse en el caso de la norma del error paramétrico,
donde los casos o = 1, a = 0,9 y a = 0,7 tienen una clara tendencia a converger a cero, aunque
los dos casos restantes, si bien tienen también esta tendencia, es mucho mas lenta 'y no es posible
establecer conclusiones claras al respecto.

De acuerdo a las simulaciones realizadas para el caso vectorial en R?, podemos establecer
algunas conclusiones generales de los estudios realizados.
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Figura 5.16: Evolucién del error de salida e (¢) del Modelo de Error Fraccionario 1, cuando w (t)

corresponde al Caso 4 de la Tabla 5.2.
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Figura 5.17: Evolucion de la norma del error paramétrico ||w (¢) || del Modelo de Error Fraccionario
1, cuando w (t) corresponde al Caso 4 de la Tabla 5.2.

1. Tanto el error de salida como la norma del error paramétrico permanecen acotados para todo
tipo de sefales w (t) acotadas y condiciones iniciales de los parametros también acotadas,
lo cual evidencia la estabilidad del esquema. La justificacién analitica de este hecho se
encuentra mas adelante, en la Subseccion 5.2.3, correspondiente al analisis de estabilidad
del modelo de error.

2. El error de salida converge a cero para todo tipo de sefales w (¢) acotadas, exceptuando
el Caso 4, en el cual no se pudieron establecer resultados concluyentes al respecto para
determinados valores del orden de derivacién a.

3. La condicién para que la norma del error paramétrico ||¢ (t) || converja a cero parece estar
relacionada con dos elementos de manera cualitativa, el primero es que ninguna de las
componentes del vector w (t) tienda a cero, y el segundo es la relacion entre la densidad
espectral del vector w (¢) y la dimension del vector ¢ (t).

4. La norma del error paramétrico permanece acotada siempre por su condicién inicial, es
decir |¢ (t) || < |l¢ (o) |, Vt > to. La justificacion analitica de este hecho se encuentra en
la Proposiciéon 1 de la Subseccion 5.2.3 sobre el andlisis de estabilidad de este modelo de
error.

5.2.3. Analisis de estabilidad del Modelo de Error Fraccionario 1

Al observar las ecuaciones del MEF1 dadas en (5.5), puede corroborarse que por ser el error
de salida una combinacion algebraica del error paramétrico y la sefial auxiliar, el comportamiento
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del MEF1 queda descrito por la ecuacion diferencial
“Dio(t) = —w B’ (M) (t), con ae(0,1] yv>0, (5.7)
que se obtiene al sustituir la ecuacién del error de salida en la ecuacion de la ley de ajuste.

Si llamamos f (t,¢ (t)) = —yw (t)w! (t) ¢ (t), podemos afirmar que para el sistema (5.7) se
cumple que

o7 () f(t,0 (1) = o7 () DR (1) = 19" (Nw (t)w' (1) & (t) = —7e* (1) 0. (5.8)

Luego si suponemos que ¢ (t) es diferenciable, puede aplicarse el Lema 7 presentado en
el Capitulo 4, con lo cual se concluye directamente que el origen del sistema (5.7) es Lyapunov
estable.

Como el sistema es Lyapunov estable, ¢ (t) permanecera acotado V¢ > t,. Luego, suponien-
do que el vector w (t) es acotado, se concluye que el error de salida e (t) también permanece
acotado. Este resultado viene a justificar analiticamente lo que se observé durante los estudios
por simulaciones, donde, tanto para el caso escalar como para el caso vectorial, todas las sefiales
del esquema permanecian acotadas para todo tipo de entradas acotadas.

Ahora bien, ademas de la estabilidad del esquema, pueden demostrarse analiticamente otras
de las observaciones que se hicieron durante los estudios por simulaciones, bajo la premisa de
que ¢ (t) es diferenciable. La primera esta relacionada con la cota de la norma del error paramé-
trico, y se presenta en la Proposicion 1.

Proposicién 1. La evolucion del error paramétrico del MEF1 (5.5) tiene las siguientes caracteris-
ticas:

m En el caso escalar se cumple que
1 2 1 2
§¢ (t) < 5(;5 (to), Vt > to. (5.9)

m £n el caso vectorial se cumple que

o @)1 < ¢ (to) I, VE = to. (5.10)

Demostracion. Partiendo de la expresion

" () Do (t) = —v¢" (w(t)w (1) o (t) = —ve* (1), (5.11)

y aplicando el Lema 4, se puede escribir

SCDEST (101 < 67 (1) O DRy (1) = ¢ (1) (5.12)

Si se aplica la integral de orden « a la expresion (5.12) se obtiene

1

ST (06(0) — 567 (1) 6 (1) < — 5 (1), (5.13)

69



Como I;%e? (t) > 0, Vt > o, entonces necesariamente

1

267 (06(0) < 567 (1) 6 ), Vi > 1o, (5.14

La expresién (5.14) permite afirmar que

o @) 1] < [lo (o) I, Yt = to. (5.15)

En el caso escalar, la expresion (5.14) se reduce a

%Qs? (t) < =¢*(to), Vt > to. (5.16)

y esto concluye la demostracion. O

Otra de las observaciones que se hicieron durante los estudios por simulacién, fue que el
error paramétrico no cambiaba de signo en el caso escalar. A continuaciéon se demostrara analiti-
camente esta observacion en la Proposicién 2.

Proposicion 2. Siconsideramos el MEF1 escalar, entonces siempre se cumple que

sgn (¢ (t)) = sgn (¢o) - (5.17)

Demostracion. Para demostrar lo planteado en (5.17), usaremos la ecuacion diferencial que ca-
racteriza la evolucién del error parameétrico en su forma integral:

i jw2 (o),

(@) t-nt""

to

¢(t)=¢0—r b0 = ¢ (to) - (5.18)

Realizaremos la demostracién por contradiccion. Supongamos primero el caso que ¢ (ty) > 0
y que existe un instante de tiempo t tal que ¢ (¢t) < 0. Entonces por continuidad, necesariamente
existira un instante de tiempo ¢. < t tal que ¢ (t.) = 0, y ademas ¢ (t) > 0, Vt € [to,tc) Yy ¢ (t) <
0, Vt > t..

La expresion de ¢ (t) para un t > t. puede descomponerse como

B 1 [R@el), 1 [P()ém)
¢<t)—¢o—r(a)/ (t_T)ladT_r(a)/( . dr. (5.19)

Como ¢ (t.) = 0, esto implica, utilizando la ecuacion (5.18), que

1 f (e,
(o) / o 7-)1_0‘ dr = ¢y. (5.20)

to
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Por lo tanto, como ¢ (t) > 0, Vt € [to,t.) y ademas t. < ¢t entonces puede escribirse

te
1 w? (1) ¢ (1)
T (a)/ . 7)1_" dr < ¢g, VYt > t.. (5.21)

Como ademas ¢ (t) < 0, Vt > t., entonces puede escribirse que

1 [P () ()
N t/ I dr < 0. (5.22)

Luego usando (5.22) y (5.21), la expresién (5.19) puede convertirse en una desigualdad de
la forma

o (t) >0, (5.23)
lo cual contradice el supuesto de que ¢ (¢) < 0, y eso concluye la demostracion. La demostracion
para el caso en que ¢ (tp) < 0 sigue un razonamiento analogo. O

De este modo, en esta subseccién hemos demostrado analiticamente que:

= E| Modelo de Error Fraccionario 1 es estable.

= En el caso escalar se cumple que ¢? (t) < ¢%(ty), Vt > to y ademas ¢ (t) no cambia de
signo.

» En el caso vectorial se cumple que ||¢ (t) || < ||¢ (to) ||, Yt > to.

5.2.4. Resultados preliminares sobre la convergencia del error paramétrico en el
Modelo de Error Fraccionario 1

Durante el andlisis de los estudios por simulacion, se observé que en el MEF1 escalar, la
convergencia paramétrica parece estar determinada por el hecho de que la integral fraccionaria
I w? (t) sea no acotada. A continuacion realizaremos un estudio analitico, que si bien no ofrece
una demostracion completa sobre este resultado, si nos aproximara a él.

Proposiciéon 3. Consideremos el MEF1 escalar. Si se cumple que

? a, 2
tligloftow (t) = oo, (5.24)
entonces
th o(t)=0 (5.25)
—00

si el limite existe.

Demostracion. Para realizar la demostracion consideremos primero el caso ¢ (top) = ¢o > 0.
De acuerdo a los resultados obtenidos en la Proposiciéon 2, esto implica que se cumplira que
0 < ¢(t) < ¢o. Realizaremos la demostracién por contradiccion.
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Supongamos que ¢ (t) converge a un limite diferente de cero. Esto implica que podemos
afirmar que existiraune > 0y un T > t, tal que

b(t)>e, VE>T. (5.26)

Como ya se ha planteado con anterioridad, para este modelo de error se cumple que

%Cpg¢2u)ge2@y (5.27)

Luego, aplicando el operador integral fraccionaria a la expresién (5.27) se concluye que

Ite (t) < %qbg — %(]52 (t) < %gbg Yt > to. (5.28)

Ahora bien, la integral del error cuadratico puede escribirse, de acuerdo a las ecuaciones que

caracterizan el MEF1 escalar, en la forma

Ite (t) = I [w? (t) ¢ ()] . (5.29)

Si utilizamos la expresién (5.26) en (5.29) resulta

I2e* (t) > eI [w? ()], vt > T. (5.30)

Dado que se cumple que tli)m I{j;u)? (t) = oo, esto implica en la expresion (5.29) que
’ o 2 _
tlggoltoe (t) = oo, (5.31)

lo cual contradice el hecho de que esta integral permanece acotada, como se muestra en (5.28),
y esto concluye la demostracién. La demostracion para el caso ¢y < 0 sigue un razonamiento
analogo. n

Esta demostracién ha probado que si th’m I w? (t) = oo, entonces si ¢ (t) converge el limite
— 00

sera cero. Sin embargo, la parte débil de esta demostracion y que hace que el resultado no esté
completo, estd dada por la posibilidad de que ¢ (¢) no converja a un limite, lo cual no esta incluido
en la demostracion.

Si bien este ultimo problema no ha sido resuelto aun, si se puede establecer analiticamente la
convergencia a cero de ¢ (t) para sefiales de entrada particulares, como se plantea a continuacion
en la Proposicién 4.

Proposiciéon 4. Consideremos la evolucion del error paramétrico del MEF1 escalar dado por

“Dio(t) =)o (t), ae€(0,1), ¢(to) = ¢o- (5.32)
Si la sefal w (t) es tal que se cumple que

Wwr(t)>e>0, Vt>to, (5.33)
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entonces se cumple que
lim ¢ (t) = 0.

t—o0

Demostracion. Consideremos primero el caso ¢ (ty) = ¢o > 0. De acuerdo a los resultados
obtenidos en la Proposicion 2, esto implica que se cumplira que 0 < ¢(t) < ¢o. Dado que se
cumple lo planteado en (5.33), entonces la solucidn de la ecuacién (5.32) sera siempre menor que
la solucién del sistema de comparacién dado por

“Dex(t)=—ex(t), ac(0,1],29= 0. (5.34)

El sistema (5.34) tiene solucion conocida, y se cumple que tlim x (t) = 0. Luego utilizando el
o
principio de comparacion fraccionario escalar (ver Lema 2) puede establecerse que th o (t) =0,y
—00

esto concluye la demostracion. La demostracion para el caso ¢ (tg) = ¢o < 0 es andloga a la ante-
rior. O

Como puede apreciarse, la Proposicion 4 permite concluir sobre la convergencia a cero del
error paramétrico en el caso escalar, aunque restringido a sefales de entrada particulares. Esto
deja fuera algunas sefiales cuya integral fraccionaria I{w? (¢) es no acotada y que no cumplen la
condicion (5.33), como por ejemplo la funcion senoidal. La ampliacién de estos resultados para
obtener condiciones generales sobre la convergencia del error paramétrico en el Modelo de Error
1 Fraccionario escalar, asi como los analisis para el caso vectorial, forman parte del trabajo futuro
a desarrollar dentro de este tema investigativo.

5.2.5. Resultados preliminares sobre la convergencia del error de salida en el Mo-
delo de Error Fraccionario 1

La convergencia del error de salida en el MEF1 ha sido un tema ampliamente debatido y
analizado a lo largo de este trabajo investigativo. Los estudios por simulacién presentados en
este documento, mostraron que el error de salida converge a cero para todo tipo de senales w (t)
acotadas, aunque el Caso 4 analizado no pudo arrojar resultados intuitivos al respecto.

La demostracion analitica sobre la convergencia a cero del error de salida, sin embargo, ha
sido un punto de tope en este trabajo. La dificultad para demostrar su convergencia radica basica-
mente en la falta de herramientas matematicas que permitan hacerlo, asi como las peculiaridades
de los operadores fraccionarios.

En el caso del Modelo de Error 1 clasico, se parte de que la integral entera del error cuadratico
resulta acotada, y esto, en conjunto con que el error es acotado y uniformemente continuo, permite
utilizar el Corolario del Lema de Barbalat clasico (Narendra & Annaswamy, 2005), y asi concluir
directamente que tli}r&e (t) = 0. Esto es posible porque la integral entera de una funcién positiva

siempre crece, de modo que si esta integral es acotada, necesariamente convergera a un limite.

Sin embargo, en el caso fraccionario aparecen varios problemas al tratar de hacer un anélisis
equivalente. El primer problema es que no es posible probar en el MEF1 que la integral entera del
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error cuadratico es acotada. Por lo tanto, es imposible utilizar el corolario del Lema de Barbalat en-
tero. No obstante, si es posible probar que la integral fraccionaria del error cuadratico permanece
acotada, como se mostr6 en la Subseccion 5.2.4, donde se concluyé que

I2e (1) < %qb(z) — %qbz (t) < %q&% Vit > to. (5.35)

Sin embargo, no es suficiente con que la integral fraccionaria de una funcion positiva sea
acotada para concluir que esta integral converge a un limite, pues las integrales fraccionarias de
funciones positivas pueden decrecer, lo cual hace el andlisis extremadamente dificil. Mas adn, ni
siquiera existe un resultado equivalente al Lema de Barbalat entero para el caso fraccionario, que
permita concluir sobre la convergencia de una funcién a cero, basado en que su integral fraccio-
naria converge a un limite. Solamente se ha reportado el resultado presentado en el Lema 8 de
esta tesis, donde se asegura que una funcion positiva convergera a cero si su integral fraccionaria
converge a cero. Sin embargo, no ha sido posible en el MEF1 demostrar que tligloftcéeQ (t) =0,

y por lo tanto, no se han podido establecer conclusiones respecto de la convergencia a cero del
error de salida por esta via.

Ahora bien, a pesar de que no ha sido posible encontrar una herramienta de andlisis que per-
mita concluir analiticamente que th’m e(t) = 0, si se ha podido establecer algunas conclusiones
— 00

analiticas sobre su evolucion. La primera estd relacionada con el hecho de que I{e* (t) es aco-
tada y con que se ha demostrado en Von-Borries (2012) que el error de salida es uniformemente
continuo. Estos resultados nos permiten aplicar el Lema 9 presentado en esta Tesis, y concluir
que

t
[e?(r)dr
lim [t % | =0, Ve>o. (5.36)

t—00 t

El resultado en (5.36) no permite establecer que el error de salida converge a cero, pero si
permite afirmar que su promedio en el tiempo decrece a una razén minima de ¢~ para tiempos
lo suficientemente grandes. Es decir, el acotamiento de la integral fraccionaria del error cuadratico
no permite afirmar que tligloe2 (t) = 0, pero si de alguna manera nos dice que si e (t) crece y

decrece en el tiempo sin converger, lo hara de forma tal que su promedio en el tiempo tenga una
tendencia decreciente, resultado que podria tener utilidad practica.

Ademas del resultado ya mostrado, que es valido para todo tipo de sefiales w (¢) acotadas y
tanto para el MEF1 escalar como para el caso vectorial, también es posible establecer analitica-
mente la convergencia a cero del error de salida para funciones de entrada particulares en el caso
escalar, como se expone a continuacion.

Proposicion 5. Consideremos la evolucion del error de salida en el MEF1 escalar dada por

e(t)=o () w(t). (5.37)

Si la senal w (t) es tal que

m limw(t)=0 0

t—o00

m W2 (t)>e >0, Vt>t,
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entonces se cumple que
lime (t) = 0.

t—o0

Demostracion. La demostracién en estos casos es directa. Si th’m w (t) = 0 entonces de la ecua-
— 00
cién (5.37) y dado que ¢ (t) es acotado, se obtiene por algebra de limites que tli}m e(t) =0.
[e.e]

En el caso que w? (t) > ¢ >0, Vt>tg, yase mostrd en la Subseccion 5.2.4 que tlim o(t) =
0. Luego, de la ecuacién (5.37) se obtiene por algebra de limites que tlim e (t) =0,y esto concluye
la demostracion. O

La ampliacién de estos resultados para obtener condiciones generales sobre la convergencia
del error de salida en el Modelo de Error 1 Fraccionario, forman parte del trabajo futuro que se
continuara desarrollando en esta linea de investigacion.

5.3. Modelo de Error Fraccionario 2

En el caso del Modelo de Error Fraccionario 2 (en adelante MEF2), el error corresponde a la
salida de un sistema dindmico, en el cual todo el estado se encuentra accesible. La Figura 5.18
muestra el esquema asociado a este modelo de error.

La ecuacién del error correspondiente queda determinada por
CDJe(t) = Ae(t) +bo! (tH)w(t), con B € (0,2), (5.38)

donde A es una matriz de dimension n x n asintéticamente estable, b € R™ y el par (A,b) es
controlable. Ademas, 6* € R™ es el pardmetro ideal que se supone desconocido, 0 (t) : R — R™
es el parametro ajustable que estima a 0* y ¢ (t) = 0 (t) — 6* : R™ — R™ es el error paramétrico.
e(t) : Rt — R™ es el error de saliday w (t) : Rt — R™ es la sefial de entrada al modelo de error,
denominada también senal auxiliar o sefial de informacion.

La ley de ajuste fraccionaria de los parametros para este modelo de error esta dada por

CDféqb (t) = —vel (t) Pbw (t), a€(0,2), (5.39)

()
(D 4

A,b

6]

Figura 5.18: Esquema del Modelo de Error Fraccionario 2.
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donde P € R™ " es una matriz simétrica positiva definida, que satisface la ecuacién A" P + PA =
—Q < 0 (con Q € R™ " positiva definida arbitraria) y v € R* es la ganancia adaptable supuesta
constante en este estudio. También es posible utilizar ganancias adaptables escalares variantes en
el tiempo y matriciales invariantes o variantes en el tiempo (ver (Narendra & Annaswamy, 2005)).

En este modelo de error, los 6rdenes de derivacién estan en los intervalos «, 5 € (0,2). Esto
implica que podrian darse los casos en que se tiene dinamica del error entera (5 = 1) y ley de
ajuste fraccionaria (« € (0,2),a # 1) o viceversa. El caso «, 8 = 1, que es un caso particular de
este modelo de error, corresponde al Modelo de Error 2 clasico, el cual ya esta completamente
estudiado (Narendra & Annaswamy, 2005).

Por lo tanto, las ecuaciones que describen el MEF2 son

CDje(t)=Ae(t) +bsT ()w(t) B (0,2)

CDg ¢ () = —ve” (t) Phw (1) ac(02). (5.40)

Durante esta seccién nos referiremos a los estudios por simulaciones desarrollados para este
modelo de error cuando «, 8 € (0, 1], asi como a la demostracion analitica de estabilidad de éste,
ademas de algunos resultados preliminares sobre la convergencia del error de salida.

5.3.1. Estudios por simulacion del Modelo de Error Fraccionario 2

Durante los estudios por simulacion del MEF1 se presentaron los casos escalar y vectorial
por separado, debido a que habia observaciones particulares del caso escalar que luego serian
justificadas analiticamente. Sin embargo para el caso del MEF2, no hay observaciones particula-
res para el caso escalar que se demuestren analiticamente después, sino que todos los andlisis
que se realizan son generales. Por lo tanto, se presentaran los estudios por simulacién correspon-
dientes al caso vectorial, lo cual es completamente valido ya que el caso escalar sera un caso
particular de éste. Las simulaciones que se muestran en esta subseccion corresponden al caso
e(t), ¢ (t) € R?, el cual es representativo del resto de los casos cuando e (t) € R", ¢ (t) € R™.

Debido a que el MEF2 tiene dinamica fraccionaria tanto en la ecuacién del error de salida
como en la ley de ajuste, pueden darse muchas combinaciones diferentes de los érdenes Sy a. Sin
embargo, en los sistemas adaptables la ecuacién del error de salida esta usualmente determinada
por las caracteristicas de la planta a controlar o identificar, por lo tanto no existe la posibilidad de
modificar este orden. Por ello en estos estudios por simulacion se utiliza un orden fijo para la
dinamica de ambas componentes del error de salida, especificamente g = 0,7.

En cambio el orden de la ley de ajuste si es un parametro de disefio, por lo tanto manteniendo
B = 0,7, se realizan varias pruebas utilizando érdenes de la ley de ajuste o que son menores,
iguales y mayores que (. Los resultados se presentan superpuestos en un mismo grafico, con
el objetivo de mostrar la influencia de este parametro y observar las principales diferencias que
aparecen para poder establecer comparaciones.

En los gréaficos que se presentan en esta subseccidén no se muestran las componentes de los
errores por separado, sino su norma euclidiana, o sea |le(t) || y ||¢ (¢) ||. Del mismo modo, se ha
incluido un grafico adicional que corresponde a la evolucion de la norma del vector definido como

z(t) = [ ;(t) } € R, (5.41)
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Figura 5.19: Evolucién de la norma del error de salida ||e (¢) || del Modelo de Error Fraccionario 2,
cuando el vector w (t) corresponde a un vector de senales constantes.

El objetivo de incluir este grafico adicional, radica en que se podran realizar observaciones
durante las simulaciones respecto del comportamiento del vector z (¢), las cuales seran luego
justificadas analiticamente.

Los valores de los parametros de las ecuaciones en (5.40) que se utilizan en estas simula-
ciones estan dados por

1 0 1 10 - .
A:[ 0 —2]’ b—[1]> P—{O 1}, v=1, 01=-5 0=8, (5.42)

donde 67, 65 son los valores ideales de los parametros desconocidos del esquema, y estan relacio-
nados con el error parameétrico por las expresiones ¢; (t) = 61 (t) — 07 y ¢2 (t) = 62 (t) — 05, donde
01 (t), 02 (t) son los parametros ajustables dentro del esquema. Las condiciones iniciales que se
utilizan para los parametros estimados y el error son 6; (0) = 1, 65 (0) = 0,5, e (0) = [2 — 3]7.
Aungue en esta Tesis se reportan los resultados obtenidos para un determinado set de condicio-
nes iniciales, durante los estudios por simulacién se realizaron pruebas utilizando varios sets de
condiciones iniciales diferentes, siempre acotadas, y el comportamiento observado fue similar en
todos los casos.

Tal como se planted en la Seccion 5.2.2 correspondiente al MEF1, para los estudios por
simulacion se utilizan sefiales de entrada w (t) con caracteristicas representativas, las cuales es-
tan definidas en la Tabla 5.2. En funcion de estas sefales de entrada se procede a reportar los
resultados obtenidos y las conclusiones correspondientes.

La Figura 5.19 muestra la evolucién de la norma del error de salida para el MEF2 vectorial,
cuando el vector w (t) estd compuesto de dos sefiales constantes, o sea correspondiente al Caso 1
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dela Tabla 5.2. La Figura 5.20, por su parte, muestra la evolucién de la norma del error paramétrico
y de la norma del vector z (¢), definido en (5.41).

Como puede apreciarse de ambas figuras, tanto la norma del error de salida como la norma
del error parameétrico y del vector x (t), se mantienen acotadas, lo cual evidencia la estabilidad del
esquema.

Observando la Figura 5.19 puede corroborarse que la norma del error de salida converge
a cero para todos los valores del orden de derivacion «. Sin embargo, en el caso de la norma
del error parameétrico y del vector x (t) éstas convergen a un valor diferente de cero, tal como se
aprecia en la Figura 5.20. Este comportamiento es diferente al que puede observarse al realizar
simulaciones para el caso escalar, donde una senal de entrada constante es suficiente para que
¢ (t) converja a cero junto con e (t). Sin embargo, en el caso vectorial esta convergencia parece
estar relacionada con la densidad espectral del vector w (t), tal como se observo en el MEF1
vectorial, lo cual es conocido bajo el concepto de excitacion persistente (Narendra & Annaswamy,
2005). También en este caso, al realizar simulaciones en otras dimensiones diferentes de R?,
se observé que en la medida que aumenta la dimensién de ¢, para que exista convergencia de
llo (t) ]| y de ||x (t) || es preciso que la densidad espectral del vector w (t) también aumente.

Respecto de la evolucion de ||z () ||, puede apreciarse de la Figura 5.20 que se cumple que
llz (t) ] < ||z (to) ||, ¥t > to. La justificacién analitica de este hecho serd expuesta en la Subsec-
cion 5.3.2, durante el analisis de estabilidad de este modelo de error.

Respecto de la rapidez de convergencia, tanto para el caso del error de salida como para
el error paramétrico, la convergencia mas rapida corresponde al caso en que « = 1, aunque las
diferencias observadas en este modelo de error resultan menos marcadas que las observadas
en el Modelo de Error 1 Fraccionario. El hecho de que la convergencia sea mayor en la medida
que « se acerca a 1 es un detalle peculiar, pues implica que el orden de la ley de ajuste que
garantiza mayor rapidez de convergencia de los errores no es aquel que coincide con el orden
de la ecuacion del error de salida, sino el que mas cercano a 1 sea posible usar. Sin embargo,
hay un detalle que es preciso mencionar, y es que la respuesta transitoria difiere cuando se usan
Ordenes para la ley de ajuste que son menores o iguales que el de la ecuacion del error, respecto
de cuando se usan érdenes mayores. Este hecho puede observarse, aunque de manera muy
sutil, en la Figura 5.20, donde se ha realizado una ampliacion del grafico superior en los primeros
instantes de tiempo. Como puede apreciarse, cuando « < 0,7, la respuesta transitoria de la norma
de ¢ (t) es no creciente, mientras que cuando a > 0,7 se produce un cambio de la monotonia en
los primeros instantes de tiempo. Si bien este cambio es muy sutil, es preciso anotar que para
estas simulaciones se han tomado valores especificos para los parametros A, b, P, del modelo
de error, por lo tanto este comportamiento podria ser mas marcado en otros casos, lo cual en
una aplicacion real podria determinar por ejemplo la existencia o no de sobrepasos, caracteristica
importante en muchas aplicaciones.

La Figura 5.21 muestra la evolucion de la norma del error de salida ||e(¢) || y la Figura 5.22
muestra la evolucion de la norma del error paramétrico ||¢ (¢) || y de ||« (¢) ||, cuando el vector w (t)
corresponde al Caso 2 de la Tabla 5.2.

Como puede apreciarse, también en este caso tanto ||e (¢) || como ||¢ (¢) ||y ||z (¢) || permane-
cen acotados, evidenciando la estabilidad del esquema. La norma del error de salida converge a
cero para este vector de entradas, independientemente del orden de derivacion utilizado. En este
caso la norma del vector paramétrico y la del vector x (t) también convergen a cero, como puede
apreciarse de la Figura 5.22, a diferencia de lo que ocurri6 en el Caso 1. Ciertamente en este caso
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Figura 5.20: Evolucién de la norma del error paramétrico ||¢ (¢) || y de ||z (¢) || del Modelo de Error
Fraccionario 2, cuando el vector w (t) corresponde a un vector de sefiales constantes.
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Figura 5.21: Evolucién de la norma del error de salida ||e (¢) || del Modelo de Error Fraccionario 2,
cuando w (t) corresponde al Caso 2 de la Tabla 5.2.
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Figura 5.22: Evolucién de la norma del error paramétrico ||¢ (¢) y de ||z (¢) || del Modelo de Error
Fraccionario 2, cuando w (t) corresponde al Caso 2 de la Tabla 5.2.
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Figura 5.23: Evolucién de la norma del error de salida ||e (¢) || del Modelo de Error Fraccionario 2,
cuando w (t) corresponde al Caso 3 de la Tabla 5.2.

el vector w (t) tiene mayor densidad espectral que en el Caso 1, al estar compuesto por una senal
constante y una sefal senoidal, por lo tanto esto corrobora la intuicién acerca de la excitacién
persistente que se expuso en el analisis del Caso 1.

Puede apreciarse como también en este caso se cumple que ||z (¢) || < |z (to) ||, Vt > to
y la convergencia mas rapida se da para el caso clasico, o0 sea a = 1, siendo valida la misma
observacion que se hizo al respecto en el andlisis del caso anterior.

La Figura 5.23 muestra la evolucion de la norma del error de salida ||e(¢) || y la Figura 5.24
muestra la evolucién de la norma del error paramétrico ||¢ (¢) || y de ||z (¢) ||, cuando el vector w (¢)
corresponde al Caso 3 de la Tabla 5.2.

Como puede apreciarse, al igual que en el Caso 1y el Caso 2, para este vector de entradas
tanto |le(¢) || como ||¢(t)|| y ||z (¢) || permanecen acotados, evidenciando asi la estabilidad del
esquema.

De la Figura 5.23 puede apreciarse que la norma del error de salida converge a cero para
todos los valores de « utilizados, y de la Figura 5.24 puede apreciarse como también en este caso
se cumple que ||z (¢t) || < ||= (to) ||, Vt > to (ver Proposicion 6).

En cuanto a la convergencia de ||¢ (¢) || y de ||z () ||, puede apreciarse en la Figura 5.24
que en este caso no convergen a cero. Tal como se hizo en el MEF1, se realizaron una serie de
simulaciones adicionales, las cuales mostraron que si al menos una de las componentes del vector
w (t) converge a cero, entonces ||¢ (t) || y ||z (¢) || no convergeran a cero, lo cual corresponde a lo
mostrado en este caso.
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Figura 5.24: Evolucion de la norma del error paramétrico ||¢ (¢) || y de ||« (¢) || del Modelo de Error
Fraccionario 2, cuando w (t) corresponde al Caso 3 de la Tabla 5.2.

Respecto de la rapidez de convergencia de las normas de los errores, en este caso también
puede corroborarse que ésta aumenta en la medida que el orden de derivacién « se acerca a 1,
sin importar el valor que tenga el orden de derivacion de la ecuacién del error de salida.

Finalmente, se presentan las simulaciones correspondientes al Caso 4 de la Tabla 5.2. La
Figura 5.25 muestra la evolucion de la norma del error de salida ||e (¢) || y la Figura 5.26 muestra
la evolucion de la norma del error paramétrico ||¢ (¢) || y de ||z (¢) ||

En este caso, tal como en los tres casos anteriores, tanto la norma del error de salida ||e (¢) ||
como la norma del error paramétrico ||¢ (¢) || y ||z (¢) || permanecen acotadas, lo cual evidencia
la estabilidad del esquema. Al igual que sucedié en los casos anteriores, también aqui puede
corroborarse que se cumple que la norma del vector z (t) permanece acotada por su condicion
inicial (ver Proposicion 6) y el decrecimiento de la norma de ambos errores es més rapido en la
medida que el orden de derivacion se acercaa o = 1.

Sin embargo, al igual que sucedi6 en el Caso 4 del MEF1, la convergencia a cero de las
normas de ambos errores no queda lo suficientemente clara para todos los érdenes de derivacion,
al menos en la ventana de tiempo que se ha simulado. Puede apreciarse que la norma del error
de salida |le (t) || tiene una clara tendencia a converger a cero cuando « > 0,5. Sin embargo,
cuando a < 0,5, si bien el error parece ir decreciendo muy lentamente, no es posible establecer
conclusiones sobre su convergencia a cero observando esta ventana de tiempo.

Un comportamiento similar puede observarse en el caso de la norma del error paramétrico
ll¢ (t) ||, donde los casos o = 1, « = 0,9 y o = 0,7 tienen una clara tendencia a converger a cero,
aunque en los dos casos restantes, si bien tienen también esta tendencia, es mucho mas lenta
y no es posible establecer conclusiones claras al respecto. La razén de que esta tendencia sea
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Figura 5.25: Evolucién de la norma del error de salida ||e (¢) || del Modelo de Error Fraccionario 2,
cuando w (t) corresponde al Caso 4 de la Tabla 5.2.

mucho mas lenta en la medida que « se acerca a cero, puede observarse empiricamente de la
ampliacién que se hizo en la Figura 5.26. Al observar esta seccion del grafico, puede verse que en
el caso o = 1 la norma del error paramétrico ||¢ () | es no creciente, mientras que en los casos
enque a < 1, ||¢(t) || comienza a decrecer cada vez que aparecen los pulsos triangulares de la
senal de entrada. Pero una vez éstos desaparecen, la norma vuelve a crecer, y ese crecimiento
es mayor en la medida que « se acerca mas a cero, lo cual hace que el decrecimiento de ||¢ () ||
en el tiempo sea mucho mas lento.

En resumen, tal como se hizo para el MEF1, podemos establecer para el MEF2 algunas
conclusiones generales de los estudios por simulacion realizados.

1. Tanto la norma del error de salida ||e(¢) || como la norma del error paramétrico ¢ (¢) | y
|z (t) ||, permanecen acotadas para todo tipo de sefales de entrada acotadas y cualquier
set de condiciones iniciales acotadas, lo cual evidencia la estabilidad del esquema. La justi-
ficacion analitica de este hecho se encuentra més adelante, en la Subseccion 5.3.2, corres-
pondiente al analisis de estabilidad del modelo de error.

2. La norma del error de salida ||e () || converge a cero para todo tipo de sefales de entrada
acotadas, exceptuando el Caso 4, en el cual no se pudieron establecer resultados conclu-
yentes al respecto para determinados valores del orden de derivacion a.

3. La condicién para que la norma del error paramétrico ||¢ (¢) | converja a cero, parece estar
relacionada con dos elementos de manera cualitativa, el primero es que ninguna de las
componentes del vector w (t) tienda a cero, y el segundo es la relacion entre la densidad
espectral del vector w (¢) y la dimension del vector ¢ (t).
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Figura 5.26: Evolucion de la norma del error paramétrico ||¢ (¢) || y de ||z () || del Modelo de Error
Fraccionario 2, cuando w (t) corresponde al Caso 4 de la Tabla 5.2.

4. La norma del vector z (¢) permanece acotada siempre por su condicién inicial, es decir
llz () || < llz(to)|l, ¥Vt > to. La justificacion analitica de este hecho se encuentra en la
Proposicion 6 de la Subseccién 5.3.2, que aborda el andlisis de estabilidad de este modelo
de error.

5.3.2. Analisis de estabilidad del Modelo de Error Fraccionario 2

Para realizar el andlisis de estabilidad de este modelo de error, comencemos con las ecua-
ciones dadas en (5.40), las cuales presentamos nuevamente en esta subseccién para facilitar la
comprensién de la demostracion. Se hace notar que la demostracion de estabilidad que se pre-
senta en esta subseccion es valida para el caso en que a = 8, quedando el caso a # [ como
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parte del trabajo futuro a desarrollar en esta linea de investigacion. De este modo, se analizara el
MEF2 dado por

CD,?(‘)e (t)
“Dp o (t)

Ae(t) +bpT (Hw(t) ac€(0,1] (5.43)
—eT' (t) Pbw (t) (5.44)

donde A € R™ ™ es una matriz con raices con parte real negativa, b € R", el par (A,b) es
controlable, P € R™*" es una matriz positiva definida y simétrica tal que se cumple AT P + PA =
—Q < 0, donde @ es una matriz positiva definida arbitraria.

Si se supone que ¢ (t) € R™, e (t) € R™ son diferenciables, basado en los resultados presen-
tados en los Lemas 4 y 5 puede escribirse

“Dg [T (t) Pe(t)] + Dy [¢7 (1) ¢ (t)] < 2eT (t) P ODge (t) + 20" (t) “D ¢ (t). (5.45)

Si se reemplazan las expresiones (5.43) y (5.44) en el miembro derecho de la desigualdad
(5.45) y se hacen los desarrollos correspondientes, se obtiene (para facilitar la comprensién del
desarrollo, se omiten en la notacién de las variables su dependencia del tiempo)

D¢ [eTPe] + Dy [¢7¢] < 2eTPDge+ 20" “D
— (“Dge)" Pe+e"PCDge + 267 €D
— (Ae+bpTw)" Pe+ TP (Ae + bpTw) — 2¢7e” Phuw
— (Ae)T Pe+ (b¢"w)" Pe+ T PAe + e PbgTw — 2¢7e” Phw
=er (ATP + PA) e.
(5.46)

Dado que ATP + PA = —Q < 0, entonces de la expresion (5.46) puede concluirse que

“Dp [e"Pe] + Dy [¢7¢] < —e” Qe. (5.47)

Ahora bien, si aplicamos la integral de orden « a la expresion (5.47) se obtiene

e’ (t) Pe(t) — e (to) Pe(to) + ¢" () ¢ (t) — 6" (to) ¢ (to) < —I7 [e" Qe] . (5.48)

Como P es positiva definida, existird una matriz real y no singular B € R"*" talque P = BT B.
Luego llamando

v =[(Be@)” o) ermm, (5.49)
la desigualdad (5.48) puede escribirse como
y" )y () —y" (to) y (to) <0, (5.50)

lo cual implica que ||y () || < ||y (to) ||- Luego, dada la definicién del vector y (¢) en (5.49) en conjun-
to con la expresion (5.50), puede afirmarse que el MEF2, dado por las ecuaciones (5.43) y (5.44),
es Lyapunov estable, y esto concluye la demostracion. O

Es preciso notar que en este caso, al igual que en el analisis de estabilidad del MEF1 presen-
tado en la Subseccién 5.2.3, no ha sido posible utilizar la extension fraccionaria del método directo
de Lyapunov planteado en (Li et al., 2010) para probar la estabilidad del esquema, debido a que
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este método aun no incluye el caso en que la derivada de la funcion de Lyapunov resulta negativa
semidefinida. Precisamente esto es lo que se obtendria en este analisis al considerar la funcién
de Lyapunov V = el Pe + ¢ ¢ y calcular su derivada de orden «, obteniendo (5.47), que resulta
negativa semidefinida. Sin embargo, los Lemas 4 y 5 desarrollados como parte de este trabajo
investigativo si han permitido realizar el analisis presentado y concluir acerca de la estabilidad del
modelo de error.

Una de las observaciones que se realizaron durante los estudios por simulacion para este
modelo de error, es que la norma del vector x (t) permanece acotada por la norma de su condicion
inicial. La demostracién analitica de este hecho se presenta en la Proposicién 6.

Proposicion 6. Consideremos el MEF2 (5.43),(5.44). Si se usa la matriz P = I en la ley de ajuste
(5.44), entonces se cumple que

[z @) [ < ll= (o) [l, Vt=>to, (5.51)

donde z (t) = [¢T (1) ¢7 (1)]" € R*H™.
Si en cambio se usa P # I en la ley de ajuste (5.44), entonces se cumple que

ly ()| < lly (to) |Vt > to, (5.52)
donde y (1) = [(Be ()™ ¢ ()] € R+, con P = BTB.

Demostracion. Consideremos primero el caso en que P = I € R™*™ en la expresion (5.48), con
lo cual se obtiene

el (t)e(t) — e’ (to)e(to) + &' (t) @ (t) — ¢ (to) d(to) < —I [eTQe] <0 Vit > to. (5.53)

Como z (t) = [T (t) ¢ (t)]T, esto implica que ||z () || < ||= (to) ||, ¥t > to.
Por otro lado, en el caso en que se utilice una matriz P # I para la ley de ajuste, como
P ¢ R™ " es positiva definida, existira una matriz real y no singular B € R™*" tal que P = BT B.

T
Luego, dado que y (t) = [(Be O d)(t)T} , entonces la desigualdad (5.48) puede escribirse
como

y" () y () =y (to)y (to) <O V>t (5.54)

lo cual implicaque |y (¢t) || < ||y (to) ||, Vt > to,y esto completa la demostracion. O

Asi, en esta subseccién hemos demostrado analiticamente las siguientes propiedades del
MEF2.

= El MEF2 es Lyapunov estable para el caso en que « = 5. La demostracion analitica para el
caso a # 3 aun no esta desarrollada, aunque para estos casos también se ha observado
que el modelo de error es Lyapunov estable.

» Para este modelo de error se cumple que |ly(¢t)] < |y (to)], ¥Vt > to, donde y(t) =
T
[(Be " ¢ (t)T] ,con P = BTB.

m En el caso en que se usa P = I, se cumple que |z (t)|| < ||z (to)|, Vt > to, donde

v = [0 o]
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5.3.3. Acerca de la convergencia del error de salida en el Modelo de Error Fraccio-
nario 2

La convergencia del error de salida e (¢) en el MEF2, también ha sido un tema analizado en
profundidad a lo largo de este trabajo investigativo. Los estudios por simulaciones presentados en
este documento muestran que el error de salida converge a cero para todo tipo de sefales w ()
acotadas, aunque el Caso 4 analizado no pudo arrojar resultados intuitivos al respecto.

La demostracién analitica sobre la convergencia a cero de e (t), sin embargo, no ha podido
completarse, por razones similares a las expuestas en el analisis del MEF1 (ver Subseccion 5.2.5).

Sin embargo, a pesar de que no ha sido posible encontrar una herramienta de andlisis que
permita concluir analiticamente que th’m lle (t) || = 0, si se ha podido establecer una conclusion
— 00

analitica sobre su evolucién. Esta se relaciona con el hecho de que I |le (t) ||* es acotada, como
puede apreciarse de la ecuacién (5.48); y con que el error de salida es uniformemente continuo.
Estos resultados nos permiten aplicar el Lema 9 presentado en esta Tesis, y concluir que

t
[lle(r)|IPdr
lim [tee® | =0,  Ve>o0. (5.55)

t—o00 t

El resultado en (5.55) no permite establecer que la norma del error de salida converja a
cero, pero si permite afirmar que su promedio en el tiempo, decrece a una razén minima de ¢~
para tiempos lo suficientemente grandes. Es decir, el acotamiento de la integral fraccionaria del
cuadrado de la norma del error no permite afirmar que tliglone (t) || = 0, pero si de alguna manera

nos dice que si |le(t) | crece y decrece en el tiempo sin converger, lo hara de forma tal que
su promedio en el tiempo tenga una tendencia decreciente, resultado que podria tener utilidad
practica.

5.4. Modelo de Error Fraccionario 3

El Modelo de Error Fraccionario 3 (en adelante MEF3) tiene la misma estructura que el MEF2,
con la diferencia de que no se tiene acceso a todo el vector de errores e (t) € R™ (acceso al estado
en el caso de plantas reales), sino a una combinacion algebraica de sus componentes ¢e; (t) € R.
En general, este modelo de error aparece cuando se tiene acceso solamente a la salida de la
planta a controlar o identificar, y por lo tanto esto hace que el MEF3 sea aplicable a una gama
mas amplia de problemas que el MEF2. La Figura 5.27 muestra el esquema asociado a este
modelo de error.

En este modelo de error, el error de salida esta determinado por

D) e(t) = Ae(t) +bT (Hw(t), B e(0,2)

e (t) = hle(t), (5.56)

donde A € R™*" es una matriz asintéticamente estable, b € R, el par (A, b) es controlable y el par
(hT, A) es observable. 0* € R™ es el parametro ideal que se supone desconocido, 6 (¢) : Rt — R™
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Figura 5.27: Esquema del Modelo de Error Fraccionario 3.

es el parametro ajustable que estima a 6*y ¢ (t) = 0 (t) — 6* : R™ — R™ es el error paramétrico.
e(t) : RT — R™ es el error de estado, w (¢) : R — R™ es la sefial de entrada, también conocida
como sefal de informacién y e; (t) : R — R es el error de salida, al cual se tiene acceso.

Como ya se ha planteado, el hecho de que solamente se tiene acceso a e; (t) en lugar del
vector completo de estado, hace este modelo de error mas utilizado que el MEF2. Sin embargo,
como era de esperarse, se imponen condiciones mas restrictivas sobre la funcién de transferencia
w (sﬁ) entre ¢” (t)w (1) y e1 (t), para que puedan sintetizarse las leyes de ajuste. Especificamen-
te, la tripleta (h”, A,b) debe ser tal que la funcién de transferencia h” (sI — A)~" b sea estricta-
mente real positiva (en adelante SPR, por sus siglas en inglés (Strictly Positive Real)) (Narendra
& Annaswamy, 2005).

La ley de ajuste para este modelo de error resulta ser
“Dio(t) = —ver (tw(t), ae(0,2), (5.57)

donde v > 0 corresponde a la ganancia adaptable. Dicha ganancia adaptable puede ser escalar
~ € R constante o variante en el tiempo; o bien matricial I' € R™*™ constante o variante en el
tiempo (Narendra & Annaswamy, 2005).

Tal como sucede en el caso del MEF2, en este modelo de error los 6rdenes de derivacion
pueden estar en los intervalos «, 5 € (0,2). Esto implica que podrian darse los casos en que se
tiene dinamica del error entera (5 = 1) y ley de ajuste fraccionaria (o € (0,2),« # 1) 0 viceversa.
El caso «, 8 = 1, que es un caso particular de este modelo de error, corresponde al Modelo de
Error 3 clasico, el cual ya esta completamente estudiado (Narendra & Annaswamy, 2005).

Luego las ecuaciones que describen el MEF3 son
“Dpe(t) = Ae () +b" () w (1),  con Be(0,2),

e (t) = hTe(t) (5.58)
“Do(t) = —ver (Hw (), con a€(0,2).

En esta seccidn nos referiremos a los estudios por simulacién desarrollados para este modelo
de error cuando «, 5 € (0, 1], asi como a la demostracion analitica de estabilidad de éste y algunos
comentarios sobre la convergencia del error de salida.
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5.4.1. Estudios por simulacion para el Modelo de Error Fraccionario 3

Al igual que en los estudios por simulacion del MEF2, para el caso de este modelo de error
no se realizan observaciones particulares para el caso escalar, sino que todos los analisis que se
realizan son generales. Por lo tanto, se presentan los estudios por simulacion correspondientes
al caso vectorial, lo cual es aceptable ya que el caso escalar es un caso particular de éste. Las
simulaciones que se muestran en esta subseccion corresponden al caso e (t),¢ (t) € R?, el cual
es representativo del resto de los casos enque e € Ry ¢ € R™.

Debido a que el MEF3 tiene dinamica fraccionaria, tanto en la ecuacion del error de salida
como en la ley de ajuste, pueden darse muchas combinaciones diferentes de los 6rdenes 3y
«. Sin embargo, tal como se introdujo durante el andlisis del MEF2, en los sistemas adaptables
la ecuacion del error de salida esta usualmente determinada por las caracteristicas de la planta
a controlar o identificar y por consiguiente no existe la posibilidad de modificar este orden. Por
lo tanto, en estos estudios por simulacion se utiliza un orden fijo para la dindmica de ambas
componentes del error de estado, especificamente 5 = 0,7.

En cambio, el orden de la ley de ajuste si es un parametro de disefio, por lo tanto mante-
niendo 5 = 0,7, se realizan entonces varias pruebas utilizando 6rdenes de la ley de ajuste a que
sean menores, iguales y mayores que . Los resultados se presentan superpuestos en un mismo
grafico, con el objetivo de mostrar las principales diferencias que aparecen y poder establecer
comparaciones.

En los gréficos que se presentan en esta subseccién se muestra el error e; (t), y para el
caso del error de estado e (t) y el error paramétrico ¢ (t) no se muestran sus componentes por
separado, sino su norma euclidiana, o sea |le (t) || y ||¢ () ||. Del mismo modo, tal como se realiz6
en el caso del MEF2, se ha incluido un grafico adicional que corresponde a la evolucién de la
norma del vector definido como

(t) = [ ;((tt)) } cRY. (5.59)

El objetivo de incluir este grafico adicional radica en que se podran realizar observaciones
durante las simulaciones respecto del comportamiento del vector z (t), las cuales seran luego
justificadas analiticamente.

Los valores de los parametros de las ecuaciones en (5.58) que se utilizan en estas simula-
ciones estan dados por

A:[ (1) _g] b:[H, h:“], N=1, 65 =-5 65=58, (5.60)
donde 67, 65 son los valores reales de los parametros desconocidos del esquema, y estan relacio-
nados con el error paramétrico por las expresiones ¢ (t) = 61 (t) — 07y ¢2 (t) = 02 (t) — 65, donde
01 (t), 02 (t) son los parametros ajustables dentro del esquema. Las condiciones iniciales que se
utilizan para los parametros estimados y el error son 61 (0) = 1, 65 (0) = 0,5, e (0) = [2 — 3]”.
Aungue en esta Tesis se reportan los resultados obtenidos para un determinado set de condicio-
nes iniciales, durante los estudios por simulacién se realizaron pruebas utilizando varios sets de
condiciones iniciales diferentes, siempre acotadas, y el comportamiento observado fue similar en
todos los casos.

Tal como se plante6 en la seccion correspondiente al MEF1, para los estudios por simulacion
se utilizan sefiales de entrada w (¢) con caracteristicas representativas, las cuales estan definidas
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Figura 5.28: Evolucion de e; (t) y de la norma del error de estado |e(t) | del Modelo de Error
Fraccionario 3, cuando w (t) corresponde a un vector de sefales constantes.

en la Tabla 5.2. En funcion de estas senales de entrada se procede a reportar los resultados
obtenidos y las conclusiones correspondientes.

La Figura 5.28 muestra la evolucion del error de salida e; (¢) y de la norma del error de estado
lle (t) || para el MEF3 vectorial, cuando el vector w (¢) esta compuesto de dos senales constantes,
o0 sea correspondiente al Caso 1 de la Tabla 5.2. La Figura 5.29, por su parte, muestra la evolucién
de la norma del error parameétrico ||¢ (t) || y de ||z (¢) ||.

Como puede apreciarse de ambas figuras, tanto e; (t) como la norma del error de estado
lle (t) ||, la del error paramétrico ||¢ (t) || y ||z (¢)| se mantienen acotadas, lo cual evidencia la
estabilidad del esquema.

Observando la Figura 5.28 puede corroborarse que la norma del error de estado converge
a cero para todos los valores del orden de derivacion, lo mismo que el error de salida e; (¢). Sin
embargo, en el caso de la norma del error paramétrico y del vector z (¢) éstas convergen a un
valor diferente de cero, como se aprecia en la Figura 5.29. Este comportamiento es diferente al
que puede observarse al realizar simulaciones para el caso escalar, donde una senal de entrada
constante es suficiente para que ¢ (t) converja a cero. Sin embargo, en el caso vectorial esta
convergencia parece estar relacionada con la densidad espectral del vector w (¢), tal como se
observd en los respectivos casos vectoriales del MEF1 y del MEF2. También en este caso, al
realizar simulaciones en otras dimensiones diferentes de R?, se observé que para que exista
convergencia de ||¢ (t) || y de || (t) ]|, es preciso que la densidad espectral del vector w (t) sea
mayor en la medida que la dimensién de ¢ (¢) aumenta.

Respecto de la evolucion de ||z (¢) ||, puede apreciarse de la Figura 5.29 que se cumple que
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Figura 5.29: Evolucién de la norma del error paramétrico ||¢ (¢) || y de ||z (¢) || del Modelo de Error
3 Fraccionario, cuando w (t) corresponde a un vector de sefiales constantes.

llz ()] < ||z (to) ||, ¥t > to. La justificacion analitica de este hecho serd expuesta en la Subsec-
cién 5.4.2, durante el andlisis de estabilidad de este modelo de error.

Respecto de la rapidez de convergencia, tanto en el gréafico del error de salida como en el
del error paramétrico, la convergencia mas rapida corresponde al caso en que « = 1, aunque las
diferencias observadas en este modelo de error resultan menos marcadas que las observadas en
el MEF1, tal como sucedi6 en el MEF2. El hecho de que la convergencia sea mayor en la medida
que « se acerca a 1 también es un detalle peculiar, pues implica que el orden de la ley de ajuste
que garantiza mayor rapidez de convergencia de los errores no es aquel que coincide con el orden
de la ecuacion del error, sino el que mas cercano a 1 sea posible usar. Sin embargo, hay un detalle
que es preciso mencionar, y es que la respuestra transitoria difiere cuando se usan érdenes para
la ley de ajuste que son menores o iguales que el de la ecuacién del error, respecto de cuando
se usan érdenes mayores. Este hecho puede observarse en la Figura 5.28, y es mas marcado en
el grafico de e; (t), donde los casos en que a > 0,7 tienen sobrepaso, mientras los casos en que
a < 0,7 no lo presentan. Este sobrepaso es mayor en la medida que « se acerca a 1, siendo el
caso clasico el que mayor sobrepaso presenta.

La Figura 5.30 muestra la evolucion de e; (t) y de la norma del error de estado ||e (¢) || cuando
el vector w (t) corresponde al Caso 2 de la Tabla 5.2. La Figura 5.31, por su parte, muestra la
evolucion de la norma del error paramétrico ||¢ (¢) || y de ||z () ||

Como puede apreciarse, también en este caso, tanto e; (t), [[e(¢) | como ||¢ (¢) ||y ||z (¢)]|
permanecen acotados, evidenciando la estabilidad del esquema. Este comportamiento fue obser-
vador para todos los sets de condiciones iniciales acotadas para los cuales se realizaron pruebas.
La norma del error de estado y e; (¢) convergen a cero para este vector w (t), independientemente
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Figura 5.30: Evolucién de ¢; (t) y de la norma del error de estado ||e(t) | del Modelo de Error
Fraccionario 3, cuando w (t) corresponde al Caso 2 de la Tabla 5.2.
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del orden de derivacion utilizado en las leyes de ajuste. En este caso, la norma del error paramé-
trico y la del vector x (t) también convergen a cero, como puede apreciarse de la Figura 5.31, a
diferencia de lo que ocurri6 en el Caso 1. Ciertamente en este caso el vector w (¢) tiene mayor
densidad espectral que en el Caso 1, al estar compuesto por una senal constante y una senal
senoidal, por lo tanto esto corrobora la intuicién acerca de la excitacion persistente que se expuso
en el andlisis del Caso 1.

Puede apreciarse como también en este caso, se cumple que ||z (t) | < ||z (to)], Yt > to
y la convergencia mas rapida se obtiene para el caso clasico, o sea a = 1, siendo vdlida la
misma observacion que se hizo al respecto en el analisis del caso anterior. Es interesante observar
ademas como, tanto en el grafico de e; (t) como en el de ||e (¢) ||, el mayor sobrepaso corresponde
alcaso a =1.

La Figura 5.32 muestra la evolucién de e; (t) y de la norma del error de estado cuando el vec-
tor w (t) corresponde al Caso 3 de la Tabla 5.2. La Figura 5.33, por su parte, muestra la evolucién
de la norma del error paramétrico y de la norma del vector x ().

Como puede apreciarse, al igual que en el Caso 1 y el Caso 2, para este vector de entrada
tanto e; (¢) como |le(¢) ||, ||l¢ (t) || y ||z (t) || permanecen acotados, evidenciando asi la estabilidad
del esquema. Esta observacion es valida para todos los sets de condiciones inicialesa acotadas
que se utilizaron.

De la Figura 5.32 puede apreciarse que el error de salida e; (¢) y la norma del error de estado
convergen a cero para todos los valores de « utilizados. De la Figura 5.33 puede apreciarse como,
también en este caso, se cumple que ||z (¢) || < ||z (to) ||, Yt > to.
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Figura 5.31: Evolucion de la norma del error paramétrico ||¢ (¢) || y de ||z () || del Modelo de Error
Fraccionario 3, cuando w (t) corresponde al Caso 2 de la Tabla 5.2.
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Figura 5.32: Evolucién de e; (t) y de la norma del error de estado ||e(t) | del Modelo de Error
Fraccionario 3, cuando w (t) corresponde al Caso 3 de la Tabla 5.2.
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Figura 5.33: Evolucion de la norma del error paramétrico ||¢ (¢) || y de ||z () || del Modelo de Error
Fraccionario 3, cuando w (t) corresponde al Caso 3 de la Tabla 5.2.

En cuanto a la convergencia de ||¢ (t) || y de ||z (¢) ||, puede apreciarse en la Figura 5.33 que
en este caso no convergen a cero. Tal como se hizo en el MEF1 y en el MEF2, se realizaron una
serie de simulaciones adicionales, las cuales mostraron que, si al menos una de las componen-
tes del vector w (t) converge a cero, entonces ||¢(t) || y ||« (t) || no convergeran a cero, lo cual
corresponde a lo mostrado en este caso.

Respecto de la rapidez de convergencia de las normas de los errores, en este caso también
puede corroborarse que ésta aumenta en la medida que el orden de derivacion a se acerca a
1, sin importar el valor que tenga el orden de derivacion de la ecuacién del error de estado. No
obstante, es importante sefalar que al igual que se observé en los casos anteriores, tanto en el
grafico de e; (t) como en el de ||e (t) ||, el mayor sobrepaso corresponde al caso en que « = 1.

Finalmente se presentan las simulaciones correspondientes al Caso 4 de la Tabla 5.2. La
Figura 5.34 muestra la evolucion del error de salida e; (¢) y de la norma del error de estado ||e (¢) ||,
mientras que en la Figura 5.35 se muestra la evolucién de la norma del error paramétrico ||¢ (¢) ||
y de [z (t) |-

En ese caso, tal como en los tres casos anteriores, tanto e; (t) como la norma del error
de estado, la norma del error paramétrico y la norma del vector x (t) permanecen acotadas, lo
cual evidencia la estabilidad del esquema. Esta observacion es vélida para todos los sets de
condiciones iniciales acotadas que se probaron. Al igual que ocurrié en los casos anteriores,
también aqui puede corroborarse que se cumple que la norma del vector x (t) permanece acotada
por su condicion inicial, y el decrecimiento de la norma de ambos errores es mas rapido en la
medida que el orden de derivacion se acercaa o = 1.

Sin embargo, al igual que sucede en el Caso 4 del MEF1 y del MEF2, la convergencia a cero
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Figura 5.34: Evolucion de e; (t) y de la norma del error de estado |le(t) | del Modelo de Error
Fraccionario 3, cuando w (t) corresponde al Caso 4 de la Tabla 5.2.

de las normas de ambos errores no queda lo suficientemente clara para todos los érdenes de
derivacion, al menos en la ventana de tiempo que se ha simulado. Puede apreciarse que la norma
del error de estado tiene una clara tendencia a converger a cero cuando « > 0,5. Sin embargo,
cuando « < 0,5, si bien el la norma del error parece ir decreciendo muy lentamente, no es posible
establecer conclusiones categéricas sobre su convergencia a cero observando esta ventana de
tiempo.

Un comportamiento similar puede observarse en el caso de la norma del error paramétrico,
donde los casos o = 1, « = 0,9 y o = 0,7 tienen una clara tendencia a converger a cero, aunque
los dos casos restantes, si bien tienen también esta tendencia, es mucho mas lenta 'y no es posible
establecer conclusiones claras al respecto.

Resumiendo, tal como se hizo para el MEF1 y el MEF2, podemos establecer para el MEF3
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Figura 5.35: Evolucién de la norma del error paramétrico ||¢ (¢) || y de ||z (¢) || del Modelo de Error
Fraccionario 3, cuando w (t) corresponde al Caso 4 de la Tabla 5.2.

algunas conclusiones de los estudios por simulaciones realizados.

1. Tanto el error de salida e; (t), como la norma del error de estado ||e (¢) ||, la norma del error
paramétrico ||¢ (t) || y ||z () ||, permanecen acotadas para todo tipo de sefales de entrada
acotadas y todas los sets de condiciones iniciales acotadas, lo cual evidencia la estabilidad
del esquema. La justificacion analitica de este hecho se encuentra en la Subseccion 5.4.2,
correspondiente al analisis de estabilidad del modelo de error.

2. Lanorma del error de estado ||e (¢) || y el error de salida e; (¢) convergen a cero para todo tipo
de senales de entrada acotadas, exceptuando el Caso 4, en el cual no se pudieron establecer
resultados concluyentes al respecto para determinados valores del orden de derivacion, al
menos en la ventana de tiempo simulada.

3. La condicién para que la norma del error paramétrico ||¢ (t) || converja a cero parece estar
relacionada con dos elementos de manera cualitativa; el primero es que ninguna de las
componentes del vector w (t) tienda a cero, y el segundo es la relacion entre la densidad
espectral del vector w (¢) y la dimension del vector ¢ (t).

4. La norma del vector z (t) permanece acotada siempre por su condicion inicial, es decir
lz ()] < llz(to)]l, Vt > to. La justificacion analitica de este hecho se encuentra en la
Proposicién 7 de la Subseccion 5.4.2, correspondiente al andlisis de estabilidad de este
modelo de error.
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5.4.2. Analisis de estabilidad del Modelo de Error Fraccionario 3

Para realizar el analisis de estabilidad de este modelo de error, consideremos las ecuaciones
dadas en (5.58), las cuales colocamos nuevamente en esta subseccion para facilitar la compren-
sién de la demostracién. Se hace notar que la demostracion de estabilidad que se presenta en
esta subseccién es vélida para el caso en que o = 3, quedando el caso a # 8 como parte del
trabajo futuro a desarrollar. De este modo, se analiza el MEF3, definido a través de las ecuaciones

CDtO(‘)e (t) = Ae(t) +bopT ) w(t), e (t)=hTe(t) con ac(0,1], (5.61)
“DR o (t) = —yer (Hw (1), (5.62)

donde se recuerda que A € R™*™ es una matriz con raices con parte real negativa, h,b € R", el
par (A, b) es controlable, el par (h”, A) es observable, ¢ () ,w (t) € R™, e(t) € R", e (1) € R,y la
funcién de transferencia determinada por 17 (sI — A)~* b es SPR.

Suponiendo que ¢ (t), e (t) son diferenciables, entonces basado en los resultados presenta-
dos en los Lemas 4 y 5, puede escribirse

“Dg [T (t) Pe(t)] + Dy [¢7 (t) ¢ (t)] < 2eT (t) P ODge () + 20" (t) “ D ¢ (t). (5.63)

Si se reemplazan las expresiones (5.61) y (5.62) en el miembro derecho de la desigualdad
(5.63) y se hacen los desarrollos correspondientes, se obtiene (para facilitar la comprensién del
desarrollo, se omiten en la notacidn de las variables su dependencia del tiempo)

“Dg [T Pe] + “Dg [¢7¢] < 2eTP “Dg e+ 24" “Dg:
— (“Dge)" Pe+e"PCD2e + 267 €D
= (Ae + b(bTw)T Pe+elP (Ae + bngw) — 20T e w (5.64)
= (Ae)T Pe + (b(bTw)T Pe+eTPAe + T PbpTw — 20T eqw
=el (ATP + PA) e+ 2eTPbpTw — 29" eqw.

Ahora bien, como h' (sl — A)‘1 b es SPR, de acuerdo a Narendra & Annaswamy (2005)
existiran matrices positivas definidas P = PT ¢ R™"y Q = QT € R™*" tales que

ATP + PA=—-Q

Pb— 1 (5.65)
Por lo tanto, usando (5.65) en (5.64) se puede escribir
C na C na
Dg, [eTPe] + = Dg [qﬁTqb] <el :(rATP + J;A); + QeTJ;b¢Tw —2¢Teqw (5.66)
< —e' Qe+ 2e" ho' w—2¢" eqw.
Luego, como e; = h'e y ademads e; € R puede escribirse
CD?O [eTPe] + CD% [qszqZ)] < —eTQe +2e1¢Tw — 29T ew

= —el'Qe+ 2e1¢Tw — 219w (5.67)

= —el'Qe.
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Si aplicamos la integral de orden « a la expresion (5.67) se obtiene la desigualdad

e’ (t) Pe(t) — e (to) Pe(to) + ¢" () ¢ (t) — &7 (to) ¢ (to) < —If [e" Qe] . (5.68)

Como P es positiva definida, existira una matriz real y no singular B € R"*" talque P = BT B.
Luego denotando

y(t) = [Be)T s@)T] errm, (5.69)

la desigualdad (5.68) puede escribirse como

y" (W) y )=y (to)y(to) <0, (5.70)

lo cual implica que ||y (¢) || < ||y (to) ||. Luego, dada la definicién del vector y (¢) en (5.69), en con-
junto con la expresion (5.70), puede afirmarse que el MEF3 dado por las ecuaciones (5.61) y (5.62)
es Lyapunov estable, y esto concluye la demostracion. O

Es preciso notar que en este caso, al igual que sucedi6 en el analisis del MEF1 y del MEF2,
no ha sido posible utilizar la extension fraccionaria del método directo de Lyapunov planteado
en (Li et al., 2010) para probar la estabilidad del esquema, debido a que este método aun no
incluye el caso en que la derivada de la funcién de Lyapunov resulta negativa semidefinida. Una
derivada fraccionaria negativa semidefinida es precisamente lo que se obtendria en este anélisis
al considerar como funcion de Lyapunov V = e” Pe+ ¢! ¢ y calcular su derivada temporal de orden
«, obteniendo la expresién (5.67), que resulta ser negativa semidefinida. Sin embargo, los Lemas
4 y 5 desarrollados como parte de este trabajo investigativo si han permitido realizar el analisis
presentado y concluir acerca de la estabilidad del modelo de error.

Ademas de la estabilidad del esquema, otra de las observaciones que se realizaron durante
los estudios por simulacion para este modelo de error, es que la norma del vector z (¢) permanece

acotada por su condicion inicial, siendo = (t) = [T (t) ¢ (t)]T. La demostracion analitica de
este hecho se presenta a continuacién, en la Proposicion 7.

Proposicion 7. Consideremos el MEF3 dado por (5.61),(5.62). Si se usa la matriz P = I € R"*"
en la ley de ajuste (5.62), entonces se cumple que

[z (@) || < [lz (o) ||Vt = to, (5.71)
donde z (t) = [e* (t) T (t)]T € R*t™,
Si en cambio se usa P #+ I entonces se cumple que

ly () < lly (to) [| -Vt = to, (5.72)

donde y (1) = [(Be ()™ ¢ ()] € R+, con P = BTB.

Demostracion. Consideremos primero el caso en que se usa P = I. De la expresion (5.68) se
obtiene
el (t)e(t)—e' (to)e(to) +¢" () o (t) — ¢ (to) & (to) < —I [e"Qe] <0Vt > t, (5.73)

lo cual implica, de acuerdo a la definicién de = (t), que ||z (¢) || < ||z (to) ||, ¥t > to.
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Por otro lado, en el caso en que se utilice una matriz P # I para la ley de ajuste (5.62), como
P es positiva definida, existira una matriz real y no singular B € R™*" tal que P = B B. Luego,

T
dado que y (t) = |(Be (t))T ¢ (t)"| , entonces la desigualdad (5.68) puede escribirse como

y" )y ) —y" (t)y(to) <O VE>to, (5.74)
lo cual implicaque ||y (¢) || < ||y (to) ||, VYt > to,y esto completa la demostracion. O

Asi, en esta subseccion hemos demostrado analiticamente que:

= El MEF3 es Lyapunov estable en el caso en que o = . La demostracién analitica para el
caso a # 3 aun no esta desarrollada, aunque para estos casos también se ha observado
que el modelo de error es Lyapunov estable.

» Para este modelo de error se cumple que |y (¢t)] < |ly(to)], ¥Vt > to, donde y(t) =
T
[(Be O (t)T} ,con P=BTB.

m En el caso en que se usa P = I, se cumple que |z (t)|| < ||z (to)|, Vt > to, donde

v =) o]

5.4.3. Acerca de la convergencia del error de salida del Modelo de Error Fraccio-
nario 3

Al igual que en el caso del MEF1 y el MEF2, la convergencia del error de salida en el MEF3
también ha sido un tema analizado en profundidad a lo largo de este trabajo investigativo. Los es-
tudios por simulaciones presentados en este documento muestran que el error de salida converge
a cero para todo tipo de sefales de entrada acotadas, aunque el Caso 4 analizado no pudo arrojar
resultados intuitivos al respecto.

La demostracién analitica sobre la convergencia a cero del error de salida, sin embargo, no
ha podido completarse, por razones similares a las expuestas en el analisis de los Modelos de
Error Fraccionarios 1y 2.

No obstante, a pesar de que no ha sido posible encontrar una herramienta de analisis que
permita concluir analiticamente que tli)xgoue (t)|| = 0y por consiguiente que tll’)xgoel (t) = 0, si se
ha podido establecer una conclusién analitica sobre la evolucion de |le () ||, la cual esta relacio-
nada con el hecho de que I{|le(t) ||* es acotada, como puede apreciarse de la ecuacion (5.68)
y con que el error es uniformemente continuo. Estos resultados nos permiten aplicar el Lema 9
presentado en esta Tesis, y concluir que

t

[ lle () |2dr
Jim [ge—sf
t—o0 t

—0, Ve>O0. (5.75)

El resultado en (5.75) no permite establecer que la norma del error de estado converja a cero,
pero si permite afirmar que su promedio en el tiempo decrece a una razén minima de ¢~ para
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tiempos lo suficientemente grandes. O sea, si ||e (¢) || crece y decrece en el tiempo sin converger,
lo hara de forma tal que su promedio en el tiempo tenga una tendencia decreciente, resultado que
podria tener utilidad practica.

5.5. Modelo de Error Fraccionario 4

En muchos de los problemas de identificacion y control adaptable, la parametrizacion del
modelo de identificacién o del controlador no resultan en la forma de ninguno de los tres modelos
de error estudiados en las secciones anteriores. En algunos casos ha aparecido el denominado
Modelo de Error Fraccionario 4 (en adelante MEF4). Es decir, en el MEF4, tampoco se tiene
acceso a todo el vector e () (al igual que en el MEF3) y ademas la funcién de transferencia W (s)
ahora no es SPR.

Este modelo de error aparece en aquellos casos en que, para lograr hacer control o iden-
tifcacion, es necesario introducir sefales adicionales en el esquema. La Figura 5.36 muestra el
esquema asociado a este modelo de error.

De la Figura 5.36 puede apreciarse que las ecuaciones que describen los errores dentro del
esquema estan dadas por

) (5.76)
t

donde ¢ (t) : RT — R corresponde al error de salida, es (t) : Rt — R es el error auxiliar, &1 () :
R*™ — R es el error aumentado, la funcién de transferencia W (s) en este caso no es SPR, aunque
si es asintéticamente estable, 6* € R™ es el parametro ideal que se supone desconocido, ¢ (t) :
RT — R™ es el parametro ajustable que estima a 0*, ¢ (t) = 6 (t) — 6* : Rt — R™ es el error
paramétrico y w (t) : Rt — R™ es la sefial de entrada o sefal de informacién.

L —F )| W)

Ws)

[ | W(Sﬁ) C(f)@

Figura 5.36: Esquema del Modelo de Error Fraccionario 4.
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La ley de ajuste para este modelo de error corresponde a

DR (t) = —ye1 (DC(H), con ae(0,2),
C(E)Y= W (5) T (1)

donde ¢ (t) : Rt — R™ se supone acotada y v € R corresponde a la ganancia adaptable. Dicha
ganancia adaptable puede ser escalar constante o variante en el tiempo; o bien matricial I' €
R™*™ constante o variante en el tiempo (Narendra & Annaswamy, 2005). En este trabajo se
considera v = 1.

(5.77)

Resulta importante destacar que el caso a = 1 es un caso particular de este modelo de error,
y corresponde al Modelo de Error 4 clasico, el cual ya ha sido completamente estudiado (Narendra
& Annaswamy, 2005).

Luego las ecuaciones que describen el MEF4 son

e1(t) =e1 (t)+62()
e1(t) =W (s)¢" (Hw(t)
ez (t) = 0T () W (5) Iw (t) = W (5) 07 (t)w (1) (5.78)
—ver1 (t) ¢ (¢), con « € (0,2)

D¢ (t)

<t§ W (5) e ()

En esta seccion se presentan los estudios por simulacion desarrollados para este modelo de
error cuando « € (0,1], asi como a la demostracion analitica de estabilidad de éste y algunas
consideraciones sobre la convergencia del error de salida.

5.5.1. Estudios por simulacién para el Modelo de Error Fraccionario 4

Al igual que en el caso del MEF1, en el MEF4 solamente aparece dindmica explicitamente
en la ley de ajuste que se utiliza. Por lo tanto, los estudios por simulacién consisten en aplicar las
sefales de entrada w (t) definidas en la Tabla 5.2 y observar cémo se comportan las senales del
esquema para diferentes valores del orden de derivacion « en la ley de ajuste.

Debido a que no se realizan observaciones particulares para el caso escalar, sino que todos
los analisis que se realizan son generales, se presentan los estudios por simulacién correspon-
dientes al caso vectorial, lo cual incluye al caso escalar como un caso particular. Las simulaciones
que se muestran en esta subseccion corresponden al caso ¢ (t) € R2.

Es preciso notar, sin embargo, que el MEF4 aparece cuando se trata con problemas de iden-
tificacién o control de plantas con grado relativo mayor o igual que 2. Esto implica que si todos
los parametros de la planta son desconocidos, el nimero minimo de parametros a estimar por
ejemplo en un esquema FOMRAC seria 5, lo cual haria que ¢ (t) € R5. Por lo tanto, el caso que
se analiza en estos estudios por simulacion seria un caso particular en el cual algunos de los
parametros de la planta son conocidos y otros no, para de este modo obtener ¢ () € R2. De cual-
quier modo, las observaciones presentadas en esta subseccién son generales, es decir validas
para ¢ (t) € R™, de modo que usar un caso particular para mostrar las simulaciones no afecta las
conclusiones generales a las cuales se arriba.

En los gréaficos que se presentan en esta subseccion se muestra el error de salida e; (¢), los
errores auxiliares ¢ (t) y ez (t), asi como la norma del error paramétrico ||¢ (t) ||.
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Figura 5.37: Evolucién de e; (t), e2 () y e (t) para el Modelo de Error Fraccionario 4, cuando w (t)
corresponde al Caso 1 de la Tabla 5.2.

Los valores de los parametros de las ecuaciones en (5.78) que se utilizan en estas simula-
ciones estan dados por

1
M/ e — 0* = — 9* s 7
(S) 52 + 3s n 27 1 57 2 87 (5 9)

donde 07, 65 son los valores reales de los parametros desconocidos del esquema, el error paramé-
trico queda definido por las expresiones ¢; (t) = 61 (t) — 07 y ¢2 (t) = 02 (t) — 65, donde 6 (t), 02 (1)
son los parametros ajustables dentro del esquema. Las condiciones iniciales que se utilizan en las
simulaciones son 6; (0) = 1y 62 (0) = 0,5. No obstante, durante el desarrollo de los estudios se
realizaron numerosas pruebas utilizando diferentes sets de condiciones iniciales acotadas, y las
conclusiones que aqui se exponen son validas para todos los casos.

Tal como se plante6 en la seccion correspondiente al MEF1, para los estudios por simulacion
se utilizan sefales w (t) € R? con caracteristicas representativas, las cuales estan definidas en la
Tabla 5.2. En funcién de estas sefales de entrada se procede a reportar los resultados obtenidos
y las conclusiones correspondientes.

La Figura 5.37 muestra la evolucién del error de salida e; (¢), asi como el error auxiliar ey (t)
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Figura 5.38: Evolucion de la norma del error paramétrico ||¢ (¢) || del Modelo de Error Fraccionario
4, cuando w (t) corresponde al Caso 1 de la Tabla 5.2.

y el error aumentado ¢ (t), para el MEF4 vectorial, cuando el vector w (t) esta compuesto de dos
senales constantes, o sea correspondiente al Caso 1 de la Tabla 5.2. La Figura 5.38, por su parte,
muestra la evolucion de la norma del error paramétrico ||¢ (¢) ||.

Como puede apreciarse de ambas figuras, todos los errores del esquema, asi como ||¢ (¢) ||
permanecen acotados, lo cual evidencia la estabilidad del esquema. Esta observacion es vélida
para todos los sets de condiciones iniciales acotadas que se utilizaron.

Si observamos la Figura 5.37, puede corroborarse que el error de salida, el error auxiliar y el
error aumentado convergen a cero para todos los valores del orden de derivacion. Sin embargo,
en el caso de la norma del error paramétrico ésta converge a un valor diferente de cero, como
se aprecia en la Figura 5.38. De acuerdo a las observaciones realizadas, la convergencia de la
norma del error paramétrico parece estar relacionada con la densidad espectral de la sefial w (¢),
tal como se observé en los respectivos casos vectoriales del MEF1, MEF2 y MEF3. También en
este caso, al realizar simulaciones en otras dimensiones diferentes de R?, se observo que para
que exista convergencia de ||¢ (t) ||, es preciso que la densidad espectral del vector w (t) aumente
en la medida que aumenta la dimension de ¢ (t).

Respecto de la rapidez de convergencia, en todos los casos la convergencia mas rapida
corresponde al caso en que o = 1. Sin embargo, es preciso notar que en este modelo de error
la convergencia resulta mucho mas lenta que en el resto de los modelos de error estudiados bajo
condiciones similares, lo cual parece estar relacionado con la presencia del error auxiliar y el error
aumentado dentro del esquema.

Otra observacion que es preciso realizar es que la norma del error paramétrico permanece
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Figura 5.39: Evolucion de e; (t), e2 (t) y € (t) para el Modelo de Error Fraccionario 4, cuando w (t)
corresponde al Caso 2 de la Tabla 5.2.

acotada por su condicion inicial, tal como sucedia en el MEF1 y como puede observarse en la
Figura 5.38. Esta coincidencia no es casual, pues como se podra constatar durante el analisis
de estabilidad del MEF4 (ver Subseccion 5.5.2), éste tiene una estructura similar a la del MEF1,
cuando se analiza la relacion entre el error paramétrico y el error aumentado.

La Figura 5.39 muestra la evolucion del error de salida e; (t), asi como el error auxiliar es (t)
y el error aumentado ¢ (¢) para el MEF4 vectorial, cuando el vector w (t) corresponde al Caso 2 de
la Tabla 5.2. La Figura 5.40, por su parte, muestra la evolucion de la norma del error paramétrico

o @) 1]

Como puede apreciarse de las Figuras 5.39 y 5.40, también en este caso tanto e; (¢), como
el error auxiliar es (t) y el error aumentado ¢ (¢t) permanecen acotados. Lo mismo sucede con la
norma del error paramétrico, lo cual evidencia la estabilidad del esquema. Este comportamiento
se observo para todos los sets de condiciones iniciales que se probaron.

Sibien los errores e; (1), e2 (t) y € (t) tienen un comportamiento oscilatorio debido a la sefial de
entrada senoidal, de la Figura 5.39 puede observarse que éstos tienen una tendencia a converger
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Figura 5.40: Evolucién de la norma del error paramétrico ||¢ (¢) || del Modelo de Error Fraccionario
4, cuando w (t) corresponde al Caso 2 de la Tabla 5.2.

a cero para todos los valores del orden de derivacion « utilizado. En este caso, al igual que en
el Caso 1 analizado anteriormente, ésta convergencia resulta mucho mas lenta que en los otros
modelos de error analizados.

En el caso de la norma del error paramétrico, ésta también converge a cero para este vector
w (t), como puede apreciarse de la Figura 5.40, a diferencia de lo que ocurrié en el Caso 1, donde
el vector w (t) estaba compuesto por dos sefales constantes. Ciertamente en este caso el vector
w (t) tiene mayor densidad espectral que en el Caso 1, al estar compuesto por una sefal constante
y una sefal senoidal. Por lo tanto, esto corrobora la intuicion acerca de la excitacion persistente
que se expuso en el andlisis del Caso 1.

De la Figura 5.40 puede apreciarse como también en este caso se cumple que ||¢ (t) || <
llo (to) ||, Vt > toy la convergencia mas rapida se da para el caso clasico, o sea a = 1, siendo
vdlida la misma observacidén que se hizo al respecto en el analisis del caso anterior, cuando se
compara la rapidez de convergencia en este modelo de error con la del MEF1, la del MEF2 y la
del MEF3.

La Figura 5.41 muestra la evolucion del error de salida e; (¢), asi como el error auxiliar e (t)
y el error aumentado ¢ (¢) para el MEF4 vectorial, cuando el vector w (t) corresponde al Caso 3 de
la Tabla 5.2. La Figura 5.42, por su parte, muestra la evolucion de la norma del error paramétrico

1o (@) I
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Figura 5.41: Evolucion de e; (t), e2 (t) y € (t) para el Modelo de Error Fraccionario 4, cuando w (t)
corresponde al Caso 3 de la Tabla 5.2.

Como puede apreciarse de las Figuras 5.41 y 5.42, al igual que en el Caso 1y el Caso 2, para
este vector de entradas tanto e; (t) como ey (¢), € (t) y ||# (¢) || permanecen acotados, evidenciando
asi la estabilidad del esquema. Esta observacion es valida para todos los sets de condiciones
iniciales acotadas que se utilizaron.

De la Figura 5.41 puede apreciarse que e; (t), e2 (t) y el error aumentado ¢ (¢) convergen a
cero para todos los valores de « utilizados, y de la Figura 5.42 puede apreciarse como también en
este caso se cumple que [|¢ (¢) || < ||¢ (to) ||, YVt > to.

Sin embargo, respecto de la convergencia de ||¢ (¢) ||, puede apreciarse de la Figura 5.42 que
en este caso no converge a cero. Tal como se hizo en el MEF1, en el MEF2 y en el MEF3, se
realizaron una serie de simulaciones adicionales, las cuales mostraron que si al menos una de
las componentes del vector w (t) converge a cero, entonces ||¢ (t) || no converge a cero, lo cual
corresponde a lo mostrado en este caso.

Respecto de la rapidez de convergencia, en este caso también puede corroborarse que ésta
aumenta en la medida que el orden de derivacion « se acerca a 1.
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Figura 5.42: Evolucién de la norma del error paramétrico ||¢ (¢) || del Modelo de Error Fraccionario
4, cuando w (t) corresponde al Caso 3 de la Tabla 5.2.

Finalmente, se presentan las simulaciones correspondientes al Caso 4 de la Tabla 5.2. En la
Figura 5.43 se muestra la evolucion de e; (t), e2 (t) y € (t), mientras que la Figura 5.44 muestra la
evolucion de la norma del error parameétrico ||¢ (¢) ||

En ese caso, tal como en los tres casos anteriores, tanto e; (t) como e (t), € (¢) y la norma
del error paramétrico permanecen acotados para todos los sets de condiciones iniciales acotadas
que se utilizaron, lo cual evidencia la estabilidad del esquema. Al igual que sucedi6 en los casos
anteriores, también aqui puede corroborarse que se cumple que la norma del vector ¢ (¢) perma-
nece acotada por su condicién inicial y el decrecimiento de la norma de ambos errores es mas
rapido en la medida que el orden de derivacion se acercaa o = 1.

Del mismo modo que ocurrié en el Caso 4 del MEF1, del MEF2 y del MEF3, la convergencia
a cero de los errores no queda lo suficientemente clara para todos los 6rdenes de derivacion «, al
menos en la ventana de tiempo que se ha simulado. De hecho en este caso el decrecimiento es
mucho mas lento que lo que se observo en los otros modelos de error. Puede apreciarse que los
errores e; (t), e2 (t) y € (t) tienen una tendencia a converger a cero, aunque cuando « < 0,5, si bien
el error parece ir decreciendo muy lentamente, no es posible establecer conclusiones categoricas
sobre su convergencia a cero observando esta ventana de tiempo.

Un comportamiento similar puede observarse en el caso de la norma del error paramétrico,
donde los casos o =1y a = 0,9, incluso o« = 0,7 tienen una tendencia a converger a cero (aunque
ninguno se acerca tanto en esta ventana de tiempo como en los demas modelos de error), pero
los dos casos restantes, si bien tienen también una ligera tendencia decreciente, ésta es mucho
mas lenta y no es posible establecer conclusiones claras al respecto.
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Figura 5.43: Evolucién de e; (t), e2 (t) y e (t) para el Modelo de Error Fraccionario 4, cuando w (t)
corresponde al Caso 4 de la Tabla 5.2.

Por lo tanto, tal como se hizo para el MEF1, el MEF2 y el MEF3, podemos establecer para el

MEF4 algunas conclusiones generales de los estudios por simulacién realizados.

1. Tanto e; (t), como ey (t), £ (t) y la norma del error paramétrico permanecen acotados para
todo tipo de sefiales de entrada acotadas y para todo set de condiciones iniciales acotadas,
lo cual evidencia la estabilidad del esquema. La justificacion analitica de este hecho se
encuentra en la Subseccién 5.5.2, donde se aborda el analisis de estabilidad del modelo de
error.

. Tanto el error de salida e; (t) como el error auxiliar e, (¢) y el error aumentado ¢ (¢) convergen
a cero para todo tipo de senales de entrada acotadas, exceptuando el Caso 4, en el cual
no se pudieron establecer resultados concluyentes al respecto para todos los 6rdenes de
derivacion en la ventana de tiempo simulada.
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Figura 5.44: Evolucion de la norma del error paramétrico ||¢ (¢) | del Modelo de Error Fraccionario
4, cuando w (t) corresponde al Caso 4 de la Tabla 5.2.

3. La condicién para que la norma del error paramétrico ||¢ (t) || converja a cero parece estar
relacionada con dos elementos de manera cualitativa, el primero es que ninguna de las
componentes del vector w (t) tienda a cero, y el segundo es la relacion entre la densidad
espectral del vector w (t) y la dimension del vector ¢ (t). Este comportamiento es similar al
observado en los Modelos de Error Fraccionarios 1, 2 y 3.

4. La norma del error paramétrico ¢ (t) permanece acotada siempre por su condicién inicial, es
decir ||o (t) || < ||¢ (to) ||, Yt > to. Este comportamiento también es similar al observado en
el MEF1.

5.5.2. Analisis de estabilidad del Modelo de Error Fraccionario 4

Para realizar el analisis de estabilidad de este modelo de error, consideremos las ecuaciones
dadas en (5.78), las cuales colocamos nuevamente en esta subseccion para facilitar la compren-
sién de la demostracion.

e (t) =W (s)¢" (t)w (1) (5.80)
ea (t) = 07 () W (3) Lw (t) — W (s) 07 (t) w (¢) (5.81)
e1(t) = e (t) +e2(t) (5.82)
Do (t) = —e1 (t)C(t), con a€(0,1] (5.83)
C(t) =W (s) Inw (t), (5.84)



donde e; (t) € R corresponde al error de salida, e (t) € R es el error auxiliar, £; (t) € R es el error
aumentado, w (t) € R™ es el vector de entrada, ¢ (t) = 0 (t) — 6* € R™ es el error paramétrico,
0 (t) € R™ es el vector de parametros ajustable, 6* € R™ es el vector de parametros ideales, W (s)
es una funcion de transferencia conocida, asintéticamente estable y que no es SPRy ( (t) € R™
es una sefal auxiliar.

Analizando la expresién (5.81), dado que W (s) es una funcion de transferencia asintotica-
mente estable, si el parametro variante en el tiempo 6 (¢) toma el valor constante 6*, entonces
como ¢ (t) = 0 (t) — 6%, el error auxiliar e, (t) convergera a cero exponencialmente. Por lo tanto, la
ecuacion (5.81) puede expresarse en funcion del error parameétrico ¢ (t) como sigue

ea (t) = @7 () W (s) Lw (t) — W (s) o7 (t)w (t) + 3 (1), (5.85)

donde § (t) € R es una senal que decae exponencialmente en el tiempo, y por lo tanto puede
despreciarse desde el punto de vista del andlisis de estabilidad.

Reemplazando (5.85) en (5.82), el error aumentado puede expresarse como

(t) + o7 )(t) W (8) Imw (t) — W (s) ¢ (t) w (1) (5.86)

Luego, si usamos (5.84) en (5.86) se obtiene

er(t) =o" (t)¢ (). (5.87)

Como puede apreciarse, el comportamiento de este MEF4 queda definido por las ecuaciones
(5.87) y (5.83), es decir, una ecuacién algebraica que relaciona el error aumentado con el error
paramétrico ¢ (t) y la entrada auxiliar ¢ (t), y la ley de ajuste fraccionaria correspondiente, que
relaciona el error paramétrico con el error aumentado y la entrada auxiliar. Estas dos ecuacio-
nes tienen una estructura muy similar a la estudiada en el MEF1. Por lo tanto, para analizar la
estabilidad del esquema, basado en el Lema 4, suponiendo que ¢ (t) es diferenciable, podemos
escribir

LD (16 (1) < 67 (1) DT (1), (5.89)

Reemplazando la ecuacion (5.83) en (5.88) se obtiene

ST (00 () < — (67 ()¢ (1) = (1) < 0. (5.89

Por lo tanto, si aplicamos la integral de orden « a la desigualdad (5.89) se obtiene

1

57 (00(1) — 56" (1) 6 (t0) < 0, (5.90)

lo cual implica que ||¢(¢)] < [|¢(to)]|. Luego, esto permite afirmar que el MEF4 es Lyapunov
estable, lo cual en este caso implica que ¢ (t) es acotado Vt > .

Respecto de las otras senales dentro del esquema podemos decir lo siguiente. Partiendo de
la expresion (5.84) y suponiendo que la sefal de entrada w (¢) es acotada, entonces se concluye
que ( (t) es acotada.
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Como ( (t) es acotada y ¢ (t) resultdé acotado del analisis anterior, entonces de la expresion
(5.87) puede concluirse que el error aumentado ¢ (¢) permanece acotado.

Como el error auxiliar ez (t) queda definido por la ecuacion

e2(t) =" ()¢ () =W (s) " (Hw(t), (5.91)

entonces, dado que w (t),( (t), (t) son acotados y que la funcion de transferencia W (s) es
asintéticamente estable, puede concluirse que es (t) también permanece acotado.

Finalmente, de la ecuacion (5.82) puede concluirse que el error de salida e; (t) permanece
acotado.

De este modo, se ha demostrado que todas las sefnales dentro del esquema del MEF4 perma-
necen acotadas Vt > tq, y esto concluye el analisis de estabilidad. O

Es preciso senalar que en este caso, al igual que ocurrié en el analisis del MEF1, el MEF2 y
el MEF3, no ha sido posible utilizar la extensién fraccionaria del método directo de Lyapunov plan-
teado en Li et al. (2010) para demostrar la estabilidad del esquema, debido a que este método aun
no incluye el caso en que la derivada de la funcién de Lyapunov resulta negativa semidefinida. Una
derivada fraccionaria negativa semidefinida es precisamente lo que se obtendria en este analisis
al considerar como funcién de Lyapunov V = %(qub y calcular su derivada de orden «, obteniendo
la expresion (5.89), que resulta seminegativa definida. Sin embargo, el Lema 4 desarrollado como
parte de este trabajo investigativo, si ha permitido realizar el analisis presentado y concluir acerca
de la estabilidad del modelo de error.

Ademas de la estabilidad del esquema, otra de las observaciones que se realizaron durante
los estudios por simulacion para este modelo de error, esta relacionada con que la norma del error
paramétrico permanece acotada por su condicién inicial. La demostracién analitica de este hecho
se presenta a continuacién en la Proposicion 8.

Proposicién 8. Para el Modelo de Error Fraccionario 4 dado por (5.80)-(5.84) se cumple que

lo@ I <l¢to)ll, Vt=to (5.92)

Demostracion. La demostracion es directa al observar la expresion (5.90) en el desarrollo ante-
rior, la cual implica que ||¢ (¢) || < ||¢ (to) ||, ¥Vt > to, y esto concluye la demostracion. O

En resumen, en esta subseccion hemos demostrado analiticamente que:

» El Modelo de Error 4 Fraccionario es Lyapunov estable.

= Para este modelo de error se cumple que [|¢ (t) || < ||¢ (to) ||, VE > to.

5.5.3. Acerca de la convergencia del error de salida del Modelo de Error Fraccio-
nario 4

Otra conclusién que puede obtenerse analiticamente para el MEF4, es que la integral de
orden « del cuadrado del error aumentado permanece acotada. En efecto, la expresion (5.89)
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puede escribirse como

LD (16 (1) < < (1), (5.99)
y si se aplica la integral de orden « a la desigualdad (5.93) resulta
1 1
§¢T (t)o(t) — §¢>T (to) ¢ (to) < —I7 [€1 ()] - (5.94)
Luego .
I el )] < §</>T (to) ¢ (to) - (5.95)

Al igual que en el caso del MEF1, del MEF2 y del MEF3, el hecho de que esta integral sea
acotada, no permite establecer que el error aumentado converja a cero, pero si suponemos que
es uniformemente continuo puede aplicarse el Lema 9 presentado en esta Tesis, y concluir que

t
f 5% (1)dr
lim [#2¢% | =0,  Ve>0. (5.96)

t—o00 t

El resultado (5.96) no permite establecer que el error aumentado converge a cero, pero si
permite afirmar que su promedio en el tiempo decrece a una razén minima de ¢t~¢ para tiempos
lo suficientemente grandes. O sea, si 7 (t) crece y decrece en el tiempo sin converger, lo hara
de forma tal que su promedio en el tiempo tenga una tendencia decreciente, resultado que podria
tener utilidad practica.

Ahora bien, el interés en utilizar el MEF4 es derivar relaciones entre la sefial de entrada w (t)
y el error de salida ¢, (t), y la conclusion anterior es valida para el error aumentado ¢, (t), no asi
para el error de salida. Por lo tanto, analicemos la relacion entre estos errores.

El error aumentado y el error de salida estan relacionados a través de la expresion
e1(t) =e1(t) +ea(t), (5.97)
donde el error auxiliar ey (t) esta dado por la expresion

ex () = ¢ (1) C(t) = W (s)¢" (t)w (1). (5.98)

Al observar la expresion (5.97), es evidente que ademas de las conclusiones sobre la conver-
gencia del error aumentado ¢ (¢), es preciso derivar conclusiones sobre la convergencia del error
auxiliar ez (t), para poder asi establecer conclusiones sobre la convergencia del error de salida
e1 (t). En el caso entero, 0 sea a = 1, el analisis de estabilidad permite concluir que d}(t) € L3,
y luego basado en el Lema 2.11 presentado en Narendra & Annaswamy (2005), se concluye que
tli’goeg (t) = 0. Este resultado implica que las conclusiones sobre convergencia del error aumenta-

do son también validas para el error de salida. Sin embargo, en el caso fraccionario no es posible
afirmar que ¢ (t) € £2, mediante los desarrollos analiticos realizados, siendo la continuacién del
andlisis otro de los puntos pendientes por resolver en esta linea de investigacion.
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6 Aplicaciones del control de orden frac-
cionario

En el presente capitulo se presenta la aplicacion del control adaptable fraccionario a un AVR.
Cabe mencionar que los resultados de esta aplicacién fueron publicados en Aguila-Camacho &
Duarte-Mermoud (2013).

Asi mismo, se presenta la aplicacion del control fraccionario a una aplicacion de levitacion
magnética. En este caso se presentan tres estrategias de control que incluyen operadores frac-
cionarios, para efectos de comparacion.

6.1. Control por referencia a modelo fraccionario de un AVR

Uno de los esquemas de control adaptable mas populares es el MRAC. En este esquema,
el objetivo es encontrar una sefal de control adecuada, tal que aplicada a la planta, la salida
del sistema controlado siga asintéticamente a la salida de un modelo de referencia conveniente-
mente elegido, a la vez que se preserva la estabilidad de lazo cerrado del sistema (Narendra &
Annaswamy, 2005), es decir todas las sefiales del sistema adaptable permanecen acotadas.

Por otra parte, el estilo de vida de la sociedad moderna estd estrechamente vinculado al
uso de la electricidad. La mayoria del equipamiento usado actualmente opera en base a energia
eléctrica, y es sensible tanto a la continuidad del suministro energético, como a su calidad (niveles
de voltaje y frecuencia).

La demanda de energia rara vez es constante en los sistemas de generacion, y esto afecta
los niveles de voltaje y frecuencia de los generadores. Por esta razén, todo sistema de genera-
cién de energia debe tener un esquema de control que permita mantener los niveles de voltaje y
frecuencia en los valores deseados, independiente de la demanda.

El AVR es el controlador cuyo propésito principal es mantener el nivel de voltaje de un gene-
rador eléctrico dentro de valores aceptables, ajustando el voltaje de excitacion de la maquina.

Muchos esquemas de control han sido propuestos para los AVR. Los esquemas mas re-
portados en la literatura son los controladores PID, y la diferencia entre los esquemas radica
basicamente en la técnica utilizada para ajustar los parametros del PID. Puede citarse por ejem-
plo controladores PID cuyos parametros son ajustados utilizando PSO (Gaing, 2004; Rahimian &
Raahemifar, 2011), usando PSO de tercer orden (Kang et al., 2010), usando Quantum-behaved
PSO (Coelho & de Meirelles Herrera, 2008), usando un método de optimizacién basado en Conti-
nuous Action Reinforcement Learning Automata (CARLA) (Kashki et al., 2008), usando el algorit-
mo Adaptive Tabu Search (Oonsivilai & Pao-La-Or, 2008), y usando también una combinacién de
algoritmos genéticos y logica difusa (Devaraj & Selvabala, 2009).
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Ademas de los PIDs, se han propuesto otros esquemas de control para los AVR, entre los
cuales pueden mencionarse los Fuzzy Gain Scheduled PI Controllers (FGSPIC) (Shyama et al.,
2012), Brain Emotional Learning Intelligent Controllers (BELBIC) (Valizadeh et al., 2008), contro-
ladores adaptables no lineales (Fusco & Russo, 2011) y controladores PID fraccionarios (Zamani
et al., 2009). Este ultimo controlador es es un controlador PID fraccionario, cuyos parametros son
ajustados utilizando PSO. Al ser un PID fraccionario, ademas de ajustar las constantes proporcio-
nal, integral y derivativa, también se ajustan los 6rdenes de integracién y derivacién.

Sin embargo, dada la importancia de este problema de control, este tépico ain permanece
abierto a soluciones de control que puedan mejorar el desemperio del sistema controlado, por
ejemplo, minimizando el sobrepaso y el tiempo de convergencia a cero del error de control.

En este trabajo se ha desarrollado un FOMRAC para un AVR, donde los parametros del con-
trolador se ajustan utilizando leyes de ajuste definidas medante ecuaciones diferenciales fraccio-
narias. Los valores numéricos de los parametros de disefio del controlador (ganancias adaptables
y 6rdenes de derivacién) se determinan de manera 6ptima empleando como método de optimiza-
cion los algoritmos genéticos. Este FOMRAC presenta una mejoria en algunas caracteristicas del
esquema controlado, asi como en su robustez ante algunas incertidumbres del sistema, cuando
se compara con las técnicas clasicas equivalentes.

6.1.1. Conceptos generales de algoritmos genéticos

Dado que en el Capitulo 3 se expusieron conceptos preliminares acerca del calculo fracciona-
rio y el control adaptable fraccionario, en esta subseccién se hara referencia a algunos conceptos
preliminares de algoritmos genéticos, técnica de optimizacién de que se hace uso en este trabajo.

Los algoritmos genéticos (en adelante GA, por sus siglas en inglés (Genetic Algorithms))
pertenecen a una clase mas amplia de algoritmos evolutivos, que generan soluciones a problemas
de optimizacién utilizando técnicas inspiradas en conceptos de la evolucién natural, tales como
herencia, mutacion, seleccién natural y cruzamiento. Aplicados a los esquemas de control, los
algoritmos genéticos han demostrado resultar Utiles, por ejemplo, seleccionado los parametros
optimos de un controlador, que minimizan una funcion objetivo para un sistema controlado.

En el mundo real, las caracteristicas de un organismo vivo se encuentran codificadas en su
ADN. Los algoritmos genéticos almacenan las caracteristicas de organismos artificiales en un
genotipo electrdnico, el cual simula el ADN de la vida natural (Chambers, 1995). Por tanto, los
algoritmos genéticos trabajan con una poblacién de soluciones potenciales a un problema espe-
cifico, en el cual cada individuo de la poblacién representa una solucion particular al problema. La
poblacion entonces evoluciona a través de varias generaciones para producir mejores soluciones
al problema, hasta lograr una solucién éptima respecto de una cifra de mérito.

Una cifra de mérito se asigna a cada individuo de la poblacién, con el objetivo de medir la
calidad de la solucion que éste representa. Luego, se produce la evolucién usando un conjunto de
operadores genéticos estocasticos, los cuales manipulan el cédigo genético, por ejemplo a través
de la mutacién y el cruzamiento. Esta evolucion generalmente resulta en mejores individuos, o
sea, soluciones al problema con mejores cifras de mérito.

Usualmente, el proceso de evolucion se detiene cuando se ha alcanzado un nimero de ge-
neraciones determinado o cuando el valor de la funcién de fitness se encuentra por debajo de un
valor prefijado.
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En el desarrollo de este trabajo se ha utilizado la toolbox de Algoritmos Genéticos de Matlab,
para encontrar los valores éptimos de los 6rdenes de derivacion y las ganancias adaptables en el
esquema FOMRAC propuesto para el AVR. Los detalles de la implementacién se muestran en la
Subseccion 6.1.2.

6.1.2. Diseio del controlador para el AVR usando FOMRAC y algoritmos genéticos

El objetivo de un AVR es mantener la magnitud del voltaje terminal de un generador igual a
un valor determinado. Como se muestra en la Figura 6.1 a), un sistema AVR simple esta formado
por cuatro componentes principales: amplificador, excitador, generador y sensor. Como resultado
de un proceso de linealizacion se han obtenido funciones de transferencia razonables para estos
componentes (Gaing, 2004). En la Figura 6.1 a) se muestra el diagrama en bloques del AVR, con
las correspondientes funciones de transferencia para cada bloque, y en la Figura 6.1 b) se muestra
el modelo del generador (Kundur, 1994) usado en este trabajo. Los parametros del sistema utili-
zados para las simulaciones corresponden a k4 = 10, 74 = 0,1 s, kg =1, 75 = 0,5 s, k1 = 1,591,
ko =15,k = 0,333, 73 = 1,918, ky = 1,8, ks = —0,12, k¢ = 0,3, H, = 3, Kp = 0, wg = 377 rad/s,
kr =1y tr = 0,06 s. Estos valores fueron elegidos en funcién de lo publicado por Zamani et al.
(2009).

Por lo tanto, desde el punto de vista de disefio del controlador adaptable, la planta a ser con-
trolada (desde la senal de control v hasta la salida del sensor V) tiene una funcién de transferen-
cia de sexto orden. Sin embargo, debido a que la dindmica del sensor es muy rapida, la influencia
de este elemento en la funcién de transferencia puede despreciarse, y entonces la funcion de
transferencia de la planta G, (s) puede considerarse como una de quinto orden de la forma

b232 + b18 + bo

G, (s) = , 6.1
»(s) a58° + ay48% + a3s® + ags? +ais + ag (6.1)
u k T/; k Vf V;(S) k rs(S)
A E R
] - » Generador - E—
l1+7,s 1+7.s 1+7.58
Amplificador Excitador Sensor
(a) Diagrama de bloques del AVR.
I, |«
AT,
k, AW A
— >k L»j S el Y N N DY)
T8
: + AT - 2H, +K;, 5 + | (hacia el
Excitador) e sensor)
ke, [
>k,
(b) Diagrama de bloques del generador.

Figura 6.1: Diagramas de bloques para el AVR y el generador (Zamani et al., 2009).
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Tabla 6.1: Detalles de la implementacion del FOMRAC para el AVR

Modelo de referencia Gm (s) = e 2S;i s 112
w(t) =0t w(t)
oy ge 0T = k() BT () () 0F ()] € R
wt)=[r(t) W) y@) o ®)] eR
wl (t) = Awl (t) + lu (t)
Senales W (t) = Awa (t) + lyp (t)
Auxiliares -1 0 0 O
Aol 0 20 0
“l o 0 =3 0
0 0 0 -4
l=[-1134]"
P A
ex (1) =07 ()@ (t) — u (¢t
Errores (D) = ey (8) 4 o () e (1)
i(t) = Gm (3)(;; t)(t>
DOy (1) = —y— ) 221
Loyes de T T a0ar®
Ajuste D*0 (t) = 7 YR
W (t) = G (s)w(t)

donde by = 5,994, by = 0, bg = 825,2, a5 = 0,573, ay = 7,176, a3 = 72,36, as = 706,6, a; = 1302
y ap = 260,8. Aun cuando la funcién de transferencia del sensor se desprecia desde el punto de
vista de disefio del controlador, si sera considerada en las simulaciones como parte de la planta.

Segun Narendra & Annaswamy (2005), el modelo de referencia debe ser seleccionado de
forma tal que su grado relativo sea igual 0 mayor que el grado relativo de la planta, que en este
caso es n* = 3 (ver (6.1)). Mas all4 de este requerimiento, la seleccién del modelo de referencia
es responsabilidad del disefiador del esquema de control, y debe hacerse de acuerdo a los re-
querimientos que deba cumplir el esquema controlado. En este caso, dadas las caracteristicas del
proceso de generacion de energia, se desea una respuesta al escalén suave, con poco o0 ningun
sobrepaso, un tiempo de establecimiento pequeno y un error de estado estacionario nulo (0 mini-
mo). Por lo tanto, con el objetivo de satisfacer estos requerimientos, el modelo de referencia fue
seleccionado de acuerdo a la funcién de transferencia G, (s) que se muestra en la Tabla 6.1.

Dado que el grado relativo de la planta es n* = 3, segun Narendra & Annaswamy (2005), la
implementacion del MRAC seria como se muestra en la Figura 6.2. Para mas detalles sobre los
parametros y sefales del esquema de la Figura 6.2 referirse a Narendra & Annaswamy (2005).

En este caso, los parametros ajustables del controlador estan dados por el vector
o=k 6 6, 67]" eRY,

ademas del escalar k; € R. Sin embargo, estos parametros no son ajustados usando ecuaciones
diferenciales de orden entero como en Narendra & Annaswamy (2005), sino utilizando ecuaciones
diferenciales de orden fraccionario, cuyo orden se encuentra en el rango 0 < a < 1. La Tabla 6.1
resume el disefio del FOMRAC, asi como los correspondientes valores utilizados en la implemen-
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Figura 6.2: Diagrama de bloques para la implementacion del FOMRAC para el AVR (Narendra &
Annaswamy, 2005).

tacidn. La senal de control generada por el FOMRAC corresponde al voltaje de campo (u en el
diagrama de la Figura 6.1 a)).

De acuerdo a Narendra & Annaswamy (2005), el numero de parametros a ser ajustado en
una planta de orden n es 2n + 1, donde n es también el orden de la funcidén de transferencia de la
planta. Por lo tanto, dado que en este caso n = 5, el nUmero total de parametros a ser ajustado
es 11.

Dado que el orden de derivacién « de la ley de ajuste es fraccionario, pueden usarse dife-
rentes 6rdenes para ajustar cada uno de los 11 parametros. Del mismo modo, se pueden utilizar
diferentes ganancias adaptables v para cada una de las 11 ecuaciones diferenciales. En este
esquema de control, se consideraron diferentes 6rdenes de derivacion y ganancias adaptables
para cada uno de los once parametros a ser ajustados, siendo estos los 22 parametros a ser
optimizados.

6.1.3. Optimizacion de los parametros de disefio del FOMRAC

Para seleccionar los valores 6ptimos del orden de derivacion y las ganancias adaptables
para cada una de las leyes de ajuste, se utilizé optimizacion mediante algoritmos genéticos. Esta
optimizaciéon se realizé de forma tal que el sistema controlado presentara un comportamiento
determinado, el cual fue medido a través de la funcion objetivo definida en (6.2).

El vector de pardmetros optimizado por GA corresponde a z = [af 7] € R*?, donde a y ~
son vectores de dimension 11.

Los estudios por simulacion sugieren que cuando se usan 6rdenes de derivacién en el inter-
valo a € (0,2), el FOMRAC permanece estable, pero el comportamiento transitorio de las sefales
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del sistema puede resultar un tanto oscilatorio cuando « € (1,2). Por esta razon, se utilizé una
cota inferior de 0 y una cota superior de 1 para «, y el espacio de busqueda del GA se restringié a
este intervalo. En el caso de las ganancias adaptables, se utilizaron cotas inferiores y superiores
de 0 y 100 respectivamente. Las condiciones iniciales se escogieron nulas para cada uno de los
parametros.

Con el objetivo de obtener un comportamiento del sistema de acuerdo a las especificacio-
nes de control y basados en Zamani et al. (2009), la funcién objetivo utilizada en el proceso de
optimizacién se seleccion6 como

J (.CU) = wlMp + wgts + TU3E55+
b b (6.2)
+wy [ ec ()] dt +ws [u? (t) dt,
0 0
donde MM, es el sobrepaso, ¢, es el tiempo de establecimiento, e. (t) = r (t) — y, (t) es el error
de control (diferencia entre el voltaje de referencia y el voltaje de salida (V;s en el diagrama de la
Figura 6.1 a)), Es, es el valor de estado estacionario del error de control e. (¢) y u (t) corresponde
a la senal de control generada por el FOMRAC. La importancia de cada uno de estos elementos
en la funcién objetivo esta dada por los factores de peso w;, i = 1,...,5y es responsabilidad del
disefiador seleccionar estos valores.

La seleccién de los factores de peso no es una tarea facil, y hay muchas formas de hacerlo.
En el caso de este trabajo, se utilizaron como punto de partida los valores dados en Zamani et al.
(2009). Luego se realizaron varias pruebas para el proceso de optimizacion, utilizando valores
para los factores de peso alrededor de estos valores de partida. Los menores valores para la
funcién objetivo J se obtuvieron con w; = wy = wy = 1, wg = 1000 y ws = 7. El limite de
integracion ¢ utilizado en (6.2) fue de 100 segundos.

El proceso de optimizacién fue realizado utilizando la toolbox Matlab GA. Los parametros de
GA mas representativos que fueron utilizados en las simulaciones son

= Tipo de poblacion: vector doble.
= Tamario de la poblacion = 25.

= NUmero de generaciones = 130.

El resto de los parametros fueron utilizados con sus valores por defecto.

Las leyes de ajuste fueron implementadas utilizando la toolbox Ninteger para Matlab (Valério
& Costa, 2004), especificamente el bloque NID. Con el objetivo de incluir las condiciones iniciales,
las cuales no vienen incluidas en el bloque NID, se utiliz6 la definicion de la derivada fraccionaria
segun Caputo y una de las propiedades de las integrales fraccionarias, de forma tal que la imple-
mentacion resultd como en la Figura 6.3. Este disefio corresponde al caso en que « € (0, 1), que
es el utilizado en este trabajo.

El bloque NID utilizado en el esquema esta basado en el método de aproximacion de Ous-
taloup, mencionado en el Capitulo 3. En este caso se utilizaron 5 polos, 5 ceros y el intervalo de
frecuencia [0,001, 1000] rad/seg.

En términos generales, el proceso de optimizacién se realiz6 de la siguiente forma.

118



D7)~ 2 e e 10

Figura 6.3: Diagrama de bloques utilizado para la implementacién de las leyes de ajuste fraccio-
narias.

1. En la primera generacion, la poblacion se inicializa de forma aleatoria. Cada individio con-
tiene los valores de la ganancia adaptable y el orden de derivacién para cada una de las 11
leyes de ajuste.

2. Se calcula el valor de la funcién objetivo (6.2) para cada individuo de la poblacion. Esto
significa que en cada iteracion se realiza la simulacion del sistema controlado (planta +
FOMRAC).

3. Se deja el sistema evolucionar en una generacién resultando nuevos individuos.

4. Siel nUmero de iteraciones alcanza el valor maximo, entonces se va al paso 5, de lo contrario
se retorna al paso 2.

5. Los parametros 6ptimos del controlador resultan aquellos para los cuales se ha obtenido el
menor valor de la funcién objetivo.

6.1.4. Comportamiento del FOMRAC disefhado

Con el objetivo de encontrar el mejor juego de parametros, se realizaron numerosos intentos
de optmizacién. El mejor caso resulté con J=130.93 y los siguientes valores éptimos para los
ordenes de derivacién y las ganancias adaptables:

o1 = 0,1508 ag = 0,4152 a3 =0,6 ag4 = 0,1844
as = 0,7627 ag = 0,2944 a7 = 0,8110 ag = 0,9998
og = 0,7024 a0 = 0,1446 11 = 0,9885.

v = 3,4345 5 = 1,8095 ~3 = 0,4423 4 = 1,9116
vs = 1,8242 ~ = 0,7816 ~7 = 0,0582 75 = 2,3671
vo = 0,1756 ~10 = 0,7980 11 = 2,9059.

La Figura 6.4 muestra la respuesta al escalon del sistema controlado utilizando FOMRAGC, asi
como el comportamiento del sistema utilizando un FOPID, un PID y un esquema MRAC clasico
(nos referiremos a este controlador como IOMRAC).

Los resultados correspondientes al FOPID y al PID fueron reportados en Zamani et al. (2009),
y los pardmetros para estos controladores también fueron optimizados utilizando PSO. En el ca-
so del IOMRAC, éste fue disenado y analizado como parte de este trabajo, con el propésito de
establecer una comparacién, y para ello se sigui6é el mismo procedimiento que para el FOMRAC.
En este caso, dado que los 6rdenes de derivacion son enteros, o sea iguales a 1, solamente se
optimizaron los valores de las ganancias adaptables (v, i = 1,2,...,11). Los valores 6ptimos
obtenidos para el caso del IOMRAC resultaron ser
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Figura 6.4: Respuesta al escalén (a) y senal de control (b) para el AVR, controlado por FOMRAC,
IOMRAC, FOPID y PID.

Yie = 1,8138 790 = 10,179 ~3, = 11,4493 ~4e = 9,9687
Ve = 4,5219 V6o = 3,8443 7. = 1,2544 ~g, = 5,1298
Yoo = 0,3906 ~i0e = 1,8225 110 = 20,3988.

Como puede apreciarse de la Figura 6.4, el tiempo de establecimiento es menor para el caso
del IOMRAC y el FOMRAC, pero en cambio éstos poseen mayor esfuerzo de control comparados
con el FOPID y el PID. Es valido senalar que el esfuerzo de control del IOMRAC es aun mayor
que el del FOMRAGC, o sea, el FOMRAC entrega un buen balance entre la respuesta transitoria y
el esfuerzo de control.

El hecho de que el FOMRAC posea un mejor comportamientro transitorio se debe a la posibi-
lidad de este esquema de seleccionar diferentes érdenes de derivacion para cada una de las leyes
de ajuste. Estas leyes de ajuste fraccionarias, de acuerdo al valor de «, permiten obtener respues-
tas transitorias més suaves que en el caso del IOMRAC, de modo que el proceso de optimizacion
permitié encontrar la mejor combinacién de éstos y de las ganancias adaptables.

Con respecto a la dimension del controlador, y por tanto a la complejidad del FOMRAC,
se pueden implementar otros controladores mas simples bajo determinadas consideraciones. La
funcién de transferencia de la planta corresponde a un modelo de quinto orden mas un sensor
con funcién de transferencia de primer orden, cuya dinamica es usualmente despreciada. Sin
embargo, en este caso la funcién de transferencia de la planta puede ser aproximada de manera
bastante adecuada por una funcion de transferencia de cuarto orden (G4 (s)), por una de tercer
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Figura 6.5: Respuesta al escalon de la planta comparada con las funciones de transferencia de
orden reducido

orden (Gps (s)) e incluso por una de segundo orden (G2 (s)). Los detalles de estas funciones de
transferencia equivalentes se muestran en (6.3).

La Figura 6.5 muestra la respuesta al escalén de la planta (funcién de transferencia de quin-
to orden mas la dinamica del sensor), asi como la respuesta al escalon de estas tres funciones
de transferencia equivalentes. Las respuestas al escalén unitario de todas ellas coinciden prac-
ticamente, lo cual valida lo comentado anteriormente. La respuesta al escal6n de la funcién de
transferencia de quinto orden (sin la dinamica del sensor) también se grafic, con el objetivo de
mostrar que efectivamente la dinamica del sensor no juega un rol importante.

Las funciones de transferencia de orden reducido son las siguientes

82,525 + 825,2

G =
p(8) = 5 T 714.465% 1 57952 + 12765 + 260.8
13.8
Gs (5) = ’
v (5) = 310017 1 22,65 1+ 434 (6.3)
1,375
Gp2 (s)

T 242215 +0,4348°

Basado en esta equivalencia, se pueden disefiar controladores mas simples ajustando menos
parametros que en el caso ya presentado en la Figura 6.4. Siguiendo el mismo procedimiento de
disefo ya especificado, se disefaron otros tres FOMRAC’s. Estos corresponden a un controlador
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Tabla 6.2: Detalles de implementaciéon de los FOMRAC para el AVR considerando controladores
de orden reducido

Controlador de 2° orden Controlador de 3° orden Controlador de 4° orden
Ley de u(t) =0(t)" w(t) u(t) =0t w(t) w(t) =0 w(t)
Control (0,w e RY) (0,w € RY) (0,w € R®)
w1 (t) = Aw; (t) + lu (t) w1 (t) = Aw; (t) + lu (t) w1 ( ) Awr ( ) + lu t
Senales wa (t) = Awa (t) +lyp (1)  wa (t) = Awa () + Ly, (1) wo (t) = AWQ + lyp (t
auxiliares 1 0
A= -2 A= [ ] A= 0
0o -2
0
I=1 =01 —1)" z—[1—13

correspondiente a una planta de cuarto orden (FOMRAC,), de tercer orden (FOMRACs) y uno
de segundo orden (FOMRAC,). En las simulaciones utilizando estos controladores, la planta a
controlar evidentemente es la planta real, o sea, aquella con funcién de transferencia de quinto
orden mas el sensor, y solamente los controladores son de orden reducido.

Los detalles de la implementacién para cada uno de los esquemas reducidos se presentan
en la Tabla 6.2. El resto de los detalles de implementacion son los mismos que los utilizados en
la Subseccién 6.1.2 y que se muestran en la Tabla 6.1. Los valores resultantes para la funcion
objetivo J y los valores éptimos para los parametros de los controladores de orden reducido, se
muestran en la Tabla 6.3. El controlador disefiado en la Subseccién 6.1.2 sera referenciado a partir
de ahora como FOMRAC:5.

Del mismo modo, se disenaron otros tres IOMRAC’s con propésitos de comparacion, siguien-
do el mismo procedimiento de disefio que en el caso fraccionario y con las especificaciones dadas
en la Tabla 6.2, pero utilizando 6rdenes de derivacion enteros para las leyes de ajuste. Estos con-

Tabla 6.3: Valores éptimos de los parametros de disefio de los FOMRAC considerando controla-
dores de orden reducido para el AVR

Controlador de 2° orden

Controlador de 3° orden

Controlador de 4° orden

130.08 129.19 133.06
a1 = 0,1076 ap =0,7375 a1 =0,1494 a9 = 0,4447 o1 = 0,1015 ag = 0,2421
a3 =0,1892 a4 =0,9969 a3 =0,0170 oy =0,3393 3 =0,4792 o4 = 0,4888
as = 0,6272 as = 0,9609 ag = 0,8717 a5 = 0,6906 e = 0,9668
a7 = 0,9084 a7 = 0,8197 ag = 0,1649
ag = 0,9110

11 = 3,2318 79 = 0,2691
3 = 0,4442 ~4 = 1,8235
v5 = 4,3721

v1 = 3,4581 2 = 3,0186

v3 = 1,6211 ~v4 = 0,8351

v5 = 0,6364 ¢ = 0,2690
7 = 5,0180

v = 3,3963 7o = 5,1532

3 = 5,3037 4 = 4,9035

v = 0,0582 6 = 0,5305

v7 = 0,8161 ~g = 0,9677
v = 2,0426
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Tabla 6.4: Valores éptimos de los parametros de disefo de los IOMRAC considerando controlado-
res de orden reducido para el AVR

Controlador de 2° orden Controlador de 3° orden Controlador de 4° orden

J 173.03 118.99 118.85

Yie = 0,1074 9. = 0,4772 71 = 0,7501 72 = 10,9832 71 = 0,9633 2. = 8,6064
Y Y3e = 0,3272 q4e = 0,4377 73, = 3,4511 4 = 3,9595 3. = 4,4762 4., = 4,002

Yse = 0,2062 Yse = 0,0606 Y6e = 0,06  ~se = 3,4331 ~ge = 0,06
yre = 11,9 Ve = 0,2612 g, = 0,3744
Yoe = 12,9981

troladores son referenciados como IOMRAC,, IOMRAC; e IOMRAC,. Los valores resultantes para
la funcién objetivo J y los valores 6ptimos de las ganancias adaptivas se muestran en la Tabla 6.4.

La Figura 6.6 muestra la respuesta al escaldén del sistema controlado para cada uno de los
cuatro FOMRAC disenados, y comparados nuevamente con el sistema controlado utilizando el
FOPID y el PID, reportados en Zamani et al. (2009). La Figura 6.7 muestra la senal de control
para cada caso.

Puede observarse que el comportamiento del sistema controlado es similar para cada uno de
los casos en que se usa FOMRAC, y en todos los casos el tiempo de establecimiento es menor

1.4 ! . ! !
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1} S e LY SR EE LA
7
2
/ ,’ : : :
0_3_.........’:., ..... ,f .................. e BRI T _
= F, .‘." : : : :
= ; /
> B " :
061 / : : : : : i
E E 5 | —— AVR con FOMRAC,
i I : : :
F o/ : : .| ——— AVR con FOMRAC,
0.4 _...J'...l.rrl ......... .................. ................... AVR con FOMRACs ...... -
3 ’/ ; 5 | —— AVR con FOMRAC,
HE ; : IR AVR con FOPID
02 Ky : : O m———- AVR con PID .
’l : : : :
I
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Figura 6.6: Respuesta al escalon del AVR controlado por los cuatro FOMRAC, el PID y el FOPID.
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Figura 6.7: Senales de control en el AVR controlador por los cuatro FOMRAC, el PID y el FOPID.

que en el caso en que se usa FOPID y PID. Este resultado confirma que efectivamente es posible,
en este caso, utilizar exitosamente controladores de orden reducido para controlar la planta. El
esfuerzo de control, sin embargo, es mayor para el caso de los controladores FOMRAC que para
el caso del PID y el FOPID.

La Figura 6.8, por su parte, muestra la respuesta al escaldn del sistema controlado utilizando
los IOMRAC disenados, comparados con el sistema controlado usando FOPID y PID. En este
caso, el comportamiento del sistema controlado es similar cuando se usa IOMRAC;, IOMRAC,
e IOMRAC;, con tiempos de establecimiento mas pequenos que cuando se usa el FOPID y el
PID. Sin embargo, para el caso en que se usé6 el IOMRAC,, el sistema controlado presentaba un
comportamiento transiente oscilatorio, resultando una gran diferencia con respecto a lo observado
en el caso fraccionario FOMRAC,.

Como puede apreciarse de la Figura 6.9, el esfuerzo de control para el caso de los con-
troladores de orden entero es, en todos los casos, mayor que para el caso del PID y el FOPID.
Comparando la Figura 6.7 con la Figura 6.9, puede apreciarse el esfuerzo de control para el caso
de los controladores enteros es, en todos los casos, mayor que para el caso de los controladores
fraccionarios.

6.1.5. Robustez del FOMRAC

Debido a la naturaleza del proceso de generacién de energia eléctrica, usualmente pueden
ocurrir variaciones en los parametros de la planta. Por ejemplo, pueden presentarse cambios
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Figura 6.8: Respuesta al escal6n del AVR controlado por los cuatro IOMRAC, el PID y el FOPID.
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Figura 6.9: Senales de control en el AVR controlado por los cuatro IOMRAC, el PID y el FOPID.
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Figura 6.10: Respuesta al escalén del AVR controlado por el FOMRAC;, el IOMRAC;, el PID y el
FOPID, frente a una variaciéon en el parametro k; del generador.

en la condicién de carga. Con el objetivo de chequear la robustez del FOMRAC con respecto a
cambios en los parametros, se realizaron algunas simulaciones utilizando los mismos cambios
paramétricos reportados en Zamani et al. (2009), para efectos de comparacion.

Primero se supone que en el instante ¢ = 100 seg, el pardmetro del generador k; = 1,59,
cambia bruscamente a k; = 1, debido a cambios en las condiciones de carga. La Figura 6.10
muestra la respuesta del AVR usando el FOMRAC; disefiado en este trabajo, (controlador de
orden reducido 3) y se compara con el FOPID, el PID y el IOMRAC;. El FOMRAC, y el FOMRAC;
presentan un comportamiento bastante similar al del FOMRAC3, por eso no fueron graficados. En
el caso del FOMRAC,, este presentaba oscilaciones en la respuesta transitoria frente a cambios
en el pardmetro k1, y por lo tanto no fue considerado como una buena opcién.

Como puede apreciarse en la Figura 6.10, el FOMRAC; y el IOMRAC; son similares, en el
sentido que ambos presentan menor sobrepaso y tiempo de establecimiento que el FOPID vy el
PID cuado el cambio paramétrico en k; ocurre. Ambas caracteristicas son altamente deseables
en un esquema de control para un proceso de generacion de energia eléctrica. Este mejor com-
portamiento, no obstante, se obtiene a expensas de un mayor esfuerzo de control, como puede
apreciarse en la Figura 6.11. Cabe destacar, sin embargo, que el esfuerzo de control del IOMRAC;

es mayor que el del FOMRACs3;.

En la segunda prueba de robustez, se supone la ocurrencia de un segundo cambio en la
funcién de transferencia del excitador. Se considera que la funcién de transferencia varia de

Vi () 1 Vi () 1 . :
= = , en el instante de tiempo ¢ = 100 seg.
Vi(s) 0Bs+1°Vi(s) 05s+05 P °ed

La Figura 6.12 muestra el voltaje de salida del AVR controlado con el FOMRAC; disefiado
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Figura 6.11: Sefales de control del AVR controlado por el FOMRAC3, el IOMRAC3, el PID y el
FOPID, frente a una variacion en el parametro k; del generador.

3 T T
—— AVR con FOMRAC,
251 —— AVR con IOMRAC, N
AVR con FOPID
AVR con PID
2 - B
\ ;
£y
15 Vo gy —
[} Y I
1) 3 Y
1 Ioa [
1 i i ] 1
e I N L W
= T 7 it T 1
A Y
[ Y B
I A A\
1 : : \z7
1"
0.5 e e A ]
_1 | 1 | | |
0 50 100 150 200 250 300
Tiempo (seg)

Figura 6.12: Respuesta al escalén del AVR controlado por el FOMRACs;, el IOMRACs, el PID y el

FOPID, frente a variaciones en el parametro k; del generador y en la funcién de transferencia del
excitador, en ¢t = 100 s.
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Figura 6.13: Senales de control del AVR controlado por el FOMRAC3;, el IOMRACs;, el PID y el
FOPID, frente a variaciones en el parametro k; del generador y en la funcién de transferencia del
excitador, en t = 100 s.

en este trabajo, y comparado con el FOPID, el PID y el IOMRAC3;, bajo ambas variaciones para-
métricas (la del generador y la del excitador). Nuevamente en este caso, el controlador adaptable
fraccionario y el adaptable entero tienen menor sobrepaso y tiempo de establecimiento que el FO-
PIDy el PID, y el esfuerzo de control es mayor en el caso del IOMRAC3, tal como puede apreciarse
en la Figura 6.13.

6.1.6. Evaluacion del desempeno del sistema controlado

Medir la calidad de la respuesta en un sistema de control es una ardua tarea. Una de las
principales dificultades para hacerlo radica en decidir cudles caracteristicas de la respuesta del
sistema son lo suficientemente importantes para tenerlas en cuenta y en qué medida hacerlo
respecto de las demas (Duarte-Mermoud & Prieto, 2004).

Con el objetivo de medir la calidad del FOMRAC propuesto en este trabajo, se utilizaron
algunos indices de desempefio propuestos por Duarte-Mermoud & Prieto (2004). Estos indices
de desempenio son el sobrepaso (1,), tiempo de subida (¢,), tiempo de establecimiento (), error
de estado estacionario (Fss), la integral del médulo del error (I AE), la integral del cuadrado del
error (ISF), la integral del producto del tiempo y el cuadrado del error (ITSE), la integral del
cuadrado de la sefal de control (IS1), y también la suma de todos estos indices.

La Tabla 6.5 muestra los valores correspondientes a estos indices para los cuatro FOMRAC
disefiados en este trabajo, asi como para los cuatro IOMRAC disefiados también en este trabajo,
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Tabla 6.5: indices de desempefio para los cuatro FOMRAC, los cuatro IOMRAC, el PID y el FOPID
para el AVR

M, ty ts E,, ITAE ITAE ISE ITSE 151 >
FOMRAC; 13,83 34,55 0,02 8,69 8089 503 17,32 9,44 1698
FOMRAC, 14,06 36,13 0,02 8,87 88,09 505 17,69 94 179,36

FOMRAC: 15,47 34,85 0,02 9,05 7867 528 195 937 172,25
FOPID 26,69 53,57 0,02 11,87 172,57 5,37 31,52 8,75 310,36

0
0
FOMRAC; 0 13,63 32,86 0,02 862 7728 506 17,34 9,45 164,18
0
0

PID 3,23 17,35 45,42 0,02 12,89 120,97 8,65 49,07 9,09 266,69
IOMRAC; 0 9,15 21,63 0,02 7,08 3587 503 1446 9,93 103,17
IOMRAC, 0 461 2215 0,02 758 3866 567 17,78 9,87 106,34

IOMRAC; 0 474 2231 002 788 40,71 6,00 19,73 9,83 111,22
IOMRAC, 20,30 9,60 52,40 0,02 1492 16428 10,66 66,05 6,42 344,65

ademas para el FOPID y el PID reportados en Zamani et al. (2009). En la Tabla 6.5 puede apre-
ciarse que los controladores adaptables fraccionarios poseen menores valores para los indices
que el FOPID y el PID, en la mayor parte de los indices de desemperio, sin embargo el ISl es
menor para el FOPID.

Los cuatro IOMRAC disefiados poseen menores valores que los FOMRAC, en casi todos los
indices, aunque esta diferencia es muy pequena. No obstante, el ISI tiene valores menores para
el caso de los FOMRAC que para el caso de los controladores enteros correspondientes, lo cual
esta acorde con el comportamiento observado en las simulaciones.

Resulta interesante notar que el FOPID no es mejor que el PID en todos los indices de
desempeno, tal como puede apreciarse en la Tabla 6.5. Esto se debe al hecho de que éstos
fueron ajustados utilizando una funcion criterio especifica (Zamani et al., 2009), la cual incluye
solamente algunos de los indices de desemperio que se muestran en la Tabla 6.5. Sin embar-
go, eventualmente podria obtenerse un mejor resultado para el FOPID con respecto al PID, de
acuerdo a nuestros indices de desempefio, si el proceso de optimizacién para éstos utilizara otro
funcional J 6 diferentes valores de peso.

Estos indices de desempefio ofrecen una herramienta valiosa para la evaluacién del compor-
tamiento del sistema controlado, pero también ofrece a los ingenieros de control una herramienta
valida para seleccionar cual esquema de control aplicar al AVR, basandose en cudles son los
aspectos mas relevantes que desean que posea el esquema controlado.

6.2. Aplicacion de estrategias de control fraccionario a un sistema
de levitacion magnética

El objetivo fundamental de esta seccidén es brindar una guia metodolégica sobre cémo in-
cluir los operadores fraccionarios en estrategias de control conocidas, ampliando asi la gama de
posibilidades de que se dispone actualmente para controlar los sistemas. Para ello, la implemen-
tacién de cada una de las estrategias de control presentadas en esta seccidon serd expuesta en
detalle, de modo que al lector le resulte simple reproducirlas en un ambiente de simulaciones y
eventualmente implementarlas a nivel experimental.
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Asi, se presenta la aplicacion de tres estrategias de control a un sistema de levitacién mag-
nética, conocido como Anillo de Thomson, el cual es altamente no lineal. La primera estrategia
corresponde a cancelacién de no linealidad mas localizacion de polos, la segunda corresponde a
un controlador FOPID y la tercera corresponde a un controlador por modo deslizante. En todos los
casos, los operadores fraccionarios aparecen incorporados en un observador de estado fraccio-
nario, que estima la velocidad del anillo, y dicha estimacion es utilizada dentro de las estrategias
de control. En el caso del FOPID, los operadores fraccionarios aparecen ademas describiendo la
componente derivativa del controlador.

6.2.1. Introduccion

La levitacion magnética es un método por el cual un objeto es mantenido en suspension por
la accion Unicamente de un campo magnético.

Las aplicaciones mas comunes de la levitacién magnética son los trenes Maglev, el rodamien-
to magnético, y la levitacion de productos para su exposicion. En un futuro, y si se llega a controlar
la fusion nuclear, otra utilidad de la levitacibn magnética podria ser la levitacion del plasma. Es-
ta seria la Unica manera posible ya que los millones de grados a los que ocurre este fenémeno
derretirian cualquier contenedor (Garcia, 2011).

En general, existen dos formas de realizar proyectos de levitacion estacionaria. El primero es
a través de un sistema que utiliza corriente directa, en el cual los polos magnéticos son inducidos
en una bola ferromagnética, mediante una bobina. La bola entonces es atraida hacia la bobina y
puede quedar suspendida debajo de la bobina, si se ajusta el voltaje DC aplicado a ésta (Barry &
Casey, 1999). Este tipo de sistema puede clasificarse, de acuerdo a las fuerzas que usa, como un
sistema de atraccion.

La segunda forma de realizar proyectos de levitacién estacionaria es a través de un sistema
que utiliza corriente alterna, en el cual se induce una corriente en un circuito secundario por
medio de una bobina primaria. El circuito secundario es repelido por la bobina, y puede levitar por
encima de ésta, si se ajusta la amplitud o la frecuencia del voltaje AC aplicado (Barry & Casey,
1999). Este tipo de sistema puede clasificarse, de acuerdo a las fuerzas que usa, como un sistema
de repulsion.

El sistema anillo de Thomson corresponde a un sistema de repulsién y su diagrama se mues-
tra en la Figura 6.14.

6.2.2. Modelo del anillo de Thomson

El sistema anillo de Thomson es un sistema no lineal, compuesto por ecuaciones mecéanicas
y ecuaciones eléctricas (Garcia, 2011). Sin embargo, puede obtenerse el modelo simplificado
(6.4), también no lineal, con el cual es mucho méas simple trabajar desde el punto de vista de
simulaciones, debido a que la entrada corresponde a la amplitud del voltaje aplicado a la bobina
(Garcia, 2011). La Tabla 6.6 muestra los detalles de los parametros de este modelo simplificado,
que es con el cual se trabajara en esta aplicacion.
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Figura 6.14: Esquema del sistema anillo de Thomson.

El sistema anillo de Thomson es un sistema inestable, razén por la cual se requiere la imple-
mentacién de una estrategia de control para, en primer lugar, estabilizar el anillo en una posicion
deseada. Como parte de este trabajo, se proponen cuatro estrategias de control para estabilizar
el anillo. Una vez implementadas estas técnicas y comprobado su correcto desempefo, enton-
ces se ponen a prueba ante el seguimiento de una referencia senoidal. Los resultados de estos
experimentos a nivel de simulaciones son comparados entre si, y se establecen conclusiones al
respecto.

En este trabajo se utilizan los valores de parametros de un sistema anillo de Thomson dispo-
nible en el CINVESTAV de México. Esto con el objetivo de que los resultados obtenidos de este
trabajo puedan reproducirse luego en el sistema real y realizar las comparaciones correspondien-
tes. Las especificaciones de los parametros de este sistema se encuentran en la Tabla 6.7 y una
imagen de este sistema real puede apreciarse en la Figura 6.15.

Una vez introducido el modelo no lineal del anillo, descrito en (6.4), hagamos la siguiente
asignacioén de estados

T =2 To = 2. (6.5)

La salida del sistema corresponde a la posicién del anillo, o sea y = z; y la entrada corres-
ponde al cuadrado de la amplitud del voltaje aplicado a la bobina, o sea u = V2.

De este modo, se obtiene la siguiente representacion en el espacio de estado
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Tabla 6.6: Detalles del Modelo no lineal del anillo de Thomson dado en la ecuacion (6.4)

Parametro Descripcion

z
g

K

w
ZR
Rg
Lgr
My
R

posicién del anillo sobre la bobina (m), de acuerdo a la Figura (6.14)
aceleracion de la gravedad (m/s?)
2

dada por la expresion K = M;w sin (¢R)
2|Zg

frecuencia de la sefal senoidal aplicada a la bobina (rad/s)

impedancia del anillo (), calculada a través de la expresién Zp = / R% + (wLR)?

resistencia del anillo (€2)
inductancia del anillo (H)
coeficiente de induccién mutua (H) del sistema bobina-anillo para cierta distancia =
desfase provocado por la impedancia del anillo y calculado como
_ arctan (“2R
¢r = arctan < Rr
amplitud del voltaje aplicado a la bobina (V)
masa del anillo (kg)

dada por la expresion Z, = \/(Rg)2 + (wL)* ()
2

C

dada por la expresion RS = R, — ]ZZ | cos (or) ()
R
- M?2w .
dada por la expresion L = L. + Znl sin (¢r) (H)
R

resistencia de la bobina (£2)
inductancia de la bobina (H)

Tabla 6.7: Valores de los parametros del modelo del anillo de Thomson disponible en CINVESTAV

Parametro Valor
Rp 0,20816 x 1073 £2
Lgp 2,07023 x 1076 H
My 36,2 x 1076 H
V. 53,768 V
m 1,4482 x 1073 kg
R, 14,5 2
L. 128 x 1073 H
T1 = T2
S S 66)
T2 g -~ \Zc\2x1 (6.
Yy=2xi.

Si consideramos una entrada constante @, el punto de equilibrio resulta de resolver

Ku (6.7)

el cual corresponde a
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Figura 6.15: Imagen del sistema anillo de Thomson disponible en el CINVESTAV.

Ku

T | _ 2
[ T ] = mgl)Zc\ . (6.8)

8|
I

6.2.3. Implementacion de un observador de estado fraccionario para estimar la
velocidad del anillo

El primer problema que se presenta al momento de proponer una estrategia de control para
este sistema, y que limita en gran medida la cantidad de esquemas de control disponibles para
implementar, es el hecho de que la Unica variable de estado medible es la posicién, o sea x;. Por
lo tanto, lo primero que se ha disefiado es un observador de estado, con el objetivo de tener una
estimacioén de la variable x5, que corresponde a la velocidad del anillo, y poder utilizarla luego en
esquemas de control que lo requieran.

Debido a que los parametros del sistema y la estructura del modelo se consideran conocidos,
la construccion del observador es relativamente simple. Partiendo del modelo no lineal del sistema
dado por (6.6), se propone el siguiente observador, de orden fraccionario

D%y =@y + 1) (21 — 21)

CDY%y = —g + u—+ls (1 — 1) (6.9)

m |ZC|2 1
Yy =,
donde a € (0,2) y I3, 12 € R son parametros de disefio.
Si se definen los errores de estimacién de estado como

61:§?1—$1
ey = Ty — X2,

C A .
DYy —21 | | 1h 1 e1
CDa@2—1'2:|_|:l2 0:| |:62:|' (611)
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entonces se obtiene




La ecuacion (6.11) no tiene una estructura conocida, debido a que se ha propuesto un ob-
servador de orden fraccionario para un sistema de orden entero. Ademas no se ha demostrado
analiticamente que este observador resulta asintéticamente estable y tampoco bajo qué condicio-
nes sucede. No obstante, se ha observado mediante simulaciones que si se selecciona [y,1s de

. 1 , . .
forma tal que la matriz [ 51 0 ] tenga raices reales y negativas, se garantiza que los errores de
2

estimacion de estado convergen a cero. Por lo tanto, esa es la condicién que se impone para el
diseno del observador. Las raices del polinomio caracteristico de esta matriz resultan ser

== l% + 41y

. (6.12)

2=

Si se desean raices reales y negativas se debe garantizar que I2+4ly > 0,13 <0y /I3 + 4ls <
|l1|. Basado en estos requisitos, para este trabajo se escogieron los valores I; = —40,ls = —400,

con los cuales se logra ubicar los valores propios de la matriz [ ;1 (1) ] en —20.
2

6.2.4. Cancelacion de la no linealidad y localizacion de polos

La primera solucion de control que se presenta para este problema, es la posibilidad de
cancelar la no linealidad del sistema y al mismo tiempo realizar una localizacién de polos del
sistema controlado. La posibilidad de cancelar la no linealidad se considera debido a que los
parametros son conocidos y se supone, al menos desde el punto de vista de disefo, que éstos no
varian en el tiempo. Para implementar esta estrategia, supondremos que tenemos acceso a xs,
pues utilizaremos el observador de estado propuesto en la seccion anterior.

De este modo, partiendo del sistema no lineal, se propone una ley de control de la forma

u= 49— a1 — ez + o], (6.13)

donde ¢, o, c3 € R son pardmetros de disefio, y v corresponde a una nueva entrada, que en el
caso de este problema es el valor deseado de la posicion. La representacion del sistema en lazo
cerrado al aplicarle esta sefal de control resulta ser

R RN I R L

(6.14)
_ Z1
y - [1 0] |: 1:2 :| 9
cuya funcion de transferencia es
G (s) s (6.15)

24 s+

Como puede apreciarse al analizar la expresién (6.15), la seleccion de ci, co debe garantizar
que el polinomio s% 4 co5 + ¢1 tenga raices con parte real negativa, para asegurar la estabilidad del
sistema en lazo cerrado, y escogiendo c3 = ¢; se logra estabilizar el sistema en el valor deseado
de la posicidn, pues la ganancia de alta frecuencia resultante sera unitaria.
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Figura 6.16: Comportamiento del sistema controlado utilizando la ley de control (6.13).

Con el propésito de comprobar la efectividad del esquema de control propuesto, se somete el
sistema a un experimento donde se desea estabilizar el anillo en una posicion deseada, en este
caso 15 mm desde el origen de medicion de la posicion.

La Figura 6.16 muestra el desempefio de este controlador frente a una entrada escalon de
15 mm para el valor deseado de la posicion (v). En este caso se ha seleccionado ¢; = ¢35 = 15,
co = 8 y la variable z- utilizada corresponde a 3, proveniente del observador de estado (6.9).
Se ha graficado el resultado de varios experimentos, en cada uno de los cuales se ha utilizado
un observador de estado de orden diferente. La implementacién de los observadores de orden
fraccionario se ha realizado en Simulink, utilizando el bloque NID de la Toolbox Ninteger (Valério
& Costa, 2004).

Como puede apreciarse en la Figura 6.16, el objetivo de control se cumple en todos los
casos, aunque se aprecia claramente que el orden del observador utilizado influye en la respuesta
transitoria y en el tiempo de establecimiento. Puede apreciarse que los casos en que o < 1
tienen mayor tiempo de establecimiento que el caso entero, y en los casos en que el orden de
derivacién es mayor que 1, ademas existe sobrepaso en la respuesta. Asi, el caso a« = 1, o sea el
observador de Luenberger clasico, resulta el que presenta mejor desempeno en cuanto a tiempo
de establecimiento y sobrepaso en la respuesta transitoria.

Mas alla de las pruebas de posicionamiento del anillo en un valor de referencia dado, se han
realizado experimentos para comprobar el desempeno del sistema controlado frente al seguimien-
to de referencia. Para ello se ha sometido el sistema a dos experimentos: el primero corresponde
a un seguimiento de varias referencias de tipo escalén, y el segundo al seguimiento de una sefal
senoidal.
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Figura 6.17: Comportamiento del sistema controlado utilizando la ley de control (6.13) frente al
seguimiento de escalones de referencia de diferentes magnitudes.

Las Figura 6.17 muestra el caso en que la referencia consiste en una serie de escalones de
diferente magnitud a lo largo de la ventana de tiempo, comenzando en 15 mm, subiendo luego
a 20 mm y finalmente bajando a 10 mm. Como puede apreciarse, el sistema logra seguir satis-
factoriamente la referencia, aunque se mantiene el comportamiento observado en el experimento
anterior, respecto del sobrepaso y el tiempo de establecimiento en funcién del orden del observa-
dor utilizado.

La Figura 6.18 muestra el comportamiento del sistema frente a una referencia de tipo senoi-
dal, centrada en 15 mm, de amplitud 5 mm y con frecuencia = /6. En este caso se ha graficado el
error de control e (t) = v (t) — 1 (t) para tener una apreciacién mas clara del desempenio.

Como puede apreciarse de la Figura 6.18, aiin cuando el error de control permanece acotado,
éste tiene magnitudes no despreciables. Este comportamiento era predecible, debido a que el
disefio consitié en localizacion de polos, y la seleccion de éstos dio lugar a un sistema que no es lo
suficientemente rapido para seguir a una referencia senoidal de esta frecuencia. Las simulaciones
realizadas para frecuencias mas bajas mostraron que, en la medida que la frecuencia de la senal
senoidal disminuye, también la magnitud del error disminuye. No obstante, es preciso notar que
para este problema de seguimiento de referencia senoidal, la amplitud del error es similar para
todos los valores de « utilizados.

Para obtener un mejor desempeno del sistema controlado para un problema de seguimiento
de referencia senoidal, se pueden modificar los valores de ci, co, c3 en el disefio del controlador.
Para comprobar este hecho, se seleccion6 ¢; = ¢3 = 1500 y ¢o = 80, con lo cual se obtiene un
sistema en lazo cerrado 10 veces mas rapido que en el caso anterior. Con esta modificacion, el
error de estado estacionario se hace mas pequeno, como puede apreciarse en la Figura 6.19.
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Figura 6.18: Comportamiento del error de posicion utilizando la ley de control (6.13) para un pro-
blema de seguimiento de referencia senoidal.
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Figura 6.19: Comportamiento del error de posicion utilizando la ley de control (6.13) para un pro-
blema de seguimiento de referencia senoidal y parametros de disefio modificados.
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Puede observarse como en este caso también la amplitud del error es similar para todos los
valores de « utilizados, aunque en el caso entero (a = 1) y en los casos (« > 1) el error tiene una
amplitud un poco menor que en los casos en que «a < 1.

El hecho de seleccionar polos que hagan que el sistema resultante sea mas rapido, tiene
una contraparte negativa, y es que la senal de control resultante es mas exigente en los instan-
tes iniciales, siendo este un tema a tener en cuenta al momento de utilizar este esquema para
seguimiento de una sefal senoidal.

6.2.5. Control PID de orden fraccionario

ElI PID es uno de los métodos de control mas utilizados en el ambito del control de procesos,
por ser un controlador simple y que ha probado ser aplicable a sistemas lineales y no lineales
por igual. Con el surgimiento de los operadores fraccionarios, también surgieron los PID de or-
den fraccionario (FOPID), en los cuales no solo se ajustan las ganancias proporcional, integral y
derivativa, sino también el orden de integracién y el orden de derivacion correpondientes.

Como segunda estrategia de control para el sistema anillo de Thomson, se propone preci-
samente el uso de un FOPID. ElI FOPID recibe como entrada el error de control, que en este
problema corresponde a e (t) = r (t) — x1 (t), donde r (t) es la sefal de referencia, y genera una
senal de control « (¢) a partir de la ecuacion (6.16).

u(t) = kpe(t) + kiI% (t) + kp© DPe (t). (6.16)

Con el objetivo de encontrar las ganancias kp, k;, kp, asi como el orden de integraciéon « y
el orden de derivacién 3, se realizd un proceso de optimizacion utilizando PSO. Para este proble-
ma el funcional a minimizar se escogié como el definido en (6.17). El calculo de los parametros
que intervienen en el funcional se realizé aplicando una referencia de tipo escalén de 15 mm al
esquema de control con el FOPID, en una ventana de tiempo de 100 segundos. Los 6rdenes de
integracién y derivacion se consideraron en el intervalo (0, 2).

T
J:Mp+Ess+tr+ts+/r(t)—x1 (1) |dt. (6.17)
0

En el funcional (6.17), M, es el sobrepaso, E, es el error de estado estacionario, t, es el tiempo
de subida y ts es el tiempo de establecimiento. El término integral en (6.17) corresponde a la
integral del médulo del error de control y para este procedimiento se utilizé 7" = 100 segundos.

Los pardmetros relevantes del PSO utilizados fueron los siguientes

= Tamario de la poblacion: 100
= NUmero de iteraciones: 300
m Factor de inercia inicial: 0.9

m Factor de inercia final: 0.4
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Figura 6.20: Comportamiento del sistema controlado utilizando FOPID.

Como resultado del proceso de optimizacién, se obtuvieron los siguientes valores para los para-
metros optimizados:

kp=7,6690%10*  k;=12013%10* kp=7801%10"* a=1 B=097. (6.18)

Como puede apreciarse, el proceso de optimizacién dio como mejor resultado un controlador que
es muy cercano a un controlador PID clasico. Ademas, el controlador resultante tiene componente
derivativa del error, por lo tanto se necesita esta derivada. Una opcidn seria directamente derivar
el error, pero debido a la influencia negativa que tienen los procesos derivativos en presencia
de ruido en las mediciones, se ha optado por disponer de esta derivada a través del observador
(6.9) construido para la velocidad del anillo. De acuerdo a la definicién del error, se sabe que
é(t) =r(t) — 21 (t). Del modelo en el espacio de estado se sabe que i (t) = 2 (t), por tanto, la
primera derivada del error se puede construir a partir de la primera derivada de la referencia y de
la sefal z2, que se obtiene como resultado del observador de estado. La primera derivada de la
referencia es conocida, pues para esta aplicacion solo se trabajara con referencias de tipo escalon
(derivada cero) y de tipo senoidal (derivada del tipo cosenoidal). Por lo tanto, no es necesario
derivar directamente la referencia, sino que su primera derivada puede generarse directamente
como parte de la aplicacién, tal como se genera la referencia.

Para comprobar la efectividad del esquema de control propuesto, se ha sometido el sistema
a un experimento donde se desea estabilizar el anillo en una posicién deseada, en este caso
15 mm, tal como se realiz6 con la estrategia de cancelacion de no linealidad y localizaciéon de
polos.

La Figura 6.20 muestra el desempefio de este controlador frente a una entrada escalon de
15 mm para el valor deseado de la posicion. Se ha graficado el resultado de varios experimentos,
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Figura 6.21: Comportamiento del sistema controlado utilizando FOPID para un problema de se-
guimiento de referencia tipo escalén de diferentes magnitudes.

en cada uno de los cuales se ha utilizado un observador de estado de orden diferente para estimar
la velocidad del anillo =5 y con ella construir la derivada del error de control, que se utiliza en la
componente derivativa del FOPID.

Como puede apreciarse de la Figura 6.20, el objetivo de control se cumple en todos los
casos, y para este controlador el orden del observador utilizado no afecta la respuesta transitoria
y el tiempo de establecimiento del mismo modo que en el caso de cancelacién y localizacién de
polos. Es importante hacer explicito que en este caso se consideraron solamente observadores
de orden menor que 1, pues aquellos casos en que se utilizaban observadores de orden mayor
que 1, estos tenian una influencia negativa en la sefial de control, al aparecer oscilaciones de
magnitud considerable en los primeros instantes de tiempo.

Tal como se realizé en el caso de la cancelacion de no linealidad con localizacién de polos,
también para el caso del FOPID se han realizado experimentos de seguimiento de referencia.

Las Figura 6.21 muestra el caso en que la referencia consiste en una serie de escalones
de diferente magnitud a lo largo de la ventana de tiempo. Inicialmente el escalon es de magni-
tud 15 mm, luego 20 mm y finalmente 10 mm. Como puede apreciarse, el sistema logra seguir
satisfactoriamente la referencia, y tal como sucedi6 en el experimento anterior, la respuesta tran-
sitoria y los tiempos de establecimiento no se ven tan fuertemente afectados por el uso de los
observadores fraccionarios con « € (0, 1).

La Figura 6.22 muestra el comportamiento del sistema frente a una referencia de tipo senoi-
dal, centrada en 15 mm, de amplitud 5 mm y con frecuencia = /6. En este caso se ha graficado el
error de control e (t) = r (t) — x; (t) para tener una apreciacion mas clara del desempefio.
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Figura 6.22: Comportamiento del error de posicién utilizando FOPID para un problema de segui-
miento de referencia senoidal.

Como puede apreciarse de la Figura 6.22, aun cuando el error permanece acotado, este tiene
magnitudes considerables, y el comportamiento es similar para todos los valores de « utilizados
en el observador de estado. Este resultado puede deberse al hecho de que el proceso de ajuste
del FOPID se optimizd para una entrada de tipo escalén, y por lo tanto su comportamiento frente
a un seguimiento de referencia senoidal no es el mas adecuado. Un nuevo proceso de ajuste en
el cual el objetivo sea el seguimiento de una referencia senoidal puede dar mejores resultados.
En efecto, este procedimiento se llevé a cabo para obtener un nuevo juego de valores para los
parametros del FOPID. Sin embargo, como en este caso se considera una entrada senoidal, no
tiene sentido referirse a tiempo de subida, sobrepaso, tiempo de establecimiento, etc., que son
los parametros que se utilizan en la funcién objetivo (6.17). Por lo tanto, para el nuevo proceso de
optimizacion se utilizé una funcién objetivo diferente, definida a continuacion.

T
J= [ tlrt) -z (t)]dt. (6.19)
/

Con esta nueva funcién objetivo, se realizé un nuevo proceso de optimizacién y se obtuvo un
nuevo juego de valores para los parametros del FOPID, dados por

kp=1,5914%10°  kr=1,7608%10°  kp =0,1857%10° «

1 B=097. (6.20)

Con este nuevo juego de parametros (6.20), se logra un mejoramiento en el seguimiento
de la referencia senoidal, como se muestra en la Figura 6.23, aunque sigue existiendo error de
régimen permanente, solo que de menor magnitud. Este segundo juego de parametros (6.20)
también ofrece buenos resultados frente a una entrada de tipo escaldn, obteniéndose un tiempo de
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Figura 6.23: Comportamiento del error de posicion utilizando FOPID para un problema de segui-
miento de referencia senoidal y parametros de disefio modificados.

establecimiento 5 veces menor que el que se obtiene para el caso del primer juego de parametros
(6.18). No obstante, es preciso mencionar que tanto en el seguimiento de referencia senoidal
como en el seguimiento de escalones, con este nuevo juego de parametros el esfuerzo de control
es mayor, y también la respuesta transitoria es mas oscilatoria en los instantes iniciales.

6.2.6. Control por modo deslizante

Una tercera técnica de control que se ha propuesto para este sistema, es el control por modo
deslizante, estrategia utilizada para el control de sistemas no lineales. Para ello comenzamos con
el modelo no lineal del sistema

s I )
K
T2 =—g+ U (6.21)
m|Ze|" 11
y=x
Consideremos el cambio de coordenadas:
€1 =1 — T1d (6 22)

€2 = T2 — X2d,

142



donde x4, zo4 cOrresponden a los valores deseados de la posicién y la velocidad, respectivamen-
te. Bajo este cambio de coordenadas, el sistema (6.21) puede escribirse como

€1 = e

; P Y ' (6.23)
€y = — — X . .
I Lz e faa

Ye = €1

Para proponer un control por modo deslizante de modo que se logre estabilizar el sistema
(6.23), escojamos primero una funcion f (e;) de forma tal que, considerando un sistema en la
forma

€y = f (61) (624)

resulte que tlim e1 = 0. Para ello, propongamos la funcién de Lyapunov candidata, positiva definida
o0

V= %e%. (6.25)

Al calcular su primera derivada, y sustituir el valor de ¢; de la expresién (6.23) resulta

V = €1é1 = e1€e. (626)

Luego si escogemos ez = f (e1) = —kie; con k > 0 resulta que

V = —ki€e?, (6.27)

y esto implica que la derivada de la funcién de Lyapunov es negativa definida, y por lo tanto
lim e; = 0.
t—o00

Pasemos ahora al disefio de la superficie deslizante, de forma tal que se garantice conver-
gencia del sistema a la superficie en tiempo finito. Para ello, propongamos la siguiente superficie
deslizante

s=ey+ kie. (6.28)

Esto implica que

Reemplazando (6.23) en (6.29) resulta

K U
m|Z.|* e1 + 14

§=—g-+ — Toq + k1eo. (6.30)
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Para escoger la sefal de control u que garantiza que th s = 0, propongamos la funcion de
—00
Lyapunov candidata, definida positiva

1
V= -5 (6.31)
2
Calculando su primera derivada y usando la expresién (6.30) resulta
. K U
V=ss=s|—g+ — Tog + kiea| . 6.32
g miZP et o 2d + k1ez (6.32)
Luego si escogemos la sefal de control como
e1+x1g) m|Z,. 2 .
u = (e 1;{) 12 lg — kiez + @2q — Bsgn (s)], B >0, (6.33)
resulta que '
V =—0|s|. (6.34)

Luego V es negativa definida y por tanto se garantiza que tlim s=0.
(e}

Con la sefal de control definida en (6.33) se implementé este esquema de control y se com-
probd su desempefo. Como puede observarse, esta ley de control requiere el uso de eq, para
lo cual se necesita x,. Para disponer de esta senal se utiliza el observador disefiado en (6.9) y
que también fue utilizado en los dos esquemas de control anteriores. Los parametros de disefio
k1, 8 fueron seleccionados como ki = 8 = 25, para asi acelerar la convergencia a la superficie
deslizante y la convergencia de los errores. Se utiliz6 la funcidén seno hiperbdlico en lugar de la
funcion signo, para evitar los problemas de chattering en la sefial de control que son tan usuales
en este metodo (Khalil, 2002).

Para comprobar la efectividad del esquema de control propuesto, se sometio el sistema a un
experimento donde se desea estabilizar el anillo en 15 mm.

La Figura 6.24 muestra la evolucién de la posicion utilizando la sefial de control definida en
(6.33). Como puede apreciarse, se cumple el objetivo de control satisfactoriamente, aunque se
notan algunos sobrepasos iniciales en aquellos casos en que se utilizaron observadores de orden
fraccionario para disponer de x». Los sobrepasos resultaron mas marcados para los casos en que
a < 1, pero el anillo logré volver rapidamente y estabilizarse en el valor deseado.

Tal como se realizd en el caso de la cancelacién de no linealidad con localizacién de po-
los y en el caso del FOPID, se realizaron experimentos de seguimiento de referencia para esta
estrategia de control.

La Figura 6.25 muestra el caso en que la referencia consiste en una serie de escalones de di-
ferente magnitud a lo largo de la ventana de tiempo, comenzando con un escalén de 15 mm, luego
variando a 20 mm y finalmente a 10 mm. Como puede apreciarse, el sistema logra seguir satis-
factoriamente la referencia. El comportamiento de la respuesta transitoria es similar al caso del
experimento anterior, resultando con sobrepasos en aquellos casos donde se usa el observador
de orden fraccionario.
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Figura 6.24: Comportamiento del sistema controlado utilizando el control por modo deslizante
(6.33).
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Figura 6.25: Comportamiento del sistema controlado utilizando el control por modo deslizante
(6.33) para un problema de seguimiento de escalones de diferentes magnitudes.
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Figura 6.26: Comportamiento del error de posicién utilizando el control por modo deslizante (6.33)
para un problema de seguimiento de referencia senoidal.

La Figura 6.26, por otra parte, muestra el comportamiento del sistema frente a una referencia
de tipo senoidal, centrada en 15 mm, de amplitud 5 mm y con frecuencia = /6. En este caso se
ha graficado el error de control e (t) = r(t) — =1 (t), para tener una apreciacién mas clara del
desempefo.

Como puede apreciarse de la Figura 6.26, el error permanece acotado, aunque es preciso
notar que éste no converge a cero sino que se observa un error permanente de amplitud maxima
de aproximadamente 0,2 mm. Puede observarse ademas, que este error de régimen permanente
tiene una amplitud similar para todos los 6rdenes « utilizados para el observador. No obstante,
esta estrategia de control presenté mejor desemperio que la cancelacion de la no linealidad con
localizacién de polos y que el FOPID, y variando el pardmetro de disefio 8 podria lograrse una
disminucién aun mayor del error de régimen permanente.

6.2.7. Desempeiio del sistema controlado con perturbacion senoidal a la salida

Como se ha podido constatar, las tres estrategias de control utilizadas lograron buen desem-
peno en los problemas de estabilizacion y seguimiento de escalones, aunque en el caso de segui-
miento de referencias senoidales existia error de régimen permanente, el cual se logré disminuir
en algunos casos, modificando los pardmetros de disefio. Este comportamiento fue similar pa-
ra todos los érdenes « utilizados para el observador de estado. Sin embargo, no se observaron
grandes beneficios del uso de estos operadores para esta aplicaciéon en particular.

No obstante, se realizaron algunas pruebas de robustez, para asi observar el desempenio del
sistema controlado en funcion del orden de derivacién « utilizado en el observador. Basicamente
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Figura 6.27: Integral entera del cuadrado del error, para cada una de las tres estrategias de con-
trol implementadas (Cancelacién de no linealidad (arriba), Control por modo deslizante (centro) y
FOPID (debajo)), cuando una perturbacién senoidal afecta la salida del sistema.

se considero el caso en que, una vez el sistema se estabiliza en 15 mm, se aplica una perturbacién
senoidal a la salida del sistema, de amplitud 1 mm y frecuencia /2, especificamente en el instante
de tiempo t = 60 s. En el caso de cancelacion de no linealidad se utilizaron los parametros
c1 = c3 = 15, co = 8, mientras que en el caso del FOPID se utilizaron los parametros dados en
(6.18). En el caso del controlador por modo deslizante se utilizé k; = 8 = 25.

Para evaluar el desempefio del sistema controlado frente a esta perturbacién, se grafico la
integral del error cuadratico (ISE), para cada una de las tres estrategias de control utilizadas y
para todos los 6rdenes de derivacion utilizados en el observador de estado, como se muestra en
la Figura 6.27.

Como puede apreciarse, en el caso en que se utiliza cancelacién de no linealidad mas locali-
zacion de polos (grafico superior), el menor ISE se obtiene cuando el orden de derivacién utilizado
en el observador de estado es o = 0,8, y este indice va aumentando en la medida que el orden
de derivacion aumenta.

En el caso del control por modo deslizante (grafico central), el menor ISE se obtiene para
el caso a = 1,1. En este caso, es interesante notar que el aumento del ISE no coincide con el
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aumento del &« como en el caso anterior, siendo muy dificil establecer una relacion entre estos dos
elementos.

Finalmente en el caso del FOPID, el menor ISE se obtiene para el caso en que se usa el
observador clasico, es decir con a = 1.

De este simple andlisis puede deducirse, que la introduccion de los operadores fraccionarios
en las estrategias de control clésicas puede efectivamente ofrecer ventajas sobre los esquemas
clasicos correspondientes, cuando los sistemas se encuentran afectados por perturbaciones ex-
ternas. No obstante, es importante mencionar que el orden fraccionario mas adecuado o aquel
con el cual se obtienen mas beneficios, puede depender no solamente del sistema especifico que
se desea controlar, sino también de la estrategia de control aplicada.

6.2.8. Conclusiones sobre las estrategias de control para la aplicacion de levita-
cion magnética

En general, las tres estrategias resultaron con un buen desempefo para la regulaciéon de
la posicién del anillo en un valor fijo cercano a su punto de equilibrio, y para el seguimiento de
trayectorias formadas por una secuencia de referencias tipo escaldén, aun cuando el sistema Ma-
glLev es altamente no lineal. En el seguimiento de trayectorias senoidales centradas en el punto
de equilibrio del sistema, se obtuvo un error de régimen permanente en todos los casos, aunque
se expusieron las formas de disminuir su magnitud. El desempeno del sistema controlado cuando
una perturbacién senoidal se aplica a la salida, mostré que efectivamente el uso de operadores
fraccionarios puede resultar una herramienta util en estas situaciones. Los resultados obtenidos
motivan llevar a cabo la realizacién de estos esquemas en el sistema real.
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Conclusiones y trabajo futuro

En la presente Tesis Doctoral se analiz6 la estabilidad, convergencia y desempefio de los
esquemas adaptables de orden fraccionario, utilizando el enfoque de los modelos de error. Con
la incorporacion de los operadores fraccionarios a los esquemas adaptables, han surgido cuatro
modelos de error fraccionarios, todos los cuales fueron estudiados en este trabajo, para el caso
en que el orden de derivacién esta en el intervalo (0, 1].

La primera conclusién que se desprende de este trabajo, es que los cuatro modelos de error
analizados resultaron ser estables. Este resultado fue observado mediante estudios por simula-
cién primero y también demostrado analiticamente. La demostracion analitica de estabilidad fue
realizada utilizando desarrollos matematicos propios, que fueron generados en forma de lemas,
cuya aplicacion permitié demostrar que todos los modelos de error son Lyapunov estables. En el
caso de los Modelos de Error Fraccionarios 1y 4, la demostracién abarcé todos los casos en que
el orden de derivacion se encuentra en el intervalo (0, 1], mientras que en el caso de los Modelos
de Error Fraccionarios 2 y 3, la demostracién se realizé para el caso en que la dinamica del error
de salida y del error paramétrico (o ley de ajuste) son del mismo orden. El caso en que la dinamica
del error de salida y del error paramétrico tienen diferentes érdenes, constituye parte del trabajo
futuro a realizar en esta linea de investigacion.

Respecto de la convergencia a cero del error de salida y del error paramétrico, en los modelos
de error fraccionarios estudiados las conclusiones obtenidas de este trabajo fueron parciales, pues
en general son resultado de observaciones realizadas en los estudios por simulacién, pero para
las cuales no se tiene aun respaldo analitico.

De estos estudios por simulacion se observo que el error de salida converge a cero para casi
todas las senales de entrada acotadas utilizadas, ya que se realizaron simulaciones utilizando de-
terminado tipo de senales de entrada con caracteristicas especiales (Caso 4 en los estudios por
simulaciones), para los cuales fue imposible establecer conclusiones categéricas sobre la conver-
gencia de este error. No obstante las dificultades analiticas, se logré establecer analiticamente la
convergencia a cero del error de salida para algunos casos particulares en el Modelo de Error
Fraccionario 1 escalar. Debido a que el andlisis de la convergencia a cero del error de salida se
considera de gran importancia en el estudio de los modelos de error fraccionarios, definitivamente
este tema forma parte del trabajo futuro a desarrollar en esta linea.

En cuanto a la convergencia del error paramétrico, las caracteristicas de la sefal de entra-
da w (t) que garantizan su convergencia, conocidas como condiciones de excitacion persistente,
fueron también analizadas mediante los estudios por simulacion. De este analisis se observo que
estas condiciones parecen estar relacionadas con la densidad espectral de la sefial w (¢) en rela-
cién al numero de parametros que se desea hacer converger dentro del esquema, algo similar a
lo que ocurre en el caso clasico. No obstante, estos resultados son solamente observaciones que
no poseen aun respaldo analitico, siendo este tema también parte del trabajo futuro a desarrollar,
donde debiera apuntarse a introducir el concepto de excitacion persistente fraccionario.

Otra de las principales conclusiones de este trabajo investigativo esta relacionada con la velo-
cidad de convergencia de los errores y también con las caracteristicas de la respuesta transitoria
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de éstos, en funcién del orden de derivacion utilizado. En general, para los cuatro modelos de
error se observo en los estudios por simulacién que el caso clasico, o sea a = 1, es usualmente el
de mas rapida convergencia en el intervalo estudiado. Sin embargo, los casos fraccionarios pre-
sentan comportamientos transitorios mas suaves. Esto implica, por ejemplo en los esquemas de
control, que la sefnal de control aplicada también sea mas suave, siendo esta una ventaja cuan-
do se utilizan esquemas adaptables para aplicaciones donde se requiere controles "suaves". Del
mismo modo, se ha podido concluir que estos comportamientos transitorios mas suaves pueden
lograr respuestas sobreamortiguadas (sin sobrepaso) en el caso fraccionario, y que seria impo-
sible obtener en el caso entero, bajo las mismas condiciones de operacién. Estas observaciones
fueron corroboradas en las aplicaciones que se desarrollaron como parte de esta Tesis Doctoral,
y que fueron reportadas en el Capitulo 6.

Respecto de las aplicaciones desarrolladas a nivel de simulaciones en este trabajo, en ellas
se abord6 el problema de seleccionar el orden de derivacion y las ganancias adaptables éptimas
para los problemas estudiados. Como conclusién sobre este tema, se pudo observar que los va-
lores 6ptimos de estos parametros dependen de la aplicacidén especifica que se realiza, asi como
de los requerimientos que se tienen en cuenta al momento de disefar el esquema adaptable. En
estas aplicaciones en particular, se realizaron procesos de optimizacién fuera de linea, donde se
obtuvieron los valores éptimos para estos parametros de disefio, usando funciones objetivo que
tomaban en cuenta y ponderaban adecuadamente las caracteristicas que se consideraban impor-
tantes en el sistema controlado. Esta metodologia resulté exitosa, y se recomienda su utilizacion
siempre que sea posible al momento del disefio de esquemas adaptables fraccionarios.

Finalmente, es importante mencionar que los lemas generados como parte de esta Tesis Doc-
toral, no son solamente aplicables al analisis de estabilidad de los modelos de error fraccionarios
estudiados en este trabajo, sino que ademas permiten utilizar funciones de Lyapunov cuadrati-
cas para el analisis de estabilidad de sistemas fraccionarios generales, aplicando la extensién
fraccionaria del método directo de Lyapunov. Este es un resultado extremadamente valioso, pues
hasta el momento los intentos de aplicar la extension fraccionaria del método directo de Lyapunov
se habian restringido al uso de funciones de Lyapunov muy complejas y para nada generales,
o bien al uso de la funcioén cuadréatica bajo condiciones altamente restrictivas para los sistemas.
Por lo tanto, los lemas generados en esta Tesis Doctoral pueden ser considerados una poderosa
herramienta para el andlisis de estabilidad de sistemas fraccionarios, y por lo tanto uno de los
principales logros de este trabajo investigativo.
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