Al

UNIVERSIDAD DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE INGENIERIA INDUSTRIAL

BARGAINING AND THE HOLD-UP PROBLEM

TESIS PARA OPTAR AL GRADO DE MAGISTER EN ECONOMIA APLICADA

MEMORIA PARA OPTAR AL TITULO DE INGENIERO CIVIL INDUSTRIAL

PABLO FRANCISCO CUELLAR TAPIA

PROFESOR GUIA:
JUAN ESCOBAR CASTRO

MIEMBROS DE LA COMISION:
BENJAMIN VILLENA ROLDAN
MATTEO TRIOSSI VERONDINI

Este trabajo ha sido parcialmente financiado por CONICYT.

SANTIAGO DE CHILE
2014



Resumen

En este trabajo se estudia un modelo de negociacion secuencial entre dos agentes a la Rubins-
tein. La principal innovacion presentada es la endogenizacién del protocolo de negociacién y
del monto a repartir en cada ronda. En el modelo, al principio de cada periodo, los jugado-
res pueden esforzarse para incrementar el monto disponible, lo que si bien es privadamente
costoso, aumenta la probabilidad de manejar la agenda de negociaciéon en el periodo. Este
trabajo caracteriza la dinamica de la negociaciéon y las ineficiencias en equilibrio perfecto en
subjuegos.

Los principales resultados son los siguientes. Primero, se caracteriza la dindmica de la creacién
de los beneficios del proyecto. Se muestra que esta consiste de una fase de construccion pura
del monto a repartir, en la cual los jugadores se esfuerzan aun cuando la negociacién no
llegara a su fin, y de una fase de reparticion, en la cual los jugadores llegaran a acuerdo y el
juego termina. Los agentes ejercen esfuerzo a pesar de que la negociacion no terminara porque
prefieren hacerlo crecer hasta un monto mayor para luego dividirlo y obtener una ganancia
mas grande.

Segundo, conforme avanza la negociacion, los jugadores van ejerciendo un esfuerzo mayor
hasta llegar al maximo posible. Hay dos efectos que motivan la realizaciéon de esfuerzo, el
primero es que no es rentable tener periodos en que no haya crecimiento del monto a repartir
porque esto implica una ineficiencia causada por el costo temporal, la cual es mayor a medida
que el monto a repartir es méas grande. El segundo es la posibilidad de manejar la agenda
de negociacién, lo que entrega un beneficio mayor al hacerlo, el cual se va incrementando a
medida que crece el monto a repartir.

En los primeros periodos en que se llega a acuerdo domina el primer efecto porque el beneficio
extra por manejar la agenda no es tan grande en comparacion con el costo del esfuerzo, no
obstante a medida que el monto a repartir aumenta, el beneficio de ser quién controla la
negociacion también se incrementa, lo que lleva a que el segundo efecto sea mayor.

Por ultimo, el tercer resultado es que el monto final que se reparte es menor que el deseable
socialmente. La intuicion es que el jugador que maneja la agenda sabe que en periodos futuros
enfrentara competencia, lo que significa que para volver a ser quien controla la negociacion
tendra que incurrir nuevamente en un costo. Ademas existe un problema de Hold-Up debido
a que el jugador que maneja la agenda no puede asegurar que los beneficios por el esfuerzo
realizado le pertenezcan en futuras rondas. Esto genera que el agente prefiera asegurar su
pago periodos antes de lo socialmente deseable, decidiendo llegar a acuerdo.
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Introduccion

Motivacion

Dentro de la amplia gama de grupos humanos, tales como el parlamento, existen aquellos
en que los miebros deben trabajar en conjunto para lograr obtener un beneficio comun, pero
ademas deben decidir cémo repartir ese beneficio. Esta situacion genera cierta tension entre
los miembros ya que por un lado deben poner esfuerzo en el trabajo en comtn, pero por otro
no pueden asegurar que los frutos de ese esfuerzo les pertenezca.

En el caso de los parlamentarios, su trabajo consiste mayormente en discutir y aprobar
proyectos de ley. Estos proyectos van mejorando a través de las sesiones en la camara vy,
cuando finalmente estén listos, los legisladores se ven en la obligacion de decidir cémo serd la
reparticion de los beneficios, es decir, a qué sector de la ciudadania se beneficiard mayor-
mente. Esto genera que cada parlamentario intente obtener mejores bonificaciones para sus
representados. En este contexto los legisladores, a pesar de haber trabajado duramente por
aumentar el producto, podrian obtener un monto bastante menor en comparacién al esfuerzo
que realizaron.

La nocién de que los proyectos de ley van mejorando conforme se van discutiendo en distintas
sesiones, es un hecho bien conocido. Famosa es la cita del senador de Nebraska, Earl Nelson,
en el marco de la discusion sobre la ley de salud en Estados Unidos: « Throughout my Senate
career, I have consistently rejected efforts to obstruct. That’s what the vote on the motion to
proceed is all about. It is not for or against the Senate health care bill released Wednesday.
It is only to begin debate and an opportunity to make improvements. If you don’t like a
bill>ﬂ En esta expresion, el parlamentario da cuenta de la necesidad de discutir los proyectos
para poder mejorarlos, lo que supone un beneficio mayor para el conjunto de la poblacion.
Considerando los datos, en el caso chileno un proyecto de ley demora alrededor de 200 dias
en ser aprobadd?] lo que verifica el hecho de que es necesario dedicarle varias sesiones a la
creacion de una ley.

No obstante, las discusiones que sostienen los parlamentarios serian infructuosas, en términos
de aumentar el beneficio, si es que no contaran con una correcta asesoria parlamentaria. Esta

'Publicado el 21 de Noviembre de 2009. The New York Times. Citado por Torres (2013).
2Toro Maureira, Acevedo de la Harpe & Matamala Rosales (2011).



consultoria es costosa, ya que requiere pagarle a expertos, quienes a su vez deben contratar
serivicios de encuestas, manejo de datos, etc.

La labor legislativa en los tiempos actuales va de la mano junto a la labor que realizan los
asesores, los cuales estan presentes practicamente en todos los parlamentos del mundo. Sin
mas, en los Estados Unidos el Congreso Federal contaba hacia fines del siglo XIX con 140
asesores, cifra que cien anos después alcanzé los 23.000 staﬁemﬂ resaltando la importancia
de este grupo de asesores. Por otro lado, en Chile, en el ano 2013 la Camara de Diputados
desembolsé un monto total de 7.377 millones de pesos chilenos por concepto de «Personal de
Apoyo a la Labor Parlamentaria»ﬂ Estas cifras dan cuenta de que la labor legislativa necesita
incurrir en un costo para poder desarrollar un buen proyecto.

Por lo tanto, lo que se observa en la practica es que los parlamentarios en cada sesiéon pueden
mejorar el beneficio de un proyecto de ley, lo que implica incurrir en un costo. Ademas deben
elegir en qué momento terminar la discusion y repartir las utilidades. En otras palabras, deben
decidir en cada sesién si incurrir en un costo para aumentar el tamano de los beneficios, y
decidir si llegar o no a acuerdo en dicha sesion.

El problema de dividir un monto comtn ha sido profundamente estudiado por los economistas
usando modelos de Negociacién Secuencial, los cuales tienen su origen en el trabajo seminal
de Rubinstein (1982) y que a partir de ahi han crecido en profundidad y extension de las
preguntas que se intentan responder.

Sin embargo, la mayoria de las negociaciones que se han estudiado son aquellas que corres-
)

ponden a repartir un monto fijo en el tiempo, lo que no representa de buena forma el contexto

parlamentario en que el monto es endogenamente creciente en el tiempo.

La diferencia del modelo que se presenta en esta tesis con la literatura existente, es pre-
cisamente que el monto a repartir no es un elemento exdégeno, sino que se va creando y
desarrollando conjuntamente entre los jugadores, lo que es costoso para aquel que realiza la
mejora, pero no para aquellos que no la realizan.

Por otro lado, este trabajo se hace cargo del hecho de que quién realiza la mejora es quién debe
poseer un mayor control de la agenda, debido a que de cierta forma es dueno del aumento
marginal del monto a repartir, a pesar de que esto no esta establecido en ningun tipo de
contrato ni de coordinacién entre los jugadores.

El resultado que se espera del modelo es que los parlamentarios no terminen el juego, es
decir repartan las utilidades, en el primer periodo como lo predice Rubinstein (1982), sino
que en los periodos iniciales la decision de los agentes sea hacer crecer el monto a repartir.
Cuando se dividan los beneficios del proyecto, se espera que quién maneje la agenda, es decir
quien haga la oferta de reparticion, sea quien conserve la mayor parte del beneficio. La razon
de esto es porque manejar la agenda es un bien valioso. Sin embargo no es trivial saber en
qué momento se debe realizar dicha accion, ya que existe el trade-off de tener un beneficio
hoy, o esperar a manana para que pueda ser mayor.

3Prieto & Velasco (2009).
“Ejecucion Presupuestaria, obtenido de http://www.camara.cl/.



Dadas las variantes que posee el juego, ademas de la pregunta de céomo se desarrolla este
proceso, surge el cuestionamiento si es que es un resultado eficiente o no en el sentido del
Optimo Social, es decir, si es que el momento en que alcanzan el acuerdo corresponde a aquel
en que el crecimiento del pie alcanzé el punto maximo, considerando el descuento temporal.
Otra pregunta relevante es como se desarrolla la disputa del control de agenda, es decir, si
es que los agentes prefieren delegar el control o intentar ser ellos mismos quienes son duenos
del derecho a proponer la reparticion.

Un elemento de interés que surge en el analisis del modelo es que en el momento que se realiza
la reparticion se observa un comportamiento oportunista de aquel que realiza la propuesta,
esto porque se puede dar el caso que dicho agente nunca haya ayudado en las mejoras del
proyecto y se termina llevando la mayor parte del pie. Este problema de Hold-Up se debe a
la imposibilidad de contraer contratos verificables entre los agentes, y como se mostrara mas
adelante, es una fuente de ineficiencia sobre los resultados.

Revision bibliografica

La literatura sobre Negociacion Secuencial comienza con el trabajo seminal de Rubinstein
(1982), en el cual propone un modelo de negociacién de ofertas alternadas entre dos jugadores.
El juego se desarrolla durante T" periodos y existe un factor de descuento temporal § < 1 que
captura el costo de dejar pasar el tiempo.

El equilibrio tinico perfecto en subjuegos que Rubinstein encuentra es que se llega a acuerdo
el primer periodo de negociacion, y que los pagos que cada uno recibe depende de quién es
el que realiza la primera propuesta, quien la realiza en el periodo T', de la paciencia de cada
jugador (representado por el factor de descuento §) y del protocolo.

En términos generales, lo que muestra Rubestein es que controlar la agenda de negociacién
es beneficioso, al igual que ser paciente intertemporalmente, es decir, poseer un alto 9.

Sutton (1986) generaliza el modelo a uno en que no existe una cantidad méxima de periodos
de negociacion, es decir, generaliza a T' = oo.

El modelo de Rubinstein, si bien es bastante explicativo, depende fuertemente de los supuestos
que se realizan tales como alternancia en la propuesta, unanimidad, informacion perfecta entre
otros. Sin embargo, los que principalmente se tratan en esta tesis corresponden al tamano fijo
del monto a repartir y el protocolo fijo de negociacién. Estos supuestos se han desarrollado
ademas en la literatura de legislaturas, desde donde se han tomado supuestos para desarrollar
el presente trabajo, por lo tanto se hara una revisiéon del estado del arte tanto en literatura
de legislaturas como en negociaciones secuenciales con monto variable a repartir.

Uno de los trabajos de mayor importancia en negociacion en legislaturas son los papers
de Baron and Ferejhon (1987) y (1989), en los que proponen un modelo de negociaciéon
multilateral secuencial de n jugadores con regla de mayoria simple, es decir, para que se
apruebe una reparticion, al menos n/2 jugadores deben estar de acuerdo con ella. En dicho
modelo se debe repartir un délar entre los jugadores, y se estudian los casos de regla cerrada



y abierta. Bajo regla cerrada en cada periodo se elige aleatoriamente a quién realiza una
propuesta la que es votada a favor o en contra y, en caso que la mayoria esté a favor, se
termina la negociacion, mientras que si no es asi se pasa al periodo siguiente y se repite el
juego. Bajo regla abierta, una vez que el oferente escogido ha realizado la oferta, se escoge a
otro jugador para que realice una correccion o elija votarla tal cual, cuando se elige votar tal
cual se procede a la votaciéon y si se aprueba se termina el juego, en caso contrario se continua
el proceso nuevamente. Los jugadores descuentan el futuro con un factor comin ¢ < 1.

El equilibrio que encuentran es que el acuerdo se alcanza en el primer periodo, y que el motor
de esto, ademds de la impaciencia capturada en el factor de descuento, es que cada jugador
sabe que tiene la posibilidad de no obtener ningiin pago en el futuro por no ser necesario la
aprobacion de todos para completar la mayoria simple, es decir, la no existencia de poder
de veto. Ademas, los autores observan que existe una distribuciéon desigual de las ganancias
ex-post.

El principal aporte de dicho trabajo es que sent6 las bases para la literatura no cooperativa de
legislaturas, marcando las diferencias con el modelo de Rubistein y asentando la importancia
de entender como se lleva a cabo una negociacion entre agentes que no poseen un poder de
veto completo, entendiendo asi cémo esto influye en el resultado. Ademads, los entornos de
legislatura permiten variar facilmente el protocolo de negociacién como se vera mas adelante.

La unicidad de los pagos del modelo de Baron and Ferejhon es estudiada a cabalidad en el
trabajo de Eraslam (2002), donde se considera un modelo de negociacién secuencial multi-
lateral en que los jugadores tienen distinta probabilidad de ser elegidos como el oferente y
distinto factor de descuento. El autor caracteriza el conjunto de pagos de equilibrio perfecto
en subjuegos estacionarios, estableciendo su unicidad. Ademéas muestra que cuando existe un
factor de descuento comun, el pago que recibe cada jugador es no decreciente en su proba-
bilidad de ser elegido como oferente. Simétricamente, cuando poseen la misma probabilidad
de ser oferente, se muestra que los pagos a cada jugador son no decrecientes en su factor de
descuento.

El trabajo de Eraslam muestra las mismas intuiciones heredadas de Rubistein. Estas son que
a medida que se es menos paciente, el pago que se obtendra es menor, mientras que si se
tiene un mayor control de la agenda (mayor probabilidad de ser el oferente) se tendra un
pago superior, es decir que tener control de la agenda es valorado por los agentes.

El trabajo de Yildirim (2007) tiene por objetivo endogenizar el proceso de ser electo oferente,
permitiendo a los agentes que pertenecen a una legislatura competir por serlo. El modelo que
utilizan se basa en el framework de Baron and Ferejhon, pero permite que al comienzo de
cada periodo los agentes realicen un esfuerzo costoso que permita aumentar la probabilidad
de ser escogidos como oferente.

Yildirim permite que existan diferencias en los valores de descuento y costos de competir,
ademds estudia los casos de unanimidad y de k-mayoriaP] El resultado que el autor obtiene
es que el esfuerzo realizado estd determinado por el costo y por el «prizes$} Bajo regla de

5K-mayoria significa que se necesitan k votos para que se apruebe la reparticion.
6El autor denomina «prize» a la diferencia entre lo que el agente recibe al ser el oferente y lo que espera
recibir si no lo es.



unanimidad y costos homogéneos, el esfuerzo realizado por cada agente es el mismo a pesar de
la diferencia de factor de descuentoE], mientras que bajo k-mayoria los agentes mas pacientes
realizan mayor esfuerzo. Ademas, si los jugadores son idénticos, la unanimidad seria la regla
social optima.

Posteriomente, el autor complementa la investigacion estudiando, en Yildirim (2010), el caso
en que la probabilidad de ser electo como proposer es persistente en el tiempo, es decir, no
depende solo del esfuerzo realizado en el periodo en cuestion. Los resultados que se agregan es
que los méas pacientes tienen una doble ventaja, ya que estan mas dispuestos a ejercer esfuerzo,
lo que redunda en que es mas probable que en las rondas siguientes sean mas propensos a
ser electos como oferentes. Esto aumenta la desigualdad de los pagos entre los jugadores.

Dentro de la literatura que estudia los montos a repartir variables en el tiempo, uno de los
primeros trabajos es el de Guth et al. (1993), donde se realiza un test empirico para determinar
si el equilibrio predicho para el juego que proponen se obtiene bajo experimentacion.

El modelo que los autores proponen es una negociacion entre dos agentes que deben repartir
un pie creciente en cada periodo, el juego dura un maximo de T periodos. En cada ronda,
un jugador debe hacer una propuesta de reparticion y decidir si es una oferta final o no.
Ser propuesta final significa que si es rechazada (y no se estd en T') el juego continda, en
cambio, si no es final y se rechaza, el juego se detiene ahi y ambos obtienen un pago nulo. Si
el proposer decide que no es una oferta final, y el jugador rival rechaza la oferta, entonces se
pasa al siguiente periodo donde el jugador rival se transforma en el oferente y donde el pie
crecio.

El equilibrio predicho es que se llega a acuerdo en el primer periodo, no obstante lo que desean
estudiar es si es que las personas testeadas, cuando toman el rol de oferente, «confian» en que
si deciden que la reparticion no es una propuesta final (con el objetivo que sea rechazada y el
pie crezca), el jugador rival hard lo mismo en la ronda siguiente, al menos por una cantidad
suficiente de periodos.

Los investigadores encuentran que efectivamente no se llega a acuerdo en el primer periodo,
lo que interpretan usando consideraciones distributivas y de confianza.

Luego, uno de los estudios sobre montos a repartir variables en el tiempo de mayor impor-
tancia es el de Merlo and Wilson (1995), en que consideran un modelo de negociacién bajo
regla de unanimidad entre k£ jugadores. La novedad es que el pie varia periodo a periodo
estocasticamente, siguiendo una cadena de Markov. Ademas, el proposer y el orden en que
cada jugador debe decidir si acepta o rechaza la reparticion (no se vota simultdneamente,
sino que secuencialmente) también varia segun una cadena de Markov.

La intuicién econémica detrés de dicho framework es que los beneficios de los proyectos no
siempre son estables en el tiempo, sino que se ven afectados por variables externas que no se
pueden anticipar perfectamente, tales como recesiones, shock de demanda, etc. Este modelo
captura dichas intuiciones.

El trade-off principal que presenta el modelo es si alcanzar el acuerdo en periodo actual, o

"La razén de esto es que el prize es el mismo para cada agente.



esperar al siguiente con la esperanza de obtener un beneficio mayor. Merlo and Wilson en-
cuentran que existe un equilibrio estacionario perfecto en subjuegos, indicando las condiciones
que se deben cumplir para alcanzar un acuerdo, lo que significa que no siempre el equilibrio
es llegar a acuerdo en el primer periodo. No obstante lo anterior, los autores muestran que
existe ineficiencia en el sentido que a veces es mejor esperar al periodo siguiente, pero los
jugadores llegan a acuerdo en el periodo actual. Este tipo de ineficiencia no se alcanza con
el pie constante.

Eraslam and Merlo (2002) realizan una extension de Merlo and Wilson (1995) relajando el
supuesto de unanimidad, exigiendo una regla de k-mayoria para alcanzar el acuerdo. Esto
genera que en los jugadores exista el trade-off de llegar a acuerdo hoy porque se esta recibiendo
un monto positivo, o esperar a un préximo periodo en el que se puede quedar fuera de la
reparticion. El resultado que encuentran es un conjunto de equilibrios perfecto en subjuegos,
donde los pagos no son necesariamente unicos y donde el juego no siempre termina en el
primer periodo.

En la tesis de Torres (2013) se estudia las ineficiencias generadas por la regla de aprobacién
de la reparticion en una legislatura, bajo el contexto de pie creciente. Se trabaja un modelo
de n jugadores, donde el pie crece de forma deterministica en el tiempo. El proposer se elige
aleatoriamente y la votacion de los rivales se hace de forma simultanea. Se estudian los casos
de unanimidad y k-mayoria.

El trabajo captura la situacion en que un proyecto puede mejorar en el tiempo, pero dejando
de lado el hecho que para aumentar el monto a repartir se debe ejercer algiin esfuerzo. El
trade-off presentado corresponde a que los jugadores pueden esperar a que el proyecto llegue
a su Optimo, existiendo la probabilidad de quedar fuera de la reparticion, o repartir las
ganancias de este a pesar que podrian mejorar maés.

El equilibrio del juego es que bajo unanimidad se retrasa el acuerdo hasta que se alcanza el
tamano 6ptimo del pie, lo que es una situacion eficiente, esto se debe a que todos los jugadores
tienen poder de veto. Por otro lado, bajo k-mayoria se obtiene un acuerdo antes del 6ptimo
(pero no necesariamente en el primer periodo), ya que los jugadores al perder parte del poder
de veto, anticipan que seguir negociando los podria dejar fuera de la reparticion, por lo que
se observa cierto nivel de ineficiencia en el resultado.

Organizacion de la Tesis

En el capitulo 1 se realiza una revisiéon del Modelo Béasico de Negociaciéon con crecimiento
del pie, en donde el costo de hacerle una mejora al proyecto es ¢ = 0, por lo que se asume
que en cada periodo todos los jugadores deciden optimamente realizan una mejora. Esto es
simétrico a un modelo donde el pie crece exdgenamente. Este modelo cuenta con n jugadores
y se revisan las reglas de unanimidad y k-mayoria.

En el capitulo 2 se plantea el modelo principal, es decir, se explicita el juego, los supuestos
y la solucion de éste. Luego se discuten las implicancias que genera el resultado y como se



interpretan. En el capitulo 3 se muestran ejemplos explicativos mientras que en el tltimo se
encuentran las conclusiones.



Capitulo 1

Modelo Basico: Crecimiento Exégeno

1.1. El Juego

El Modelo Bésico es una forma particular del Modelo con Crecimiento Endégeno del pie, el
cual corresponde a un costo nulo de hacer una mejora al proyecto. Debido a que para ningtin
jugador es costoso hacer una mejora, los jugadores lo hardn siempre, por lo que es simétrico
pensar que el juego posee un crecimiento exogeno.

El problema se modela como un juego repetido con horizonte infinito, con informacién com-
pleta, donde existen N = {1,2,...,n} jugadores que interactiian en cada periodo intentando
repartir las ganancias perfectamente divisibles de un proyecto, el que se denominard pie y
que se denotard como s(t), funciéon que es creciente en t. A la divisién del pie se le denomi-
nard reparticion y R = {(r1,re,...,r) Vi € N,r; > 0,517 = s(t)} denota el conjunto de
todas las reparticiones posibles, donde r; es el monto que el agente i recibe. Los jugadores
son idénticos y poseen una funcion de utilidad neutral al riesgo que solo depende del monto
que reciben, ademds de un factor de descuento de los retornos futuros § € [0, 1].

La interaccién entre los agentes corresponde a una negociacion secuencial, en donde quién
hace la reparticion se llamara proposer y seré electo en cada periodo de forma aleatoria. Para
que la reparticion sea aprobada se necesitan k < n votos a favor, es decir, kK — 1 votos ademas
el del proposer. Como se puede apreciar, esta regla k-mayoria representa varios ambientes de
eleccion, donde k = n se refiere a la regla de unanimidad, k = § a mayoria simpleﬂ, k=1a
un ambiente dictatorial, etc.

El juego comienza en el periodo ¢ = 0. Al inicio de cada periodo t se produce la eleccion
aleatoria del proposer, en que cada agente tiene la misma probabilidad de ser electo, es decir,
D = %,W € N. Luego, el proposer elige una reparticion en R y finalmente los agentes
deciden si «aceptar» o «rechazar». En caso que sea aceptada la propuesta, se hace afectiva la
reparticion y se termina el juego, en caso contrario se pasa al siguiente periodo. Una vez que
se llega a acuerdo, el jugador i tendré una utilidad de U; = 6%'r;(t').

1 n+l1

si es que n es par, k = “5= si es que n es impar.



Se denomina como H; a la historia que contiene la informacion de los jugadores que han sido
proposer, las reparticiones que han hecho y las votaciones de los agentes hasta el periodo ¢.
En el periodo ¢, el jugador i realiza la accion a;¢(H).

R si el jugador es el proposer
{aceptar,rechazar} siempre

ai,t(Ht> = {

Una estrategia & describe una secuencia de acciones {a;+(H;)}i=3°. Un Perfil de Estrategias
& ={&,...,&} es un Equilibrio Perfecto en Subjuegos si constituye un Equilibrio de Nash
en cada periodo.

1.2. Equilibrio del Juego

Pago de Continuacion:

Sea V:E(t + 1) el pago de continuacién del jugador i, es decir, el pago esperado que tiene el
jugador ¢ al pasar al siguiente periodo. Este pago de continuaciéon depende de si es que se
anticipa que se llegara a acuerdo en el periodo siguiente o no.

Si es que se anticipa llegar a acuerdo en el proximo periodo, la reparticion 6ptima que hace el
proposer es entregarle un monto igual al valor de continuacion solamente a los k—1 jugadores
con valor de continuacion mas bajo, de esta forma el proposer maximiza su ganancia.

Por otro lado, si es que se anticipa no llegar a acuerdo, el valor de continuaciéon del periodo
siguiente sera el valor descontado de llegar a acuerdo méas adelante en el juego. Por lo tanto,
VE(t + 1) toma la forma

ViRt +1) =
2 {s(t +1) = S, 0V + 2)} - (1 — %) SV:E(t+2) siacuerdoent+ 1
SUIE (1) si acuerdo en ' >t +1

donde k se refiere a los & — 1 agentes que tienen un menor valor de continuacién.

Se debe notar que gracias la simetria de los jugadores y los pagos, lo valores de continuacién
de todos los jugadores son idénticos, es decir V;¥(t 4+ 1) = V;”(t +1). Por lo tanto, V;*(t + 1)
se puede escribir como:

s(t+1) si se llega a acuerdo en t + 1

VEt4+1)=¢ "
a ) {6t “IHVE() sise llega a acuerdo en t' >t + 1
Pago de Hoy:

El pago que obtiene hoy el proposer sera Vi(t) = s(t) — (k —1)6VE(t + 1) si es que quiere que
se realice la reparticidn, mientras que el que obtienen k — 1 miembros es V;(t) = 6V;”(t + 1)



lo que los deja indiferente entre decidir jugar mafiana o detenerse hoy, no obstante se hace el
supuesto de que resuelven la indiferencia jugando «aceptar». Por ultimo, los pagos de quienes
no estan en los k — 1 serd de V;(t) = 0.

Con estos pagos, la acciéon que toma el proposer luego de la propuesta de reparticion es
«aceptar», al igual que los £ — 1 agentes que reciben el pago de continuacién. Por otro lado,
los que reciben un pago nulo jugaran la accién «rechazar». El outcome del juego es que se
aprobara la reparticion y se realizaran los pagos.

Por otro lado, si es que el proposer desea que el juego contintie, habran multiples propuestas
que lleven a rechazar la reparticion, no obstante se tomara el punto focal de que propone
quedarse con todo y entregarle un monto nulo al resto de los agentes. Ante esto el juego
continuara.

Equilibrio:
Tal como ya se comentd, el Equilibrio Perfecto en Subjuegos sera aquel donde en cada Sub-
juego exista un Equilibrio de Nash. La forma de encontrar dicho Equilibrio es utilizando

Backward Induction, pero para ello se necesita conocer al menos un Equilibrio en Subjuegos.
Es por ello que se definiran los conceptos de Funcion de Bienestar Social y Optimo Social.

Definicién 1 La Funciéon de Bienestar Social es aquella que representa el monto total del
proyecto en juego, descontado al momento inicial del juego, es decir, corresponde a:

BS(t) = 6's(t)

Definicién 2 El Optimo Social es el periodo t* en que se maximiza la Funcién de Bienestar
Social, es decir, corresponde a:

t* = argmax, §'s(t)
Con estas dos definiciones que puede enunciar la siguiente Proposicion:
Proposiciéon 1 En todos los periodo t > t* se llegara a acuerdo, y el Equilibrio sera que el

proposer ganard V (t) = s(t) — (k — 1)55@—:1) y que los k£ — 1 elegidos en cada periodo tendran
un pago de V(t) = (5@.

DEMOSTRACION. Ver Anexo A. O

Gracias a la Proposicién 1 se sabe que el juego termina a més tardar en t*, lo que sirve
para aplicar Inducciéon Inversa a partir de dicho periodo. En términos generales, al resolver
el juego recursivamente en cada periodo para saber si se llegard a acuerdo, se debe verificar
que se cumpla:
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s(t) — (k—=1)oVE#+1) > oVEE+1)

s(t
& k> > SVE(t+1)
es decir, que el promedio de lo que se lleva cada uno de los que obtiene pago no nulo sea
mayor que el pago de continuacién. Notar que la desigualdad estricta se obtiene cuando el
proposer gana un pago mayor a su valor de continuacion.

Por lo tanto, lo que determina el juego es el pago de continuacion de cada periodo. Recursi-
vamente se ve que son:

e Ent=t¢t"—1:
VE(t*) = {% siempre

e Ent=1¢t"—2:
s(t*—1) - s(t*—1) > SV (+*
Ve - = S =
OVE(t*) sino
e Ent=1t"-3:
s(t*—2) - s(t*—2) > V(=1
VE@t —2) = n S? = 0V( )
SVE(* —1) sino

e Ent=1:
s(2 -5(2
vE@) = {2 VE)
SVE(3) sino
e nt=0:
s(1) EOS 9
VE(1) = { n si¥> > 0V(2)
VE(2) sino

Con este procedimiento quedan determinados el valor de continuacién y el monto que cada
jugador gana. Por lo tanto, queda determinado el Perfil de Equilibrio del juego.

No obstante la formalidad del resultado, es importante en términos intuitivos conocer en
qué periodo se llega a acuerdo més que el Perfil de Estrategias de Equilibrio completo. Por
lo tanto es necesario profundizar mas en el resultado que se obtiene.

Proposiciéon 2 El Perfil de Estrategias de Equilibrio es monétono en el hecho de llegar o
no acuerdo, es decir, sea t’ el primer periodo en el que se llega a acuerdo, entonces en todo
t > t' se llegara a acuerdo.

DEMOSTRACION. Ver Anexo A. O
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La Proposicién 2 dice que para todo t € [0,¢') no se llegard a acuerdo y para todo t € [t', 0]
se llegara a acuerdo. La utilidad del resultado es que para poder encontrar en qué periodo se
termina el juego, basta conocer donde se encuentra t'.

Teorema 1 FEl primer periodo en el que se llega a acuerdo corresponde a ¢’ = [t], donde ¢
es el valor que resuelve % =9 @ En los periodos siguientes se llega siempre a acuerdo.

DEMOSTRACION. Ver Anexo A. O

La importancia del Teorema 1 radica en que da una forma rapida de saber en qué periodo se
lograra un acuerdo, sin necesidad de tener que resolver todo el problema. Obviamente este
resultado es incompleto porque no entrega el Perfil de Estrategias completo, pero es ttil para
conocer en términos generales como sera el desarrollo del juego.

Para continuar con el analisis es necesario definir el concepto de «Poder de Negociacion»:
Definicién 3 El Poder de Negociacién (PN) se define como la probabilidad de estar dentro

del conjunto de agentes que reciben un pago no nulo en los periodos futuros. El Poder de
Negociacion para cada agente es:

PNZ-:1+(1—1) (k_1>:k
n n n—1 n

es decir, la probabilidad de ser el proposer o de no serlo y estar dentro de los elegidos por él.

Desde la definicion, se puede notar que para el poder de negociacion se cumple que PN; €
H, 1}, donde para el caso dictatorial se tiene % mientras que para la unanimidad se cumple
PN; = 1.

1.2.1. Regla de Unanimidad

Examinar el caso de unanimidad es interesante porque da intuiciones sobre el poder de
negociacion que poseen todos los jugadores, ya que cada uno de ellos tiene un poder de veto
absoluto, es decir, es necesario que cada uno de los agentes juegue «aceptar» para que se
llegue a acuerdo.

Corolario 1 Bajo regla de unanimidad, k£ = n, se tiene que el primer periodo en que se llega
a acuerdo es en el Optimo Social, t*.

DeMOSTRACION. Desde el Teorema 1 se sabe que el juego termina en el primer ¢ que cumple:

sg{;t) > 53(75: 1)
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en este caso:

multiplicando en ambos lados por §‘n se tiene:

§ts(t) > 6 st + 1)
< BS(t) > BS(t+1)

que se cumple por primera en ¢t = t* debido a la concavidad de BS(-).
]

El Corolario 1 dice que bajo unanimidad el periodo en que se acaba el juego es 6ptimo, ya que
ningtin agente puede quedar fuera de la reparticion, lo que hace que nadie tenga el «temor»
de tener un pago nulo en el futuro.

1.2.2. Regla General

Tomando el caso general, k < n, existira una diferencia en el poder de negociacion de los
agentes, ya que el poder de veto que cada uno posee es menor, debido a que no se necesita
la aceptacion de cada uno de ellos, si no que de un subconjunto.

Cuando se tiene el caso general hay dos efectos que participan de forma contraria para quienes
deben tomar la decisién de seguir o detener el juego. Por un lado al ser electo dentro de los
k — 1 hace que tengan incentivos a jugar «aceptar» para no correr el riesgo de quedar fuera
del acuerdo en el futuro y obtener un pago nulo, pero por otro lado tienen incentivos a seguir
negociando y esperar que el pie crezca mas, y de esa forma obtener un pago mayor en el
futuro.

El primero de los efectos descritos no se observa en el caso de unanimidad, pero en el caso
general toma relevancia, especialmente a medida que k es mas pequeno. Por lo tanto, lo que
se observa es que no necesariamente se llegara el Optimo Social, sino que es posible que se
llegue a acuerdo en un periodo anterior.

No obstante, el pago que reciben los jugadores que estan dentro de la reparticion que se
aplica al terminar el juegd?] no necesariamente es menor a la que obtendrian si se tuviera la
regla de unanimidad.

2Considerando solo la primera vez que se llega a acuerdo
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1.3. Estaticas Comparativas

Tal como se ha anticipado anteriormente, la diferencia entre la regla de unanimidad y la regla
general da la intuicion de que el periodo t en que se llega a acuerdo depende del valor de
k, no obstante también depende de la cantidad de agentes presentes en la negociacién. Los
siguientes resultados se refieren a como afectan dichos parametros al resultado.

Proposicién 3 A medida que aumenta el valor de k aumenta el valor de , mientras que al
aumentar el valor de n disminuye el valor de .

DEMOSTRACION. Ver Anexo A. O

La intuicién detras de la Proposicién 3 es que a medida que se tiene un mayor valor de k el
poder de negociacién aumenta, lo que hace crecer los incentivos a esperar al proximo periodo.
Por otro lado el valor del monto que obtiene el proposer disminuye ya que debe pagarle a
mas agentes. Estos dos efectos generan que que aumente el beneficio de esperar a que el pie
crezca mas. Es importante notar ademas que el valor de continuacién no se ve afectado.

Por otro lado, al aumentar el valor de n se observa una disminucion en el poder de negociacion,
lo que significa que disminuye los incentivos a esperar al proximo periodo ya que estar dentro
de la reparticion o ser el proposer es menos probable. Ademads, el valor de continuacién
disminuye, por lo que se anticipa ganar menos en el futuro. Esto genera que el efecto de
aumentar n sea que se llegue a acuerdo mas rapido.

Es importante notar que un aumento de k no afecta al valor de continuacién porque hay dos
efectos que se compensan. Por un lado aumenta el valor del PN;, mientras que por el otro
disminuye el monto que se llevaria el proposer. Pero un aumento de n si afecta al valor de
continuacion, ya que solo se tiene el efecto de la disminucién del poder de negociacién.

14



Capitulo 2

Modelo General: Crecimiento
Endégeno Costoso

2.1. El Juego

El modelo general de negociacion costosa representa de forma mas fehaciente lo que sucede
en el proceso de creacion y reparticion de excedentes de un proyecto, esto porque supone que
las mejoras son costosas ya que se debe hacer esfuerzo para realizarlas. Ademés, incorpora el
hecho de que quien hace las mejoras tiene el derecho de manejar la agenda de la discusiéon y
la reparticion.

Al igual que el Modelo Bésico, este modelo considera un juego repetido con horizonte infinito,
con informacién completa, donde existen N = {1,2} jugadores que en cada periodo deben
realizar dos acciones: deben decidir si hacer esfuerzo para que el pie se incremente, y deben
decidir como repartir las ganancias perfectamente divisibles del proyecto.

Ambos jugadores deben decidir simultdneamente al inicio de cada periodo si realizan esfuerzo
0 no, es decir, el esfuerzo sera una variable binaria denotada por ¢; el esfuerzo realizado por
el agente 7. En otras palabras se tendrd ¢;,¢; € {0,1}. Una mejora serd una funcién de los
esfuerzos realizados en cada periodo, la cual indica la complementariedad que existen entre
las acciones de ambos agentes que llevan a que el pie aumente su tamano. Una mejora del
periodo t se denotard e; y en términos generales serd e, = f(g;,&;), no obstante en esta
tesis se utilizard la funcién e; = max{e;,&;}, lo que en términos intuitivos significa que se
considerard el mejor esfuerzo de los agentes. De aqui sigue que e € {0,1}, y se llamard e a la
cantidad total de mejoras realizadas, es decir, e = }_, ¢;. El tamanio del pie se denotara por
la funcién s(e), la cual es estrictamente creciente en la cantidad de mejoras.

Para trabajar con términos mas sencillos, se asumird que al comienzo de cada periodo ¢, el
tamafio del pie serd de s(e — 1), por lo que puede llegar a ser igual a s(e) al finalizar la fase
de esfuerzos, es decir:
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s(e) si en el periodo t se realiza esfuerzo
S =
s(e — 1) si en el periodo t no se realiza esfuerzo

Los jugadores, luego de la fase de esfuerzos, entran a la fase de negociaciéon en la cual intentan
dividir el pie. A la division del pie se le denominaréa reparticion y se denotard R al conjunto
de todas las reparticiones posibles, es decir, R = {(r1,r2) [Vi € N,r; > 0,3, 7; = s(e)} donde
r; es el monto que el agente 7 recibe. Ambos jugadores son idénticos y poseen una funcion de
utilidad neutral al riesgo que solo depende del monto que obtienen, ademéas de un factor de
descuento de los retornos futuros 6 € [0, 1]

La interaccion entre ambos jugadores serd una negociacién secuencial, donde el encargado de
realizar la reparticion se llamara proposer y seréa electo de forma aleatoria en cada periodo
seguin una regla que asigna mayor probabilidad de ser elegido a quien haya ejercido esfuerzo.
Dado que este modelo considera solo 2 jugadores la regla de aprobacién serda de unanimidad,
es decir, ambos deben estar de acuerdo con la reparticion para que se haga efectiva.

La probabilidad p;(e;, e;) del agente ¢ de ser electo como el proposer depende solamente de
los esfuerzos realizados en dicho periodo. La forma de esta probabilidad sera:

sig; =0,e;=1

pi(ei,g5) = sie; =g

— o= O

si E; = 1, & = 0
Es decir, aquel jugador que realiza el esfuerzo es quien maneja la agenda de negociacion.

Finalmente, el proposer elige una reparticion en R y el jugador rival debe decidir si «aceptar» o
«rechazar». En caso que sea aceptada la propuesta se hace afectiva la reparticion y se termina
el juego, mientras que en caso contrario se pasa al siguiente periodo. Una vez que se llega a
acuerdo, el jugador ¢ tendra una utilidad de U; = 6*r; — (') Zizg dtc, donde t' es el periodo
en que se realizan los pagos.

En el periodo t, el jugador i realiza la accion a;4(s(e — 1)).

{0,1} siempre
a;ii(sle—1)) =< R si el jugador es el proposer

{aceptar,rechazar} siempre

Una estrategia & describe una secuencia de acciones {a;(s(e — 1)) }i=5°. Un perfil de estrate-
gias & = {&1,&} es un Equilibrio Perfecto en Subjuegos si constituye un Equilibrio de Nash
en cada periodo.

El Equilibrio del juego debe especificar en qué periodo los jugadores deciden que se realice
la reparticion de los pagos, es decir, debe resolver el trade-off que enfrentan los agentes, que
en cada momento del juego es si recibir los beneficios hoy, o esperar a que mafiana crezca el
pie ya sea porque ambos realizan esfuerzo o solo uno lo hace, ademas de tener que descontar
el pago segin la tasa 0. Es por ello que encontrar el periodo 6ptimo para realizar los pagos
no es trivial, sino que envuelve varias decisiones qué tomar.
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2.2. Preliminares

2.2.1. Pagos

Pagos de Continuacion:

Sea V;F(-) el pago de continuacién del jugador 4, es decir, el pago esperado que tiene el jugador
1 de pasar al siguiente periodo. Para hacer mas simple la notacion del pago de continuacion,
se usara aquella que fue introducida para el tamano del pie:

SV.E(s(e)) si en el periodo t se realiza esfuerzo

oVE() = { . . .
§V:E(s(e — 1)) si en el periodo ¢ no se realiza esfuerzo

Es importante recalcar que al igual que en el Modelo Basico, el valor de continuacion depende

de si se anticipa llegar a acuerdo en el periodo siguiente o no, pero en este caso depende

ademas de la forma en que se llega a dicho acuerdo, es decir, depende de si se hace mediante

un Equilibrio en Estrategias Pura o Mixta en los esfuerzos desarrollados.

Tal como ya se mencion6 en el capitulo 1, cuando el proposer escoge una reparticion, ele-
gird aquella que le ofrece al jugador rival un monto igual a su valor de continuacién si es que
se anticipa llegar a acuerdo, ya que de esa forma maximiza la ganancia que él obtiene.

Pago de Hoy:

Para este modelo es necesario diferenciar lo que es el pago de hoy con el pago esperado de hoy.
El primero de ellos serd para el proposer igual a V;(e) = s(e) — 6V;"(s(e)) y para el jugador
rival igual a Vj(e) = dV;"(s(e)). Estos pagos no toman en cuenta el costo ¢ de realizar el
esfuerzo ya que al momento de realizar la reparticion ya es un costo hundido.

Esto lleva a que la condicion para que el proposer desee llegar a acuerdo es que su pago de
hoy sea mayor o igual que el pago de continuacion, es decir:

s(e) = SV (s(¢e)) > 6V (s(e)) (2.1)

El pago esperado de hoy se refiere a lo que cada jugador anticipa ganar segin las acciones
que ambos tomen. Este pago si considera el costo ¢, ya que es el anticipado por cada jugador
antes de que se realice el esfuerzo.

Por otro lado, si es que el proposer desea que el juego continte, es decir, que el rival rechace
la reparticidn propuesta, se asumiré que le propone un pago nulo para él quedarse con s(e).
Ante esto el juego continuara.

Finalmente, para que el juego tenga solucién se exigird que la funcion s(e) cumpla la condicién
de transversalidad:
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lim §°s(e) =0

e—>00

Esta condicion asegura que los agentes no prefieran hacer crecer el pie en todos los periodos
y que nunca se llegue a acuerdo.

2.2.2. Subjuegos

Para determinar el Equilibrio en cada periodo ¢ es necesario conocer si es que se llegard a
acuerdo en él. Esto es importante porque determina qué juego sera el que disputen los agentes,
lo que determinard el equilibrio de cada etapa. Esto dependera del valor del pago de hoy y
del pago de continuacién. Existen cuatro casos a considerar.

Notaciéon: Dado que los jugadores son simétricos, todos los valores asociados son iguales para
ambos, por lo que se omitiran los sub-indices que hacen referencia a qué jugador corresponde
cada valor. Obviamente cuando amerite hacer la diferencia se utilizardn.

Gracias a la simetria de los jugadores expresada recién se verifica que la condicion (|2.1))
queda:

s(e) = aV = (s(e)) = oV (s(e))

o, de forma mas concisa, se llega a acuerdo si se cumple:
s(e) 5
— > 6V*=(s(e)) (2.2)
y no se llega a acuerdo en el caso contrario.

Esto indica que si los jugadores anticipan que llegaran a acuerdo es porque el promedio de
los que se le asigna a cada uno es mayor que el pago de continuacién que poseen.

Caso I:

El primer caso es que no se llegue a acuerdo en la etapa actual ni en la anterior, situacion
que ocurre cuando el pago de hoy, aun habiendo realizado esfuerzo, es menor que el pago de
continuacioén, es decir, no se verifica (2.2)).

s(e—1)

5 < SVE(s(e —1))

8(26) < 0VE(s(e))
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En este caso, dado que los jugadores anticipan que no llegaran a acuerdo, saben que no se
hara efectiva la reparticion. Por lo tanto, el pago esperado de hoy se resume en la siguiente
matriz:

0 1
0 | dVE(s(e—1)),0VE(s(e —1)) SVE(s(e),0VE(s(e)) — ¢
1 SVE(s(e)) — ¢, 6VE(s(e)) SVE(s(e)) —c,6VE(s(e)) — ¢

Tabla 2.1: Pagos Caso |

Se puede observar que {1,1} nunca es Equilibrio de Nash, debido a que ambos jugadores
poseen incentivos a desviarse unilateralmente. Por otro lado, para que {0,0} sea Equilibrio
de Nash se debe cumplir:

VE(s(e — 1)) > oVE(s(e)) — ¢

mientras que en caso contrario se tendra que los Equilibrios de Nash son {1,0}, {0,1} y uno
en Estrategias Mixtas.

Debido a que el objetivo de esta tesis es estudiar la dinamica de negociacion bajo competencia,
se considerara como punto focal la eleccion de la Estrategia Mixta por parte de los jugadores.
La razén es que si se consideran las Estrategias Puras se deben hacer supuestos sobre el
protocolo que siguen los agentes, lo que ya ha sido profundamente estudiado en la literatura.

De la matriz se observa que si no se realiza esfuerzo, en el periodo siguiente se repetira el
mismo juego sin variar el tamano del pie, mientras que si alguno ejerce esfuerzo el pie crece y el
juego del siguiente periodo comenzara con el nuevo valor y no necesariamente correspondera a
la misma situacién. A partir de esto se puede determinar el valor de §VF(s(e — 1)).

En caso que el Equilibrio de Nash sea {0, 0}, se observara que al periodo siguiente se volverd a
jugar {0,0} y al periodo subsiguiente también, y asi infinitamente. Dicha situacion se traduce
en que §V¥(s(e — 1)) toma el valor:

SVE(s(e—1)) =0*VE(s(e = 1)) = ... = 6*VE(s(e — 1)) =0

por lo tanto no se puede cumplir que §VE(s(e — 1)) > dV¥(s(e)) — ¢, lo que significa que
{0,0} nunca serd Equilibrio de Nash.

Tomando el Equilibrio Mixto, el valor de §V*(s(e — 1)) serd}

1La forma de calcular el pago de continuacién sabiendo que se jugara una Estrategia Mixta corresponde
al valor esperado de dicha estrategia. Dado que se estd jugando Mixta, se sabe que ambas acciones reportan
la misma utilidad para el jugador, por lo que se usard la mas conveniente. En este caso que en el préximo
periodo se juegue {1}, lo que lleva a:

3V (s(e —1)) = 6 [(1 =p)(6VF(s(e)) — ) +p(6VF(s(e)) — )] = 6 [0V (s(e)) — ]
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0V E(s(e — 1)) =6 [0V F(s(e)) — ]

La Estrategia Mixta de cada jugador correspondera a:

{1 —p,p} = {(5VE(8(6)) —OVE(s(e — 1))71 - IVE(s(e)) — dVE(s(e — 1))} (2.3)

donde p es la probabilidad de realizar esfuerzo y (1 — p) la probabilidad de no hacerlo.

De aqui se puede ver que la probabilidad de ejercer esfuerzo crece a medida que aumenta la
diferencia entre el valor de continuacion si es que el pie no crece y si es que si crece, es decir,
aumenta cuando 6VE(s(e)) — 6VE(s(e — 1)) aumenta. La razén intuitiva de esto es que si
es que lo que se deja de ganar por no hacer crecer el pie es «grande», entonces el jugador
tendra mayores incentivos a esforzarse mas.

Tal como se espera, a medida que el costo del esfuerzo es mayor, el jugador tiene menos
incentivos a «aportar».
Caso 1II:

Este caso es el que representa que los jugadores anticipan llegar a acuerdo independiente si
es que realizan esfuerzo o no. Esto se traduce en que:

Sl S 5B (s — 1)) A

5 svE(se)

La matriz de pagos se presenta en la Tabla 2.

0 1
@, @ SV E(s(e)),s(e) — VE(s(e)) — ¢
1 | s(e) —6VE(s(e)) — ¢, 6VE(s(e)) o) _ o e _ ¢

Tabla 2.2: Pagos Caso 11

Tal como se puede ver en la Tabla 2, para que {1, 1} sea Equilibrio de Nash se debe cumplir:

52‘3) —c> 6V (s(e)) (24)

Por otro lado, para que {0,0} lo sea, se debe cumplir:
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s(e—1)

5 > s(e) —oVE(s(e)) — ¢

En cambio, si es que no se cumple ninguna de las condiciones se considerara solo el Equilibrio
de Nash en Estrategias Mixtas, ante lo cual la estrategia de ambos jugadores es:

SVE(s(e)) — |29 —¢| [s(e) — 6VE(s(e)) — ¢] — |2l
{1—]0717}:{ (s((e)))_ 5((|i:f) }7{() S(E)(_)z(el)} [ 2 }} (2.5)

De aqui se puede ver que a medida que el valor de continuaciéon aumenta, la probabilidad
de aportar disminuye (contrariamente al caso anterior), esto se debe a que como se desea
terminar el juego, un mayor pago de continuacion significa un mayor pago que se recibira en
caso de no ser electo como quien reparte, es decir, el pago minimo que se recibira es mas alto.

Por otro lado, si es que el valor del pie (s(e)) es alto, entonces la probabilidad de aportar es
mayor, esto porque el pago que se recibe hoy serd mayor, lo que significa un mayor incentivo
a hacer esfuerzo y disputar ser el proposer.

Finalmente, a mayor @ menor sera la probabilidad de aportar, esto porque se esta con-

forme con el monto que se ha acumulado hasta el momento.

Caso III:

Este caso es el que representa que los jugadores anticipan llegar a acuerdo solo si es que
alguno de los dos ejerce esfuerzo, es decir, solo si el pie crece. Esto se traduce en que:

8(62_1) < VE(s(e — 1)) A

2 v

En este caso, la matriz de pago es similar a la del Caso II, pero con la diferencia de los pagos
del casillero {0,0} los cuales corresponden a repetir el juego, ya que en dicha circunstancia
no se llegaria a acuerdo. La Matriz de Pagos se puede ver en la Tabla 3.

0 1
0 SVE(s(e —1)),0VE(s(e — 1)) SV E(s(e)),s(e) —dVE(s(e)) —c
1 | s(e) —6VE(s(e)) —c,0VE(s(e)) % —c, %e) —c

Tabla 2.3: Pagos Caso 111

En este caso se debe cumplir la misma condicién que en el Caso II para que {1,1} sea
Equilibrio de Nash, mientras que para que lo sea {0,0} se debe tener:
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SVE(s(e— 1)) > s(e) — §VE(s(e)) — ¢

Tal como en el Caso I, si es que {0, 0} es el Equilibrio, al periodo siguiente se volvera a jugar
el mismo juego, y asf por siempre. Por lo tanto se verifica que dVF(s(e — 1) = 0 en dicho
caso, lo que significa que no se puede dar el caso en que {0,0} es Equilibrio de Nash.

Por lo tanto se tiene un Equilibrio en Estrategias Mixtas, en el que se ve que:

Es(e - ) <o (- [0 - vEs@) - +0 |- o]) e

En este caso la Estrategia Mixta de ambos jugadores seria:

SV E(s(e)) = |*52 —¢| [s(e) =6V P(s(e)) — ] = [V F(s(e = 1))] } (2.7)

% —6VE(s(e—1)) % —oVF(s(e—1))

{1-p,p} = {

Al igual que en el Caso II, se puede ver que a medida que el valor de continuacién aumenta,
la probabilidad de aportar disminuye, esto se debe a que como se desea terminar el juego, un
mayor pago de continuacion significa un mayor pago que se recibird en caso de no ser electo
como quien reparte, es decir, el pago minimo que se recibird es mas alto.

De forma simétrica, a mayor §V ¥ (s(e—1)) menor sera la probabilidad de aportar, esto porque
se esta conforme con el monto que se ha acumulado hasta el momento.

Se debe notar que para conocer exactamente el valor de p se debe resolver el sistema de
ecuaciones compuesto por (2.6 y (2.7), lo que entrega la siguiente ecuacion cuadratica:

s(e)

5 + [s(e) —26VF(s(e)) —c] =0 (2.8)

P’ {5 (S(;) + (5VE(s(e))>} +p {5 (s(e) — 6V E(s(e)) — ¢) —

donde aquellas soluciones que estén en el intervalo [0, 1] son las que se deben usar.

Caso 1V:

Este caso representa cuando los jugadores llegan a acuerdo solamente si ninguno realiza
esfuerzo, es decir, si es que el pie crece los agentes preferiran no llegar a acuerdo. Esto se
traduce en que:
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s(e) E
- < dV*=(s(e))

La matriz de pago se representa en la Tabla 4.

0 1
sle—l] el) SV E(s(e)),0VE(s(e)) — ¢

1 SVE(s(e)) - ¢, gVE(s(e)) SVE(s(e)) —c,0VE(s(e)) — c
Tabla 2.4: Pagos Caso IV

En la matriz se puede observar que jugar {1, 1} nunca serd Equilibrio de Nash, ya que ambos
jugadores tienen incentivos a desviarse a no ejercer esfuerzo. Para que {0,0} sea Equilibrio
de Nash se debe cumplir que:

s S 5yB(s(e)) — o

En caso que no se cumpla se tendran los equilibrios {1,1}{1,1} y uno en Estrategias Mixtas.
Tal como ya se ha explicado, esta tesis se restringira a Equilibrios Simétricos, por lo que solo
te tomara en cuenta el Equilibrio de Nash en Estrategias Mixtas.

En dicho caso, la Estrategias sera:

{1-p,p} = {5VE(3(6)) ~ s(e—1)’ 1 - SVE(s(e)) — 5(6—1)}

2 2

donde p representa la probabilidad de ejercer esfuerzo y (1 — p) la de no hacerlo.

Se puede ver que a medida que el pago de continuacién es mayor, la probabilidad de ejercer
esfuerzo crece, lo que se debe a se espera ganar mas en el futuro, por lo tanto existen incen-
tivos a continuar el juego. Por otro lado, a mayor tamano actual del pze la probabilidad de
ejercer esfuerzo es menor, lo que se debe a que si es grande el tamano que posee, aumentan
los incentivos a querer repartirlo. Como siempre, a mayor costo del esfuerzo menor incentivo
a ejercerlo.

2.2.3. Estructura

La forma de resolver el juego y encontrar el Perfil de Equilibrio de forma integra, es necesario
utilizar Backward Recursion. No obstante, antes de aplicar dicho método es necesario conocer
algunos resultados que facilitan y guian el proceso.

Lo primero que se debe conocer para poder aplicar Backward Recursion en este Modelo, es
el Equilibrio de al menos un Subjuego. Para ello es 1til el siguiente resultado:
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Proposiciéon 4 Existe una cantidad de mejoras € tal que Ve > € se cumple que

s(€) s(e+1)
P

a partir del periodo donde se cumpla dicha cantidad de mejoras se llegara a acuerdo en
Estrategias Puras y el pago de continuacién serd el de llegar a Equilibrio inmediatamente en
Estrategias Puras.

DEMOSTRACION. Ver Anexo B. O

La Proposicion 4 indica que a partir de la cantidad de mejoras €, el equilibrio sera siempre que
ambos agentes realicen esfuerzo y que decidan aceptar la reparticion que realiza el proposer.
La intuicion detras del resultado es que el valor del pie ya alcanzé un nivel suficientemente
alto en comparacién con el costo ¢, es por ello que los beneficios de ser el proposer son bastante
altos en comparacion con ser el jugador rival, quien solo se lleva el valor de continuacion.

Otro resutado importante para conocer la estructura es que los valores de continuacién son
crecientes en la cantidad de esfuerzos e, lo que se expresa en la siguiente Proposicién.

Proposiciéon 5 Los valores de continuaciéon son crecientes a medida que se realizan los
esfuerzos, es decir, son crecientes en el tiempo.

DEMOSTRACION. Ver Anexo B. O

Este resultado quiere decir que a medida que se va avanzando en el juego lo que se espera
ganar es mayor, lo que significa que si se es el proposer y se desea que el jugador rival acepte,
entonces se le debe entregar un monto cada vez mayor, lo que se interpreta como que a
medida que va avanzando el juego el piso minimo de ganancia va aumentando.

Un resultado central en el desarrollo del juego es la monotonia en el hecho de llegar a acuerdo,
es decir, que a partir de cierto periodo siempre se realizaran las reparticiones.

Proposiciéon 6 El Perfil de Estrategias de Equilibrio del Modelo General es mondtono en el
hecho de llegar o no acuerdo, es decir, sea é el primer periodo en el que se llega a acuerdo,
entonces en todo e > ¢é se llegard a acuerdo.

DEMOSTRACION. Ver Anexo B. O

La Proposicion 6 indica que al comienzo del juego existe una fase en donde no se desea llegar
a acuerdo ya que ambos jugadores desean hacer crecer el pie para obtener mayor beneficio
en el futuro. Esta fase se denominara construccion.

Se debe notar ademas que debido a que en el Caso I de los subjuegos el equilibrio solo es en
Estrategias Mixtas, entonces la fase de construccion se llevara a cabo en Estrategias Mixtas,
lo que se interpreta como un rango de tiempo en que los jugadores desean hacer crecer las
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utilidades del proyecto pero que no realizan el maximo esfuerzo porque aun el costo de que
existan periodos ineficientes por la inexistencia de mejoras no es tan alto. Esto se traduce
en que efectivamente se pueden tener periodos donde la realizacion de la Mixta indique que
ninguno realiza una mejora.

Luego de la fase de construccion vendria la fase en que los jugadores desean llegar a acuerdo.
Esta situacion es monétona en el sentido que una vez que se desee alcanzar el acuerdo,
entonces no existird ningtin periodo futuro en que lo éptimo sea no realizar la reparticion.

Este resultado no indica que siempre exista dicha fase de construccion del pie, porque se
podria llegar a acuerdo desde el primer periodo, pero lo que si se indica es que no existiran
periodos donde se llegue a acuerdo y luego no, tal como se mencionoé recientemente.

En la misma linea, el siguiente Corolario da més forma al resultado.

Corolario 2 Nunca se estard en el Caso IV de los posibles subjuegos.

DEMOSTRACION. Este resultado es directo de la Proposicion 6, ya que indica que no puede
darse el caso que se desea llegar a acuerdo si el pie no crece, pero que se prefiere no alcanzar
el acuerdo si el pie crece. O

El Corolario 2 limita a solo tres los subjuegos posibles, dejando de lado aquel en que los
jugadores deciden llegar a acuerdo y luego no. La razén intuitiva de porque no existe el Caso
IV es que nunca sera eficiente llegar a él, es decir, si es que sucede que es preferible detenerse
a aportar, entonces en el subjuego anterior se detiene el juego y de esa forma no se incurre
en el descuento temporal, por lo que nunca se podra estar en dicha situacion.

Continuando con la estructura del juego, el siguiente resultado limita las posibilidades de
variaciones que sufre el desarrollo del juego.

Proposicion 7 La Estrategia {0,0} del Caso II solo puede ser Equilibrio de Nash en el

primer periodo de juego, lo que sucede si se cumple % — @ < ¢. Si no se cumple dicha
condicién entonces nunca sera Equilibrio de Nash.
DEMOSTRACION. Ver Anexo B. O

El resultado recién descrito indica que si los jugadores deciden no llegar a acuerdo en el
primer periodo del juego, entonces en ningtin periodo posterior decidiran jugar «no aportar»
y decidiran llegar a acuerdo en el mismo periodo. La légica de esto es que no es eficiente
dicha situacién, ya que si los agentes saben que si en el periodo siguiente preferiran jugar «no
aportar» y llegar a acuerdo, entonces lo éptimo seria detenerse en el periodo anterior para
no incurrir en el costo del tiempo representado por el factor 9.

En otras palabras, la Proposicién 7 da la intuicion de que el juego puede ser de dos formas:
(1) se hace crecer el pie, es decir existe fase de construccion, o (2) se llega a acuerdo de forma
inmediata.
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Continuando con la estructura del juego, el siguiente resultado indica céomo es la dinamica
en la fase de acuerdo.

Proposiciéon 8 El Perfil de Estrategias de Equilibrio es monétono en el tipo de Estrategias
utilizadas en la fase de acuerdo. Es decir, considerando é el primer periodo en el que se llega
a acuerdo y ¢ el primer periodo que se juega Estrategias Puras, luego en todo e € [é, € — 1]
el equilibrio es en Estrategias Mixtas y en todo e > ¢’ el equilibrio se alcanza es Estrategias
Puras.

DEMOSTRACION. Ver Anexo B. O

El resultado expresado en la Proposicion 8 indica que a partir de cierta cantidad de mejoras
en la fase de acuerdo los jugadores ejerceran el maximo esfuerzo posible, motivados por ser
el proposer lo que asegura una proporcion mayor del pie que existe en disputa, el cual ha ido
aumentando paulatinamente.

2.3. Resultados

Conociendo la estructura general que tendra el juego, se deriva el siguiente resultado.

Teorema 2 El juego se divide mondétonamente en tres partes. La primera es la fase de
construccion en que no se llegara a acuerdo al final de cada periodo y en la cual los jugadores
utilizaran Estrategias Mixtas en la fase de esfuerzos. La segunda es la fase de acuerdo en
Estrategias Mixtas, en la que se llegara a acuerdo en cada periodo. Finalmente la fase de
Acuerdo en Estrategias Puras, en la que también se llegara a acuerdo al final de cada periodo.

DEMOSTRACION. Ver Anexo B. O

El Teorema 2 indica que el juego es mondtono en su desarrollo y que se puede identificar
cada fase claramente. Si es que el costo ¢ del esfuerzo no es muy alto en comparacién al
posible beneficio, entonces los agentes partiran con una fase en la que solo hacer esfuerzo
para construir el bien publico, para luego pasar a la fase de Acuerdo, situaciéon que ocurre
primero en Estrategias Mixtas y luego en Estrategias Puras. Es decir, pueden existir dos
situaciones:

La primera situacién parte con la construccion del monto a repartir, en donde los jugadores
utilizan Estrategias Mixtas para decidir si aportar o no, lo que hace que sea un crecimiento
interrumpido en la eventualidad de que hayan periodos donde nadie aporta. Luego se pasa a
una fase de acuerdo en Estrategias Mixtas, esto porque los agentes desean llegar a acuerdo,
pero el pie no es lo suficientemente grande como para querer disputar decididamente ser
el proposer. Finalmente, se llega a la etapa de acuerdo en Estrategias Puras, donde ya es
suficientemente grande el monto a repartir comparado en el costo c¢. Es por ello que los
jugadores deciden disputar ser quien propone la reparticion, ya que hacerlo asegura ganancias
altas.
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La segunda forma que puede tomar el juego es que los jugadores no ejerzan esfuerzo y el pie
no crezca, lo que significaria que se llega a acuerdo inmediatamente. Mirando lo que sucede
off-the-path, se ve que si es que se aportara de todas formas, y se hiciese crecer lo suficiente el
pie, luego vendria una fase de Estrategias Mixtas, que al igual que en la situaciéon descrita en
el parrafo anterior, los agentes aleatoriamente deciden si aportar o no. Finalmente se llegaria
a la fase de acuerdo en Estrategias Puras, donde el pie ha crecido lo suficiente como para que
ambos jugadores disputen el monto a repartir.

En términos graficos se pueden apreciar las dos formas del juego y sus etapas en las siguientes
imagenes:

Mixta queriendo Pura {1, 1} queriendo
llegar a acuerdo A B llegar a acuerdo

Fase de Crecimiento

.
>

s ~
s(e) . .
5 < 4V L[.‘:‘[t"}} %{} > sVE (s(e))

[ —

%} — e < dVE(s(e)) %(}f > 6VE(s(e)

Figura 2.1: Resumen del desarrollo del juego sin acuerdo instantaneo.

Pura {0,0} queriendo Mixta queriendo Pura {1, 1} queriendo
0 llegar a acuerdo o llegar a acuerdo e—e’ llegar a acuerdo

£ = ==t T =€

L L L \

I T I ~

* y A .\/

sle—1) .
s(e) — 65V (s(e)) —e = 5 %(} > §VE (s(e))
*g’"} < VE(s(e)) %—rmwm:}}

Figura 2.2: Resumen del desarrollo del juego con acuerdo instantaneo.
donde é es el primer periodo en que se llega a acuerdo jugando Estrategias Mixtas y €’ es el
primer periodo en que se juegan Estrategias Puras {1,1}.
Otro resultado principal que se obtiene es que la probabilidad de la Estrategia Mixta asociada

a «aportar» es creciente a medida que se realizan los esfuerzo. Esto queda capturado en el
resultado de a continuacion.

Teorema 3 Para los periodos en que se juega Estrategias Mixtas, es decir, Ve € [0,¢' — 1]
se cumple que p; es creciente en los esfuerzos realizados, es decir, es creciente en el tiempo.

DEMOSTRACION. Ver Anexo B. O
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El Teorema 3 representa un resultado fundamental, porque indica que tanto en la fase de
construccion como en la de Acuerdo en Estrategias Mixtas, la probabilidad de jugar «aportar»
va creciendo en conjunto con el aumento del tamano del pie.

La razén intuitiva de que a lo largo del juego los jugadores vayan ejerciendo una cantidad
mayor de esfuerzo, hasta llegar al maximo posible, es que existen dos efectos que dominan
las acciones de los jugadores. El primero es no querer caer en periodos de ineficiencia en que
no exista aumento del pre, estos periodos no son deseables porque su existencia solo genera
una perdida del valor del monto a repartir representada por el costo temporal, es por ello
que los jugadores quieren evitarlo. No obtante también existe el costo del esfuerzo por lo que
enfrentan un trade-off entre ejercer esfuerzo para evitar dichos periodos e incurrir en dicho
costo ¢ del esfuerzo.

El segundo efecto que motiva la realizacion del esfuerzo es la posibilidad de ser el proposer,
ya que dicha situacién entrega al jugador que reparte una proporcién mayor del pie en com-
paracion con la del rival. No obstante, nuevamente debido al costo del esfuerzo los jugadores
enfrentan el trade-off de disputar ser el proposer e incurrir el costo, o recibir lo que el otro
jugador ofrece evitando la realizacién de esfuerzo.

En los periodos iniciales del juego, cuando se tiene la fase de construccion, los jugadores
ejercen esfuerzo aun cuando al final del periodo no habra reparticion. La razén de esto es
que los jugadores prefieren hacer crecer el pie para obtener un pago mayor en el futuro. Se
observa ademas que el efecto que domina en esta fase es el primero, en que los jugadores van
aumentando el esfuerzo que realizan para no caer en periodos de ineficiencia, los cuales son
mas costosos a medida que el pie es mayor.

En el periodo de acuerdo en Estrategias Mixtas aun domina el primer efecto, no obstante a
medida que el pie va creciendo los esfuerzos tienden al maximo posible, lo que segnifica que
el segundo efecto va siendo mas relevante cada vez. La razén de esto es que lo que se espera
ganar siendo el proposer cada vez es mas rentable en comparacién con el costo del esfuerzo,
por lo que los jugadores éptimamente van entrando en la disputa del proposer a medida que
el pie es mayor.

En la fase de acuerdo en Estrategias Puras, el efecto que domina es el segundo, ya que los
jugadores ejercen el maximo esfuerzo posible debido a que las ganacias de ser el proposer
son rentables en comparacion con el costo del esfuerzo. Ademaés se puede notar que en este
periodo no existiran ineficiencias causadas por la inexistencia de mejoras, ya que el gran
tamano del pie asegura que ambos jugadores ejerzan esfuerzo.

Un elemento fundamental en el andlisis del juego es saber que implicancias trae el equilibrio
sobre el Bienestar Social, para ello es necesario definirlo primero.

Definicién 4 El éptimo Social es el periodo t* en que se maximiza la funciéon de Bienestar
Social, la que corresponde a:
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o equivalentemente:

BS(t) = d's(t) — <11__5;> c

Esta definicion indica que el Bienestar Optimo corresponde a que en cada periodo solo un
agente realice el esfuerzo, ya que de otra forma se haria esfuerzo ineficiente. Con esto se puede
enunciar el siguiente resultado.

Teorema 4 La primera vez que se llega a acuerdo ocurre antes del Optimo Social.
DEMOSTRACION. Ver Anexo B. O

El Teorema 4 indica que el pie no logra crecer tanto como para alcanzar el tamafio socialmente
deseable. Esto se debe principalmente a la existencia de competencia entre los agentes. Ambos
jugadores anticipan que a medida que el pie aumenta, el efecto de disputar ser el proposer
es cada vez mayor lo que genera quel jugador que reparte en periodos anteriores al 6ptimo
social prefiera asegurar el monto que posee y no arriesgarse a quedar con menos si es que en
el proximo periodo es el jugadore rival quien asume el cargo de proposer.

Ademas el jugador que es el proposer enfrenta un problema de Hold-Up de parte del rival,
ya que si decide no llegar a acuerdo en el proximo periodo no puede asegurar el esfuerzo
realizado, por lo tanto el jugador rival podria dejarse para si los frutos del esfuerzo incurrido
por él. Este problema surge porque al realizar esfuerzo no existe mecanismo que asegure el
derecho de propiedad sobre él, es decir, no se puede contraer un contrato verificable que
asegure un monto mayor al valor de continuaciéon como premio por el esfuerzo.

Se debe notar que dado que el acuerdo se alcanza antes de lo que seria el Optimo Social,
se observa una ineficiencia en el resultado. Esta ineficiencia no ha sido explicada por la
literatura, ya que no se habia desarrollado un modelo de pie creciente endégenamente. Lo
que se ha descrito antes es que la ineficiencias estan dadas por la pérdida del poder de veto
o por la incertidumbre del tamano del pie del periodo siguiente, situaciones que ocurren en
Merlo and Wilson (1995), Eraslam and Merlo (2002) y Torres (2013).

Es necesario notar que esta situacion se justifica porque el esfuerzo es costoso, lo que genera
que aportar no siempre sea Equilibrio de Nash de cada etapa. Luego, a pesar de la simetria
considerada, no siempre ambos jugadores realizan el esfuerzo, al contrario que lo que sucede
cuando el costo es cero, en que ambos aportan siempre, por lo que se elimina el Hold-Up
debido a que han realizado las mismas acciones.

2.4. Discusion

En esta seccién se desarroll6 un Modelo General que intenta explicar la dindmica asociada a
una negociacion en que los agentes pueden hacer crecer endégenamente el tamano del monto
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a repartir. Si bien el modelo intenta ser lo suficientemente general, hay algunos supuestos
que se pueden relajar para obtener un resultado aiin mas amplio. No obstante no todos ellos
generarian cambios en las intuiciones que se obtendrian.

El primer supuesto es que el esfuerzo que se desarrolla es unidimensional e involucra un
aumento en el tamano del pie y un mayor poder de negociaciéon. En términos generales lo
que se obtiene es que existe un esfuerzo destinado a aumentar el monto a repartir (esfuerzo
productivo) y una realizado para aumentar la probabilidad de manejar la agenda (esfuerzo
improductivo). El primero se denominara esfuerzo productivo y se denotara por £ y el
segundo se llamara esfuerzo improductivo y serd representado por 7. Debido a que son
esfuerzos distintos, tienen asociados costos distintos, ¢ y ¢ respectivamente.

En este trabajo se asume una relacion particular para ambos que esta dada porque el esfuerzo
improductivo tiene un costo nulo, ¢V = 0, y la cantidad maxima que se puede realizar debe
ser menor o igual al esfuerzo improductivo, es decir, e > eNF. De aqui se sigue que en

equilibrio se tendrd que e’ = &M y que se incurrird en un costo ¢ = ¢ cuando exista
esfuerzo.

La razén intuitiva que sustenta la eleccion de dicha relacion entre esfuerzos es que se esta en
un ambiente legislativo pequeno, donde la labor de asesor esta acompanada por la de lobbista,
por lo tanto se trata de la misma persona quien realiza la actividad de entregar mejoras al
proyecto y de generar mayor poder de negociacion.

La variacion que se espera de los resultados es que mientras se esté en la fase de construccion
no se realice esfuerzo improductivo porque se sabe que no habra acuerdo al final del periodo.
No obstante debe ir aumentando dicho esfuerzo cuando se va volviendo més atractivo ser el
proposer. Esta intuiciéon no contradice los resultados encontrados en este trabajo.

El segundo supuesto importante desarrollado es que solo se aplica regla de unanimidad. Al
desarrollar el modelo para una mayor cantidad de jugadores se podria implementar una regla
de k-mayoria, lo que generaria que en el momento que se llega a acuerdo sea ain anterior
al que predice este modelo, lo que suma la intuicion que no solo la competencia produce
ineficiencia, sino que también la pérdida del poder de veto, lo que ya ha sido desarrollado en
trabajos anteriores. Por lo tanto relajar la regla de unanimidad incrementa la intuiciéon de
las ineficiencias que se encuentran en este trabajo.
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Capitulo 3

Ejemplos: Crecimiento Endégeno
Costoso

Para ilustrar los resultados del Modelo General se desarrollaran dos ejemplos, el primero con
una funcién de crecimiento del pie lineal que representa que los esfuerzos realizados al inicio
son igual de significativos de los realizados en los periodos siguientes, y un segundo ejemplo
con un crecimiento a tasa decreciente, que intenta representar que a medida que el proyecto
va mejorando, para cada aporte el crecimiento marginal serd menor, es decir, que es mas
costoso desarrollar mejoras significativas.

3.1. Ejemplo 1

Se considerard una funcién de crecimiento s(e) = 5+ 6e, donde e = 1 si alguno de los agentes
realiza esfuerzo en el periodo ¢t y e = 0 si ninguno de los agentes lo realiza. El costo del
esfuerzo serd ¢ = 1 y se descuentan los pagos futuros a una tasa é = 0,9.

Iteracion:
Lo primero que se debe hacer es encontrar el punto de inicio para aplicar Backward Recursion,
es decir el minimo e que cumple [i;) — c} > [@} lo que se cumple en e = 11, ya que en

dicho periodo se verifica que 37,50 > 37,35 mientras que en e = 10 se tiene 34,50 < 34, 65.
Por lo tanto, se sabe que en e = 11 se llegara a acuerdo en Estrategias Puras.

e = 10:

Luego, se procede en e = 10. El valor de continuacién (descontado) en este periodo seré:

SVE(5(10)) = 6 [3(11) - c] ~0,9 [727 - 1} — 33,75

2
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Conociendo §V¥(s(10)) se sabe que se llegara a acuerdo, ya que al comprobar si se cumple
200 > §VE(5(10)), se tiene 35,50 > 33, 75.

Sabiendo que se llega a acuerdo se puede ver que el Equilibrio es en Estrategias Puras, ya
que al verificar @ — 1> 6VE(s(10)), se tiene 34,50 > 33, 75.

e=209:

Se procede en e = 9. El valor de continuacién (descontado) en este periodo sera:

SVE(s(9)) = 6 [ng - c] = 0,9 {721 - 1} = 31,05

Conociendo 0V F(s(9)) se sabe que se llegard a acuerdo, ya que al comprobar si se cumple
@ > 6VE(s(9)), se tiene 32,50 > 31, 05.
Sabiendo que se llega a acuerdo se puede ver que el Equilibrio es en Estrategias Puras, ya

que al verificar @ —1>6VE(s(9)), se tiene 31,50 > 31,05.

e =8&:

Se procede en e = 8. El valor de continuaciéon (descontado) en este periodo sera:

SVE(s(8)) =6 [5(29) — c] =0,9 [625 — 1] = 28,35

Conociendo 0V (s(8)) se sabe que se llegard a acuerdo, ya que al comprobar si se cumple

®) > 5V (5(8)), se tiene 29,50 > 28, 35.

Sabiendo que se llega a acuerdo se puede ver que el Equilibrio es en Estrategias Puras, ya

que al verificar *® — 1 > §VF(s(8)), se tiene 28,50 > 28, 35.

e=1T:

Se procede en e = 7. El valor de continuacion (descontado) en este periodo sera:

SVE(s(7)) = 6 [3;8) - c] — 0,9 [529 - 1] _ 95,65

Conociendo 6V (s(7)) se sabe que se llegard a acuerdo, ya que al comprobar si se cumple
% > 6V E(s(7)), se tiene 26,50 > 25, 65.
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Sabiendo que se llega a acuerdo, se puede comprobar que el Equilibrio es en Estrategias
Mixtas, ya que al verificar = (7) — 1 < §VE(s(7)), se tiene 25,50 < 25, 65.

Por lo tanto, para poder calcular las probabilidades de la Mixta, se debe saber qué pasa en
el periodo e = 6, situacién que no es directamente verificable, por lo que se aplicard Guess
and Verify.

Se partira asumiendo que en el periodo e = 6 también se llegara a acuerdo, por lo que el
valor de p sera:

[s(e) = 0VE(s(e) — ] = [*51]  [s(1) = VE(s(7) = ] — [*]
e s(6)

b= s(e)  s(e=1) 7)_5 )
2 2
(53 — 25,65 — 1] — | 4]
p= 53 47 =0,9
2 2

Ahora se, debe verificar si el Guess inicial es correcto, para lo cual se traslada el juego a
t = 6, y se calcula el valor de continuacion.

V(o) = 11 (607~ =) )+ () )]
SVE(s(6)) = 0,9 [(1 —0,95) (53 — 25,65 — 1) + 0,95 <523 _ 1)} 92,99

Luego se comprueba que era correcto ya que la condicién 212 ) > §VE (s(6)) se cumple, ya que
se tiene 23,50 > 22,99.

Se pasa al periodo anterior sabiendo que las probabilidades asociadas a la Mixta son {0, 05; 0, 95}.

e =06:

Se procede en e = 6. El valor de continuacion (descontado) en este periodo sera:

sVE(s(6)) =6 [(1 —p) (3(7) —§VE(s(7)) — c) +p (S(;) - c)]
SVE(5(6)) = 0,9 [(1 —0,95) (53 — 25,65 — 1) + 0,95 (523 - 1)} — 22,99

el que ya fue calculado en el paso anterior.

También, gracias al periodo anterior se sabe que en e = 6 se llegarda a acuerdo, y por mo-
notonia se sabe que serda en Estrategias Mixtas, por lo tanto para poder calcular las pro-

33



babilidades de la Mixta, se debe saber qué pasa en el periodo e = 5, situaciéon que no es
directamente verificable, por lo que se aplicard Guess and Verify nuevamente.

Se partird asumiendo que en el periodo e = 5 también se llegara a acuerdo, por lo que el
valor de p sera:

[s(e) = 8VE(s(e)) — ] — [451]  [s(6) - 6VE(s(6)) — ] — [*2]
e s(

b= s(€) _ s(e=D) s©) _ s()
2 2
[47 — 22,99 — 1] — |4
p= " [2}:0,84
2 2

Ahora se, debe verificar si el Guess inicial es correcto, para lo cual se traslada el juego a
t =5, y se calcula el valor de continuacion.

SVE(s(5)) =6 l(1 —p) (s(6) = 6V(s(6)) — ¢) +p (‘9(26) - c)]
5VE(s(5)) = 0,9 [(1 —0,84) (47 — 22,99 — 1) + 0, 84 <427 _ 1)} — 90,32

Luego se comprueba que era correcto ya que la condicién @ > §VE(s(5)) se cumple, ya que
se tiene 20,50 > 20, 32.

Se pasa al periodo anterior sabiendo que las probabilidades asociadas a la Mixta son {0, 16;0, 84}.

e =5:

Se procede en e = 5. El valor de continuaciéon (descontado) en este periodo sera:

VES) =3 (1) (50) - VEs0) o)+ () o)
§VE(s(5)) =0,9 [(1 —0,84) (47 —22,99 — 1) + 0, 84 <427 — 1)} = 20,32

el que ya fue calculado en el paso anterior.

También, gracias al periodo anterior se sabe que en e = 5 se llegard a acuerdo, y por mo-
notonia se sabe que serd en Estrategias Mixtas, por lo tanto para poder calcular las pro-
babilidades de la Mixta, se debe saber qué pasa en el periodo e = 4, situacién que no es
directamente verificable, por lo que se aplicard Guess and Verify nuevamente.

1. se partird asumiendo que en el periodo e = 4 también se llegara a acuerdo, por lo que
el valor de p sera:
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p= s(e) _ s(e=1) - s() _ s(4)
2 2 2
[41 —20,32 - 1] — |¥
p= ST M:o,??,
2 2

Ahora se, debe verificar si el Guess inicial es correcto, para lo cual se traslada el juego
a e =4, y se calcula el valor de continuacién.

SVE(s(4)) =6 [(1 —p) (s(5) = 6VE(s(5)) — ¢) +p (3(25) - cﬂ
SVE(s(4)) =0,9 [(1 —0,73) (41 — 20,32 - 1) +0,73 (421 — 1)] = 17,59

Luego se comprueba que era incorrecto ya que la condicién 22 > §VZ(s(4)) no se cum-
ple, ya que se tiene 17,50 < 17, 59.

2. Ahora, ya que se comprobd que 1. es incorrecto, necesariamente se tendra que no se
llega a acuerdo si el pie no crece, por lo tanto el valor de p se calcula de la siguiente
ecuacion cuadratica:

P [(5 (S(;) + 5VE(S(5)))] +p [(5 (s(5) — 6VE(s(5)) —c) — %5) + [s(5) =26V F(s(5)) — ¢] =

desde donde los resultados son p; = 0,72 y py = 20,00, pero solo se considerara el
primero ya que el otro esta fuera del rango [0, 1].

Dado que el punto 2. es correcto, se pasa al periodo anterior sabiendo que las probabilidades
asociadas a la Mixta son {0, 28;0, 72}.

e = 4:

Se procede en e = 4. El valor de continuacién (descontado) en este periodo sera:

V() =5 (1= ) (s5) = VE) o)+ () o)

SVE(s(4)) = 0,9 [(1 —0,72) (41 — 20,32 — 1) + 0,72 <421 _ 1)} 17,59

Se sabe, gracias al periodo anterior, que en ¢ = 4 no se llegarda a acuerdo. Por lo que se
jugara una Mixta, cuya probabilidad p se calcula de la siguiente forma:

D= VR le) —oVE(s(e— 1)) - GVE(s(e)) — 6 [VE(s(e)) — d]
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c

P SE(s) — 8 pVE(s(@) —

= 0,62

Con esto se pasa al periodo t = 3 sabiendo que las probabilidades asociadas a la Mixta son
{0,38;0,62}.

e=3:

Se procede en e = 3. El valor de continuacién (descontado) en este periodo serd el de no
llegar a acuerdo en e = 4:

OVE(s(3)) = 6 [0V F(s(5)) — ¢| = 0,9[17,59 — 1] = 14,93

Se sabe, por monotonia, que en e = 3 no se llegara a acuerdo. Por lo que se jugara una Mixta,
cuya probabilidad p se calcula de la siguiente forma:

C C

P = VB — oV E(s(e — 1))~ 3VE(s(e)) — 6 0VE(s(e)) — ]

c

P SVE(s(3) — 8 pVE(s@) —

= 0,58

Con esto se pasa al periodo e = 2 sabiendo que las probabilidades asociadas a la Mixta son
{0,42;0,58}.

e=2:

Se procede en e = 2. El valor de continuacion (descontado) en este periodo sera:

OVE(s(3)) =6 [0VF(s(4)) — ¢| =0,9[14,93 — 1] = 12,54

Se sabe, por monotonia, que en e = 2 no se llegara a acuerdo. Por lo que se jugara una Mixta,
cuya probabilidad p se calcula de la siguiente forma:

D= VR le) —oVE(s(e— 1))+ GVE(s(e)) — 6 [VE(s(e)) — d]

P SVE((2) — 0 pVE(s(@) —

= 0,54

Con esto se pasa al periodo e = 1 sabiendo que las probabilidades asociadas a la Mixta son
{0,46;0,54}.
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e=1:

Se procede en e = 1. El valor de continuacién (descontado) en este periodo sera:

0VE(s(2)) = 6 [0VF(s(3)) — ¢| = 0,9[12,54 — 1] = 10,39

Se sabe, por monotonia, que en e = 1 no se llegara a acuerdo. Por lo que se jugara una Mixta,
cuya probabilidad p se calcula de la siguiente forma:

C C

P = R — oV Es(e = 1)) . 3VE(s(e)) = 6 PV E(s(e)) —

C

P SR S VR

= 0,48

Con esto se pasa al periodo e = 0 sabiendo que las probabilidades asociadas a la Mixta son

{0,52;0,48}.

e =20:

Se procede en e = 0. El valor de continuaciéon (descontado) en este periodo sera:

aVE(s(1)) = 6 [0V F(s(2)) — ¢| =0,9[10,39 — 1] = 8,45

Se sabe, por monotonia, que en e = 0 no se llegara a acuerdo. Por lo que se jugara una Mixta,
cuya probabilidad p se calcula de la siguiente forma:

P = SR oV Es(e— 1)) T VE(s(e)) — 6 0VE(s(e)) — ]

p=1- JVE(s(0)) — 0 [6VE(s(0)) — ¢

= 0,43

con lo que termina la iteracion y se sabe que las probabilidades asociadas a la Mixta son
{0,57;0,43}.

Resultado:

Con el procedimiento descrito se tiene el Perfil Completo de Equilibrio, con todos los valores
calculados, los que se resumen en la siguiente tabla:
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Probabilidades de la Mixta . .
e é5e llega a Acuerdo? 1p . P{e:] sV E{s(e))
1] no 0,57 0,43 2,55 8,45
1 no 0,52 0,48 6,01 10,39
2 no 0,46 0,54 10,46 12,54
3 no 0,42 0,58 14,07 14,93
a no 0,38 0,62 17,41 17,59
5 si 0,28 0,72 20,68 20,32
6 si 0,16 0,34 24,01 22,99
7 si 0,05 0,95 27,35 25,65
8 si 0 1 30,65 28,35
3 si 0 1 33,95 31,05
10 si 1] 1 37,25 33,75
11 si 1] 1 40,55 36,45
12 si 1] 1 43,85 39,15
13 si 0 1 47,15 41,35
14 si 0 1 50,45 24,55
15 si 0 1 53,75 47,25

Figura 3.1: Resumen Ejemplo 1.

Ademas se puede notar claramente que las probabilidades de aportar, p, y los valores de
continuacion son crecientes en el tiempo. Esto se puede ver en las Figuras 4 y 5.

Probabilidad de Aportar

1,20

1,00 /
0,50 /
= 0,60

0,40

0,20

0,00

Figura 3.2: Ejemplo 1: Probabilidad de Aportar en el Tiempo.

Valores de Continuacion

50,00
45,00
40,00

—

~— 3500

= 3000

— 2500

-

. 2000

o 15,00
10,00

5,00

Figura 3.3: Ejemplo 1: Valor de Continuacién en el Tiempo.
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Se debe notar que no necesariamente se terminaria en el periodo 4, sino que si es que nunca se
realiza el juego {0,0} de la Mixta, se terminard el juego ahi, pero si es que en algin periodo
resulta que nadie aporta, entonces se repetira dicho periodo.

Ademas, aparte de saber que el juego deberia terminarse en e = 4, es necesario conocer el
Perfil Completo del juego, incluidos los Equilibrios off-the-path ya que entregan una intui-
cion de como se desarrolla una negociacion en términos reales, es por ello que es interesante
reportar los resultados al menos hasta que se comienza a jugar Estrategias Puras.

3.2. Ejemplo 2

Se considerara una variacion del Ejemplo 1, en la que se considera una funcién de crecimiento
coOncava, lo que da la intuiciéon de que hacer contribuciones significativas es cada vez mas
costoso a medida que el pie va creciendo. La funcién a considerar es s(e) = 5 + 5¢%8, donde
e = 1 si alguno de los agentes realiza esfuerzo en el periodo t y e = 0 si ninguno de los
agentes lo realiza. El costo del esfuerzo serd ¢ = 1 y se descuentan los pagos futuros a una
tasa 0 = 0,9.

La iteracion que se realiza en el juego es simétrica a lo mostrado en el Ejemplo 1, y da como
resultado el siguiente Perfil de Estrategias de Equilibrio.

Probabilidades de la Mixta . -
e éSe llega a Acuerdo? Tp o 1[{’) 5V E(g(g))
o no 0,70 0,30 4,80 6,20
1 no 0,63 0,37 7,36 7,89
2 si 0,48 0,52 9,81 9,64
3 si 0,35 0,65 11,94 11,25
a i 0,19 0,81 14,03 12,71
5 si 0,05 0,95 16,00 14,16
5] si 1] 1 17,86 15,60
7 si 1] 1 19,66 17,01
8 si 0 1 21,41 18,39
g si 0 1 23,12 19,74
10 i 0 1 24,30 21,06
11 si 1] 1 26,44 22,36
12 si 1] 1 28,05 23,065
13 si 0 1 29,64 24,91
14 si 0 1 31,20 26,16
15 i 0 1 32,74 27,39

Figura 3.4: Resumen Ejemplo 2.

Este ejemplo sirve para ilustrar que con una funcién céncava, en vez de una lineal, los
jugadores anticipan que a medida que se realizan los esfuerzos es mas dificil hacer aportes
significativos, esto es simétrico a pensar que el costo de realizar los aportes es mas grande,
lo que lleva a que el aumento de los valores de continuacién sea bajo. Ademas, el pago de
hoy partira siendo mayor que en el caso lineal, debido a que se le paga poco al jugador rival,
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pero a medida que crece el pie este pago sera menor que en el Ejemplo 1 porque el valor de
s(e) aumenta poco. Esto lleva a que los jugadores consideren éptimo llegar a acuerdo antes,
en los periodos que es fuertemente creciente el pie.

Por otro lado, dado que en el modelo de crecimiento concavo es mas alto el pago de hoy
en un comienzo, la disposicién a realizar esfuerzo (es decir, p) es menor en un comienzo,
pero crece rapidamente ya que se no se quiere llegar a los periodos donde es muy costoso
hacer aportes significativos. Esto significa que la disputa por ser el proposer comienza antes,
ya que dado que el valor de continuacién crece poco, se vuelve atractivo disputar el monto
s(e) — dVE(s(e)) mas rdpidamente.

Finalmente, estos ejemplos muestran que la anticipacién que hacen los agentes sobre el re-
sultado del esfuerzo, o lo costoso de estos, determina el periodo en que se llega a acuerdo, lo
que va en direccion de que a medida que se vuelve mas costoso el futuro, se llega a acuerdo
antes.

En la Figura 5 se muestra la diferencia de periodos en que se llega a acuerdo para ambas
funciones.

Tipos de Crecimiento

120,00
100,00 /4
80,00 /
60,00
=—Crecimiento concavo
w—crecimiento lineal

40,00

crecimiento

x

20,00

)

0,00

a

€ concavo € lineal

Figura 3.5: Periodo en que se llega a acuerdo segin s(e).
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Conclusion

Al analizar el modelo de Negociacion Secuencial en que se tiene un monto a repartir que
no es fijo en el tiempo, si no que endbégenamente creciente se obtienen resultados bastante
interesantes para entender la dindmica de esta clase de juegos.

El Modelo Basico, si bien es una simplificacién del problema a tratar, permite analizar la
situacion en que un grupo de legisladores no necesita la unanimidad para repartir los pagos
de un proyecto, sino que un porcentaje menor de los votos. Esto da interesantes intuiciones
sobre el periodo 6ptimo en que deberia terminar el juego, en particular, en dicho caso se ve
que a medida que se necesita un menor porcentaje de votos para aprobar el proyecto, se llega
al término del juego mas rapidamente, ya que los agentes poseen un menor poder de veto
por el hecho de que en los periodos futuros podrian quedarse fuera del pacto que se lleva los
beneficios, lo que hace que estén dispuestos a aceptar un pago menor hoy. Este resultado es
ineficiente, ya que el acuerdo se alcanza en un periodo en que el tamano del pie no corresponde
al Optimo Social. Esto ha sido estudiado por Merlo and Wilson (1995), Eraslam and Merlo
(2002) y Torres (2013), quienes han atribuido dicha ineficiencia a la pérdida de poder de veto
y a la incertidumbre del tamano del pie.

El Modelo General propuesto permite entender la dinamica cuando son los propios jugadores
quienes pueden hacer crecer el monto a repartir, para lo cual deben hacer un esfuerzo costoso,
pero el que aumenta sus posibilidades de manejar la agenda de negociacion. De este modelo
se concluye que los jugadores pasan primero por una fase de construccion del pie para luego
llegar a una fase en que se llega a acuerdo y el juego termina.

Ademas se obtiene del modelo que los esfuerzos van aumentando a medida que el monto a
repartir crece, hasta llegar al maximo esfuerzo posible. Esto se debe a que existen dos efectos
principales que motivan la realizacién del esfuerzo: el primero es querer llegar a repartir el
monto sin caer en ineficiencias dadas por tener periodos sin crecimiento, y el segundo es la
posibilidad de ser el proposer, situacion que entrega beneficios mas altos que ser el jugador
rival.

Cuando el tamafio del pie es pequeno domina el primer efecto, ya que el beneficio por ser el
proposer no es tanto, y dejar pasar periodos son crecimiento no es tan costoso. Esto genera
que se realice un menor esfuerzo, pero a medida que va aumentando el pie se va volviendo
mas costoso dejar pasar periodos sin crecimiento y se vuelven mas atractivas las ganancias
por ser el proposer. Esto significa que comienza a ser dominante el segundo efecto descrito, lo
que va acompanado de un aumento paulatino de los esfuerzos hasta llegar al maximo posible.

41



Al analizar cual deberia ser el comportamiento socialmente éptimo, se ve que se alcanza
un acuerdo cuando el tamano del pie no crece tanto como lo socialmente deseable. Esta
ineficiencia social se expresa a pesar de la regla de unanimidad, lo que es novedoso en la
literatura. En este caso la ineficiencia se debe a la competencia costosa que enfrentan los
jugadores, lo que hace que cuando el proposer tenga que decidir si terminar el juego o pasar
al siguiente periodo se incline por la primera alternativa, debido a que dado que existe
competencia costosa por ser quien reparte, en el proximo periodo tendra que volver a hundir
el costo ¢ para ser el proposer, y ni siquiera esto asegura que lo sea. A esto se suma que los
esfuerzos realizados no seras considerados en la préxima ronda, lo que supone un problema
de Hold-Up que el agente quiera evitar. Todo esto genera que su valor de continuacion
sera comparativamente bajo.

Una de las causas de que exista el problema de Hold-Up, es porque no existe la posibilidad de
realizar ningin tipo de coordinacion ni contratos verificables entre los jugadores, que aseguren
un resultado minimo por los aportes realizados para cada uno.

La dindmica del crecimiento del pie, los esfuerzos crecientes y la ineficiencia provocada por
el Hold-Up, no han sido descritas anteriormente en la literatura, ya que el contexto en que
los jugadores hacen crecer el monto a repartir endégenamente no ha sido estudiado.

42



Bibliografia

[1]

Jeffrey S Banks and John Duggan. A bargaining model of collective choice. American
Political Science Review, pages 73-88, 2000.

David P Baron and John Ferejohn. Bargaining and agenda formation in legislatures.
The American Economic Review, pages 303-309, 1987.

David P Baron and John A Ferejohn. Bargaining in legislatures. The American Political
Science Review, pages 1181-1206, 19809.

Ken Binmore, Ariel Rubinstein, and Asher Wolinsky. The nash bargaining solution in
economic modelling. The RAND Journal of Economics, pages 176188, 1986.

Hiilya Eraslan. Uniqueness of stationary equilibrium payoffs in the baron—ferejohn mo-
del. Journal of Economic Theory, 103(1):11-30, 2002.

Hiilya Eraslan and Antonio Merlo. Majority rule in a stochastic model of bargaining.
Journal of Economic Theory, 103(1):31-48, 2002.

Werner Giith, Peter Ockenfels, and Markus Wendel. Efficiency by trust in fairness?
multiperiod ultimatum bargaining experiments with an increasing cake. International
Journal of Game Theory, 22(1):51-73, 1993.

Antonio Merlo and Charles Wilson. A stochastic model of sequential bargaining with
complete information. Econometrica, pages 371-399, 1995.

Salvador Valdés Prieto and Sebastian Soto Velasco. ;cémo fortalecer la labor legislativa
del congreso? propuesta para un nuevo sistema de asesoria parlamentaria. FEstudios
publicos, (114):53-88, 20009.

Ariel Rubinstein. Perfect equilibrium in a bargaining model. Econometrica, pages 97—
109, 1982.

John Sutton. Non-cooperative bargaining theory: An introduction. The Review of Eco-
nomic Studies, 53(5):709-724, 1986.

Sergio Toro Maureira, Carolina Acevedo de la Harpe, and Kimberling Matamala Rosales.

Quebrando paradigmas en contextos presidencialistas: Un examen sobre la capacidad
legislativa en chile. Revista Ibero-Americana de Estudos Legislativos, 1(1):102-110, 2011.

43



[13]

[14]

[15]

Juan Pablo Torres Fuentealba. Negociaciones y retrasos ineficientes. 2013.

Huseyin Yildirim. Proposal power and majority rule in multilateral bargaining with
costly recognition. Journal of Economic Theory, 136(1):167-196, 2007.

Huseyin Yildirim. Distribution of surplus in sequential bargaining with endogenous
recognition. Public Choice, 142(1-2):41-57, 2010.

44



Anexo A

Proposiciéon 1 En todos los periodos t > t* se llegara a acuerdo, y el Equilibrio serd que el
proposer ganard V (t) = s(t) — (k — 1)5@ y que los k — 1 elegidos en cada periodo tendran

un pago de V(t) = 5@.

DEMOSTRACION. Lo que se mostrara es que para cualquier valor de t > t* sera 6ptimo llegar
a acuerdo desde el punto de vista del proposer. Para ello basta ver que el pago de llegar a
acuerdo en t es:

V(t)=s(t) — (k—1)6VE(t+1)
Si desea continuar, su pago sera:

) w si llega a acuerdo en ¢t + 1
) 5@ si llega a acuerdo en t + 2

V(t)=0VE(t+1) =40 (5 [(5@}) si llega a acuerdo en t + 3

n

St s(t+1)

— si llega a acuerdo en [

Luego, tomando la generalizacion, si es que no quisiera llegar a acuerdo en t se debe cumplir:
s(t) — (k—1)0VE(E+1) < sVE(t +1)

s(t) s(t+1)
k <d n

Pero, notando que siempre se cumple:

s(t)  s(t)
STk )

Luego, tomando y , y multiplicando cada término por §' se obtiene:
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, es decir,

§ts(t) < 6" s(t+1)
& BS(t) < BS(t+1)

lo que no se puede cumplir para un valor ¢ > t* dado que t* es el méximo de la funcién BS(t)
y a partir de ahi la funcién es decreciente.

Por lo tanto, el Equilibrio de cada uno de los Subjuegos siguientes es llegar a acuerdo, y
el pago serd V (t) = s(t) — (k — 1)5% para el proposer y V(t) = 5% para los k — 1
jugadores que reciban un pago no nulo.

]

Proposiciéon 2 El Perfil de Estrategias de Equilibrio es mono6tono en en hecho de llegar o
no a acuerdo, es decir, sea t’' el primer periodo en el que se llega a acuerdo, entonces en todo
t > t' se llegara a acuerdo.

DeMOSTRACION. Por el Teorema 1 se sabe que a més tardar el juego se detiene en t*. Su-
poniendo que al aplicar Induccion Reversa se encuentra que t' < t* es el primer periodo en
que no habra detencion, luego, se mostrard que en cualquier ¢ = ¢’ — 1 no habra detencién
tampoco.

En ¢’ se tiene:

s(t) _ st +1)

k - (3)
Luego, en t” se tendra:
(1) = SVE(t+1)=4§ {5@} si no llega a acuerdo
Cs(t) = (k= 1)0VE(t+1) = s(t") — (k—1)6 [6@} si llega a acuerdo

Luego, suponiendo que decide llegar a acuerdo, se tiene:

S(t//)

>0
-

ot )]

n

Lo que no se puede cumplir, ya que de (3) se tiene:
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55(;:) < 525“,; D (5)

Y ademas se sabe que:

BS(t") < BS(t")
o 0" s(t") < 6s(t)

1

desde donde, al multiplicar por w7

en ambos lados, se obtiene:

s(t") s(t)
? <0 k (6)

y juntando y @:

s(t") t s(t' +1)
0— <o |0—=
F0% T [ n
s(t") _s [65(15 +1)1
k n
Lo que contradice . O

Teorema 1 El primer periodo en el que se llega a acuerdo corresponde a t' = [t|, donde t
es el valor que resuelve % =90 S(t—;rl)

DeMoSTRACION. Dada la monotonia expresada en el Teorema 2 se puede saber que en el
conjunto de periodos donde se llegara a un acuerdo se cumple ikt) >0 %, mientras que
donde no se llega a acuerdo se debe cumplir lo contrario, porque, si no fuese asi se tendria,
para un t y t + 1 donde no hay detencion:

e ™

desde donde se puede construir:

y multiplicando por §'n a ambos lados se obtiene:
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§ts(t) > 0" s(t+1)
= BS(t) > BS(t+1)

Lo que no se puede dar, dado que se esta en el sector creciente de la funcion de Bienestar

Social, luego no se cumple ([7)).

Por lo tanto, el menor ¢t que cumple % >0 @ es donde se llega a acuerdo por primera vez.

]

Proposicién 3 A medida que aumenta el valor de k aumenta el valor de , mientras que al
aumentar el valor de n disminuye el valor de .

DemosTRACION. Sea £(k,n) el primer periodo donde se llega a acuerdo. Se mostrard que t(k ) >
0yt <,
t(k,n) . .
1. =57 >0, esto porque al considerar:
s(t) s(t+1)
=9
k n
y derivando a ambos lados por por k:
Os(t+1) 0(t+1) of
ek — s(0) _ g0 i ok
k2 n
N (lf 85(1?)1 éas(f—l— D] s
Ok | ot k mo(dE+1)] Kk
of 9] 5
ok [as(f)l B é@s(f—i—l)} = (8)
otk n a(i+1)

Para mostrar que el resultado en es positivo, se debe notar que:

° ﬁ > 0 siempre.
° [Bg(t )% — %%Sg:ll)) > 0 ya que, debido a la concavidad de BS(t) para t < t*, se sabe
que:

Os(t) - Os(t+ 1)
ot ot +1)

Sabiendo que %’“ < 1 debido a los valores de los parametros, se sabe que:

8sﬂ>8st+1)>(5k83(t+ 1)
ot ot +1) — n 9(t+1)
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Luego, multiplicando a ambos lados por %:

A

10s(t) - 10s(i+1)
k ot n ot +1)

Por lo que se tiene

Os(H) 1 §0s(t+1)

ot 'k no{E+1)

2. % < 0, esto porque al considerar:

s(t) _ 5s(t—|— 1)

n
y derivando a ambos lados por por n:
9s(d) of ds(t+1) 8(t+1) ot n
5 on _ g0t & on" T st+1)
k n?

ot [5 Os(t+ 1) B ds(1) 1] 5s(f+ 1)

on|noE+1)  0f k n2
of PRGD
= on [gas(fﬂ) _ as(f)l] <0 (10)
n O(t+1) ot k

Para mostrar que el resultado en es negativo, se debe notar que:

° 5% > 0 siempre.

9s(f) 1 5 0s(t+1)
° [ i E_E6(f+1)} < 0 por @

O

Proposicién 4 Sea t el primer periodo en el que se llegard a un acuerdo, entonces se cumple
que:

A~

0%t
<0
onok —

DEMOSTRACION. Derivando .
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~ ds(t) ot 1 ds(d) 1 § 9s(t+1) s(t) 9 [9s(t) 1 § ds(t+1)
g (ot\ ([ o7 ﬁﬁ} [ o7 E_ﬁa(fﬂ)b (172%[ oi E_Ea(fﬂ)D
= — == - —— (11)
on \ 0k [Bs(t)l B éas(tJrl)}
otk n a(i+1)
donde se tiene:
9 as(ﬂl_gﬁs(f—l—l) 19 0s(t) R Os(t+1) _}_éé Os(t+1) 0
on| ot k no{E+1)| kon| ot n? 9t +1) non|oE+1)
—_——
=0 >0 =0
Luego, el signo de sera:

>0 <0 >0 >0 >0

—~ =" - - = -

ds(i) of | {as(mdas(tﬂ)} ) e {as(maas(tﬂ)

of on ¥ | [ ot k na({+1) k2 on | of k noi+1)
o (a0 “
On \ Ok {35(1?)1 0 os(i+ 1)}2

ot k no{t+1)
>0
O
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Anexo B

Proposiciéon 5 Existe una cantidad de mejoras € tal que Ve > € se cumple que

>0

2

a partir del periodo donde se cumpla dicha cantidad de mejoras se llegarda a acuerdo en
Estrategias Puras y el pago de continuacion sera el de llegar a Equilibrio inmediatamente en

Estrategias Puras.

DEMOSTRACION. Lo primero es mostrar que efectivamente existe un periodo € que cumple

> 5

s(’é;r 1)]

Reescribiendo se tiene:

s(€) —2c > ds(e+1)

Y multiplicando a ambos lados de 1} por 5e:

0°s(7) — 6°2¢ > 6 's(e 4+ 1)

es decir,

BS(¢) — K(8) > BS(e+1)

reordenando:

BS(é) — BS(e+1) > K (&)

(12)

(13)

(14)

desde donde se puede ver que BS(€) — BS(€ + 1) es una funcién creciente para e > e*, ya

que:

o1



) 0BS(e) 9BS(e+1)
5o (BS(e) = BS(e+1)) = = o

>0

ya que 838(6) > dBS(EH) por concavidad de BS(+).

Por otro lado, K(e) es una funcién decreciente debido a que a medida que aumenta e, dis-
minuye 0¢. Entonces se cumple , lo que prueba que para algin € > e¢* se cumple ([12)).

En segundo lugar, se puede ver que restando dc en el lado derecho de se mantiene la
desigualdad:

(15)

Por tltimo, se debe mostrar que se cumple que efectivamente el valor de continuacion
dV¥(s(€)) corresponde a jugar Estrategia Pura en ¢ + 1. Para ello se debe probar que se
cumple la condicién siguiente en e + 1:

s(e+1)

5 ¢ > sVE(s(e+1)) (16)

lo que significaria que en € + 1 no habrian incentivos unilaterales para ningin jugador de
desviarse de {1,1}.

Para realizar esto, se asumira que 6V ¥(s(¢ + 1)) puede tomar distintos valores, segiin lo que
pasaria en e + 2:

1) sien e+ 2 se llega a equilibrio en Etrategias Puras
SVE(s(+1)) = o[22 — (]

luego, se debe probar que
s(e+1) e [8(64—2) _Cl
2
lo que se cumple siempre para todo ¢ > £ segtin lo mostrado en (15).

2) sien t+ 2 se llega a equilibrio en Estrategias Mixtas

SVE(s(E+ 1)) = 6 | (1— p)(s(e +2) — 5VE(s(E+2) — ) + p <8(52+2> _ C)]

para realizar la demostracion se usard el cambio de variablep=1—¢qy 1 —p = ¢ (con
q < 1), por lo que 6VF(s(¢ 4+ 1)) se puede escribir como:
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SVE(s@E+1)) =0 [(3(5;2) - c) +q (S(g;” — SVE(s(e + 2)))1

Se sabe que el maximo valor que puede tomar g es 1 y que el mdximo valor que puede
tomar (@ — 6VE(s(e+ 2))) es ¢. La razon de lo ultimo es que si es que se juega una
Estrategia Mixta en € + 2, es porque se cumple:

SVE(s(E +2)) > S<€2+ 2 _,
=c> 3(52—1—2) —6VE(s(e+2))

Luego, el mdximo valor que puede tomar K@ - c) +q (@ — oV E(s(e+ 2)))} es
) {@} Entonces se tiene que (por la primera parte):

S(€+1)_C>5

5 > > 0VE(s(e+1))

Por lo tanto se comprueba , lo que significa que el valor de continuacién de € corresponde
a jugar una Estrategia Pura en € + 1. Lo que significa que:

SVE(s(6) = o lsf) - c]

Ademas, como se sabe que se cumple (|12)), se tiene:

8(26) —c>0VE(s(e))
Lo que cumple la condicion de querer llegar~a acuerdo, es decir que se cumpla s(€) —
SVE(s(€)) > dVE(s(€)) o lo que es simétrico i;) > 6V E(s(e)).

Por lo tanto, para todo periodo e > € se llegara a acuerdo jugando la Estrategia Pura {1,1}.

]

Proposicion 6 Los valores de continuacion son crecientes a medida que se realizan los
esfuerzos, es decir, son crecientes en el tiempo.

DEMOSTRACION. Para mostrar este resultado, primero de debe notar que hay tres tipos de
Valores de Continuacién de e. El primero es cuando en e + 1 no habré detencion, el se-
gundo cuando en e + 1 habra detenciéon en Estrategias Mixtas y el tltimo cuando en e + 1
habra detencién utilizando Estrategias Puras.
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e Sies que en e+ 1 hay detencion usando Estrategias Puras, el valor de continuacion toma
la siguiente forma:

Es(e) =a |15

el cual es claramente creciente en e dado que s(-) lo es.

e Si es que en e + 1 hay detencién usando Estrategias Mixtas, el valor de continuacion
toma la siguiente forma:

SVE(s(e)) = o [(1 “p)(se+1) — aVE(s(e+1)) — &) +p <3<62+ D _ C)]

No obtante, para realizar la demostracién se usara el cambio ed variable p =1 —q y
1 —p=q (con g < 1), por lo que 6VF(s(e)) se puede escribir como:

SVE(s(e)) =0 Ks(eg b _ c) +q (S(62+ D _5vE(s(e + 1)))]

E(s(e |t .
6vE<s<e>>=a[(s<€;” o)+ (‘W “f?f[() }> (e —6vE<s<e+1>>)]

SVE(s()) < 6 [(5(6; ) C) . (5VE(S(6+ 1)) — [slett) _ c]> <5(6+ 1))

2 2

5V (s(c)) < 6 [(ﬁ 2 —c) e (WE(S(@“))‘ l<2+ ! _D]

s(e+1)

donde )\ = m > 1. Entonces:

2 2

SVE(s(e)) <0 [)\ (5(6; D _ c) +A (WE(s(e +1)) - [

8(6; D _ c} ﬂ = 0A [0V (s(e + 1))]

SVE(s(e)) < dVE(s(e+ 1))

lo que muestra que es creciente.

Notar que este desarrollo fue hecho asumiendo que se esta en el Caso II. Para el Caso
s(e+1)

IIT lo inico que cambia es que se tendrd A = ———2———
q q s(e;—l) —6VE(S(6))

que también es mayor que 1.
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e Sies que en e + 1 no hay detencion, el valor de continuacién toma la siguiente forma:

SV E(s(e) = 6 [0VE(s(e+ 1)) = ]

donde se puede observar que es decreciente, ya que corresponde al valor de continuacién
menos un término positivo y multiplicado por un término menor que 1, lo que genera

que 6VE(s(e)) < dVE(s(e +1)).

Dado que para cada situacion es creciente, entonces es creciente para todo e.

]

Proposicion 7 El Perfil de Estrategias de Equilibrio del Modelo General es mondtono en
hecho de llegar o no a acuerdo, es decir, sea é el primer periodo en el que se llega a acuerdo,
entonces en todo e > ¢é se llegara a acuerdo.

DEMOSTRACION. Para probar este resultado se mostrard que las funciones i;) y 6VE(s(e))
poseen la propiedad de single crossing, es decir se cruzan una sola vez. Para ello lo primero
que se debe notar es que ambas son crecientes, por lo tanto lo que se probara que para todo
e se tendra que la pendiente de % es mayor que la de 6V (s(e)).

Para hacer esto se hara por casos, es decir, se hara la comparacion para los distintos valores
que puede tomar 6V (s(e)).

e Sies que en e + 1 hay detencion en Estrategias Puras, el valor de continuacién es:

vEs(e) =6 | 1T

0 B 0 (s(e+1)
5 (6VE(s(e))) = 6o <2>

El cual es claramente menor que que %%e) si es que la funcién s(-) es convexa o lineal.

Para el caso en que s(-) es concava también es menor, porque siempre se debe cumplir

que % —c>9 [%e) — c}, lo que significa que s(e) > ds(e + 1), lo que se cumple ssi

s'(e) > ds'(e+1).
Por lo tanto, para este caso siempre es mas creciente % que 6V E(s(e)).

e Sies que en e + 1 hay detencion en Estrategias Mixtas, el valor de continuacion es:

SVE(s(e)) =6 |(1— p)(s(e + 1) — 6VE(s(e + 1)) — ¢) +p <3(€2+1) _ c)}
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No obstante, para realizar la demostracion se usara el cambio de variable p =1—¢q y
1 —p=gq (con g < 1), por lo que 6VF(s(e)) se puede escribir como:

SVE(s(e)) = 6 [(5(6 +1_ c) +q (S(e; D _5vE(ste + 1)))1

2

Luego

SVE(s(e)) = 8 [3(6; b _ c] N [3(6;” VB (s(e + 1))]

Luego basta mostrar que la derivada en funcién de e de ¢ [@ —OVE(s(e + 1))} es
negativa. Para ello se ve:

qé

7‘9(6; D svP(se+ 1))} —5

s(e+1) s(e)

2 2

<5VE(s(e +1)) — {5(627“) - CD (5(627“) —oVE(s(e+ 1)))]

Oe

0 <q6 [s(e; D 5B (s(e + 1))D _

2 (0VEGs(e+1) - & (5] e (252 - 202)

2

| L G = G [(vPste e ) — [258 = o]) (52 - ovZGte + )
[ -]

-6 [(aae (OVE(s(e+1))) - % (S(e; D)) <s<e+1)c_ U)]

2 2

sl(2 (sterny o sy (VEGEr) - 250 — ]\ (oot sy B(s(e + 1))
S\t 2 ) oe\ 2 s(etD) _ s(e) s(exl) _ s(e)
2 2 2 2
Notar que para funciones s(e) lineales o convexas se cumple que (% (@) — % (%))

es positivo, por lo tanto el término completo seria negativo. Si s(e) es céncava se ve que

(a@ (5(e+1)) -2 (ﬁn es negativo, no obstante el término completo sigue siendo me-
e 2 de 2 ’

Nnor (ue Cero, porque se ve que:

— 0VE(s(e+1)) — [@ — c} < ¢, porque si no fuese asi se tendria que §VZ(s(e +

1)) — {@ - c} > ¢ lo que significa que 0VZ(s(e + 1)) > 2 1o que no puede

2
ser porque se llega a acuerdo en e + 1.
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— 2 eH) —6VE(s(e+1)) < ¢, porque si no fuese asf se tendrfa que eH — SV E(s(e+

1)) > ¢ lo que significa que 6VE(s(e + 1)) < 5(6;1)
se llega a acuerdo en e + 1 en Estrategias Mixtas.

¢, lo que no puede ser porque

Entonces, se tiene que:

c OVE(s(e+1)) — [252 — (]
serl) _ s serl) _ 5@
2 2 2 2
y
c s e+1 —0VE(s(e +1))
ser) 5@ cr) _ s
2 2 2 2

Por lo tanto,

c (5VE(5(6 +1)) — {@ — c}) (3 () _ 5V E(s(e + 1)))

ser) s ser) (@ ser) s
2 2 2 2 2 2

ya que ambos términos son menores que 1. Ademads, se ve que:

aae (8V(ste +1))) - 56 (8(6;1)) < aae (8(62+1)> - («i (S(Qe)>

Lo que muestra que para el caso en que en e+ 1 se llega a acuerdo en Estrategias Mixtas
siempre serd ( ) méas creciente que 6V E(s(e)).

e Finalmente, si en el periodo e 4+ 1 no se desea llegar a acuerdo se tendra que:
SVE(s(e)) = 0[oVE(s(e + 1)) — ]

& (5VE(s(e) = 6 (3VE(s(e + 1))

lo que significa que se cumple 2 (5VE( (e ))) <2 (5VE(8(6 + 1))), esto quiere decir
que a medida que no se llegue a acuerdo en e + 1 se tendra una pendiente creciente en
e, que puede llegar hasta el punto en que se llegue a acuerdo, sea en Puras o Mixta. En
otras palabra, en e se tiene una pendiente menor que cuando se llega a acuerdo, por lo
que se tendra que se cumplira que la pendiente de 2 es mayor que la de §VF(s(e)).

Con esto, se concluye que para todo e la pendiente de % es mayor que la de 6V F(s(e)).

La traducciéon de esto es que a lo mas las curvas se intersectan una vez, por lo que seria
monoétono el llegar a acuerdo, es decir, desde que se llega a acuerdo la primera vez, siempre
se haré.
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Proposicion 8 Si es que existe fase de construccion, entonces para el Caso II, la Estrategia
{0,0} nunca serd Equilibrio de Nash.

DeEMOSTRACION. Dado que existe periodo de construccion, significa que en algiin momento
se jugara el Caso III, es decir, se jugara una Estrategia estrictamente Mixta. Debido a la
Proposicién 6 y al Teorema 2, se sabe que en los periodos siguientes solo se podran jugar
Estrategias Mixtas o Pura {1,1}.

]

Proposiciéon 9 El Perfil de Estrategias de Equilibrio del Modelo General es mondtono en el
tipo de Estrategias utilizadas en la fase de acuerdo. Es decir, si existe fase de construccion,
entonces, considerando é el primer periodo en el que se llega a acuerdo y €’ el primer periodo
que se juega Estrategias Puras, luego en todo e € [é,¢ — 1] el equilibrio es en Estrategias
Mixtas y en todo e > €’ el equilibrio se alcanza es Estrategias Puras. Por otro lado, si no
existe fase de acuerdo, considerando é como el primer periodo en que se juega Estrategia
Mixta y €’ el primer periodo que se juega Estrategias Puras, luego en todo e € [0,é — 1] se
juega Estrategias Puras {0,0}, en e € [é,¢ — 1] el equilibrio es en Estrategias Mixtas y en
todo e > ¢ el equilibrio se alcanza es Estrategias Puras {1, 1}.

DEMOSTRACION. Para el caso en que existe fase de crecimiento, basta notar que gracias al
Teorema 1 se sabe que % y 0V (s(e)) se van alejando a medida que e aumenta, por lo
tanto basta notar que % —cy 0V(s(e)) se cruzaran a lo mas una vez y luego comenzaran a
aumentar su diferencia. Luego, primero se llegara a acuerdo en Estrategias Mixtas y después

en Estrategias Puras.

Notar ademas que siempre existird acuerdo en Estrategias Puras, no obstante la existencia
de Estrategias Mixtas depende de las funciones del problema.

Por otro lado, para el caso que no existen fase de crecimiento, se puede ver que la condicién que
se debe cumplir para la existencia de Equilibrio de Nash {0,0} es @ > s(e) =6V (s(e))—c,
es decir, 0¥V (s(e)) > [s(e) - @} —c. De aqui se puede ver que {s(e) — S(GT_I)} —c> L;) —c,
lo que significa que la primera expresién corta a la curva 67V (s(e)) antes que la segunda ex-
presion.

]

Teorema 2 Para los periodos en que se juega Estrategias Mixtas, es decir, Ve € [0,¢' — 1]
se cumple que p; es creciente en los esfuerzos realizados, es decir, es creciente en el tiempo.

DEMOSTRACION. Directo de las Proposiciones 6 y 8. O
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Teorema 3 Para los periodos en que se juega Estrategias Mixtas, es decir, Ve € [0,¢' — 1]
se cumple que p; es creciente en los esfuerzos realizados, es decir, es creciente en el tiempo.

DEMOSTRACION. Primero se mostrara que para el rango de periodos en que no se desea llegar
a acuerdo, es creciente. Para ello notar que la probabilidad de aportar es:

P = SVEGs(e)) —oVE(s(e = 1)) L GVE(s(e)) — 6(6VE(s(e)) — o)

P = SR = ) — e

Dado que 6V (s(e)) es creciente, el denominador serd creciente, por lo tanto s (s(e))c(lf 5750

sera decreciente y, por ultimo, p es creciente.

Ahora se mostrarda que para el rango en que se desea llegar a acuerdo es creciente también.
Se debe notar que existe una diferencia entre el primer periodo é y el resto, por lo que se
partira con el resto.

Primero se debe notar que la probabilidad de aportar para el rango [é + 1,¢’ — 1], es decir, el
rango entre el segundo periodo en que se quiere llegar a acuerdo y se juega mixta y el tultimo,
es:

 [ste) = 8VE(s(e)) - ] - [52)
pP= % . 8(82—1)

Para mostrar que es creciente en el tiempo se mostrara que la pendiente del numerador es
mayor que la del denominador, es decir, o que el numerador aumenta y el denominador de-
crece, o que ambos aumentan o que ambos decrecen. En cualquier caso al ser la pendiente
del numerador mayor que la del denominador, se tendra que p es creciente.

Al derivar el numerador se obtiene:

Js(e) 0 . g
50~ 9s07 (s(e))

_ 0s(e—1)
de 2

mientras que al derivar el denominador se tiene:

dsle) 0sle—1)
OJe 2 de 2
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s(e)

Se puede ver que dado que 2 > 2§V (s(e)), el numerador serd mayor que el denomina-

dor.

Ahora se debe comprobar que incluyendo el periodo é también se tiene que es creciente. Para
ello se usard la probabilidad de no aportar (1 — p), y se mostrard que decrece, es decirse
probara que (1 — pg) > (1 — pey1). Para esto basta notar que:

2

S(2é) _ 5VE< (e _ 1)) s(&) _ s(e=

SVE(s(e)) — |29 — ¢ SVE(s(e)) — |29 — ¢
(1 gy V60 [P _ avEGE) [ }

ya que en & — 1 se tiene que 6V E(s(é — 1)) > & 1), ya que si no fuese asi habria detencion
en ¢ — 1. Luego, se sabe que:

SVE(s(e) = [ —¢] oVE(s(e+1) - |25 — ]

s(8) _ s(e=1)
2 2 2 2

por lo que se tiene que (1 — pg) > (1 — pey1)-

Teorema 4 La primera vez que se llega a acuerdo ocurre antes del Optimo Social.

DEMOSTRACION. Notar que el Optimo Social indica que solo un jugador debe ejercer esfuerzo
en cada periodo. Sin pérdida de generalidad se asumird que es el mismo jugador (Agente 7)
todas la veces. Con ello se sabe que en el momento de la primera detencion se estara en el
()ptimo Social.

El primer momento en que se desea llegar a acuerdo es cuando el pago de hoy (en t) es mayor
al de t + 1, es decir,

s(t) = aV"(s(t)) = oV, (s(t))

es decir,

s(t) = OV (s(t) > 0 [s(t +1) = 6V (s(t + 1) — ]

pero notar que para j se tiene 6V;"(s(t)) = 6 [5VJE(3(2€ + 1))], entonces:
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s(t) — 6 [0V (s(t+1))] = 8 [s(t+1) — sV (s(t +1)) — (]

s(t) >0 [s(t+1)—(]

Entonces, el ()ptimo Social se alcanza en el primer periodo en que se cumple:

s(t) > d[s(t+1)—]

Por otro lado, el primer periodo en que se llega a acuerdo en el Modelo General es:

(1—p)(s(t+1)=6VE(s(t+1)) —c)+p <S(t; b _ c)]

No obstante, para realizar la demostracion se usara el cambio de variablep =1—qgy 1—p =g¢q
(con g < 1), por lo que la ecuacién de recién se puede escribir como:

s [(D g (D sveis )|

2 2 2

o equivalentemente:

s(t) > 6 [s(t+1) — 2c+ 2¢]

donde ¢ = ¢ ( U _ SV E(s(t + 1))) Se debe notar ademas que ¢ < § debido a que en ¢ +1
se llega a acuerdo en Estrategias Mixtas. Luego,

s(t) = 6[s(t+1) — ¢

donde £ es mayor que c. Lo que significa que las curvas s(t) y 0 [s(t + 1) — £] se intersectan
antes que s(t) y d [s(t + 1) — ¢], por lo tanto, la detencién ocurre antes que el Optimo Social.

Nota: la razon de que ¢ es menor que 3 es que @ es:

B c sletl) (WE( (t+1)) <5(t+1)
P\ wvem) T S i)
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lo que se puede escribir como:

c A
o=(5-3)4
donde:
= s(t+1) SVE
=== (s(t+1)) <c
B- S(t; D _sv(st) > ¢

Luego, suponiendo que el valor de A que se tiene es el que maximiza el valor de ¢, el cual
corresponde a:

pero como B > ¢, se tendra que:
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