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EFECTO DE FLUCTUACIONES INTERNAS EN PATRONES Y PAREDES DE
DOMINIO

El objetivo principal de esta tesis fue estudiar el efecto del ruido interno en el limite de baja
intensidad sobre patrones y paredes de dominio entre estados simétricos, particularmente
analizando como afecta el ruido a modos criticos como el de traslacion. Se utilizaron modelos
prototipo y universales, caracterizando la dindmica de sus soluciones mediante el uso de
herramientas de la fisica no lineal, procesos estocasticos y simulaciones numéricas. A su vez,
los resultados obtenidos han sido contrastados con diferentes experimentos.

En el caso de estructuras disipativas, se caracteriz6 la bifurcaciéon precursor-patron, en-
contrando una férmula para describir la dispersion de fase cerca de la inestabilidad, y una
ecuacion de Langevin para la dindmica de fase. Mediante esta ecuaciéon se muestra como al
incluir los efectos de tamano se induce una transicién de bloqueo de fase. Se contrastaron los
resultados con datos experimentales obtenidos de patrones en una pelicula de cristal liquido
con retro-inyeccion optica.

Para el caso de frentes entre estados simétricos, o kinks, el ruido induce un movimiento
Browniano de su posicion. La consideracion del tamano del sistema induce la aparicion de
fuerzas de atraccion hacia los bordes. En el caso de kinks espacialmente no monétonos, la
dinamica de la posicion del kink se caracteriza por fluctuaciones en torno a equilibrios y
saltos abruptos a equilibrios adyacentes. Esta dinamica también es observada en el caso en
que, en lugar de bordes, se consideren inhomogeneidades en los parametros. Adicionalmente,
se estudio el efecto del ruido en la transicion de Ising-Bloch. Para todos los casos, se dedujo
una ecuacion para la posicion de la pared, que da cuenta de la dinamica observada.

Finalmente, cabe destacar que las simulaciones numéricas se realizaron usando una libreria
propia para la resolucién de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de uso general
desarrollada en el contexto la tesis.
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EFFECTS OF INTERNAL FLUCTUATION ON PATTERNS AND DOMAIN WALLS

The main objective of this thesis is to study the effects of additive noise in the limit of low
intensity level on patterns and domain walls between symmetric states, particularly analyzing
how noise affects critical modes such as translation.

Universal and prototype models were used to characterize the dynamics of their solutions
using tools from nonlinear physics, stochastic processes and numerical simulations. In turn,
the results have been contrasted with different experiments.

For dissipative structures, the bifurcation precursor-pattern was characterized, finding a
formula to describe phase dispersion near instability, and a Langevin equation for phase
dynamics. Using this equation is shown as the size effects induces a phase locking transition.
Analytical predictions were contrasted with experimental data obtained from patterns on a
thin layer of liquid crystal with optical feedback.

For the case of fronts between symmetrical states, or kinks, noise induces Brownian motion
on its position. Consideration of system size induces the appearance of attractive forces
towards the edges. In the case of spatially non-monotonic kinks, the dynamics of the kink
position is characterized by fluctuations around certain equilibrium positions and sudden
jumps to adjacent equilibrium position. This dynamic is also observed in the case where,
instead of edges, inhomogeneities are considered in equation parameters. Additionally, the
effect of noise in Ising-Bloch transition was studied. For all cases, appropriate equation for
wall position is deduced, which accounts for the observed dynamic.

Finally, numerical simulations were performed using a adequate library for solving partial
differential equations of general purpose developed in the context of this thesis.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introducciéon General

Esta tesis trata del ruido, y su efecto en estructuras formadas en sistemas macroscopicos.
Llamamos ruido a las fluctuaciones azarosas en las diversas variables que puedan caracterizar
un sistema macroscopico, y llamamos sistema macroscopico a los sistemas conformados por
un enorme nimero de elementos constituyentes. Asi, son ejemplos de estos todos los sistemas
que se pueden observar cotidianamente, incluso, nosotros mismos.

Los sistemas macroscopicos son descritos usualmente por un niimero pequeno de variables
fisicas, pese al gigantesco niimero de grados de libertad que poseen. Esto se logra median-
te la separacion de escalas temporales y espaciales de los fendémenos en los que uno esté
interesado, es decir, entre variables rapidas y variables lentas. Para clarificar esta idea, con-
sideremos un sistema macroscopico como un vaso con agua, el cuél puede ser descrito, entre
otras variables, por su temperatura, variable que es facil de medir, tiene un valor que varia
lentamente en el tiempo, y puede identificarse en equilibrio termodinamico con la energia
cinética promedio de cada atomo. En contraste, la caracterizacion de variables rapidas co-
mo la energfa cinética de cada atomo, ademas de ser una tarea practicamente imposible, no
aporta una caracterizacion mejor respecto a la temperatura en el estudio de fenémenos que
ocurren a escala macroscopica. Cabe notar que la identificacién de muchas de estas varia-
bles macroscopicas, como temperatura, presion, magnetizacion, densidad de carga y masa,
deformacion, por nombrar algunos, fueron anteriores al descubrimiento de los dtomos que
les dan origen, y sin embargo, hasta el dia de hoy se consideran tutiles modelos como el de
los gases ideales o la ecuacion de Van der Waals, que relacionan estas variables en equilibrio
termodinamico. No siempre es posible identificar estas variables macroscopicas con variables
fisicas microscopicas, afortunadamente, esto no representa un gran obstéculo en el estudio
de las mismas.

Estas variables pueden corresponder a escalares o vectores, o ser promovidos a campos
al considerar inhomogeneidades de sus valores en el espacio. Ademas, en sistemas fuera del
equilibrio, estas evolucionan en el tiempo. Sea cual sea el caso, dado que su origen esta en
la dindmica de una enorme cantidad de variables microscopicas, su valor atun en equilibrio



fluctua, haciendo que el ruido sea inherente a ellas. La ley de los grandes ntimeros hace que
en la medida que mas particulas componen un medio, las fluctuaciones decrezcan hasta ser
incluso despreciables en muchos sistemas, donde leyes deterministas proveen una adecuada
descripcion de este. Sin embargo, en otros casos, el ruido aparece como un elemento clara-
mente identificable en la dindmica, como en el conocido caso del movimiento Browniano, e

incluso, es capaz de inducir fenomenos [38], [43, 42} [1§].

Es importante hacer notar que el ruido como un elemento azaroso en los sistemas ma-
croscopicos es un modelo fenomenologico para describir la dinamica cadtica y rapida que
emerge de la interaccion de los elementos constituyentes de un medio, sin que esto signifique,
necesariamente, que tras el sistema modelado no exista una dinamica determinista. En este
sentido, es un ejemplo de como a cada fenémeno del mundo material que la fisica intente
modelar no le corresponde uno y solo un modelo. La pertinencia de un modelo no radica en
si sus hipodtesis son certeras en un sentido profundo, si es que tal certeza se puede definir,
sino, si permite entender y modelar satisfactoriamente un fenémeno.

1.1.1. Estructuras en Sistemas Macroscopicos

Figura 1.1: Patrones en la arena del desierto. Contrario a lo que uno podria esperar, el viento genera una
estructura sumamente ordenada sobre la superficie de la arena. La arena se deposita més rapidamente tras
un refugio del viento, lo que contribuye a aumentar la profundidad del mismo [75].

Los sistemas macroscopicos exhiben una rica variedad de comportamientos y fendémenos
cuando son mantenidos fuera del equilibrio, mediante la inyeccién y disipacion de cantidades
como energia, momento, materia, entre otros. Estos se auto-organizan en llamadas estructu-
ras disipativas [74]. Estas estructuras, como Ilya Prigogine propuso, son una generalizacion
del concepto de estructuras cristalinas de los sélidos para los sistemas macroscopicos fuera
del equilibrio. La arena en el desierto forma patrones al ser la superficie golpeada por el vien-
to, las montanas serpentean por efecto de las mismas fuerzas que las crearon, simplemente
como efecto azaroso de las fuerzas con las que estan en contacto. Estos mismos mecanismos
son también aprovechados por diferentes seres vivos en su desarrollo. Asi por ejemplo, en-
contramos patrones en las conchas de muchos moluscos [75] o las lineas de las cebras. En
el laboratorio, existen interesantes ejemplos de este tipo de estructuras en diversos tipos de
sistemas; la reaccion de Belousov-Zhabotinsky [90] es un ejemplo, donde un reaccion quimica
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oscila y forma patrones. Se generan patrones de convecciéon al someter a un fluido a una
diferencia de temperatura suficientemente alta [89]; Granos forman patrones al ser agitados
a una alta frecuencia [67], entre otros ejemplos. La naturaleza que nos rodea esta invadida
por fendémenos de auto-organizacion.

Figura 1.2: Patrén de pigmentacion en la concha de una Amoria ellioti.

Por otra parte, es muy comun encontrar sistemas donde uno o mas estados de equilibrio
son posibles simultdneamente. Si estos sistemas estan extendidos en el espacio, podemos
imaginar que localmente nos encontremos al sistema en torno a un estado y en otra parte
este en uno diferente, lo que lleva a la formacion de paredes de dominio o frentes, los cuales
exhiben una diversa dindmica espacio-temporal [72} 68, 23]. No en todos los casos estos frentes
corresponden a estructuras disipativas, sin embargo, se presentan comtunmente en sistemas
fuera del equilibrio. Estas estructuras son muy relevantes para caracterizar multiples sistemas
como sistemas con dominios magnéticos [35], procesos de solidificacion dirigida [10], sistemas
Opticos no lineales [21) 46], 20} [70], reacciones quimicas oscilantes [69], medios granulares
fluidizados [5], [60} BT, [62] 61, 58], 59], o dindmica de poblaciones [64, 37, 18], por mencionar
algunos casos.

Es importante notar que tanto las estructuras disipativas como los frentes son fenémenos
intrinsecamente no lineales.

Cuando un sistema se encuentra en un estado estacionario desde el punto de vista de-
terminista, es cuando se puede esperar que las fluctuaciones internas tengan un rol mas
protagdnico al no existir una dinamica determinista manifiesta. En esta tesis se analizara el
efecto del ruido en algunas estructuras extendidas espacialmente en sistemas macroscopicos
fuera del equilibrio, como patrones y frentes, en los limites donde no presentan una dinamica
determinista.



Figura 1.3: Un frente es un concepto bastante general para referirse a dos estados que coexisten y se co-
nectan espacialmente, donde uno puede propagarse sobre el otro. Un ejemplo puede ser una hoja de papel
quemandose, o las dendritas que forma el hielo al propagarse sobre el estado liquido.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo General

Estudiar el efecto aditivo en el limite de baja intensidad en patrones y paredes de dominio,
especialmente estudiando como afecta a modos de traslacion, los cuales en ausencia de ruido
no tendrian din&mica.

1.2.2. Objetivo Especificos

e Estudiar la formacion de patrones bajo la influencia de fluctuaciones internas.

e Estudiar el efecto del ruido en paredes de dominio entre estados simétricos de sistemas
variacionales, los cuales no tienen dinamica propia.

e En ambos casos, estudiar la influencia simultanea de efectos de tamano y ruido.

e El desarrollo de un marco conceptual adecuado para la descripcion de los fendémenos
estudiados.

e Kl desarrollo de herramientas computacionales adecuadas para el estudio numérico de
objetivos anteriores particularmente (pero no restringido a ellos necesariamente).



Capitulo 2

Marco Conceptual

En esta secciéon presentaremos de forma mas bien breve diferentes herramientas y conceptos
necesarios para comprender el trabajo presentado en esta tesis. Si el lector tiene dominio sobre
los métodos utilizado en esta tesis, puede omitir la lectura de esta seccién.

2.1. Herramientas de Sistemas Dinamicos

Un sistema dinamica es definido como una regla para la evolucién temporal en un espacio
de estados, llamado espacio de fase. Ejemplos de estas reglas son los mapas, donde a partir
de un estado n-ésimo—y los anteriores si se quiere—se determina el estado n+ 1-ésimo (como
ejemplo considerar el mapa logistico [80]), siendo en este caso el tiempo discreto. Otro ejemplo
de una regla para la evoluciéon temporal, son las ecuaciones diferenciales. Como ejemplo,
podemos tomar cualquier sistema mecénico que responda a la segunda ley de Newton, donde
la evolucion temporal esta dada por la ecuacion diferencial md?q/dt* = F(q).

En sistemas macroscopicos, los cuales estan compuestos tipicamente por un niimero gigan-
tesco de elementos individuales, cominmente d&tomos, en cuyo caso ese niimero es del orden
del ntimero de Avogadro (~ 10?®), el estudiarlo como sistema dindmico requiere superar la
complejidad dada por la elevada dimension del problema que hace imposible su resolucion
directa. La creaciéon de un marco tedrico apropiado para describir sistemas macroscopicos,
requiere reducir la dimension del sistema, esto se logra eligiendo nuevas variables adecuada-
mente, o dicho de otra forma, una nueva base, tal que permita una clara distinciéon entre
variables activas de otras que son esclavas, en el sentido de que su dindmica sigue a la dina-
mica de las primeras [65]. Un método para obtener esta separacion consiste en examinar la
estabilidad lineal de cada modo. Aquellos cuyas tasas de crecimiento sean positivas, cero o
débilmente negativas dominaran la dinamica (y son llamadas variables lentas o modos criti-
cas) y las demas corresponderan a variables exponencialmente suprimidas (llamadas variables
rapidas). A las primeras se les llama parametros de orden porque dan cuenta del grado de
orden del sistema [65], 53].



2.1.1. Separacion de Escalas

Explicamos como las variables mas relevantes para describir un sistema corresponde a sus
variables lentas, ya que son las que dominan la dindmica. Un ejemplo simple para clarificar
esta idea es considerar un oscilador amortiguado,

dx
- = 2.1
m% = —kx — v, (2.2)

donde x da cuenta de la coordenada para la posicion y v la velocidad. Considerando el
cambio de escala t = y7, podemos reescribir las ecuaciones anteriores como,

1dx

2 _ 2.3
Sdr v, (2.3)
mdv (2.4)
vdr e ’

Tomando el limite sobre amortiguado v > 1, podemos despreciar la dinamica en v, obte-
niendo a partir de la ecuacion (2.4)) que v = —kx /7. Sustituyendo en (2.4)) se sigue,

dx

— = —kux. 2.5
dr o (2.5)

En este limite, la dinamica variable v es rapida respecto a la dinamica de z (dv/dr ~

~vdz/dr), Para escalas de tiempo grande, solo es necesario caracterizar la dindmica de x
como parametro de orden apropiado para el problema.

2.1.2. Bifurcaciones

Los sistemas fisicos habitualmente exhiben transiciones al variar sus parametros. Un com-
portamiento particular puede aparecer para ciertos valores de los parametros, y desaparecer
con otros valores. Estos cambios de comportamiento pueden ser modelados por medio de
bifurcaciones, un cambio cualitativo en la dindmica de un sistema fisico debido a un peque-
no cambio en uno o més variable fisicas [0, 27]. A continuacion se ilustrara esto mediante
ejemplos.

Bifurcacion de Saddle-Node

Esta bifurcacién da cuenta de la creacién de un equilibrio. Consideremos el sistema diné-
mico correspondiente a la forma normal de Saddle-Node (del inglés, punto silla),

&=a?—r, (2.6)



donde r es un parametro. Cuando este parametro es negativo, el sistema estacionario © = 0
no tiene ninguna solucion. Cuando es positivo, existen dos soluciones, x = ++/7. {Y qué pasa
cuando r = 07 Este es el punto de bifurcaciéon, cuando las dos soluciones se crean en este
caso a partir de un punto silla z = 0.

En este ejemplo, vemos dos comportamiento cualitativamente diferente cuando r es posi-
tivo y negativo. Dado que r controla cuando la bifurcacion ocurre, es llamado pardmetro de
bifurcacion. Un ejemplo mecanico simple es una particula de Shilnikov, revisado en referencia

[16].

v

Figura 2.1: Diagrama de bifurcacion de la ecuacién (2.6]).

Bifurcacion de Pitchfork

Esta bifurcaciéon da cuenta de la emergencia de dos equilibrios estables a partir de uno.
Consideremos un sistema dindmico dado por la ecuaciéon de Ginzburg-Landau real sin espacio

b= pxr — 2 (2.7)

donde en este caso pu es el parametro de bifurcacion. Notamos que cuando p < 0, el sistema
s6lo tiene un estado estacionario, correspondiente a u = 0, el cual es estable y se inestabiliza
en 1 = 0, siendo inestable para p > 0, mientras dos nuevos estados estables son creados
r = &, /pi. Esta bifurcacion es llamada de Pitchfork, del inglés, horquilla, por la forma de su
diagrama de bifurcacion.

Ejemplo del esta bifurcacion es el péndulo de Andronov, (ver [66]).

Péndulo Sobre-amortiguado

Los ejemplos anteriores corresponden a inestabilidades, sin embargo, no toda bifurcacion
es una inestabilidad. Como ejemplo, tomemos el péndulo sobre amortiguado mostrado ante-
riormente en En este caso se observa como al aumentar ~ hasta llegar sobre 4, = 2vkm
se pasa de un comportamiento oscilatorio a uno solamente de relajacion.
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Figura 2.2: Diagrama de bifurcacion de la ecuacion (2.7)).

2.1.3. Sistemas extendidos y Bifurcaciones espaciales

Un sistema extendido esta compuesto de un gran ntimero sistemas locales acoplados. Un
ejemplo prototipo de esto es una cadena de osciladores armoénicos, lo que corresponde a un
sistema extendido discreto [76]. Un sistema como un fluido, una cuerda, una membrana,
una soluciéon de reactivos, por nombrar algunos ejemplos, es modelado usualmente como un
sistema extendido, y representado dindmicamente por una ecuaciéon diferencial en derivadas
parciales.

Estos sistemas, tienen como soluciéon de equilibrio la extension natural de los equilibrio na-
turales locales. Asi, también podemos encontrar soluciones inesperadas como como patrones
[74], las cuales emergen como consecuencia de la inestabilidad de un modo espacial.

Veremos un ejemplo de este tipo de bifurcaciones mas adelante cuando exhibamos la
ecuacion de Swift-Hohenberg como modelo prototipo para la emergencia de patrones en

2311

2.1.4. Diagramas de Bifurcacién

Los diagramas de bifurcacion describen esquematicamente las transiciones que sufre un
sistema dindmico cuando un parametro de control es modificado.

Elementos que podemos distinguir en estos diagramas son

e Soluciones estacionarias: Son marcadas como lineas y representan las soluciones
para diferentes valores del parametro de bifurcacion. Soluciones estables se representan
mediante lineas sé6lidas y soluciones inestables mediante lineas discontinuas.

e Punto critico: El punto donde emerge un nuevo comportamiento.

e Punto de Maxwell: En el caso de sistemas con multi-estabilidad, este punto corres-
ponde al valor del parametro de bifurcaciéon donde dos estados son igualmente favorables
desde el punto de vista dindmico.



puntO de punto S
Maxwell criticos

Figura 2.3: Ejemplo de diagrama de bifurcacion.
2.1.5. Funcién de Lyapunov

Una clase de sistema dinamico con interesantes propiedades son los variacionales o gra-
dientes. Estos sistemas, pueden ser escritos de la siguiente manera,

dy
— = —-VU, 2.8
donde U(y) es una funcién escalar que de tratarse de un sistema fisico, cominmente se
identifica el valor de U con la energia potencial del sistema. La principal propiedad de estos
sistemas es que relajan hacia los valores minimos de U. Se puede mostrar facilmente que U
se minimiza en el tiempo proyectando ambos lados de (2.8)) sobre VU
dy dU

2
VU - — — _|VU|?. 2.
1 1 | | (2.9)

En este caso, F = U(y) es una funcion de Lyapunvov para el sistema ([2.8)). En general se
llama a una funciéon F funciéon de Lyapunov si solo si satisface,

%i <0, (2.10)
¢y

donde y(t) es solucion del sistema dinamico ([2.8). Este concepto es generalizable a sistemas
con espacio, donde dado un sistema

ou
i H(u,dy). (2.11)



Este se llamara variacional si existe una accion S tal que,

ou 0S
—=—— 2.12
ot ou’ (2.12)
donde 0/du da cuenta de la derivada funcional, y S tiene la forma,
S = /E(u, 0, )dx (2.13)

2.2. Condiciéon de Solubilidad

Una herramienta fundamental para encontrar ecuaciones que describan la dinamica de un
sistema no lineal es la Alternativa de Fredholm o condicion de solubilidad. Consideremos un
operador lineal L : V — W y el sistema lineal de ecuaciones,

Lv="h (2.14)

Donde v es incognita. Nos preguntamos ; Qué condicion debe satisfacer este sistema para tener
solucion? Para entender este método analicemos un ejemplo simple, tomemos un sistema de

ecuaciones de orden 2
0 3 z\ (b
(0 0) ()= (): 219

Resulta claro en este caso que si by # 0 el sistema no puede tener soluciéon para ningtn
valor de x e y. Luego, la condicién de solubilidad es b, = 0. Se puede construir una regla
general que permita obtener las condiciones necesarias y suficientes para que el sistema tenga
solucion para casos mas complicados, considerando operadores lineales no necesariamente
matriciales. Es trivial que este sistema tiene solucion si solo si b € Im(L), sin embargo, esta
condicion es demasiado compleja de aplicar debido a que en general la dimension de Im(L)
es muy alta. Alternativamente, tomemos ademas un vector u tal que u € ker(L'), donde LT
denota el operador adjunto de L bajo un producto interno arbitrario (), definido como el
operador que satisface para todo f y g,

(L'glf) = (4ILf). (2.16)

De este modo se tiene
ul' =0 = Lu, (2.17)

aplicando producto interno a ambos lados por la izquierda contra u en la ecuacion (2.14)) se
sigue,

(u|lLv) = (ulb) = (Ltulv) =0, (2.18)

por tanto, dado que esto debe satisfacerse para cualquier u € ker(L') se tiene la condicién
de solubilidad [71],
b L ker(L'). (2.19)
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En el ejemplo, podemos ver que el kernel del operador adjunto LT esta dado por {vg =
(0,1)}. Alimponer (vk|b) = 0 bajo el producto interno usual, lleva claramente a exigir by = 0.
Remarcar que esta propiedad es valida para cualquier producto interno que se quiera definir.
Ademés es valida para operadores lineales de toda clase, no solo matriciales.

Cabe notar que esta version de la alternativa de Fredholm es una version ad-hoc para los
problemas habitualmente tratados en fisica no lineal. El origen de este teorema esta en las
matemaéticas, y su planteamiento suele ser mas abstracto que el aqui presentado.

2.3. Patrones

Una estructura que cominmente podemos encontrar en sistemas macroscopicos fuera del
equilibrio son patrones, esto es, una estructura periédica extendida en el espacio en sistemas
macroscopicos fueras del equilibrio [74].

2.3.1. Ecuacién Prototipo para Sistemas con Patrones

Para entender la emergencia de patrones, consideraremos un modelo prototipo, accesible
matematicamente, la ecuacion de Swift-Hohenberg,

O = pu — u® — (g + k*)?u, (2.20)
El parametro de orden u(x,t) es un campo escalar, x y t son coordenadas espaciales y

temporales respectivamente, p es el parametro de bifurcacion y k un parametro que controla
la longitud de onda del patréon que emerge.

u(x,t)

Figura 2.4: Perfil de un patron de la ecuacion de Swift-Hohenberg (2.20)) para p = 0,1.

Uno puede imaginar muchas estructuras periédicas, no obstante, un mecanismo simple y
universal de formacion de estas estructuras se da por medio de una bifurcaciéon espacial tipo
pitchfork de un estado homogéneo. Para entender la emergencia de patrones en este sistema,
estudiaremos la dindmica lineal de cada modo de Fourier en torno a v = 0 introduciendo el
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ansatz (o adivinanza) u(z,t) = ae'? en la ecuacion (2.20)). Al orden lineal se obtiene,
o(q) = p— (¢ = k)2 (2.21)

donde o(q) corresponde a la tasa de crecimiento del modo ¢. La inestabilidad espacial ocurre
cuando o se vuelve positivo para algiin modo ¢. Derivando o respecto a ¢ e igualando a cero,
encontramos que tiene un maximo para ¢. = k, siendo este el modo dominante que tiene la
tasa de crecimiento mayor o(q.) = i, y es también el primero en inestabilizarse cuando p > 0,
y por lo tanto la soluciéon uniforme trivial © = 0 sufre una bifurcaciéon espacial y emerge una
solucién patréon w,(x,t), con k como nimero de onda caracteristico, y una amplitud cerca
de la bifurcacion dada por ag = /p/3, la cual como mostraremos en la siguiente seccion,
aparece mediante una bifurcacion de pitchfork.

AJlk

p-k

Figura 2.5: Grafico de la funcion (2.21)) para o(q)

2.3.2. Formas Normales con Espacio

Una forma normal es una ecuacién que captura la dindmica del modo dominante cerca de
una bifurcacion [34].

Un caso particular de forma normal son las ecuaciones de amplitud, las cuales corresponden
a la forma normal para describir la envolvente de un patrén o una onda, o una oscilacion,
cerca de la inestabilidad espacial [28].

Consideraremos como ejemplo la forma normal para la formaciéon de patrones en la ecua-
cion de Swift-Hohenberg . El primer paso para dar con la ecuaciéon de amplitud es
encontrar la inestabilidad espacial. En la seccion anterior, al exigir o(q) = 0 en la ecua-
cion (2.21)), mostramos que el modo critico corresponde al nimero de onda ¢. = k, para el
parametro critico p. = 0. Siendo este el modo espacial dominante, tomaremos el ansatz,

AX,T)

u(z,t) = Teﬂw +ce. +w? (A, A) + w4, A) + - (2.22)

y con este cambio de variable se busca una ecuacién dindmica para la nueva variable
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0A - -

= (A A) + 1A A) + - (2.23)
donde w!™ y fI"l son proporcionales a monomios de orden n en A y A, y c.c. hace referencia al
complejo conjugado del dltimo término. Simultaneamente construiremos la ecuacion ([2.23))
y el cambio de variable (2.22)) orden por orden, hasta llegar al primer término no lineal
saturante. Consideraremos de momento que estamos justo en el punto critico p =0y A es

una variable lenta espacialmente, por tanto sus derivadas espaciales son despreciables.

Susituyendo el ansatz en al orden lineal en A y A, confirmamos la validez de
nuestro ansatz, y encontramos trivialmente que fI! = 0. A orden cuadratico se tiene
1
V3

donde £ = (9, + k%)? es un operador lineal auto-adjunto bajo el producto interno,

o) = 5 | T f)g)de, (2.25)

2mn

1 .
Lo 4 ﬁaAw[Q]f[” +ee = — ( [tk 4 c.c.> : (2.24)

donde n es un nimero entero. De este modo, e € ker £T. Dado que f! =0, al aplicar la
condicién de solubilidad se tiene trivialmente que f1? = 0. A orden cibico se tiene

1 : 1 . .
Ll = —— (fBleikz e} — —— (433 4 3| A2 A + c.c.) 2.26
N ) =375 A ) (2.26)
reordenando,
1 . )
LBl = —— (Bl |APA + ce) e — —— (A33* 4 ), 2.27
LA ee) o L ) e
Imponiendo la condicién de solubilidad se tiene
B+ ]APA+ce. =0 (2.28)
por tanto fBl = —|AJ|?A. Por otra parte hemos encontrado el primer término correctivo,
1 .
wt () A3k 1 e e, (2.29)

~ 19243k

Dado que fB es un término saturante, este nos basta para caracterizar la dinamica cerca
del punto critico cuando A < 1. Si este término tuviera un signo positivo, habria que con-
tinuar calculando correcciones, considerando para ordenes mayores los términos producidos
por la correccion ciibica.

Unfolding

Ahora podemos considerar el para metro de bifurcacion (lo que es llamado wunfolding).
Consideremos i < 1. Dado que el orden de p es independiente del de A, consideremos
correcciones wi™™ y f™ donde n da cuenta del orden en A y A v m el orden en p. A
orden n =1y m =1 se tiene

Lwh = — (f[l’l] + pA+cc) e (2.30)
Aplicando condicién de solubilidad, se tiene fM1 = pA y wib = 0.
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Unfolding Espacial

Ahora promoveremos a A(t) a una variable lenta del espacio A(x,t), donde 0,4 < 1.
Consideremos correcciones wl™™# y flmll donde n da cuenta del orden en A y A, m el
orden en p y [ el orden en derivadas en x. Al orden n = 1,m =0, y [ = 1 se tiene,

‘Cw[LOvl} — (f[lvovl} + C.C.) eikx (231)

Aplicando condicion de solubilidad, f0U =0y wl% =0. Alorden n =1,m =0,y =2
se tiene, .
Lol = — (FR0A 4 ce - 2k%0,,A) (2.32)

Aplicando condicion de solubilidad, f0U = 2k29,, A y w01 =0

Ecuacion de Amplitud

Uniendo a todas las correcciones encontradas hasta el primer orden saturante, el unfolding,
y el unfolding espacial tenemos, que la nuevas variables A y A se relacionan con la original
u mediante

A(X,T)

u(z,t) = Tei’” +cc. +wB (A, A) + wlPl(A, A) + wb (A, A) (2.33)
+wlt 0 (A A) + w02 (A4, A) + O(A)Y (2.34)
AX,T) 3 3ik 4
= ——Le e+ ———A" +ce. + O(A), 2.35
7 TONGIE (141%) (2.35)

De este modo, la ecuaciéon dindmica para envolvente queda dada por una ecuaciéon de
Ginzburg-Landau,

A
88_15 = pA-— \APA + 2k%0,, A (2.36)
Haciendo el cambio de variable z = v/2kX se tiene
0A

donde las variables y parametros siguen el escalamiento A ~ e, p ~ 2,0, ~ ey Ox ~ €, con
e L.

2.4. Frentes

Sistemas macroscopicos fuera del equilibrio usualmente exhiben coexistencia entre diferen-
tes estados —lo que es denominado multiestabilidad [74]. En sistemas extendidos espacial-
mente, estos estados pueden ser separados por interfases conocidas como frentes o paredes de
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Figura 2.6: Frente propagéndose en un sistema extendido de dominos.

dominio [71], 28, 29]. Un ejemplo heuristico es una fila de dominds; en este caso, reconocemos
dos estados, el domind vertical y el caido; si estéan lo suficientemente juntos, el empujar a uno
induciré un frente que se propagara haciendo que se extienda el estado caido.

Sistemas con simetrias de reflexion discretas pueden tener dos estados equivalentes, las
cuales son conectadas por paredes de dominio que permanecen genéricamente en reposo.
Estaremos particularmente interesados en este trabajo en este tipo de frentes, los cuales
son llamados kinks . La posicion de los kinks al no poseer muchas veces una dindmica
determinista, al ser ambos estados conectados simétricos, representa un caso interesante
para analizar los efectos del ruido. No obstante, la consideraciéon de términos no variacionales
posibilita un rompimiento espontaneo de simetria, situacion en la cual estos frentes adquieren
una velocidad no nula. Este fenomeno es llamado transicion no variacional de Ising-Bloch [26].

2.4.1. Frentes Mond6tonos

El modelo méas simple para describir un sistema biestable es la ecuacion de Ginzburg-
Landau real supercritica [43],
o = pu — u® + Oppu, (2.38)

La variable escalar u(z,t) corresponde a un parametro de orden y {z,t} a las coordenadas
espaciales y temporales respectivamente, p es un pardmetro de control y el tltimo término
corresponde a un término difusivo que da cuenta del acople entre diferentes estados locales.
Segun el contexto fisico en que esta ecuacion sea deducida, el parametro u(z, t) puede corres-
ponder a la magnetizaciéon, campo eléctrico, orientacién molecular promedio, concentracion
quimica, por mencionar algunos. Para valores de p negativos, el sistema exhibe un tnico
equilibrio estable en u = 0. Para valores positivos de p, este estado se inestabiliza y emergen
dos estados homogéneos estables para u = #+,/u. Podemos esperar que a partir de condicio-
nes iniciales arbitrarias emerjan soluciones que conecten los dos estados. Este modelo es del
tipo variacional, y puede ser escrito como,

dF [u]
= _ 2.39
(9tu 5u y ( )
con su correspondiente funciéon de Lyapunov.
1 o Ho4 1y
Flu] = —(O,u)" — = - ) 24
[u] / (2 (Oru) Tk + 1Y dz (2.40)
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Para el caso de una pared de dominio (pared de Ising o solucién kink) la soluciéon tiene
una expresion analitica dada por,

uE(z; A) = £,/ftanh { g(x - A)} , (2.41)

donde A da cuenta de la posicion de la interfaz entre los dos estados, y tenemos que uki(:v =

A) = 0 y el ancho caracteristico de la interfaz esta dado por | = y/2/u. El signo positivo y
negativo describen una soluciéon kink y anti-kink respectivamente. La figura ilustra una
solucion tipo kink, su posicion y la interfaz, respectivamente.

Al ser ambos estados simétricos (y con la misma energia), la solucion la ser trasladada
sigue siendo solucién. De este modo A parametriza una familia infinita no numerable de
soluciones del sistema estacionario de la ecuacion ([2.38)). Otra forma de decirlo, es que se
trata del autovalor del modo de Goldstone 0,uf(z;A) del operador lineal asociado a la
ecuacion ((2.38)).

1 u(x,t) [A

=y

Figura 2.7: Frente entre dos estados simétricos, kink, dado por la expresion (2.41). {A,l} da cuenta de la
posiciéon de la interfaz del kink .

2.4.2. Frentes no Mondtonos

A u(x,t)

Figura 2.8: Frente entre dos estados simétricos conectados mediante una interfaz con oscilaciones amortigua-
das, kink no monétono, {A,l} da cuenta de la posicion de la interfaz del kink.

Una de las principales caracteristicas de los frentes entre dos estados simétricos de la
ecuacion real de Ginzburg-Landau, modelo (2.38)), es que sus kinks son monoétonos, creciendo
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o decreciendo espacialmente (ver Fig. . Muchos sistemas fisicos biestables con estados
simétricos uniformes exhiben interfaces con oscilaciones espaciales amortiguadas soluciones
kink no mondtonos. Ejemplos de esos frentes son observados en capas delgadas cuasi unidi-
mensionales de materia granular fluidizadas sometidas a un flujo periodico de aire [58, 59|,
modelos de dinamica de poblaciones [I§], sistemas predador-presa [64, 32], cadenas de péndu-
los forzados paramétricamente [15], por mencionar unos pocos. Figura muestra un tipico
perfil de un kink no mondétono.

Anteriormente presentamos a el modelo de Swift-Hohenberg como una ecuacién prototipo
de la formacion de patrones en [2.3.1] Por otra parte, esta ecuaciéon es también el modelo mas
simple con kinks no mono6tonos. Mientras la bifurcaciéon espacial ocurre para p > 0,

I:' Patrones

mmm Estados uniformes

Figura 2.9: Diagrama de bifurcacién de la ecuacién de Swift-Hohenberg (2.20)), donde el area oscurecida
da cuenta de la amplitud de los patrones. La linea continua y segmentada dan cuenta de estados uniformes
estables e inestables respectivamente. {u, 11, } corresponden a las bifurcaciones espaciales y el area en verde
corresponde a la inestabilidad espacial del estado u = 0.

Como ya vimos, para p < 0, el sistema solo presenta como solucién un estado uniforme
u = 0, y la emergencia de patrones para g > 0. Si uno contintia incrementando el valor del
parametro ju, encontramos que para p > ¢* ocurre una bifurcacién secundaria de pitchfork
desde el estado u = 0 que genera un nuevo estado uniforme e inestable uy = £/ — ¢* (ver
figura . Esos estados se vuelven estables al seguir incrementando el valor del pardmetro
de bifurcacion para pu = p, = 3¢*/2 [47]. De este modo, para un valor del parametro de
bifurcacién méas grande que g, uno espera observar kinks entre estados uniformes, pero en
este caso, la pared exhibe oscilaciones amortiguadas. La figura muestra un kink tipico
observado en este modelo.

2.4.3. Paredes de Ising y de Bloch

Para conectar estados simétricos podemos considerar dos maneras. Anteriormente vimos
ejemplos en que estos estados son conectados mediante un pared donde el médulo del campo
pasa por cero para pasar desde el estado u, al estado u_ o viceversa. En este caso, los frentes
son llamados paredes de Ising, y no tienen dindmica permanente en el caso variacional. Otra
forma es considerar un campo complejo, y conectar los estados sin que el modulo se anule,
sino, cambie la proyeccion sobre las componentes. Estas frentes son llamados paredes de Bloch
[26]. En el caso de sistemas no variacionales, se puede esperar una dinamica permanente para
este tipo de paredes.

Sistemas con paredes de dominio pueden exhibir transiciones de paredes de Ising en que
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se transforman en paredes de Bloch, transicién de Ising-Bloch, relacionado con un quiebre
espontaneo de simetria [26], dando lugar a interfaces quirales.

1.5 T T T T

0.5

.Ma\
£ 00

-0.5F

-1.5

0 20 40 60 80 100

Figura 2.10: Perfil de una pared de Bloch con quiralidad positiva, donde X da cuenta de la componente real,
e Y de la imaginaria, para la ecuaciéon (2.42)) con los parametros p=1l,v=a=8=0,y v=0,2.

Consideremos la siguiente ecuaciéon de Ginzburg-Landau compleja,

0A -
Fr (n+iv)A+ (1 +ia)0A — (1 +iB)|A]PA + yA, (2.42)

donde 1 mide la distancia de la inestabilidad de Andronov-Hopf, v es el parametro de detuning

o sintonizacion y v es el forzamiento. Cuando los parametros v, o y # son despreciables, la
ecuacion (2.42)) toma forma variacional,

0A  oF
= (2.43)
donde
F /M(W Y2 4 |0 X2 + |0V + %(X2 Y22 (X2 — YY), (2.44)

y A = X +1Y. El sistema variacional tiene como solucion paredes de Ising,

2
Yi(z) = 0, (2.46)

Xi(z) = :I:Wtanh( u—i_’yx), (2.45)

y también paredes de Bloch

Xp(z) = ++/p+ytanh <\/2fyx> : (2.47)

Yp(z) = /i — 3ysech (x/zw) . (2.48)

La pared de Ising existe cuando v > =, = u/3, y la pared de Bloch cuando v < 7.. En

el caso de paredes de Bloch, encontramos dos tipos de paredes segtn la direcciéon en que el

campo rote. Definiremos como quiralidad al valor extremo de Y xy = Y (0) = 4++/u — 3. Este
parametro de orden obedece la siguiente ecuacion.
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(h=31)x—x*=0 (2.49)
que se comporta como /7. — ¥ sobre el punto critico.

Podemos entender perturbativamente el efecto de los términos no variacionales, conside-
rando soluciones de la forma A = Ag(x — A(t)) + w(A, A) donde Ay = X; + iY; bajo la
bifurcacién y Ag = Xp+1Yp sobre la bifurcaciéon, y w corresponde a una correccién pequena.
Reemplazando en ansatz y aplicando condicion de solubilidad se llega a la siguiente ecuacion

dindmica para A,
0A w4y 3
— = — — 2.50
5 = Xy > 2(3ﬂ_7)[ v+ Bu+ (a— )] (2.50)

La velocidad solo esta definida en el caso de paredes de Bloch, y su signo depende del signo
de la quiralidad, por lo que en un mismo sistema, encontraremos tanto paredes propagandose
hacia la derecha como a la izquierda, segin la asimetria de la condiciéon inicial.

2.5. Ruido y Procesos Estocasticos

La descripcion de sistemas macroscopicos fuera del equilibrio, como se mencion6 anterior-
mente, se realiza usualmente mediante un pequeno numero de variable en una aproximacion
de grano grueso (Coarse-grained), determinadas por el efecto colectivo de sus consituyentes,
y su dinamica puede ser modelada por ecuaciones diferenciales. No obstante, estas varia-
bles macroscopicas corresponden a variables lentas, las cuales son obtenidas por medio de la
eliminacion adiabatica de un enorme ntimero de variables rapidas, y por tanto son intrinseca-
mente fluctuantes. En la medida que el niimero de constituyentes aumenta, las fluctuaciones
disminuyen, y pueden ser despreciadas sin que eso perjudique el correcto modelamiento del
sistema. Sin embargo, en muchos sistemas las fluctuaciones son un elemento claramente iden-
tificable en la dinamica, y en tal caso, resulta apropiado el uso de ecuaciones diferenciales
estocasticas, donde se considera, ademas de términos deterministas, términos cuyo valor en
cada instante de tiempo es aleatorio, y del cual s6lo conocemos sus propiedades estadisticas.
Una ecuacion diferencial estocéstica de una variable tiene la forma,

— = fly) + g(y)x(?), (2.51)

donde f(y) corresponde a una fuerza determinista, g(y) da cuenta de la intensidad de la
fluctuaciones y x(t) es una funciéon fluctuante de promedio nulo, y correlacion (x(t), x(t')) =
C(t—t"). Un ejemplo de funcion de correlacion esta caracterizado por un tiempo de correlacion
7 pequeno pero no nulo C(t) = exp (—@) Esto significa que los valores esperados de x(t)
en un instante tienen relacién con momentos anteriores y posteriores, pero que rapidamente
se vuelven casi independiente para tiempos ¢ > 7. Sin embargo, una correlacion de este tipo
resulta dificil de tratar tedricamente, por lo que resulta méas conveniente tomar el limite
7 — 0, el cual guarda realismo fisico para una enorme cantidad de sistemas, debido a que
las fluctuaciones ocurren en una escala microscopica mucho maés rapida que la macroscopica,
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llegando asi al limite de ruido blanco. En general consideraremos ecuaciones diferenciales

estocasticas de la forma,
d
o = 1) +9u)). (2:52)

donde ((t) corresponde a un ruido blanco, i.e. delta-correlacionado (((¢)((t')) = d(t —t') (el
valor de ¢ en un instante de tiempo ¢ no tiene ninguna relaciéon con el valor en un instante
t'sit #t'), y promedio nulo ({(t)) = 0. Este ruido es llamado blanco dado que todas las
frecuencias se manifiestan con la misma intensidad en promedio (al tomar la transformada
de Fourier de la funcion de auto-correlacion, se obtiene una constante) [44]. A diferencia del

caso anterior, que es un ejemplo de ruido coloreado. Durante toda esta tesis se mantendré la
definicion de ((t).

Para sistemas donde se considere ademas la inhomogeneidad de las variables dindmicas,
estas satisfacen ecuaciones diferenciales estocasticas en derivadas parciales,

d

d—ztt = F(u(x,t),0pu, Opzu, . ..) + G(u(x,t), 0pu, Oppu, ... ) (2, 1), (2.53)
donde ((x,t) se modela como un ruido blanco, i.e. delta-correlacionado tanto temporal como
espacialmente (((z,t)((z/,t')) = d(t — t')6(x — 2’). También esta definicion sera conservada
durante toda la tesis.

2.5.1. Movimiento Browniano

El estudio riguroso de los procesos estocasticos se dio tarde en el siglo XIX con el fin
de entender el comportamiento de los mercados y el movimiento Browniano. Robert Brown,
bidlogo y botanico, descubrié en 1827 como particulas de polen disueltas en agua se desplaza-
ban siguiendo trayectorias aleatorias sin razén aparente. Si bien en primera instancia Brown
consider6 que el movimiento se debia que las particulas de polen estaban vivas, ya antes
el mismo fenémeno fue reportado en 1785 por Jan Ingenhousz sobre particulas de carbon
en alcohol. Mas tarde, fue el mismo Brown quién al repetir el experimento con particulas
de polvo concluyé que la razén del movimiento no radicaba en que se tratara de particulas
vivas.

Fue recién en 1905 cuando Einstein entregd una explicacion fisica al fenémeno, tomando
como hipétesis la existencia de atomos —algo sobre lo que en aquello dias atin no habia
consenso: Las particulas son golpeadas constantemente por otras particulas mas pequenas
que se mueven debido a la energia térmica del medio. No obstante, la fuerza ejercida por
los 4tomos no es uniforme, y la presion ejercida sobre los lados puede variar ligeramente en
el tiempo, empujando a la particula de forma azarosa como se observa en los experimento.
Cabe mencionar que antes de Einstein, el matematico Louis Bachelier habia ya estudiado el
movimiento Browniano en 1900.

El modelo mas simple de movimiento Browniano es el proceso de Wiener,

= i) (2:54)
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donde 7 da cuenta de la intensidad de las fluctuaciones. Un conjunto de particulas sometidas
a este tipo de fuerzas tendra un comportamiento difusivo.

Figura 2.11: Trayectorias estocasticas para la ecuacion (2.54)).

2.5.2. Ecuaciéon de Langevin

Esta ecuacion diferencial estocéastica describe el movimiento Browniano de una particula
en un potencial. Su forma general es,

dx
== (2.55)
mS = (@) =+ V), (2.56)

Donde f(z) es una fuerza, v el coeficiente de roce viscoso, m la masa de la particula. De
tratarse de un sistema fisico en equilibrio, podemos identificar la intensidad del ruido 7 con
la temperatura fisica del medio (teorema de fluctuacion disipacion [78]),

n = 2vkgT, (2.57)

Donde kg es la constante de Boltzmann. En esta tésis, encontraremos en ecuaciones de
Langevin en el limite de alta disipacion,

dy

L= Fy) + V(). (258)

Proceso de Orstein-Ulhenbeck

Un caso particular de la ecuacion de Langevin es el proceso de Orstein-Ulhenbeck

dy

5 = Ry + V), (2.59)
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donde k£ > 0. Esta ecuacion tiene correlacion,

W(b), y(#)) = exp (— It t") , (2.60)

T

donde 7 = n/k es el tiempo caracteristico de correlacion.

Cerca de una inestabilidad lineal, se tiene que el coeficiente lineal tiende a cero. Si se
aproximara la dindmica por una ecuacion tipo Orstein-Ulhenbeck, cerca de la inestabilidad,
se tiene k — 0, por tanto 7 — oo. Un estudio interesante al respecto de la dindmica estocéstica
en torno a la inestabilidad se puede encontrar en la referencia [81] .

2.5.3. Ruido Multiplicativo: It6 y Stratonovich

Los analisis realizados en el presente trabajo se basan principalmente en la consideracion
de términos de ruido aditivo, esto es, cuya intensidad es independiente del valor de las va-
riables dindmicas del sistema (el caso g = cte para la ecuacion (2.52)). El ruido térmico
habitualmente acttia como un ruido de este tipo. En tal caso, las ecuaciones diferenciales
estocésticas quedan bien definidas.

Por otra parte, si consideremos un ruido multiplicativo, esto es, un ruido cuya intensidad
cambia con las variables del sistema, debemos hacer una serie de nuevas consideraciones.
Tomemos una ecuacion diferencial estocastica con ruido multiplicativo como . Esta
puede ser reescrita de una forma més rigurosa como,

dy = f(y)dt + g(y)dW, (2.61)

donde W (t) = fot ¢(t")dt" es un proceso de Wiener. Aun escrita la ecuacion de este modo
no tiene sentido matematico si g(y) no es constante. Cada pulso de ((¢) da lugar a un
pulso en dy/dt y esto a un salto en y. pero para calcular el valor de este salto, es necesario
saber cuanto vale y para ser usado en la funcion g(y). Luego, necesitamos definir cémo
se realizard la integracion. Existen dos principales maneras de definirla, segin It6 y segin
Stratonovich, la primera, principalmente usada en matematicas y finanzas, y la segunda
utilizada habitualmente en fisica [85].

La convencidn de Ito da significado a la ecuacion (2.52)) definiendo que el valor de y para
ser usado en g(y) es su valor justo antes del salto. De esta forma se satisface (g(y(t))((t)) = 0.
En esta convencion, la dindmica promedio coincide con la dinamica determinista.

S =) (2.62)

Por otra parte, la convencién de Stratonovich considera el promedio de los valores de
y antes y después del salto para ser sustituido en g(y). Este ligero cambio tiene importantes
consecuencias en la dinamica de la ecuacion diferencial estocastica. Ahora, el ruido es capaz
de inducir fuerzas efectivas,

()60} = 5 (905}, (263



En este caso, aparece una fuerza efectiva al evaluar la evolucién temporal de la variable
promedio,

G 0 =)+ 5 (s ). (2:64)

Se pueden definir otras convenciones, sin embargo estas son las mas usadas. Ahora toca
preguntarse ;Cudl es la méas apropiada para usar en sistemas fisicos? Para responder esto
consideremos una ecuacion diferencial estocastica con un ruido coloreado como en la ecuacion
, pero de auto-correlacion simétrica,

% = f(y) + g(y)x(1). (2.65)

Esta ecuacion esta bien definida sin necesidad de definir ninguna convencién. Si tomamos el
limite 7 — 0, llegarfamos a la convenciéon de Stratonovich. Esta es la razéon por la que esta
convencion tiene mas realismo fisico. Mientras, fisicamente, la convencion de It6 significa que
entre salto y salto no hubieron fluctuaciones, la de Stratonovich aproxima el caso en que el
sistema permanece fluctuando a toda escala temporal.

Un analisis mas completo donde se comparan estas dos convenciones puede encontrarse
en [85].

2.5.4. Ecuacion de Fokker-Planck

La ecuacion de Fokker-Planck es una ecuacion central en la teoria de procesos estocasticos
que describe la evolucion temporal de la distribucién de probabilidad condicional de un
proceso donde existan términos fluctuantes y fuerzas deterministas [78].

Considerando una ecuacion diferencial estocastica (2.52)), la ecuacion de Fokker-Planck
asociada sera bajo la convencion de Stratonovich |78, [84],

0 0 10 0
—P(y,t ty) = —— P(y,t t - — Pyt t 2.66
a1 L s tlyo. to) o () Py, tlyo, to)] + 29y 9(y) oy (WP, tlyo, to) |, (2:66)
donde P(y,t|yo,to) es la probabilidad condicional de encontrar a la variable en el valor y
en el instante t si en el instante ¢y estaba en el valor 3. En caso de ruido aditivo se tiene
simplemente,

2

0 0 n o
Ep(yaﬂyoio) = _8_1/ (f(y)P(y,tlyo, to)) + 58_3/213(%15’3/0,750)- (2.67)

Por otra parte, al considerar una ecuacion estocéstica de varias variables ¢ = fi(y) +
gi(y)G(t) la ecuacion de Fokker-Planck queda,

0
gp(yatb’o,to) = —Z

o APty o) (2.68)
A L L) Pty )| (269
2= oy |7 r Ay, 7 7
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Es posible reescribir la ecuacion (2.67) como una ecuacion de continuidad
atp(y7 t’ym tO) + 8yJ = 07 (270)

donde J corresponde al flujo de probabilidad

J = f(y)P(y,tlyo, to) — gayp(y,t’yo,to)- (2.71)

La probabilidad estacionaria es encontrada al imponer flujo nulo en todo el sistema, de este
modo se deduce que

Po(y) = Noexp E / f(y)dy] : (2.72)

donde Nj es una constante de normalizacion. Si se trata de una dinamica variacional y f(y)
corresponde a la derivada de un potencial U,

dU

fly) = dy (2.73)

se tiene que la probabilidad estacionaria esta dada por,

Pyar(y) = No exp {—%U (y)] (2.74)

En este caso uno tiene una distribucion tipo Gibbs. En el caso de estudiar sistemas con bordes
absorbentes, esto es, condiciones de borde fijadas a cero, la probabilidad condicional no se
conservard, y sera llamada probabilidad de supervivencia.

Proceso de Wiener

Como ejemplo sencillo, se puede deducir la ecuaciéon de Fokker-Planck para el proceso de
Wiener ([2.54)), que coincide con una ecuacion de difusion simple,

0, Py (., t]zo, to) = gayypw<x,t\xo, o) (2.75)

Se puede demostrar que dado que una particula en un instante ¢y se encuentre en z, la
distribucion de probabilidad de encontrarla en una posiciéon x en un instante ¢ esta dada por
la expresion,

P(x, t‘xo, to) =

(x — )?
i) T (_277(25 - to>) (276)
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Figura 2.12: Diagrama de una cuenca de atraccion, indicando las magnitudes importantes en el calculo de
tiempos de escape y tasa de Kramers.

2.5.5. Tasa de Kramers

Consideremos un potencial como el mostrado en la figura|2.12, La tasa en que un conjunto
de particulas inicialmente en la tina de atraccion salga de esta, esta dada por el alto de la
barrera [48, [84].

'k

_ 0" @uo) (_U) ~Ula)
R = p ( —77 ) (2.77)

Aproximacion valida en el limite de nivel de ruido de baja intensidad.

2.6. Fenoémenos Robustos del Ruido

El ruido puede, mas alla de producir fluctuaciones en torno a la dindmica esperada deter-
ministicamente, inducir dindmica novedosa, y que se presenta en diversos contextos.

2.6.1. Ejemplos Ilustrativos

Ejemplos de fendémenos inducidos por ruido lo constituyen por ejemplo las resonancias
estocasticas [38]. Consideremos un potencial biestable forzado débilmente de forma periddica.

d dU
d—j =4 + Ag cos () + /n¢ (1), (2.78)

donde U(z) = (z* — a)x? tiene equilibrios estables en 1 = +a. Para optimizar el efecto del
forzamiento, tal que en la senial z(¢) su componente en la frecuencia €2 sea dominante, se
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puede demostrar existe un ruido 6ptimo dado por la relacion,

2
= =Ty, (2.79)

(¢

donde rx es la tasa de Kramers en equilibrio y T, el periodo del forzamiento.

t(s)

Figura 2.13: Trayectorias estocéstica para la ecuacion (2.78)), para diferentes intensidades del ruido. Se observa
claramente como la maxima coherencia aparece para un nivel de ruido intermedio (Imagen obtenida de la
referencia [3§]).

\ Mg

Imagen
Original Incrementando nivel de ruido

Figura 2.14: Ejemplo ilustrativo de otro tipo de resonancia estocastica. Una imagen es mejorada mediante la
adicion de un nivel adecuado de ruido (Imagen obtenida de la referencia [43]).

Otro fendémeno es que en el caso de frentes entre estados asimétricos, con transicion
pinning-depinning. Consideremos un frente conectando un estado patrén con uno homogéneo.
En este caso, pese a que un estado es energéticamente mas favorable que el otro, para cierto
pardmetros, un frente entre estos estados no se movera, debido a que siente un potencial
periodo efectivo para la interfaz de la forma U(z) = acos(kx) — b. Con ruido, el frente se
propagara en promedio con una velocidad no nula [18].

Finalmente, el ruido también puede inducir caos [40, [39, 88|, afectar la velocidad de pro-
pagacion de frentes o inducir transiciones [43] [49] 13|, T4], o inducir ondas viajeras [91] entre
otros fendbmenos descritos.
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Figura 2.15: (Izquierda) Un frente entre un estado patrén y uno homogeneo se propaga por efecto del ruido
hacia la direccion del estado mas estable (derecha) Velocidad promedio para un frente entre un estado patrén
y un estado homogéneo. El parametro de bifurcacion e controla la diferencia de energia entre los estados. La
linea roja y los triangulos corresponden al caso determinista, la linea azul y las cruces, el caso estocastico.
Iméagenes obtenidas de la referencia [18]

2.6.2. Precursores de Patron

Otro caso interesante son los precursores de patréon. Consideremos el anélisis de estabilidad
lineal para los diferentes modos de la ecuacion de Swift-Hohenberg . Consideremos el
caso 1 < 0. La teorfa lineal nos dice que mientras o(q) sea negativo para todo modo ¢, la
perturbacion decrece asintoticamente. Si ademés consideramos un término de ruido aditivo
Gaussiano en la ecuacion de Swift-Hohenberg,

Ort = it — w® — (D + K22 + (2,1, (2.80)

Llamaremos a esta ecuacion modelo de estocastico de Swift-Hohenberg. El escenario anterior
cambia, debido a que atn para u < 0 el sistema es linealmente estable para todos los modos,
debido a que la tasa de crecimiento tiene un méximo global para un nimero de onda k # 0,
mientras el término de ruido Gaussiano excita todos los modos en promedio con la misma
intensidad, dando como resultado que los modos mas lentos se manifiesten méas claramente.

Figura 2.16: Comparacion de un patrén (p = 0,2, arriba) y un precursor (1 = —0,1, abajo) para la ecuacion
(2.80) con n = 0,0018. A la izquierda, se observa el perfil de estas soluciones, y a la derecha la transformada
de Fourier del perfil. Se observa como atn bajo la bifurcacion existe una longitud de onda privilegiada.

De este modo, el ruido anticipa la bifurcacién, suavizando la transicion observada ante-
riormente en la figura (2.9)). En la figura (2.17)) se observa el diagrama de bifurcaciéon para el
modelo de Swift-Hohenberg en presencia de ruido.
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Para describir tedricamente la estadistica de la amplitud del patréon, consideraremos la
ecuacion de amplitud ([2.37) asociada a la ecuacién de Swift-Hohenberg, que con el término
estocastico queda,

DA
= = hA- |A|PA + Oxx A+ \/1/s(X,T), (2.81)

donde ' = nk/2m, y o ¢(X,T) corresponde a un ruido complejo ¢(X,T') = ¢.(X, T)+ig(X, T)
con promedio nulo y correlacion delta (¢;(X,T),¢; (X", T")) = 0,;70(X — X")o(T —1T") [3].

Se puede demostrar que la distribucion de probabilidad para la magnitud de la amplitud
| Alesta dada por la distribucion,

. ulA]? - 5=
Ps(Aa A) - qup(/'L7 77,)|A| €Xp Tz (282)

Donde Qsyp(1t,1') es una constante de normalizacion dada por,

2

[8 exp—is
su ) )= — 2.83
Q p(ﬂ”) Wn’l—erfﬁ ( )

El valor de expectacion |amq.|, que describe la curva de la imagen (2.17) esta dado por la

expresion,
/12 '
’amaz| - \/lu + I;L + 77 9 (284>

Estos ultimos célculos se pueden encontrar mas detalladamente en la referencia [3].

2.7. Transformada de Hilbert

La transformada de Hilbert es una herramienta til en el analisis de senales. En particular,
nos permite construir la senal analitica, y de alli, obtener la envolvente y la fase.

La senal analitica se construye filtrando en Fourier las frecuencias negativas. Dada una
senal u(x) con transformada de Fourier U(k), la senal analitica corresponde a

ug(x) = 2F{U(k)O(k)} (x) (2.85)
= F{U(k) +sgn(k)U(k)} (2) (2.86)
= FH{U(K)} (z) + F~ {sgn(k)U (k) } (x) (2.87)
= u(e) + F~' {sgn(k)} * u(2) (2.88)

Donde ©(k) es la funcion escalon de Heaviside. La transformada inversa de Fourier de la
funcion sgn(k) es 1/mx, se define la transformada de Hilbert de una senal u(z) como [I1],

H {u} (z) = <u(:1:') ; i) _1 / " gy @) (2.89)

X T Joo rT—y
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Figura 2.17: Diagrama de bifurcacion para patrones en dos sistemas experimentales distintos: (arriba) am-
plitud de un patron versus intensidad de la luz en un sistema oOptico con retro-inyeccion (ver detalles en
referencia [3]); (abajo) amplitud de un patréon versus la amplitud presion del forzamiento paramétrico en

un medio granular fluidizado (ver detalles en referencia [67]). Ambos sistemas presentan intrinsecamente un
elevado nivel de ruido.

La senal analitica corresponde a ,

uq(x) = u(x) +iH {u} (z), (2.90)

La transformada de Hilbert impone un desfase en 7/2 en el espacio complejo, lo que crea

una nueva sefial ortogonal en el espacio. En el caso de senales armonicas, el modulo R(z) y
la fase ¢(x) estan dadas por,

Rlz) = \Jw(o)+ H{u} () (2.91)

é(x) = arctan <%) (2.92)

En caso de que la senial no sea armonica, se pude definir una transformacion que de produzca

una funcién analitica mas apropiada, filtrando en torno al nimero de onda k. que se quiera
caracterizar,

Trnoa{u}(x) = 2F " {U(k)Opoa (k; k1, ko) } (), (2.93)
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donde

1 1k <k<k
Omod (K i1, ko) = { S 2 (2.94)
0 en otro caso

donde k. > k1 v ko < ko

2.8. Métodos Numeéricos

En el presente trabajo se hizo uso extensivo de simulaciones numéricas para analizar
diversos aspectos de la dinamica de las ecuaciones diferenciales estocasticas estudiadas.

2.8.1. Meétodo de Integracion Estocastico

Consideremos una ecuacion diferencial estocéstica con ruido blanco (2.52)). Conocido el
valor de y(t), queremos calcular el valor para y(t + h), con h < 1. Definiendo las variables

k = hf(t,y(t)) (2.95)
= Vhg(y(t))(), (2.96)
se tiene luego,
y(t+h) = y(t)+ g (ft,y)+ f(t+hylt+h)+k+1)), (2.97)
+\/7E§(t) (g(t,y(t)) +g(t+hylt+h)+k+1)). (2.98)

Este método es conocido como método de Heun. En el caso de sélo tener ruido aditivo, ese
método queda,

k= hf(ty(t)), (2.99)
= Vhnc(d), (2.100)

ylt+h) = y(t)+g(f(tyy(t))+f(t+h,y(t+h)+k+l))+\/h_nC(t)~ (2.101)

2.8.2. Meétodo de Integraciéon con Espacio

Para la integracion de una ecuacion diferencial estocastica en derivadas parciales, el pri-
mer paso es la discretizacion del espacio, pasando desde la ecuacion (2.53) a un sistema de
ecuaciones de la forma,

1
Oyu; = F({u;}) + \/T—mG({Uj})Ci(t)a (2.102)
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donde x; — x;_1 = Az y la correlacion de (;(t) esta da por ((i(t), ¢;(t')) = 0i;0(t —t'), y se ha
usado la discretizacion,

1
C(z,t) — \/T_xCi(t)7 (2.103)
Uir1 — Ui—1
oyu(xi,t) — —————, 2.104
(1) " (2.104)
Uip1 — 2U; + Uiy
Opru(ziy t) — AL . (2.105)
En el caso de Swift-Hohenberg la cual tiene derivadas hasta orden 4 se utilizo
—Uir2 + 16uiy1 — 30u; + 16ui—1 — wiqo
TT iy t y 2.1
Oppt( i, 1) TINE (2.106)
Ui — 4 + 6u; — du; 1 + U9
Orazztt(Ti, t) AL ) (2.107)

Por otro lado, se usaron condiciones de borde especulares, fijas y peridédicas. Considerando
una grilla de largo N, con posiciones i = 0,1,..., N — 1, para efectos de calcular derivadas
espaciales, en el caso de condiciones especulares, sii < 0 es reemplazado por —i,ysii > N—1
es reemplazado por 2N —1—i, en el caso de condiciones fijas, tanto parai < 0 comoi > N—1 se
toma un valor de u; fijo. Para condiciones periddicas de borde, i < 0 se sustituye pori = N +i
yparai> N —1pori=N —1i.
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Capitulo 3

Transicion de Bloqueo de Fase en
Patrones

En este capitulo presentaremos una caracterizacion alternativa de la dindmica de patrones
mediante el estudio de su fase global. Una ventaja natural de esta variable es que cerca de
la bifurcaciéon es de orden uno, y por tanto simple de detectar experimentalmente.

Consideraremos el modelo estocéstico de Swift-Hohenberg, presentado anteriormente ,
un modelo prototipo para describir la formacion de patrones. La ecuacion tiene sime-
tria de traslacion, y como consecuencia, sus soluciones patréon también tienen esta respectiva
simetria. Este grado de libertad implica que los patrones pueden ser etiquetados por un
parametro continuo, identificable como la fase del patrén. Cabe notar, que solo tiene sen-
tido definir la fase luego de que el patréon emerge, para valores positivos del parametro de
bifurcacién p cuando la amplitud no es nula, en otro caso la fase estara indefinida.

Como se explico anteriormente, el ruido induce la formacioén de precursores de patron (ver
, estructuras que privilegian una longitud de onda, pero sin embargo, mas incoherentes
espacial y temporalmente que un patrén determinista. En este escenario, atun bajo la bifur-
cacion, la magnitud de la amplitud del patréon en promedio no es nula, lo que permite definir
la fase atin para todo valor del parametro de bifurcacion.

3.1. Dinamica de Fase

Al considerar un término de ruido aditivo en la ecuacion (2.20)), induce la formacion de pa-
trones y precursores de patron, y por otra parte, convierte a la fase en una variable dinamica,
fluctuante en el tiempo. Se puede encontrar una ecuacion para su dindmica analiticamente,
considerando la ecuacion de amplitud , la cual describe la dindmica del modo critico.
Tomando un nuevo cambio de variable A = Re™”, llamada transformada de Medelung, obte-
nemos un nuevo par de ecuaciones, una para el médulo de la amplitud R, y la otra para la
fase del modo critico v,
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Figura 3.1: (arriba) Diagramas espacio temporales del patréon para p = —0,1 y p = 0,2 respectivamente.

(abajo) Grafico de los diferentes valores de la fase en representacion polar. Se observa como al pasar la
bifurcacion, el sistema fija la fase a un valor particular.

OrR = pR— R+ \/n/¢(T)
RO = ~/n'G(T) (3.1)
3.2

donde hemos despreciado variaciones espaciales. R fluctiia en torno a un valor esperado Ry
dado por la expresion ([2.84). Sustituyendo R por este valor, se obtiene una ecuacion de
Wienner para la dinamica de la fase.

Ory =\ TG(T) 33

De esta ecuacion se desprende que un aumento en el modulo de la amplitud produce que
el nivel de ruido efectivo sobre la fase decrezca.Sin embargo, en muchos casos, numéricamente
nos encontraremos con una dinamica diferente. Esto es resultado del efecto de los bordes,
que rompen la invarianza traslacional. Al considerar condiciones de borde—tipo Neumann
o Dirichlet—que fijan el valor del campo o de su derivada en los bordes, induce al patréon a
favorecer ciertos valores de la fase por sobre otros.
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Figura 3.2: Fase (azul) y amplitud (rojo) promedio, con sus respectivas barras de error para el modelo
estocastico de Swift-Hohenberg con k£ = 1 y n = 0,72. La fase y amplitud corresponden a la representacion
polar {4, |A|} del méaximo positivo de la transformada de Fourier del patron. Para la estadistica, se tomé6 un
mismo campo durante un tiempo T = 10% cada t = 1.

3.1.1. Ecuaciéon Emendada de Amplitud

La ecuacion de amplitud no nos permite comprender los efectos de los bordes en
cuanto es invariante de fase. Las ecuaciones de amplitud se basan en la separacion de escalas,
en este caso, de la escala espacialmente lenta de la amplitud y la rapida del patron subyacente.
Esta separacion se vuelve relevante en la condicién de solubilidad que implica un producto
interno de la forma

X427 /n/k
(F19) = (Vik/2m) [ F (/B 09" (/i ) (3.4)
X
donde X da cuenta de la escala lenta, = la escala rapida, y {f, g} son funciones periddicas
en z. Considerando /u — 0, las variaciones espaciales de la envolvente del patron son lentas
respecto a las variaciones del patrén subyacente (OxA < kA/\/11).

De forma similar a un trabajo anterior, donde se corrigen las ecuaciones de amplitud para
considerar el acople entre ambas escalas una ecuacion de Swift-Hohenberg con deriva (drift)

Integral de Laplace

HEz con el primer

, calcularemos el valor de una

En primer lugar, para estudiar como se acopla el modo espacial critico e
modo no resonante de la ecuacion de Swift-Hohenberg e®3iF*
integral de la forma

2
X

k N
I = lim — dX APe3hX = IkX (3.5)
k—oo 27N J %
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Figura 3.3: Perfil del patrén (arriba en gris) y la fase y la envolvente obtenida usando transformada de Hilbert
(abajo en azul y rojo respectivamente). A la izquierda considerando condiciones de borde fijas(condicion tipo
Neumann ), y a la derecha condiciones de borde especulares (condicion tipo Dirichlet). Para el caso de borde
fijo, se observa claramente como cerca de los bordes las variaciones de la envolvente son de la escala del patron
subyacente. En el caso de las condiciones de borde especulares, no es tan clara el acople entre las escalas, sin
embargo, gracias a la transformada de Hilbert, nuevamente notamos como la envolvente varia rapidamente
cerca de los bordes.

integrando por partes se sigue

_ ' - .
P o | i g (@CA?’)e?i'ﬂX]
[ 4321k X | X230 5 X+ Xy |
LT A;—k x (82??)2 P (211k:)2/x dx (%A?’)ez”“x]
= lim B (X T %Tn) ~AX) | x k| 0.A° (X + %Tn) — 0, A3(X) ek X
k—oo 2N 2ik 2mn (2ik)?
~ lim [A3 (_X+2”Tn)—,43(X) ok X B 0, A3 (X+27rTn — 9, A3(X)] X L
S N O o) iy

Tomando limite, se tendria que I — 0. Sin embargo en este caso, estamos considerando
un acople entre escalas, por lo que si bien £ les grande, no es infinito. Luego, para k£ muy
grande pero no infinito se tiene,

X 3, 3kX —ibX € 3 et 3
lim — XA e e ™ A(X)) — — A% (X o (3
fm o . XA o Ox (A(X) (Qik)QaXX( (X)) + (3.6)

35



Condiciéon de Solubilidad

Consideremos la ecuacion de Swift-Hohenberg estocastica, pero considerando un tamano
finito L,

Ou = pu—u® — (Opy + k) ’u+ /¢ (2,1), (3.7)
B(u(x = 0,t),0,) = c1, .
B(u(x = L,t),0,) = ¢, (3.9)

donde B es una funcién cualquiera del campo u en el borde y sus derivadas. Tomando como
como Ansatz

u(z,t) = %eikx + %e_m +w(A, A), (3.10)

y sustituyendo en la ecuacion (3.8)) se sigue,
1

L:
YT

(O A — pA+ [APA+Oxx A+ cc)e™ — (A%e¥** + c.c.) (3.11)

1
3V3
Hasta acé no hay diferencias respecto al procedimiento exhibido anteriormente en el marco
conceptual, excepto porque se ha resumido un poco al incluir todos los ordenes simultanea-
mente. Sin embargo, al utilizar el producto interno (3.4)), el término no resonante proporcional
a e+ 1o es ortogonal al kernel de LT, y tiene una proyeccioén sobre este debido a las varia-
ciones de la envolvente se acoplan a la del patron subyacente. Asi, aparecera una proyeccion

de este término sobre el kernel en la condicién de solubilidad. Considerando la expansion de
la integral de Laplace mostrado en [3.1.1], se tiene la ecuaciéon amendada de amplitud,

OrA = A — |APA+ Oxx A — iyA20x AP + \/n/¢(X,T), (3.12)

donde v = 3/k yq = k/\/it. Del mismo modo al usado anteriormente, podemos obtener
ecuaciones explicitas para la fase y magnitud del médulo de la fase por medio del cambio de
variable A = Re'?

OrR = pR— R*+ 0xxR — R(9x0)? + /15, (X, T) + yR*[0x Rsin(2¢ + ¢X) + Rdx ¢ cos(26 + ¢X)]
ROr¢ = ROxx¢+ 20xRIxd + /1's(X,T) +vR*[0x R cos(26 + ¢X) — Rdxpsin(2¢ + ¢X)]
(3.13)

3.1.2. Ecuaciéon para la fase

La ecuacion encontrada anteriormente es sumamente dificil de tratar analiticamente. Para
simplificar el tratamiento de esta ecuacion, se construirédn las ecuaciones para el promedio
espacial de Ry ¢. Definiremos el promedio espacial de una variable f(z) mediante

=1 [ s, (3.14)
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donde L es el largo del sistema. Convenientemente, podemos definir dos nuevas variables,
una que capture las variaciones locales de la fase ¢(X,T), cuyo promedio espacial sea cero,
y una segunda que de cuenta de la fase global del patron, ¢ (T') correspondiente al promedio
espacial. De este modo tenemos,

HXT) = $(X.T)+u(D), (3.15)
W) = (X T}y = 1 [ AXe(x.T) (3.16)
{e(X,T)} = 0, (3.17)

Para la variable R, consideraremos su valor promedio Ry, presentado en (2.84]) (detalles
de su deduccion pueden verse en la referencia [3]), el valor méas probable de R esta dado por
la expresion,

AVt 2y

R(Q) = |R|72noda - 2

(3.18)

Una forma de simplificar atiin mas la expresion para la dindmica de R y ¢ es considerar la
separacion de escalas entre la dinamica de una y la otra variable. Visto como un proceso de
Orstein-Ulhenbeck, el tiempo de relajacion para la variable R esta dado por 79 = 1/, mien-
tras que en la ecuacion de ¢ no hay términos lineales excepto por la difusién. De alli, cuando
|| > 1 podemos considerar R una variable rapida y puede ser eliminada adiabaticamente de
la dindmica. Sin embargo cerca de la bifurcacion, p se acerca a cero, y hace que la dindmica
de R sea cada vez mas lenta. Sin embargo, dado que ¢ no tiene a orden lineal una escala de
tiempo caracteristica, atin es posible para p < 1 eliminar adiabaticamente R tomando una
escala temporal 7> 1/pu.

De este modo, a orden dominante tenemos una ecuacion de R independiente de la variable
¢, al despreciar el acople de la variable ¢ en R, y se puede escribir una ecuaciéon para ¢,
usando R = Ry(1 + p(X,T)),

1 .
Or¢ = Oxxd + 20x pdx d + Eﬁgi(X, T) +~yRo[0x pcos(26 + ¢X) — Rydx ¢ sin(26 + ¢X)],
0

Las condiciones de borde quedan reflejadas en el valor de (X, T) y p(X,T'). Integrando sobre
todo el espacio (3.19)) obtenemos una ecuacion simple para la dinamica de la fase global 1,

Or) = B — RovV/ A% + BZsin(2(t) — 1)) + R”//U(T) (3.19)
0
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donde,

L
A = —%/ dXdxplcos(2¢ + ¢X) +sin(2¢ + ¢ X)]
0
~ L
B -1 / dX [cos(2p + gX) — sin(2p + ¢ X))
0
1 L
B = Z/ dX (Oxx@ + 20xpOx )
0
0 = 5 arc anA 9
/
"o 77_
T T

Esta ecuacion de Langevin describe la dinamica de la fase. La parte determinista corres-
ponde a una fuerza de periddico m que deriva de un potencial tipo tabla de lavar (en inglés
Washboard potential). El parametro § da cuenta de la asimetria entre los bordes. Para con-
diciones de borde tipo Neumann y Dirichlet, se encuentra § = 0. En este caso, la ecuacion
de Fokker-Planck asociada, considerando ¢ una variable peridédica desde —7/2 a 7/2 tiene
la siguiente probabilidad estacionaria,

CZRQ
77//

donde I es la funcién modificada de Bessel de orden 0. En torno al primer equilibrio ¢ = y+1g
con y < 1 se obtiene la siguiente ecuacion aproximada a primer orden,

Pw):Io( )exp {an—]?cos@(w—wo)) , (3.20)

77//

ory = —2R
Y oay + Ry

¢(T) (3.21)

Esto corresponde a un proceso de Orstein-Ulenbeck. Este modelo simple tiene los ingre-
dientes basicos para entender la dinamica de la fase de un patrén o precursor ruidoso. Por
un lado, la intensidad del ruido decrece en la medida que la magnitud de la amplitud del
patréon aumenta, disminuyendo el tamano de las fluctuaciones en torno al equilibrio. Por otro
lado, este efecto se ve reforzado por el término determinista, el cual se vuelve mas fuerte al
aumentar la magnitud de la amplitud del patrén, ayudando a fijar la fase. En este limite, las
fluctuaciones de y < 1 tiene una probabilidad estacionaria Gaussiana dada por

n' —aRy
Ply) = | —— . .
() Tl eXp( Y (3.22)

La dispersion esté dada por

,r]//
O' f— —_—
v 20 R}

n/
VaL

(3.23)

1
\/u+ Vi 21
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Esta expresion estd en acuerdo con las simulaciones numéricas mostradas en la [3.4]

La fase, como variable ciclica, tiene una méxima dispersiéon cuando esta iguala el tamano
de medio periodo, y la expresion (3.23)) deja de ser valida. Esta expresion esta de acuerdo a
con los anélisis obtenidos numéricamente para distintos valores de p, como se puede ver en

la figura [3.4]

e ° o®
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$ % T P 10.15
° ° °
0.6} (]
. .
g, 0.10<
0.05
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Figura 3.4: En azul, dispersion de la fase para simulaciéon numérica de la ecuacién de Swift-Hohenberg. La
curva roja representa el modulo de la amplitud del patron. Se consider6 £k = 1y n = 0,72, y se tomd un
patrén durante un tiempo 7' = 1000 cada Ty = 1.

Cabe mencionar que medir las fluctuaciones de la fase tiene ciertas dificultades insoslaya-
bles. En un sistema de largo 2mn/k, asi como es estable un patrén con n ciclos, es meta-estable
uno con n =+ 1. En presencia de ruido, el patréon sufre transiciones entre estos estados, cada
uno de los cuales tiene un valor de equilibrio para la fase global distinto.

3.1.3. Bloqueo de Fase en Precursores

El precursor, a diferencia de un patron, es una estructura simamente incoherente. Por
esto, cabe preguntarse si al acoplarse con el borde inducira sobre su fase una fuerza efectiva
que sea notoria en la dinamica de esta.

En la figura [3.5] se evaliia numéricamente la dispersion de derivada temporal de la fase
global comparando la consideraciéon de condiciones especulares y periodicas de borde. Sobre
el punto critico, se observa claramente que la fuerza inducida por el borde disminuye las
fluctuaciones de la derivada temporal de la fase. Sin embargo, bajo la bifurcacion, no se
observan diferencias apreciables.

3.2. Otras formas de Medir la Coherencia del Patréon

La utilizacion de la dispersion de la fase como medida de la coherencia del patrén es una
de tantas opciones que se pueden utilizar. Asi como se identifica que un patrén mientras mas
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Figura 3.5: Comparacion entre la dispersion de la derivada temporal de la fase en el caso de condiciones de
borde periodicas y especulares. Sobre la bifurcacion resulta evidente el efecto de los bordes, sin embargo,
bajo ella, no se aprecian diferencias significativas. Se consider6 k =1y n = 0,72

coherente es més, menor dispersion deberiamos encontrar en su fase, también existen otras
magnitudes que dan cuenta de como un sistema pasa de un estado precursor, caracterizado
por una alta incoherencia, a una estructura perfectamente reconocible como un patron.

En un patron perfecto, la fase del campo w,(z) de un modo critico k£ deberia comportarse
como V,(r) = Uy + kz. La introduccion de ruido perturbara esto y tendremos V,(z) =
Uy + kx + w(x). Mientras el patron sea coherente, w sera pequenio. De este modo, podemos
medir la coherencia del patrén mirando la dispersion de la fase menos un ajuste lineal. El
resultado se observa en la figura [3.6|izquierda).

1.2 0.7
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1.0 1 06  “®es,
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206 1 & 04f 1
0.4 g 0.3
0.2 g 0.2+ Speeeecccossece
0.0 : ! 0.1 . . . .
-1.10 -1.05 -1.00 -0.95 -0.90 -0.85 -1.10 -1.05 -1.00 -0.95 -0.90 -0.85
® ®

Figura 3.6: (izquierda) Dispersion de la fase menos un ajuste lineal. (derecha) Dispersion de derivada de la
fase o dispersion del modo critico. Se considerd un patron de Swift-Hohenberg con n = 0,72 y k = 1. Se
observa claramente para ambas caracterizacidénes de la coherencia del patréon una abrupta caida luego del
punto critico.

A diferencia de la dispersion de la fase global, esta magnitud no se ve afectada por el tipo
de bordes del sistema.

Otra forma de estudiar la coherencia de un patron es en lugar de estudiar cuanto se desvia
la fase respecto a su valor determinista, es estudiar cuanto varia su derivada 0, ¥,(z). Dicho
de otro modo, estudiar la dispersion de k. Se observa el resultado de hacer este anélisis en la

figura [3.6|(derecha).
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En estas formas alternativas de estudiar la coherencia del patrén se observa el mismo
comportamiento que el observado para la dispersion de la fase global: La coherencia aumenta
continuamente desde un estado de alta incoherencia para g muy negativo, a uno de alta
coherencia para p positivo. Lamentablemente, durante el desarrollo de esta tesis no fue posible
obtener resultado teodricos relevantes para la fase local y su dinamica.

3.3. Caracterizacion Experimental de la Transiciéon de Blo-
queo de Fase

LC Mirror

FoLlo, R
..................................... - EERTEE
< S
Bur | | S

Figura 3.7: Montaje experimental de una pelicula de cristal liquido tipo Kerr uni-dimensional sujeto a retro
inyeccion optica; LC pelicula de cristal liquido, el espejo corresponde a un espejo virtual; F',B corresponden
al campo 6ptico incidente y reflejado. d es la distancia entre el espejo y la pelicula.

Para contrastar nuestros anélisis teéricos para la dindamica de la fase, consideramos una
lamina de cristal liquido tipo Kerr en una dimension, sujeta a retro alimentaciéon optica
descrito en la referencias [56, 57, [I]. Este consiste en una lamina de cristal liquido nematico
(LC) radiado por un rayo laser (F) el cual es reflejado de vuelta por un espejo ubicado a
una distancia variable d. Se sigue sin problema una derivacién de las ecuaciones de amplitud
amendadas [33] que describen el sistema experimental.

El medio no lineal es una capa de F; LC de 50um de ancho, homeotrépicalmente anclado,
con un tiempo de respuesta 7 = 2,3s y una longitud de difusion I3 = 10um [1]. El rayo es
provisto por un laser mono-modo de frecuencia doble Nd**:YVO, (A\g = 532nm) el que es
formado por dos telescopios cilindricos para obtener un haz cuasi-unidimensional (didmetros
del diametro ~ 93um x 650um). La longitud de la retro reflexion optica d es igual a bmm.
El rayo reflejado es monitorizado después de su segunda pasado a través de la capa de LC
B,ut (Fig. . La inyeccion tiene una forma Gaussiana, una suerte de condiciéon de borde
tipo Dirichlet.

Este sistema exhibe para un valor critico de intensidad F' formaciéon de patrones como
resultado del efecto Talbot [I]. Debido a fluctuaciones térmicas, inducidas por el rayo F,
el sistema muestra un nivel de ruido proporcional a KgT (donde Kp es la constante de
Boltzmann y T la temperatura absoluta). Figura ilustra el diagrama espacio-temporal y
la distribucion de la fase bajo, en, y sobre la bifurcacién espacial. Hay buen acuerdo entre
nuestras predicciones y las observaciones experimentales. La dispersion de la fase es bien
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Figura 3.8: (arriba) Diagramas espacio temporales del patron para F' = 0,7 W/cm? (bajo la inestabilidad
espacial) y F'= 1,2 W/cm? (sobre la inestabilidad espacial) respectivamente. (abajo) Grafico de los diferen-
tes valores de la fase en representacion polar. El comportamiento experimental es andlogo al observado en
simulaciones, donde se observa como al pasar la bifurcacion, el sistema fija la fase a un valor particular.
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Figura 3.9: Dispersion de la fase (azul) y modulo de la amplitud (rojo) para los datos experimentales. Las

lineas continuas corresponden a un ajuste numeérico usando la formula (3.23) para la fase y (2.84) para la
amplitud.

descrita por la formula (3.23). Claramente el sistema exhibe una transicion de fase entre un
estado incoherente que se vuelva coherente. Dicho de otra forma, el sistema exhiben una
transicion de bloqueo de fase de un precursor de patron.
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Capitulo 4

Frentes y Efecto del Ruido

En esta seccion se estudia el efecto del ruido entre frentes, lo cual tiene aplicaciones en
diversos contextos [35], 10, 21}, 46} 20, 69, [5, 60], BT, 62, 61}, B8, 59, 64, 37, 18, ?|.

La consideracién de ruido tendra efectos mas notorios sobre los modos mas lentos del
sistema, y por ello se estudiaran particularmente aquellos frentes que en ausencia de ruido,
no tienen una dindmica propia, es decir, paredes de dominios inmoéviles. Desde el punto
de vista de la teoria de sistemas dinamicos, en sistemas unidimensionales espacialmente un
frente puede ser identificado como un 6rbita heteroclina conectando dos estados uniformes
espacialmente extendidos [87, 24], y su evolucion temporal puede ser vista como soluciones
tipo particula, es decir, caracterizadas por un conjunto de de parametros como posicion de la
interfaz, ancho, carga topologica (kink-antikink), por mencionar algunos ejemplos. Soluciones
tipo frentes estacionarios para ecuaciones con simetria de traslacion, corresponden a modos
de Goldstone, cuyo autovalor corresponde a un parametro identificable con la posiciéon del
frente.

Se consideraran por un lado sistemas variacionales con bi-estabilidad. Para estos sistemas
se tiene que el estado mas estable, dado por el de menor energia o funcién de Lyapunov,
invadiré al menos estable. Para este trabajo se considerara el caso en que los estados conec-
tados tengan la misma energfa, situacion en que frente, en este caso un kink, no se movera. El
punto en el espacio de parametros donde esto ocurre es comtunmente llamado punto de Max-
well [45]. También se considerara un modelo débilmente no variacional, y el cual tiene una
bifurcacién donde exhibe un rompimiento de simetria y la aparicion de frentes propagativos
entre estados simétricos.

Usando herramientas de la fisica no lineal, se encontraran leyes cineméticas para la posicion
de diferentes tipos de frentes. En todos los casos, el ruido inducira una dindmica en los frentes;
en algunos casos inducird una dindmica Browniana para la posicion de los frentes; en otros
casos, la accion conjunta de el ruido con efectos de tamano o inhomogeneidades generara
dinamicas inesperadas.
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4.1. Ruido en Kinks Mondtonos

Para describir la dinamica de kinks monétonos, usaremos el modelo de Ginzburg-Landau
(2.38), presentado anteriormente , el cual es el modelo més simple para describir la diné-
mica de este tipo de kinks. Adicionalmente, para describir inherentes fluctuaciones internas,
consideraremos un término de ruido aditivo blanco, obteniendo asi la ecuaciéon estocastica de
Ginzburg-Landau [43]

O = pu — u® + Oy + /¢ (2, 1), (4.1)

donde 1 da cuenta del nivel de ruido. Para sistemas en equilibrio, este pardmetro es propor-
cional a la temperatura. ((z,t) es un ruido blanco con valor medio nulo , (((z,t)) = 0, y
correlacion

(C(z,t)C(2', 1)) = 6(x — 2")o(t —1'). (4.2)
De este modo, el ruido es espacial y temporalmente independiente. Considerando un nivel
de ruido pequeno (n < 1), es razonable suponer que el més importante efecto de este sobre
la solucién es afectar el modo mas lento. En este caso, la solucién del sistema determinista
corresponde a un modo de Goldstone, y su autovalor, el parametro A de la solucion ([2.41)),
que da cuenta de la posicion del kink. Como ansatz, consideraremos una solucion tipo ([2.41)),
donde hemos promovido el pardmetro A a una funcién del tiempo, méas un pequeno término
correctivo w, es decir,

u(z,t) = uf (x — A)) + w(z, A). (4.3)

Introduciendo el ansatz anterior en Eq. (4.1]) y linealizando en w, se obtiene,
Lw = Ad,u + (.1, (4.4)

donde el operador lineal £ = —pu+3(u;")* — 9, es un operador auto-adjunto bajo el producto
interno

()= [ F()g(a)da (45)

Este operador satisface

L,uf = 0. (4.6)

De este modo, podemos aplicar condiciéon de solubilidad , multiplicando por d,u;, e
integrando sobre todo el espacio, obteniendo la ecuacion,

A = /() (4.7)
donde

1 = n/(Ouf]0u) (4.8)
[ ¢(z, )0pu; da
(Ovf 100

(4.9)

donde ¢(t) es un nuevo ruido Gaussiano blanco con valor medio nulo, {((t)) = 0, y correlacién
() =6(t—t). (4.10)
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Figura 4.1: Dinamica estocéstica del estado kink. a) Simulaciéon numérica de un solo kink bajo Eq. en
un sistema finito con condiciones especulares de borde, con p = 1, n = 0,0018 y L = 25, partiendo de la
posicion A = 0,3L. b) El perfil al comienzo de la simulacién ¢) Evolucion de la probabilidad de sobrevivencia
para un kink en diferentes instantes de tiempo ¢t; = 0 (negro), to = 20000 (azul), and t3 = 40000 (verde).

Luego, la posicion del kink satisface una simple dindmica de Wiener Eq. (@, describiendo
una particula Browniana [50, 84, [44].

Associada con la anterior ecuacién de Langevin, tenemos la siguiente ecuacion para la

probabilidad condicional (Ecuacion de Fokker-Planck [84] 44])

O P(A, Ao, t) = g&AAP(A,ﬂAO,tO), (4.11)

donde P(A,t = to|Ao,to) = §(A — Ag). De este modo, la probabilidad condicional satisface
una simple ecuacién de difusion y su evolucion es caracterizada por la dispersion de una
gaussiana. No obstante, simulaciones numéricas de esta la ecuacion Eq. para un solo
kink en un sistema finito con condiciones especulares de borde exhibe una dindmica que no
se corresponde con este comportamiento, donde una distribuciéon de sobrevivencia difunde
asimétricamente como muestra la figura [.1} Es importante notar que cuando el kink llega
al borde del sistema este desaparece debido a que el sistema asi minimiza su energia libre (cf.
Fig. . Es por esto que en este caso no hablamos de una probabilidad condicional, dado
que esta no conserva su norma, sino de una probabilidad de sobrevivencia. Adicionalmente,
se espera que el valor de expectacion se mueva hacia el centro del sistema.

4.1.1. Efectos de Tamano

Para describir adecuadamente la dinamica exhibida por los kinks en simulaciones numéri-
cas, se deben considerar efectos de tamano. Tomemos la ecuacion de Ginzburg-Landau [4.],
dado un dominio de largo L con condiciones especulares de borde o condiciones de Neumann,
ie. Oyu(r = 0,t) = dyu(x = L,t) = 0. El efecto de estas condiciones de borde es analogo a
considerar imégenes espejos del kink tras los bordes. De este modo, su dindmica puede ser
describta considerando un sitema extendido con un par kink-antikink. Figura 2.7b ilustra
esta analogia. La dinamica del par kink-antikink para una pared especular ubicada en x = 0,
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puede ser descrita considerando el siguiente ansatz
ule,t) = uf [+ AW + 0y ¢ — A] = i+ w(z, A), (1.12)

donde A(t), da cuenta de la posicion del kink en el tiempo, y w(x, A) es una correcién pequena
por efecto del ruido. Notar que este ansatz solo es valido mientras el kink y el anti-kink se
encuentren lo suficientemente lejos, i.e., A es mucho mayor que el nicleo del kink (A > 1).

........................ “ 1 u(x}t)

Figura 4.2: Esquema del ansatz de la ecuacipon (4.12)). El efecto del borde es reemplazado por la consideracion
de un kink reflejado al otro lado de este.

Introduciendo el ansatz de la ecuacion (4.12) en (4.1)), se obtiene luego de despreciar

términos no lineales en w,

Lw = A@yuf + puy) + /n¢(x,t) (4.13)
+ 3 [ud e — ()P A+ ()P (wf — /) — g (uff — /)?] (4.14)

imponiendo alternativa de Fredholm, de manera similar a como se hizo anteriormente se sigue
mediante calculos directos la ecuacion de Langevin

NA = fi(A)+ fo(A) + fs(A) + VA( ()N, (4.15)
donde
[A) = 3vu0puy uy [uf — /1)), (4.16)
f2(D) = 3(0euy |(uy,)*[uyf — /i), (4.17)
[(A) = 30wy Juy [uy, — Vi), (4.18)

y la movilidad N = (0,u; |0,u; ) es una constante. Esta ecuacion describe la ley cinematica
para la posicion del kink como resultado de los efectos de tamano. Esta dinamica esta dada
por tres fuentes f(A) = fi + fo + f3. En la figura se muestra la comparacion entre
la interaccion calculada numérica y analiticamente mediante la férmula con = 0.
En ella, observamos un buen acuerdo entre los calculos numéricos y nuestras predicciones
tedricas para paredes suficientemente alejadas. Sin embargo, cuando el kink se encuentra
demasiado cerca, la interaccion se intensifica y nuestro analisis perturbativo no sigue siendo
valido. Una descripcion analitica en esta zona resulta sumamente compleja, y es s6lo accesible
numéricamente.

Esta ley, si bien tiene una expresion complicada, puede ser aproximada por una ley mucho
més simple. Consideraremos el limite de kinks diluidos, esto es, cuando el kink se encuentra
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suficientemente lejos del borde (A > 1/,/i). De este modo f3 se vuelve despreciable y luego
de célculos directos se obtiene

A = —ae VA L Rl(t), (4.19)

donde « es una constante positiva definida por

_ w,;f eV [y + /g, Oy da
(O, |Opuy,)

De este modo, es claro como la condiciéon de borde produce una fuerza atractiva sobre el

kink, la cual es exponencial y tiene una longitud caracteristica 1/2/2pu.

(4.20)

/ fa)
o — A
2 f2(B)
—4 4t - f3(8)

o o Valores numéricos

0 1 2 3

A (V2/u)

Figura 4.3: Ley cinética para la posicién del kink como resultado de los efectos de borde. Los puntos se
obtienen numéricamente considerando la evoluciéon temporal de un kink ubicado lejos de la pared, calculando
luego la velocidad en cortas ventanas de tiempo en diferentes puntos hasta llegar al borde. La linea roja es
la expresion analitica para la dindmica de la posicion del conn =0,y f(A) = f1+ fo+ fs.

Para describir el efecto de los bordes, debemos considerar al kink sometido a la interacciéon
de dos anti-kinks, de modo que la dindmica queda descrita por

A = h(A) + Vil(t), (4.21)

con A < Ly h(A) = —ae™2V2A 4 qe=2V2L=2) para una posicion A lejos de alguno de los
bordes, A > /i and (L—A) > /. Luego, cada borde atrae al kink con una intensidad que
decae asintoticamente de una manera exponencial. Asociada con esta ecuaciéon de Langevin,
se sigue la siguiente ecuacion de Fokker-Planck

OiP(A, Ay, to) = —0a [W(A)] P + gaMp, (4.22)

con condiciones absorbentes de borde P(A = 0,t;Ag,ty) = P(A = 0,t; Ao, tp) = 0y
P(A,t; Ao, tg). Esta ecuacion da cuenta de la evolucion temporal de probabilidad de so-
brevivencia del kink, que inicialmente se ubica en una posicion A = A,. Estas condiciones
de borde consideran que una vez que el kink llega al borde este desaparece.

Figura [4.4] muestra la evolucion de la probabilidad de supervivencia considerando una
fuerza de deriva de la forma h(A) = —C[A™* + (L — A)~°], donde {C,a} con parametros de
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Figura 4.4: Evolucion temporal de la ecuacion de Fokker-Plank (4.22]) con condiciones de borde absorbentes,
usando una fuerza de deriva h(A) = —C[A™* + (L — A)™%] con C = 0,033, a = 3,08, Ay = 0,3L, y
n=2,69 x 1073,

ajuste adecuados. Se hace uso de esta expresion para ajustar mas adecuadamente cerca de
los bordes, donde la ley cinematica ya no es valida.

La probabilidad de sobrevivencia tiene un buen acuerdo cualitativo con las simulaciones
numéricas de la ecuacion , como se puede ver en el panel inferior de la ﬁgura De este

modo, un kink bajo la influencia de ruido interno y efectos de tamano exhibe una dinamica
no difusiva.

4.2. Kinks No Moné6tonos

La dindmica descrita para kinks mondtonos, en presencia de ruido y efectos de tamano, es
influenciada principalmente por la forma del mismo kink. De este modo, uno podria esperar
que en el caso de kinks no monoétonos, la interaccion se vuelva més interesante. En esta sec-
cion consideraremos un modelo simple con kinks no monoétonos, el anteriormente presentado
modelo de Swift-Hohenberg , caracterizaremos las soluciones deterministas del modelo,
y luego, analogamente a como se tratd en el caso de kinks monédtonos de la ecuacion de
Ginzburg-Landau, se estudiara el efecto conjunto del ruido y los efectos de tamano en este
modelo, encontrando una dindmica nueva ausente en el caso anterior.

48



4.2.1. Kinks no Monétonos en Ecuaciéon de Swift-Hohenberg

Las soluciones tipo kink para el modelo de Swift-Hohenberg corresponden a las soluciones
del sistema determinista estacionario al considerar dyu = 0 en ([2.20)),

p — up — (Op + q2)2 u, = 0, (4.23)
el cual es un sistema Lagrangiano con la siguiente accion,
A2 4 a 2
s= [~ g+ P (1.21)

No integrabilidad del sistema espacial para Swift-Hohenberg

Los kinks de este modelo, sin embargo, no tienen una expresion analitica debido a que el
sistema espacial es cadtico. Para demostrar esto, consideremos el Lagrangiano de la accion

del sistema espacial (4.24])),
1

1 1
L(u, g, ugs) = 5(”%)2 — q*(ug)® = 5(# —q")u’ + z_lu4’ (4.25)
por regla de la cadena se sigue,
dL 0L oL oL

(4.26)

Por otra parte, se tiene la ecuaciéon de Euler-Lagrange
oL d oL d®> oL
ou  drou, da?dug,

Sustituyendo (4.27]) en (4.26]) se sigue

A oL oL doL
T dz \ ™ Haz Mgy Yo qy Oy ’

(4.27)

0 (4.28)

de donde se deduce que el sistema tiene una cantidad conservada que corresponde a la funcion
hamiltoniana, el cual es de la forma

(N - q2) 2 ui 2 2 (6m:vuk)2

E=—u, — — —q¢ (Opug)” + ———

gty 4 (G 2

Sin embargo, esta es la inica cantidad conservada, luego, el sistema dindmico no es integrable,

y uno puede mostrar que los kinks y estructuras estacionarias exhibidas por este sistema son
resultado del comportamiento cadtico de este sistema espacial [25].

Otra forma, mas bien heuristica, de entender esto mismo, es que dada la minima diferencia
entre el conjunto de estructuras localizadas que son soluciones de esta ecuacion, y dada una
condicion inicial, una pequena diferencia repercutira en un drastico cambio entre la cantidad
de veces que pasara de un estado al otro, y por medio de cuantas oscilaciones lo hara en cada
caso.
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Comportamiento Asintético

Por otra parte, podemos caracterizar el comportamiento asintotico del kink mediante la
linearizacion de la Eq. 1D en torno a sus estados uniformes uy = ++/pu — ¢*

ug(r — £o0) = £/ p — q¢*e”* cos(bx) + ug, (4.30)

donde

a = \/2;L—3q4/4\/—q2+ V2(u —q*) (4.31)
b = \/—q2 +v2(p— q*). (4.32)

Luego, podemos caracterizar analiticamente las oscilaciones espaciales amortiguadas exhibi-
das por las soluciones kinks no monétonos. Es importante notar que este comportamiento
asintotico es fundamental para caracterizar la interaccion entre kinks.
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Figura 4.5: Solucion kink de la ecuacion de Swift-Hohenberg con los parametros p = ¢ = 1 and n = 0,0018.
a) perfil de la solucion b) diagrama espacio-temporal de la evolucién del kink.

4.2.2. Dinamica de Kinks no Monétonos Bajo Ruido Interno y Efec-
tos de Tamano

Consideramos los efectos de un término estocéstico en la ecuacion de Swift-Hohenberg
, luego de la bifurcacion secuandaria cuando los dos estados uniformes son estables y
permiten la aparicion de frentes entre estados simétricos, considerando un dominio de tamano
L con condiciones especulares de borde.

Simulaciones numéricas nos muestran que la dinamica para la posiciéon del kink es no
estd tnicamente caracterizada por una difusion, sino muestra la preferencia de ubicarse en
torno a posiciones especificas del sistema. Figura [1.6) muestra diferentes realizaciones de
trayectorias de la posicion. De forma inesperada, la dinamica de la posicion del kink estéa
caracterizada por una dindmica de salto, esto es, la posicion del kink permanece por largos
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Figura 4.6: Dinamica estocastica de un kink del modelo de Swift-Hohenberg . a) Simulacion numérica
de un kink bajo condiciones especulares de borde en un sistema finito del modelo ,eonpu=1g=1
y n = 0,0018 partiendo de la posicion A = Ay = 0,15L. b) El kink en el momento inicial. ¢) Evolucion de la
probabilidad de supervivencia de un kink en diferentes instantes de tiempo t; = 0 (negro), to = 10° (verde)
y tz3 =2 x 105 (azul).

periodos fluctuando en torno a posiciones definidas y bruscamente salta a otra. Considerando
diferentes trayectorias del kink surgidas de una misma condiciéon inicial, podemos construir la
probabilidad de sobrevivencia mostrada en la misma figura, y notamos como esta se propaga
asimétricametente de forma similar a la forma descrita anteriormente para el kink monétono.
Pero ademés, emergen méximos locales en posiciones especificas, posiciones donde el kink
tiene mayor probabilidad de ser encontrado.

Del mismo modo que en el caso de la emergencia de patrones y precursores de patréon
en la ecuacion de Swift-Hohenberg, dado que el sistema tiene un modo espacial privilegiado,
las fluctuaciones sustentan la aparicion de precursores de patron sobre el kink. Sin embargo,
debido a su baja coherencia, esta estructura no genera potenciales efectivos que permitan
generar minimos locales. La dindmica es gobernada por las oscilaciones deterministas del
kink, y es por ello que la dindmica de salto no se observa sino cerca de los bordes.

»

\ u(X,1)

AN N NN N NN
Y=

Figura 4.7: Esquema del ansatz de la ecuacion (4.33)). El efecto del borde es reemplazado por la consideracion
de un kink reflejado al otro lado de este.

Para entender la dindmica observada, usaremos una estrategia similar a la usada para
obtener la dinamica de kinks mondétonos bajo la influencia de ruido interno y efectos de
tamano. Esto es, considerar un par kink anti-kink generado por una condicién de borde tipo
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especular. Para ello tomaremos el ansatz,
ule,t) = i [r + A®)] +uf [v = A®) = Vi — @ +u(z, A), (4.33)

donde ;" ahora corresponde a una solucion tipo kink de la ecuacion determinista de Swift-
Hohenberg (2.20), y u; una solucién tipo anti-kink , A(¢) es la posicion en el tiempo del kink,
a la derecha del borde que se ubica en el origen del sistema, y w(z, A) es una pequena funcion
correctiva. El ansatz anterior es valido cuando el kink y el anti-kink estan suficientemente
separados (i.e. A > 1). La figura 4.7/ muestra la solucion representada por el ansatz anterior.

Introduciendo este ansatz en la ecuacion (2.20)), se sigue luego de despreciar términos no
lineales en w,

Lw = AQuf + dpuy) + /nC(x,t) (4.34)
+ 3w — Via(ul ) + () (w — Vi) = w (g = v/R)] (4.35)

esta vez, el operador £ esta dado por la expresion ,
L=—(n—q")+3w)? = (O + £, (4.36)

el cual es auto-adjunto bajo el producto interno usual,

Ualg@) = [ F@gls (437

Nuevamente, analogamente al caso del kink monétono, la solucién tipo kink es un modo de
Goldstone, y se tiene
LO,u, =0 (4.38)

de este modo, este caso es totalmente andlogo al caso del kink monétono, solo cambia la
solucion que debemos considerar, por tanto, para describir la dinamica de la posicion del
kink nos encontramos con una expresion totalmente anéloga a (4.15)

NA = fi(A) + (8) + f5(8) + VAN, (4.39)
donde,
A) = 3V — ¢ Oy uy [uy — Ve —qY)), (4.40)

(
(A) (O, | (ug, ) — /i — q']), (4.41)
(A) 3(Da |ug; [uy — /i — ¢?), (4.42)

donde N = (0,u,, |0,u;, ) corresponde a la movilidad. Esta ecuaciéon puede ser aproximada
por la ecuaciéon de Langevin

> o

. oU _
A — o /
oA T V().
= —a/e R 5in(20A) + /7 C(t), (4.43)
donde el potencial es,
U(A) = _eQGAbcos(%A) + asin(2aA)

2(a® +0?) ’

02



0.2}
o
4 L 00 ¢ ,00000000000040
-
_o0ak #A)
o e Valores numéricos
a
S 0f
0 2 4 6 8 10
A valores numéricos

Figura 4.8: Ley cinematica para la posicion del kink no monoétono por efectos de tamano. Los puntos son
obtenidos considerando una distribucién inicial de condiciones de kinks repartidos uniformemente por le
sistema. Luego se hacen evolucionar numéricamente por un breve instante de tiempo, para calcular la variacion
de la posicién del kink y asi su velocidad. La curva sélida es obtenida usando la forma integral predicha. El
panel inferior muestra el potencial asociado.

con « una constante definida por,

, [ e sin(bx) (uy,)?Opupdx
= _ ./ — ot
= a 1 (axuk|6wuk) ’

y 0" =1/ (0pur|Opus,).

De este modo, las oscilaciones espaciales amortiguadas en conjunto con las condiciones
de borde producen una fuerza que alterna entre ser repulsiva y atractiva, y cuya intensidad
disminuye exponencialmente al alejarse del borde.

Para verificar esta ley cinemética para la posicion del kink, se considero una distribucion
uniforme de condiciones iniciales repartidas en diferentes posiciones del sistema. Posterior-
mente se dejan evolucionar por un breve instante de tiempo, calculando posteriormente el
cambio en su posiciéon y asi su velocidad. La figura muestra la comparacion entre el
comportamiento predicho y los datos obtenidos numéricamente, los cuales muestran un buen
acuerdo a suficiente distancia del borde del sistema. Cuando se acerca demasiado, la ley no
es valida.

Tomando la ley cinematica de la posicion del kink, ecuacion (4.43)), y su respectivo poten-
cial, podemos inferir que el sistema tiene una familia de equilibrios, que satisfacen aproxima-
damente sin(20A*) = 0, separadas por una distancia constante | = 7/20b, i.e. A¥ = 7n/2b con
n =1,2,---. Notar que el equilibrio es més estable en la medida en que se acerca a los bordes
del sistema. Figura muestra la forma del potencial U(A) cerca del borde del sistema. La
dindmica en torno a un equilibrio, A(t) = A* + v(t), toma la forma,

b= —a'2be 2%y + /¢ (1). (4.44)

Luego, la dispersion en torno a un equilibrio especifico estd dada por,
,',I/
(Wy=—T__ (4.45)

a/2b6—2aA*
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Asi, las fluctuaciones en torno a equilibrios mas estables (méas cercanos al borde), son menores.
De este modo, uno espera que el ancho de los maximos de la probabilidad de sobrevivencia
en torno a un equilibrio méas estable sea menor. (cf. panel inferior de la figura .

De la ecuacion de Langevin (4.43), podemos derivar la ecuacion de Fokker-Planck para la
probabilidad de sobrevivencia para la posiciéon del kink,

/
O,P(A, t|Ag, to) = O [a—U} P+ Losap, (4.46)
0A 2
con condiciones de borde absorbentes P(A = 0,t|Ag,ty) = P(A = 0,t|Ag,tp) = 0. La
figura [£.9 muestra la evolucion de la probabilidad de sobrevivencia para la posicion del kink
no monotono, mostrando cualitativamente un buen acuerdo con las simulaciones numeéricas
de la ecuacion estocastica de Swift-Hohenberg . Asi, la dinamica de kinks no monétonos
bajo la influencia de ruido interno y efectos de tamano exhiba un comportamiento no difusivo

con una dinamica de saltos.

P

L2 1

Figura 4.9: Evolucion temporal de la ecuacion de Fokker-Planck (4.46)) con condiciones de borde absorbentes,
usando el potencial 1) con o = 1,157, a = 0,4940 y b = 1,026 como parametros de fiteo yn = 2 x 1073.

Mediante las condiciones de borde, la probabilidad de sobrevivencia para tiempos largos
converge asintoticamente a la solucion cero.

Es importante notar como en el anélisis presentado, hemos asumido que la creaciéon de
nuevos kinks por efecto de fluctuaciones es un evento sumamente improbable, aunque para
niveles altos de ruido es un fenémeno observado facilmente.
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4.3. Dinamica de Saltos Inducida por Inhomogeneidades

(x10°)

0.5}

ik
"

u(z,t)

Figura 4.10: Dinamica estocastica de kinks de la ecuacion forzada de Ginzburg-Landau real. (4.47]) con
k=m/3, a=0,02y n=0,02. Diferentes colores representan diferentes trayectorias de la posicion del kink.
El panel inferior muestra el perfil del kink en el instante inicial.

Otros kinks no monétonos que exhiben una dindmica de salto como consecuencia del ruido,
son aquellos que conectan dos estados periodicos [I§]. Este fenomeno es evidente debido a
que el patrén genera una barrera de nucleacion que se opone a la propagacion de la pared. En
este caso, los saltos no se relacionan con un efecto de los bordes. Un sistema que presenta este
tipo de kinks o frentes, es considerar un sistema donde sus parametros estan espacialmente
modulados. Note que este tipo de forzamiento rompe la invarianza traslacional del sistema.
Luego, uno espera que cualquier solucion tipo particula prefiera posiciones precisas, y el ruido
posibilite que el frente transite de una posicién en otra, dando lugar a una dindmica de salto.

Con el objetivo de ilustrar esto, consideremos la siguiente ecuacion real de Ginzburg-
Landau forzado,
Ou = acos (kx) + pu — u® + Oppu + /1 (7, 1), (4.47)

donde a y k son la amplitud y nimero de onda del forzamiento respectivamente. Del mismo
modo que un forzamiento temporal induce al sistema a responder en la misma frecuencia del
forzamiento, en el caso de un forzamiento espacial oscilatorio, inducird ondas estacionarios.
Si el forzamiento es pequeno, las oscilaciones aparecen en torno a los estados de equilibrio del
sistema sin forzamiento. En el caso de la ecuaciéon de Ginzburg-Landau , los estados
homogéneos se vuelven periddicos de la forma

u~ £/ — acos (kx) [2pu. (4.48)

Asi, la ecuacion real de Ginzburg-Landau ahora tiene soluciones tipo kink que conectan dos
estados periddicos, los cuales en equilibrio se ubican en posiciones precisas de la forma 27n/k,

withn =1,2,3,---. Mediante un analisis analogo al usado en secciones anteriores, obtenemos
la ley cinematica para la posicion del kink,
A = o/ sin(kA) + /(1) (4.49)
donde,
" =a /00 Opu) (z) cos(kx)dx/(Dpu)f |0pu). (4.50)
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Asi, la dinamica de la posicién del kink es caracterizada por un movimiento browniano
en un potencial periodico. Referencia [78] presenta un anlisis detallado de este tipo de
particula estocastica. Figura [£.10] muestra trayectorias numeéricas para soluciones kink de la
ecuacion estocéstica forzada de Ginzburg-Landau , donde todas las soluciones parten
de la misma condiciéon inicial. El sistema claramente exhibe una dinamica de saltos, en este
caso, producida por un parametro inhomogéneo. En las trayectorias ilustradas en la figura,
los efectos de borde son despreciables. Cabe notar que aiin para un forzamiento pequeno y
un nivel de ruido relativamente alto respecto al forzamiento, al punto que el perfil de u(z, )
no muestra claras oscilaciones, la dinamica de la posicién del kink exhibe claramente una
dindmica de salto.

4.4. Observacion Experimental de la Dinamica de Saltos

Es importante notar que en observaciones recientes, se encontré un comportamiento similar
al descrito anteriormente, en kinks sobre un medio granular [58, 59].

X (cm)

Figura 4.11: (Arriba) Imagen del perfil de un kink en una capa delgada cuasi-unidimensional de un medio
granular fluidizado sujeto a un flujo periodico de aire. (Abajo) Promedio del perfil del kink tomado en
1000 ciclos. Si bien al observar el kink en un momento dado no es evidente tenga una longitud de onda
caracteristica, esta se aprecia claramente al promediar. Imagenes cortesia de Juan Macias y Juan Falcon.

Este medio granular, compuesto de aproximadamente 25000 particulas esféricas mono-
dispersas de un diametro de a = 350um, puesto en una celda de 200mm largo, 200mm de
alto y 3.5 mm, lo que lo convierte en un sistema con una dinamica cuasi-unidimensional.
Este medio es fluidizado por medio de un flujo de aire peridédico que fluye desde abajo del
medio en contra de la gravedad. Este forzamiento paramétrico induce la aparicion de una
frecuencia sub-armoénica en el medio sobre cierta presion y frecuencia critica. Al observar la
dindmica extendida en el espacio, se ve la apariciéon de kinks sobre la superficie del medio,
como se muestran en la figura [£.11]

Los medios granulares excitados por medio de forzamientos paramétricos o similares se
encuentran en un contexto entre la descripcion continua y discreta, es decir, son demasiadas
particulas para tratarlas como un problema mecanico, pero por otro lado, son demasiado
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pocas para que una aproximacion termodindmica tenga buen acuerdo. Debido a sus enormes
fluctuaciones inherentes, que en este caso, se manifiestan en una gran irregularidad en el
comportamiento espacial y temporal de la superficie del medio, fluctuaciones que no son
mucho menores que el tamano del sistema.

14 \ \ \ \ \
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Figura 4.12: Evolucion temporal de la posicion de un kink granular , xg. Se distingue claramente como el
kink luego de oscilar en torno a ciertas posiciones, abruptamente se mueve a otra. Imagen cortesia de Juan
Macias y Claudio Falcon.

En este sistema se observa una dinamica de salto para la posicién del kink tal como se
aprecia en la figura [£.12] Si bien no es evidente que se trata de kinks no monotonos, en
la figura se puede notar claramente que al tomar promedios sobre muchos instantes el
kink tiene una longitud de onda privilegiada, lo que es consistente con los resultados aqui
presentados: kinks no monoétonos presentan una dinamica de salto. En este caso, se observa
que las fluctuaciones disminuyen al acercarse al borde (ver figura , lo que nos hace
conjeturar que esta dinamica es producto de efectos de tamano.

Dado que los medios granulares no poseen ecuaciones que permitan estudiarlos desde
primeros principios como sistema macroscopico, sélo es posible hacer una comparaciéon cua-
litativa.

4.5. Efecto del Ruido en Transicion de Ising-Bloch

Otro tipo de paredes de dominio con una dindmica interesante, son las paredes de Bloch,
las cuales como fue explicado en[2.4.3] Un sistema no variacional al sufrir una transicion desde
paredes de Ising a paredes de Bloch, por medio una bifurcacion de pitchfork por ejemplo,
pasan luego de un valor critico para los pardmetros de bifurcacion, de tener una velocidad de
propagacion exactamente nula a propagarse en una direcciéon u otra mediante un rompimiento
espontaneo de simetria. Considerando asi como el ruido induce la aparicién de precursores
de patrom en la ecuacion de Swift-Hohenberg, anticipando el levantamiento de patrones, o en
el caso de el modelo logistico, puede anticipar el surgimiento de caos [40], cabe preguntarse
.Podria el ruido anticipar también la aparicién del rompimiento de simetria y la
propagacion coherente de una pared de Ising cerca de la transicién a convertirse
en una pared de Bloch?
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Figura 4.13: Perfil de una pared de Bloch con quiralidad positiva, donde X da cuenta de la componente real,
e Y de la imaginaria, para la ecuacion (2.42)) con los parametros u =1, y v = 0,2, y considerando términos
no variacional no nulos » = 0,1, = —0,1 y 8 = —0,15.

La respuesta es no, al menos no en el sentido méas ingenuo de esperar que la moda
de la velocidad de propagaciéon bajo la bifurcacion sea distinta de cero como en el caso
determinista. Sin embargo, mostraremos que el ruido hace al sistema manifestar sintomas
de que una bifurcacion se acerca. En tal sentido, este ejemplo, es un caso interesante para
comprender que puede el ruido hacer en una bifuracion.

0.00

1
0.44

Figura 4.14: Velocidad determinista del frente para la ecuacion (4.51f), con y = 1,v = 0,1, = —0,1,8 =
—0,15,7 = 0 y para distintos valores de .

Un estudio de la distribuciéon de velocidades para la pared bajo el punto de bifurcacion
pero cerca de este nos muestra que el valor esperado se encuentra justo en cero, andlogamente
a lo que ocurriria en el caso variacional. Si bien velocidades no nulas tienen una probabilidad
distinta de cero, sobre el frente no se manifiesta un movimiento coherente en una direccion,
sino fluctta y tiene un movimiento azaroso. En la figura podemos ver trayectorias tipicas
de la dindmica de las paredes cerca de la bifurcacion.

Heuristicamente, el motivo radica en que si bien el ruido hace emerger una quiralidad,
esta surge débilmente y es del mismo orden que el ruido que la perturba, impidiendo a la
pared mantener un movimiento coherente en una direccion.
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Figura 4.15: Trayectorias tipicas de paredes cerca de la bifurcacion, para la ecuacion (4.51)), con p = 1,v =
0,1, =—0,1,8 = —0,15,7 = 0,05 y para v = 0,42,0,44,0,45.

4.5.1. Dinadmica de la Pared

Para caracterizar teéricamente la dindmica de una pared tipo Ising y tipo Bloch, conside-
remos la ecuacion estocéstica de Ginzburg Landau,

% = (u+ i) A+ (1 +i0)0p A — (1 +18)|APA + vA + /¢ (x, 1) (4.51)

Con el cambio de variable A = X + 1Y podemos reescribir esta ecuacion de forma matricial,

at<§§) - £<§/()—(X2+Y2)(‘;(> (4.52)
Lo ( o ) +B(X2+Y?) ( Y ) +\/ﬁ( ggz ) (4.53)

r - (ATt 0w 0
B 0 M_7+axx

0 —V — a0yy
o = (yiann 0™

Donde (i(z,t) 1 = X,Y son ruidos Gaussianos con promedio cero y correlacion delta
temporal y espacialmente (((z,t), (j(2',t")) = 0i;0(t —t")0(x — 2’). Consideraremos pequenos
los términos estocasticos y no variacionales v, a, 3,1 < 1. En el punto critico se tiene como
solucion Ag(z) = Xo(z) = 2,/% tanh(y/Ex). Luego, tomando el cambio de variable,

X XO u
con u,v <K 1 se tiene considerando perturvativamente los términos estocésticos y no varia-

cionales,
ou = |}Co+£0 —§< 0 _M+37):|u

u? + wo? + 3u?z + 02X, Cx(m,t)
B ( u?v + 03 + 2uv Xy * Cy(z,t) )7 (4.55)
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donde,

o = ( £0X EOY ) (4.56)

_ ( tu+ axg — 3X2 - ai’x e ) (4.57)

x ( 59}3 E(? ) (4.58)
—1 — _ 2

B ( v+ oﬁmO +36X2 ’ aaé”” P ) (4.59)

El operador es auto-adjunto bajo el producto interno,

(2

( ?i )) - / : fi@)gi() + fo(2)ga(w)de, (4.60)

Su kernel esta caracterizado por Xy, X,

X, = 8,Xo(x —A) ( (1] ) _ ;u sech? [£(z— )] ( (1] ) (4.61)

X, = \(t)Yo(x —A) ( ; ) = x(t) sech [E(w - 2] ( ; ) (4.62)

donde A y x son parametros que parametrizan la familia de elementos del kernel, y dan
cuenta de la posicion de la pared y su quiralidad. En este caso obtendremos dos ecuaciones
al aplicar la condiciéon de solubilidad. Tomando estas soluciones como ansatz,

( (1) ) = Xo(r — A) + w(Xo) (4.63)

(e A Y (e e

donde wyx y wy son correcciones pequenas. Al sustituir en la ecuacion(4.55) se sigue,
; {0 1/ p—3y 0 Cx(z,t)
- A mX nv__ _ X ) ,
(4.65)

Aplicando condicién de solubilidad usando X; y X5, y considerando que X es una funcion
impar, e Yy una funciéon par, se obtiene respectivamente para cada vector,

% + V1 (9:Xo[Cx (2, 1)) (4.66)

X = (=37 x—x"+vn(Yol&(2,1)) (4.67)

A = x(t)
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Calculando las integrales se llega a las ecuaciones dinamicas,

A
O = Xl B) + VIRG ), (4.68)
% = (B=37)x =X+ Vi, G() (4.69)

donde (i1 2(t) son ruidos gaussianos con promedio nulo y correlacion (¢(t), (;(t')) = 6;;6(t —
), v,

V2

= —[-3 2 4.70
o 48u[ v+28u+ap], (4.70)
9n |3
= —4/— 4.71
na 16 ,US’ ( )
/Y
= —4/=. 4.72

En la ecuacion de A términos no lineales en A y x fueron despreciados. En el caso de y
se conservo el primer término saturante, debido a que el término lineal es ser positivo sobre
la transicion de Ising-Bloch. Esta expresion es distinta a la encontrada en la referencia [26]
debido a que en este caso también se consider6 p — 3y < 1, para capturar apropiadamente
la bifurcacion.

La ecuacion de Fokker-Planck asociada a las variables A y x es,

9 9 9 ;
aP(A>X7t|A07X07tO) = T3A [xvo] P — ax [(w—37)x —x*] P, (4.73)
na P, O°P
2 0N T2 0y (474)

promediando sobre y se sigue,

8 (9P na 82P

aP(AaﬂAoyto) =—(x) an—A + 9 OAZ

Podemos estudiar la velocidad promedio con la que se moveré el frente. Integrando por parte
y considerando que P(=£o0,t|Aq,ty) — 0 se sigue,

(4.75)

%@) = /OO A%P(A,tmo,to)dA (4.76)
= /Oo N [— (xX) o P(A, Ao, to) + 2/iP(A Ao to)| dA  (4.77)

o OA 0 20A° T
= (X u (4.78)

La velocidad promedio coincide con la velocidad determinista. De este modo, mostramos que
en este limite el ruido no anticipa la bifurcacion, ya que bajo esta (x) = 0. En la figura
se muestra la distribucién de probabilidad para las velocidades para diferentes valores de ~.
Antes de cruzar la bifurcacién, el promedio se encuentra en torno a cero.
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Figura 4.16: Distribucion de Probabilidad de velocidades obtenida numéricamente para la ecuacion (2.42)),
con p=1rv=0,1, «a = =0 para v = 0,42,0,44, 0,45. Bifurcacion ocurre aproximadamente en v. = 0,44

4.5.2. Correlaciones

Por otra parte, podemos notar en la ecuacion que esta no tiene parte lineal. Esto
significa que los tiempos de correlacion son enormes. Simulaciones numéricas de las paredes
de dominio coinciden con este resultado, como se puede ver en el lento decaimiento de las
funciones de autocorrelacion de en la figura

— ~7=0.44 |
— v=0.45

o 20 40 60 80 100 120 140
$time

Figura 4.17: Funcién de auto-correlacion para paredes de la ecuacion (2.42), con 4 = 1,y = 0,1, a = =
0,n = 0,05 para v = 0,44, 0,45.

Si volvemos a la imagen [4.15] vemos que el movimiento de la pared no corresponde a un
movimiento Browniano tipico. En este caso, si bien la velocidad fluctua, cambia de direccion
lentamente. A partir de la ecuaciones y podemos calcular la auto-correlacion de
la velocidad de la pared
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(AW.A@)) = (ox(®) + visG(®)] . [oox(®) + vz () (4.79)
= o (W) X)) + s (G0, G ) (4:80)

podemos aproximar la funciéon de auto-correlaciéon de y bajo la transicion de Ising-Bloch
suponiendo su dindmica como un proceso de Orstein-Ulhenbeck de tiempo de correlacion
T =na/(1t — 37), de este modo

|t =t

<A(t),A(t’)> = 3y Zexp {— }+77A5(t—t/), (4.81)

En este anélisis es claro que cerca de la transicion Ising-Bloch, cuando v — 1/3 entonces
T — 00, lo que explica el largo tiempo de correlacion observado numéricamente. Incluso, el
segundo término explica el cambio de curvatura cerca de t = 0.

De esta forma, bajo la bifurcacion, el ruido la anticipa no de la forma en que se pudo intuir
inicialmente, mediante la apariciéon de una velocidad cuyo valor de expectacion fuera no nulo,
sino, aumentando notoriamente los tiempo de correlacion para la velocidad de propagacion.

63



Capitulo 5

Libreria Para Simulacién de Ecuaciones
Diferenciales

Con el fin de facilitar el desarrollo de simulaciones numéricas, extensamente usadas durante
este trabajo, se construy6 una libreria bajo el lenguaje de programacion Python. Todas las
simulaciones en este trabajo fueron realizadas usando esta herramienta.

La idea original de un programa que permitiera resolver ecuaciones diferenciales de manera
interactiva, pudiendo dibujar condiciones iniciales o cambiar los pardmetros en medio de la
simulacién, surge de un programa desarrollado por Pierre Coullet hace mas de 20 anos bajo
Yellow Boz. Sin embargo, como se explica a continuacion, existen multiples ventajas que
justifican el re-hacer la rueda", dadas las necesidades y los desarrollos informaticos actuales.

5.0.3. ;Por qué Python?

Python es un lenguaje de programacion interpretado, esto significa, que no se genera un
codigo de maquina usando un compilador, sino, se interpreta directamente el codigo escrito
por el programador.

Este lenguaje tiene miltiples ventajas sobre otras opciones como C,C++ o Java, entre las
que cabe destacar,

e Simplicidad de la Sintaxis: Lo cual permite escribir c6digo muy rapidamente. Pro-
gramas que lleven a cabo funciones complejas pueden tomar una cantidad minima de
lineas respecto a otros lenguajes.

e Python viene con pilas incluidas: Este lenguaje trae implementado de forma nati-
va un gran conjunto de funciones que en otros lenguajes deberian ser implementadas de
forma independiente. Cabe destacar la libreria Scipy, la cual provee de practicamente
todas las rutinas que pueden ser encontradas en Matlab, incluyendo poderosas herra-
mientas de visualizacién de datos. Por otra parte, una activa comunidad mantiene un
conjunto de librerias para los mas diversos fines.
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Figura 5.1: Ejemplo de Script de simulacion con dos subvisualizaciones.

e Multiplataforma: Python corre de forma nativa en los principales sistemas operati-
vos, incluyendo Windows, OSX, y todas las distribuciones de Linux.

Cabe mencionar que pese a sus multiples ventajas, python al ser interpretado, es mas
lento que un lenguaje compilado como C+-+. Sin embargo, posee multiples herramientas
para integrar codigo escrito en C y C++. Actualmente, se trabaja en una versién que permita
facilmente incorporar simulaciones escritas en estos lenguajes.

La libreria estd programada para Python 2.7. y requiere ademas instalar las liberias es-
tandar,

e python-wx

e python-scipy: la cual incluye,
— python-numpy
— python-matplotlib

5.1. Integraciéon

La integracion se basa en el uso de arrays provistos por la libreria estandar Numpy. Esta
libreria permite realizar operaciones aritméticas entre arreglos de niimeros de forma natural,
a una velocidad no mucho mayor a la que se realizarian bajo un lenguaje compilado.

Posee multiples métodos para realizar la integracion:
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Euler
Método de Leap Frog
Método de Runge-Kutta Orden 4

e Método de Heun (estocastico)

Ademas, trae métodos para el calculo automéatico de derivadas espaciales. Incluye pro-
gramadas condiciones de borde peridédicas y especulares, las cuales se seleccionan con solo
ingresar un comando.

Cabe notar, que tal como estan disenados los métodos en base a arrays de Numpy, permite
resolver ecuaciones de una dimension arbitraria.

5.2. Visualizacion

Quiza el aspecto mas tnico de esta libreria es que ofrece diversas herramientas visuales.
Al iniciar una visualizacion interactiva, opcion que puede ser inactivada, se abre una ventana
donde se puede intervenir directamente el campo, permitiendo dibujar condiciones iniciales
manualmente. Trae un cuadro de control para mover multiples parametros de la ecuaciéon
simulada. Esto es muy ttil para comenzar a familiarizarse con una nueva ecuacion.

En el menu superior existen opciones para guardar y cargar estados (esto es, se guarda
tanto el campo como los pardmetros usados), permitiendo poner una breve descripcion. De
este modo, se pueden guardar comportamientos descubiertos durante el estudio exploratorio
de una ecuacion.

Tiene un ment donde se pueden escoger visualizaciones especiales. Por ejemplo, para abrir
una ventana con la transformada de Fourier del campo. Por defecto trae la transformada de
Fourier, el grafico de O,u(z,t) vs u(x,t), y el campo promedio. Sin embargo, se pueden
agregar cuantas visualizaciones se quiera, las cuales usando las herramientas provistas por
Scipy toma solo un par de lineas programar.

También trae funciones menores, como por ejemplo para pausar o reiniciar la simulacion,
hacer zoom, exportar graficos como imagen (pudiendo elegir entre diversos formatos) o extraer
los datos de este.

5.3. Programacién de una Simulacién
La libreria provee todas las herramientas habitualmente utilizadas para hacer una simu-
laciéon de una ecuacién diferencial en derivadas parciales en una dimension, con o sin ruido.

Estas se seleccionan mediante un script, donde se crea una funcién que seréa ejecutada en
cada paso. A continuacion se pone un ejemplo, donde se integrara la ecuacion de Ginzburg-
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Landau Real forzada.
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v+ eu(w,t) — ud(z,t) + Oppu(a, t)
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from Kit import *  #Importacidén de la libreria

#Parametros de la simulacién y valores predeterminados. Se pueden modificar
al llamar el programa agregando la orden variable=valor
comandos = {’epsilon’:1,’gamma’:0,’DIV’:200,°dx’:0.5,°dt’:0.01, tipo_borde’:’especular’}
#HHHHHRn A ## PREAMBULO BASICO ##########H#HHH#HH###HHH
def to_variable(comandos):
for name, value in comandos.iteritems():
globals() [name]=value
comandos=leer_argumentos(sys.argv,comandos)
to_variable (comandos)

mx,Lx,my,Ly = 0,DIV*dx,-3,6
DIV = int(DIV)

#### CONDICION INICIAL Y DEFINICION DE LOS CAMPOS #########4HH#H#H#HHHH
X=linspace(0,Lx,DIV)
U = 1.5%xtanh(X-Lx/2.0)

borde = Boundary(tipo_borde) #se fija el tipo de condicién de borde
#### DEFINICION FUNCIONES A ITERAR HHHHHH R R

Se define la funcidn a integrar, p son los parametros,

t el tiempo y U el campo

def f(p,t,U):

#E1 calculo del laplaciano lo provee el objeto global llamado
en este caso borde

lapU = Dborde.lap(U,dx)
dU = pl0]*U - U*U*U + lapU + p[1]
return dU

#La funcidén que es llamada en cada peticidén de la animacidn.
En este caso, la visualizacién se actualiza cada 100 pasos. parent es el
objeto que posee todos los parametros de la simulacidén y visualizacién.
def simulacion(parent,U):
for i in range(100):
parent.t += dt
U = parent.metodo.integrar(parent.t,U)
return U

#### INICIALIZACION DE VISUALIZACIONES ############HHH##HHHHH7HHHHHH

#Se puede colocar una descripcién de la ecuacidn simulada.
Admite LaTeX
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eqcaption = ’Real Ginzburg Landau Equation \n \n
$\partial_t u = \gamma + \epsilon u - u~3 +\partial_{xx} u $\n’

#Parametros cuyo valor se puede variar interactivamente.
param = ListParams({"epsilon": (epsilon,0,2,0),"gamma": (gamma,-0.1,0.1,1)})
#etiqueta: valor predefinido ,minimo,mé&ximo,indice en pl[i]

#Se puede programar visualizaciones secundarias.
En este ejemplo, el cuadrado del campo simulado.
secondary_plots = {"U~2": (lambda parent: (parent.X,parent.Y**2))}

# Se crea un objeto Simulation, que guarda todos los parametros
relevantes de la simulacién
SIM = Simulation(f,dt,param.values(),simulacion,method=’RK4’,X=X,Y=U,dx=dx)

#Se inicializa la simulacidén entregando como pardmetros los objetos

definidos anteriormente

app = wx.App(Q)

frame = Main(mode=’interactive’,simulation=SIM,param=param,secplot=secondary_plots,
title=’Real Ginzburg Landau Equation’,caption=eqcaption,file=’id’)

app.MainLoop()
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis se mostraron novedosos fendémenos inducidos por el ruido aditivo, en modelos
prototipos y universales, lo que significa que pueden ser aplicados en diversos contextos fisicos.
Luego, se estudiaron fenémenos robustos del ruido.

Gran parte del modelamiento de sistemas fisicos macroscopicos se ha desarrollado igno-
rando cualquier forma de ruido, ya que implica una mayor complejidad, pero principalmente,
dado que en muchos casos, el estudiar el sistema de forma determinista producira resultados
satisfactorios. En una entendimiento sobre simplificado del rol del ruido en la dindmica de un
sistema fisico particular, se podria presumir que este no producira otro efecto més que una
desviacion en torno al comportamiento esperado deterministicamente. Sin embargo como es
evidente a esta altura de la tesis, un anélisis méas profundo lleva a comprender la amplia
variedad de fendémenos que el ruido puede inducir. Por un lado, en el caso de ruido multipli-
cativo, este es capaz de inducir fuerzas efectivas (como se present6 en . No obstante,
en este caso, se observa como el ruido induce una fuerza, pero esta fuerza puede ser tratada
del mismo modo que una determinista. Es por esto que revisar el efecto del ruido aditivo
es interesante, ya que un fenémeno surgido a causa de este seréd producto enteramente de
la capacidad que provee el ruido de explorar estados que el sistema deterministicamente no
permite. Si se trata de un sistema variacional, el ruido permite superar eventualmente ba-
rreras de energia. En esta linea, ya algunos ejemplos conocidos de efectos robustos producto
del ruido aditivo se presentaron brevemente en el marco conceptual de esta tesis [2.6]

En esta tesis, se consideraron dos estructuras paradigméticas que encontramos en diversos
sistemas macroscopicos: frentes entre estados simétricos y patrones, en el limite de ruido de
baja intensidad. De este modo, el ruido se manifestarda mas claramente sobre los modos
criticos. En ambos casos, tanto patrones como frentes entre estados simétricos, uno de estos
modos correspondia al de traslaciéon. Consecuentemente, se reporté una dindmica estocastica
para la posicion del kink y la fase del patron.

En el caso de patrones, los cuales son habitualmente caracterizados por medio de la mag-
nitud de su amplitud como parametro de orden, se estudi6 la dindmica de su fase en presencia
de ruido aditivo. En caso de un sistema infinito o con condiciones periédicas de borde, se
reporta que esta sigue un proceso de Wiener simple. La consideraciéon de bordes induce el
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acople entre la escala de la amplitud, y la escala del patréon subyacente, por lo que resulto
necesario el calculo de una ecuaciéon de amplitud amendada para considerar estos efectos.
A partir de ella, se dedujo una ecuaciéon dinamica de Langevin para la fase, donde la fuer-
za determinista estd dada por un potencial periédico, que hace que esta fluctie en torno a
determinados valores compatibles con las condiciones de borde.

Por otra parte, frentes entre estado simétricos, o kinks, bajo la influencia de ruido aditivo
presentan una rica variedad de comportamientos. A primer orden, genera la difusiéon Brow-
niana en su posicion. La consideracion de efectos de tamano mediante la inclusiéon de bordes
en el sistema, induce la aparicion de una fuerza determinista. En este sentido, se distinguen
dos casos: una fuerza atractiva hacia las paredes para el caso de kinks mondétonos, lo que
induce al considerar la probabilidad de supervivencia para la posicion del kink, su moda se
mueva hacia el interior del sistema; y una fuerza caracterizada por multiples posiciones de
equilibrio en el caso de kinks no mono6tonos. En este caso, la posicion se caracteriza por una
dindmica de saltos, en que pasa gran tiempo fluctuando en torno a un equilibrio, para de
forma abrupta, saltar a otro. Una dindmica similar fue encontrada al considerar una version
modificada de la ecuacion de Ginzburg-Landau, donde un parametro variaba periddicamente.

Tomando como inspiraciéon el caso de los precursores ruidosos, casos donde el ruido an-
ticipa una bifurcacion, se estudié la transicion Ising-Bloch, donde un frente entre estados
simétricos sufre un quiebre espontaneo de simetria y adquiere una dindmica propia, y se
analizo si el ruido haria que este quiebre ocurriera antes de la bifurcacion. La respuesta fue
negativa en ese sentido, dado que el valor esperado para la velocidad coincidia con el de-
terminista al hacer un estudio analitico y numérico. No obstante, este problema permitio
obtener una vision mas sofisticada sobre lo que el ruido puede y no puede hacer. El ruido
aditivo puede anticipar inestabilidades al excitar todos los modos de un sistema, permitiendo
a los més lentos manifestarse de forma predominante. Sin embargo, en general, los valores de
expectacion en general seguiran sobre el valor determinista. Atn asi, se reportaron sintomas
al estudiar la dinamica de la posiciéon de la pared bajo la transicion que muestran que una
bifurcaciéon se encuentra cerca.

Debido a que practicamente todos los modelos teéricos aqui utilizados son aproximados,
y se basan en considerar ciertos limites e hipotesis particulares que permitan simplificar
calculos, es fundamental contar con simulaciones numéricas que permitan un contraste de-
tallado de las conclusiones obtenidas de manera analitica. Parte del trabajo de esta tesis fue
la creacion de una herramienta para la resolucién interactiva de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales estocasticas, el cual tiene multiples posibles usos mas alla de esta tesis.
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Apéndice A

Internal noise and system size effects
induce nondiffusive kink dynamics

En este apéndice se adjunta la publicacion titulada Internal noise and system size effects
induce nondiffusive kink dynamaics, publicado en Physical Review E.
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Internal noise and system size effects induce nondiffusive kink dynamics
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We investigate the effects of inherent fluctuations and system size in the dynamics of domain between uniform
symmetric states. In the case of monotonous kinks, this dynamics is characterized by exhibiting nonsymmetric
random walks, being attracted to the system borders. For nonmonotonous interface, the dynamics is replaced by

a hopping dynamic. Based on bistable universal models, we characterize the origin of these unexpected dynamics
through use of the stochastic kinematic laws for the interface position and the survival probability. Numerical
simulations show a quite good agreement with the theoretical predictions.

DOI: 10.1103/PhysRevE.91.032922

I. INTRODUCTION

Macroscopic systems under the influence of injection and
dissipation of quantities such as energy and momenta usually
exhibit coexistence of different states—this feature is usually
denominated multistability [1]. This is clearly a manifes-
tation that far from equilibrium systems are of nonlinear
nature. Heterogeneous initial conditions usually caused by
the inherent fluctuations generate spatial domains, which are
separated by their respective interfaces. These interfaces are
known as front solutions or interfaces, or domain walls [2—4].
Interfaces between these metastable states appear in the form
of propagating fronts and give rise to rich spatiotemporal
dynamics [5-7]. Front dynamics occurs in systems as different
as walls separating magnetic domains [8], directed solidifica-
tion processes [9], nonlinear optical systems [10,11,13,33],
oscillating chemical reactions [14], fluidized granular me-
dia [15-21], and population dynamics [22-24], to mention
a few. From the point of view of dynamical systems theory,
in one spatial dimension a front is a nonlinear solution that
is identified in the comoving frame system as a heteroclinic
orbit linking two spatially extended uniform states [25,26]. The
evolution of front solutions can be regarded as a particle-type
one, i.e., they can be characterized by a set of continuous
parameters such as position, core width, and so forth.

The interface dynamics depends on the nature of the
states that are connected. In the case of a front connecting
a stable and an unstable state, it is usually called a Fisher-
Kolmogorov-Petrosvky-Piskunov (FKPP) front [22,27,28].
One of the characteristic features of these fronts is that their
speed is not unique, but determined by the initial conditions.
When the initial condition is bounded, after a transient, two
counterpropagative fronts with the minimum asymptotic speed
emerge [22,28]. FKPP fronts have been observed in Taylor-
Couette [29], Rayleigh-Benard experiments [30], pearling and
pinching on the propagating Rayleigh instability [31], spinodal
decomposition in polymer mixtures [32], and liquid crystal
light valves [33], to mention a few.

The former scenario changes drastically for a front con-
necting two stable uniform states. In this case, a variational
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system tends to develop the most stable state, in order to
minimize its energy or Lyapunov function, so that the front
always propagates towards the most energetically unfavorable
state. There is only one point in the parameter space for which
the front is motionless, which is commonly called the Maxwell
point and is the point for which the two states have exactly
the same energy [34]. Close to the Maxwell point, based
on the parameters variation method, one can analytically
determine the front speed [5]. For variational systems away
from the Maxwell point one can have implicit expressions for
the front speed [5], which correspond to nonlinear eigenvalue
problems. In the nonvariational case, the analytical expression
of the front speed is a problem still unresolved.

Systems with discrete reflection symmetries can possess
two equivalent uniform states with interfaces, or domain walls,
which are generically at rest. Indeed, the two connected states
are energetically equivalent. These front solutions are termed
kinks. However, under spontaneous breaking of the parity
symmetry, these fronts can acquire a nonzero asymptotic
speed. This phenomenon is denominated the nonvariational
Ising-Bloch transition [35]. Variational systems do not exhibit
this phenomenon, because the front speed is proportional to
the energy difference between the two equivalent states.

On the other hand, a characteristic property of macro-
scopic systems is to present incoherent and uncontrollable
fluctuations, as a result of their microscopic constituents.
When macroscopic fluctuations are not dependent on the
macroscopic variables describing the system is called internal
or additive noise, in the opposite case, it is called external
or multiplicative noise. Usually, the effects of these fluc-
tuations were either considered as a nuisance (degradation
of the signal-to-noise ratio) or ignored because it was not
known how to handle them. In recent decades, a wealth
of theoretical and experimental research has shown that
fluctuations can have rather surprisingly constructive and
counterintuitive effects in many physical systems, and that
they can be figured out with the help of different analysis
tools. These situations occur when there are mechanisms of
noise amplification, or when noise interacts with nonlinearities
or driving forces on the system. The most well-know examples
in zero-dimensional systems are noise-induced transition [36]
and stochastic resonance [37]. More recently, examples in
spatially extended system are noise-induced phase transition,
noise-induced patterns (see Ref. [38] and references therein),

©2015 American Physical Society
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FIG. 1. (Color online) Temporal evolution of a granular kink
position, x¢, in a shallow one-dimensional fluidized granular layer
subjected to a periodic air flow [45]. The inset snapshot corresponds
to a granular kink observed at a given moment.

noise-sustained structures in convective instability [39],
stochastic spatiotemporal intermittency [40], precursor of pat-
terns [41], noise-induced traveling waves [42], noise-induced
ordering transition [43], and front propagation [44]. A natural
question that arises is what is the effect of internal fluctuations
on kink dynamics. As we have mentioned before, these
extended solutions can be described as particle-type solutions.
Hence, one expects that the effect of the inherent fluctuations
induces a Brownian particle for the kink position (see Ref. [38]
and references therein). Recently in Refs. [20,21], observations
of kinks in a shallow one-dimensional fluidized granular layer
subjected to a periodic air flow were reported each domain
varied periodically with half of the forcing period. Figure 1
shows a granular kink observed at a given moment and the
respective dynamic evolution of the kink position. Due to
the internal fluctuations of the granular bed, the kink profile
exhibits an effective wavelength, a precursor, which modulates
spatially the homogeneous states and drastically modifies the
kink dynamic. Indeed, it is shown that the temporal evolution
of these kinks is dominated by a hopping dynamics, related
directly to the underlying spatial structure (cf. Fig. 1).

The aim of this paper is to characterize the nondiffusive
dynamics of a kink state under the influence of internal noise.
The temporal evolution of the kinks is characterized by a
hopping dynamic. This dynamic is a result of the combinations
of the effects of system size and inherent fluctuations. Figure 1
illustrates this type of dynamic. When the kinks are spatially
monotonous the system borders attract exponentially the inter-
faces. Based on bistable universal models, we characterize the
origin of these unexpected dynamics, through determination
of the kinematic laws and the survival probability of the kink
position. In the case of nonmonotonous kinks, as a result
of fluctuations and the system size, the interface exhibits
a hopping dynamic. The bistable universal models allow
us to characterize the origin of these unexpected dynamics.
Numerical simulations show quite good agreement with the
theoretical predictions.

The paper is organized as follows. In Sec. II, a prototype
model for dissipative bistability systems is considered—the
real Ginzburg-Landau equation. The stochastic dynamics
exhibited by an interface between two symmetric states is
characterized by finding its kinematics law and the survival
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probability. Interfaces with damped spatial oscillations are
analyzed in Sec. III. As a result of fluctuations and the system
size, an interface between two symmetric states exhibits a
hopping dynamic. Analogously, by obtaining the kinematic
law and the survival probability of of the kink position,
the hopping dynamic is characterized. Our conclusions and
remarks are left to the final section.

II. REAL GINZBURG-LANDAU EQUATION UNDER
THE INFLUENCE OF INTERNAL NOISE

The simplest model that describes bistable systems is
the supercritical real Ginzburg-Landau equation [38]. This
model accounts for the dynamics of a scalar order parameter
u(x,t), where {x,¢} stand for the spatial coordinate and time,
respectively. The scalar order parameter satisfies

8,14 = uu — M3 + axxu7 (1)

where w is the control parameter and the last term on the
right-hand side accounts for the coupling process between
the different local domains, which is of diffusive type.
Depending on the context in which this equation has been
derived, the physical meaning of the field u(x,t) could be
the dominant magnetization, electric field, phytomass density,
average molecular orientation, or chemical concentration, to
mention a few. For negative u, the above model is characterized
by exhibiting a single equilibrium, u = 0. This scenario
is modified when the control parameter changes sign. For
© > 0,u = 01is always unstable, while the homogenous states
u = =,/ are stable. Hence, this model exhibits bistability.
The above model is variational type, that is,

S F[u]
Su

8[”2_

)

with the Lyapunov function

Flu] = / (; (d,u)* — %uz + iu“) dx. )
Therefore, the dynamical behavior of this system consists in
the minimization of the functional F, the free energy. Since
the homogenous states u = ./ and u = —,/u have the same
free energy, we expect that an arbitrary initial condition can
generate the appearance of domains. That is, solutions that
connect regions with different equilibria. One solution that
accounts for a single domain is (the Ising wall or kink solution)

u,jf(x; A) = £+, /ptanh [\/E(x - A)] 3)

where A stands for the position separating the different
domains, that is, uki(x = A) =0 and the core of the kink
is | = 4/2/u. The positive (negative) sign describes the kink
(antikink) solution. Figure 2 illustrates the kink solution, its
position, and core, respectively.

A. Stochastic real Ginzburg-Landau equation
and kink dynamics

To describe the internal inherent fluctuations of the macro-
scopic system under study, let us consider an additive noise

032922-2
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FIG. 2. (Color online) Domain solution between two symmetric
states, kink solution (top), {A,/} account for the position and the
core of the kink. Bottom shows a kink and an antikink solution as
consequence of the specular boundary condition.

term in the Ginzburg-Landau equation [38]
du = pu — w0’ + dgu + /L (x,1), 4)

where 7 is the noise intensity level, for equilibrium systems
this parameter is proportional to the temperature. ¢(x,?) is a
Gaussian white noise with zero mean value, (¢ (x,?)) = 0, and
correlation

Cx.e(x"1)) = 8(x — xé(t — 1), ®)

where parentheses () accounts for average over the noise
realizations. Then, the noise is spatially and temporally
independent.

To determine the effect of fluctuations on the kink solution
we consider the noise intensity level as small (n < 1) and the
following ansatz

u(x,t) = u (x — A@®)) + w(x,A), (6)

where the kink position, A(¢), is promoted to a temporal
function of the order of  and w is a small corrective function.
Introducing the above ansatz in Eq. (4) and linearizing in w,
one obtains

Lw = Aduf + /e (x,1), @)

where the linear operator £ = —p +3uf)* — 9y, is a
self-adjoint operator, when one introduces the inner prod-
uct (flg) = ff(x)g(x)dx. Besides, this operator satisfies
[JB,Cu,J(r = 0. Hence, to solve the above linear equation we
multiply it by ,u; , integrating throughout all the space and
then we obtain the solvability condition

A =A@, (8)
where 7 = /(9 u;" |9 u;") and

f {(x,t)axu,jdx
(axu/jlax"‘/j)

c) = )
is a Gaussian white noise with zero mean value, (Z(¢)) = 0,
and correlation

EOE)) =8 —1). (10)

Therefore, the kink position satisfies a simple Langevin
dynamic, Eq. (8), describing a Brownian particle [36,46,47].
The kink position Eq. (8) is derived rigorously in Ref. [48].
Associated with the above Langevin equation, one has

PHYSICAL REVIEW E 91, 032922 (2015)

the following equation for the conditional probability
(Fokker-Planck equation [46,47])

Ul
8IP(AJ|A0$I0) = EaAAP(AvﬂAOvtO)s (11)

where P(A,t = ty|Ag,ty) = (A — Ag). Then, the conditional
probability satisfies a simple diffusion equation and its
evolution is characterized by the dispersion of a Gaussian.
Simulating the above equation in a finite system with ab-
sorbing boundary conditions [P(A = L,t|Ap,t)) = P(A =
0,2]Ag,t0) = 0, where L is the system size], the probability
does not conserve its norm and accounts for the survival
probability. Notwithstanding, numerical simulations of Eq. (4)
for a single kink solution in a finite system with specular
boundary conditions do not exhibit this behavior, where
the survival probability distribution spreads asymmetrically.
Figure 3(a) outlines the evolution of the kink position and its
conditional probability. It is important to note that when the
kink reaches the border of the system it disappears, because
the system minimizes its free energy [cf. Fig. 3(a)]. Then the
probability distribution for sufficiently small noise accounts
for the survival probability of the kink, i.e., this probability
does not preserve its norm. This probability corresponds to the
kink remaining within the system. Once it reaches the border
the survival probability is no longer considered. In addition,
we note that the expected value moves toward the center of the
system.
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FIG. 3. (Color online) Stochastic dynamics of a kink state.
(a) Numerical simulations of a single kink of Eq. (4) in a finite
size system with specular boundary conditions, with © =1 and
n =0.0018 and L = 25, starting at the position A =0.3L. (b)
The profile link at an initial moment. (c) Evolution of survival
probability of a single kink for different instants of time, #;, =0
(black), t, = 20000 (blue), and #3 = 40000 (green).
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B. System size effects

To account for the dynamics described above, one must
consider the effects of system size. Thus, we consider the
Ginzburg-Landau equation, model (4), in a given domain L
with specular or Neumann boundary conditions, i.e., d,u(x =
0,¢) = 0,u(x = L,t) = 0. These boundary conditions are con-
sistent with having an Ising wall as a solution. The effect of
boundary conditions is to create mirror images of the kink,
so its dynamics is described by considering the system as
extended with a kink-antikink pair. Figure 2 illustrates the
system size effect. The dynamics of the kink-antikink pair can
be described by considering the following ansatz

u(x,t) = u,j[x +AM]+u[x — Al—/u+wkx,A), (12)

where the kink position, A(¢), is promoted to a temporal
variable, the position of the left edge is set in the origin of the
coordinate system, and w(x,A) is a small corrective function.
Note that the above ansatz is valid when the kink and antikink
are sufficiently isolated, i.e., A is much larger than the core
of the kink (A > I). Introducing the above ansatz in Eq. (4),
linearizing in w, and imposing the solvability condition, in
a similar manner to the previous calculation, we obtain the
following Langevin equation

NA = fi(A) + (D) + f5(A) + V/TL(ON, (13)

where

Fi(A) = 3@y Jug [ud — /1)), (14)
FrD) = 3@ug 1) [uy — /1)), (15)

F(A) = 3@cuy lug [uf — /ul), (16)

and the mobility N = (d,u; |d,u, ) is a constant. The above
equation describes the kinematic law for the kink position as
result of size effect. The dynamics of the kink position has
three sources f(A) = fi1 + f> + f3. With the aim of to obtain
insight into the dynamics, we consider the limit of diluted kink,
that is, the domains are sufficiently separated (A > 1/,/1).
Then, the third term on the right side is negligible, and
after straightforward calculations we obtains the following
expression

A = —qe VA 4 L), (17)
where « is positive constant defined by

[ eV up + Jilug doup dx
(Ocuy |0uy) '

Therefore, the boundary condition produces an attractive force
on the kink, which is exponential with a characteristic length
1/24/2p. To verify the above kinematic law, we follow
numerically the evolution of the position and the speed of
kink. Figure 4 shows the comparison between the numerical
and deterministic kinematic law predicted by the kink-antikink
interaction, formula (13) with n = 0. Here we observe a good
agreement between the numerical observations and theoretical
predictions. However, when the kinks are closer the interaction
intensifies and the exponential law is no longer valid. The

= 6K

(18)
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FIG. 4. (Color online) Kinematic law of the kink position as a
result of size effect. Points are obtained numerically by considering
a uniform distribution of initial conditions for a single kink, then
numerically the system evolves during a brief moment of time, and
finally the temporal variation of the kink position is calculated.
The solid line is the analytical expression (13) with n =0, and

fA)=fi+ it fa

analytical description of this dynamic becomes complex and
is only accessible numerically. Notice that the range of validity
of the kinematic law is A > /2/u

To describe the effect of the two edges, one must consider
that the kink is under the influence of two antikinks, then the
dynamic of a kink in a finite system is described by

A =h(A) + VL), (19)

with A < L and h(A) ~ —ae VA 4 e 2V2HL=8) for
large A, A > /u and (L — A) > ,/u. Thus, each border
attracts the kink with an intensity that decays asymptotically
in an exponential manner. Associated with this Langevin
equation, one has the following Fokker-Planck equation

8 P(A.1|Aguto) = —da [h(A)] P + gaAAP, (20)

FIG. 5. (Color online) Temporal evolution of Fokker-Plank
Eq. (20) with absorbing boundary conditions, using a drift force
h(A) = —=C[A™* + (L — A)~¢] with C=0.033, a=3.08, Ay=0.3L,
and n = 2.69 x 1073,
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with the absorbing boundary conditions P(A = 0,1|Ag,t) =
P(A =0,t|Ap,t0) =0 and P(A,t|Ag,tp) account for the
survival probability of the kink, which was initially at A = A,.
These boundary conditions take into consideration that when
the kink reaches the border it disappears. Figure 5 shows
the evolution of the survival probability, considering a fitting
drift force of the form h(A) = —C[A™ 4+ (L — A)™“], where
{C,a} are fittings parameters. This simple drift force accounts
qualitatively for the kinematics law of kink position in whole
system, including the dynamic near the borders of the system.
The survival probability has qualitative good agreement with
the numerical simulations of Eq. (4), see the bottom panel of
Fig. 3(c). Therefore, the kink dynamics under the influence
of internal noise and system size effects exhibits nondiffusive
behavior.

III. NONMONOTONIC KINK SOLUTIONS

One of the main characteristics of the domains between
two symmetric states exhibited by the real Ginzburg-Landau
equation, model (1), is that the kinks are monotonously
increasing or decreasing spatially (see Fig. 2). Several bistable
physical systems with symmetric uniform states show inter-
faces between two states with spatially damped oscillations,
nonmonotonic kink solutions. Examples of these fronts are
observed in a shallow one-dimensional fluidized granular layer
subjected to a periodic air flow [20,21], population dynamics
models [24], predator-prey systems [22,49], parametrically
driven chain of pendula [50], to mention a few. Figure 6
shows the typical profile of a nonmonotonic kink solution.
Because of the spatial oscillations, the size of the kink core is
several times larger than in the case of monotonous kink states.
Therefore, one expects a more relevant role of interactions
between kinks and system border in the dynamics of these
interfaces. To understand the dynamics of these nonmonotonic
kink solutions, let us consider the simplest model that describes
a bistable system with nonmonotonic kink solutions, the
Swift-Hohenberg equation

du = pu —u® — B + g2 u+ Jnc(x,), (21

(@) AUl

(b)

Y=

FIG. 6. (Color online) Domain solution between two symmetric
states with damping spatial oscillations (top), {A,/} account for the
position and the core of the kink. Bottom: kink and an antikink
solution as consequence of the specular boundary condition.
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FIG. 7. (Color online) Bifurcation diagram of Swift-Hohenberg
Eq. (21), where the darkened area accounts for the amplitude of
the patterns. The continuous and dashed lines account for stable
and unstable uniform states, respectively. {io,u,} correspond to the
spatial and the pitchfork bifurcations of the state u = 0, respectively.
s stands for the spatial bifurcation of the states uy = £/ — g*.

where u(x,t) is a scalar field, u is the bifurcation parameter, g
is the pattern wave-number parameter, 7 is the noise intensity
level, and ¢(x,t) is a Gaussian white noise with zero mean
value, (¢(x,7)) = 0, and correlation (¢ (x,)¢(x’,t')) = 8(x —
x")8(t — t'). The Swift-Hohenberg model was introduced to
describe the onset of Rayleigh-Benard convection, however,
recent generalizations have been used intensively to account
for pattern formation in several physical systems [3,4].

The deterministic Swift-Hohenberg Eq. (21), n = 0, de-
scribes a spatial supercritical bifurcation. For pu < 0, the
system presents a stable uniform state u(x,r) =0. At u =
wo = 0 the system bifurcates, the uniform solution becomes
unstable and giving rise to a pattern state. For u > 0, the
pattern amplitude, at wave number k. = +¢q, grows as the
square root of u. Figure 7 illustrates the bifurcation diagram
of Swift-Hohenberg Eq. (21), where the shaded area stands
for the amplitude of the patterns. If one continues to increase
the bifurcation parameter u, the unstable uniform state u =
0 has a secondary pitchfork bifurcation for u = u, = ¢*,
which generates new uniform unstable states uy = +/u — g*
(see Fig. 7). These states become stable through a spatial
bifurcation, when one increases the bifurcation parameter,
at i = j; = 3g*/2 [51]. Then for a bifurcation parameter
larger than pg, one expects to observe kinks between uniform
states. Figure 8 shows the typical kink observed in this model.
Although nonmonotonous kink solutions, u; are simple and
occur in many dynamical systems, there are not analytical
expressions of these solutions. This is due to fact that the kink
solutions are solutions of the deterministic stationary system,
ou =0,

pit = ui — Bex +°)ux =0, (22)
which is a Lagrangian system with the following action
(w—q* o u @urttr)’
S = / (—Zu,% + Zk — q* (Beup)* + B — dx.
(23)

This system has only one conserved quantity that corresponds
to the Hamiltonian function, which has the form

(M - 6]2) Lt4 (axxuk)z
E = ?ui — Zk — g% @Beur)* + —
- axukaxxxuk- (24)
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FIG. 8. (Color online) Kink solution of the Swift-Hohenberg
equation with the parameters © = ¢ = 1 and n = 0.0018. (a) kink
solution profile and (b) spatiotemporal evolution of the kink.

Then, the dynamical system is not integrable, and one can
show that the kink and localized structures displayed on this
stationary dynamical system (22) are the result of chaotic
behavior in this system [52].

One can characterize the asymptotic behavior of the kink
through linearizing Eq. (22) around uniform states

up(x — +00) — £/ — g*e “* cos(bx) + uy,

where a =.,2u — 3q4/4\/—q2 +vV2(u—¢q* and b=

v —g? + V2(u — ¢*). Thus, one can analytically characterize
the spatial damped oscillations exhibiting nonmonotonic kink
solution. It is worth noting that, this type of asymptotic be-
havior is fundamental to characterize the interaction between
kinks.

A. Nondiffusive dynamics of nonmonotonic kink solution under
the influence of internal noise and system size effects

We consider the effects of the stochastic term in the
kink dynamics of the stochastic Swift-Hohenberg Eq. (21),
considering a size domain L with specular boundary con-
ditions. Numerical simulations of this model show that the
kink dynamics is not diffusive type. Figure 9 shows different
realization of trajectories of the kink position from the
same initial condition, the nonmonotonic Kink solution at the
initial time and the spatiotemporal evolution of the survival
probability. Unexpectedly, we observe that the evolution of
the kink is characterized by a hopping dynamic. That is,
the position of the kink remains for long periods fluctuating
around defined positions and suddenly changes its position.
It is also important to note that the fluctuations near the
border are smaller. From the different trajectories of the kink
position, we can build up the survival probability of the kink
to remain inside the domain [cf. Fig. 9(c)]. We observe that
the distribution initially spreads asymmetrically, similar to the
evolution of the survival probability described in the previous
section. Subsequently, a local maximum begins to emerge of
the survival probability at a precise distance inward from the
border of the domain. Later, alocal maximum begins to emerge
ata given distance to the border of the domain, as it is illustrated
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FIG. 9. (Color online) Stochastic dynamics of a kink state of the
stochastic Swift-Hohenberg Eq. (21). (a) Numerical simulations of
a single kink of the model (21) in a finite size system with specular
boundary conditions, with © = 1, ¢ = 1 and n = 0.0018 starting at
the position A = Ay ~ 0.15L. (b) The kink at an initial moment.
(c) Evolution of survival probability of a single kink at different
instants of time, #; = 0 (gray), f, = 10° (green), and #; = 2 x 10°
(blue).

in the spatiotemporal evolution of the survival probability [see
Fig. 9(c)]. Likewise, as a result of fluctuations is that this
type of nonmonotone kink exhibits the appearance of a spatial
pattern on the homogeneous states. This phenomenon is due
to the fact that the noise is exciting equally all spatial modes,
however, the decay rate of the spatial modes are different and
the mode with slowest decay rate has a finite wavelength. Thus,
the balance between relaxation and fluctuations of the spatial
modes generates an incoherent pattern. This phenomenon is
known in the literature as precursor [41,53,54]. Notice that
the spatial damped oscillations observed on the deterministic
nonmonotone kink also result from the spacial slower decay
mode. Hence, one expects noise-induced precursors in these
kinks. For instance, this was experimentally observed in the
granular kinks in a shallow one-dimensional fluidized granular
layer subjected to a periodic air flow (cf. Fig. 1).

To understand the intriguing dynamics described above, we
will use a similar strategy to the one we have used to figure
out the dynamics of the monotonic kink under the influence
of internal noise and system size effects. That is, we will
consider the dynamics of a kink and an antikink generated by
the boundary conditions. Let us consider the ansatz

u(x,t) = ug [x + A + uar [x — A()]

-V —g*+wkx,A), (25)

where u,; stands for an antikink solution, A(¢) is the kink
position, which has been promoted to a temporal variable, the
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position of the left edge is set to the origin of the coordinate
system, and w(x,A) is a small corrective function. The above
ansatz is valid when the kink and antikink are sufficiently
diluted, i.e., A is much larger than the kink core (A > 1).
Figure 6(b) shows the solution generated by the above ansatz.
Introducing this ansatz in Eq. (21), linearizing in w, and
imposing the solvability condition, in a similar manner to
the precedent calculations, we obtain the following Langevin
equation

NA = fl(A) + £(8) + f(A) + VTN, (26)

where

FA) = 3/u@ualugluy — Ve —q*D, 27
FA) = 3@ttar|(ar) [ux — v/ 1t — g*D), (28)

FA) = 3@cuar |ua[ux — v 1o — g*1%), (29)

and the mobility N = (9,uqx|0xUak) 1S a constant. In the limit
of diluted kinks, the above dynamics reads

oU _
TN + V),

= —a'e 2% sin(2bA) + V/1'T (1), (30)

A

where the potential is

2an D €OS(2bA) 4 asin(2aA)
2(a? + b?)

U(A) = —e

’

« is a constant defined by

4fe’“x sin(bx)(ug )0 urdx
(8xuk|axuk)

o = —

H—=q

and 1’ = n/(3cug |0, up).

Therefore, the spatial damped oscillations and the boundary
condition produce a force that alternates between being
attractive and repulsive. To verify the above kinematic law of
the kink position, similarly to what we have presented in the
previous section, we have considered a uniform distribution of
initial conditions for a single kink, then we numerically evolve
the system for a brief moment of time, and finally we calculate
the temporal variation of the kink position. Figure 10 depicts
the comparison between the numerical and deterministic
kinematics law in a similar manner of the previous section.
The numerical and theoretical results shows an adequate
agreement. However, when the kinks are closer enough the
interaction intensifies and the kinematic law is no longer valid.
The analytical description of this dynamic becomes complex
and is only accessible numerically. Although, the analytical
calculation in this region is only valid qualitatively.

From the kinematic law of the kink position, Eq. (30), and its
respective potential, we can infer that the system has a family
of equilibria, which satisfies approximatively sin(2bA*) = 0,
separated by a constant distance | = 7 /2b, i.e., A} = nwn/2b
withn = 1,2, .... Notice that the equilibria are more stable as
one approaches the system borders. Figure 10 shows the shape
of potential U(A) near the system border.
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FIG. 10. (Color online) Kinematic law of the kink position as a
result of size effect. Points are obtained numerically by considering
a uniform distribution of initial conditions for a single kink, then
numerically the system evolves in a brief moment of time, and finally
the temporal variation of the kink position is calculated. The solid
curve is obtained by using the integral form of the kinematic law of the
kink position f(A) = f{ + f, + f3, using the expressions (27—29).
The lower panel shows the potential U (A).

The dynamics around a given equilibrium, A(f) = A* +
v(t), takes the form

b= —a2be N v + /L) 31

Then the dispersion around a given equilibrium take the form

/

.
o' 2be—2aA* )

Hence, the fluctuations around more stable equilibria are
smaller. That is, one expects the width around an equilibrium
of the survival probability to get smaller, when it is closer to
the border (cf. bottom panel of Fig. 9). It is important to note
that recent observations of the dynamics of granular kinks in
a shallow one-dimensional fluidized granular layer subjected
to a periodic air flow exhibit similar dynamic behavior that
the one described above, that is, these granular kinks show a
hopping dynamic [20,21].

From Langevin Eq. (30), one can derive the Fokker-Planck
equation for the survival probability of the kink

(V) =

o P(AtA0t) = dn | Y P o Tar. (2
t ) 0,t0) — OA BA ZAA 3

with the absorbing boundary conditions P(A = 0,t|Ag,%) =
P(A = 0,t|Ap,tp) = 0. Figure 11 shows the evolution of the
survival probability, which has good qualitative agreement
with the numerical simulations of the stochastic Swift-
Hohenberg Eq. (21). Hence, the kink dynamics under the
influence of internal noise and system size effects exhibits
nondiffusive behavior with a hopping dynamic.

Due to the boundary conditions, the survival probability
for large times converges asymptotically to a zero solution.
However, since the system is of potential type, one can easily
infer the qualitative behavior of the survival probability. For
example, one expects that initially the probability distribution
widens asymmetrically, as a result of the nucleation barrier, the
distribution grows into the system by exploring the attraction
basins of different equilibria, exhibiting new local maxima.
Later, the local maxima appearing are those towards the system
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FIG. 11. (Color online) Temporal evolution of Fokker-Plank
Eq. (32) with absorbing boundary conditions, using the potential (30)
with o’ = 1.157, a = 0.4940, and b = 1.026 as fitting parameters
andn’ =2 x 1073,

borders, which eventually will become the dominant peaks.
Finally, they began to decrease. The above description is
consistent with the numerical observations (cf. Fig. 9). It is
worthy to note that throughout the presented analysis, we have
assumed that the creation of a kink from a large fluctuation of
the uniform state is a highly improbable event. Such events are
easily observed for high noise levels.

B. Hopping dynamics sustained by inhomogeneities

Other kinks or fronts, which exhibit an interesting hopping
dynamic as a consequence of noise are the solutions connecting
two periodic states [44]. This phenomenon is evident because
pattern states generate a nucleation barrier opposing the
propagation of the wall. Therefore this phenomenon is not
related to border effects. An alternative way to generate a
hopping dynamic, which is not generated by the border effects,
is considering that the parameters are spatially modulated.
Note that this type of forcing breaks the translational invariance
of the system. Since one expects that any particle-type solution
will prefer some precise spatial positions, then the presence of
noise will generate a hopping dynamic. In order to illustrate
this dynamic, let us consider the following forcing real
Ginzburg-Landau equation

du = acos(kx) + pu —u’ + o u + /e (x,1),  (33)

where a and k, respectively, are the amplitude and wave
number of the forcing. For small forcing, the homogeneous
states of the Ginzburg-Landau Eq. (12) become periodic
and they have the form u ~ 4./; — a cos (kx) /2. Then,
the kink solution of the real Ginzburg-Landau equation [see
formula (3)], now connects two periodic states induced by
periodic forcing, which are positioned at precise positions of
the form 27n/k, with n = 1,2,3, . ... Performing an analysis
similar to that the one we have implemented in the previous
sections, we obtain the following kinematic law for the kink
position

A = o sin(kA) + /FL(), (34)
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FIG. 12. (Color online) Stochastic dynamics of a kink state of the
forcing real Ginzburg-Landau Eq. (33) with k = /3, a = 0.02, and
n = 0.02. Different colors represent different trajectories of the kink
solution. The bottom panel shows the profile of the kink at the initial
time.

where o’ =a [%_d.u; (x)cos(kx)dx /(dcu; |dcu; ). Then,
the dynamic of the kink position is characterized by a Brownian
particle in a periodic potential. Reference [55] presents a
detailed analysis of this type of stochastic particle. Figure 12
shows the numerical trajectories of stochastic kink solutions of
the forcing real Ginzburg-Landau Eq. (33), where all solutions
begin at the same initial condition. Hence, this system clearly
exhibits hopping dynamics sustained by inhomogeneities. In
the trajectories illustrated in this figure, there are not border
effects, as they approach the border the above dynamics is
modified by the effects of the interaction with a virtual kink.
Note that for small forcing and large noise intensity level, the
u(x,t) profile field does not exhibit clear periodic oscillations.
However, the forcing effect is evident in the dynamics of the
kink.

IV. CONCLUSIONS AND REMARKS

Diverse macroscopic physical systems exhibit sponta-
neous breaking of symmetry generating extended bistable
systems. As a result of the inherent fluctuations, these
systems exhibit coexisting domains separated by interfaces
or domain walls. Moreover, fluctuations induce an erratic
dynamic of the interfaces, which is expected of diffusive
nature. However, we show that joint effect of the inherent
fluctuations and size effects induces unexpected nondif-
fusive dynamics of an interface between two symmetric
states.

Monotonous kink solutions under the influence of fluc-
tuations are characterized by exhibiting nonsymmetric ran-
dom walks. These trajectories are characterized by being
attracted to the system borders. Hence, the survival proba-
bility in a given domain is characterized by a nondiffusive
dynamic.

In the particular case of domains between two symmet-
rical states with damped spatial oscillations, the temporal
evolution of these nonmonotonous kinks is characterized by a
hopping dynamic. As the interface approaches the borders,
the fluctuations decrease and the interface remains longer
around well-defined positions. Such dynamic behavior has
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been recently observed qualitatively in an interface between
two symmetric states in a shallow one-dimensional fluidized
granular layer subjected to a periodic air flow, where each
domain varies periodically with half the period of the forcing
(cf. Fig. 1). A rigorous analysis in this direction a subject for
future research.
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