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USO DE KRIGING UNIVERSAL EN LA SIMULACION CONDICIONAL DE LEYES

El objetivo de este trabajo de tesis consiste en utilizar diferentes modelos de kriging en la
simulacion condicional de leyes para casos donde la ley media (denominada “deriva’) varia en el
espacio, lo cual generalmente ocurre en la realidad. Con esto se pretende probar la eficiencia de
simulaciones con kriging ordinario (KO) y universal (KU) que consideran la ley media variable
en el espacio, con los métodos usados hoy en dia basados en kriging simple (KS) suponiendo una
ley media constante a escala global. Ademés se busca analizar el efecto que tiene en los
resultados el tipo de algoritmo de simulacion utilizado.

Para esto, distintos modelos de simulacion son aplicados a casos sintéticos y a un caso real de
estudio. Para los casos sintéticos se crean diferentes escenarios (con y sin deriva, con muchos y
pocos datos condicionantes) y se realizan simulaciones condicionales usando el algoritmo de
bandas rotantes y el algoritmo secuencial Gaussiano. El caso real de estudio consiste en un
yacimiento de hierro donde existe una clara presencia de derivas de la ley de hierro en la
direccidn vertical para dos unidades geoldgicas definidas. Para ambos casos (sintéticos y reales)
se evaluan diferentes tipos de condicionamiento. Los resultados se analizan considerando la
reproduccion de la correlacion espacial y de las derivas.

Para los casos sintéticos los resultados muestran que, independiente del tipo kriging utilizado, el
método secuencial reproduce la correlacion espacial cuando hay muchos datos condicionantes.
Sin embargo, al usar el método secuencial con KO o KU y pocos datos los resultados se
deterioran debido a que el error cometido al usar una vecindad mévil se propaga. EI método de
bandas rotantes funciona bien independiente del numero de datos utilizados. Para casos con
derivas, los resultados son mejores con KU, debido a que se conoce perfectamente la deriva. El
KS y KO suavizan la deriva, mas aun cuando es marcada y se tienen pocos datos condicionantes.
Para el caso real ambos algoritmos de simulacién entregan buenos resultados, siendo mejores con
el algoritmo secuencial. Respecto al tipo de kriging, en situaciones de extrapolacion el KU
exagera la deriva. Asi el uso de KU estaria limitado a casos con deriva en situaciones de
interpolacion donde presenta mejoras respecto al KS y KO.

Cuando hay muchos datos condicionantes, se pueden usar ambos algoritmos pues entregan
resultados parecidos. Sin embargo, cuando hay pocos datos, el método secuencial propaga el
error, por lo que convendria usar el método de bandas rotantes. Ademas, queda en evidencia la
mejora que trae usar KO o KU en las simulaciones para casos con deriva, por sobre el KS
utilizado hoy de la industria, el que no refleja lo que ocurre a escala local. Estos enfoques son
faciles de implementar y reflejan mejor las propiedades locales de la variable a simular que el
enfoque actual basado en KS. Asi, la metodologia propuesta podria ser usada en otros casos con
caracteristicas similares, como yacimientos con clara existencia de derivas.



ABSTRACT

The objective of this work is to use different kriging models in the conditional simulation of
grades where the mean grade (called "drift") varies in space, which usually occurs in reality. This
Is meant to test the efficiency of simulation with ordinary kriging (OK) or universal kriging (UK)
that assumes that the mean value varies in space, with the methods currently used based on
simple kriging (SK) assuming that the mean grade is constant in space. In addition, it is of
interest to analyze the effect of the simulation algorithm used on the results.

To this end, different simulation models are applied to synthetic cases and a real case study. For
the synthetic cases, different scenarios are created (with and without spatial trends, with many or
few conditioning data) and conditional simulations are performed using the turning bands and the
sequential Gaussian algorithms. The real case study consists of an iron ore body in which the
variable of interest (iron grade) exhibits a vertical trend for two defined geological units. For both
cases (synthetics and reals) different types of conditioning are evaluated. The results are analyzed
considering the reproduction of the spatial correlation and of the spatial trends.

For the synthetic cases, the results show that, regardless of the type used kriging, the sequential
algorithm reproduces accurately the spatial correlation when there are many conditioning data.
However, by using the sequential algorithm with OK or UK and few data, the results deteriorate
because the error propagates using a moving neighborhood. The turning bands method works
well irrespective of the number of data used. For cases with drifts, the use of UK outperforms SK
and OK in what refers to the reproduction of a spatial trend, especially when the conditioning
data are scarse. For the real case study, both algorithms delivered good results, being better with
the sequential algorithm.With respect to the type of kriging, in situations of extrapolation (beyond
the drilled areas) simulation based on UK tends to exaggerate the trend, whereas simulation based
on SK smoothes the trend. Thus the use of UK should be limited to cases with drift in situations
of interpolation, where it improves SK and OK.

When there are many conditioning data, both algorithms can be used because they deliver similar
results. However, when there data are scarse, the sequential algorithm propagates the error, by
what would be useful to use the turning bands method. Furthermore, it is clear the improvement
that brings use OK or UK in simulations for cases with special trends, with respect to the SK
currently used in the industry, which does not reflect what happens at the local scale. These
approaches are straightforward to implement and better reflect the local properties of the variable
to be simulated than the current approach based on simple kriging. Thus, the proposed
methodology could be used in other cases with similar characteristics, such as ore deposits with a
clear presence of trends.



“El éxito es la suma de pequerios esfuerzos repetidos dia a dia” Robert Collier
“El genio se hace con un 1% de talento y un 99% de trabajo” Albert Einstein

“Cualquier cosa que la mente pueda concebir o crear, se puede lograr” Napoledon Hill

A mi familia
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1 INTRODUCCION

En los proyectos mineros es de vital importancia generar modelos de recursos precisos y lograr
establecer limites de incertidumbre razonables. Al disminuir la incertidumbre, disminuyen los
riesgos en la toma de decisiones. Esto influye en el disefio, planificacion y en la evaluacion
econdémica final de un proyecto [8][16][27]. La geoestadistica es una de las principales
herramientas para enfrentar estos desafios mediante técnicas de estimacién y simulaciones que
permiten generar escenarios posibles y medir la incertidumbre geoldgica.

Evaluacion Disefio e sz Evaluacion
=) ——> | Planificacién |

de Recursos Minero Econdmica

Figura 1 Etapas de los proyectos mineros.

Hoy en dia, las simulaciones condicionales de variables geoldgicas (como las leyes de elementos
de interés) se hacen utilizando, en su implementacién, kriging simple [5]. Este método considera
una media conocida, generalmente supuesta constante a escala global. Esto se aleja de la realidad,
ya que generalmente la ley media varia en el espacio. En consecuencia, el método de kriging
simple no siempre refleja lo que ocurre a escala local, lo que puede afectar por ejemplo la
estimacion para la planificacion de corto plazo.

La principal motivacion de este estudio se basa en considerar una ley media variable en el
espacio e incierta. Esto hace que condicionar la simulacion por kriging ordinario (media
desconocida, localmente constante) o kriging universal (media variable o “deriva”), sea una
opcidn atractiva, incorporando las caracteristicas locales del yacimiento que el kriging simple no
considera.

El objetivo del presente trabajo de tesis es utilizar diferentes modelos de kriging en la simulacién
condicional de leyes y comparar la calidad de las simulaciones condicionadas con kriging
ordinario y universal, con los métodos actualmente utilizados basados en kriging simple. Con
esto se busca examinar el efecto que tiene en los resultados el tipo de algoritmo de simulacién
utilizado y tipo de condicionamiento.

Distintos modelos de simulacion, aplicados a casos sintéticos y a un caso real de estudio, seran
analizados considerando la reproduccion de la correlacion espacial y de las derivas. Los
resultados seran usados para evaluar posibles mejoras a los modelos de simulacion utilizados hoy
en dia.



1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo General
» Comparar diferentes modelos de kriging (simple, ordinario y universal) en la simulacion
condicional de leyes.

1.1.2 Objetivos Especificos
» Comparar la calidad de las simulaciones, en términos de implementacion, capacidad de
reproducir las estadisticas del modelo y robustez.

* Implementar y probar la eficiencia de simulaciones con kriging ordinario y universal, con
los métodos actualmente utilizados basados en kriging simple.

» Examinar el efecto que tiene en los resultados el tipo de algoritmo de simulacién utilizado
y tipo de condicionamiento.

1.2 Alcances
Se aplicard los diferentes modelos de simulacion a un caso sintético y otro caso real. Se usaran
dos algoritmos para la simulacion:

1. Simulacién mediante algoritmo secuencial.
2. Simulacién mediante algoritmo de bandas rotantes.

Para cada uno de estos algoritmos, se hard una sensibilizacion del tipo de kriging (simple,
ordinario y universal), generando asi distintos modelos de simulacion.

Se aplicaran los modelos primero a un caso sintético y se realizaran validaciones estadisticas
(reproduccién de variogramas, variogramas generalizados, graficos de deriva, etc.) para
determinar los mejores modelos que seran aplicados a un caso real en evaluacion de yacimientos.

Dichas simulaciones, ademas de su respectivo post procesamiento, se realizaran principalmente
con ayuda de los softwares MATLAB e ISATIS.



2 ANTECEDENTES

2.1 Variable regionalizada

Consiste en una funcion numeérica que representa un atributo en cada lugar del espacio, denotada
z(x) donde x es la posicién. Muchas veces es dificil determinarla completamente y de forma
exacta, debido a su variabilidad en el espacio. La ley de metal es un ejemplo de variable
regionalizada [3].

2.2 Funcion aleatoria

En cada punto x del espacio, se interpreta cada valor de la variable regionalizada en estudio
z(x) como una realizaciobn de una variable aleatoria Z(x). El conjunto de variables
aleatorias {Z(x),x € D con D c R3} constituye una funcion aleatoria y se caracteriza por una
distribucion espacial [3]:

VneN,Vxy,..,x, €ERVzZ,..,2, ER
F(z1, ) Zn; X1,y ey Xn) = Prob{Z(x1) < zq, ..., Z(xy) < zp,}

Como casos particulares, tenemos las distribuciones univariable (para n igual a 1) y bivariable
(para n igual a 2).

Existen ciertas hipétesis simplificadoras que son generalmente utilizadas para determinar la
distribucion espacial y son las siguientes:

e Estacionaridad: La distribucion espacial es invariante por traslacion en el espacio, lo que
implica en particular que no existen derivas (tendencias sistematicas). En otras palabras la
relacién espacial entre puntos en una determinada configuracion espacial, se mantiene
independiente donde esté situada dicha configuracion.

e Ergodicidad: Se puede aproximar las esperanzas matematicas (promedio sobre las
realizaciones de la funcion aleatoria) por un promedio en el espacio.

La estacionaridad es consecuente cuando existe una homogeneidad de las propiedades de la
variable regionalizada en el espacio. A menudo es razonable suponer que se cumple a escala local
(en la vecindad de kriging), por lo que se habla de una estacionaridad local o casi-estacionaridad.

Producto de la escasez de datos experimentales resulta imposible poder inferir la distribucion
espacial completa. Por consiguiente, a menudo solo se considera los parametros mas relevantes,
los cuales son los momentos de primer y segundo orden.

2.2.1 Momentos de primer orden.
Esperanza: Corresponde al valor esperado o esperanza matematica de la variable aleatoria Z (x),
denotada m (en caso de estacionaridad) o m(x), cuando esta esperanza varia en el espacio, en
cuyo caso se conoce como “deriva”. Se puede definir como la suma de la probabilidad de cada
suceso multiplicado por su valor [14].

E(Z)=m= f+oozf(z)dz



2.2.2 Momentos de segundo orden.

Varianza: La varianza es una medida de la dispersion de la variable aleatoria Z(x) en torno a su
valor esperado. También se utiliza la desviacion estandar, que corresponde a la raiz cuadrada de
la varianza.

Var(Z) = 02 = E{[Z —m]*} = E{Z?} - m? >0
Covarianza: La covarianza entre dos variables aleatorias X e Y se define como:
Cov{X,Y} = E{[X — mx][Y — my]} = E{XY} — mym,
La covarianza entre una variable y ella misma es su varianza:
Cov{X, X} = Var{X}

La covarianza espacial corresponde a una funcion que mide la relacion entre dos variables
aleatorias en funcion de sus posiciones en el espacio, 0 mas simplemente (bajo la hipdtesis de
estacionaridad) del vector de separacion:

Cov{Z(x),Z(x+h)}=C(h) Vx,x+h
Variograma: Corresponde a una funcion que mide la mitad de la varianza de la diferencia entre
dos variables en funcion del vector de separacion h [14].

y(h) = %Var[Z(x) —Z(x+ h)]

Si consideramos las hipotesis de estacionaridad se tiene que:

Y(0) = 2 E(Z(0) ~ ZCe+ W)
Ademas se tiene la siguiente relacion entre el variograma y la covarianza:

y(h) = C(0) = C(h) = 0% = C(h)
Donde C(0) es igual a la varianza de la funcion aleatoria.

Los pardmetros mas importantes son la covarianza y el variograma, pues tienen que ver con la
relacion existente entre dos valores que se encuentran a cierta distancia de separacion. La
covarianza indica qué tan semejantes son los valores entre dos sitios, mientras que el variograma
representa qué tan distintos son. Bajo la hipétesis de estacionaridad la esperanza y varianza son
constantes y la covarianza y variograma sélo dependen de la separacion entre datos.



2.3 Variografia

2.3.1 Generalidades

La estimacion y simulacion geoestadistica se basan en sacar provecho de la continuidad espacial
de la variable regionalizada [26] . EIl objetivo de la variografia es modelar dicha continuidad de
la variable en estudio, debido a que los valores observados en distintos puntos del espacio pueden
estar correlacionados. De esta manera es importante estudiar qué tan rapido o lento se pierde esta
correlacion al aumentar la distancia de separacién entre dos puntos.

Para desarrollar este estudio se utiliza el variograma que tiene por objetivo medir la variabilidad
espacial. Lo que considera dicha herramienta es principalmente la diferencia entre pares de datos
que se encuentren separados por un cierto vector h.

Bajo la hipdtesis de estacionaridad, el variograma tedrico y su estimador experimental se
presentan a continuacion:
1
y(h) = EE{[Z(x) —Z(x + )%}

N(h)

1 2
Y = 5ya Z [2(x) = 7Gx + W)

Donde:

z(x) = variable regionalizada

Z(x) = funcion aleatoria asociada

N(h) = N°de pares de datos para una separacion dada por un vector h
x;, x; + h = posiciones de los pares de datosi = 1, ..., N(h)

Si se siguen en estricto rigor las definiciones anteriores se puede llegar a variogramas
experimentales con pocos pares de datos representativos. El variograma experimental tendria
entonces un aspecto muy erratico y resultaria imposible interpretarlo y modelarlo. Para que sea
mas robusto, se suele permitir algunas tolerancias de céalculo, sobre las distancias y las
direcciones, abarcando asi un area definida [14].

Las tolerancias pueden cambiar las interpretaciones variograficas. Por eso es importante tomarlas
en cuenta a la hora de calcular un cierto variograma. A continuacion se presentan ilustraciones
de las diferentes tolerancias atribuibles a los variogramas en 2D y la region de busqueda de pares
de datos. En dos dimensiones se consideran los siguientes tipos de tolerancia:



Figura 2: I Construccion segln tolerancia angular en torno a la direccién de acimut 0, 11 segiin ancho de
banda, 111 segn tolerancia en la distancia y 1V el &rea de tolerancia final.

Donde:
e h = vector de separaciéon
0 = acimut (contado en el sentido del reloj desde la direccién norte)
Ah = tolerancia en la distancia
A@ = tolerancia en el acimut
BW = ancho de banda (band width)
T(h) = region de tolerancia asociada al vector h.

Al considerar un ancho de banda infinitamente grande y una tolerancia en el acimut de 90°, el
variograma experimental depende solamente de la norma del vector h y de la tolerancia en esta
norma, no de la direccién de h . Tal variograma experimental se califica de “omnidireccional”.

La definicion de tolerancias es mas compleja en 3D, donde se agrega una tolerancia en la

inclinacion (dip, contado positivamente desde el plano horizontal hacia arriba) y un alto de banda
(band height).



En resumen, los parametros a especificar para calcular un variograma experimental son los
siguientes:

e Direccion de interés: acimut, inclinacién

e Distancias de interés, en general multiplos de una distancia elemental ( paso o “lag”)
e Tolerancia en la direccion: tolerancia angular, ancho (s) de banda

e Tolerancia en las distancias.

El variograma muestra caracteristicas importantes de la variable regionalizada. El crecimiento
indica la velocidad con la cual se “desestructura” la variable en el espacio, asi se define como
meseta al valor en el cual el variograma se estabiliza, y como alcance a la distancia que se
alcanza la meseta.

El calculo del variograma puede hacerse a lo largo de distintas direcciones del espacio y
evidenciar una anisotropia. Ademas el comportamiento cerca del origen indica qué tan
semejantes son dos datos muy cercanos, reflejando la continuidad o regularidad de la variable a
pequefia escala.

2.3.2 Modelamiento de variogramas

Un variograma experimental requiere ser modelado debido a que se calcula s6lo para ciertas
direcciones y distancias. Asi, se ajusta un modelo de variograma, definido en todas las
direcciones del espacio y para todas las distancias, en torno al variograma experimental obtenido.
Se usard este modelo como si fuera el “verdadero” variograma de la funcion aleatoria que
representa la variable en estudio.

Existen una serie de modelos elementales que, segun la forma que presente el variograma
experimental, principalmente en el origen, permiten modelarlo [26]. Algunos de ellos son:

o Efecto pepita: Mientras mas alto el efecto pepita, méas erraticidad a pequefia escala
presenta la variable en estudio.

e Modelo esférico y exponencial: Lineales en el origen.

¢ Modelo Gaussiano: Parabdlico en el origen, implica continuidad de corta escala.

Al momento de generar el modelo variografico, se deben considerar en general mas de un modelo
elemental para representar la continuidad espacial, por lo que se generan “modelos anidados” de
funciones, tales como las que se mencionaron. Esto permite que existan quiebres de pendiente,
gue muestran cambios en la continuidad espacial a partir de ciertas distancias. Por lo tanto, el
variograma se puede modelar como la suma de varios modelos elementales:

y(h) =yi(h) +y2(W+... +y ()
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Figura 3 Modelo de variograma anidado, que consta de un modelo pepitico y dos esféricos.

2.3.3 Variograma de residuales

En presencia de una deriva, la funcion aleatoria Z(x) no estacionaria puede ser modelada como
la suma de dos componentes: una deriva determinista m(x) una componente residual que varia
erraticamente R(x) (ver mas adelante seccion 2.4.4 Kriging Universal). Asi se tiene que:

Z(x) =m(x) + R(x)

Siendo determinista la deriva, Z(x) y R(x) poseen el mismo variograma y(h) (generalmente
supuesto estacionario).

Sin embargo, al calcular el variograma experimental, se genera un sesgo debido a la deriva, por lo
que se puede eliminar la deriva y trabajar solo con la parte residual. O mejor dicho, dado que la
deriva no es conocida exactamente, se puede tomar un estimador insesgado m*(x) y restarlo de
Z(x) para obtener residuos estimados en los sitios con datos R*(x,) = Z(x,) — m*(x,). Con
esto, se puede calcular el variograma tedrico y experimental de estos residuos definidos como [3]:

Vres(xa'xﬁ) = %E {[R*(xﬁ) - R*(xa)]z}

1
Ve =5y 2, RG)- Rl

Xg—Xq=h
Sin embargo, este enfoque tiene algunos inconvenientes:

e No es posible utilizar un estimador 6ptimo de la deriva m*(x), porque esto requiere
conocer la covarianza o variograma de Z(x), que es precisamente lo que se esta buscando.
Por consiguiente, tenemos que utilizar un estimador no éptimo de la deriva (a través de
una media movil por ejemplo) y por lo tanto obtener un estimador no 6ptimo del residuo.



e El variograma de la parte residual estimada R* es sesgado con respecto al variograma de
la verdadera parte residual R . En concreto, el variograma residual estimado yg.s €5 mas
pequefio que el variograma residual verdadero y tiene un alcance méas corto, haciendo
creer que la variable original es la suma de una deriva y un residuo con poca correlacion
espacial [3]. El sesgo es despreciable para distancias pequefias pero se puede volver
considerable a distancias grandes.

//

-

/true residual
estimated residual

e

Separation distance

Variogram

Figura 4 Variograma de la parte residual estimada y,.. vs variograma de la verdadera parte residual.

2.3.4 Variograma generalizado

La primera definicion de variograma generalizado fue dada por Matheron en 1972. Segun esta
definicion, para toda funcion aleatoria con deriva lineal (orden 1) el variograma generalizado
tedrico esta dado por:

k=1 I'(h)= %E{[Z(x +2h) — 2Z(x + h) + Z(x)]?}

Y se relaciona con el variograma tradicional por:

4 1
r(h) = 5v(W) -3y (k)

En éste, la deriva no interfiere pues se mide el incremento del incremento (filtra la deriva lineal,
mide solo la componente residual de la funcion aleatoria).

Experimentalmente, este variograma se estima sin sesgo para cada realizacion {z(x):x € G},
reemplazando la esperanza del modelo teorico por un promedio de la forma:

) = leEGﬂG_hﬂG—zh[Z(x +2h) — 2z(x+ h) + z(x)]Z
6 card {G N G_p, N G_yp}

Donde G_,, y G_,;, representan la grilla G trasladada por el vector —h y —2h, respectivamente.



En general el variograma generalizado de orden k, es la varianza apropiadamente escalada del
incremento de orden k+1 [3]:

1
rch) = M—kVar[Aﬁ“Z(x)]

Donde A1 Z(x) = (—1)*** XEE(—1)P (k ;; 1) Z(x + ph) es el incremento de orden k+1

2k + 2

I+ 1) . Asi por ejemplo el variograma

y M, es un factor de escala dado por M, =(
generalizado de orden 2 seria:

k=2: r'ch) = %Var[Z(x+ 3h) —3Z(x+ 2h) + 3Z(x + h) — Z(h)]

El variograma generalizado tiene la misma meseta, alcance y efecto pepita que el variograma
comdun. Sin embargo, puede ser sélo calculado para distancias pequefias (el largo de la regién de
interés dividido por k+1). La figura 5 muestra el variograma generalizado asociado a un modelo
esférico.

N a *

Figura 5 Variogramas generalizados asociados a un variograma esférico para k=1,2y 3.

Chilés y Gentier (1993) describen una aplicacion de variogramas generalizados al estudio de
morfologia de fracturas en roca. Una determinacién de la topografia de dos superficies que
bordean una fractura se muestra en la figura 6.
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Figura 6 Perfil de fracturas mostrado en seccion transversal a lo largo del eje principal.

Si se tiene una deriva lineal el variograma calculado en direccién de esa tendencia tendria un
comportamiento parabélico que principalmente refleja el sesgo debido a la presencia de una
fuerte deriva. En contraste, el variograma generalizado muestra una meseta y un alcance a pesar
de la tendencia lineal. Esto concuerda con el variograma de residuales en el sentido que tienen el
mismo alcance y meseta y la pendiente en el origen del variograma generalizado es 2/3 de la
pendiente del variograma de residuales, como predice la teoria.

4.00 0.30

o & Variogram of residuals

£ £ -"\\
é ~0.20 / N,
2 =

520 -1

€ E

E Eo.10
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Figura 7 Variograma y variograma generalizado asociados al perfil de fracturas.
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2.4 Kriging

2.4.1 Generalidades

En la actualidad en la industria minera, la estimacion de leyes se realiza con métodos
geoestadisticos de kriging. Estos métodos consideran la variable a estimar como una realizacion
de una funcion aleatoria, descrita por su valor esperado y variograma.

Dado que el muestreo en los yacimientos es parcial y sélo indica lo que sucede en las posiciones
de los datos, es necesario estimar el valor de la ley en puntos sin muestra. El kriging consiste en
estimar la ley en un sitio o bloque a partir de una combinacién lineal ponderada de los datos
ubicados en una vecindad de este sitio 0 bloque [26]

La definicion de esta vecindad (radio de busqueda, orientacion, nimero de datos a buscar) toma
en cuenta la malla de muestreo y la continuidad espacial de la variable regionalizada, lo que se
realiza en la etapa del estudio exploratorio y variografico.

El estimador es una combinacién lineal ponderada de los datos y, por lo tanto, el problema del
kriging se reduce a calcular los valores de los ponderadores que permitan obtener una estimacion
insesgada y con la mejor precision posible, es decir, con un error de media nula y varianza
minima.

Existen diferentes tipos de kriging, para nuestro caso de estudio solo trabajaremos con kriging
simple, ordinario y universal que se utilizaran para condicionar las simulaciones.

2.4.2 Kriging Simple (KS)
Se conoce la media m de la variable y el variograma y (h), el cual presenta una meseta 2. El
estimador en un sitio x del espacio se escribe como [14]:

7°(x) = a + Z A,2(x)

Donde {x;: i = 1, ...,n} son sitios con datos ubicados en la vecindad de x.

Para determinar el coeficiente a y los ponderadores A;coni=1,..,n, se examinan las
condiciones de insesgo y de varianza minima, obteniéndose:

n

a= 1—Z/L- m

i=1

n
AJC(X,__X]) = C(x—xi)i= 1,..,n
j=1

Donde C(h) = 02 — y(h) es la funcion de covarianza asociada al variograma y (h). Este sistema
de n ecuaciones con n ponderadores desconocidos es el Sistema de Kriging Simple.

En el kriging simple la media aparece con un ponderador que es el complemento de la
ponderacién acumulada de los datos. Mientras méas lejos se encuentre el sitio a estimar de los
datos, menores seran sus ponderadores y mayor serd la ponderacion de la media. Asi se observa
que en el kriging simple la media compensa la falta de informacién aportada por los datos.
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La varianza del error o “varianza de kriging” puede calcularse sin conocer los valores de los
datos y esta dada por:

n
oigs(x) = 0% — Zlic(xi - X)
=1

Esta varianza es siempre menor o igual a a2.

2.4.3 Kriging Ordinario (KO)

En esta variante del kriging, se desconoce la media de la variable. EI considerar el valor de la
media como desconocido permite generalizar el estimador a situaciones donde esta media no es
constante en el espacio: la media puede variar de una regién a otra, siempre que sea
aproximadamente constante en cada vecindad de kriging. Se conoce ademas el variograma el cual
puede o no tener meseta [14].

Al examinar las condiciones de insesgo y de varianza minima se obtiene el Sistema de Kriging
Ordinario:

n
j=1

J

n
/1i = 1

i=1

Donde u corresponde a un multiplicador de Lagrange. Ademas en el estimador del kriging

ordinario a = 0. Se puede re-escribir este sistema, reemplazando la funcion de covarianza C por

el opuesto del variograma (—y), sistema que queda valido aun cuando el variograma no tiene
meseta y, por ende, la varianza no esta definida.

La varianza del error o “varianza de kriging” puede calcularse sin conocer los valores de los
datos y esta dada por:

n
o (X) = Z Ay (x —x) —
i=1
Esta varianza puede ser mayor a a2,

2.4.4 Kriging Universal (KU)

Este kriging se sustenta en la hipotesis que la funcién aleatoria Z(x) ya no es estacionaria y su
valor esperado varia en el espacio (deriva), reflejando una tendencia sistematica en la distribucion
espacial de los valores [19].
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La funcidn aleatoria no estacionaria es modelada como la suma de dos componentes: una deriva
determinista que varia suavemente m(x)y una componente residual estocastica que varia
erraticamente R(x). Asi se tiene que:

', _1!. W 1'|| I J“'ur" Z(x) =m(x) + R(x)

Y4 1 Donde E[Z(x)] = m(x) y E[R()] = 0

Valug

Coordinate

Figura 8 Deriva deterministica y componente residual.

La componente de deriva se modela como una suma ponderada de funciones conocidas f;(u) y
coeficientes desconocidos a; conl = 0, ..., L:

L

me) = ) afi (9

=0

donde, por convencion fy(x) =1, para todo x, mientras que las otras componentes son
monomios de las coordenadas, entregando un modelo de deriva polinomial.

En el caso de kriging ordinario se tiene que L = 0 : el componente de deriva se reduce a un solo
término E[Z(x)] = a,, constante pero desconocido.

En el caso de kriging universal se tiene que L > 0 : el componente de deriva es una funcion real
de x y toma valores diferentes como x varia.

El componente estocastico residual es estacionario con media cero y su variabilidad espacial se
caracteriza por el modelo de covarianza:

Cr(h) = E[R(x)R(x + h)] = Cov[Z(x),Z(x + h)]

En presencia de n datos Z(x;) con i =1,..,n, el estimador de Kkriging universal es una
combinacion lineal de éstos datos:

26 = ) M)
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Los ponderadores A; vienen dados por un sistema de ecuaciones, llamado Sistema de Kriging
Universal:

i1 Cr(x = x5) + Bicomfilx) = Crx—x) i=1,..,n
Y difik)=fitx) 1=1,..,L
donde los y; son L + 1 pardmetros de Lagrange.

2.4.5 Kriging Ordinario v/s Kriging Universal

En el kriging ordinario, dentro de cada ventana de busqueda la media se supone constante. En el
kriging universal la componente de deriva es una expresion analitica que toma diferentes valores
en el espacio (Figura 9).

2(x}

Figura 9 Modelos de deriva alternativos para una tendencia creciente con la coordenada x.

Para situaciones de interpolacion en la envolvente de los datos, en presencia de muchos datos, el
kriging ordinario y kriging universal suelen producir estimaciones parecidas. Asi en casos de
interpolacion conviene a menudo usar kriging ordinario en vez de kriging universal [19].

Zgo ~ Zyy
En situaciones de extrapolacion modelar la tendencia por kriging universal es critico. En tales
situaciones Cr(x — x;) = 0, paratodo i = 1, ...,n. Asi lejos de los datos se tiene que:
L
2@ =m'@ =) afi(9
=0

La eleccion de las funciones f;(x) determina por completo el valor de la estimacion mas alla del
rango de datos, donde no existen precisamente datos para validar esa eleccion. La extrapolacion
es una tarea “peligrosa”. La siguiente figura muestra como en situaciones de interpolacion el
kriging ordinario (a) y kriging universal (b) producen estimaciones similares. En situaciones de
extrapolacion el kriging universal es critico.
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Figura 10 Interpolacion v/s Extrapolacion. Kriging Ordinario (a) y Kriging Universal (b)

2.4.6 Propiedades del Kriging
Las principales propiedades del kriging son:

Interpolacion exacta: La estimacion en un sitio con dato es igual al valor del dato y la
varianza de kriging en este sitio es 0.

Insesgo: El error de estimacion tiene esperanza nula (por construccion).

Precision: El error de estimacién tiene una varianza minima (por construccion).
Aditividad: La estimacion de la ley de un bloque es igual al promedio de las estimaciones
de las leyes puntuales de este blogue.

Sin embargo el kriging presenta ciertas limitaciones importantes:

Suavizamiento: Los valores estimados por kriging presentan una menor dispersion que
los valores verdaderos. Este método genera una subestimacion de los valores altos y una
sobreestimacion de los valores bajos. Esto implica la limitacién de este método para
estimar la variabilidad presente y los valores extremos, generando una complicacion en
casos donde los valores alejados de la media son importantes, tales como analisis de leyes
de corte.

Efecto Proporcional: La varianza de kriging incorpora informacién geométrica y de
continuidad espacial, pero no la informacion local, esto es no depende del valor de los
datos. Un efecto comun se presenta en los yacimientos consiste en observar una mayor
variabilidad en zonas de altas leyes. Asi la varianza del kriging no refleja este efecto y no
mide todas las fuentes de incertidumbre.

Estas limitaciones hacen que el kriging no sea una buena herramienta en la estimacion de
funciones umbrales, como por ejemplo en la determinacion de tonelajes sobre una ley de corte.
Para superar estas desventajas se requiere recurrir a técnicas mas sofisticadas como las
simulaciones.
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2.5 Simulaciones

2.5.1 Generalidades
Como alternativa a los métodos de kriging, se han desarrollado métodos de simulacion que
buscan entregar modelos no suavizados de leyes [5].

La simulacion se basa en la interpretacion de la variable regionalizada como una realizacion de
una funcién aleatoria y construye multiples realizaciones de esta funcion aleatoria. Cada una de
estas realizaciones constituye un escenario posible y por lo tanto permite tener una idea realista
de la distribucion de valores en el espacio. Asi se pueden tener multiples escenarios, con los
cuales se pueden hacer analisis de riesgos, estimaciones, medicion de la incertidumbre para
determinar qué tan distintos son los escenarios, etc.

Este enfoque basado en el riesgo es aplicable a diferentes procesos en la industria como: calculo
y categorizacion de recursos y reservas recuperables [7][22], disefio minero de la explotacion [8]
[24][27], determinar la incertidumbre en la geometria del pit final [16], planificacion y
programacion de la produccién para largo y corto plazo [6][18], evaluacién de riesgo financiero
[24], determinacion de la incertidumbre en el beneficio generado por un proyecto [16], control de
leyes [18], entre otros. Adicionalmente, a diferencia del kriging, se puede estimar sin sesgo
funciones sobre la variable, por ejemplo recursos recuperables sobre una cierta ley de corte
(tonelajes, cantidad de metal, leyes medias, etc.).

Existen dos tipos de simulaciones: las no condicionales y las condicionales. Las simulaciones no
condicionales buscan reproducir la distribucion de la variable regionalizada, sin reproducir los
valores de los datos en sitios ya conocidos. En cambio las simulaciones condicionales buscan
reproducir las distribuciones locales, que dependen de los datos conocidos. De esta forma, en un
sitio con dato no hay incertidumbre.

2.5.2 Modelo Multi-Gaussiano

El modelo multi-Gaussiano considera que la funcion aleatoria es estacionaria y tiene una
distribucion multi-Gaussiana, esto es, toda combinacién lineal ponderada sigue una distribucion
Gaussiana. Esto tiene bastantes ventajas, ya que es un modelo muy facil de aplicar y sélo
necesita transformar la variable original a una variable Gaussiana y caracterizar la media y el
variograma de la variable Gaussiana [3].

Este modelo ha sido ampliamente utilizado en evaluacion de recursos [25], con aplicaciones a
yacimientos tales como: pérfidos cupriferos [9][29][33], depdsitos de hierro magmatico
hidrotermales [2], depositos de oro epitermales [31], depositos de carbon [4], etc.

Los pasos a seguir para realizar una simulacién multi-Gaussiana se presentan a continuacién [15]:

1. Desagrupar los datos originales. Consiste en ponderar los datos al momento de calcular
su histograma segln su grado de aislamiento frente a otros datos con el objetivo de
obtener una distribucion representativa.

2. Transformacion de los datos originales a valores Gaussianos, mediante una funcion de
transformacion llamada anamorfosis. Graficamente, la anamorfosis consiste en deformar
el histograma de los datos en un histograma Gaussiano, de modo que la variable
transformada, denotada Y (x), tenga una distribucion Gaussiana estandar (de media 0 y
varianza 1).
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3. Verificacion de la hipdtesis multi-Gaussiana. Es necesario verificar la hipdtesis basica
del modelo que establece multigaussianidad. Por construccion, la distribucién univariable
de la variable transformada es Gaussiana, luego es consistente con el modelo. Sin
embargo, hace falta verificar que las distribuciones de orden superior sean también
compatibles con la hipdtesis multi-Gaussiana. En la practica, sélo se estudia las
distribuciones bivariables, a través de los siguientes tests:

a. Nubes de correlacion diferida: Se grafican pares de datos Gaussianos separados a
una cierta distancia h. Estas nubes deben presentar una forma eliptica para distancias
de separacién menores, y una forma circular para distancias mayores.

b. Variogramas de indicadores: Existe una relacion entre el variograma de un
indicador y el variograma de los datos Gaussianos. Con G como funcion de
distribucion Gaussiana estandar se define el variograma de la variable indicador
Y1,y (h) de la siguiente manera [3].

2

y

—1d@
1+ senB]

arcsen (1-y(h))
V(W) = 601 - 6] -5 | expl -
0

Donde y(h) es el variograma de la variable gaussiana e y es el umbral de truncacion
que define el indicador. Asi se puede estimar el variograma de indicador
tedricamente, y luego comparar con el variograma experimental de indicador.

El test propuesto consiste en los siguientes pasos:
i.  Modelar el variograma y (h) de los datos Gaussianos.

ii.  Deducir el variograma 1y, (h) del indicador asociado a un determinado
umbral.

iii.  Codificar los datos Gaussianos en indicador (0 ¢ 1) segln si superan o no el
umbral.

iv.  Calcular el variograma experimental de los datos de indicador.

v.  Comparar este variograma experimental con la expresion teorica obtenida

en el paso ii.
vi.  Repetir el procedimiento (pasos ii a v) para varios valores del umbral.
vii.  Concluir si los variogramas teoricos de indicador se ajustan

razonablemente bien a los variogramas experimentales.

c. Variogramas de orden w: El variograma de orden ® para un vector h se define
como la mitad del valor esperado de los incrementos de la variable para este vector
h elevado a la potencia o [10][23]:

Yuw(h) = ZE{[Y(x + h) = Y()]*} Con 0<w<2.
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Asi, para w =0.5,1y 2se define el rodograma, madograma y variograma
respectivamente. En el caso multi-Gaussiano se tiene la siguiente relacion entre el
variograma de orden w y el variograma [9].

27t w1 "
hu () = == (5= )2

En escala log-log, esta ecuacion representa una recta de pendiente w/2.

4. Analisis variografico para modelar el variograma de la variable Gaussiana.

5. Simulacién de la funcion aleatoria Gaussiana.
a. Eleccién de un algoritmo de simulacion.
b. Construccion de varias realizaciones.
c. Condicionamiento a los datos Gaussianos disponibles.

6. Transformacién Gaussiana inversa, para volver a la variable original. Se transforman
esta vez los valores Gaussianos simulados a los valores originales, utilizando la inversa de
la anamorfosis usada anteriormente.

2.5.3 Algoritmo Secuencial

Este algoritmo consiste en simular el valor en un sitio a partir de su distribucion condicional a los
datos existentes y valores ya simulados [5]. Esta distribucion depende del valor estimado por el
estimador (kriging) y de la varianza de este estimador (varianza de kriging). El algoritmo produce
directamente simulaciones condicionales.

La simulacion secuencial se realiza de la siguiente manera:

Parai € {i, ..., n} plantear:

Y(x) = Y55 (%) + ogs(x)U;
Donde:

o YES(x;) es el kriging simple de Y(x;)a partir de los datos originales y los valores
previamente simulados { Y (x;),..., Y(x;_1)}

o oks(x;) es la desviacion estandar de kriging simple.

e U, es una variable Gaussiana estandar independiente de U, ..., U;_;

En cada etapa, se simula la funcion aleatoria en un sitio y se agrega el valor simulado a los datos
condicionantes para simular la funcion aleatoria en los sitios siguientes.

El método secuencial es un método sencillo y facil de ejecutar. Sin embargo el sistema de kriging
se vuelve cada vez mas grande a medida que se desarrolla la simulacion. Por lo anterior, se usa
una vecindad movil para restringir las variables condicionantes a las méas cercanas del sitio a
simular. El uso de una vecindad mdvil puede deteriorar la calidad de la simulacion, debido a que
los errores cometidos al no usar todos los datos condicionantes tienden a propagarse [35].
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2.5.3.1 Condicionamiento
Existen otros tipos de condicionamiento (ademas de kriging simple y varianza de kriging simple)
para el algoritmo secuencial que se detallan a continuacion:

i.  Condicionamiento por kriging simple, ordinario y universal y varianza de kriging
simple

Se plantea la opcion de considerar medias locales estimadas por kriging ordinario para ser usadas
en la simulacion secuencial. Igualmente se puede utilizar una simulacion secuencial Gaussiana
“con deriva”, reemplazando el kriging simple por kriging universal. Originalmente, se plantea
conservar la varianza de kriging simple en la construccion de las distribuciones condicionales

[5][17].

— KSy a,f,g

2
[ Condicionamiento ]" KOy ogs

KUy a,ig

Figura 11 Tipos de condicionamiento para simulacion secuencial Gaussiana.

ii.  Condicionamiento por kriging ordinario y varianza de kriging ordinario:

Se ha propuesto el uso de kriging ordinario y varianza de kriging ordinario en lugar de kriging
simple [11]. Esto se justifica en un modelo donde la media de los datos Gaussianos se convierte
en una variable aleatoria M (reflejando asi una incertidumbre en esta media) cuya dispersién a
priori es muy grande. En este modelo, el kriging simple coincide con el kriging ordinario (los
ponderadores de kriging simple de los datos suman 1, por lo cual la media no recibe ponderacion
y puede ser omitida).

YKS(X) N YKO (X)
Tits = Oo
Cuando la varianza de la media de los datos gaussianos es muy grande var(M) — + oo,
iii.  Condicionamiento por kriging universal y varianza de kriging universal:

El enfoque propuesto puede ser extendido a modelos con derivas que son polinomios en las
coordenadas espaciales [11]. Se propone el uso de kriging universal y varianza de kriging
universal para construir las realizaciones. Esto constituye un paso hacia la simulacién condicional
en casos no estacionarios, pero a la fecha no ha sido aplicado.
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2.5.3.2 Propagacion de errores

El disefio de la vecindad es fundamental para el algoritmo de simulacién secuencial, ya que
vecindades demasiado restrictivas conducen a una reproduccién inexacta de la variabilidad
espacial, especialmente si el modelo de variograma presenta un efecto pepita y no se utiliza
kriging simple.

En un caso de estudio presentado en [13] para determinar la sensibilidad de la definicion de la
vecindad en la reproduccion del variograma, se construyen 100 realizaciones utilizando
simulacion secuencial con kriging ordinario. Cuatro modelos sintéticos se ponen a prueba, cada
uno con meseta 1:

e Efecto pepita puro
e Esférico

e Esférico + pepita
e Modelo cubico

Para cada modelo, se consideran tres vecindades, con 10, 20 y 50 datos condicionantes (datos
originales y previamente simulados, respectivamente).

Los resultados obtenidos indican que la reproduccion del variograma resulta ser pobre en
presencia de un efecto pepita. Esto se explica porque la vecindad moévil omite datos que
recibirian ponderadores no despreciables si se utilizara una vecindad Unica. En cuanto a los
modelos sin efecto de pepita, se necesita por lo menos 50 datos en la vecindad del kriging para
reproducir correctamente el variograma.
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Figura 12: Modelo de variograma y variogramas promedio de 100 simulaciones secuenciales usando una
vecindad con 10 (linea punteada), 20 (linea punteada y raya) y 50 datos condicionantes (linea de rayas).
Condicionamiento por kriging ordinario.

2.5.4 Algoritmo de Bandas Rotantes

Este método de simulacion tiene la particularidad de simplificar el problema de hacer
simulaciones en R a un problema de realizar simulaciones en R. En breves palabras el método
consiste en construir simulaciones unidimensionales para luego esparcirlas a mas dimensiones
mediante una serie de rectas que discretizan el espacio [15]. Para esto existen expresiones que
permiten relacionar la covarianza de la simulacion en una dimension con las covarianzas de la
simulacion en tres dimensiones. Estas hipotesis simplifican el problema de manera considerable,
tanto en la realizacion como en los tiempos de calculo. Se tiene que:

V() = %ﬁz YD (G, 1))

Donde:

e {u;i=1,..,N}: vectores que representan direcciones en el espacio R3.
. {Yi(l);i =1, ..., N}: simulaciones unidimensionales independientes.
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e (x,u;): producto escalar entre x y el vector u;.

La funcion aleatoria simulada es aproximadamente multi-Gaussiana en virtud del teorema del
limite central. Para acelerar la convergencia hacia una distribucion multi-Gaussiana, se aconseja
elegir direcciones equidistribuidas y tomar varios centenares o miles de direcciones.

2.5.4.1 Condicionamiento

Las simulaciones por bandas rotantes son condicionadas por medio de kriging simple, que se basa
usualmente en una hipétesis de estacionaridad [3]. Para aliviar esta hipdtesis, se ha propuesto el
uso de kriging ordinario y kriging universal para considerar la incertudumbre en la media que el
kriging simple no considera. Sin embargo, estos métodos de condicionamiento (sobre todo con
kriging universal) no han sido validados.

— . Medla. . Incertldumbr.e en laley r.m.adla
desconocida. en cada vecindad del kriging

Media variable o Incertidumbre en la ley media

“deriva” ' considerada como una deriva

|

Figura 13: Uso de kriging ordinario y kriging universal para condicionar simulaciones por bandas rotantes.

El condicionamiento sélo considera los datos originales, a diferencia del algoritmo secuencial, en
que los valores ya simulados tienen que ser considerados. Esto implica ventajas dado que se
requieren menos calculos para buscar datos cercanos y resolver el sistema de kriging. Ademas un
solo sistema de kriging debe ser resuelto para condicionar multiples realizaciones y disminuyen
los sesgos causados por las restricciones de vecindades.

Se realiza el mismo ejercicio anterior (seccion 2.5.3.2), mediante el uso del método de las bandas
rotantes para la simulacion no condicional y considerando los mismos nimeros de datos vecinos
(10, 20 y 50) para el condicionamiento por kriging ordinario [13].

Los resultados muestran que la mejora en la reproduccion del variograma es notoria en
comparacion con los resultados obtenidos con el método secuencial, en particular para
variogramas con un efecto pepita. Cuando la media varia en el espacio y puede ser representada
por una deriva, estos modelos pueden ser extendidos usando kriging universal en vez de kriging
ordinario.
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Figura 14 Modelo de variograma y variogramas promedio de 100 simulaciones por bandas rotantes usando
una vecindad con 10 (linea punteada), 20 (linea punteada y raya) y 50 datos condicionantes (linea de rayas).
Condicionamiento por kriging ordinario.

2.5.5 Validacion Cruzada
Se puede verificar la adecuacion entre los datos y los parametros adoptados (modelo de
variograma, vecindad de kriging), utilizando la llamada técnica de la validacion cruzada.

2.5.5.1 Principio

El principio es estimar sucesivamente, mediante kriging, cada dato, considerando solo los datos
restantes (para el caso de estimacion por Kriging) o simular sucesivamente, cada dato
considerando los datos restantes (para casos de simulacion Gaussiana).

Se puede calcular entonces el error de estimacion que corresponde a la diferencia entre el valor
estimado (o la media de las realizaciones en casos de simulacién) y el valor verdadero en cada
sitio con dato y realizar un andlisis estadistico de los errores cometidos en los sitios con datos.

Se debe satisfacer lo mejor posible los siguientes criterios estadisticos [14]:

e Lamediade los errores, que mide el sesgo del estimador, debe ser cercana a cero.

e Lavarianza de los errores, que mide la precision del estimador, debe ser minima.

e EI coeficiente de correlacion entre los valores estimados y los valores de los datos
debe ser lo méas cercano posible a 1.
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La validacion cruzada es presentada usualmente bajo la forma de pruebas graficas, en especial,
nubes de correlacidn entre valores verdaderos y estimados y nubes de correlacion para intervalos
de probabilidad.

2.5.5.2 Nubes de correlacion entre valores estimados y verdaderos
La nube de correlacion entre los valores estimados y los valores verdaderos de los datos debe
tener una regresion cercana a la linea diagonal.
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Figura 15 Validacion Cruzada: Nube de correlacion entre valores estimados y verdaderos.

2.5.5.3 Nubes de correlacion para intervalos de probabilidad

En cada sitio con dato, se calcula la funcién de distribucion local a partir de los datos vecinos.
Para una probabilidad p fija, se define, en cada sitio, un intervalo de confianza tal que hay una
probabilidad p que el dato correspondiente esté en dicho intervalo; si el modelo es valido, la
proporcion de los datos que estan efectivamente en el intervalo de confianza asociado debe ser
cercana a p. Por ejemplo, si p; = 0.5, el intervalo de confianza es el rango intercuartil de la
distribucion local (intervalo cuyos limites son los primer y tercer cuartiles); se espera que la
mitad de los datos se ubiquen realmente en el intervalo local correspondiente y la otra mitad
fuera. Cuando p varia, se obtiene una serie de proporciones, que se pueden comparar con las
probabilidades teéricas por medio de una nube de correlacion [15].
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probabilidad tedrica

Figura 16 Validacion Cruzada; Nube de correlacion entre las probabilidades y las proporciones.

El modelo queda validado cuando los puntos estan aproximadamente alineados en la diagonal. Si
la nube de puntos esta encima esto significa que la proporcién efectiva es mayor que la
probabilidad tedrica: el modelo es demasiado conservador y sobre-estima la incertidumbre real.
En cambio, si la nube se ubica bajo la diagonal, la proporcion efectiva es menor que la
probabilidad teérica: el modelo es demasiado optimista y subestima la incertidumbre real.

proporcion efectiva
proporcion efectiva

0 0.2 0.4 0.6 0.8 | 0 02 04 06 03 1
probabilidad tedrica probabilidad tedrica

(a) ib)

Figura 17 Situaciones donde el modelo aprecia mal la incertidumbre local.
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3 METODOLOGIA

Para realizar las simulaciones condicionales se usaré el algoritmo secuencial Gaussiano y método
de bandas rotantes. Para cada uno de estos algoritmos, se hara una sensibilizacion del tipo de
kriging generando asi distintos modelos de simulacion.

Se aplicaran los modelos primero a un caso sintético y se realizaran validaciones estadisticas para
luego aplicar dichos modelos a un caso real de estudio.

3.1 Casos Sintéticos
Para aplicar los modelos de simulacion a casos sintéticos se creardn escenarios base y se
evaluaran los distintos modelos de simulacion dado que se conoce el resultado esperado.

3.1.1 Creacion de modelos de referencia
Se crean modelos de referencia donde se conoce el variograma y la distribucion real de los datos,
con esto se evaluaran distintos modelos de simulacion.

Primero se crea una grilla, sobre la cual se simula una variable Gaussiana de media 0 mediante el
método de bandas rotantes (simulacién no condicional) usando un cddigo programado en
MATLAB [21]. Luego, se agrega una media (constante o variable), se seleccionan datos por
muestreo aleatorio y se realiza una simulacion condicional a los datos usando el método de
bandas rotantes y el método secuencial. EI procedimiento se repite enteramente para generar otras
realizaciones.

Tabla 1 Parametros usados en la simulacion no condicional por bandas rotantes.

Parametro Valor

Grilla 50x50 o 200x200
Modelo de variograma y(h) = 0.1 x pepa + 0.9 x esf (30, 30, 30)
N° de bandas rotantes 1500
N° de realizaciones 100

Con esto se crean distintos casos base, con diferentes medias y nimeros de datos condicionantes
muestreados en cada realizacion:
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Tabla 2 Casos sintéticos creados para una grilla de 50x50.

Caso Media Datos
Condicionantes

la m=0 100
1b m=0 10
2a m=1 100
2b m=1 10
3a m = 0.02x 100
3b m = 0.02x 10
3c m = 0.02x 5

4a m = 0.05x 100
4b m = 0.05x 10
4c m = 0.05x 5

3.1.2 Simulacién por bandas rotantes y metodo secuencial

Considerando los datos seleccionados como datos condicionantes, se realiza simulacion por
bandas rotantes para cada una de las 100 realizaciones. Se condiciona la simulacion utilizando
KS, KO y KU para cada caso.

Para ver si cambia la calidad de las simulaciones al cambiar el algoritmo de simulacién, se hace
lo mismo pero con simulacion secuencial Gaussiana. De manera analoga se condiciona la
simulacion por KS, KO y KU, utilizando varianza de KS, KO y KU, segun corresponda.

Para estudiar la reproduccion de la correlacion espacial de cada algoritmo de simulacion y tipo de
condicionamiento se analizan los variogramas N-S de cada simulacién. En todos los casos
analizados, no hay deriva en la direccion N-S, por lo que el variograma puede ser inferido sin
sesgo. Ademas se estudiaran variogramas generalizados E-O (direccién de la deriva).

Para estudiar la reproduccion de la deriva se calculan graficos de media versus coordenada este
para cada algoritmo de simulacion y tipo de condicionamiento.
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3.2 Caso Real
Para aplicar los modelos a un caso real se deberan seguir los siguientes pasos:

1. Estudio exploratorio de los datos.
Transformacion de los datos a valores Gaussianos (anamorfosis)
Verificacion hipotesis multi gaussiana y analisis variografico de los datos Gaussianos.
Simulaciones Condicionales.
Analisis de los resultados (reproduccion de variogramas, variogramas generalizados, y
derivas) considerando la influencia de:
e Algoritmo de simulacion utilizado.
e Tipo de condicionamiento.
6. Validacion de los modelos mediante validacion cruzada.
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Figura 18 Esquema de la metodologia a usar para los casos reales.
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4 CASOSSINTETICOS

Se presentan a continuacion los resultados més interesantes para los casos sintéticos analizados:

4.1 Grilla50 x50

Para los Casos 1a y 1b (media 0, 100 y 10 datos condicionantes respectivamente), se tiene una
buena reproduccion del variograma cuando la simulacién se condiciona por KS, KO y KU tanto
para el método de bandas rotantes como secuencial. El variograma promedio de las 100
realizaciones se ajusta bien con el variograma teorico para cada caso. Esto se debe a que, cuando
la media es cero, el KS funciona perfectamente (KS asume media conocida igual a 0), el KO se
desempefia bien dado que toma la media de los datos condicionantes (a priori desconocida) y el
KU también funciona ya que una deriva nula es un caso particular de deriva lineal. Los
algoritmos de simulacion TB (bandas rotantes) y SG (secuencial Gaussiana) no presentan
mayores diferencias, dado que como la grilla es pequefa el error en la simulacion secuencial no
tiende a propagarse de manera considerable (Figura 19).

En el Caso 2a (media 1, 100 datos condicionantes), la reproduccion de los variogramas y
variogramas generalizados es buena para ambos algoritmos de simulacion y cada tipo de
condicionamiento. La reproduccion de la deriva no es buena para el caso de KS (si bien se esta
trabajando con datos de media 1, ésta es desconocida en el ejercicio y al hacer simulacion
gaussiana se considera media 0), mientras que el KO y KU funcionan bien. Este comportamiento
es mas notorio para el Caso 2b (media 1, 10 datos condicionantes), donde la correlacion espacial
se reproduce bien, pero la media al usar KS no queda bien representada (Figura 20).

Para el Caso 3a (deriva lineal 0.02x, 100 datos condicionantes) la reproduccion de la correlacion
espacial y de la deriva es buena para ambos algoritmos de simulacion y para los
condicionamientos por KS, KO y KU. Son muchos datos condicionantes que hacen que la deriva
quede bien reproducida a pesar de usar KS o KO. Sin embargo cuando el nimero de datos
condicionantes es menor (Caso 3b, 10 datos y Caso 3c, 5 datos) la reproduccion de la deriva
por KS y KO no es buena (Figura 21).

Cuando la tendencia es mas fuerte como en el Caso 4c (deriva lineal 0.05x, 5 datos
condicionantes) las diferencias entre condicionar por KS y KO versus condicionar por KU son
mayores. En efecto, el KU ajusta bien la tendencia (deriva) a pesar de tener pocos datos
condicionantes, mientras que el KS y KO al no tener suficientes datos, suavizan la tendencia. La
correlacion espacial sigue siendo bien reproducida, al condicionar la simulacién por KS, KO o
KU (Figura 22).
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Caso la (m =0, 100 datos condicionantes). Promedio de 100 realizaciones
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Figura 19 Variogramas N-S, variogramas generalizados E-O y media vs coordenada este para Caso la.
Condicionamiento por KS (negro), KO (rojo) y KU (verde). Modelo teérico en azul.
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Caso 2b (m =1, 10 datos condicionantes). Promedio de 100 realizaciones
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Figura 20 Variogramas N-S, variogramas generalizados E-O y media vs coordenada este para Caso 2b.
Condicionamiento por KS (negro), KO (rojo) y KU (verde). Modelo teérico en azul
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Caso 3c (m = 0.02x, 5 datos condicionantes). Promedio de 100 realizaciones
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Figura 21 Variogramas N-S, variogramas generalizados E-O y media vs coordenada este para Caso 3c.

Condicionamiento por KS (negro), KO (roj
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Caso 4¢ (m = 0.05x, 5 datos condicionantes). Promedio de 100 realizaciones
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Figura 22 Variogramas N-S, variogramas generalizados E-O y media vs coordenada este para Caso 4c.

Condicionamiento por KS (negro), KO (roj
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Para los casos simulados en la grilla de 50x50, se tiene que el KU refleja bien la correlacion
espacial y la deriva. EI KU es més robusto que el KO y KS, que si bien reproducen la correlacién
espacial, no reproducen bien la deriva especialmente cuando hay pocos datos condicionantes
(casos 3b, 3c, 4b y 4c). En estos casos el KO se acerca a la media de los datos condicionantes
seleccionados (Anexo A).

Tanto el kriging simple como ordinario y universal reproducen bien la parte residual (el
variograma generalizado filtra la deriva y mide sélo el residuo).

4.2  Grilla 200 x 200

Para ver las diferencias entre los algoritmos de simulacion al aumentar el tamafio de la grilla, se
hace el mismo ejercicio anterior pero ahora con una grilla de 200x200, para los Casos 3b y 4b
(media 0.02 x y 0.05x con 10 datos condicionantes, respectivamente).

Se observa que para una grilla mayor, el algoritmo secuencial deteriora la simulacion pues el
error cometido al utilizar una vecindad mdvil tiende a propagarse (los variogramas promedio de
las 100 realizaciones se escapan del modelo tedrico y este error es mayor al utilizar KO y KU).
Idealmente se deberia usar vecindad Unica, al no hacerlo se comete un error que se va
propagando, debido a que el dato simulado entra como condicionante para simular los datos
siguientes.

El método de bandas rotantes no propaga el error, reproduciendo la correlacién espacial
(variogramas y variogramas generalizados) de manera efectiva. Con deriva pequefia de 0.02x
(Caso 3b) el KS, KO y KU son robustos para reproducir la correlacion espacial. EI KU sigue
siendo mejor a la hora a reproducir la deriva (Figura 23).

Para el Caso 4b donde la deriva es mayor, se obtienen resultados similares. Sin embargo el KU
es mas robusto para el método de bandas rotantes pues reproduce mejor la correlacién espacial
que el KS o KO. Ademas como en los casos anteriores el KU representa mejor la deriva (Figura
24).
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Caso 3b Grilla 200x200 (m = 0.02x, 10 datos condicionantes). Promedio de 100 realizaciones
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Figura 23 Variogramas N-S, variogramas generalizados E-O
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Caso 4b Grilla 200x200 (m = 0.05x, 10 datos condicionantes). Promedio de 100 realizaciones
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Figura 24 Variogramas N-S, variogramas generalizados E-O y media vs coordenada este para Caso 4b.Grilla 200x200.
Condicionamiento por KS (negro), KO (rojo) y KU (verde). Modelo teérico en azul.
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A continuacién se muestra una tabla resumen con los resultados obtenidos, siendo 0 un mal resultado, 1
un resultado regular y 2 un buen resultado:

Tabla 3 Resultados obtenidos para cada uno de los casos simulados (grilla 50x50).

Media / N° de . Variograma Prom. Variograma Gen. Deriva
Caso datos Tipo Cond. Prom.
condicionantes TB SG TB SG TB SG
0 KS
m =
1a 100 datos KO
KU
0 KS
m =
1b 10 datos KO
KU
— KS 1 1
2a 100 datos KO
KU
1 KS
m=
2b 10 datos KO
KU
0.02 K5
m = 0.02x
3a 100 datos KO
KU
0.02 KS 1 1
m = 0.02x
3b 10 datos KO 1 1
KU
0.02 %
m = 0.02x
3c 5 datos KO
KU
0.05 K5
m = 0.05x
4a 100 datos KO
KU
m = 0.05x kS
4b 10 datos KO
KU
0.05 KS 1
m = 0.05x
K
4c 5 datos O
KU 1
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Tabla 4 Resultados obtenidos para cada uno de los casos (grilla 200x200).

Media / N° de . Variograma Gen. .
. Variograma Prom. Deriva
Caso datos Tipo Cond. Prom.
condicionantes TB SG TB SG TB SG
0.02 6
m = 0.02x
K
3b 10 datos 0
KU
0.05 KS 1
m = 0.05x
K 1
4b 10 datos 0
KU

Respecto a la reproduccién de la correlacion espacial, para la grilla de 50x50, con ambos
algoritmos (TB y SG) los variogramas y variogramas generalizados promedio de las 100
realizaciones se ajustan bastante bien al modelo tedrico (0.1 pepa + 0.9 esférico de alcance 30).
Era de esperarse que el método secuencial deteriorara la simulacion, pero por ser una grilla
pequefia de 50x50 la propagacion del error no fue considerable. Al utilizar una grilla de 200x200
y simular los casos 3b y 4b (deriva y s6lo 10 datos condicionantes para una grilla de 40.000
nodos), la propagacion del error fue mayor con el algoritmo secuencial.

Con ambos algoritmos, la reproduccion de la deriva es considerablemente mejor con KU que con
KS o el KO (KU refleja mejor de deriva, con muchos o pocos datos condicionantes). A mayor
pendiente, mayores son las diferencias entre KU y KS o KO (casos 4b y 4c¢). En casos en que no
hay deriva el KU también funciona, siendo més robusto.
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5 CASO REAL

5.1 Estudio Exploratorio de Datos

La base de datos consiste en 6136 muestras provenientes de sondajes de un yacimiento de hierro,
en los cuales se encuentra informacién de leyes de hierro y el tipo de roca. Las coordenadas y los
valores de la ley de Fe fueron cambiados para proteger la confidencialidad de la base de datos
original. Los tipos de roca presentes en el yacimiento consisten en tres grupos: Hematita, Itabirita
y Otros.

1. Hematita: Es un mineral compuesto de oxido férrico Fe,05, Yy constituye una importante
mena de hierro ya que en estado puro contiene un 70% de este metal. A veces posee
trazas de titanio, aluminio, manganeso y agua. Es un polimorfo de la magnetita, el mineral
con mayor contenido en hierro (72%).

La hematita es uno de los minerales mas comunes en la tierra. Se forma sobre todo en
depdsitos de hierro en bandas (BIF, banded iron formations). Puede formarse, ya sea en lava
volcanica, cerca de depositos de agua o cerca de fuentes termales. Se encuentra también en
el suelo de climas tropicales o que ha sido degradado. Muchos suelos que contienen hematita
son generalmente de tonalidad rojiza o marrén rojizo. Es un mineral raro en las rocas
intrusivas, pero es comun en las extrusivas, ya que requiere de un ambiente oxidante.
También es comdn en rocas sedimentarias por drogénesis de limonita; en metamorficas de
bajo grado y como producto de sublimacién en las exhalaciones volcéanicas [32]

La hematita es la principal mena de fierro en el yacimiento en estudio, presentandose como
martita (pseudomorfica de la hematita después de magnetita), hematita granular vy
especularita. El grupo de las hematitas corresponde a un 19.1% del total de muestras de la
base de datos.

2. ltabirita: Corresponde a formaciones de fierro bandeado oxidadas, metamorfizadas vy
deformadas, contenidas en depositos con una distribucion discontinua. También son
conocidas como hematitas bandeadas con cuarzo y esquistos de hematitas. Son formaciones
de hierro laminado, en el cual las bandas originales de chert o jasper han sido recristalizadas a
cuarzo de forma granular y el hierro se presenta como finas capas de hematita, magnetita o
martita [30]

Se distinguen a su vez dos tipos principales de itabiritas el yacimiento en estudio. La itabirita
dolomitica, que consiste en bandas alternadas de carbonatos rojos y fierro oxidado negro, y la
itabirita anfibolitica, que consiste en bandas de diversos tipos de anfibolitas y bandas con
fierro oxidado (hay maés itabiritas: friable, friable rica, compacta, aluminosa, manganesifera).
Un 71.3% de las muestras corresponden al grupo de las itabiritas.

3. Otros (rocas esteriles, ganga, dolomita, anfibolita, etc.): EI cuarzo por su parte corresponde a
la principal ganga, seguido de la dolomita (mineral compuesto de carbonato de calcio y
magnesio) y anfibolita (tipo de roca metamorfica compuesta en su mayor parte de minerales
anfiboles, minerales de la clase de los silicatos). También se presentan en menores cantidades
como gangas la clorita, apatita y otros minerales silicatados [30]. ElI 9.6% del total de
muestras la base de datos corresponde al grupo de otros.
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En una primera instancia se realizara un estudio exploratorio de los datos de los sondajes
disponibles, con la finalidad de conocer las estadisticas basicas y el comportamiento de los datos
existentes, considerando la presencia de posibles derivas en las tres direcciones.

5.1.1 Mapas

Considerando la base de datos, se tiene un total de 49.284 metros de sondajes de 1700 sondajes
con un promedio de 171.67 metros de largo. Los sondajes estan en una configuracion cuasi-
regular de 50x50 metros a 100x100 metros. La zona cubierta en el muestreo es de
aproximadamente 4800 metros en la direccion este, 1700 metros en la direccion norte y 500
metros en la vertical, tal como se ilustra en las siguientes figuras.
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El modelo geoldgico posee informacién de litologias (tipos de roca presentes). Para efectos de
este trabajo se decidio agrupar por hematitas, itabiritas y otros. Los resultados se muestran en las

siguientes proyecciones en planta y perfiles:
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Figura 30 Perfil Cota-Norte del yacimiento. Tipos de Roca.
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5.1.2 Estadisticas Basicas
Se calculan las estadisticas basicas de las leyes de fierro, tanto globalmente como para cada
litologia. Los resultados se muestran en la siguiente tabla:

Tabla 5 Estadisticas bésicas para Fe total, Fe hematita, Fe itabirita y Fe otros.

Parametro Fe Global Fe Hematita Fe Itabirita Fe Otros
[%] [%] [%] [%]
Media 49.37 63.34 45.87 47.57
Desviacion estandar 10.73 1.99 8.43 13.52
Minimo 7.14 59.40 19.67 7.14
Maximo 67.44 67.44 60.88 64.87
Cuenta 6136 1172 4375 589
cv 0.22 0.03 0.18 0.28

Se observa que las mayores leyes de Fe se encuentran en hematita. EI Fe en hematita tiene una
menor dispersion respecto a la media (menor desviacion estandar) mientras que el Fe en otros
tiene una mayor dispersion. El coeficiente de variacion CV en hematita es menor, lo que indica
que el Fe en este tipo de roca se encuentra mas homogéneamente distribuido que en itabirita y
otros (donde el CV mayor).

Se calculan los histogramas, histogramas acumulados, box-plot y Q-Q plot del Fe por tipo de
roca. El histograma del Fe es bimodal, como la superposicién de dos posibles distribuciones que
se intersectan alrededor de 50 a 52% de Fe. Las altas leyes no exceden el 70%, que es un limite
impuesto la composicion de la hematita (Fe,03). El grafico de box-plot muestra que las altas
leyes estan concentradas en hematita, con una distribucién simétrica y con poca dispersion. El Fe
en itabirita tiene una menor dispersion que el Fe en otros, el cual tiene una alta dispersion y su
distribucion no es simétrica. EI Q-Q plot compara las distribuciones cuantil a cuantil del Fe
global y Fe en cada tipo de roca. Se observa que las distribuciones en cada tipo de roca tienen
distinta forma, al compararlas con la distribucion del Fe global. Los resultados se muestran en la
Figura 31.
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Estudio Exploratorio de datos:

Fe por tipo de roca.
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Figura 31 Histogramas, histogramas acumulados, box-plot y g-g-plot Fe por tipo de roca
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5.1.3 Deriva

Se calculan los graficos de media de leyes de Fe versus coordenadas (cota, este y norte). Los
resultados (Figura 32) muestran una clara tendencia de dismunicion de la ley de Fe a mayor
profundidad (la ley media de Fe disminuye aproximadamente a la mitad después de 500 metros).
El Fe en itabirita y Fe en otros siguen una tendencia similar, se observa que el comportamiento de
la ley en itabirita y otros explica la mayor parte de la disminucion vertical de ley. El Fe en
hematita muestra un leve aumento de la ley media a mayor profundidad.
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Figura 32 Media versus cota: Fe global, Fe Hematita, Fe Itabirita y Fe Otros.

Los graficos de media versus coordenadas norte y este no presentan una tendencia clara de deriva
(Figuras 33y 34).
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5.1.4 Analisis de contacto

El andlisis de contacto tiene como objetivo determinar el comportamiento de la ley de Fe en la
vecindad del limite entre dos tipos de roca [30]. En la practica, se pueden realizar dos tipos de
analisis: ley media versus distancia al contacto y correlacion espacial a traves del contacto.

5.1.4.1 Analisis de contacto: Ley media versus distancia al contacto.

El analisis permite ver el comportamiento de la ley media al cruzar una frontera geoldgica.
Consiste en la agrupacion de los datos de un tipo de roca en clases de distancia, desde el limite
con otro tipo de roca (como una aproximacion). A continuacion, se grafica la ley media de cada
litologia como una funcion de la distancia a la frontera [28]. El gréafico resultante muestra como
la ley media varia al acercarse o alejarse de dicha frontera.

Como resultado, se observa un contacto suave entre itabirita y otros, caracterizado por una
transicion continua de la ley media entre ambas unidades geoldgicas. El contacto entre hematita e
itabirita es duro, presentando una diferencia de leyes cercana al 10% de ley de Fe cuando la
distancia al contacto es pequefia. Finalmente el contacto entre otros y hematita es duro debido a la
diferencia entre la ley media de Fe cerca del limite entre ambas litologias (Figura 35).
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Analisis de Contacto: Ley media
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Figura 35 Analisis de contacto de ley media versus distancia al contacto para las distintas litologias.
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5.1.4.2 Analisis de contacto: Correlogramas cruzados

El segundo es un andlisis de contacto usando el correlograma, el cual consiste en identificar pares
de datos con una distancia de separacion dada que pertenecen a dos diferentes tipos de roca, y
graficar el coeficiente de correlacion entre estos pares de datos como funcion de la distancia de
separacion. El gréafico indica cuan correlacionados son los valores de la ley entre ambos lados de
la frontera. Asi, se calcula el correlograma omnidireccional para ver la correlacion entre leyes de
ambos lados de las fronteras geoldgicas.

Los resultados muestran que las leyes de Fe en itabirita y otros tienen una buena correlacion,
definiendo un contacto blando. EIl correlograma entre hematita e itabiria tiene valores negativos
para cortas distancias, por lo que ambas unidades geologicas tendran contacto duro. Al analizar
hematita con otros, si bien el correlograma no es del todo claro, se decide un definir un contacto
duro (Figura 36).

Finalmente, luego de analizar las estadisticas basicas, gréficos de deriva y andlisis de contacto de

ley media y correlogramas cruzados respectivos, se decide separar las unidades geoldgicas en
hematitas y resto (itabiritas + otros), para la realizacion de las simulaciones Gaussianas.
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Correlogramas Cruzados
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Figura 36 Correlogramas cruzados para ley de Fe en cada litologia (hematitas, itabiritas y otros).
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5.2 Anamorfosis Gaussiana

5.2.1 Desagrupamiento

Con el objetivo de disminuir la influencia del muestreo irregular en las estadisticas a utilizar se
realiza un desagrupamiento que consiste en asignar un ponderador a cada dato. El
desagrupamiento se realiza con el método de las celdas [5], considerando un tamafio de celda de
50x50x10 metros. En la siguiente figura se presentan los histogramas histogramas acumulados,
blox-plot y g-q plot para los datos desagrupados, separados en hematitas y resto (itabiritas +
otros).
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Estudio Exploratorio de datos desagrupados: Fe por tipo de roca.
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Figura 37 Histogramas, histogramas acumulados, box-plot y g-g-plot Fe por tipo de roca para datos desagrupado.
Vemos que el histograma de los datos desagrupados no presenta mayores diferencias en cuanto a su forma

con respecto al histograma no desagrupado. A continuacion se comparan las estadisticas de los datos
originales y los datos desagrupados.
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Tabla 6 Estadisticas béasicas datos originales y datos desagrupados.
Parametros Datos originales Datos desagrupados

Fe Global Fe Hematita Fe Resto Fe Global Fe Hematita Fe Resto
[%] [%] [%] [%] [%] [%]

Media 49.37 63.34 46.07 48.22 63.18 45.48
Desv. Estandar 10.73 1.99 9.19 10.90 2.00 9.56
Minino 7.14 59.40 7.14 7.14 59.40 7.14
Maximo 67.44 67.44 64.87 67.44 67.44 64.87
Cuenta 6136 1172 4964 6136 1172 4964
cv 0.22 0.03 0.20 0.23 0.03 0.21

Con respecto a la tabla anterior, no existen variaciones muy grandes en las estadisticas de los
datos desagrupados y los originales. Esto indica que el muestreo realizado, a pesar de ser
irregular, no es preferencial, es decir, no privilegia las zonas de altas leyes o de bajas leyes.

5.2.2 Transformacion de los datos a valores Gaussianos

Los datos originales tienen un histograma asimétrico, el cual es incompatible con una
distribucion Gaussiana y un modelo multigaussiano. Por este motivo, para realizar las
simulaciones, se requiere primero transformar los datos, para que una vez transformados, tengan
una distribucion Gaussiana normal estandar (de media 0 y varianza 1). Esto es lo que se conoce
como Anamorfosis Gaussiana.

En la siguiente figura se muestra el histograma de los datos Gaussianos (para Fe Hematita y Fe
Resto) y su respectiva funcién de anamorfosis.
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Histograma de datos Gaussianos y su funcién anamorfosis (Hematita y Resto)

Histogram for FeHemaGauss Gaussian anamorphosis modeling
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Figura 38 Histogramas de variables Gaussianas y funciones anamorfosis respectivas.
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5.3 Estudio Exploratorio de Datos Gaussianos
Con el objetivo de estudiar la distribucién de los datos Gaussianos, se realiza un estudio
exploratorio considerando mapas, estadisticas basicas y graficos de deriva.

5.3.1 Mapas
Se obtienen los mapas (vistas en plata y perfiles) de la variable Fe transformada y de las unidades
geoldgicas definidas (hematita y resto), los cuales se muestran a continuacion:
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Figura 39 Vista en planta del yacimiento. Leyes de Fe Gaussianas.
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Figura 40 Perfil Cota-Este del yacimiento. Leyes de Fe Gaussianas.
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Figura 41 Perfil Cota-Este del yacimiento. Leyes de Fe Gaussianas.
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Figura 42 Vista en planta del yacimiento. Unidades geoldgicas.
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Figura 44 Perfil Cota-Norte del yacimiento. Unidades geol6gicas.

5.3.2 Estadisticas Basicas

En la siguiente tabla se muestran las estadisticas desagrupadas de los datos transformados
separados en hematita, resto y total. La anamorfosis de los datos entrega como resultados un
valor medio de la variable Gaussiana Fe total de 0 y una varianza igual a 1.

Tabla 7 Estadisticas basicas variables Gaussianas.

Valores Gaussianos Fe Global Fe Hematita Fe Resto
[%] [%] [%]
Cuenta 6136 1172 4964
Media 0.059 0 0
Varianza 0.935 1 1
Minimo -3.561 -3.510 -3.561
Maximo 3.666 3.401 3.666
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5.3.3 Derivas
Al igual que como se hizo para los datos originales, se calculan los graficos ley media versus
coordenadas (cota, este y norte) para los datos de Fe transformados, separados esta vez en
hematita y resto.

Se aprecia una clara tendencia de disminucion de la media a mayor profundidad para la unidad
geologica resto, mientras que para hematita se tiene un comportamiento contrario (aumenta la
media a mayor profundidad, Figura 45). En las coordenadas este y norte no se aprecian
tendencias de derivas claras (Figuras 46 y 47).

Cota & FeGauss

FeGauss
o
T

Hematita
Resto

3t

_4 | 1 ! 1 1 1 | ! 1 1 ]
—400 -350 -300 -250 -200 -150 -100 -50 0 50 100 150
Cota

Figura 45 Media versus cota: Fe Hematita y Fe Resto (variable Gaussiana).
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Este & FeGauss
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Figura 46 Media versus coordenada este: Fe Hematita y Fe Resto (variable Gaussiana).
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Figura 47 Media versus coordenada norte: Fe Hematita y Fe Resto (variable Gaussiana).
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5.4 Verificacion de la hipotesis multigaussiana

Por construccién, el histograma de los datos transformados es Gaussiano, por lo cual la
distribucion univariable es consistente con el modelo multigaussiano. Sin embargo, hace falta
verificar que las distribuciones de orden superior sean también compatibles con la hipotesis
multigaussiana. En este caso se verificard la hipdtesis bigaussiana examinando las nubes de
correlacion diferida de los datos, comparando el variograma con variogramas de indicadores y
con el madograma y rodograma.

5.4.1 Nubes de correlacion diferida
Se realizan nubes de correlacion diferida para distintas distancias de separacion (10, 20, 30 y 50
metros). Para el célculo se considerd una basqueda omnidireccional. Los graficos de nubes de
correlacion se muestran a continuacion.
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Nubes de correlacion diferida Fe Hematita Gaussiano
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Figura 48 Nubes de correlacion diferida Fe Hematita Gaussiano. Distancias 10, 20, 30 y 50 metros, con tolerancia de £ 5

metros (indicada en la escala de color).
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Nubes de correlacion diferida Fe Resto Gaussiano
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Figura 49 Nubes de correlacion diferida Fe Resto Gaussiano. Distancias 10, 20, 30 y 50 metros, con tolerancia de £ 5

metros (indicada en la escala de color).

Se tiene que, cuando la distancia de separacion es pequefia (en este caso 10 metros), la nube de correlacién
se restringe en torno a la diagonal, y cuando la distancia es mayor la nube tiene forma circular. Ademas
muestra formas aproximadamente elipticas (acorde a lo esperado en el modelo multigaussiano) para

valores intermedios de la distancia, por lo que los resultados de este test son satisfactorios.

61




5.4.2 Variograma de indicadores

Existe una relacién entre el variograma del indicador de la mediana y el variograma de los datos
Gaussianos (ver seccion 2.5.2). Esta relacion esta dada por la curva azul en los gréficos siguientes
(Figuras 50 y 51). Se observa que los variogramas experimentales ajustan bien al modelo teérico,
tanto para Fe Hematita como para Fe Resto. Los variogramas de indicadores y variogramas
fueron calculados en forma omnidireccional.
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Figura 50 Relacién entre variograma indicador de la mediana y variograma para Fe Hematita.
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Figura 51 Relacién entre variograma indicador de la mediana y variograma para Fe Resto.
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5.4.3 Comparacion del variograma con el madograma y el rodograma

Para que los datos tengan una distribucion bigaussiana se debe cumplir la relacion entre
variogramas de orden w dada por la ecuacion vista en la seccion 2.5.2. El siguiente grafico, en
escala log-log, muestra la relacion entre el variograma (w = 2) y el madograma (w = 1) y el
rodograma (w = 0.5). Se tiene que los valores experimentales se ajustan bien a la relacion
teorica. Los variogramas, madogramas Yy rodogramas fueron calculados en forma
omnidireccional.
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Figura 52 Relacién entre variograma y madograma en azul y variograma y rodograma en rojo. Fe Hematita.
Cruces: valores experimentales; lineas: modelo tedrica.
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Figura 53 Relacién entre variograma y madograma en azul y variograma y rodograma en rojo. Fe Resto.
Cruces: valores experimentales; lineas: modelo tedrica.

63



Finalmente, considerando los tests realizados, es posible concluir que los datos transformados de
Fe Hematita y Fe Resto, poseen una distribucion Gaussiana univariable y bivariable. Por lo tanto,
es posible realizar las simulaciones bajo el modelo multi-gaussiano.

5.5 Anadlisis variografico de los datos Gaussianos

Luego de haber comprobado el comportamiento multigaussiano de las variables transformadas,
se realiza el andlisis variogréfico, construyendo primero los variogramas experimentales y luego
ajustando un modelo lineal de regionalizacion (para Fe Hematita y Fe Resto). Este analisis se
realiza con la finalidad de modelar la continuidad espacial de las variables.

5.5.1 Variogramas experimentales
Los parametros utilizados para el célculo de los variogramas experimientales se muestran a
continuacion:

Tabla 8 Pardmetros usados para calculo de variogramas experimentales.

Parametro Omnidireccional Omnihorizontal Vertical
Acimut 0° 0° 0°
Tolerancia acimut 90° 90° 90°
Dip 0° 0° 90°
Tolerancia dip 90° 20° 20°
Tamaiio paso [m] 5 5 5
Numero pasos [m] 20 20 20
Tolerancia paso [m] 2.5 2.5 2.5

El variograma experimental para la variable Fe Hematita se calcula de forma omnidireccional,
mientras que para la variable Fe Resto en las direcciones omnihorizontal y vertical, las que
corresponden a las direcciones principales de anisotropia identificadas.
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Figura 54 Variograma experimental omnidireccional de la variable Fe Hematita Gaussiana.
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Figura 55 Variogramas experimentales (ominihorizontal y vertical) de la variable Fe Resto Gaussiana.

5.5.2 Variogramas Modelados

A continuacion se entregan los modelos de regionalizacion propuestos y su ajuste a los
variogramas experimentales, usando un efecto pepita y modelos esféricos anidados (entre
paréntesis se indican los alcances a lo largo de las direcciones este, norte y cota,
respectivamente).
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Figura 56 Variograma modelado omnidireccional Fe Hematita.

El variograma modelado propuesto para Fe Hematita corresponde a:

Yre Hema(h) = 0.06 pepa + 0.37 esf(8,8,8) + 0.16 esf(40,40,40) + 0.16 esf(70,70,70)
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Figura 57 Variograma modelado (omnihorizontal y vertical) Fe Resto.

El variograma modelado propuesto para Fe Resto corresponde a:

Yre rResto(R) = 0.03 pepa + 0.13 esf(20,20,100) + 0.31 esf(100,100,100)
+ 0.30 esf (00,0, 70)
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5.6 Simulaciones condicionales

Para realizar las simulaciones condicionales, se consider6 en una primera instancia la simulacion
del yacimiento completo en una grilla 3D donde se conoce la distribucion de litologias dadas por
un modelo litolégico interpretado.

5.6.1 Grilla 3D completa

Se considerd un tamafio de bloque de 10x10x10 [m] con lo que se tiene un total de 142 nodos en
la coordenada este, 101 en la coordenada norte, 44 nodos en la vertical y un total de 631.048
bloques a simular. Sobre esta grilla se efectuaron las simulaciones para Fe Hematita y para Fe
Resto, considerando el algoritmo de simulacion de bandas rotantes y secuencial, condicionando
las simulaciones por KS, KOy KU.

Tabla 9 Parédmetros grilla 3D a simular.

Coordenada Minimo Maximo
X -502 908
Y -500 500
Z -353 77
4
2
z
0 3
(]
[
-2
-4

Norte -500  -500 Este

Figura 58 Grilla 3D completa y sondajes.

Respecto a la vecindad de kriging, se eligié un nimero total de datos condicionantes igual a 20
(y 20 valores previamente simulados en el caso del algoritmo secuencial), radio maximo de
busqueda de 1000 [m] en las coordenadas este y norte y 400 [m] para la vertical. Se efectuaron un
total de 100 realizaciones.

En las Figuras 59 a 64, se presentan los mapas de algunas secciones con las unidades geoldgicas
y los sondajes, el resultado de una de las realizaciones, y la media de las 100 simulaciones
correspondientes a las variables Gaussianas (sin des-transformacion), obtenidas utilizando el
método de bandas rotantes y secuencial condicionando por KS, KO y KU, respectivamente. Se
presentan las secciones Cota-Este y Cota-Norte dado que interesa estudiar el comportamiento de
la ley media en la vertical, las vistas en planta Norte-Este se encuentran en el Anexo B
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Secciones Cota-Este:
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Figura 59 Grilla 3D completa. Seccion Cota-Este del yacimiento y sondajes por unidad geologica para la seccién

analizada.

Grillla 3D completa. Seccion Cota-Este. Realizacion 67
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Figura 60 Grilla 3D completa. Seccion Cota-Este. Realizacion 67. Arriba: Condicionamiento por KS,
centro: KO, abajo: KU. Mapa sondajes seccion abajo centrado.
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Grillla 3D completa. Seccién Cota-Este. Media de 100 realizaciones
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Figura 61 Grilla 3D completa. Seccion Cota-Este. Media de 100 realizaciones. Arriba: Condicionamiento por KS,
centro: KO, abajo: KU. Mapa sondajes seccion abajo centrado.
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Secciones Cota-Norte:
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Figura 62 Grilla 3D completa. Seccion Cota-Norte del yacimiento y sondajes por unidad geoldgica para la seccion
analizada.

Grillla 3D completa. Seccién Cota-Norte. Realizacion 67
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Figura 63 Grilla 3D completa. Seccion Cota-Norte. Realizacion 67. Arriba: Condicionamiento por KS, centro: KO,
abajo KU. Mapa sondajes seccion abajo centrado.
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Grillla 3D completa. Seccién Cota-Norte. Media de 100 realizaciones
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Figura 64 Grilla 3D completa. Seccion Cota-Norte. Media de 100 realizaciones. Arriba: Condicionamiento por KS,
centro: KO, abajo KU. Mapa sondajes seccion abajo centrado.



A partir de los mapas obtenidos, se puede observar como se genera un suavizamiento al promediar las
100 simulaciones. Se observa que el KS tiende a la media global y no representa claramente la
deriva vertical (sobre todo en los mapas de la ley promedio de las 100 realizacones). En los casos
donde el condicionamiento se realiza a partir de KO, se ve claramente un aumento del area de las
zonas de altas y bajas leyes, esto porque el KO se basa en una media local distinta a la media
global utilizada por el KS, reflejando asi mejor la deriva. Al utilizar KU en el condicionamiento,
esta tendencia es mas marcada y la deriva se hace mas notoria.

Para situaciones de interpolacion, el KO y KU producen simulaciones similares (en particular en
el dominio hematita). En cuanto a las zonas de extrapolacion de la grilla (especialmente el
dominio resto), se aprecian grandes diferencias entre el uso de KS y KU, principalmente por la
poca cantidad de datos condicionantes. Ademéas como se sefial6 en el capitulo de antecedentes el
uso de KU para la extrapolacion es critico, pues el modelo queda determinado por las funciones
qgue componen la deriva (lineal en la vertical en este caso), dado que no hay datos condicionantes.

De manera analoga a como se hizo con los casos sintéticos, para analizar la reproduccion de la
correlacion espacial se analizan los variogramas horizontales promedio y se comparan con el
modelo de variograma tedrico. Ademas de estudiaran variogramas generalizados en la vertical
(direccion de la deriva). Para analizar la reproduccion de la deriva se calculan graficos de media
versus cota. Los resultados se muestran a continuacion.
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Grilla 3D completa: Fe Hematita.

Promedio de 100 Realizaciones
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Figura 65 Grilla 3D completa Fe Hematita: Variogramas horizontales, variogramas generalizados verticales y media vs
cota. Condicionamiento por KS (negro), KO (rojo) y KU (verde). Modelo teérico en azul
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Grilla 3D completa: Fe Resto. Promedio de 100 Realizaciones
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Figura 66 Grilla 3D Completa Fe Resto: VVariogramas horizontales, variogramas generalizados verticales y media vs
cota. Condicionamiento por KS (negro), KO (rojo) y KU (verde). Modelo teérico en azul.
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Los resultados muestran que, tanto para el dominio hematita como para resto, el método
secuencial entrega mejor reproduccion de la correlacion espacial que el método de bandas
rotantes (variogramas y variogramas generalizados) para los distintos tipos de condicionamiento
con KS, KO y KU (no hay mayores diferencias entre los modelos tedricos y los calculados como
promedio de las 100 realizaciones).

Se observa que el método de bandas rotantes sobreestima la variabilidad, debido a que el
variograma (o variograma generalizado) de los valores simulados es mayor que el variograma
(variograma generalizado) de los datos. Ahora bien, el analisis variografico fue hecho con el
supuesto equivocado que los datos no tuvieran deriva, bajo la hipotesis estacionaria. En
consecuencia, el variograma experimental de los datos, sobre el cual se ajustdé el modelo
variografico, estaria sobre-estimando el variograma verdadero, puesto que parte de la variabilidad
de los datos se debe a la deriva (momento de primer orden) y no a la estructura de correlacion
espacial (momentos de segundo orden). Asi, al realizar las simulaciones con un variograma
sesgado, el método de bandas rotantes entregaria resultados con mayor variabilidad de la que
realmente exhiben los datos.

Al usar vecindad movil con vecindad movil (20 datos condicionantes originales y previamente
simulados) en el método secuencial, suele ocurrir que el variograma simulado esté por debajo del
variograma modelado [13], pudiendo compensar en cierta forma el sesgo antes mencionado.

Ademas, al usar una vecindad movil en el algoritmo secuencial, se captura mejor la variabilidad
local, lo que también pudo influir en que los resultados fueran mejores. EI método de bandas
rotantes en cambio utiliz6 una vecindad Unica.

A partir de los gréficos de media versus cota (real y simulada) se calcula el error cuadratico
promedio para ambos dominios (hematita y resto) para ver qué tipo de condicionamiento entrega
los resultados mas cercanos a la deriva observada en los datos. El error cuadratico promedio se
calcula como muestra la siguiente ecuacion:

n
1
Error Cuadratico Promedio = ;Z(Media Datos; — Media Simulada;)?
i=1
donde i es la cota (con tolerancias de calculo) y n es el nimero de cotas consideradas en la
sumatoria.

Los resultados muestran que para hematita, donde no hay mayor extrapolacion de datos, el KOy
KU producen resultados similares (siendo el KU levemente mejor), reflejando mejor la deriva
que el KS, que suaviza la estimacion, entregando un error cuadratico promedio mayor (Figuras
67y 68).

Para resto, donde hay una mayor extrapolacion en la grilla, se observa que el KU “exagera” la
deriva. En cambio, el KS suaviza demasiado la tendencia y el KO la ajusta mejor (el error
cuadratico promedio es menor). Los detalles del célculo del error cuadratico promedio para la
grilla 3D se encuentran en el Anexo D.
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Grilla 3D completa: Error cuadratico promedio
Media Hematita
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Figura 67 Grilla 3D completa: Error cuadratico promedio. Media hematita observada en los datos vs media
simulada.

Se observa que para hematita, el KO y KU representan mejor la deriva y el error es menor al usar
el método secuencial.

Grilla 3D completa: Error cuadratico promedio
Media Resto
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Figura 68 Grilla 3D completa: Error cuadratico promedio. Media resto observada en los datos vs media
simulada.

Para el dominio resto (donde hay extrapolacion), el KO refleja mejor la deriva que el KS y el KU,
al igual para hematita el error es menor con el método secuencial.
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Tabla 10 Errores cuadraticos promedio. Media Hematita y Resto. Grilla 3D
Grilla 3D: Error cuadratico medio

Comparacion Hematita Resto
TB SG B SG
Media Datos - Media KS 0.164 | 0.151 @ 0.160 | 0.147
Media Datos - Media KO 0.057 | 0.049 | 0.053 | 0.034
Media Datos - Media KU 0.048 | 0.041 | 0.185 | 0.150

A continuacion se muestra una tabla resumen con los resultados obtenidos para la grilla 3D,
siendo 0 un mal resultado, 1 un resultado regular y 2 un buen resultado:

Tabla 11 Resultados obtenidos para cada dominio. Grilla 3D
Variograma Gen.

Variograma Prom. Deriva

Prom.

Caso Dominio Cond.
KS
Fe
HEMATITA
Grilla
3D
Fe RESTO

En este caso para ambos dominios se recomienda usar el método secuencial (mejor reproduccion
de variogramas Yy variogramas generalizados y menor error cuadratico medio) Yy
condicionamiento por KO o KU para hematita (no hay extrapolacién) y KO para resto.

Para evitar extrapolar demasiado y mejorar las simulaciones (sobre todo para el dominio resto),
se decide reducir la zona a simular limitando las zonas de extrapolacion donde el KU es critico.
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5.6.2 Grilla 3D reducida

Se hace el mismo ejercicio anterior pero ahora en una zona de alta densidad de sondajes. De
igual modo, se considerd un tamafio de bloque de 10x10x10 [m]. Con esto se tiene un total de 42
nodos en la coordenada este, 31 en la coordenada norte, 12 nodos en la vertical y un total de
15.624 bloques a simular.

Tabla 12 Parametros grilla 3D a simular.
Coordenada Minimo Maximo

X -202 208
Y -300 0
4 -103 7

Cota

Figura 69 Grilla 3D reducida y sondajes.

Sobre esta grilla se efectuaron las simulaciones considerando la misma vecindad y numero de
datos condicionantes que los casos anteriores. En las Figuras 70 a 75, se presentan los mapas de
algunas secciones con las unidades geoldgicas vy los sondajes, el resultado de una de las
realizaciones, y la media de las 100 simulaciones correspondientes a los datos Gaussianos,
obtenidas utilizando el método de bandas rotantes y condicionamiento por KS, KO y KU,
respectivamente.

Se presentan las secciones Cota-Este y Cota-Norte, mientras que las vistas en planta Norte-Este
se encuentran en el Anexo C.
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Secciones Cota-Este:

RockType; Norte = -20

. : ¢ Resto
g ! : f . {
5 ST R R i

. ° H M o 3 .

. H ° : H H : Hematita
. . H H : M H
-100 -100 Py [) * L2 ° Y H pry
=200 -150  -100  -50 0 50 100 150 200 -200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200

Este Este

Figura 70 Grilla 3D reducida. Seccion Cota-Este del yacimiento y sondajes por unidad geol6gica para la seccién

analizada.

Grillla 3D reducida. Seccién Cota-Este. Realizacion 31
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Figura 71 Grilla 3D reducida. Seccion Cota-Este. Realizacion 31. Arriba: Condicionamiento por KS,
centro: KO, abajo: KU. Mapa sondajes seccion abajo centrado
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Grillla 3D reducida. Seccion Cota-Este. Media de 100 realizaciones
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Figura 72 Grilla 3D reducida. Seccion Cota-Este. Media de 100 realizaciones. Arriba: Condicionamiento por KS,

centro: KO, abajo: KU. Mapa sondajes seccién abajo centrado
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Secciones Cota-Norte:

RockType; Este = 158
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Figura 73 Grilla 3D reducida. Seccion Cota-Norte del yacimiento y sondajes por unidad geolégica para la seccion

analizada.

Grillla 3D reducida. Seccidon Cota-Norte. Realizacion 31
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Figura 74 Grilla 3D reducida. Seccion Cota-Norte. Realizacion 31. Arriba: Condicionamiento por KS,
centro: KO, abajo: KU. Mapa sondajes seccién abajo centrado.
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Grillla 3D reducida. Seccion Cota-Norte. Media de 100 realizaciones
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Figura 75 Grilla 3D reducida. Seccion Cota-Norte. Media de 100 realizaciones. Arriba: Condicionamiento por KS,
centro: KO, abajo: KU

Al igual que en la grilla 3D completa, se observa el suavizamiento que se genera en los mapas al promediar
las 100 simulaciones, cuando se comparan con los mapas obtenidos producto de una realizacion. Ademas, se
aprecia una diferencia clara entre los diferentes tipos de condicionamiento por KS, KO y KU. En efecto el
KS suaviza la media de las realizaciones, mientras que el KO y el KU producen resultados similares con
mayores contrastes.

Se calculan los variogramas horizontales promedio, variogramas generalizados en la vertical y graficos de
media versus cota. Los resultados muestran que, tanto para el dominio hematita como para el dominio
resto, ambos algoritmos de simulacion entregan una buena reproduccion de la correlacion espacial
(variogramas y variogramas generalizados) para los distintos tipos de condicionamiento con KS, KO y
KU. De manera analoga al caso anterior, se calcula el error cuadratico promedio para ambos dominios y
para ambos algoritmos de simulacion.
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Grilla 3D reducida: Fe Hematita. Media de 100 Realizaciones
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Figura 76 Grilla 3D reducida. Fe Hematita: Variogramas horizontales, variogramas generalizados verticales y media vs
cota Condicionamiento por KS (negro), KO (rojo) y KU (verde). Modelo teérico en azul
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Grilla 3D reducida: Fe Resto.
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Figura 77 Grilla 3D reducida Fe Resto: Variogramas horizontales, variogramas generalizados verticales y
media vs cota Condicionamiento por KS (negro), KO (rojo) y KU (verde). Modelo teérico e
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Los resultados de los errores cuadraticos promedio, muestran el mismo comportamiento que el
caso anterior para hematita, donde el KO y KU producen estimaciones parecidas (KU levemente
mejor), reflejando mejor la deriva que el KS, que suaviza la tendencia. Para el dominio resto la
mejora es notoria debido a que no hay mayor extrapolacion de los datos. Los detalles del célculo
de los errores cuadraticos promedio para la grilla 3D reducida se encuentran en el Anexo E.

En términos generales si bien el KS, refleja bien la correlacion espacial con ambos algoritmos de
simulacion, en casos con derivas, esta no queda bien representada al usar este tipo de kriging en
el condicionamiento de las simulaciones.

Grilla 3D reducida: Error cuadratico promedio
Media Hematita
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Figura 78 Grilla 3D reducida: Error cuadratico promedio. Media hematita observada en los datos vs media
simulada.

Al igual que en el caso anterior, se observa que para hematita, el KO y KU reproducen mejor la
deriva y el error es menor al usar el método secuencial.
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Grilla 3D reducida: Error cuadratico promedio
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Figura 79 Grilla 3D reducida: Error cuadratico promedio. Media resto observada en los datos vs media
simulada.

Para el dominio resto donde no hay extrapolacion el KO y KU reflejan mejor la deriva que el KS,
el error es menor al usar el método secuencial.

Tabla 13 Errores cuadraticos promedio. Media Hematita y Resto. Grilla 3D reducida
Grilla 3D reducida: Error cuadratico medio

Comparacion Hematita Resto
B SG TB SG
Media Datos - Media KS 0.088 | 0.089 | 0.105 | 0.103
Media Datos - Media KO 0.052 | 0.042 | 0.081 | 0.076
Media Datos - Media KU 0.047 | 0.039 @ 0.080 | 0.068

A continuacion se presenta una tabla resumen con los resultados obtenidos para las simulaciones,
siendo 0 un mal resultado, 1 un resultado regular y 2 un buen resultado:

Tabla 14 Resultados obtenidos para cada dominio. Grilla 3D reducida.

. Variograma Gen. .
Variograma Prom. Deriva
Caso Dominio Cond. Prom.
B SG B SG B SG
. KS
e
K

HEMATITA ©

Grilla 3D KU
reducida KS

Fe RESTO KO
KU




En general para los casos reales se tiene que en presencia de derivas y:

Para situaciones de extrapolacion, el KS suaviza la tendencia y KU la exagera,
obteniéndose una mejor estimacion con KO. Por lo anterior se recomienda usar KO.

Para casos sin extrapolacion, el KS igualmente suaviza, el KO produce estimaciones
similares al KU (KU presenta leves mejoras, pero no son significativas), por lo que se
recomienda usar KO, dado que es mas sencillo.

Respecto a los algoritmos de simulacion se tiene que para los casos reales ambos métodos

entregan buenos resultados pero en general el método secuencial es levemente mejor que
el método de bandas rotantes.
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5.7 Validaciones Cruzadas

Se verifica la efectividad de los modelos mediante validacion cruzada. Los resultados de esta
validacion se entregan en las siguientes tablas, para los valores gaussianos y de ley de Fe,
respectivamente. En todos los casos, se utilizd el algoritmo de bandas rotantes, encontrando
resultados practicamente idénticos el algoritmo secuencial:

Tabla 15 Resultados validacién cruzada variable Gaussiana.

Fe Hematita Gaussiano H Fe Resto Gaussiano \
Estadistica KS KO KU KS KO KU
Media Errores -0.023 -0.021 -0.013 0.005 0.004 0.001
Media Errores absolutos 0.587 0.543 0.547 0.309 0.307 0.308
Varianza errores 0.616 0.557 0.560 0.191 0.189 0.188
Coeficiente de correlacion | 0.635 0.656 0.654 0.835 0.837 0.840

Tabla 16 Resultados validacion cruzada variable ley de Fe.

Fe Hematita Fe Resto
Estadistica KS KO KU KS KO KU
Media Errores -0.024 -0.034 -0.015 -0.011 -0.004 -0.003
Media Errores absolutos 1.257 1.135 1.137 2.877 2.856 2.858
Varianza errores 2.337 2.080 2.098 16.267 16.100 16.033
Coeficiente de correlacion | 0.671 0.691 0.687 0.899 0.899 0.900

De las tablas anteriores, se desprende que la media de los errores tiende a cero (mostrando insesgo),
la varianza del error es baja (mostrando precision) y los coeficientes de correlacion entre valores
estimados y verdaderos son cercanos a 1 (mostrando insesgo condicional). En todos los casos el KO y
KU entregan una mejor estimacion que el KS. Con esto se valida la robustez de los modelos que
utilizan KO o KU en el condicionamiento, para el caso real con deriva.

Ademas, la validacion cruzada puede ser presentada bajo la forma de pruebas gréficas. Para esto
se obtienen las nubes de correlacion entre los valores verdaderos de los datos y los valores
estimados para las variables Gaussianas y ley de Fe (Anexo F). También para validar la
incertidumbre se calculan las nubes de correlacion basadas en intervalos de probabilidad (Anexo G).

De las nubes de correlacion entre valores estimados y verdaderos se aprecia claramente para hematita
un sesgo condicional al utilizar KS y la mejora al utilizar KO o KU. Para resto se observa una menor
dispersion de la nube de datos al utilizar KO o KU, (mayor precision) al compararse con la nube
obtenida al usar KS.

Respecto a la validacion de la incertidumbre, se observa que los modelos tanto para hematita como
para resto, sobre-estiman la incertidumbre debido a que los puntos estan encima de la diagonal, esto
significa que la proporcidn efectiva es mayor que la probabilidad teérica por lo que el modelo es
conservador y sobre-estima levemente la incertidumbre real.
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6 ANALISIS DE RESULTADOS Y DISCUSION

Con respecto a los casos sintéticos se puede sefialar que:

Se constata que el método de bandas rotantes entrega mejores resultados y que el secuencial
en la grilla de 200x200. EI método secuencial propago el error en esta grilla, en particular al
tener pocos datos condicionantes. En cambio el método secuencial no propaga el error cuando
hay muchos datos condicionantes (grilla de 50x50), independiente del tipo kriging utilizado.

El condicionamiento para casos con derivas, fue mejor con KU, debido a que se conoce
perfectamente la deriva lineal (modelo idealizado) y en el KU la componente de deriva fue
modelada como una funcidn lineal. El KS y KO suavizan la tendencia.

Respecto al caso real de estudio:

Se constata que ambos métodos (bandas rotantes y secuencial) entregan buenos resultados,
siendo mejores con el algoritmo secuencial. EI método de bandas rotantes sobreestima
levemente la variabilidad, debido a que las simulaciones se realizaron con un variograma que
estaria sesgado (el variograma experimental de los datos, a partir del cual se calcul6 el
variograma modelado, estaria sobre-estimando el variograma verdadero, puesto que parte de
la variabilidad de los datos se debe a la deriva). EI método secuencial presenta resultados
levemente mejores (mejor reproduccion de variogramas, variogramas generalizados vy
derivas), lo que posiblemente se debe a que, al usar vecindad mavil, el variograma simulado
suele estar por debajo del variograma modelado, pudiendo compensar el sesgo producido por
el variograma modelado.

El uso de una vecindad mavil en el algoritmo secuencial y una vecindad Unica en método de
bandas rotantes también puede influir en que los resultados fueran mejores en el algoritmo
secuencial, pues al usar una vecindad maévil se captura mejor la variabilidad local.

En relacion al tipo de condicionamiento, en casos de extrapolacion el KU tiende a exagerar la
deriva, el KS la suaviza demasiado y el KO entrega una mejor estimacion. Asi el uso de KU
estaria restringido a casos con deriva en situaciones de interpolacion donde presenta mejoras
respecto al KS y KO. Sin embargo las estimaciones con KO y KU son bastante parecidas.

Cabe sefialar que, a diferencia de los casos sintéticos, en este caso no se conocen los
parametros perfectos de modelamiento (en la préactica, esto siempre es asi). De hecho, la
anamorfosis Gaussiana y el analisis variografico fueron realizados suponiendo un modelo
estacionario, supuesto que posteriormente se relajé al asumir la presencia de una deriva
vertical y utilizar KU para condicionar las simulaciones. La inferencia de los pardmetros
(anamorfosis y variograma) en casos no estacionarios sigue siendo un problema no abordado
en este trabajo.
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7/ CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

e Con los resultados obtenidos de la simulaciones tanto para los casos sintéticos como para el
caso real, se puede concluir que el resultado de una simulacion es un balance entre el modelo
utilizado (multigaussiano, variograma, tipo de kriging, tipo de deriva, etc.), el algoritmo
usado (en este caso el método de bandas rotantes o secuencial) y los datos condicionantes
(que introducen restricciones). Asi, si hay muchos datos, éstos van a tener una influencia
preponderante sobre el modelo y el algoritmo.

e Respecto al algoritmo de simulacion, el método secuencial es recomendable cuando hay
muchos datos condicionantes. En el caso real (sobre todo en una zona muy densa de sondajes,
grilla 3D reducida), este método entregd mejores resultados que el método de bandas rotantes.
En los casos sintéticos (grilla de 200x200), los datos condicionantes eran muy pocos, por lo
que prepondera méas el modelo (conocido) y el algoritmo. Si hay un defecto en el algoritmo,
puede propagar el error cometido al utilizar una vecindad movil, como ocurrié con el
algoritmo secuencial. En contraste, el método de bandas rotantes funciond bien para casos
sintéticos, independiente del nimero de datos condicionantes.

e Como recomendacién general se puede sefialar que cuando se tienen muchos datos
condicionantes, se puede usar ambos métodos pues entregan resultados parecidos. Sin
embargo, si hay pocos datos como en los casos sintéticos, el método secuencial propaga el
error, por lo que seria conveniente usar el método de bandas rotantes, mas robusto.

e Respecto al tipo de condicionamiento, para casos con derivas y en situaciones de
interpolacion en la envolvente de los datos, el KO y KU entregan resultados parecidos, por lo
que conviene usar KO en vez de KU, debido a que este ultimo es mas complejo. Si hay
extrapolacion, esto es fuera de la envolvente de los datos, se recomienda usar KO, pues el
KU puede exagerar la deriva. Mas alla del rango de datos, las funciones que modelan la
componente de deriva determinan el valor de la simulacion donde no existen datos para
validar dicha tendencia.

e Laestacionaridad no es una propiedad de los datos, sino del modelo, es decir, dependiendo de
la disponibilidad de los datos se puede cambiar 0 no la decision de estacionaridad. En casos
de que, a partir de los datos disponibles, se observe una clara presencia de derivas, se podria
relajar la hipotesis estacionaria y usar KU en el condicionamiento (tratando siempre de evitar
extrapolar mas alla de los datos). Sin embargo, en zonas de bajas leyes donde por lo general
se tiene un muestreo menos exhaustivo y por lo tanto se tienen menos datos condicionantes,
modelar la deriva asumiendo cierta funcion de monomios en las coordenadas podria ser
riesgoso, pues la deriva es modelada a partir de los datos disponibles y no se tiene mayor
certeza de ella. Asi, la escasez de informacidn podria inducir a sesgos en el modelamiento de
posibles derivas. En dichos casos, el uso de KO aparece como un buen “trade-off”, pues
asume que la media es locamente constante, pero puede variar a escala global, a diferencia del
KS.
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Se observa la ventaja que trae usar KO o KU en las simulaciones condicionales de leyes para
casos con deriva, por sobre el KS (que considera una media conocida, generalmente supuesta
constante) utilizado actualmente de la industria, el que suaviza las tendencias, no reflejando
lo que ocurre a escala local. Asi, la metodologia propuesta podria ser aplicada en otros casos
reales con caracteristicas similares a las estudiadas aqui, tales como yacimientos con clara
presencia de derivas.
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9 ANEXOS

9.1 Anexo A: Casos Sintéticos. Variogramas N-S, variogramas generalizados E-O y
media vs coordenada (promedio de 100 realizaciones).
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Caso 1b (m =0, 10 datos condicionantes). Promedio de 100 realizaciones
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Figura 80 Variogramas N-S, variogramas generalizados E-O y media vs coordenada este promedio de 100 realizaciones
Caso 1b. Condicionamiento por KS (negro), KO (rojo) y KU (verde). Modelo teérico en azul.
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Caso 2a (m =1, 100 datos condicionantes). Promedio de 100 realizaciones
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Figura 81 Variogramas N-S, variogramas generalizados E-O y media vs coordenada este promedio de 100 realizaciones
Caso 2a. Condicionamiento por KS (negro), KO (rojo) y KU (verde). Modelo teérico en azul.
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Caso 3a (m = 0.02x, 100 datos condicionantes). Promedio de 100 realizaciones
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Figura 82 Variogramas N-S, variogramas generalizados E-O y media vs coordenada este promedio de 100 realizaciones
Caso 3a. Condicionamiento por KS (negro), KO (rojo) y KU (verde). Modelo teorico en azul.
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Caso 3b (m = 0.02x, 10 datos condicionantes). Promedio de 100 realizaciones
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Figura 83 Variogramas N-S, variogramas generalizados E-O y media vs coordenada este promedio de 100 realizaciones
Caso 3b. Condicionamiento por KS (negro), KO (rojo) y KU (verde). Modelo tedrico en azul.
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Caso 4a (m = 0.05x, 100 datos condicionantes). Promedio de 100 realizaciones
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Figura 84 Variogramas N-S, variogramas generalizados E-O y media vs coordenada este promedio de 100 realizaciones
Caso 4a. Condicionamiento por KS (negro), KO (rojo) y KU (verde). Modelo teérico en azul.
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Caso 4b (m = 0.05x, 10 datos condicionantes). Promedio de 100 realizaciones
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Figura 85 Variogramas N-S, variogramas generalizados E-O y media vs coordenada este promedio de 100 realizaciones
Caso 4b. Condicionamiento por KS (negro), KO (rojo) y KU (verde). Modelo teorico en azul.
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9.2 Anexo B: Grilla 3D completa. Secciones en planta Norte-Este.
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Figura 86 Grilla 3D completa. Seccidn en planta Norte-Este del yacimiento y sondajes por unidad geoldgica
para la seccion analizada.
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Grillla 3D completa. Seccién en planta Norte-Este. Realizacion 67
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Figura 87 Grilla 3D completa. Seccion en planta Norte-Este. Realizacion 67. Arriba: Condicionamiento por
KS, centro: KO, abajo: KU. Mapa sondajes seccion, abajo centrado.
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Grillla 3D completa. Seccién en planta Norte-Este. Media de 100 realizaciones.
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Figura 88 Grilla 3D completa. Seccion en planta Norte-Este. Media de 100 realizaciones. Arriba:
Condicionamiento por KS, centro: KO, abajo: KU. Mapa sondajes seccion, abajo centrado.
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9.3 Anexo C: Grilla 3D reducida. Secciones en planta Norte-Este.
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Figura 89 Grilla 3D reducida. Seccion en planta Norte-Este del yacimiento y sondajes por unidad geoldgica
para la seccion analizada.
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Grillla 3D (reducida). Seccién en planta Norte-Este. Realizacion 31
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Figura 90 Grilla 3D reducida. Seccion en planta Norte-Este. Realizacion 31. Arriba: Condicionamiento por
KS, centro: KO, abajo: KU. Mapa sondajes seccion, abajo centrado.
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Grillla 3D (reducida). Seccién en planta Norte-Este. Media de 100 realizaciones.
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Figura 91 Grilla 3D reducida. Seccion en planta Norte-Este. Media de 100 realizaciones. Arriba:
Condicionamiento por KS, centro: KO, abajo: KU. Mapa sondajes seccion, abajo centrado.
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9.4 Anexo D: Grilla 3D completa. Medias (real y simulada) vs Cota. Diferencias
cuadraticas.

Tabla 17 Grilla 3D completa. Errores cuadraticos promedio Hematita, método de bandas rotantes.

Grilla 3D: Media vs Cota Hematita Real y Simulada TB Diferencias Cuadraticas
Cota | Media Real | Media KS | Media KO | Media KU | M. Real - KS | M. Real - KO | M. Real - KU
-303 0.916 0.183 0.907 1.011 0.537 0.000 0.009
-283 1.056 0.288 0.824 0.783 0.590 0.054 0.075
-253 0.567 0.371 0.834 0.833 0.038 0.071 0.071
-213 0.999 0.342 0.621 0.618 0.432 0.143 0.145
-183 0.030 0.143 0.441 0.407 0.013 0.169 0.142
-153 0.463 0.223 0.524 0.493 0.058 0.004 0.001
-113 0.955 0.427 0.862 0.902 0.279 0.009 0.003
-83 0.423 0.311 0.824 0.792 0.013 0.161 0.136
-43 0.336 0.253 0.526 0.509 0.007 0.036 0.030
-13 0.113 0.101 0.259 0.251 0.000 0.021 0.019
17 0.018 0.022 0.133 0.108 0.000 0.013 0.008
47 0.011 0.017 0.057 0.084 0.000 0.002 0.005
Errores TB 0.164 0.057 0.048

Tabla 18 Grilla 3D completa. Errores cuadraticos promedio Hematita, método secuencial.

Grilla 3D: Media vs Cota Hematita Real y Simulada SG Diferencias Cuadraticas
Cota | Media Real | Media KS | Media KO | Media KU | M. Real - KS | M. Real - KO | M. Real - KU
-303 0.916 0.191 0.820 1.020 0.526 0.009 0.011
-283 1.056 0.380 0.858 0.962 0.457 0.039 0.009
-253 0.567 0.361 0.761 0.821 0.042 0.038 0.065
-213 0.999 0.355 0.645 0.669 0.415 0.125 0.109
-183 0.030 0.142 0.466 0.472 0.013 0.190 0.195
-153 0.463 0.215 0.528 0.528 0.062 0.004 0.004
-113 0.955 0.427 0.787 0.803 0.279 0.028 0.023
-83 0.423 0.321 0.729 0.726 0.010 0.094 0.092
-43 0.336 0.274 0.489 0.482 0.004 0.023 0.021
-13 0.113 0.108 0.243 0.230 0.000 0.017 0.014
17 0.018 0.030 0.135 0.098 0.000 0.014 0.006
47 0.011 0.019 0.052 0.020 0.000 0.002 0.000
Errores SG 0.151 0.049 0.041
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Tabla 19 Grilla 3D completa. Errores cuadraticos promedio Resto, método de bandas rotantes.

Grilla 3D: Media vs Cota Resto Real y Simulada TB

Diferencias Cuadraticas

Cota | Media Real | Media KS | Media KO | Media KU | M. Real - KS | M. Real - KO | M. Real - KU
-343 -1.749 -0.529 -1.296 -1.594 1.488 0.205 0.024
-313 -1.318 -0.786 -1.374 -1.547 0.283 0.003 0.052
-283 -0.964 -0.835 -1.256 -1.337 0.017 0.085 0.139
-253 -0.916 -0.701 -1.092 -1.151 0.046 0.031 0.055
-213 -0.680 -0.607 -0.933 -1.010 0.005 0.064 0.109
-183 -0.414 -0.507 -0.772 -0.899 0.009 0.128 0.235
-153 -0.521 -0.573 -0.779 -0.948 0.003 0.067 0.182
-113 -0.521 -0.552 -0.636 -0.787 0.001 0.013 0.071
-83 -0.224 -0.252 -0.264 -0.340 0.001 0.002 0.013
-53 0.303 0.189 0.214 0.215 0.013 0.008 0.008
-13 0.614 0.587 0.687 0.758 0.001 0.005 0.021
17 0.895 0.722 0.957 1.180 0.030 0.004 0.081
47 1.245 0.752 1.229 1.782 0.243 0.000 0.288
67 0.992 0.678 1.355 2.135 0.099 0.132 1.306
Errores TB 0.160 0.053 0.185

Tabla 20 Grilla 3D completa. Errores cuadraticos promedio Resto, método secuencial.

Grilla 3D: Media vs Cota Resto Real y Simulada SG

Diferencias Cuadraticas

Cota | Media Real | Media KS | Media KO | Media KU | M. Real - KS | M. Real - KO | M. Real - KU
-343 -1.749 -0.548 -1.324 -1.624 1.442 0.181 0.016
-313 -1.318 -0.802 -1.314 -1.437 0.266 0.000 0.014
-283 -0.964 -0.836 -1.11 -1.266 0.016 0.021 0.091
-253 -0.916 -0.692 -0.904 -0.99 0.050 0.000 0.005
-213 -0.68 -0.649 -0.861 -0.918 0.001 0.033 0.057
-183 -0.414 -0.564 -0.749 -0.783 0.023 0.112 0.136
-153 -0.521 -0.639 -0.76 -0.768 0.014 0.057 0.061
-113 -0.521 -0.626 -0.651 -0.624 0.011 0.017 0.011
-83 -0.224 -0.283 -0.287 -0.238 0.003 0.004 0.000
-53 0.303 0.262 0.231 0.259 0.002 0.005 0.002
-13 0.614 0.777 0.719 0.747 0.027 0.011 0.018
17 0.895 1.021 0.997 1.113 0.016 0.010 0.048
47 1.245 1.024 1.157 1.534 0.049 0.008 0.084
67 0.992 0.628 1.13 1.918 0.132 0.019 0.857
Errores SG 0.147 0.034 0.150
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9.5 Anexo E: Grilla 3D reducida. Medias (real y simulada) vs Cota. Diferencias

cuadraticas.

Tabla 21 Grilla 3D reducida. Errores cuadraticos promedio Hematita, método de bandas rotantes.

Grilla 3D reducida:
Media vs Cota Hematita Real y Simulada TB

Diferencias Cuadraticas

Cota | Media Real | Media KS | Media KO | Media KU | M. Real - KS | M. Real - KO | M. Real - KU
-103 1.141 0.266 0.976 0.948 0.767 0.027 0.037
-93 0.346 0.225 0.541 0.491 0.015 0.038 0.021
-83 0.207 0.175 0.473 0.421 0.001 0.071 0.046
-73 0.324 0.120 0.407 0.370 0.042 0.007 0.002
-63 0.079 0.099 0.400 0.386 0.000 0.103 0.094
-53 -0.152 0.079 0.337 0.340 0.053 0.239 0.242
-43 0.184 0.093 0.343 0.341 0.008 0.025 0.025
-33 0.122 0.042 0.212 0.205 0.006 0.008 0.007
-23 0.136 0.042 0.170 0.152 0.009 0.001 0.000
-13 0.301 0.027 0.105 0.100 0.075 0.038 0.040
-3 -0.079 0.018 0.058 0.107 0.009 0.019 0.035
7 0.273 0.013 0.051 0.133 0.068 0.049 0.020
Errores TB 0.088 0.052 0.047

Tabla 22 Grilla 3D reducida. Errores cuadraticos promedio Hematita, método secuencial.

Grilla 3D reducida:
Media vs Cota Hematita Real y Simulada SG

Diferencias Cuadraticas

Cota | Media Real | Media KS | Media KO | Media KU | M. Real - KS | M. Real - KO | M. Real - KU
-103 1.141 0.258 0.809 0.846 0.780 0.110 0.087
-93 0.346 0.227 0.448 0.455 0.014 0.010 0.012
-83 0.207 0.181 0.407 0.406 0.001 0.040 0.039
-73 0.324 0.119 0.323 0.319 0.042 0.000 0.000
-63 0.079 0.087 0.292 0.288 0.000 0.045 0.044
-53 -0.152 0.085 0.259 0.256 0.056 0.169 0.166
-43 0.184 0.115 0.283 0.278 0.005 0.010 0.009
-33 0.122 0.046 0.150 0.139 0.006 0.001 0.000
-23 0.136 0.038 0.110 0.098 0.010 0.001 0.001
-13 0.301 0.026 0.073 0.079 0.076 0.052 0.049
-3 -0.079 0.012 0.041 0.087 0.008 0.014 0.027
7 0.273 0.010 0.039 0.107 0.069 0.055 0.027
Errores SG 0.089 0.042 0.039
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Tabla 23 Grilla 3D reducida. Errores cuadraticos promedio Resto, método de bandas rotantes.

Grilla 3D reducida:
Media vs Cota Resto Real y Simulada TB

Diferencias Cuadraticas

Cota | Media Real | Media KS | Media KO | Media KU | M. Real - KS | M. Real - KO | M. Real - KU
-103 -0.385 -0.461 -0.475 -0.488 0.006 0.008 0.011
-93 -0.150 -0.376 -0.384 -0.394 0.051 0.055 0.060
-83 -0.116 -0.309 -0.314 -0.326 0.037 0.039 0.044
-73 -0.100 -0.122 -0.125 -0.132 0.000 0.001 0.001
-63 0.155 0.169 0.170 0.169 0.000 0.000 0.000
-53 0.508 0.427 0.432 0.449 0.007 0.006 0.003
-43 0.408 0.593 0.607 0.637 0.034 0.040 0.052
-33 0.865 0.843 0.862 0.889 0.000 0.000 0.001
-23 0.689 0.924 0.957 0.994 0.055 0.072 0.093
-13 0.769 0.910 0.970 1.015 0.020 0.040 0.061
-3 1.123 0.933 1.029 1.069 0.036 0.009 0.003
7 1.851 0.874 1.016 1.060 0.955 0.697 0.626
Errores TB 0.105 0.081 0.080

Tabla 24 Grilla 3D reducida. Errores cuadraticos promedio Resto, método secuencial.

Grilla 3D reducida:
Media vs Cota Resto Real y Simulada SG

Diferencias Cuadraticas

Cota | Media Real | Media KS | Media KO | Media KU | M. Real - KS | M. Real - KO | M. Real - KU
-103 -0.385 -0.494 -0.481 -0.488 0.012 0.009 0.011
-93 -0.15 -0.389 -0.371 -0.374 0.057 0.049 0.050
-83 -0.116 -0.266 -0.259 -0.26 0.023 0.020 0.021
-73 -0.1 -0.081 -0.091 -0.093 0.000 0.000 0.000
-63 0.1545 0.183 0.156 0.152 0.001 0.000 0.000
-53 0.508 0.505 0.453 0.442 0.000 0.003 0.004
-43 0.408 0.724 0.662 0.65 0.100 0.065 0.059
-33 0.865 1.003 0.936 0.928 0.019 0.005 0.004
-23 0.689 1.081 1.036 1.047 0.154 0.120 0.128
-13 0.769 1.056 1.038 1.072 0.082 0.072 0.092
-3 1.1225 1.066 1.106 1.165 0.003 0.000 0.002
7 1.851 0.996 1.098 1.185 0.731 0.567 0.444
Errores SG 0.103 0.076 0.068

110




9.6 Anexo F: Validaciones Cruzadas: Nubes de correlacién entre valores
verdaderos y valores estimados (variable Gaussianay ley de Fe).

111



Nubes de correlacion:

Fe Hematita

Variable Gaussiana

Ley de Fe Hematita

True value vs. prediction for FeHEMA—Gauss

True value vs. prediction for FeHEMA

Prediction for FeHEM A—Gauss

3 67 -
2 1<) #*
& L™
s 1 bt p :ﬁ' oS )
= *
< G n i
_E ™ T
e 5 LE 64 E3
£ o | p
a A 3 63
E 2‘** : E **#
Ele i ] e
£ = 62 o
= -
2 *
6l
Data . Data
_3 * Ccnd_]t] onal mean &0 # Conditional mean
ldentity 1dentity
-3 -2 1 o L 2 3 60 61 62 63 64 65 66 67
Prediction for FeHEMA—Gauss Prediction for FeHEMA
True value vs. prediction for FeHENM A—Gauss True value vs. prediction for FeHEMA
3 67 -
2 66
a *
5 o 65F *.
L | .
= :
2 : o4
z o < -
£ Z 63 £*
3 = :
= -1 4
: = 621 *
=
[—1
-2 6L f
Data Data
_3 #* Conditional mean 60 - * Conditional mean
1dentity 1dentity
-3 -2 -1 L] 1 2 3 60 6l 62 63 64 65 66 67
Prediction for FeHEMA—Gauss Prediction for FeHEMA
True value vs. prediction for FeHEM A—Gauss True value vs. prediction for FeHEMA
3r 67|
2l 66
s o 65F *
LE = ®
S ” s p
5 d L o4
L "
E of <
8 Lg‘ 63 <shd
5 2
3 -l 3
w = 62 ¥*
E d
-2 6L
Data Data
3l #* Conditicnal mean 60 #* Conditional mean
1dentity 1dentity
-3 -2 —1 0 L 2 3 60 6l 62 63 64 65 66 67

Prediction for FeHEMA

Figura 92 Nubes de correlacién entre valores estimados y verdaderos. Fe Hematita. Variable Gaussiana y ley de Fe real.

Arriba: Condicionamiento por KS, centro: KO, abajo: KU.
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Nubes de correlacion: Fe Resto
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Figura 93 Nubes de correlacién entre valores estimados y verdaderos. Fe Resto. Variable Gaussiana y ley Fe real.

Arriba: Condicionamiento por KS, centro: KO, abajo: KU.
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9.7 Anexo G: Validaciones Cruzadas: Nubes de correlacion para intervalos de
probabilidad (variable Gaussiana y ley de Fe).
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Nubes de correlacion para intervalos de probabilidad: Fe Hematita
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Figura 94 Nubes de correlacién para intervalos de probabilidad. Fe Hematita. Variable Gaussiana y ley Fe real.
Arriba: Condicionamiento por KS, centro: KO, abajo: KU.
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Nubes de correlacion para intervalos de probabilidad: Fe Resto
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Figura 95 Nubes de correlacién para intervalos de probabilidad. Fe Resto. Variable Gaussiana y ley Fe real.
Arriba: Condicionamiento por KS, centro: KO, abajo: KU.
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