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MANEJO DE INCERTIDUMBRE ANTE PÉRDIDA PARCIAL O TOTAL DE DATOS
EN ALGORITMOS BASADOS EN MÉTODOS SECUENCIALES DE MONTE CARLO
Y NUEVA DEFINICIÓN DE PROBABILIDAD DE FALLA EN EL CONTEXTO DE

MONITOREO EN LÍNEA

Desde hace algunos años que la disciplina especializada en el diagnóstico de fallas en
sistemas y el pronóstico de eventos que pudieran afectar la salud de éstos, denominada Prog-
nostics and Health Management (PHM), ha ido tomando cada vez más fuerza y ha empezado
a consolidarse como una nueva área de la ingeniería. Esta disciplina tiene como eje principal
la caracterización del estado de salud de los sistemas dinámicos, ya sea a través de enfo-
ques probabilísticos, posibilísticos, o epistémicos, por nombrar algunos; siendo el enfoque
probabilístico el adoptado en la presente Tesis.

Dado que la mayoría de los sistemas se conciben mediante complejas relaciones que suelen
establecerse en base a no linealidades e incertidumbre no necesariamente Gaussiana, el empleo
de métodos secuenciales de Monte Carlo -también llamados filtros de partículas- ha tomado
gran relevancia para el diagnóstico de la salud de los sistemas. Los filtros de partículas proveen
una distribución empírica de probabilidad para los estados del sistema siguiendo un enfoque
Bayesiano.

Es muy frecuente que en rutinas de estimación, y en especial al usar filtro de partículas,
algunas de las mediciones que debiesen proporcionar los sensores se pierdan de manera parcial
o total. En el caso de una pérdida parcial, se propone una estrategia basada en la Teoría de
Imputaciones Múltiples desarrollada en los años 60’ que permite incorporar la incertidumbre
que hay al perder solo parte de la información. Por otra parte, cuando se pierde acceso a
la totalidad de las mediciones se puede hablar de un problema análogo al de pronóstico. Se
propone un algoritmo que recibe como entrada una distribución empírica producto del final de
una etapa de estimación basada en filtro de partículas, en la cual se propaga incertidumbre
haciendo uso de sigma-points y del ajuste paramétrico de mezclas de Gaussianas para la
aproximación de distribuciones de probabilidad.

Además de los algoritmos anteriormente mencionados, en esta Tesis se presenta la deduc-
ción y demostración de una nueva medida de probabilidad de falla de sistemas en el contexto
de monitoreo en línea, la cual modifica el estado-del-arte y abre nuevas ramas de investigación
que pueden influir fuertemente en el desarrollo de nuevos sistemas de toma de decisiones.

Los desarrollos presentados en esta Tesis abordan principalmente el caso del problema
de estimación y pronóstico del Estado-de-Carga de baterías de ion-litio para el análisis y
validación de los algoritmos que se proponen dada su relevancia en la autonomía de los
dispositivos electrónicos que requieren procesamiento de información en tiempo real; tales
como tablets, celulares, vehículos o micro-redes, por nombrar algunos ejemplos.
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Introducción

En la implementación de algoritmos basados en filtro de partículas, para propósitos de
estimación de estados de un sistema, a menudo se debe lidiar con el problema de medi-
ciones perdidas. Un diseño eficaz requiere una metodología apropiada para caracterizar la
incertidumbre inherente a ésta problemática a lo largo del proceso de estimación, incorpo-
rando conocimiento desde fuentes alternativas de información. El primero de los trabajos
presentados en esta Tesis analiza éste problema y presenta resultados de una estrategia de
imputaciones múltiples que mejora el desempeño de estimadores de Estado-de-Carga (SoC,
del inglés State-of-Charge) basados en filtro de partículas para el caso baterías de ion-litio.
El esquema de caracterización de incertidumbre es probado y validado en un caso de estu-
dio donde se modela el SoC de una batería en una representación en el espacio-estados que
requiere mediciones tanto de voltaje como de corriente de descarga para la estimación. Se
asume una desconexión súbita del sensor de voltaje de la batería que causa una pérdida de
datos significativa. Los resultados muestran que el empleo de imputaciones múltiples junto
con filtro de partículas permite obtener una caracterización de los intervalos de confianza
razonable para los estimadores de los estados, incluso cuando la desconexión del sensor de
voltaje es persistente. Más aún, si las mediciones de voltaje vuelven a estar disponibles, los
intervalos de confianza se ajustan a niveles que son comparables al caso donde no hay pérdida
de datos. Debido a que los estimadores de los estados son usados como condición inicial para
módulos de pronóstico del tiempo de descarga (EoD, del inglés End-of-Discharge) de bate-
rías, también se estudia cómo impacta la estrategia de imputaciones múltiples en la calidad
de los estimadores del EoD.

Cuando se tiene una pérdida total de las mediciones, ésta condición se convierte en un
problema análogo al problema de pronóstico. Además del enfoque de imputaciones múltiples
para el caso de pérdida parcial de datos, la Tesis incluye otras dos temáticas que se enmarcan
en el concepto de pronóstico, todo bajo una perspectiva probabilista. Se propone un algoritmo
para la realización de pronóstico para sistemas en general que considera una representación en
el espacio-estados y dinámica no lineal con ruidos no necesariamente Gaussianos propagando
incertidumbre mediante el uso de sigma-points. Se establecen ventajas y desventajas del
algoritmo de pronóstico propuesto. Por otra parte, se incluye en la Tesis una nueva definición
de probabilidad de falla que en el contexto de monitoreo en línea. La nueva definición se
muestra como la consecuencia de una formalización matemática probabilista, en donde se
exponen tanto la deducción de ésta como también la demostración del cumplimiento de las
propiedades de una medida de probabilidad.
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Capítulo 1

Fundamentos Generales

Los sistemas del mundo real son comúnmente dinámicos, no lineales, y pueden involucrar
relaciones de alta dimensionalidad entre variables. Los modelos planteados en espacio-estados
ofrecen por su parte un buen fundamento teórico sobre el cual trabajar en módulos de diag-
nóstico o pronóstico dedicados a monitorear componentes críticos de los sistemas, cuyas
fenomenologías se rigen por principios de la física. Los módulos de diagnóstico, por un lado,
están orientados a dar una noción de la salud del sistema en tiempo-real, es decir, se encargan
de estimar la severidad de las posibles fallas del sistema instante a instante. Por otra parte,
los módulos de pronóstico están orientados a proveer información sobre la salud futura del
sistema bajo cierto perfil de utilización, el cual determina el tiempo de vida remanente de
éste. Ambos módulos permiten tener la noción de riesgo y confiabilidad en procesos de toma
de decisiones.

La incertidumbre debido a la falta de conocimiento sobre la verdadera dinámica de los
sistemas o al registro de mediciones ruidosas (o no linealidades de los sensores) pueden
ser incorporadas en la representación en espacio-estados de manera directa. Esto permite
adoptar enfoques de filtrado estadístico Bayesiano, donde el objetivo principal es estimar
la distribución o función de densidad de probabilidad (PDF - del inglés Probability Density
Function) subyacente de los estados condicional a las mediciones registradas hasta el momento
para realizar inferencia estadística. Dado que soluciones analíticas pueden ser encontradas
bajo ciertas condiciones (sistemas lineales y Gaussianos, por ejemplo), el real problema a
enfrentar es la evaluación de integrales de alta complejidad donde los métodos numéricos
tienden a fracasar (por problemas de convergencia o estabilidad numérica), inclusive más
aún en el caso de sistemas que involucran alta dimensionalidad. Una forma alternativa de
abordar esta problemática es usar filtros de partículas, los cuales definen la base sobre la que
se desarrollan los algoritmos propuestos en esta Tesis.

Los objetivos generales de la presente Tesis apuntan a mejorar aspectos de representación
de incertidumbre no Gaussiana durante procesos de estimación de estados en sistemas no
lineales, así como la caracterización de la propagación de la misma en algoritmos de pronóstico
de eventos. Por otra parte, los objetivos específicos apuntan a la implementación del concepto
de imputaciones múltiples para garantizar la continuidad de la ejecución de procesos de
estimación basados en filtros de partículas ante pérdida parcial de mediciones, redefinir y
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formalizar matemáticamente la medida de probabilidad para eventos futuros (catastróficos
en el marco de esta Tesis), y finalmente proponer un nuevo método basado también en filtro
de partículas para propagar incertidumbre que permita caracterizar de buena forma colas de
PDFs en instantes futuros.

En éste capítulo se pretende sentar las bases teóricas para generar intuición y facilitar la
comprensión de los desarrollos que se muestran en los siguientes capítulos para la presen-
tación de los nuevos algoritmos propuestos en la presente Tesis. Primeramente se muestra
información sobre las baterías de ion-litio y la estimación SoC, puesto que dentro de dicha
problemática se prueban y validan los algoritmos que se proponen. Luego se introducen bre-
vemente diversos métodos matemáticos que constituyen la base sobe la cual se desarrollan
algoritmos que se proponen en los siguientes capítulos de esta Tesis.

1.1. Baterías de Ion-Litio

A lo largo de las últimas décadas se ha experimentado un incremento significativo en el
desarrollo y la producción de vehículos eléctricos. La industria automotriz ha estado poniendo
sus esfuerzos en investigación en el desarrollo de dispositivos de almacenamiento de energía
(ESDs - del inglés Energy Storage Devices) para la producción de vehículos eléctricos híbri-
dos (HEV - del inglés Hybrid Electric Vehicle) o completamente eléctricos (EV - del inglés
Electric Vehicle). Como resultado, los ESDs juegan un rol crucial actualmente en cuanto a
la autonomía de los sistemas que energizan. Éste hecho ha motivado la investigación de las
celdas de ion-litio debido a sus ventajas por sobre otros tipos de ESDs, siendo su mayor den-
sidad de carga (por unidad de masa o volúmen) una de las características más importantes
a considerar. Desde la industria automotriz, el concepto de sistemas de gestión de baterías
(BMS - del inglés Battery Management Systems) [40] surge naturalmente en la búsqueda de
sistemas capaces de proveer protección y condiciones óptimas de operación para baterías,
mientras se tiene en cuenta de forma simulánea las predicciones de vida útil a través de la
supervisión de datos adquiridos en tiempo-real. En este sentido, el Estado-de-Carga (SoC)
[40] (una medida de la energía almacenada disponible), el Estado-de-Salud (SoH - del inglés
State-of-Health) [40] (una medida de la degradación en cuanto a capacidad de almacenamien-
to de energía), y la vida útil remanente (RUL - del inglés Remaining Useful Life) [39] son
parámetros que proveen información importante sobre la condición actual de una batería.
Desafortunadamente, debido a la incapacidad de medirlas directamente de una manera en
línea, los sistemas BMS deben incorporar rutinas de estimación y pronóstico en tiempo-real
para poder llevar a cabo sus objetivos.

El SoC es concebido como una cuantificación de la energía almacenada disponible con
respecto a la verdadera capacidad de almacenamiento, expresado como un porcentaje de
ésta última. Conforma una característica importante a considerar para la autonomía de los
sistemas cuando son energizados por ESDs, ya sea como fuente principal o como fuente de
respaldo. Debido a que no es posible medir el SoC directamente, los algoritmos de estimación y
pronóstico están encargados de la obtención de estimaciones y predicciones válidas a partir de
mediciones provistas por sensores que usualmente son ruidosas como la corriente de descarga,
el voltaje y la temperatura, llevándo a su vez a cabo un manejo apropiado del sistema. A
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decir verdad, el conocimiento sobre éste es esencial para el control de sistemas autónomos
donde el tiempo de EoD juega un rol clave.

De acuerdo a [42], una amplia variedad de métodos han sido propuestos en la literatu-
ra para modelar baterías en aplicaciones fuera de línea; como modelos electroquímicos, por
ejemplo. Otros métodos más apropiados para implementaciones en línea están basados en
representaciones de circuito abierto (OCV - del inglés Open Circuit Voltage). Éstos métodos
relacionan directamente el SoC y las medidas de voltaje pero requieren largos periodos de
descanso para las baterías, siendo ineficientes para estimación en tiempo-real. El método de
Electrochemical Impedance Spectroscopy (EIS) requiere equipamiento costoso, siendo infac-
tible para aplicaciones prácticas. En este sentido, los esfuerzos en cuanto a la investigación
se enfocan en desarrollar algoritmos de estimación y pronóstico basados en relaciones fe-
nomenológicas a través de lógica difusa, redes neuronales y enfoques Bayesianos [36], entre
otros.

1.1.1. Representación en Espacio-Estados

Una de las ventajas principales de adoptar un enfoque Bayesiano para estimación cuando
se tienen mediciones ruidosas es que es posible incorporar conocimiento a priori sobre la
dinámica de los sistemas de forma directa en el modelo así como también las incertidumbres
asociadas. Adicionalmente, es posible capturar directamente fenomenología física crítica bajo
una respresentación en espacio-estados, relacionándola a un modelo de observación el cual
permite la convergencia de estimadores mediante el cómputo de la verosimilitud de datos
medidos secuencialmente.

Propuesto por [41], el modelo en espacio-estados para celdas de ion-litio usado es el si-
guiente:

Modelo de Transición de Estados

x1(k + 1) = x1(k) + ω1(k) (1.1)

x2(k + 1) = x2(k)− v̂(x1(k), x2(k), u(k)) · u(k) · Ts
Ecrit

+ ω2(k) (1.2)

Modelo de Observación

y(k) = v̂(x1(k), x2(k), u(k)) + η(k) (1.3)

con

v̂(x1(k), x2(k), u(k)) = vL + (v0 − vL) · eγ·(x2(k)−1) + α · vL · (x2(k)− 1) . . .

. . .+ (1− α) · vL · (e−β − e−β·
√
x2(k))− u(k) · x1(k)

(1.4)

donde ω1(k) ∼ N (0, σ1) y ω2(k) ∼ N (0, σ2) corresponden a ruido aditivo Gaussiano y η(k) ∼
N (0, σobs) es también una variable aleatoria distribuida como una Gaussiana que da cuenta
de la incertidumbre en las mediciones. El tiempo de muestreo es Ts[sec] y u(k) = i(k)[A] es
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la corriente de descarga considerada como la variable de entrada del sistema, mientras que
y(k) = v(k)[V ] es el voltaje de la batería considerado a la vez salida de éste. Las variables
de estado x1(k) y x2(k) son escogidas estratégicamente bajo un significado físico como el
módulo de la impedancia interna y el SOC, respectivamente. Finalmente, como el SOC es
expresado como un porcentaje de energía, Ecrit representa una constante de normalización
cuya unidad de medida es [V A sec]. Todos los otros parámetros del modelo son constantes
conocidas dentro de cada ciclo de descarga de la batería. Sus valores pueden ser obtenidos
siguiendo el procedimiento descrito en [41, 42], mediante una prueba de descarga completa
a corriente nominal (constante).

Una alternativa que permite disminuir el tiempo de cómputo para implementaciones de
filtrado estadístico en tiempo-real cuando se cuenta con sensores de voltaje de excelente
precisión y exactitud, es reemplazar v̂(x1(k), x2(k), u(k)) por y(k) en la Ec. (1.2) del modelo
de transición de estados.

1.2. Filtro de Partículas

Los métodos secuenciales de Monte Carlo (SMC - del inglés Sequential Monte Carlo),
también conocidos como filtros de partículas (PFs - del inglés Particle Filters) son métodos
computacionales diseñados para estimar recursivamente la evolución a lo largo del tiempo de
la distribución de probabilidad a posteriori de sistemas dinámicos no lineales y no necesaria-
mente Gaussianos, dado un conjunto de mediciones adquiridas secuencialmente a través de
sensores. Éste problema es conocido por el nombre de problema de filtrado óptimo. A conti-
nuación se muestra el marco matemático sobre el cual se sustenta la solución a éste problema
mediante el uso de PFs.

Sea X = {Xk, k ∈ N} un proceso estocástico Markoviano de primer orden denotando
un sistema cuyo vector de estados es de dimensión nx, que tiene una distribución inicial
p(x0) y una probabilidad de transición denotada por p(xk|xk−1). Además, denotando por
Y = {Yk, k ∈ N \ {0}} a las observaciones de dimensión ny ruidosas y condicionalmente
independientes. El sistema completo se representa en la forma de espacio-estados como

xk = f(xk−1, ωk−1)

yk = g(xk, vk)
(1.5)

donde ωk y vk son variables aleatorias independientes y no Gaussianas necesariamente. Debido
a que es difícil computar la distribución a posteriori de filtrado p(xk|y1:k), los estimadores
Bayesianos se construyen a partir de la regla de Bayes.

Bajo supuestos Markovianos, la distribución a posteriori de filtrado puede ser descom-
puesta en

p(xk|y1:k) =
p(yk|xk)p(xk|y1:k−1)

p(yk|y1:k−1)
(1.6)

En este contexto, los métodos SMC ofrecen una alternativa a técnicas de integración
numérica que fallan al ser empleados en sistemas embebidos de tiempo-real debido a los altos
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requerimientos computacionales. Los métodos SMC, o PFs, son técnicas de computación
estocástica diseñados para simular sistemas altamente complejos de una manera eficiente. En
estimación Bayesiana, éstas técnicas simulan distribuciones de probabilidad mediante el uso
de una colección de Np muestras asociadas a pesos llamadas partículas {x(i)

k ,W
(i)
k }

Np

i=1, con∑Np

i=1 W
(i)
k = 1, tales que generan una distribución de probabilidad constituida por una suma

de funciones delta-Dirac.

p̂(xk|y1:k) ≈
Np∑
i=1

W
(i)
k δ

x
(i)
k

(xk) (1.7)

El proceso de pesaje de cada muestra es hecho aplicando el algoritmo de remuestreo
de importancia secuencial (SIR - del inglés Sequential Importance Resampling), el cual es
explicado en las siguientes subsecciones.

1.2.1. Sequential Importance Sampling

El concepto de muestreo de importancia (IS - del inglés Importance Sampling) es usado
al simular muestras de una distribución de probabilidad alternativa para estimar una dis-
tribución de probabilidad a posteriori. El punto clave para muestrear de manera exitosa es
escoger apropiadamente una distribución de importancia o importance distribution, que es la
distribución alternativa anteriormente mencionada. Muestrear directamente de distribucio-
nes a posteriori es una tarea común cuando se desean obtener estimaciones de Monte Carlo
(MC). Sin embargo, la mayor parte de las veces no es posible debido a que es muy costoso
computacionalmente. Por ejemplo, la Ec. (1.8) muestra el cálculo de esperanzas

f̂(xk) = EX|Y {f(xk)} =

∫
X

f(xk)p(xk|y1:k)dxk (1.8)

Al obtenerNp muestras aleatorias independientes idénticamente distribuidas desde p(xk|y1:k),
la integral puede ser aproximada por una suma de funciones delta-Dirac.

f̂(xk) ≈
∫
X

f(xk)
( 1

Np

Np∑
i=1

δ
x
(i)
k

(xk)
)

dxk (1.9)

=
1

Np

Np∑
i=1

f(xk)δx(i)k
(xk) (1.10)

=
1

Np

Np∑
i=1

f(x
(i)
k ) (1.11)

Éstas aproximaciones pueden no ser factibles cuando no sea posible muestrear directamen-
te desde p(xk|y1:k), por lo tanto el algoritmo de muestreo de importancia secuencial (SIS -
del inglés Sequential Importance Sampling) evita éstas dificultades al obtener muestras desde
una importance distibution, π(x̃k|x̃(i)

0:k−1, y1:k), aproximando la distribución de probabilidad a
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posteriori objetivo mediante un pesaje apropiado. Los pesos son actualizados recursivamente
de la siguiente forma:

w
(i)
k = W

(i)
k−1 ·

p(yk|x̃(i)
k )p(x̃

(i)
k |x

(i)
k−1)

π(x̃
(i)
k |x̃

(i)
0:k−1, y1:k)

(1.12)

donde {x̃(i)
k }

Np

i=1 es un conjunto de Np muestras aleatorias obtenidas desde π(·|x̃(i)
0:k−1, y1:k).

Más aún, si los pesos son normalizados

W
(i)
k =

w
(i)
k∑Np

i=1 w
(i)
k

(1.13)

entonces la distribución a posteriori puede ser aproximada por la Ec. (1.7).

1.2.2. Resampling

A medida que se van actualizando los pesos de las partículas mediante SIS, se puede
ir apreciando una tendencia de crecimiento en la varianza de los pesos de éstas, lo cual
conduce a una degeneración del algoritmos al asignar valores despreciables muy cercanos a
cero a los pesos de algunas de ellas. Por ende, aquellas partículas se vuelven inservibles pues
corresponden a trayectorias del vector de estados muy poco probables. Para resolver este
problema, se incluye un paso de remuestreo o resampling en el algoritmo SIS, lo cual conduce
a un nuevo algoritmo llamado SIR.

Una expresión analítica para medir el grado de degeneración de la población de partículas
está dado por el effective particle sample size mostrado en la Ec. (1.14).

Neff (k) =
Np

1 + V arp(·|y1:k)

(w(xk)) (1.14)

Dado que no es posible calcular Neff directamente, una estimación de su valor puede ser
obtenida a través de

N̂eff (k) =
1∑Np

i=1(W
(i)
k )2

(1.15)

En síntesis, la etapa de resampling consiste en remover particulas cuyo peso es muy pe-
queño mientras que se retienen y replican aquellas con peso considerable [12, 27]. La regla
de decisión que permite conocer cuándo es apropiado aplicar esta etapa está dada por lo
siguiente. Siempre y cuando N̂eff ≤ Nthresh, con Nthresh un umbral fijo, la degeneración de la
población de partículas es inminente y debe aplicarse remuestreo.

En general, el PF o algoritmo SIR se encuentra dividido en dos etapas. Primeramente,
una predicción es realizada utilizando el modelo de transición de estados para generar una
distribución de probabilidad a priori p(xk|xk−1). En seguida se realiza una etapa de actuali-
zación donde se modifican los pesos asociados a las partćulas de acuerdo a su verosimilitud
p(yk|xk). Si la población de partículas se degenera en algún momento, se adiciona un paso de
remuestreo, tal como es descrito con anterioridad.

7



Algorithm 1 SIR Particle Filter
1. Importance Sampling
for i = 1, . . . , Np do
• Muestrear x̃(i)

k ∼ π(xk|x(i)
0:k−1, y1:k) y

definir x̃(i)
0:k , (x

(i)
0:k, x̃

(i)
k )

• Computar los pesos de importancia

w
(i)
k = W

(i)
k−1 ·

p(yk|x̃
(i)
k )p(x̃

(i)
k |x

(i)
k−1)

π(x̃
(i)
k |x̃

(i)
0:k−1,y1:k)

end for
for i = 1, . . . , Np do
• Normalizar
W

(i)
k =

w
(i)
k∑Np

i=1 w
(i)
k

end for

2. Resampling
if N̂eff ≥ Nthres then
for i = 1, . . . , Np do
• x(i)

0:k = x̃
(i)
0:k

end for
else
for i = 1, . . . , Np do
•Muestrear un índice j(i) distribuido de acuerdo a la distribución discreta que satisface
P (j(i) = l) = W

(i)
k para l = 1, . . . , Np

• x(i)
0:k = x̃

j(i)
0:k y W (i)

k = 1
Np

end for
end if
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1.3. Imputaciones Múltiples

La pérdida de datos es un problema que puede ser abordado principalmente desde dos
perspectivas. Por una parte, las técnicas de imputación singular o single imputation se en-
cargan básicamente de completar los conjuntos de datos mediante la asignación de cierto
valor a cada dato faltante. La ventaja de esta perspectiva es que facilita el empleo de méto-
dos diseñados para conjuntos de datos completos. Sin embargo, éstas técnicas son bastante
simplistas en cuanto a que carecen de caracterización de incertidumbre tanto para la varia-
bilidad en cuanto a valores que puede adoptar cada dato perdido, como también en cuanto
a la incertidumbre asociada al modelo del cual se infieren dichos valores. Por otra parte, la
idea de imputaciones múltiples (MI - del inglés Multiple Imputation) retiene las ventajas de
emplear técnicas de imputación singular y además da cuenta de la incertidumbre asociada
al mecanismo de pérdida de datos. Las imputaciones múltiples [44] consisten en crear varios
conjuntos de datos completos imputando m valores por cada dato perdido de modo que la
variabilidad de posibles valores en torno a los valores verdaderos sea incorporada a la hora
de realizar inferencia estadística. No obstante, las imputaciones múltiples tienen desventa-
jas tales como la necesidad de generar diversos posibles valores y la exigencia de una gran
capacidad tanto en cuanto a espacio de almacenamiento en memoria como en capacidad de
procesamiento de cada uno de los conjuntos completos de datos generados.

Un asunto importantísimo es la tarea de escoger un número correcto de imputaciones [19].
Obviamente, el costo computacional es mayor mientras se incremente el número de impu-
taciones. En este sentido, en [44] (p. 114) se muestra que una aproximación de la eficiencia
para un estimador -bajo un enfoque batch, como es concebido MI originalmente- está dada
por (

1 +
γ

m

)−1/2

(1.16)

en unidades de errores estándar, donde m es el número de imputaciones y γ es la fracción
de información faltante en la estimación. Consecuentemente, se pueden obtener excelentes
resultados al utilizar un bajo número de imputaciones (m = 3, 4, 5).

1.3.1. Filtro de Partículas con Imputaciones Múltiples

Originalmente introducido en [21], el filtro de partículas con imputaciones múltiples (MI
PF - del inglés Multiple Imputation Particle Filter) extiende al algoritmo PF mediante la
incorporación de un procedimiento de imputaciones múltiples en casos donde datos de medi-
ción no se encuentran disponibles. de modo que el algoritmo pueda incluir la incertidumbre
correspondiente en el proceso de estimación. El principal supuesto estadístico bajo este en-
foque es que el mecanismo de pérdida de datos es Missing at Random (MAR), por lo tanto,
éste no depende de los datos que se pierden dado los que se observan o, en otras palabras,
la pérdida de datos en una variable no se relaciona con el valor de dicha variable. De exis-
tir tal relación, ésta puede explicarse a partir de las relaciones mutuas con otras variables
completamente observadas.

Por legibilidad, es necesario un cambio de notación (válida sólo para ésta sección). Tal
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como es establecido en [21], se denotan ahora las mediciones como un vector particionado
Uk = (Zk, Yk), donde Zk corresponde a la parte de datos perdidos e Yk es la parte observada.
Entonces, el algoritmo MI PF cumple las mismas funciones y es idéntico al algoritmo SIR
PF, excepto en cuanto a que el primero implementa medidas frente a las pérdidas de datos.

Un modelo de imputación expresado como una distribución de probabilidad φ se requiere
para poder obtener m muestras (imputaciones), que es

zjk ∼ φ(zk|y1:k) (1.17)

donde j = {1, . . . ,m} es un supraíndice que denota la imputación. Similarmente a lo que es
IS (ver Sección 1.2.1), cada imputación está asociada a un peso pjk que cumple la condición∑m

j=1 p
j
k = 1. De acuerdo a lo establecido en [30], la distribución de probablidad filtrada

puede ser expresada como

p(xk|y1:k) =

∫
p(xk|u1:k−1, yk)p(zk|y1:k)dzk (1.18)

Al realizar aproximaciones de MC resulta

p(xk|y1:k) '
m∑
j=1

pjkp(xk|u1:k−1, u
j
k) (1.19)

donde ujk = (zjk, yk) son conjuntos de datos completados a partir de valores imputados.
Adicionalmente, al aplicar PF en cada uno éstos conjuntos de datos resulta

p(xk|u1:k−1, u
j
k) ≈

Np∑
i=1

W
(i,j)
k δ

x
(i,j)
k

(xk) (1.20)

donde los ínices i y j indican a la partícula y a la imputación, respectivamente. Por ende,
una aproximación de la distribución de probabilidad a posteriori deseada es

p(xk|y1:k) ≈
m∑
j=1

Np∑
i=1

pjkW
(i,j)
k δ

x
(i,j)
k

(xk) (1.21)

1.4. Outer Feedback Correction Loops

La evolución artificial [39, 31] es un método usado para estimación en modelos con pará-
metros desconocidos que propone la extensión del vector de estados del sistema para incorpo-
rar dichos parámetros en la estimación. Las ecuaciones de estado relacionadas a parámetros
desconocidos del modelo asumen modelos de caminatas aleatorias o random walks para imple-
mentar procedimientos de aprendizaje que permitan la estimación simultánea de parámetros
y de las variables de estado originales del sistema. Los lazos de corrección externa (OFCL -
del inglés Outer Feedback Correction Loops) [38] son una clase de algoritmos que proponen
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manipular los hiperparámetros que caracterizan los antes mencionados modelos de caminatas
aleatorias. Por ejemplo, si se considera el siguiente sistema

xk+1 = g(xk, θ, ωk)

donde xk es el vector de estados, θ es el vector de parámetros del modelo y ωk es un proceso
de ruido estocástico. Si θ =

[
θc θuc

]T , donde θuc es un vector de parámetros desconocidos,
la evolución artificial propondría considerar el sistema alternativo

xk+1 = g(xk, θ, ωk)

θuck+1 = θuck + ωθk

donde ωθk es un proceso de ruido estocástico cuyos hiperparámetros son modificados gradual-
mente por el OFCL para reducir la incertidumbre asociada a θuc.

1.5. Unscented Transform y Sigma-Points

La Unscented Transform (UT) [23, 24] es un método diseñado para aproximar transfor-
maciones no lineales de variables aleatorias. A pesar de que algunas funciones no lineales
puedan ser aproximadas por una serie de Taylor truncada, la UT se enfoca en preservar al-
gunos estadísticos característicos de la transformación no lineal usando para esto conjuntos
de muestras seleccionadas determinísticamente, llamadas sigma-points.

Sea x ∈ <nx una variable aleatoria con media x̄ y matriz de covarianza Px, y g(·) una
función no lineal de variable real. El objetivo es aproximar

y = g(x) (1.22)

El método de la UT establece lo siguiente. Primeramente, se computa un conjunto de
2nx + 1 muestras escogidas determinísticamente asociadas a pesos, llamadas sigma-points
Si = {X (i),W(i)}, i = 1, . . . , 2nx + 1, tales que

X (0) = x̄ i = 0 (1.23)

X (i) = x̄+
(√

(nx + κ) · Px
)

i
i = 1, . . . , nx (1.24)

X (i) = x̄−
(√

(nx + κ) · Px
)

i
i = nx + 1, . . . , 2nx (1.25)

donde

W(0) =
κ

nx + κ
i = 0 (1.26)

W(i) =
1

2(nx + κ)
i = 1, . . . , 2nx (1.27)

Los pesos satisfacen la condición
∑2nx

i=0W(i) = 1. Por otro lado, κ > 0 es un parámetro de
escala que determina qué tan lejos resultan los sigma-points del valor esperado.
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Aplicando la transformación no lineal a cada sigma-point

Y(i) = g(X (i)) i = 0, . . . , 2nx (1.28)

entonces los estadísticos de y pueden ser aproximados como

ȳ ≈
2nx∑
i=0

W(i)Y(i) (1.29)

Py ≈
2nx∑
i=0

W(i)(Y(i) − ȳ)(Y(i) − ȳ)T (1.30)

Pxy ≈
2nx∑
i=0

W(i)(X (i) − x̄)(Y(i) − ȳ)T (1.31)

los cuales corresponden a la media, la matriz de covarianza y la matriz de covarianza cruzada,
respectivamente.

La importancia de la UT yace en que provee una metodología para aproximar la PDF de
la transformación no lineal de una variable aleatoria preservando con precisión al menos los
dos primeros momentos más que intentar aproximar la transformación no lineal en sí misma.

1.6. Weighted Expectation Maximization para GMMs

El algoritmo Expectation Maximization (EM) [33] es un método iterativo para encontrar
estimadores de máxima verosimilitud de los parámetros de un modelo estadístico asociado a
datos incompletos. Cada iteración realiza dos etapas. En la primera etapa, también llamada
E-step, la esperanza de la verosimilitud denotada por Q es evaluada usando los estimadores
de los parámetros del modelo actuales. Luego en la segunda etapa, también llamada M-
step, se modifican los estimadores de los parámetros del modelo maximizando la esperanza
previamente computada. Este proceso es repetido hasta que se alcance alguna condición de
convergencia.

En términos matemáticos, asumiendo que Z = (X ,Y) donde Z denota un set de datos
completo y X e Y son los datos observados y no observados (perdidos), respectivamente. Por
lo tanto, si los datos son obtenidos desde una PDF cuyos parámetros son denotados por Θ,
entonces

p(z|Θ) = p(x, y|Θ) = p(y|x,Θ)p(x|Θ) (1.32)

La etapa E-step consiste en evaluar la siguiente función determinística

Q(Θ,Θ(i−1)) = E{log(p(Y|X ,Θ))|X ,Θ(i−1)} (1.33)

donde X = x es conocido y Θ(i−1) es la estimación del parámetro de máxima versosimilitud de
la iteración previa. Notar que como Y es inobservable, se asume como una variable aleatoria
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y, tomando la esperanza, Q se vuelve una función determinística de Θ. A continuación,
Q(Θ,Θ(i−1)) es maximizado con respecto a Θ en la etapa M-step, resultando

Θ(i) = argmax
Θ

Q(Θ,Θ(i−1)) (1.34)

En esta Tesis el algoritmo EM es empleado en el contexto de estimación de densidad de
kernel (KDE - del inglés Kernel Density Estimation) para ajustar los parámetros de modelos
de mezcla de Gaussianas (GMMs - del inglés Gaussian Mixture Models) debido a la capacidad
que tienen de aproximar cualquier PDF con una precisión relacionada directamente al número
de componentes considerada. En este sentido, p(x|Θ) puede ser expresada como

p(x|Θ) =
M∑
j=1

αjpj(x|µj,Σj) (1.35)

con αj > 0 los pesos de la mezcla tales que cumplen
∑M

j=1 αj = 1, y

pj(x|µj,Σj) =
1

(2π)d/2|Σj|1/2
e−

1
2

(x−µj)T Σ−1
j (x−µj) (1.36)

donde µj y Σj son el vector media y la matriz de covarianza de la componente j-ésima de
la mezcla. Finalmente, los parámetros de la PDF descrita por el GMM son definidos como
Θ = (α1, . . . , αM , µ1, . . . , µM ,Σ1, . . . ,ΣM).

Considerando el conjunto de observaciones x = (x1, . . . , xN), y

h
(i)
j (xk) =

α
(i)
j pj(xk|µ

(i)
j ,Σ

(i)
j )

p(xk|Θ(i))
(1.37)

con p(xk|Θ(i−1)) =
∑M

j=1 α
(i−1)
j pj(xk|µ(i−1)

j ,Σ
(i−1)
j ), la aplicación del algoritmo EM en este

caso resulta en la siguiente actualización de los parámetros para la i-ésima iteración:

α
(i)
j =

1

N

N∑
k=1

h
(i−1)
j (xk) (1.38)

µ
(i)
j =

∑N
k=1 xkh

(i−1)
j (xk)∑N

k=1 h
(i−1)
j (xk)

(1.39)

Σ
(i)
j =

∑N
k=1(xk − µ(i)

j )(xk − µ(i)
j )Th

(i−1)
j (xk)∑N

k=1 h
(i−1)
j (xk)

(1.40)

¿Qué sucede si el conjunto de datos observados X posee un peso positivo asociado a
cada uno de sus elementos? Tal como en el caso de PFs, ajustar PDFs continuas desde un
conjunto finito de muestras asociadas a pesos con el algoritmo EM requiere la incorporación
de dichos pesos de alguna manera. En esta Tesis se aplica la misma versión del algoritmo
EM empleada en [55] llamada Weighted Expectation Maximization (WEM) [33, 55] para los
fines antes mencionados. Las modificaciones en las Ecs. (1.38)-(1.40) recaen en el modo en
que se computa pj(xk|µ(i−1)

j ,Σ
(i−1)
j ). Esto es, el lado derecho de la Ec. (1.36) debe incluir la

multiplicación del peso correspondiente a xk.
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Capítulo 2

Filtro de Partículas con Imputaciones
Múltiples

Las rutinas de estimación y pronóstico tienen una fuerte dependencia de las mediciones ad-
quiridas en tiempo-real para su implementación y, por lo tanto, éstos esquemas están sujetos
a pérdidas de información debido a, por ejemplo, problemas de transmisión o desconexión
de sensores. Completar la información de los datos perdidos dentro del conjunto de datos
adquiridos no es tan simple como rellenarlos con valores promedio. En este sentido, varias
estrategias pueden ser adoptadas para resolver el problema de estimación de estados secuen-
cial con conjuntos de datos incompletos. Entre ellos, los métodos de imputaciones singulares
o single imputation (asumir un cierto valor para cada dato perdido) fallan debido a que ca-
recen de caracterización de incertidumbre. La idea de imputaciones múltiples fue propuesta
en [44] para resolver éste problema. Ésta idea propone considerar diversos valores por cada
dato perdido y combina la distribución de probabilidad inducida por cada uno de ellos en
una sola solución para estimación paramétrica. Ésta técnica dio lugar al MI PF [21], donde
se usan métodos de filtro de partículas [11], tomándo en cuenta la incertidumbre asociada a
los datos perdidos a través de una estrategia de MI.

En ésta parte de la Tesis se presenta una mejora al enfoque Bayesiano basado en filtro
de partículas adoptado en [42] mediante una caracterización de incertidumbre en tiempo-
real para un caso de estudio particular, que es la estimación del SoC de baterías de ion-
litio, basándose en una estrategia de imputaciones múltiples [2]. Se consideran dos casos
de validación para este algoritmo. El primer caso considera la situación donde se pierde
un total de 1000 mediciones de voltaje consecutivas, emulando la desconexión del sensor
correspondiente durante la ejecución de un ciclo de descarga específico. El segundo caso
explora el impacto de perder 500 mediciones de voltaje consecutivas justo antes de la ejecución
de un módulo de pronóstico. Los resultados muestran que la incertidumbre asociada a la
pérdida de información es acotada con el método propuesto. Más aún, la incertidumbre
obtenida con el método se muestra más pequeña que la de simplemente descartar mediciones
incompletas y computar la predicción a n-pasos de la PDF a priori.
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2.1. Implementación de una Estrategia de Imputaciones
Múltiples

En [42] se propone un procedimiento detallado para la estimación y pronóstico de SoC. Sin
embargo, ¿qué pasa cuando desconexiones repentinas (o pérdida de datos) afectan el desem-
peño del sensor? Puede aparecer sesgo posiblemente en las estimaciones de SoC, afectando
profundamente la etapa completa de estimación y proveyendo de esta forma información in-
válida. En consecuencia la autonomía del sistema no podría ser garantizada de ahí en más.
En este sentido, se propone un nuevo enfoque desde la Teoría de Imputaciones Múltiples
para caracterización de incertidumbre en estimadores de SoC basados en PFs donde se pier-
den mediciones de voltaje durante periodos extensos de tiempo (teniendo en cuenta que las
mediciones de corriente de descarga se encuentran siempre disponibles).

Para la implementación de un MI PF en la estimación de SoC, se dispone de sensores
de voltaje de alta precisión y exactitud, con lo que el modelo presentado en la Sección 1.1.1
puede simplificarse de la siguiente manera:

Modelo de Transición de Estados

x1(k + 1) = x1(k) + ω1(k) (2.1)

x2(k + 1) = x2(k)− y(k) · u(k) · Ts
Ecrit

+ ω2(k) (2.2)

Modelo de Observación

y(k) = v̂(x1(k), x2(k), u(k)) + η(k) (2.3)

con

v̂(x1(k), x2(k), u(k)) = vL + (v0 − vL) · eγ·(x2(k)−1) + α · vL · (x2(k)− 1) . . .

. . .+ (1− α) · vL · (e−β − e−β·
√
x2(k))− u(k) · x1(k)

(2.4)

donde la única diferencia con el modelo presentado en la Sección 1.1.1 es que en la Ec. (2.2)
se reemplaza v̂(x1(k), x2(k), u(k)) por y(k) ya que éste último equivale a la salida del sistema,
que es adquirida por un sensor de voltaje de buena calidad en cuanto a precisión y exactitud.

El filtro de partículas con imputaciones múltiples -o MI PF- en éste caso se implementa
particularmente usando imputaciones de voltaje de una manera diferente dependiendo de en
qué etapa del procedimiento de filtrado se encuentre actualmente en aplicación, ya sea el paso
de predicción o el de actualización. Ésto se debe precisamente a que la Ec. (2.2) exhibe una
dependencia explícita de mediciones pasadas en la transición de estados, con lo que puede
concluirse que el modelo empleado no es un modelo oculto de Markov (HMM - del inglés
Hidden Markov Model) [43].

Durante el paso de predicción, y si las mediciones anteriores de voltaje fueron perdidas, el
algoritmo de imputaciones múltiples sugiere obtener muestras (denominadas imputaciones)
de voltaje desde una PDF propuesta denotada por φ. Cada una de las imputaciones definen
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Figura 2.1: El modelo implementado no corresponde a un HMM, pues la transición de los
estados depende de la salida pasada del sistema (v(k − 1) en éste caso).

una PDF a priori diferente para el siguiente instante de tiempo. Esto pues x2(k+ 1) depende
de v(k) de acuerdo a la Ec. (2.2) y a lo ilustrado en la Fig. 2.1. Sin embargo, dado que las
ecuaciones de transición de estados ubican las partículas en diferentes lugares del espacio-
estados, al aplicar la regla de Rubin [44] de teoría de imputación múltiple resulta como
consecuencia un aumento de la población de partículas. Ésta consecuencia no es directamente
una implicación de la regla de Rubin, sino que es más bien a causa de la dependencia de
distribución a priori en la medición de voltaje v(k).

La regla de Rubin sugiere que si la variable condicionante de una distribución se pierde (su
valor es desconocido), entonces dicha distribución puede ser aproximada por una apropiada
suma ponderada de distribuciones condicionadas en varios posibles valores. Éstas últimas son
las denominadas imputaciones [44].

Asumiendo que la distribución a priori es conocida y que el verdadero valor de voltaje es
conocido, entonces las imputaciones de voltaje pueden ser también consideradas en el paso
de actualización del algoritmo PF. Más aún, en ése caso las partículas resultantes (las cuales
representan la distribución a posteriori) se mantendrán en los mismos lugares dentro del
espacio-estados. Por lo tanto, el número de partículas no se ve incrementado a propósito de
aplicar la regla de Rubin [44].

Dado que las imputaciones generan un incremento en el número de partículas si es que se
ocupan durante el paso de predicción, se requiere entonces la incorporación de un paso de
reducción en el algoritmo de modo que se mantenga un número acotado de partículas a través
del tiempo; evadiendo un incremento progresivo y exponencial en la población de partículas.
De este modo, el SIR PF funciona como lo hace originalmente, especialmente después de que
las mediciones de voltaje vuelvan a estar disponibles otra vez.

En particular, el problema de reducir el número de partículas desde Np ·m a Np -donde Np

es el tamaño original de la población de partículas y m es el número de imputaciones- podría
ser resuelto con remuestreo. Sin embargo, éste tipo de técnica falla porque el algoritmo de
remuestreo tiende a retener solamente a las partículas de mayor probabilidad, con lo que se
descarta la caracterización provista por la estrategia MI que yace principalmente en las colas
de la distribución. Por lo tanto, se propone una solución subóptima. El foco principal consiste
en preservar la distribución de probabilidad descrita por Np ·m partículas usando solamente
Np de ellas. Entonces, como un intento de resolver este problema las partículas son ordenadas
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como función del SoC ({x(l)
k ,W

(l)
k }

Np·m
l=1 ) y luego divididas en grupos de m partículas. De cada

grupo se obtiene una sola partícula que resulta del promedio ponderado de las partículas del
grupo y su probabilidad se define como la suma de las probabilidades de éstas. Por lo que se
generan Np nuevas partículas como

W̄(i)
k =

m·i∑
l=m·(i−1)+1

W(l)
k (2.5)

x̄
(i)
k =

1

W̄(i)
k

·
m·i∑

l=m·(i−1)+1

W(l)
k x

(l)
k (2.6)

∀ i ∈ {1, . . . , Np}. El gran supuesto adoptado para éste paso de reducción es que la impedancia
interna permanece constante al menos mientras el SoC de la batería se encuentra por sobre
un 20 %, lo cual en la práctica lo vuelve casi independiente del valor del SoC. Por supuesto,
otros factores también pueden afectar el valor de la impedancia interna como la temperatura
de la batería, por ejemplo. De hecho, ésa es la principal razón de que éste parámetro deba
ser estimado a partir de mediciones de voltaje y de corriente de descarga. El impacto de
estos factores no es considerado en ésta versión en particular del algoritmo, pero pueden
formar parte de trabajo de investigación futuro. A pesar de que la dinámica de la impedancia
interna es afectada por diversas variables (incluyendo el SoC), todo los resultados presentados
se basan en el modelo de transición de estados descrito por las Ecs. (2.1)-(2.2).

La implementación del MI PF propuesto solamente resuelve el problema de pérdida de
observaciones de voltaje, mientras que la corriente de descarga se asume en el modelo como
una variable de entrada que es conocida en cada instante de tiempo. El modelo de imputación
adoptado es definido a través de la PDF inducida por la Ec. (2.3), proveyendo conocimien-
to a priori de la variabilidad del voltaje que es condicional a la estimación de los estados
actualmente disponible. Por lo tanto, en el caso de estimadores basados en PFs, se generan
diferentes modelos de imputación para el voltaje de la batería cuando se substituye cada
partícula de la distribución a priori en la Ec. (2.3).

Por construcción, el algoritmo propuesto muestra una fuerte dependencia -en el sentido
de su desempeño- en la calidad del modelo de observación. Sin embargo, ésta característica
incluye al mismo tiempo una fuente de información importante la cual no es tomada en
cuenta por los algoritmos de predicción a n-pasos.

Denotando los distintos conjuntos de mediciones con imputaciones como ỹj1:k = {ỹ1:k−1, y
j
k}

donde ỹ1:k = {ỹ1:k−1, y
1
k, . . . , y

m
k }, con j ∈ {1, . . . ,m}, la implementación del MI PF se resume

en el Algoritmo 2.

2.2. Resultados Experimentales

En ésta parte se aplica el algoritmo de imputaciones múltiples al caso de estimación de
SoC de baterías de ion-litio. Particularmente, se pretende que éste método mejore el modo
que el SoC es monitoreado en un BMS. Se analiza un conjunto de datos de un ciclo completo

17



Algorithm 2 Multiple Imputation Particle Filter
1. MI Importance Sampling
if yk está disponible then
• SIR PF

else
for j′ = 1, . . . ,m do
for i = 1, . . . , Np do
• Muestrear x̃(i,j′)

k ∼ π(xk|x(i)
0:k−1, ỹ

j′

k−1) y
definir x̃(i,j′)

0:k , (x
(i)
0:k−1, x̃

(i,j′)
k )

end for
end for
• Computar m imputaciones yjk ∼ φ({x̃(i,j′)

k , w
(i,j′)
k }, ηk)

y sus pesos asociados pjk.
• Reducir la población de partículas de Np ·m a Np.
x̃

(i,j)
k → x̃

(i)
k

• Definir los pesos de importancia

w
(i,j)
k = w

(i)
k−1 ·

p(yjk|x̃
(i)
k )·p(x̃(i)k |x

(i)
k−1)

π(x̃
(i)
k |x̃

(i)
0:k−1,ỹ

j
1:k)

for i = 1, . . . , Np do
• Aplicar regla de Rubin
w

(i)
k =

∑m
j=1w

(i,j)
k

end for
for i = 1, . . . , Np do
• Normalizar
W(i)

k =
w

(i)
k∑N

i=1 w
(i)
k

end for
end if

de descarga que contiene un total de 2920 muestras que fueron obtenidas con un equipo
experimental localizado en el Laboratorio de Control Avanzado I de la Universidad de Chile.
Los valores para los parámetros del modelo descrito por las Ecs. (2.1)-(2.3) son los siguientes:
α=0.0776, β=16, γ=19.6445, v0=4.12, vL=3.9773, y Ecrit=19865. Las mediciones en línea son
provistas por datos experimentales de voltaje y corriente de descarga de una celda de ion-litio
18650 con un tiempo de muestreo de Ts = 1[s]. El experimento de adquisición de datos se
diseña siguiente un perfil de corriente de descarga equivalente al del consumo de un robot
terrestre de cuatro ruedas; ver Set #1 de la Sección 3.2 en [34].

2.2.1. Impacto en la Etapa de Estimación

Para probar el algoritmo durante la etapa de estimación, se considera el caso donde se
pierde un total de 1000 mediciones de voltaje consecutivas simulando la desconexión de un
sensor. Las estimaciones son obtenidas usando 60 partículas y 10 imputaciones. El desempeño
es analizado y comparado considerando un promedio de 30 realizaciones para tres casos
diferentes: i) SIR PF con conjunto de datos completo, ii) cómputo de una predicción a 1000-
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pasos en ausencia de mediciones, y iii) MI PF con un conjunto de datos incompleto.

La PDF que es usada para muestrear imputaciones de voltaje corresponde a la distribu-
ción inducida por la Ec. (1.3), donde las partículas son obtenidas usando la distribución a
priori mostrada en las Ecs. (1.1)-(1.2). Éstas partículas, junto con 33 realizaciones del ruido
de observación η(k), son substituidas en la Ec. (1.3) para generar una distribución empí-
rica condicional a la pérdida de mediciones de voltaje. Las imputaciones son muestreadas
aleatoriamente desde la distribución antes mencionada y por lo tanto se les asigna un peso
equivalente.

Para éste caso de estudio, el SIR PF convencional se aplica en todos los casos hasta que
se empiece a producir pérdida de mediciones. El foco yace en comparar la estrategia MI con
una simple predicción a n-pasos [36] que podría ser aplicada cuando se pierden mediciones
de voltaje. Además, la estrategia MI es comparada con las estimaciones basadas en PF que
son obtenidas sin pérdida de datos. Ambas comparaciones llevan a resultados de impedancia
interna, SoC y voltaje, las cuales son expuestas en las Figs. 2.2, 2.3 y 2.4, respectivamente.
Para un mejor análisis, las mismas condiciones son adoptadas en todos los casos hasta el
instante en que empiezan a perderse datos.
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Figura 2.2: Módulo de la impedancia interna como función del SoC[ %] para una desconexión
de 1000 mediciones de voltaje consecutivas denotadas en la región definida entre ambas líneas
puntedas verticales. a) Comparación entre MI PF (línea roja) y SIR PF (línea verde) con
intervalos de confianza de un 95%. b) Comparación entre MI PF (línea roja) y predicción
a 1000-pasos (línea verde) con intervalos de confianza de un 95%. Sólo el SIR PF cuenta
con mediciones de voltaje disponibles todo el tiempo mientras que se considera que hay
pérdidas entre las líneas punteadas verticales en el resto de los casos. El tiempo de muestreo
es Ts = 1[s].

Tal como se muestra en la Fig. 2.2a, la hipótesis de un valor constante para el módu-
lo de la impedancia interna de la batería se vuelve inválido a medida que se incrementa el
número de mediciones perdidas. De hecho, las estimaciones del MI PF difieren significativa-
mente de las estimaciones computadas en base al conjunto de datos completo principalmente
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Figura 2.3: Estimación de SoC como función del tiempo[s] para una desconexión de 1000 me-
diciones de voltaje consecutivas denotadas en la región definida entre ambas líneas puntedas
verticales. a) Comparación entre MI PF (línea roja) y SIR PF (línea verde) con intervalos
de confianza de un 95%. b) Comparación entre MI PF (línea roja) y predicción a 1000-pasos
(línea verde) con intervalos de confianza de un 95%. Sólo el SIR PF cuenta con mediciones
de voltaje disponibles todo el tiempo mientras que se considera que hay pérdidas entre las
líneas punteadas verticales en el resto de los casos. El tiempo de muestreo es Ts = 1[s].

SOC [%]

Vo
lta

ge
 [V

]

020406080100
2

2.5

3

3.5

4

VMI

VSIR

(a) MI y SIR PF

SOC [%]

Vo
lta

ge
 [V

]

020406080100
2

2.5

3

3.5

4

VMI

V1000-step

(b) MI PF y Predicción

Figura 2.4: Estimación de voltaje como función del SoC[ %] para una desconexión de 1000
mediciones de voltaje consecutivas denotadas en la región definida entre ambas líneas punte-
das verticales. a) Comparación entre MI PF (línea roja) y SIR PF (línea verde) con intervalos
de confianza de un 95%. b) Comparación entre MI PF (línea roja) y predicción a 1000-pasos
(línea verde) con intervalos de confianza de un 95%. Sólo el SIR PF cuenta con mediciones
de voltaje disponibles todo el tiempo mientras que se considera que hay pérdidas entre las
líneas punteadas verticales en el resto de los casos. El tiempo de muestreo es Ts = 1[s].
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debido a dicha hipótesis. Adicionalmente, la Fig. 2.2b muestra que las estimaciones del MI
PF son similares, en términos de valores esperados, a los generados usando una predicción a
1000-pasos. Por ende, la principal diferencia entre éstos dos métodos, en términos de carac-
terización de incertidumbre, se deben a las hipótesis asociadas con la evolución del primer
estado. La estrategia enfocada en el cómputo de la predicción a 1000-pasos usa la Ec. (1.1)
para la transición del primer estado, la cual no representa la dinámica verdadera del proceso
sino más bien corresponde a un proceso de aprendizaje llamado evolución artificial [42]; ver
Sección 1.4. Si la PDF a priori es caracterizada usando solo el concepto de evolución arti-
ficial, la incertidumbre se incrementa durante el transcurso del tiempo incluso recolectando
información parcial a través de sensores activos. A pesar de que en éste caso se asume un solo
sensor de voltaje para el pack de celdas completo, el potencial de una estrategia MI PF que no
depende solamente del modelo de evolución artificial se vuelve más evidente en el caso en que
se adquiere información parcial desde otros sensores; los cuales podrían proveer, por ejemplo,
información a nivel de celdas de una batería. A pesar de éste hecho, la principal característica
del MI PF propuesto es asegurar una caracterización robusta y acotada de la incertidumbre
asociada con el SoC, la cual puede ser visualizada en la Fig. 2.3. La Fig. 2.3a muestra cómo
la incertidumbre del MI PF se sobrelapa a la provista por el SIR PF, mientras que en la Fig.
2.3b la incertidumbre asociada al MI PF sobrelapa a penas a la characterización provista
por la predicción a 1000-pasos. Es interesante notar que la estrategia MI evade el uso de una
etapa de remuestreo, generando similares resultados al de una predicción a varios pasos. No
obstante, cuando las mediciones de voltaje dejan de perderse, se incorpora un sesgo en ambos
casos (MI PF y la predicción a 1000-pasos). Este problema es generado por la hipótesis de
que la impedancia interna de la batería permanece constante, lo cual introduce un sesgo que
afecta a la estimación del SoC como un intento de corregir el primer estado.

Las diferencias que priman entre el MI PF y la predicción a n-pasos son en términos de
la manera en la cual se toma en cuenta la incertidumbre. Por una parte, el método de la
predicción a n-pasos [36] usa el modelo de transición de estados para reubicar las partículas,
reemplazando los datos perdidos con la esperanza del modelo de observación, y despreciando
el ruido de medición. Se realiza un paso de regularización de modo que las pertículas tienen
pesos equivalentes. Éstos procedimientos son repetidos a lo largo del horizonte de predicción
completo.

Por otro lado, la implementación propuesta del MI PF incorpora la incertidumbre que se
relaciona con el sistema de medición mismo, simulando la convolución con ruido de medición
típico mediante muestreo. La importancia subyacente de generar una caracterización de in-
certidumbre realista durante el proceso de estimación es que el algoritmo provee condiciones
apropiadas para una posible etapa de pronóstico.

En el caso de estimaciones de voltaje, los resultados se muestran en la Fig. 2.4. Puede
notarse en la Fig. 2.4a que se adhiere un pequeño sesgo a la distribución del voltaje cuando
se usa MI PF, principalmente por el sesgo asociado a la estimación de la impedancia interna.
El uso de unas pocas imputaciones (10 en este caso de estudio) provee una caracterización
razonable de la variabilidad de la salida al generar una aproximación robusta de las esta-
dísticas verdaderas incluso cuando los datos son parcialmente perdidos. El sesgo permanece
despreciable considerando que el total de datos perdidos alcanza los 1000. Sin embargo, la
Fig. 2.4b muestra que la predicción a 1000-pasos comparte dicho comportamiento al describir
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curvas prácticamente idénticas.

2.2.2. Impacto en la Etapa de Pronóstico

Anteriormente se analiza el efecto de perder datos consecutivos en una ventana de 1000
muestras durante la etapa de estimación. También se analiza el problema que surge de ésta
situación, dando lugar a estimaciones sesgadas y, por lo tanto, que carecen de caracterización
de incertidumbre en algunos casos. Pero, ¿qué tal si en vez de continuar en estimación luego
de la pérdida de datos, se ejecuta una rutina de pronóstico?

Cuando se involucran sistemas de información o de toma de decisiones, el conocimiento
sobre el comportamiento futuro del sistema juega un rol fundamental para planear estrategias
de control que aseguren un óptimo uso de los recursos disponibles. En ésta parte se expone el
desempeño de una rutina de pronóstico descrita en [42] para estimación de SoC de baterías de
ion-litio teniéndo una pérdida de 500 mediciones de voltaje justo antes de que sea ejecutada
una rutina de pronóstico.

Para probar el algoritmo durante la etapa de pronóstico se considera una pérdida de 500
mediciones de voltaje consecutivas justo antes de que la etapa de estimación finalice. Los
resultados que se muestran en las Figs. 2.5, 2.6 y 2.7.
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Figura 2.5: Estimación y pronóstico del módulo de la impedancia interna como función del
SoC[ %] para una desconexión de 500 mediciones de voltaje consecutivas denotadas en la
región definida entre ambas líneas puntedas verticales. a) Comparación entre MI PF (línea
roja) y SIR PF (línea verde) con intervalos de confianza de un 95%. b) Comparación entre
MI PF (línea roja) y predicción a 500-pasos (línea verde) con intervalos de confianza de un
95%. Sólo el SIR PF cuenta con mediciones de voltaje disponibles todo el tiempo mientras
que se considera que hay pérdidas entre las líneas punteadas verticales en el resto de los casos.
El tiempo de muestreo es Ts = 1[s].
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Figura 2.6: Estimación y pronóstico del SoC como función del tiempo[s] para una desconexión
de 500 mediciones de voltaje consecutivas denotadas en la región definida entre ambas líneas
puntedas verticales. a) Comparación entre MI PF (línea roja) y SIR PF (línea verde) con
intervalos de confianza de un 95%. b) Comparación entre MI PF (línea roja) y predicción
a 500-pasos (línea verde) con intervalos de confianza de un 95%. Sólo el SIR PF cuenta
con mediciones de voltaje disponibles todo el tiempo mientras que se considera que hay
pérdidas entre las líneas punteadas verticales en el resto de los casos. El tiempo de muestreo
es Ts = 1[s].

Los resultados se obtienen con el uso de 60 partículas y 10 imputaciones, al igual que el
estudio del impacto en la etapa de estimación mostrado con anterioridad. El desempeño es
analizado considerando un promedio de 30 relizaciones en tres casos diferentes: i) SIR PF
con conjunto de datos completo, ii) cómputo de una predicción a 1000-pasos en ausencia
de mediciones, y iii) MI PF con un conjunto de datos incompleto. Cada realización incluye
a su vez el desempeño promedio de 30 realizaciones de pronóstico con el objetivo de tener
resultados lo más cercanos a los esperados.

Cuando se ejecuta el módulo de pronóstico, la corriente de descarga verdadera es desco-
nocida y, por ende, se simula usando cadenas de Markov que ayudan a caracterizar el perfil
de uso pasado de la batería para simular el futuro. Por esta razón, se requieren muchas rea-
lizaciones de la cadena de Markov antes de pronosticar adecuadamente el tiempo de EoD.
Más información sobre éste tópico en particular se puede hallar en [42, 34].

La Figura 2.5 muestra el efecto de la pérdida de mediciones en los resultados de pro-
nóstico para el caso del estado relacionado a la impedancia interna de la batería. Como es
mencionado antes, el uso de evolución artificial en el modelo de transición de estados fuerza
a la esperanza de la distribución predicha a permanecer constante, aunque su incertidumbre
crece continuamente a lo largo del tiempo. El caso del segundo estado es diferente, el cual está
asociado con el SoC de la batería; ver Fig. 2.6. Aunque cuando se comparan los resultados del
SIR PF con los del MI PF (ver Fig. 2.6a) en términos de la esperanza de la PDF predicha,
éstos resultados solo ofrecen diferencias menores, hay muy ligeras dismilitudes en términos
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Figura 2.7: Estimación y pronóstico de voltaje como función del SoC[ %] para una desconexión
de 500 mediciones de voltaje consecutivas denotadas en la región definida entre ambas líneas
puntedas verticales. a) Comparación entre MI PF (línea roja) y SIR PF (línea verde) con
intervalos de confianza de un 95%. b) Comparación entre MI PF (línea roja) y predicción
a 500-pasos (línea verde) con intervalos de confianza de un 95%. Sólo el SIR PF cuenta
con mediciones de voltaje disponibles todo el tiempo mientras que se considera que hay
pérdidas entre las líneas punteadas verticales en el resto de los casos. El tiempo de muestreo
es Ts = 1[s].

del tamaño de los intervalos de confianza que son construídas desde las distribuciones predi-
chas para el SoC. Éstas ligeras diferencias son las consecuencias de haber perdido datos antes
de ejecutar la rutina de pronóstico. Se pueden obtener conclusiones similares analizando la
predicción del voltaje de la batería; ver Fig. 2.7. En este sentido es importante notar que el
método propuesto no afecta negativamente la precisión de las predicciones. Mas aún, en cosas
donde la evolución de uno de los estados se basa en el concepto de evolución artificial (el cual
es muy útil para aprender los verdaderos valores de un modelo paramétrico, pero impreciso
para describir su evolución futura), ayuda a acotar la incertidumbre asociada a predicciones
a largo plazo, mejorando la precisión de resultados de pronóstico. f
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Capítulo 3

Nueva Definición de Probabilidad de
Falla en el Contexto de Monitoreo en
Línea

A pesar de que en general los esquemas de monitoreo en tiempo real pueden proveer
información sobre la condición del sistema a través de la estimación de variables críticas para
éste, es natural que se busque encontrar una caracterización de la evolución futura del sistema
una vez se detecte una falla. Este conocimiento facilita los procesos de toma de decisiones,
generando resultados más confiables y permitiendo tomar medidas que apunten a prolongar
lo más posible la vida útil del sistema, encapsulada bajo el concepto de vida útil remanente
(RUL - del inglés Remaining Useful Life) o, alternativamente, el término de vida (EoL - del
inglés End-of-Life) [53]; los que se relacionan de la siguiente manera:

RUL = EoL− kp (3.1)

donde se asume que el sistema en cuestión se encuentra saludable al menos hasta el instante
kp-ésimo, instante en el cual comienzan a ejecutarse rutinas de pronóstico. Sin embargo, en
vez de hablar sobre RUL o EoL los cuales son conceptos relacionados más bien a problemas
de degradación, se usa el concepto de tiempo de falla (ToF - del inglés Time-of-Failure) que
representa el instante de tiempo donde toma lugar una falla catastrófica. El concepto de ToF
es más general y apropiado para un espectro más amplio de aplicaciones.

La estimación del ToF es súmamente relevante debido a que provee información sobre
la continuidad de la operabilidad de un sistema, es decir, permite saber por cuánto tiempo
más puede operar el sistema antes de incurrir en algún tipo de falla que dependiendo de la
aplicación puede resultar ser catastrófica. Dada la complejidad de los sistemas industriales,
en general no es posible calcular el ToF con precisión infinita, y por lo tanto es relevante
caracterizar la incertidumbre asociada a las estimaciones del ToF. De acuerdo a [47], los
métodos para predicción del ToF se pueden clasificar en general en dos: los que son en línea
y los fuera de línea. Los métodos fuera de línea típicamente hacen uso de algoritmos compu-
tacionalmente caros que ofrecen resultados exactos (o precisos). En contraste, los métodos
en línea deberían ofrecer un delicado balance entre eficiencia y eficacia. En [47] se mencio-
nan algunos ejemplos para metodologías fuera de línea para caracterizar la incertidumbre en
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análisis de quebraduras [48, 49], pronóstico de daño de estructuras [17, 5], electrónica [20], y
rodamientos mecánicos [28]. Ejemplos de implementación de pronóstico en línea y esquemas
de estimación de RUL pueden encontrarse en [15]. También varios esfuerzos han apuntado
a cuantificar incertidumbre asociada con estimación de RUL (o ToF) para los problemas de
autonomía energética y degradación de capacidad de baterías de ion-litio [39, 45, 36, 35, 42]
y válvulas neumáticas [8]. Metodologías inspiradas en técnicas eficientes de muestreo [9] y
métodos analíticos [46] también han sido explorados recientemente.

Los algoritmos de pronóstico basados en PFs usan aproximaciones de la verdadera PDF
del vector de estados basándose en distribuciones empíricas; es decir, aproximaciones para
la PDF de los estados de un sistema mediante una colección de muestras asociadas a un
peso cada una. Específicamente, en [39, 35, 42] el ToF se computa usando un conjunto de Np

partículas (cada partícula es una dupla estado-peso {x(i)
k ,W

(i)
k }) tales que

P(ToF = k) =

Np∑
i=1

W
(i)
k p(failure|X = x

(i)
k ) (3.2)

donde p(failure|X) corresponde a la probabilidad de falla catastrófica del sistema, condicio-
nal al valor del vector de estados x ∈ <nx (valor de “dimensión de la falla” bajo el concepto
de hazard zone [51, 53]). De hecho, la Ec. (3.2) es un caso particular de

P(ToF = k) =

∫
<nx

p(failure|xk)p(xk|y1:kp)dxk (3.3)

donde la distribución de probabilidad del estado, condicional a mediciones y1:kp , es aproxi-
mada por: p(xk|y1:kp) ≈

∑Np

i=1 W
(i)
k δ

x
(i)
k

(xk).

Es importante mencionar que para el caso de sistemas dotados de variables críticas que ca-
racterizan su salud (típicamente funciones monótonas de la severidad de la falla), la medida de
probabilidad mostrada con anterioridad en las Ecs. (3.2) y (3.3) ha sido mal interpretada co-
mo una Cumulative Mass Function (CMF). Lo último debido muy posiblemente a que cuando
las variables críticas son monótonas, la medida de probabilidad se muestra quasi-monótona;
creciente partiendo en cero y alcanzando su máximo valor en uno. Ésta interpretación por
ende se limita sólo al caso de sistemas estrictamente degenerativos; es decir, sistemas cuyo
indicador de salud evoluciona de forma monótona (creciente o decreciente). Sin embargo en el
caso general, como la medida de probabilidad para el ToF está definida en instantes discretos,
ésta debe ser reinterpretada como una Probability Mass Function (PMF).

3.1. Formalización Matemática

Para poder interpretar correctamente la forma en que se mide la incertidumbre en cuan-
to a las probabilidades de fallar de los sistemas, en el contexto de monitoreo en línea, es
primero necesario identificar correctamente los elementos clave que permiten la apropiada
caracterización de la medida de probabilidad.

Un evento catastrófico, o falla, puede ser entendido como un proceso estocástico de Ber-
noulli no estacionario; es decir, cuyas probabilidades varían conforme evoluciona el sistema.

26



Denotando por Fk yHk la falla y la buena salud del sistema (en el k-ésimo instante de tiempo)
respectivamente, es posible definir un espacio de probabilidad (Ωfail,Bfail,Pfail) donde

- Ωfail = {(Hkp ,Hkp+1, . . . ,Hk−1,Fk), k ∈ N} es el espacio muestral que determina todos
los posibles resultados durante experimentos, los cuales corresponden a todas las po-
sibles secuencias tales que el sistema permanece saludable salvo en el último instante
“k”, que es donde falla,

- Bfail ⊆ 2Ωfail es una σ-álgebra,

- Pfail es una función que asigna una medida de probabilidad a cada evento posible, que
es elemento de la σ-álgebra Bfail.

Teniendo en cuenta lo anterior, se persigue caracterizar la probabilidad de falla en un
instante k-ésimo. En efecto, denotando Hkp:k = (Hkp ,Hkp+1, . . . ,Hk), y de acuerdo a la
definición de probabilidad condicional, se obtiene que

P(Fk) =
P(Fk,Hkp:k−1)

P(Hkp:k−1|Fk)
(3.4)

Puesto que P(Hkp:k−1|Fk) es la probabilidad de que el sistema haya estado saludable hasta
antes de la falla. Es directo notar que P(Hkp:k−1|Fk) = 1, pues el sistema puede solo fallar
una vez (en el instante k).

Aplicando la definición de probabilidad conjunta, la Ec. (3.4) puede ser reescrita como

P(Fk) = P(Fk|Hkp:k−1)P(Hkp:k−1) (3.5)

Considerando que P(Fk) es la probabilidad de que el sistema falle en el instante k-ésimo,
se tiene lo siquiente:

. P(Fk|Hkp:k−1) corresponde a la medida de probabilidad de falla actualmente utilizada
en la literatura, descrita en la Ec. (3.3). Esto es

P(Fk|Hkp:k−1) =

∫
<nx

p(failure|xk)p(xk|y1:kp)dxk (3.6)

Los algoritmos de pronóstico actualmente empleados en el contexto de monitoreo en
línea caracterizan p(xk|y1:kp) mediante la propagación de la incertidumbre a instantes
futuros sin considerar ninguna condicionante más que la dinámica del estado. Al propa-
gar incertidumbre de un instante a otro futuro, se asume implícitamente que el sistema
se encuentra saludable en el instante previo.

Es importante mencionar que P(Fk|Hkp:k−1) puede interpretarse como la esperanza de
p(failure|xk) con respecto a la medida de probabilidad p(xk|y1:kp).

. P(Hkp:k−1) es la probabilidad de que el sistema se encuentre saludable hasta el instante
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(k − 1)-ésimo. En consecuencia,

P(Hkp:k−1) = P(Hk−1|Hkp:k−2)P(Hkp:k−2)

= P(Hk−1|Hkp:k−2)P(Hk−2|Hkp:k−3)P(Hkp:k−3)

...

=
k−1∏
j=kp

P(Hj|Hkp:j−1) (3.7)

Luego como P(Hj|Hkp:j−1) = 1 − P(Fj|Hkp:j−1) y como el proceso estocástico es de
Bernoulli, sigue que

P(Hkp:k−1) =
k−1∏
j=kp

(
1− P(Fj|Hkp:j−1)

)
(3.8)

=
k−1∏
j=kp

(
1−

∫
<nx

p(failure|xj)p(xj|y1:kp)dxj

)
(3.9)

En síntesis, la probabilidad de falla descrita en la Ec. (3.5) queda definida como el producto
entre P(Fk|Hkp:k−1) y P(Hkp:k−1), donde el primer término corresponde a la verosimilitud de
fallar en el instante k-ésimo (asumiendo que el sistema estuvo saludable en todos los instantes
anteriores). El segundo término indica la probabilidad de que el sistema se haya encontrado
saludable en todos los instantes hasta el (k − 1)-ésimo.

Una observación importante es que P(Fk|Hkp:k−1)|k=kp = 0, pues el sistema se asume
saludable en el instante kp. Consecuentemente, es directo notar que P(Hkp:k−1)|k=kp = 1.

Por completitud, se muestra que la medida de probabilidad P(Fk) propuesta en la Ec.
(3.5), efectivamente cumple con las propiedades de una medida de probabilidad, como una
función del tiempo. Como primer paso, se demuestra el siguiente lema.

Lema 3.1 Si P(Hkp:k) =
∏k

j=kp

(
1− P(Fj|Hkp:j−1)

)
, entonces

n∑
k=kp

P(Fk|Hkp:k−1)P(Hkp:k−1) = 1− P(Hkp:n) (3.10)
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Demostración. Notando que

P(Hkp:k) =
k∏

j=kp

(
1− P(Fj|Hkp:j−1)

)
⇔ P(Hkp:k) =

(
1− P(Fk|Hkp:k−1)

)
P(Hkp:k−1)

⇔ P(Fk|Hkp:k−1)P(Hkp:k−1) = P(Hkp:k−1)− P(Hkp:k)

⇒
n∑

k=kp

P(Fk|Hkp:k−1)P(Hkp:k−1) =
n∑

k=kp

P(Hkp:k−1)− P(Hkp:k)

⇔
n∑

k=kp

P(Fk|Hkp:k−1)P(Hkp:k−1) = P(Hkp)− P(Hkp:n)

P(Hkp) = 1, debido a que se sabe de antemano que el sistema se encuentra saludable al
momento de realizar pronóstico. Sigue que

⇒
n∑

k=kp

P(Fk|Hkp:k−1)P(Hkp:k−1) = 1− P(Hkp:n)

Ahora se muestra que la medida de probabilidad P(Fk) está bien definida.

Teorema 3.2 Considerando la definición de P(Fk) expuesta en la Ec. (3.5), se cumple que

1. 0 ≤ P(Fk) ≤ 1, ∀k ∈ N

2. P(Fk) = 0, ∀k ≤ kp

3. {P(Fk)}k∈N ∈ `1. Más aún,
∑∞

k=−∞P(Fk) = 1 si que se falla en tiempo finito o si es
que el soporte de la PDF de los estados del sistema tiene intersección no vacía con la
hazard zone hasta el infinito.

Demostración.

1. Sigue de la Ley de Probabilidades Totales.

2. Se desprende del hecho que los algoritmos de pronóstico de fallas solamente proveen
información útl cuando son utilizados para predecir tiempo de falla (y por ende, se
asume que el sistema no ha fallado todavía). Si ya ha ocurrido una falla catastrófica en
el sistema, entonces el pronóstico de la falla se convertiría en un problema mal definido.

3. Dado que
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∞∑
k=−∞

|P(Fk)|
(Teorema 3.2.1)

=
∞∑

k=−∞

P(Fk)

(Teorema 3.2.2)
=

∞∑
k=kp

P(Fk)

=
∞∑

k=kp

P(Fk|Hkp:k−1)P(Hkp:k−1)

= ĺım
n→∞

n∑
k=kp

P(Fk|Hkp:k−1)P(Hkp:k−1)

(Lema 3.1)
= 1− ĺım

n→∞
P(Hkp:n)

Luego {P(Fk)}k∈N ∈ `1 pues P(Hkp:n) ≤ 1, ∀n ≥ kp. Finalmente, considerando que
existe un n ∈ N grande tal que asegure que el soporte de p(xk|y1:kp) se intersecte con el
soporte de p(failure|xk) por un periodo de tiempo suficientemente extenso, sigue que

ĺım
n→∞

P(Hkp:n) = 0

La ecuación anterior se cumple trivialmente cuando el RUL del sistema es acotado en
el tiempo, un hecho que puede ser asumido con seguridad para todos los propósitos
prácticos.

En el caso de sistemas degenerativos; es decir, aquellos cuya salud decrece monótonamen-
te conforme transcurre el tiempo (sin presentar fenómenos de regeneración), se espera que
presenten falla en un periodo finito de tiempo. Incluso en casos donde el sistema puediese
permanecer saludable por un largo periodo de tiempo, por ejemplo cuando exhibe fenómenos
regenerativos, la probabilidad de fallar luego de una gran cantidad de tiempo debería ser
cercana a cero. De hecho,

ĺım
k→∞
P(Fk) = ĺım

k→∞
P(Fk|Hkp:k−1)P(Hkp:k−1)

= ĺım
k→∞
P(Fk|Hkp:k−1)

k−1∏
j=kp

P(Hj|Hkp:j−1)

= ĺım
k→∞
P(Fk|Hkp:k−1)︸ ︷︷ ︸

≤1

k−1∏
j=kp

(
1− P(Fj|Hkp:j−1)

)

≤ ĺım
k→∞

k−1∏
j=kp

(
1− P(Fj|Hkp:j−1)

)
≤ ĺım

k→∞

(
máx

kp≤j≤k−1

(
1− P(Fj|Hkp:j−1)

)
︸ ︷︷ ︸

<1, pues no falla en tiempo finito

)k−kp
= 0
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Capítulo 4

Pronóstico de Fallas Basado en Filtro de
Partículas y el Uso de Sigma-Points

Uno de los aspectos más críticos a considerar en la elaboración de procesos de toma de
decisiones es la manera en la cual se cuantifica tanto la incertidumbre como el riesgo. Éste
último, debido al impacto que las fuentes de incertidumbre puedan tener en los costos finales
asociados a cada alternativa; costos que en algunos casos están fuertemente relacionados a la
continuidad operacional de procesos industriales. En este sentido, variadas técnicas intentan
abordar este problema de caracterización de incertidumbre desde distintos puntos de vista.
Algunos métodos siguen enfoques epistémicos o basados en posibilidad, tales como la lógica
difusa o la teoría de la evidencia [13, 52, 57, 58]. No obstante, la mayoría de los investigadores
han preferido métodos basados en probabilidades para la implementación de algoritmos de
pronóstico de fallas en tiempo-real [29], principalmente porque la forma en que se abordan los
problemas desde esta perspectiva permite incluir una noción de incertidumbre naturalmente
bajo una bien conocida y aceptada formalización matemática.

En el contexto de teoría de probabilidad, los enfoques Bayesianos [11] se alzan como una
opción ideal para la mayoría de los sistemas de aprendizaje en línea, pues permiten la im-
plementación de algoritmos de filtrado estadístico (también conocidos como procesadores
Bayesianos) que permiten la caracterización de incertidumbre en procesos dinámicos no li-
neales. Esta tarea es realizada mediante el cómputo de estimaciones a posteriori del vector
de estados, donde tanto la información a priori (provista por el modelo del sistema) y las
mediciones (adquiridas en tiempo-real) son usadas eficientemente. En pronóstico de fallas,
estos estados típicamente corresponden a variables críticas cuya evolución futura a lo largo
del tiempo puede afectar significativamente la salud del sistema, por lo que esto podría con-
ducir a una condición de falla. Sin embargo, a excepción de un número reducido de casos,
no es factible obtener una solución analítica para el problema de filtrado. Una solución bien
conocida para sistemas lineales Gaussianos es el filtro de Kalman (KF - del inglés Kalman
Filter) [25, 16], el cual provee un estimador óptimo en el sentido que minimiza el error me-
dio cuadrático. Aunque algunos sistemas no lineales pueden ser aproximados por versiones
linealizadas en torno a ciertas regiones de operación, las implementaciones del KF son en
general subóptimas en la práctica. Más aún, la incertidumbre subyacente puede poseer una
PDF distinta de la clásica distribución Gaussiana. En este sentido, los métodos SMC, a.k.a.
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PFs [11], proveen una solución interesante al problema de filtrado estadístico en sistemas
no lineales y no Gaussianos. Los PFs aproximan la PDF subyacente del estado del sistema
mediante un conjunto de muestras asociadas a pesos, las cuales van siendo actualizadas re-
cursivamente a medida que se van registrando mediciones, lo cual permite ir generando a su
vez una distribución empírica desde la cual es posible realizar inferencia estadística.

Aunque los PFs permiten caracterizar incertidumbre asociada al vector de estados en
el problema de filtrado, el interés en pronóstico se enfoca en describir apropiadamente la
evolución futura de la incertidumbre [15], todo para poder tomar medidas preventivas y
evitar eventos catastróficos [39]. La simulación de Monte Carlo (MC) [32] ofrece una solución
a este problema, incluso aunque el costo computacional asociado complica la implementación
en tiempo-real de esquemas de pronóstico basados en MC. La comunidad de Prognostics
and Health Management (PHM) ha escogido a los algoritmos basados en PFs [37] como los
algoritmos de facto del estado-del-arte en esta materia, pues ofrecen una alternativa eficiente
frente a la simulación de MC en la implementación de esquemas de pronóstico en tiempo-real.

Hasta el momento en la literatura el algoritmo de pronóstico basado en PFs que se ha ido
consolidando es el desarrollado en [39]; teniéndo diversas aplicaciones [10] como predicción
del crecimiento de fallas o de daños a lo largo del tiempo [61], circuitos electrónicos analógicos
[50], diseño de componentes [22], predicción de fallas de máquinas eléctricas [56], y pronóstico
de SoC y SoH de baterías de ion-litio [36, 35, 42, 2]. Sin embargo, éste algoritmo no contempla
caracterizaciones de entradas exógenas que puedan incidir en las predicciones, y adicional-
mente opera con un número fijo de partículas de igual peso que se ubican aleatoriamente
en el espacio-estados cuyo número puede ser insuficiente para caracterizar apropiadamente
PDFs futuras de los estados, en especial sus colas. Éstos antecedentes son los que motivan a
desarrollar nuevos algoritmos de pronóstico como el presentado en éste capítulo para presen-
tar metodologías alternativas que puedan mejorar algunos de los aspectos ya mencionados u
otros.

A continuación se presenta uno de los métodos propuestos en esta Tesis para la caracte-
rización probabilista de la incertidumbre asociada con la evolución futura en el tiempo de
sistems dinámicos no lineales, dentro de un marco de trabajo definido como problema de
pronóstico. El método que se propone busca mejorar los esquemas de pronóstico basados en
PFs hasta la fecha conocidos al caracterizar de una manera más apropiada las colas de la
PDF asociada al vector de estados del sistema en cuestión y, de esta manera, mejorar también
la PMF del ToF de éste mediante la propagación consecutiva de sigma-points [23, 24, 18]
(un conjunto de puntos definidos determinísticamente asociados a pesos, que preservan los
primeros dos momentos de una PDF) y el cómputo de GMMs. Para evaluar el desempeño del
algoritmo propuesto se realiza una comparación de la predicción de ToF entre una solución
analítica aproximada y el algoritmo mismo, considerando distintas condiciones y con una
gran cantidad de realizaciones. Todo esto se realiza en el contexto de predicción del SoC de
baterías de ion-litio.
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4.1. Propagación de Incertidumbre Mediante Sigma-Points

El método supone una representación en espacio-estados del sistema:

xk+1 = f(xk, uk, ωk) (4.1)
yk = g(xk, uk, ηk) (4.2)

donde xk ∈ <n es el vector de estados, uk ∈ <m es una entrada exógena, yk ∈ <p es la salida,
ωk ∈ <n y ηk ∈ <q son vectores aleatorios correspondientes al ruido de proceso y observación,
respectivamente, y f(·) y g(·) son funciones no lineales de variable real. Los requerimientos
considerados en el diseño del algoritmo de pronóstico propuesto son:

i) Aplicable a sistemas no lineales.
ii) Bajo costo computacional para aplicaciones en tiempo-real.
iii) Garantizar cierta noción de invarianza en las aproximaciones.
iv) Considerar entradas exógenas.

Dado que los PFs son la herramienta de facto del estado-del-arte para inferencia estadís-
tica [37] en filtrado estadístico no lineal, el algoritmo que se propone cumple con el primer
requerimiento al tomar las muestras asociadas a pesos (parículas) de PFs como entrada para
la rutina de pronóstico. Como la propagación de incertidumbre a lo largo del tiempo podría
general PDFs complejas, tanto el segundo como el tercer requerimiento son difíciles de al-
canzar. La cuarta condición permite incluir diferentes posibles escenarios para la operación
futura del sistema cuando se computan los resultados de pronóstico.

Los algoritmos de pronóstico deben ser capaces de caracterizar la evolución futura de la
incertidumbre asociada al vector de estados, solamente utilizando información recolectada
desde las salidas de los sistemas hasta el tiempo presente. Si se asume la entrada exógena
como conocida, o al menos caracterizada probabilísticamente, el problema de propagación de
incertidumbre debería poder ser resuelto, en teoría, a través de la aplicación sistemática de
la Ec. (4.1) de transición de estados. Sin embargo, el cómputo en tiempo-real de la PDF para
la predicción de estados requiere esfuerzos computacionales significativos cuando se lidia con
sistemas no lineales y no Gaussianos. Para resolver esta problemática, el enfoque propone una
aproximación de la PDF futura propagando consecutivamente sigma-points y computando
también GMMs. El procedimiento se describe a continuación.

Para motivar la intuición y sólo con fines ilustrativos, consideremos que el sistema posee
ruido Gaussiano aditivo

xk+1 = f(xk, uk) + ωk (4.3)
yk = g(xk, uk, ηk) (4.4)

Se supone que la etapa estimación basada en PF ha procesado información hasta el instante
kp, que es el tiempo de pronóstico; proveyendo una distribución a posteriori empírica para los
estados del sistema a través de un conjunto de duplas que corresponden a muestras asociadas
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a pesos (partículas) {x(i)
kp
,W

(i)
kp
}Np

i=1 denotada por

p(xkp|y1:kp) ≈
Np∑
i=1

W
(i)
kp
δ
x
(i)
kp

(xkp) (4.5)

Se asume también que la PDF del ruido de proceso ωk puede caracterizarse (o aproximarse)
por una GMM:

ωk ∼
Nc∑
l=1

γ
(l)
k N (µ

(l)
k ,Σ

(l)
k ) (4.6)

con γ(l)
k > 0, µ(l)

k y Σ
(l)
k el l-ésimo peso, vector media y matriz de covarianza, respectivamente,

cumpliéndose
∑Nc

l=1 γ
(l)
k = 1. Luego, aplicando la Ec. (4.3) a la Ec. (4.5), la PDF a priori

puede ser aproximada como

p(xkp+1|y1:kp) ≈
( Np∑

i=1

W
(i)
kp+1δf(x

(i)
kp

)
(xkp+1)

)
⊗ ωkp (4.7)

Por lo tanto p(xkp+1|y1:kp) es aproximada por la convolución (denotada por el operador
⊗) entre una PMF (definida por partículas {f(x

(i)
kp

),W
(i)
kp+1}

Np

i=1) y una PDF continua de ωk.
Notar que el modelo de transición de estados es usado para reubicar las posiciones de las
partículas en el espacio-estados mientras que W (i)

kp+1 = W
(i)
kp
, debido a que el incremento de

la incertidumbre relacionado con la predicción a un paso es modelado por la convolución con
el ruido de proceso.

Ya que la PDF del ruido de proceso es una GMM, la Ec. (4.7) puede ser reescrita como:

p(xkp+1|y1:kp) ≈
Np∑
i=1

W
(i)
kp+1

Nc∑
l=1

γ
(l)
kp
N (xkp+1;µ

(l)
kp

+ f(x
(i)
kp

),Σ
(l)
kp

) (4.8)

La Ec. (4.8) provee una representación continua para la PDF del vector de estados en
el instante de tiempo kp + 1. Desafortunadamente, éste resultado no puede ser extendido
más allá de ése instante en particular, pues f(·) es una función no lineal y entonces la
PDF predicha para el instante de tiempo kp + 2 ni siquiera sería una GMM en general.
Además, en la mayoría de los casos, las PDFs futuras más allá del tiempo kp + 2 generan
distribuciones insolubles computacionalmente para aplicaciones en tiempo-real, debido a que
no hay expresiones analíticas para ellas, haciendo difícil llevar a cabo inferencia estadística.
Inspirado en la idea de MC, una alternativa para resolver ésta problemática sería representar
N (xkp+1;µ

(l)
kp

+f(x
(i)
kp

),Σ
(l)
kp

) por un conjunto de muestras asociadas a pesos. No obstante, ésta
opción inevitablemente daría lugar a un incremento exponencial en el número de muestras a
medida que continúa el procedimiento de pronóstico.

El siguiente algoritmo que se describe en cuatro pasos y que se inspira en otro algoritmo
denominado Unscented Transform Approximation Clustering (UTAC) [18], apunta a superar
estas dificultades, proponiendo un procedimiento que puede ser implementado en tiempo-real.
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Ayuda a generar versiones aproximadas de la PDF del estado en tiempos futuros k > kp,
basándose en el hecho que la etapa de filtrado es resuelta mediante una implementación de
PF (es decir, se utiliza una PMF basada en PF; ver Ec. 1.7, es entrada o condición inicial
para la etapa de pronóstico). Se supone que la etapa de estimación finaliza en el instante de
tiempo kp, momento en el cual el algoritmo de pronóstico es ejecutado.

• Paso 1: Transición de Estados con Sigma-Points

Se aproxima la PDF del ruido de proceso ωk ∼
∑Nc

l=1 γ
(l)
k N (µ

(l)
k ,Σ

(l)
k ) por una suma ponde-

rada de Delta-dirac al representar cada componente de la GMM por un conjunto de sigma-
points. En efecto, considerando que las componentes de la GMM se indexan con l y los
sigma-points se indexan con j

Nc∑
l=1

γ
(l)
k N (xk;µ

(l)
k ,Σ

(l)
k ) ≈

Nc∑
l=1

2nx+1∑
j=1

γ
(l)
k W

(l,j)
k δX (l,j)

k
(xk) (4.9)

donde {X (l,j)
k ,W(l,j)

k } es el conjunto de sigma-points con l = 1, . . . , Nn y j = 0, . . . , 2nx. Así,
ahora es posible representar el ruido de proceso mediante realizaciones fijadas determinísti-
camente a través de la asociación de pesos, que da lugar al conjunto {X (l,j)

k , γ
(l)
k W

(l,j)
k }.

Considerando una población de Nk partículas para el k-ésimo instante de pronóstico, se
aplica la transición de estado a cada de ellas con lo que se genera una distribución a priori

p(xk|y1:kp) ≈
NkNc(2nx+1)∑

i∗=1

W̃
(i∗)
k δ

x̃
(i∗)
k

(xk) (4.10)

con

x̃
(i∗)
k = f(x

(i)
k−1, uk−1,X (l,j)

k−1 ) (4.11)

W̃
(i∗)
k = W

(i)
k−1γ

(l)
k−1W

(l,j)
k−1 (4.12)

donde i∗ = i∗(i, j, l). Es decir, a cada i∗ se le asigna una única combinación de i, j y l. Por
ende, como i = 1, . . . , Nk, se tiene entonces que i∗ = 1, . . . , Nk ·Nc · (2nx + 1).

• Paso 2: Ajustar una GMM

Considerando que la representación empírica computada en el Paso 1 incorpora la incer-
tidumbre con un incremento en la población de partículas, se aplica el algoritmo WEM (ver
Sección 1.6) para ajustar una GMM de Mk ∈ N componentes, denotada por GMMk.

GMMk(xk) =

Mk∑
j∗=1

α
(j∗)
WEMk

N (xk;µ
(j∗)
WEMk

,Σ
(j∗)
WEMk

) (4.13)

Si k = kp, se puede usar el algoritmo k-Means (u otra opción afín) para obtener una
condición inicial para la estimación de parámetros de la GMM. Si en cambio k > kp, una
alternativa es usar GMMk−1 y aplicar la esperanza de f(·) al vector media de cada kernel.
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• Paso 3: Simplificación usando Sigma-Points

En éste paso se vuelven a utilizar sigma-points para representar ahora GMMk(xk). La
idea del Paso 2 es que manipulando el valor de Mk, puede variarse (reducirse) el tamaño de
la población de partículas incrementada del Paso 1 de acuerdo a la siguiente relación

Nk+1 = Mk · (2nx + 1) (4.14)

• Paso 4: Repetición

Dado que los Pasos 1-3 definen un invariante (se tiene una población de partículas se
tamaño controlado), aquellos pasos pueden ser repetidos de manera indefinida propagando
incertidumbre hasta cubrir completamente el horizonte de predicción estipulado.

4.2. Comentarios Sobre el Algoritmo Propuesto

Luego de haber explicado el algoritmo propuesto para propagación de incertidumbre en
sistemas no lineales, es importante notar cómo los requerimientos para su diseño son cumpli-
dos así como también precisar ciertas condiciones para la convergencia del algoritmo WEM.

4.2.1. En Cuanto a los Requerimientos

El primer y el cuarto requerimiento se satisfacen claramente por el algoritmo ya que
éste toma como base la distribución empírica que suministran los PFs durante la etapa de
estimación y además permite una caracterización de entradas exógenas en la aplicación de
la función no lineal de transición de estados. El segundo requerimiento se alcanza de manera
satisfactoria ya que el Paso 2 provee flexibilidad en cuanto a la simplificación de la PDF a
priori en cada instante de tiempo. En el caso del tercer requerimiento, el uso intensivo de
sigma-points permite preservar los primeros dos momentos de la distribución, propagando la
media y la covarianza de la distribución original con cierta precisión.

La característica más importante del algoritmo propuesto está en realidad relacionada
con el cumplimiento del segundo y tercer requerimiento. El algoritmo se muestra elegante en
la manera en que localiza muestras de forma determinística en el espacio-estados, de modo
que una cantidad finita de ellas son esparcidas para aproximar una PDF cuyo soporte se
amplía a medida que se avanza temporalmente hasta el horizonte de predicción. Además,
éstas muestras son correctamente ubicadas y asociadas a pesos apropiados bajo el concepto
de sigma-points.

El Paso 3 permite ahorrar recursos computacionales dado que provee una cantidad aco-
tada de partículas desde las cuales puede aplicar directamente inferencia estadística. Una
alternativa razonable es muestrear desde la GMM ajustada en el Paso 2 pero, como la masa
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de probabilidad se esparce sobre el espacio-estados, sería necesario muestrear cada vez más
y más dependiendo de cuánto falte para alcanzar el horizonte de predicción, lo cual volvería
ineficiente al algoritmo en cuanto a costo computacional.

4.2.2. Convergencia del Algoritmo WEM

Claro está que el algoritmo que se propone depende fuertemente de la convergencia del
algoritmo WEM en el Paso 2. Dado que el algoritmo WEM es iterativo y busca una solución
óptima local, éste puede converger a soluciones erradas o sencillamente no converger si es que
se da alguna de las siguientes condiciones:

1) Las condiciones iniciales están muy alejadas de los verdaderos parámetros.

2) La estructura cuyos parámetros se busca ajustar se encuentra sobreparametrizada.

3) El número de muestras es insuficiente para ajustar cierto número de parámetros.

El uso de muestras asociadas a pesos (que contienen tanto el pesaje proveniente de una
descomposición en sigma-points como también de la repartición de masa probabilista que se
muestra en la Ec. (4.10)) del Paso 1 permite utilizar menos muestras para caracterizar una
PDF. El motivo de esto es que los pesos pueden ser interpretados desde un punto de vista
frecuentista, asignando cierta frecuencia de aparición a cada muestra, característica carente
en un enfoque de muestreo convencional, donde es necesario que una muestra resulte en
reiteradas realizaciones en una posición o zona determinada para poder recién acercarse a
la medición de su frecuencia de aparición. Es decir, el peso de las muestras contiene valiosa
información con respecto a cada muestra que permite converger más rápidamente (pues hay
un menor uso de muestras).

Aunque en esta Tesis no se contempla formalmente la convergencia del algoritmo, existen
ciertas consideraciones que pueden tomarse de modo que el algoritmo no deje de funcionar
por motivos de convergencia. Si por algún motivo ése fuese el caso, lo más probable es que se
tenga un escenario en el cual se pretende ajustar una GMM de cierto número de componentes
en el Paso 2 con muy pocas muestras provenientes del Paso 1. Una medida para sobrepasar
éste problema es incrementar el número de sigma-points producto de la descomposición de
GMMs del Paso 3.

En la Sección 1.5 se ve cómo se computan los sigma-points. Éstos se obtienen a partir de
la matriz de covarianza del vector de estados, lo cual lleva a que los sigma-points terminen
ubicándose a lo largo de los vectores propios de dicha matriz. Recordando que las ecuaciones
que determinan las posiciones de los sigma-points quedan dadas por

X (0) = x̄ i = 0

X (i) = x̄+
(√

(nx + κ) · Px
)

i
i = 1, . . . , nx

X (i) = x̄−
(√

(nx + κ) · Px
)

i
i = nx + 1, . . . , 2nx
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y además como la matriz de covarianza del estado puede descomponerse en Px = SxS
T
x , en

[14] se muestra que
Px = SxS

T
x = SxIS

T
x = SxCC

TSTx = SrxS
r
x
T (4.15)

donde I es una matriz identidad y C es una matriz de rotación, ambas de dimensión nx. La
matriz de rotación C permite obtener sigma-points en direcciones distintas de los vectores
propios de la matriz de covarianza Px manteniendo las propiedades de la UT y, por lo tanto,
permite conseguir un mayor número de sigma-points (cuyos pesos deben ser definidos de
manera apropiada).

En el caso donde nx = 2, la matriz de rotación C = C(θ) sería

C(θ) =

[
cos(θ) −sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

]
(4.16)

Un ejemplo ilustrativo se muestra en la Fig. 4.1, donde la posición convencional de los
sigma-points -que es la misma descrita en la Sección 1.5- queda definida por la dirección de
los vectores propios, que corresponde al caso de θ = 0.

Figura 4.1: Ejemplo de rotación de sigma-points para el caso de dos dimensiones, [14].

4.3. Análisis del Algoritmo: Estimación de EoD

En ésta sección se provee un análisis del desempeño del algoritmo propuesto en un caso de
estudio simplificado en particular que trata sobre el problema de pronóstico de SoC de baterías
de ion-litio (estimación del tiempo de EoD). Éste estudio se basa en el procedimiento descrito
en [35] para el análisis de esquemas de pronóstico basados en PFs para SoH con caracterización
estadística de fenómenos de regeneración. La intención detrás de la utilización de casos de
estudio simplificados es contribuir a un mejor entendimiento de las fortalezas de algoritmos
en casos donde es posible computar la solución analítica para la predicción de la PDF del
vector de estados.
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Considerando aspectos básicos de baterías de ion-litio que se muestran en la Sección
1.1, se presenta a continuación un modelo lineal bajo una representación en espacio-estados
que caracteriza el comportamiento de baterías en cuanto a SoC en un rango de operación
interesante (es donde la mayoría de las baterías opera). Dicho modelo es posteriormente usado
para obtener una aproximación de la solución analítica para la PDF futura del SoC que es
considerada para análisis de desempeño.

Es importante mencionar que para evaluar el desempeño del algoritmo se utilizan métricas
definidas a partir de la PMF generada para el ToF. Dicha PMF se construye utilizando la
medida de probabilidad para ToF introducida en el Capítulo 3 donde, en el contexto de
ésta aplicación, se entiende indistintamente que el tiempo de ToF es equivalente al de EoD.
De hecho, en el caso de problemas de estimación y ponóstico de SoC, la escasez energética
representa un modo de falla del sistema.

A pesar de las características no lineales asociadas a los problemas de estimación y pro-
nóstico del SoC de baterías, para la mayor parte del rango de operación del SoC la relación
entre SoC y la curva de voltaje de circuito abierto (OCV - del inglés Open Circuit Voltage)
puede ser bien caracterizada por una función afín; ver “zona 2 ” en la Fig. 4.2.

Figura 4.2: Curva de OCV de una celda de ion-litio (línea negra) y proyección de zona lineal
(línea segmentada transversal a las zonas) como función del SoC, [41, 42].

Como se establece en [42], el modelo de la dinámica asociada al SoC permanece lineal y
Gaussiana a lo largo de éste rango de operación, el cual queda determinado por los valores
de SoC que van desde un 25% hasta un 70% aproximadamente. Por lo tanto, en la “zona 2 ”
el voltaje de salida puede ser expresado como una función del OCV, como en [42]

v(k) = vocv(k)− i(k)|zimp(k)|+ η(k) (4.17)

donde i(k) es la corriente de descarga (medida en Amperes), |zimp(k)| es la magnitud de la
impedancia interna (medida en mili Ohms) y η(k) representa ruido de medición Gaussiano
de varianza σ2

η. Aunque vocv(k) posee un comportamiento no lineal y |zimp(k)| es en general
un parámetro variante en el tiempo de la batería, si se delimita el análisis a la “zona 2 ”, la
estimación de SoC puede ser llevada a cabo en un marco de filtrado de un sistema lineal a
través de la siguiente representación en el espacio-estados de batería.
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Modelo de Transición de Estados

x1(k + 1) = x1(k) + ω1(k) (4.18)

x2(k + 1) = x2(k)− v̂(x1(k), x2(k), u(k)) · u(k) · Ts
Ecrit

+ ω2(k) (4.19)

Modelo de Observación

y(k) = v̂(x1(k), x2(k), u(k)) + η(k) (4.20)

con

v̂(x1(k), x2(k), u(k)) = vocv(x2(k))− u(k)x1(k) (4.21)
= vL + αvL(x2(k)− 1)− u(k)x1(k) (4.22)

En ésta representación se define u(k) = i(k) como la corriente de descarga que viene a ser
la entrada del sistema, mientras que y(k) = v(k) es el voltaje producto de la diferencia de
potencial en bornes de la batería y la vez es la salida del sistema. El OCV modelado en la
región de operación lineal antes mencionada queda caracterizado como

vocv(x2(k)) = vL + αvL(x2(k)− 1), (4.23)

donde vL y α son parámetros del modelo determinados bajo un procedimiento fuera de línea
descrito en [42].

El modelo en espacio-estados en este caso es similar al presentado en la Sección 1.1.1. La
diferencia radica en que originalmente v̂(x1(k), x2(k), u(k)) modela el voltaje en los bornes de
la batería a lo largo de todo un ciclo de descarga, que incluye las zonas 1-3, pero que en éste
caso se limita a la caracterización sólo a la “zona 2 ”, que es la zona lineal de operación. De
éste modo el modelo de baterías es un Hidden Markov Model (HMM) [43], dependiendo así
la transición de estados solamente del estado anterior y de la entrada anterior del sistema.

Figura 4.3: El modelo corresponde a un HMM, pues la transición de los estados sólo depende
del instante anterior y deben ser inferidos indirectamente a través de mediciones.

Pronóstico es básicamente el estudio de la propagación de incertidumbre a través del
tiempo. Sin pérdida de generalidad, el análisis presentado aquí considera la situación donde la
evolución futura de las entradas exógenas (corriente de descarga en este caso) es caracterizada
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de una forma probabilística, para enfocar la propagación a lo largo del tiempo de las fuentes
de incertidumbre asociadas con la etapa de estimación. Notar que aunque las ecuaciones de
transición de estados dependen no linealmente de u(k), el problema se vuelve lineal en los
estados y por ende es posible computar analíticamente las predicciones para el vector de
estados y matriz condicionales:

x̂(k + 1) = A(k)x̂(k) +B(k) (4.24)
P (k + 1) = A(k)P (k)AT (k) +Rw(k), (4.25)

con matrices variantes en el tiempo definidas como

A(k) =

[
1 0

u(k)2

Ecrit
Ts 1− αvLu(k)

Ecrit
Ts

]
(4.26)

B(k) =

[
0

(α− 1)vLu(k)
Ecrit

Ts

]
(4.27)

Rw(k) =

[
σ2
x1

0
0 σ2

x2

]
(4.28)

Asumiendo que las entradas exógenas son caracterizadas probabilíticamente a través de
una cadena de Markov de dos estados (primer orden) [34, 42], cada transición de estados
genera dos casos probables u0(k) y u1(k) y, por lo tanto, la distribución del estado x2 (SoC)
puede ser descrita por una mezcla de Gaussianas como se muestra a continuación

x2(k) ∼
2k∑
j=1

ωj,kN (µx2,j(k), σ2
x2,j

(k)) (4.29)

donde cada parámetro es evaluado dependiendo de si j es impar o par, respectivamente.

Dado que el número de componentes de la mezcla de Gaussianas crece exponencialmente a
medida que transcurre el tiempo, su solución analítica se vuelve costosa computacionalmente.
Como el número de componente se duplica en cada paso de predicción, por simplicidad se
mezclan algunos kernels Gaussianos [7], emparejando aquellas cuya vector media sea más
cercano de acuerdo a la distancia Mahalanobis de la siguiente forma:

wmix =
∑
j

wj (4.30)

µmix =
∑
j

wj
wmix

µj (4.31)

Σmix =
∑
j

wj
wmix

(Σj + (µj − µmix)(µj − µmix)
T ) (4.32)

donde wmix, µmix y Σmix son el peso, el vector media y la matriz de covarianza de la nueva
Gaussiana producto de una mezcla, respectivamente.
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4.3.1. Métricas de Evaluación de Desempeño

Con el objeto de estudiar el desmpeño del algoritmo propuesto, el análisis se establece en
torno a las siguientes métricas: esperanza, varianza y JITPα%. Las primeras dos métricas
son bastante conocidas en general, no obstante es importante detallar bien de qué se trata la
última [35].

El JITPα% busca caracterizar el riesgo asociado a las decisiones basándose en el resultado
que ofrecen los algoritmos de pronóstico. De hecho, el riesgo es una función de las colas de
la PMF asociada a la falla. En éste sentido, el concepto de Just In Time Point (JITP) se
define como

JITPα% = argmin
k

(P(ToF ≤ k) ≥ α%) (4.33)

Como puede apreciarse, el JITP genera la noción de un umbral para la probabilidad de
fallar, la cual a su vez permite definir el índice α-crítico como una medida de la aversión al
riesgo. En efecto,

αcrit = argmax
α

(JITPα%(kp) ≤ ToF )∀kp∈[1,T oF ] (4.34)

Éste valor se define como el máximo α ∈ [0, 100] que garantiza que el valor de JITPα%(kp)
es más pequeño que el verdadero valor del ToF, ∀kp ∈ [1, T oF ], donde kp es el instante de
tiempo en el cual se inicia el pronóstico.

4.3.2. Resultados Experimentales

El algoritmo propuesto es aplicado al problema de pronóstico de EoD de baterías de
ion-litio, estableciendo una comparativa en base a métricas entre la solución provista por el
algoritmo y la aproximación de una solución analítica. Por ende, para que sea posible obtener
la solución analítica aproximada, se realiza pronóstico a lo largo de una región lineal de
operación entre un 70% y un 20% de SoC (ver “zona 2 ” en Fig. 4.2). Para la implementación
del algoritmo, algunas funciones de Matlab Toolkit ReBeL-0.2.7 desarrolado por Rudolph van
der Merwe y Eric A. Wan son utilizadas. Los valores para los parámetros del modelo descrito
por las Ecs. (4.18)-(4.20) son los siguientes: α=0.15, β=12, γ=6.6061, v0=4, vL=3.8126, y
Ecrit=19865. Las mediciones en línea son provistas por datos experimentales de voltaje y
corriente de descarga de una celda de ion-litio 18650. El conjunto de datos está conformado
por 3638 observaciones sucesivas con un tiempo de muestreo de Ts = 1[s]. El experimento
de adquisición de datos se diseña siguiente un perfil de corriente de descarga equivalente a la
realización de una cadena de Markov homogénea de dos estados, los que representan cambios
aleatorios entre niveles altos y bajos de corriente; ver Set #2 de la Sección 3.2 en [34]. Los
estados de la cadena de Markov son u0 = 1[A] y u1 = 3[A], y el kernel de transición es

K =

[
0,5709 0,4291
0,5577 0,4423

]
(4.35)
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Como se poseen dos posibles entradas, se tiene entonces que

p̂(xk|y1:kp) ≈
1∑

i=0

p(ui)p̂(xk, ui|y1:kp), ∀k ≥ kp (4.36)

donde cada PDF p̂(xk, ui|y1:kp), con i = 0, 1, se computa por separado aplicando el Paso 1,
para posteriormente unir ambos resultados en el Paso 2. En cada instante se actualiza la
probabilidad de cada entrada aplicando el kernel de transición de la Ec. (4.35).

Por otra parte, la hazard zone [51, 53] se define en éste caso como

p(failure|xk) =

{
1, SoC(k) ≤ 40%
0, ∼

(4.37)

Para poder evaluar el desempeño del algoritmo de pronóstico basado en sigma-points, se
consideran tres escenarios de estudio. En cada uno de ellos se utiliza un número constante de
partículas y de componentes en las GMMs del Paso 2, así como también se asumen valores
constantes para el valor de κ > 0 (ver Sección 1.5) tanto en el Paso 1 como en el Paso 3 del
algoritmo.

Denotando el valor de κ para el cómputo de sigma-points del Paso 1 como κ1 y como κ3 al
del Paso 3, se tiene lo siguiente. Primeramente, luego de estudiar el impacto de variar el valor
de κ1 en una serie de experimentos se encuentra que para valores menores o iguales a 1, los
resultados no se ven afectados, por lo que se asume en todos los casos de estudio que κ1 = 0,1.
Esto se debe principalmente a que los sigma-points del Paso 1 son empleados netamente en
el ajuste de GMM del Paso 2. Por otra parte, se obtiene que el algoritmo es muy sensible
al valor de κ3 ya que éste determina la densidad en el espacio-estados de la población de
partículas empleada como entrada del algoritmo en el siguiente tiempo de predicción, con lo
que se pierde gran parte de la aproximación si es que las muestras se alejan mucho del soporte
de la verdadera PDF y, por consiguiente, el valor de κ3 debe ser pequeño. Se encuentra que
los resultados se ven afectados a partir de un valor de 0.15, por lo que se opta por definir
κ3 = 0,1 en todas las simulaciones.

Los tres casos con los que se estudia el nuevo algoritmo de pronóstico y se contrasta con
la solución analítica consideran, de acuerdo a la notación utilizada en la descripción de los
pasos del algoritmo en la Sección 4.1, que Nk (tamaño de la población de partículas en el
instante k-ésimo) y que Mk (número de componentes para la GMM ajustada en el instante
k-ésimo) permanecen constantes y son los siguientes

• Caso 1: Nk=45 y Mk=5.
• Caso 2: Nk=90 y Mk=10.
• Caso 3: Nk=135 y Mk=15.

Es importante notar que de acuerdo a la Ec. (4.14), se tiene que

Nk

Mk

= 9 (número de sigma-points del Paso 3)
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pero de acuerdo a la Sección 1.5 el número de sigma-points debería ser 2nx + 1 = 5 (pues
nx = 2). Lo que ocurre en éste caso de estudio es que asumiendo un total de cinco sigma-
points en el Paso 3 existen problemas de convergencia, por lo que se incrementa dicho número;
ver Sección 4.2.2. Por lo tanto, en el Paso 3 los sigma-points se calculan como se muestra a
continuación (ver Sección 1.5 como referencia).

X (0) = x̄ i = 0 (4.38)

X (i) = x̄+
(√

(nx + κ) · Px
)

i
i = 1, . . . , nx (4.39)

X (i) = x̄−
(√

(nx + κ) · Px
)

i
i = nx + 1, . . . , 2nx (4.40)

X (i) = x̄+
(√

(nx + κ) · Px · C(θ)
)

i
i = 2nx + 1, . . . , 3nx (4.41)

X (i) = x̄−
(√

(nx + κ) · Px · C(θ)
)

i
i = 3nx + 1, . . . , 4nx (4.42)

donde

W(0) =
κ

nx + κ
i = 0 (4.43)

W(i) =
1

4(nx + κ)
i = 1, . . . , 4nx (4.44)

y C(θ) se define al igual que en la Ec. (4.16). Además se asume θ = 45◦ de modo que
los sigma-points queden equidistantes. Con lo anterior se alcanza un total de 4nx + 1 = 9
sigma-points.

A continuación se muestran los resultados obtenidos. En cada caso se obtienen 30 realiza-
ciones que comprenden tanto la etapa de estimación como la de pronóstico.
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Caso 1: Nk=45 y Mk=5, ∀k ≥ kp

Figura 4.4: Curvas promedio de PMFs para el EoD producto de 30 realizaciones considerando
una población de 45 partículas y el ajuste de GMMs de 5 componentes generadas a partir de la
solución analítica aproximada (izquierda) y del algoritmo basado en sigma-points (derecha).

Promedios de Estadísticos de la PMF (Solución Analítica Aproximada) Promedios de Estadísticos de la PMF (Algoritmo Propuesto)
E{·} Var{·} JITP5 % JITP10 % JITP15 % E{·} Var{·} JITP5 % JITP10 % JITP15 %

1978.3 125.3 1959.0 1963.4 1966.4 1957.3 13.6 1952.7 1953.4 1954.0

Tabla 4.1: Valores promedio de los estadísticos producto de 30 realizaciones.

Desviaciones Estándar de Estadísticos de la PMF (Solución Analítica Aproximada) Desviaciones Estándar de Estadísticos de la PMF (Algoritmo Propuesto)
E{·} Var{·} JITP5 % JITP10 % JITP15 % E{·} Var{·} JITP5 % JITP10 % JITP15 %

13.9207 47.3337 13.4792 13.4048 13.4154 31.9881 8.3891 32.5283 32.5285 32.5083

Tabla 4.2: Desviación estándar de los estadísticos producto de 30 realizaciones.
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Caso 2: Nk=90 y Mk=10, ∀k ≥ kp

Figura 4.5: Curvas promedio de PMFs para el EoD producto de 30 realizaciones considerando
una población de 90 partículas y el ajuste de GMMs de 10 componentes generadas a partir de
la solución analítica aproximada (izquierda) y del algoritmo basado en sigma-points (derecha).

Promedios de Estadísticos de la PMF (Solución Analítica Aproximada) Promedios de Estadísticos de la PMF (Algoritmo Propuesto)
E{·} Var{·} JITP5 % JITP10 % JITP15 % E{·} Var{·} JITP5 % JITP10 % JITP15 %

1979.2 141.1 1958.7 1963.2 1966.5 1948.3 49.9 1940.4 1941.6 1942.4

Tabla 4.3: Valores promedio de los estadísticos producto de 30 realizaciones.

Desviaciones Estándar de Estadísticos de la PMF (Solución Analítica Aproximada) Desviaciones Estándar de Estadísticos de la PMF (Algoritmo Propuesto)
E{·} Var{·} JITP5 % JITP10 % JITP15 % E{·} Var{·} JITP5 % JITP10 % JITP15 %

11.6282 29.1979 11.7042 11.5600 11.5810 21.4768 32.6529 22.6816 22.8360 22.6829

Tabla 4.4: Desviación estándar de los estadísticos producto de 30 realizaciones.
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Caso 3: Nk=135 y Mk=15, ∀k ≥ kp

Figura 4.6: Curvas promedio de PMFs para el EoD producto de 30 realizaciones considerando
una población de 135 partículas y el ajuste de GMMs de 15 componentes generadas a partir de
la solución analítica aproximada (izquierda) y del algoritmo basado en sigma-points (derecha).

Promedios de Estadísticos de la PMF (Solución Analítica Aproximada) Promedios de Estadísticos de la PMF (Algoritmo Propuesto)
E{·} Var{·} JITP5 % JITP10 % JITP15 % E{·} Var{·} JITP5 % JITP10 % JITP15 %

1982.6 134.9 1962.4 1966.9 1970.2 1920.9 82.5 1911.2 1912.3 1913.4

Tabla 4.5: Valores promedio de los estadísticos producto de 30 realizaciones.

Desviaciones Estándar de Estadísticos de la PMF (Solución Analítica Aproximada) Desviaciones Estándar de Estadísticos de la PMF (Algoritmo Propuesto)
E{·} Var{·} JITP5 % JITP10 % JITP15 % E{·} Var{·} JITP5 % JITP10 % JITP15 %

7.5759 23.5448 7.8717 7.7768 7.6369 145.1320 77.7959 147.2757 147.2730 147.0628

Tabla 4.6: Desviación estándar de los estadísticos producto de 30 realizaciones.
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Solamente en términos de la capacidad del algoritmo propuesto de aproximar la verdadera
PMF para el EoD, es posible notar dos cosas en general. Por una parte, en los tres casos, se
obtienen PMFs que dependen fuertemente de las condiciones iniciales del algoritmo. Dichas
condiciones iniciales son provistas por la caracterización basada en PF de la posterior PDF del
vector de estados. Por otra parte, se puede notar que la desviación estándar de los estadísticos
decrece a medida que se considera un número de partículas mayor. Esto es de esperarse por
la teoría que sustenta el uso de PFs, que sostiene que una de las condiciones que tiene que
tenerse para que la PDF a posteriori empírica para los estados converja a la PDF buscada
es que el número de partículas tienda al infinito.

De las Figs. 4.4-4.6 y las Tablas 4.1-4.6 es posible notar que el Caso 2 muestra un me-
jor desempaño respecto de los Casos 1 y 3. Considerando la literatura sobre algoritmos de
pronóstico basados en PF,la cual establece que la diferencia entre 50 y 100 partículas es des-
preciable para este tipo de aplicaciones, se puede establecer que el número de componentes
kernel usados en las GMMs es crítico paras un diseño apropiado. En el Caso 1, sólo 5 com-
ponentes kernel son usados en las GMMs (insuficientes para obtener una adecuada, robusta
caracterización). En el Caso 3 (15 componentes kernel en las GMMs) hay evidencia qie indica
una sobre-parametrización.

En cuanto al estadístico de la esperanza, en todos los casos el algoritmo presenta un sesgo
que se antepone al valor esperado de la solución analítica aproximada, siendo el Caso 1 el
menos sesgado. Por otra parte, en cuanto al estadístico de la varianza se tiene en todos los
casos un valor inferior al analítico, lo cual evidencia que se requiere una mejor parametrización
del algoritmo, siendo el Caso 3 el que posee mejor desempeño.

A pesar de que en general es muy importante la estimación tanto de la esperanza como el
de la varianza de la PMF para el ToF (que se interpreta como EoD en este caso de estudio),
hay que notar un hecho importantísimo. La PMF para el ToF es construída secuencialmente
al modelar el ToF como un proceso estocástico de Bernoulli no estacionario; ver Capítulo
3. En consecuencia, la PMF para el ToF se puede definir como una secuencia infinita de
medidas aleatorias cuya precisión decae en el tiempo. Cada una de éstas medidas aleatorias
corresponden al parámetro “p” de un proceso de Bernoulli que debe calcularse en base a todo
el historial antecedente de pronóstico, y por tanto, mientras más lejos del instante inicial
de pronóstico kp se estimen dichos parámetros, éstos se calculan con menor precisión. Es
decir, la PMF para el ToF es más verosimil en los instantes más cercanos a kp y se vuelve
menos confiable conforme se avanza hasta el horizonte de predicción. Éste hecho atribuye
gran relevancia a los estadísticos JITPα%, pues sólo se calculan en base a los valores de la
PMF calculados con mayor confiabilidad e ignoran el resto, que no es el caso de estadísticos
como la esperanza y la varianza. En cuanto a los estadísticos JITPα%, los Casos 1 y 2 son los
que mejor desempeño muestran. El Caso 1 es el que tiene mayor exactitud, sin embargo en
el Caso 2 se tienen resultados más robustos al tener una mejor precisión. Las diferencias en
términos del sesgo de las PMFs para el EoD son despreciables teniendo en cuenta el horizonte
de predicción (1500 instantes de tiempo), en todos los casos, pues es un hecho que debe ser
enfatizado dado que permite una implementación confiable en el marco de pronóstico en línea
basado en el algoritmo propuesto.
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Conclusión

En la presente Tesis se consigue satisfactoriamente cumplir con los objetivos generales,
al proponer metodologías de caracterización de incertidumbre no Gaussiana y que, entre
ellas, permiten propagar incertidumbre en el marco de pronóstico. En cuanto los objetivos
específicos se tiene lo siguiente.

Primeramente se propone un esquema basado en PF con imputaciones múltiples para el
manejo de incertidumbre cuando hay pérdida parcia de datos en la etapa de estimación. Bajo
éste enfoque, la Teoría de Imputaciones Múltiples es el núcleo central para la caracterización
de incertidumbre. Se presenta una implementación en particular para la estimación de SoC
cuando se pierden mediciones de voltaje que se pierden consecutivamente en ventanas de
tiempo. Con ello se presentan resultados preliminares que evidencian que la metodología
logra incorporar exitosamente la incertidumbre al incrementar el número de partículas del
algoritmo, incorporando un paso de reducción o simplificación para evitar su incremento
exponencial. El caso de estudio para probar el algoritmo incluye una ventana de pérdida de
datos cuando el SoC se encuentra por sobre un 20% de la capacidad de almacenamiento
de la batería. Ésto permite adoptar un modo simplificado de reducción de partículas en el
algoritmo basándose en la hipótesis de que la impedancia interna de la batería permanece
constante. La estrategia MI es comparada al caso donde el filtro tiene acceso al conjunto
de datos completo, y también se compara con un algoritmo de predicción basado en PFs
que predice a 1000-pasos cuando se pierden datos. Aunque las estimaciones del MI PF son
similares a las generadas usando el algoritmo de predicción a 1000-pasos en términos de valor
esperado, las diferencias principales entre éstas dos metodologías se encuentran en el modo
en que se caracteriza la incertidumbre. Si la PDF a priori se caracteriza bajo el concepto de
evolución artificial (como en el caso de la predicción a 1000-pasos), la incertidumbre crece
a lo largo del tiempo aunque se disponga de información parcial recolectada desde sensores
activos. Aunque en este caso se asume un sólo sensor de voltaje para el pack completo de
celdas, el potencial una estrategia MI PF no depende solamente en el modelo de evolución
artificial, sino que se vuelve más evidente en un caso donde se adquiere información parcial
a nivel de las diferentes celdas que componen un pack. En cuanto al impacto en rutinas de
pronóstico, el método propuesto no afecta negativamente la precisión de la predicción. Más
aún, en casos donde la evolución de que al menos uno de los estados se base en el concepto
de evolución artificial, ayuda a acotar la incertidumbre asociada a predicciones a largo plazo,
mejorando así la precisión de resultados de pronóstico.

Como MI ha sido desarrollado originalmente para aplicaciones fuera de línea, existen mu-
chos aspectos que tienen que ser considerandos antes de implementarlo en aplicaciones en
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línea. Algunos aspectos incluyen mejoras en el modelo de imputación, estimación adaptativa
de un número óptimo de partículas y de cantidad de imputaciones, métodos alternativos de
reducción de la población de partículas, mejores formas de caracterizar la evolución temporal
de la impedancia interna, evaluación de riesgo, entre otros. Adicionalmente, el desarrollo de
una reducción óptima de partículas puede permitir la conexión de redes asíncronas, trata-
miento de mediciones perdidas, y pronóstico, por dar algunos ejemplos.

En esta Tesis se presenta una importante corrección en la manera en la que se calcula la
PMF del EoL de sistemas, además de su interpretación en el contexto de monitoreo en línea.
En éste sentido, la verdadera caracterización probabilística para el EoL se muestra como una
PMF la cual da cuenta de la probabilidad de falla de sistemas en general, incluyendo por
supuesto a los sistemas no lineales y de ruido no Gaussiano, o incluso sistemas con fenómeno
de regeneración. Una demostración de un conjunto de condiciones concluye el hecho de que
efectivamente se trata de una medida de probabilidad y, por ende, es posible computar
parcialmente la PMF del EoL sin necesidad de normalizaciones.

Finalmente, se presenta además un novedoso algoritmo para pronóstico de fallas basado
en la propagación de sigma-points y GMMs. El nuevo algoritmo se construye proponiendo
una mejora con repecto a los algoritmos de pronóstico basados en PFs; dado que provee
una mejor caracterización de las colas de la PDF subyacente de los estados, mientras busca
al mismo tiempo preservar al menos los primeros dos momentos de la distribución y consi-
dera una caracterización probabilísta de las entradas. Es interesante la idea del empleo de
sigma-points ya que permite propagar la incertidumbre posicionando partículas de manera
determinística en el espacio-estados atribuyéndoles un peso o importancia apropiada para
conservar momentos de la distribución. Se mencionan diversos aspectos a considerar en su
implementación y se muestra además una comparación entre el algoritmo propuesto y una
versión aproximada de la solución analítica para pronóstico de EoD de celdas de ion-litio.
Los resultados muestran que el algoritmo propuesto es sensible tanto a la condición inicial de
pronóstico, como también de sus parámetros. Los resultados se estudian en base a estadísticos
como la esperanza y JITPα%, encontrándose sesgo y deficiencia en cuanto a la precisión. Sin
embargo, los estadísticos JITPα% muestran valores no tan lejanos de sus versiones analíticas
aproximadas y muestran así resultados positivos al ser de alta relevancia para la evaluación
de riesgo; inclusive más que la exactitud y la precisión, pues la PMF del EoL es calculada
con mayor precisión en la medida en que se computa en instantes más cercanos al del inicio
de pronóstico. A lo anterior hay que considerar que el pronóstico se hace a 1500 pasos, por
lo que también es un factor no despreciable en el desempeño del algoritmo.

Como trabajo futuro se puede mencionar la extensión del algoritmo MI PF a sistemas más
generales, el desarrollo teórico de cotas fundamentales que rijan la estimación de la PMF del
EoL para medir desempeño de algoritmos de pronóstico, y también el establecimiento de
reglas, ya sea en línea (adaptativas) o fuera de línea, para una correcta parametrización del
algoritmo propuesto para realizar pronóstico en base a sigma-points.
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