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EL PROBLEMA DE LA DEGENERANCIA DE GRAFOS EN CONGESTED CLIQUE

La computación distribuida, rama de las ciencias de la computación, se focaliza en estu-
diar sistemas distribuidos, tales como internet, redes sociales o protocolos de mensajería. La
información se encuentra distribuida entre las distintas entidades que conforman el sistema
y el objetivo último es resolver algún problema global. Para ello las distintas entidades se
comunican mediante los canales de la red hasta que encuentran la solución.

Esta memoria comienza estudiando el problema de la degenerancia de un grafo en los
modelos de computación distribuida UCAST y BCAST, donde la degenerancia de un grafo G
se define como el máximo grado mínimo de un subgrafo F de G. Los modelos distribuidos
UCAST y BCAST corresponden a redes completas de n individuos, los cuales se comunican
de manera síncrona por los canales de la red en rondas. En el primer caso, cada individuo
por ronda puede enviar diferentes mensajes por cada uno de sus canales. En el segundo caso,
cada individuo por ronda envía a través de sus canales el mismo mensaje. En general, se suele
decir que BCAST es una restricción de UCAST.

Primero, se construye un protocolo aleatorio en el modelo UCAST que calcula una (1+ε)-
aproximación de la degenerancia en O(log n) rondas con mensajes de largo O(log n). En
el modelo BCAST se demuestra que el problema de calcular la degenerancia es difícil en 1
ronda. Más específicamente, se demuestra que todo protocolo aleatorio de 1 ronda que calcule
exactamente la degenerancia debe enviar un mensaje de largo Ω(n). En el mismo modelo, se
construye un protocolo aleatorio de 2 rondas con mensajes de largo O(log2 n) que calcula una
(1 + ε)-aproximación de la degenerancia para grafos α-densos. Finalmente, se construye un
protocolo determinista que calcula una (2 + ε)-aproximación de la degenerancia en O(log n)
rondas con mensajes de largo O(log n).

Como segunda parte de este trabajo, y motivado por el protocolo en BCAST que calcula
una (2 + ε)-aproximación de la degenerancia, se estudia la siguiente dinámica sobre grafos:
Durante cada iteración, eliminar todos los vértices que tengan grado a lo más el grado prome-
dio del grafo +1. Se conjetura que para todo grafo G de n vértices la dinámica toma O(log n)
iteraciones en vaciar el grafo. Se aborda el problema estudiando clases de grafos tales como:
bosques, grafos planares, grafos con degenerancia acotada y grafos unión disjunta de cliques.

Finalmente, se estudian diversos problemas en el modelo BCAST. Se comienza estudiando
el problema de calcular el conjunto independiente maximal con un vértice fijo. Se prueba que
el problema es difícil en 1 ronda y luego se contruye un protocolo que en O(log n) rondas,
usando mensaje de largo O(log n), calcula el conjunto independiente. Se estudia también el
problema de calcular el número cromático de un grafo. Se prueba que el problema resulta
difícil en 1 ronda. Concluyendo el capítulo, se estudian los problemas de encontrar conjuntos
dominantes de tamaño k y conjuntos `-dominantes de tamaño k, en ambos casos se demuestra
que los problemas son difíciles en 1 ronda.
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Introducción

Motivación

Informalmente, un sistema distribuido es una red de entidades, por ejemplo computadores,
que intercambian información usando los canales de la red. Un ejemplo de sistema distribuido
es la humanidad, las personas corresponden a las entidades del sistema y los distintos medios
de comunicación a los canales de la red. Los primeros ejemplos computacionales de sistemas
distribuidos, comienzan a aparecer en los años 60 con el estudio y posterior creación de las
redes locales de computadores. ARPANET1, precursora de internet y creada a finales de
los 60, probablemente constituye el primer ejemplo de sistema distribuido en computación a
gran escala. Las redes sociales, internet e incluso el proyecto SETI@home2, perteneciente a la
Universidad de California en Berkeley, constituyen ejemplos actuales de sistemas distribuidos
masivos.

Resolver problemas en sistemas distribuidos presenta múltiples dificultades que en general
no aparecen en el modelo usual de computación. Primero, cada entidad del sistema, en
un comienzo, sólo conoce su propia entrada, es completamente ignorante de la información
que conocen los otros miembros de la red. Segundo, cada entidad sólo puede comunicarse
directamente con aquellas entidades conectadas en la red. Finalmente, y no menos importante,
si la red es muy grande, no es factible que cada entidad envíe mensajes muy grandes, por
ejemplo los canales podrían tener ancho de banda acotado. Evidentemente existen otros
problemas como son la asincronía al momento de comunicarse o de procesar las respuestas
que dependen de cada entidad, o incluso y aún más trágico, puede ocurrir que alguna entidad
falle.

La computación distribuida [22],[29], es la rama de las ciencias de la computación que
se encarga de estudiar distintos modelos distribuidos y cómo diversos problemas pueden ser
resueltos en estos modelos. En el modelo usual de computación, el tiempo de computo de un
algoritmo resulta una buena medida de calidad. En computación distribuida, las medidas de
calidad de los protocolos suelen variar ampliamente de modelo en modelo. Por ejemplo, en el
modelo DataStream [27], las medidas de calidad pueden ser el número de rondas necesarias
o el espacio utilizado durante la computación. Por otro lado, en el modelo Congested Clique
[12][13][19][23][25][28], medidas como el espacio ocupado no tienen sentido por la ilimitada
capacidad de computo de los procesadores, sin embargo, el volumen de datos enviados por

1Advanced Research Projects Agency Network
2Search for Extraterrestial Intelligence at home
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cada canal resulta una buena medida de la calidad de un protocolo en Congested Clique.

Este trabajo se focaliza en el estudio de la degenerancia de grafos en el modelo de compu-
tación distribuida Congested Clique. El modelo Congested Clique está conformado por una
red completa de n procesadores. De manera cooperativa, enviando mensajes por los canales
de la red, los procesadores intentan resolver un problema global. Al ser una red completa,
tipicamente el Congested Clique se estudia de dos formas diferentes, denotadas en este traba-
jo como UCAST y BCAST. En UCAST, cada procesador puede enviar distintos mensajes por
cada uno de sus canales. Por otra parte, en BCAST, cada procesador está obligado a enviar
el mismo mensaje por cada uno de sus canales.
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Figura 1: Representación del modelo Congested Clique. Al lado izquierdo, se ejemplifica
la comunicación en UCAST, el procesador «1» envía cuatro mensajes que pueden ser
distintos. Al lado derecho, se ejemplifica la comunicación en BCAST, el procesador «1»
solo puede enviar cuatro mensajes iguales al resto de los procesadores.

La degenerancia de un grafo G, denotada d(G), es el número natural más pequeño tal que
cada subgrafo de G tiene un vértice de grado a lo más d [8][9][17]. Por ejemplo, la degenerancia
de los árboles no triviales es 1, y la degenerancia de los grafos planares es a lo más 5. La
degenerancia de un grafo G es un parámetro fundamental de G y ha sido reintroducida
bajo diferentes nombres tales como width [16] o linkage [21] y surge en muchos resultados
combinatoriales. La degenerancia d(G) está dentro de un factor constante de la arboricidad
α(G) de un grafo [11], donde α(G) es el mínimo número de bosques disjuntos necesarios para
cubrir todas las aristas de G.

Organización

En el primer capítulo, se introducen los conceptos necesarios para el desarrollo de la tésis.
Se definen conceptos básicos de la teoría de grafos y además se introduce el concepto de
degenerancia de un grafo. Se describen algunas caracterizaciones clásicas de la degenerancia.
Luego, se define formalmente el modelo Congested Clique y sus dos formas de estudio, el
UCAST y BCAST.

En el segundo capítulo, se estudia el problema de calcular la degenerancia de un grafo
en los modelos UCAST y BCAST. En el modelo UCAST, usando una técnica de muestreo,
se presenta un protocolo aleatorio que calcula una (1 + ε)-aproximación de la degenerancia
en O(log n) rondas, con largo de mensaje O(log n). En el modelo BCAST, se prueba que en
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una ronda calcular la degenerancia resulta difícil. Más específicamente, se prueba que todo
protocolo aleatorio de una ronda que calcule la degenerancia, debe enviar un mensaje de
largo Ω(n). A continuación, se diseña un protocolo aleatorio, de dos rondas, que usa largo
de mensaje O(log2 n) y que calcula una (1 + ε)-aproximación de la degenerancia cuando la
entrada es un grafo α-denso. Finalmente, se explicita un protocolo determinista, de O(log n)
rondas, que usa un mensaje de largo O(log n) para calcular una (2 + ε)-aproximación de la
degenerancia para cualquier grafo de n vértices.

En el tercer capítulo, se estudia una dinámica sobre grafos que iterativamente elimina del
grafo aquellos vértices que tienen grado a lo más el grado promedio más uno. Se conjetura
que el número de iteraciones, para que la dinámica vacíe el grafo, es O(log n). Se demuestra
que la conjetura es cierta en bosques, grafos planares, grafos con degenerancia acotada y
grafos que son unión disjunta de cliques.

En el cuarto capítulo, se estudian otros problemas de grafos en el modelo BCAST. Primero,
se estudia el problema de calcular un conjunto independiente maximal que contenga a un
vértice fijo. Se prueba que el problema es difícil en una ronda. Adicionalmente, se construye un
protocolo aleatorio que en O(log n) rondas, con mensaje de largo O(log n), calcula el conjunto
independiente. Como segundo problema, se prueba que calcular el número cromático de un
grafo es difícil en una ronda. Finalmente, se prueba que identificar si un grafo contiene un
conjunto dominante de tamaño k es difícil en una ronda. Este último resultado se extiende a
conjuntos `-dominantes.
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Capítulo 1

Preliminares

Este capítulo está dedicado a introducir las definiciones, notaciones y herramientas que se
utilizarán en el resto de este trabajo. Se comienza entregando definiciones básicas de grafos
con el fin de fijar notación, se introduce además la definición de degenerancia de un grafo
y se entregan ciertas caracterizaciones de ella. Finalmente, se introducen los modelos de
computación distribuida UCAST y BCAST que se utilizarán en el resto de este trabajo.

1.1. Definiciones básicas

Un grafo simple no dirigido, de ahora en adelante un grafo, es un par de conjuntos G =
(V,E) donde V es un conjunto finito, llamado conjunto de vértices, y E es un subconjunto
de los 2-conjuntos de V , llamado conjunto de aristas. Se denota por nG al número de vértices
de G y mG al número de aristas de G y cuando se subentienda el grafo G se evitará escribir
los subíndices.

Figura 1.1: Un ejemplo de un grafo, el famoso grafo de Petersen. Los puntos azules
representas los vértices y las lineas entre un par de vértices representan una arista.

Un grafo dirigido es un par de conjuntos G = (V,E) donde V es un conjunto finito y
E ⊆ V × V . Dado un grafo simple no dirigido G = (V,E), una orientación de G es un grafo
dirigido G′ = (V,E ′) con E ′ ⊆ {(u, v) ∈ V × V : uv ∈ E} y tal que uv ∈ E implica que o
bien (u, v) ∈ E ′ o bien (v, u) ∈ E ′.
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Figura 1.2: A la izquierda el grafo simple K4, a la derecha uno de sus direccionamien-
tos.

Sea G = (V,E) un grafo y U ⊆ V , se denota por GU = G[U ] al subgrafo de G inducido
por los vértices de U , en otras palabras para todo u, v ∈ U la arista uv pertenece a GU si y
solo si uv pertenece a G. Las definiciones de grado dG, grado mínimo δ se dan por entendidas,
para más detalles ver el capítulo 1 de [11]. Sean H y G grafos vértice-disjuntos, se denota por
G ∗H al grafo con vértices V ′ = V (G) ∪ V (H) y aristas E ′ = E(G) ∪ E(H) ∪ {uv}u∈G,v∈H .

Figura 1.3: Ejemplo de G ∗H. G = K3 a la izquierda en color azul, H una estrella a
la derecha en color verde.

Un grafo se dice k-degenerado si existe un vértice v de grado a lo más k y el grafoG−v sigue
teniendo esta propiedad. Es claro que todo grafo G es (n− 1)-degenerado. El k más pequeño
tal que G es k-degenerado se llama la degenerancia de G, denotada d(G). La degenerancia
fue introducida por Lick y White en [24] y ampliamente estudiada en [8]. La degeneracia es
usada como una medida de esparcidad de un grafo. Por ejemplo los árboles y bosques son
1-degenerados y los grafos planares son 5-degenerados, por otro lado el grafo más denso o
con mayor cantidad de aristas posibles, el grafo completo Kn, resulta ser (n− 1)-degenerado.

Matula y Beck en [26] describen un algoritmo que en tiempo lineal calcula la degenerancia
de un grafo, a continuación se esboza el algoritmo:

Algoritmo 1: Calcula la degenerancia
Input: G grafo
Result: degenerancia de G

1 G′ ← G, k ← 0
2 while G′ 6= ∅ do
3 v vértice de grado mínimo en G′
4 if dG′(v) > k then
5 k ← dG′(v)

6 G′ ← G′ − v

Un ordenamiento de los vértices de G es una tupla ~x = (v1, . . . , vn) que define una orien-
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tación de las aristas de G, denotado G~x, donde

V (G~x) = {v1, . . . , vn} = V (G),

y
(vj, vk) ∈ E(G~x) ⇐⇒ vjvk ∈ E(G) y j < k,

notar que el grafo G~x es acíclico, es decir, no tiene un ciclo dirigido. La relación entre dege-
nerancia y ordenamiento queda resumida en la siguiente proposición.

Proposición 1.1 Sea G un grafo simple no dirigido. Entonces

d(G) = máx
H⊆G

δ(H) = mı́n
~x=(vj)j

ordenamiento

máx
j
d+
~x (vj),

d+
~x (v) es el grado de salida del vértice v en el grafo dirigido G~x.

Demostración. Sea k = d(G). La primera igualdad se deduce del algoritmo de Matula y
Beck, en alguna iteración δ(G′) = k = d(G). Para la segunda igualdad, sea el ordenamiento
~x = (v1, . . . , vn) donde vi es el i-ésimo vértice removido por el algoritmo de Matula y Beck.
Entonces por las condiciones del algoritmo

máx
i
d+
~x (vi) ≤ k

y así d(G) ≥ mı́n~x máxi d
+
~x (vi). Para la otra desigualdad suponga que mı́n~x máxi d~x(vi) < k,

entonces existe un ordenamiento ~x = (v1, . . . , vn) tal que para todo i

d+
~x (vi) < k.

Considere los siguientes subgrafos

G1 = G

Gi+1 = Gi − vi

entonces d+
~x (vi) = dGi(vi) para todo i. Por la igualdad ya probada, sea F el subgrafo tal que

k = δ(F ) y sea i tal que Gi ⊇ F y Gi+1 6⊇ F . Entonces vi ∈ F y así

k = δ(F ) ≤ dF (vi) ≤ dGi(vi) = d+
~x (vi) < k,

una contradiccion.

Un ordenamiento ~x de G se dice un ordenamiento degenerado si d(G) = máxj d
+
~x (vj). Es

fácil ver que el orden en que son eliminados los vértices por el algoritmo de Matula y Beck
es un ordenamiento degenerado.

Como se mencionó anteriormente la degenerancia de un grafo es utilizada para medir la
densidad de un grafo. Otra medida de densidad de grafos es la arboricidad, definida como el
mínimo número de bosques arista-disjuntos necesarios para particionar el grafo. Un grafo con
muchas aristas requerirá una gran cantidad de bosques. Se denota por a(G) a la arboricidad
de G. La relación entre la arboricidad y la degenerancia queda plasmada en la siguiente
proposición
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Proposición 1.2 a(G) ≤ d(G) ≤ 2a(G)− 1.

Demostración. Sea ~x un ordenamiento degenerado de G. Entonces el máximo grado de
salida de G~x es d(G). Para cada bosque Fi se elige una arista de cada vértice por arco de
salida del ordenamiento, a lo más hay d(G) de estos bosques y por lo tanto a(G) ≤ d(G).

Sea F1, . . . , Fa(G) una partición en bosques de G, entonces

mG =

a(G)∑
i=1

mFi ≤ a(G)(n− 1).

Por lo tanto el grado promedio deG cumple d̂G ≤ 2a(G)−2a(G)/n lo que implica la existencia
de un vértice de grado a lo más 2a(G) − 1. Además, esta partición en bosques induce una
partición en bosques para todo subgrafo de G, por lo tanto G es (2a(G)− 1)-degenerado, lo
que termina de probar la proposición.

Otro parámetro de grafos ampliamente utilizado corresponde al grosor de un grafo. El
grosor de G, denotado θ(G), corresponde al mínimo número de grafos planares necesarios
para cubrir G. Una demostración similar a la realizada anteriormente demuestra que θ(G) ≤
d(G) ≤ 6θ(G).

Se denotará por PX a la de probabilidad sobre el espacio X y cuando no haya ambigüedad
sobre el espacio, simplemente se anotará P. En probabilidades es útil estimar cuánto se desvía
una variable aleatoria de su promedio, herramientas clásicas como la desigualdad de Markov
o la desigualdad de Chebyshev entregan cotas para la probabilidad de las colas en variables
aleatorias generales. La siguiente proposición entrega cotas exponencialmente decrecientes
sobre las colas de la suma de variables aleatorias de tipo Bernoulli independientes. Para una
demostración de la proposición ver [4].

Proposición 1.3 (Cotas de Chernoff) Sean X1, . . . , Xn variables aleatorias indepen-
dientes tales que P[Xi = 1] = pi. Sea X =

∑n
i=1 Xi y µ = E[X] =

∑n
i=1 pi. Entonces

para todo ε ≥ 0 se cumplen las siguientes desigualdades

• P[X ≥ (1 + ε)µ] ≤ exp

(
− ε2

2 + ε
µ

)
• P[X ≤ (1− ε)µ] ≤ exp

(
−ε

2

2
µ

)

1.2. Los modelos distribuidos

Un sistema distribuido [22],[29], es un conjunto de n entidades conectadas mediante una
red. Estas entidades se comunican mediante mensajes a través de los canales de la red con el
fin de calcular una función f(x1, . . . , xn), donde xj es la entrada de la j-ésima entidad.
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Figura 1.4: Un sistema distribuido se puede representar como un grafo. Las entidades
del sistema están representadas por los vértices cuadrados y solo pueden comunicarse
con aquellas entidades con las cuales tienen una conexión representada por una arista.

El modelo de computación distribuida LOCAL[29], consiste de una red representada por
un grafo simple de n vértices. Cada vértice representa una entidad que inicialmente tiene un
identificador de largo O(log n). Cada entidad en la red tiene capacidad ilimitada de computo
y además, cada una es capaz de enviar mensajes de largo arbitrario a sus vecinos de la
red. Las distintas entidades se comunican de manera síncrona en rondas. Inicialmente, todos
conocen su identificador, el tamaño de la red, n, y su parte de la entrada. Mediante los
mensajes las entidades colaboran para determinar algún problema global f . El protocolo
distribuido termina cuando todas entidades conocen la respuesta. Este modelo se focaliza en
estudiar el efecto de la localidad en la ejecución de protocolos distribuidos, dejando de lado
factores como la congestión de los canales de comunicación y la asincronía de cómputo de
cada entidad. Cuando se restringe el largo de los mensaje a O(log n), se obtiene el llamado
modelo de computación distribuida CONGEST . Este último modelo, se focaliza en estudiar
cómo afecta el volumen de la comunicación enviada por cada canal.

El modelo de computación distribuida Congested Clique [12][13][19][23][25][28], consiste
en un conjunto de n entidades conectadas a través de una red completa. Formalmente, el
modelo consiste en una red completa descrita por el grafo Kn. Cada entidad de la red tiene
un identificador distinto de largoO(log n). Al ser una red completa, dos tipos de comunicación
son usualmente considerados: uno a uno y uno a todos, dependiendo del tipo de comunicación
llamaremos al Congested Clique UCAST1 o BCAST2, respectivamente. Más formalmente, en
UCAST cada entidad por ronda puede enviar diferentes mensajes de largo b a través de sus
conexiones. Por otro lado, en BCAST cada entidad por ronda debe enviar un mensaje de
largo b a cada una de sus conexiones. Al inicio de la computación, cada entidad conoce su
identificador, el tamaño de la red, n, y la entrada que le corresponde. Las distintas entidades
colaboran mediante mensajes para calcular la solución. El protocolo termina una vez que
todas las entidades conocen la solución. Los protocolos pueden ser de tipo determinista o
de tipo aleatorio con moneda pública. Más precisamente, cada entidad tiene acceso a una
única palabra de largo infinito de bits aleatorios. Los protocolos aleatorios pueden entregar
una respuesta equivocada con probabilidad a los más ε > 0. El modelo Congested Clique
se origina como una restricción del modelo CONGEST a una red completa con el fin de
estudiar el efecto de la congestión y evitar el efecto de los cuellos de botella.

1En computación la transmisión de tipo Unicast consiste en enviar mensajes 1 a 1 a través de la red.
2En computación la transmisión de tipo Broadcast consiste en enviar el mismo mensaje a todos los posibles

destinatarios.
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En esta tesis, se está interesado en estudiar funciones de grafos en el modelo Congested
Clique. Por ejemplo, la propiedad «ser un árbol»,

P = {G : G es árbol},

para n entidades, formalmente se estudia como la función fP,n : Gn ⊆ {0, 1}n×n → {0, 1}
donde Gn es el conjunto de matrices de adyacencia de todos los grafos de n vértices. La función
fP,n(G) es 1 si y sólo si G es un árbol. La entrada de la j-ésima entidad es la vecindad del
vértice j del grafo de entrada, codificado como un vector de largo n. En otras palabras, cada
entidad toma el rol de un vértice en el grafo G, es por esta razón que en la literatura es usual
llamar a las entidades vértices, y para no romper la tradición se realizará lo mismo en este
trabajo.

De ahora en adelante, RP denotará al número de rondas del protocolo P y bP denotará el
largo del mensaje del protocolo P , definido como el tamaño del mensaje más largo que debe
enviar algún vértice en alguna ronda del protocolo P . Cuando se subentienda el protocolo se
evitará escribir el subíndice. Sea H un problema de grafos, para b = b(n) se define la comple-
jidad de rondas del problema H como el mínimo número de rondas que requiere un protocolo
para resolver H, enviando, en cada ronda, mensajes de largo a lo más b. Análogamente, si
R = R(n), se define la complejidad comunicacional del problema H como el mínimo largo de
mensaje de un protocolo que resuelva H en, a lo más, R rondas.

Como cada entidad recibe la vecindad de un vértice del grafo, la complejidad de rondas y
la complejidad comunicacional están acotadas por n. En efecto, con n rondas o con mensajes
de largo n, se puede reconstruir la matriz de adyacencia del grafo y por ende decidir cualquier
problema gracias al poder ilimitado de cómputo de las entidades.

Notar que el número de bits intercambiados en cada ronda es Θ(bn2), i.e., el modelo no
tiene «cuellos de botella» [23], incluso cuando b = 1. A la fecha, no se conocen cotas inferiores
en UCAST. En efecto, Drucker et al en [13], demostraron que en este modelo es posible simular
clases de circuitos. Por lo tanto, entontrar cotas inferiores en UCAST implicaría encontrar
cotas inferiores en clases de circuitos.

El modelo UCAST tiene la capacidad de realizar «balance de carga» eficientemente. Tal
poder ha permitido a algunos autores diseñar protocolos eficientes. Por ejemplo, encontrar
un 3-ruling set se puede realizar con complejidad de rondas O(log log log n) [19]; contar trián-
gulos, contar ciclos de largo 4 y calcular la cintura de un grafo tiene complejidad de rondas
O(n0,158) [10]; detectar ciclos de largo 4 tiene complejidad de rondas O(1) [10]; construir un
árbol generador mínimo tiene complejidad de rondas O(log log log n) [18].

El modelo BCAST consiste en el clásico modelo Number-In-Hand con pizarra compartida
[1][2][5][7][13] pues el mensaje enviado por cada entidad es el mismo que para todos, lo cual
resulta análogo a que cada entidad escriba su mensaje en una pizarra, y por ende todos sean
capaces de observar los mensajes escritos allí. Más aún, cuando se restringe R a 1 entonces
BCAST se suele llamar modelo con referee, pues es análogo a que cada entidad le envíe
el mensaje a una entidad todopoderosa llamada el referee y que finalmente éste decida la
solución del problema. En este marco, el número de bits transmitidos por ronda decrece de
Θ(bn2) a Θ(bn). Por lo tanto, es posible obtener cotas inferiores usando reducciones desde
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la complejidad comunicacional entre dos agentes. Por ejemplo, detectar deterministicamente
un triángulo en el grafo de entrada G requiere Ω(n/(eO(

√
logn)b) rondas [13].
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Capítulo 2

El problema de la degenerancia

En [6] se prueba que reconstruir un grafo de degenerancia k en 1 ronda requiere mensaje de
largo O(k2 log n). Si se restringe el análisis a grafos con degenerancia acotada el resultado dice
que basta mensaje de largo O(log n) para reconstruir el grafo en 1 ronda. En este capítulo se
estudia el problema de calcular la degenerancia de un grafo en los modelos UCAST y BCAST.
Se denotará por Deg al problema de calcular la degenerancia de un grafo G.

En el modelo UCAST se construye un protocolo aleatorio que en O(log n) rondas con
mensajes de largo O(log n) calcula una (1+ε)-aproximación de la degenerancia. En el modelo
BCAST se demuestra que en 1 ronda el problema resulta ser difícil en el sentido que el
mensaje enviado es de largo Ω(n). En el mismo modelo se construye un protocolo aleatorio
de 2 rondas que calcula una (1 + ε)-aproximación de la degenerancia con mensaje de largo
O(log2 n) en el caso de grafos α-densos. Finalmente, en el mismo modelo se construye un
protocolo determinista que calcula una (2 + ε)-aproximación de la degenerancia en O(log n)
rondas con mensaje de largo O(log n).

2.1. Deg en UCAST

En esta sección se construirá un protocolo aleatorio en el modelo UCAST que calcula
una (1 + ε)-aproximación de la degenerancia del grafo de entrada en O(log n) rondas con
mensajes de largo O(log n). Primero se probará el lema central que permite aproximar bien
el ordenamiento degenerado del grafo mediante un muestreo del mismo y en la siguiente
subsección se construirá el protocolo.

2.1.1. El lema de aproximación

La técnica que se empleará en el protocolo principal consiste en tomar un «buen muestreo»
H del grafo G de manera que el ordenamiento degenerado de H «preserve» el ordenamiento
de G con una fracción pequeña de error. Se denotará por G(p) al subgrafo H ⊆ G tal que
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cada arista de G pertenece a H con probabilidad p de manera independiente. El siguiente
lema, demostrado en [15], prueba que existe ese muestreo para grafos con al menos Ω(n log n)
aristas. Se presenta a continuación del lema una demostración que corrige algunos detalles
de la demostración original.

Lema 2.1 Sea ε > 0 y sea H = G(p) con G un grafo de n vértices y m aristas. Sea
U ⊆ V y sea v̂ la variable aleatoria que entrega un vértice de grado mínimo en HU ,
entonces

P
[
dGU (v̂) ≤ máx

{
(1 + ε)δ(GU),

m

n

}]
≥ 1− 1

nΩ(1)

si p = Ω(n log n/m).

Demostración. Sea QU el conjunto de candidatos malos para v̂, es decir,

QU = {x ∈ GU : dGU (x) > máx{(1 + ε)δ(G),m/n}}.

Se probará que P[v̂ ∈ QU ] ≤ 2/nΩ(1). Sea c = ε/(2 + ε) y sea v un vértice de grado mínimo
en GU . Se analizarán dos casos: δ(GU) = dGU (v) ≥ (1− c)m

3n
y δ(GU) = dGU (v) < (1− c)m

3n
.

Caso δ(GU) = dGU (v) ≥ (1− c)m
3n

.

Trabajando P[v̂ ∈ QU ] se obtiene

P[v̂ ∈ QU ] = P[∃x ∈ QU : x tiene grado mínimo en HU ]

=
∑
x∈QU

P[x tiene grado mínimo en HU ]

≤
∑
x∈QU

P[dHU (x) ≤ dHU (v)].

Ahora bien, cuando x ∈ QU , el evento {dHU (x) ≤ dHU (v)} queda contenido en el evento
{dHU (x) ≤ (1− c)pdGU (x) o dHU (v) ≥ (1 + c)pdGU (v)} pues en caso contrario se cumple

dHU (x) > (1− c)pdGU (x)

≥ (1− c)p(1 + ε)dGU (v) [x ∈ QU ]
= (1 + c)pdGU (v) [(1− c)(1 + ε) = (1 + c)]
> dHU (v)

lo cual contradice dHU (x) ≤ dHU (v). Notando que las variables aleatorias dHU (u) son bino-
miales de parámetro (dGU (u), p) se puede utilizar cotas de Chernoff 1.3

P[v̂ ∈ QU ] ≤
∑
x∈QU

P[dHU (x) ≤ (1− c)pdGU (x)] + P[dHU (v) ≥ (1 + c)pdGU (v)]

≤ n

[
exp

(
−c

2

2
pdGU (x)

)
+ exp

(
− c2

2 + c
pdGU (v)

)]
≤ n

[
exp

(
−c

2

2
p
m

n

)
+ exp

(
− c2

2 + c
p

(1− c)
3

m

n

)]
≤ 2n exp

(
− c2

2 + c
p

(1− c)
3

m

n

)
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imponiendo que este último número sea menor a 2/nk, con k ≥ 2, se obtiene que

p ≥
(

3

1− c

)(
2 + c

c2

)
(k + 1)n log n

m
.

Caso δ(GU) = dGU (v) < (1− c)m
3n

.

Realizando el mismo cálculo que en el caso anterior

P[v̂ ∈ QU ] ≤
∑
x∈QU

P[dHU (x) ≤ dHU (v)].

Ahora bien, el evento {dHU (x) ≤ dHU (v)} está contenido en el evento {dHU (x) ≤ (1 −
c)pdGU (x) o dHU (v) ≥ (1− c)pdGU (x)}. Entonces aplicando cotas de Chernoff 1.3

P[v̂ ∈ QU ] ≤
∑
x∈QU

P[dHU ≤ (1− c)pdGU (x)] + P[dHU (v) ≥ (1− c)pdHU (x)]

≤
∑
x∈QU

exp

(
−c

2

2
pdGU (x)

)
+ exp

(
− δ2

2 + δ
pdGU (v)

)
donde

δ = (1− c)dGU (x)

dGU (v)
− 1,

y este número resulta positivo puesto que x ∈ QU implica dGU (x) > (1 + ε)dGU (v) y (1 −
c)(1 + ε) = 1 + c, con lo cual

(1− c)dGU (x)

dGU (v)
− 1 > (1− c)(1 + ε)− 1 = c > 0.

Nombrando A = dGU (x) y B = dGU (v) se obtiene

δ2

2 + δ
pdGU (v) =

(
(1− c)A

B
− 1
)2

(1− c)A
B

+ 1
pB

=
((1− c)A−B)2

(1− c)A+B
p

=

[
(1− c)A− 3B +

4B2

(1− c)A+B

]
p

=

[
B2

(1− c)A+B
+ (1− c)A

(
1− 3B

(1− c)A+B

)]
p

≥ (1− c)A
4
p

≥ (1− c)m
4n
p. [x ∈ QU ]

Juntando todo

P[v̂ ∈ QU ] ≤ n

[
exp

(
−c

2

2

m

n
p

)
+ exp

(
−(1− c)

3

m

4n
p

)]
≤ 2n exp

(
−c

2

2

m

n
p

)
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e imponiendo que este último número sea menor a 2/nk, con k ≥ 2, se obtiene

p ≥ 2

c2

(k + 1)n log n

m
.

Eligiendo p ≥ 3
1−c

2+c
c2

(k+1)n logn
m

se asegura en ambos casos que P[v̂ ∈ QU ] ≤ 2/nk que era lo
que se quería probar.

Observación Notar que si ε < 1, entonces 3/(1− c) ≤ 9/2 y así p = 9
2

2+c
c2

(k+1)n logn
m

cumple
el lema.

2.1.2. Protocolo para una (1 + ε)-aproximación con b = O(log n) y
R = O(log n)

Sea H = G(p), se obtiene un ordenamiento degenerado de H usando el algoritmo de
Matula y Beck removiendo en cada iteración el vértice de grado mínimo de H hasta que este
se vacía. Sea ~x = (v̂1, . . . , v̂n) el ordenamiento que este algoritmo glotón entrega y sean

G0 = G

Gk = Gk−1 − v̂k para k = 1, . . . , n

Utilizando el lema 2.1 y cota de la unión

P
[
∃k = 1, . . . , n : dGk−1

(v̂k) > máx{(1 + ε)δ(Gk−1),m/n}
]
≤ n

1

nΩ(1)
=

1

nΩ(1)

lo que equivale a que con probabilidad al menos 1− 1/nΩ(1) se tiene que

dGk−1
(v̂k) ≤ máx{(1 + ε)δ(Gk−1),m/n} para todo k = 1, . . . , n.

Notando que
d+
~x (v̂k) = dGk−1

(v̂k),

se obtiene que (con alta probabilidad)

d(G) = mı́n
~w ordenamiento

máx
k
d+
~w(vk)

≤ máx
k
d+
~x (v̂k)

= máx
k
dGk−1

(v̂k)

≤ máx
k

máx{(1 + ε)δ(Gk−1),m/n}

≤ máx
k

máx{(1 + ε)d(G), d(G)}

= (1 + ε)d(G),

donde se ha usado que
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• d(G) ≥ m/n pues en todo grafo dirigido

m =
∑
v

d+(v) ≤ nmáx
v
d+(v)

y por lo tanto para cualquier ordenamiento ~y, máxj d~y(vj) ≥ m/n, así tomando mínimo
en el ordenamiento ~y se obtiene d(G) ≥ m/n.
• d(G) ≥ δ(F ) para cualquier F subgrafo de G usando la definición equivalente de dege-

nerancia
d(G) = máx

F⊆G
δ(F ).

En resumen, tomando un subgrafo H de G donde cada arista se elige con probabilidad p =
Ω(n log n/m), este tiene un ordenamiento v̂1, . . . , v̂n de manera tal que el valor máxk dGk−1

(v̂k)
está entre d(G) y (1 + ε)d(G) con alta probabilidad.

Antes de construir el protocolo en UCAST es útil recordar la técnica de balance de carga. Si
los n vértices conocen ` mensajes en total distribuidos de cualquier manera y todos de largo
O(log n), entonces en 2d`/ne rondas con mensajes de largo O(log n) se pueden distribuir los `
mensajes. Las primeros d`/ne rondas son usadas para que cada vértice quede en conocimiento
de a lo más d`/ne mensajes, las siguientes d`/ne rondas son usadas para transmitir esos d`/ne
mensajes.

El protocolo consiste de dos etapas. La primera etapa, verificará cuantas aristas tiene el
grafo, todos los vértices envían su grado y entonces mG = 1

2

∑
v dG(v). En caso de tener

O(n log n) aristas, entonces se continua con el grafo H = G en la siguiente etapa. En caso de
tener Ω(n log n) aristas, entonces se toma el muestreo H = G(p) y se continua con el grafo H
en la siguiente etapa. La segunda etapa realiza un balance de carga sobre el grafo H para que
al final del procedimiento todos conozcan H y puedan encontrar el ordenamiento degenerado
de este.

Teorema 2.1 Existe un protocolo aleatorio UCAST de O(log n) rondas y mensaje de
largo O(log n) para determinar una (1 + ε)-aproximación de la degenerancia de grafos
con n vértices con probabilidad al menos 1− 1/nΩ(1).

Demostración. Sea ε > 0 fijo y sea p = Cn log n/m como en el lema 2.1. El siguiente
protocolo en UCAST calcula una (1+ε)-aproximación de la degenerancia del grafo de entrada.
Protocolo 1: Calcula una (1 + ε)-aproximación de la degenerancia

1 Todos los vértices envían su grado a todos, así todos calculan m
2 if m ≥ Cn log n then
3 H ← G(p) construido con moneda pública

4 else m < Cn log n
5 H ← G

6 Realizar balance de carga de H. Si el balance de carga requiere más de 2d3C log ne
rondas, terminar el protocolo

7 Cada vértice calcula sin comunicación el ordenamiento degenerado de H
8 Cada vértice envía su propio dGk−1

(v̂k). El máximo máxk dGk−1
(v̂k) es la aproximación
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La correctitud del protocolo está dada por el análisis previo. Ahora se probará que el
protocolo toma O(log n) rondas con mensaje de largo O(log n). Sea G un grafo con n vértices
ym aristas. Si el grafo tienem < Cn log n aristas, entonces el balance de carga toma O(log n)
rondas. Si el grafo tiene m ≥ Cn log n aristas, entonces con moneda pública se obtiene el
subgrafo H donde cada arista de G pertenece a H con probabilidad p. Este subgrafo tiene
un número esperado de aristas

E[mH ] = pm = Cn log n,

y por lo tanto usando cotas de Chernoff

P[mH > 3Cn log n] ≤ exp(−Cn log n) ≤ 1

nΘ(n)

por lo que con (muy) alta probabilidad mF ≤ 3Cn log n y por lo tanto el balance de carga se
realiza pues necesita a lo más 2d3C log ne rondas. En ambos casos se hace O(log n) rondas
con mensajes de largo O(log n) lo que termina de probar el resultado.

2.2. Deg en BCAST

2.2.1. En una ronda Deg es difícil

En [13] se prueba que en el modelo BCAST aleatorio reconocer si un grafo contiene un
clique de tamaño k es difícil, incluso cuando k es una fracción de n. En esta sección se probará
que cualquier protocolo aleatorio de 1 ronda en BCAST para Deg puede resolver detección
de cliques grandes.

Sea G de n vértices y F ⊆ V (G) no vacío, sea además Kαn disjunto de G y α ∈ (1/2, 1) de
manera que αn sea un entero. Durante esta subsección se denotará por GF al grafo definido
por GF = G ∪ (F ∗Kαn).

G

F

Kαn

Figura 2.1: Ejemplo de GF . A la izquierda se encuentra el grafo G, el subgrafo F está
representado por los vértices azules encerrados por la elipse. A la derecha se encuentra
el grafo Kαn. Todos los vértices de F se encuentran unidos a todos los vértices de Kαn.
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Lema 2.2 Sea F ⊆ V (G) de tamaño αn. Entonces G[F ] ∼= Kαn si y solo si d(GF ) ≥
2αn− 1.

Demostración.

( =⇒ ) Si F ∼= Kαn, entonces G[F ∗Kαn] = K2αn de lo cual se deduce que d(GF ) ≥ 2αn− 1.

(⇐= ) Si d(GF ) ≥ 2αn− 1, entonces el subgrafo F ′ ⊆ GF tal que d(GF ) = δ(F ′) debe estar
contenido en G[F ∗Kαn], pues en caso contrario tendría un vértice en G\F y por ende grado
a lo más n − 1 < 2αn − 1, contradicción pues α > 1/2. Como δ(F ′) ≥ 2αn − 1, entonces
|F ′| ≥ 2αn y de lo anterior se deduce que F ′ = GF [F ∗Kαn]. Además

dGF [F∗Kαn](v) =

{
2αn− 1 si v ∈ Kαn

dG[F ](v) + αn si v ∈ F

de lo cual se obtiene dG[F ](v) + αn ≥ δ(F ′) ≥ 2αn − 1, para todo v ∈ F , de lo cual resulta
dG[F ] ≥ αn− 1. Como |F | = αn se concluye.

Observación Notar que el lema anterior se puede fortalecer a G[F ] ∼= Kαn si y solo si
d(GF ) = 2αn− 1 pues d(GF ) ≤ ∆(GF ) ≤ 2αn− 1.

En [13] se prueba que para todo n ≥ 4 reconocer si G grafo de n vértices tiene un
clique de tamaño αn es difícil para α ∈ (0, 1) en el modelo BCAST con aleatoriedad. Más
específicamente se prueba que al tomar mensajes de largo b se requieren Ω(n/b) rondas para
resolver el problema, este resultado implica que en 1 ronda se requiere un mensaje de largo
Ω(n). El resultado de dificultad en 1 ronda sigue a continuación

Teorema 2.2 Cualquier protocolo aleatorio P de 1 ronda en BCAST que resuelva Deg
cumple bP(n) = Ω(n).

Demostración. Sea P un protocolo de 1 ronda aleatorio en BCAST que resuelve Deg. El
siguiente protocolo P ′ resuelve detección de clique de tamaño αn con α ∈ (1/2, 1)

Protocolo 2: Reconoce si G contiene Kαn

1 Todos los vértices v escriben 2 mensajes mv y m′v realizados con el protocolo P . El
mensaje mv corresponde al mensaje con n+ αn vértices y vecindad NG(v). El mensaje
m′v corresponde al mensaje con n+ αn vértices y vecindad NG(v) ∪ {1′, . . . , (αn)′}

2 El referee verifica si la degenerancia de GF es mayor o igual a 2αn− 1 corriendo P en
los mensajes {mv}v/∈F ∪ {m′v}v∈F ∪ {m1′ , . . . ,m(αn)′} donde {mi′}αni=1 son los mensajes
de los vértices extra 1′, . . . , (αn)′ con vecindad F y |F | = αn

3 Si la degeneracia es mayor o igual a 2αn− 1, el referee concluye que hay un Kαn en G
4 Si no, el referee itera sobre otro conjunto F ⊆ V de tamaño αn
5 Si para ningún F ocurre lo anterior se concluye que G no contiene a Kαn

La correctitud está dada por el lema 2.2. El análisis de la complejidad comunicacional
sigue de lo siguiente: el mensaje enviado por cada vértice es a lo más 2bP(n+αn) ≤ 2bP(2n)
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pues α < 1 y detección de cliques de tamaño αn requiere un mensaje de largo a lo menos
Ω(n). Entonces bP(2n) = Ω(n) lo que implica el resultado.

2.2.2. Protocolo para una (1 + ε)-aproximación con b = O(log2 n) de
2 rondas en grafos α-densos

En la sección 2.1 se demostró que para grafos con al menos m ≥ Cn log n aristas existe un
«buen muestreo» que preserva el ordenamiento salvo un error ε. Más aún, si la probabilidad
de elegir cada arista es p = Cn log n/m donde C es la constante del lema 2.1, entonces para
todo v ∈ G

E[dH(v)] = pdG(v) = C
n log n

m
dG(v),

esta igualdad motiva tomar grafos con un número de aritas m suficientemente grande de
manera que el término ndG(v) se cancele. Un grafo G se dirá α-denso si m ≥ αn2 con
α ≤ 1/4 fijo. Usando la igualdad anterior en grafos α-densos se obtiene para todo v ∈ G

E[dH(v)] ≤ C

α
log n.

Sea A > 1, entonces la probabilidad de que algún vértice se desvíe A veces de la cota superior
de la media es

P
[
∃v : dH(v) >

AC log n

α

]
≤

∑
v

dG(v)>AC logn
α

P[dH(v) > ACα−1 log n].

Aplicando Chernoff

P[dH(v) > ACα−1 log n] ≤ exp

(
− δ2

2 + δ
pdG(v)

)
,

donde
δ =

Aα−1m

ndG(v)
− 1.

Se probará que cada exponencial es menor a 1/nΩ(1). Por simplicidad d = dG(v), ahora bien

δ2

2 + δ
pd =

(
Aα−1m
nd
− 1
)2

1 + Aα−1m
nd

C
n log n

m
d

= C log n
(Aα−1m− nd)2

m(Aα−1m+ nd)

= C log n
(Aα−1m+ nd− 2nd)2

m(Aα−1 + nd)

= C log n

[
Aα−1m+ nd

m
− 4nd

m
+

(2nd)2

m(Aα−1m+ nd)

]
≥ C log n(A− 3)α−1
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entonces tomando A ≥ 4 se obtiene

exp

(
− δ2

2 + δ
pdG(v)

)
≤ exp

(
−α−1C log n

)
≤ 1

nΩ(1)
,

donde C es la constante del lema 2.1. Como cada exponencial queda acotada uniformemente
se obtiene

P
[
∃v : dH(v) >

AC log n

α

]
≤ 1

nΩ(1)
.

Teorema 2.3 Existe un protocolo aleatorio en BCAST de 2 rondas con mensajes de
largo b = O(log2 n) que calcula una (1 + ε)-aproximación en grafos α-densos.

Demostración. Usando moneda pública y sin comunicación los vértices de G forman su
vecindad en el subgrafo H = G(p). Por lo probado anteriormente el subgrafo H tiene grado
máximo O(log n) con alta probabilidad. Entonces usando mensajes de largo O(log2 n) en 1
ronda cada vértice logra transmitir su vecindad en el subgrafo H y al final de este proceso
todos conocen el subgrafo H. Realizando el algoritmo glotón se construye el ordenamiento
degenerado de H y mediante el mismo análisis hecho para el caso del modelo UCAST se
prueba que este ordenamiento encuentra una (1 + ε)-aproximación de la degenerancia de G.
En 1 ronda adicional se decide la aproximación de la degenerancia.

Observación Notar que cada vértice también puede enviar los O(log n) vecinos en O(log n)
rondas. Por lo tanto también se tiene como resultado un protocolo en R = O(log n) rondas
con largo de mensaje b = O(log n).

2.2.3. Protocolo para una (2 + ε)-aproximación con b = O(log n) y
R = O(log n)

En [14] se construye un algoritmo determinista en el modelo de Data Stream que calcula
una (2 + ε)-aproximación de la degenerancia. En esta sección se adaptará dicho algoritmo
para construir un protocolo determinista en BCAST que calcula una (2 + ε)-aproximación de
la degenerancia.

Sea G un grafo de n vértices, ε > 0 y sean

G1 = G

Gj+1 = Gj \ {v ∈ Gj : dj(v) ≤ (2 + ε)mj/nj}

donde mj = |E(Vj)| y nj = |Vj| y dj(v) es el grado de v en el grafo Gj. El protocolo
iterativamente construye los grafos Gj borrando en cada iteración aquellos vértices que tienen
grado a lo más (2 + ε)mj/nj.

Teorema 2.4 Existe un protocolo determinista en el modelo BCAST de O(log n) ron-
das con mensajes de largo O(log n) para determinar una (2 + ε)-aproximación de la
degenerancia de grafos de n vértices.
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Demostración. Sea Wj los vértices eliminados durante la j-ésima iteración. El siguiente
protocolo calcula una (2 + ε)-aproximación de la degenerancia en O(log n) rondas con men-
sajes de largo O(log n)

Protocolo 3: Calcula una (2 + ε)-aproximación de la degenerancia
1 Todos los vértices comienzan con n′ ← n, V ′ ← V
2 while n′ 6= 0 do
3 Todos dicen su grado en V ′
4 Todos calculan m′ número de aristas en V ′
5 V ← V ′ − vértices en V ′ con grado ≤ (2 + ε)m′/n′

6 n′ ← |V ′|
7 Todos conocen W1,W2, . . .. Se considera el ordenamiento dado por ~x = (Wj)j con los
vértices dentro de Wj ordenados de manera arbitraria

8 Todos dicen su grado en el ordenamiento. La aproximación de la degenerancia es el
grado más alto en dicho ordenamiento

Primero notar que el número de iteraciones resulta ser logaritmico pues en la j-ésima
iteración

2mj =
∑
v∈Vj

dj(v) ≥
∑
v∈Vj

dj(v)≥(2+ε)
mj
nj

dj(v) ≥ nj+1(2 + ε)
mj

nj
,

lo que implica nj+1 ≤ 2
2+ε

nj. Por lo tanto en O(log n) rondas el protocolo termina.

Ahora bien, el ordenamiento ~x construido durante las iteraciones cumple que

∀j,∀v ∈ Wj d+
~x (v) ≤ (2 + ε)

mj

nj
,

y así el resultado final es una (2 + ε)-aproximación pues

d(G) = mı́n
~x ordenamiento

máx
v
d+
x (v)

≤ máx
v
d+
~x (v)

≤ máx
j

(2 + ε)
mj

nj

≤ (2 + ε)d(G),

donde se ha usado que d(G) ≥ mF
nF

para todo F ⊆ V .

En el siguiente capítulo se estudiará una dinámica en grafos motivada principalmente por
el protocolo construido.
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Capítulo 3

Dinámica en el grafo

En este capítulo se estudiará la siguiente dinámica sobre grafos

En cada iteración de la dinámica se eliminan aquellos vértices de grado a lo más el grado
promedio del grafo +1.

Esta dinámica está motivada por el protocolo que calcula una (2 + ε)-aproximación de
la degenerancia en el modelo BCAST, ver subsección 2.2.3. Esta dinámica es interesante
pues permite calcular una 2-aproximación de la degenerancia del grafo. Se conjetura que la
dinámica toma O(log n) iteraciones en vaciar el grafo.

La dinámica es estudiada en los bosques, los grafos planares, los grafos con degenerancia
acotada y los grafos que son unión disjunta de cliques.

3.1. La dinámica

Sea G = (V,E) un grafo de n vértices. Se define la siguiente dinámica sobre el grafo G

G0 = G

Gi = Gi−1 \ {v ∈ Gi−1 : di−1(v) ≤ d̂i−1 + 1}

donde di−1(v) es el grado del vértice v en el grafo Gi−1 y d̂i−1 corresponde al grado promedio
del grafo Gi−1. Es claro que esta dinámica es finita y por lo tanto existe t tal que Gt = ∅.

3.1.1. Una 2-aproximación de la degenerancia

Sean Wi los vértices eliminados en la i-ésima iteración, esto es

Wi = {v ∈ Gi−1 : di−1(v) ≤ d̂i−1 + 1},
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y sea ~x = (~yi)
t
i=1 un ordenamiento de V donde los ~yi son un ordenamiento arbitrario de Wi,

entonces
∀i, ∀v ∈ Wi di(v) ≥ d+

~x (v),

y por lo tanto

d(G) = mı́n
~w

máx
v
d+
~w(v)

≤ máx
i

máx
v∈Wi

di(v)

≤ máx
i

2d̂i + 1

≤ 2d(G) + 1,

donde se ha usado que d(G) ≥ mi/ni. Así que el valor máxi máxv∈Wi
di(v) corresponde a una

2-aproximación de la degenerancia de G.

3.2. Tiempo de la dinámica

Al mínimo número de iteraciones necesarios para vaciar el grafo G utilizando la dinámica,
es decir,

t(G) := mı́n{i : Gi = ∅}

se le llamará el tiempo de la dinámica. Se conjetura que el tiempo de la dinámica es O(log n),
con n el número de vértices del grafo inicial.

Conjetura 3.1 Para todo grafo G, t(G) = mı́n{i : Gi = ∅} = O(log n).

Observación Si en la dinámica, en cada iteración i-ésima, sólo se eliminan los vértices con
grado a lo más d̂i−1, entonces la conjetura falla. En efecto, en el grafo camino Pn eliminar los
vértices de grado a lo más el grado promedio por iteración únicamente eliminará los extremos
del camino, y por lo tanto la dinámica tomará a lo menos n/2 iteraciones en vaciar el grafo.
Es por esto que es necesario el término «+1».

1 2 3 4 5

Figura 3.1: Ejemplo de un grafo que toma 3 ≥ 5/2 iteraciones en vaciarse. En la
primera iteración, los vértices borrados son 1 y 5. En la segunda iteración, 2 y 4. Final-
mente, es borrado 5. El caso Pn es análogo.

Notar que t(Pn) = 1 para todo n ≥ 1. Un ejemplo directo de clase de grafo que cumple la
conjetura son los grafos regulares, en efecto, si G es d-regular entonces d̂ = d y por lo tanto
t(G) = 1.

El estudio del tiempo de la dinámica se aborda para las siguientes clases de grafos: los
bosques, los grafos planares, los grafos con degenerancia acotada y finalmente los grafos
conformados por uniones disjuntas de cliques.
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3.2.1. La dinámica en los bosques

Sea G un bosque con n vértices y c el número de componentes conexas de G. Se sabe que
el número de aristas m es n− c y por ende

d̂ =
2(n− c)

n
= 2− 2c

n
.

Sea n′ = |{v : d(v) > d̂ + 1}| el número de vértices que no son eliminados en una iteración
de la dinámica, entonces

2m =
∑
v

d(v)

≥
∑
v

d(v)>d̂+1

d(v)

> n′
(

3− 2c

n

)
,

despejando se obtiene

n′ ≤
(

2n− 2c

3n− 2c

)
n.

Ahora bien, para todo n, c ≥ 1
2n− 2c

3n− 2c
≤ 2

3
,

y así

n′ ≤ 2

3
n.

Como cada subgrafo de un bosques sigue siendo un bosque, entonces el análisis resulta ser
independiente de la iteración de la dinámica y por ende el tiempo de la dinámica resulta ser
a lo más dlog3/2 ne. Así, la conjetura resulta ser cierta para bosques.

Se sabe que el tiempo del grafo camino Pn es 1 para todo n. A continuación, se construirá
un ejemplo de árbol T tal que t(T ) = Ω(log n), de manera que la conjetura en árboles resulta
ajustada.

Sea Th el árbol donde la raíz tiene grado 3 y cada uno de sus hijos es la raíz de un árbol
binario completo de altura h− 1, ver figura 3.2. Es claro que

dTh(v) =

{
1 si v es hoja
3 si v no es hoja

,

y como

d̂+ 1 = 3− 2/n

< 3,
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en una iteración de la dinámica los únicos vértices borrados resultan ser las hojas. El árbol
restante es Th−1 y el mismo argumento se puede iterar h−1 veces más. El número de vértices
del árbol Th es

n =
h−1∑
i=0

3 · 2i + 1

= 3(2h − 1) + 1

= 3 · 2h − 2

por lo tanto h = log2 ((n+ 2)/3) y así t(Th) = Θ(log n).

a b c

r

Figura 3.2: Árbol que alcanza la cota del tiempo de la dinámica. El vértice raíz r
tiene 3 hijos a, b y c que son raices de árboles binarios completos. Notar que cada vértice
interno tiene grado 3.

3.2.2. La dinámica en los grafos planares

Se sabe que si G es un grafo planar con n vértices y m aristas entonces m ≤ 3n − 6, ver
[11]. Sea G un grafo planar, y n′ el número de vértices tras una iteración de la dinámica,
entonces

2m ≥
∑
v

d(v)>d̂+1

d(v)

> n′(d̂+ 1)

entonces
n′ ≤

(
2m

2m+ n

)
n.

La función
f(m) =

2m

2m+ n
,

tiene como derivada
f ′(m) =

2n

(2m+ n)2

siempre positiva, por lo tanto f resulta ser creciente y usando la cota m ≤ 3n− 6 se deduce
que

f(m) ≤ 6n− 12

7n− 12
,
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pero
6n− 12

7n− 12
≤ 6

7
,

con lo cual se obtiene
n′ ≤ 6

7
n.

Como todo subgrafo de un grafo planar sigue siendo un grafo planar, el resultado anterior
resulta ser independiente de la iteración de la dinámica. Por lo tanto el tiempo de la dinámica
es a lo más dlog7/6 ne. La cota se alcanza para algún grafo planar pues los bosques son grafos
planares.

Notar que, al igual que en el caso anterior, se usó fuertemente una cota sobre el grado
promedio y que todo subgrafo de un grafo planar también resulta ser un grafo planar.

3.2.3. La dinámica en grafos con degenerancia k

Por inducción en el número de vértices se prueba que para todo grafo k-degenerado con
n ≥ k vértices y m aristas se cumple la siguiente desigualdad:

m ≤ kn−
(
k + 1

2

)
.

Sea G un grafo k-degenerado con n ≥ k vértices y m aristas. Denotando por n′ al número
de vértices tras una iteración de la dinámica y usando la misma técnica que en los casos
anteriores se obtiene

n′ ≤
(

2m

2m+ n

)
n.

Se sabe de la subsección pasada que la función

f(m) =
2m

2m+ n

es creciente y así usando la desigualdad anterior

f(m) ≤ 2kn− k(k + 1)

(2k + 1)n− k(k + 1)
,

y este último término queda acotado por 2k/(2k + 1). Por lo tanto

n′ ≤
(

2k

2k + 1

)
n.

MientrasG tenga n ≥ k vértices la dinámica cumple lo anterior pues todo subgrafo de un grafo
k-degenerado es también k-degenerado. En dlog(2k+1)/2k(n/k)e iteraciones de la dinámica el
grafo queda con n < k vértices, pero como k es constante se obtiene que el tiempo de la
dinámica sobre un grafo G k-degenerado es a lo más k + dlog(2k+1)/2k(n/k)e. Por lo tanto la
conjetura resulta cierta para grafos k-degenerados con k fijo.

Observación Este resultado implica de inmediato el caso de los bosques y los grafos planares
pues los bosques son grafos 1-degenerados y los grafos planares son 5-degenerados.
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3.2.4. Límites de acotar con el grado promedio

De las secciones anteriores se deduce que tras una iteración de la dinámica se cumple

n′ ≤ n

(
d̂

1 + d̂

)
.

Esta cota resulta ser limitada cuando d̂ ≈ n. En efecto, considere G = Kn. En este caso
d̂ = n− 1 y la cota anterior dice que tras una iteración

n′ ≤ n
n− 1

n
= n− 1,

que es la cota trivial pues en cada iteración al menos un vértice es eliminado. Claramente
esto contrasta fuertemente con el resultado real que dice que en una iteración n′ = 0.

Si se lograse demostrar que en cada iteración se elimina una fracción constante del grafo
el resultado sería cierto haciendo un análisis similar al hecho en las subsecciones anteriores.
Sin embargo esto no es cierto como se ilustra en el siguiente ejemplo. Sea G = (A ∪ B,E)
grafo bipartito con 2n vértices con |A| = |B| = n. Los elementos a1, . . . , an−2 ∈ A se unen
completamente a los elementos b1, . . . , bn−2, ver 3.3. Es claro que mG = (n− 2)2, entonces el
grado promedio de G es

d̂ =
2(n− 2)2

2n
=
n2 − 4n+ 4

n
,

y por lo tanto d̂+ 1 = n− 3 + 4
n
< n− 2. Así que en 1 iteración solo se eliminan los vértices

an−1, an, bn−1 y bn, más aún

2n

(
d̂

1 + d̂

)
= 2n− 2n2

n2 − 3n+ 4

que para n grande resulta ser cercano a 2n− 2, es decir, la desigualdad resulta casi ajustada
salvo por una diferencia de 2.

En resumen, la desigualdad usada en las subsecciones anteriores sirve en los casos con
grado promedio acotado, en los otros casos como en el caso del grafo completo no entrega
información útil. Además no se puede asegurar que una fracción del grafo sea eliminada en
una iteración de la dinámica como lo muestra el ejemplo anterior.

En la siguiente subsección se estudiará la dinámica en unión disjunta de cliques. Se desa-
rrollará una nueva dinámica sobre secuencias fijas de números que permitirá medir otros
parámetros que el promedio no logra cubrir.

3.2.5. La dinámica en unión disjunta de cliques

En esta subsección se estudiará la dinámica en grafos formados por la unión disjunta de
cliques.
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an

an−1

an−2

an−3

a2

a1

...

bn

bn−1

bn−2

bn−3

b2

b1

...

Figura 3.3: Ejemplo que demuestra que en 1 iteración de la dinámica se puede eliminar
un número constante de vértices.

Sea G =
⋃`
i=1 Kki unión disjunta de cliques con k1 ≤ · · · ≤ k`. Lo primero que se observa es

que en cada iteración de la dinámica cliques completos serán eliminados, más aún, los grados
de los vértices restantes no se verán afectados. Esto motiva el estudio de una dinámica sobre
secuencias de números, en la cual en cada iteración los elementos con valor a los más el
promedio +1 sean eliminados. Formalmente, sea X una secuencia de n números, se define la
siguiente dinámica sobre secuencias:

X0 = X

Xi = Xi−1 \ {x ∈ Xi−1 : xi ≤ µi−1 + 1}

donde µi−1 es el promedio de los elementos en Xi−1. Se define el tiempo de la dinámica como

t′(X) = mı́n{n : Xi = ∅}.

Teorema 3.1 Para toda secuencia X de n números, t′(X) = O(log n).

Demostración. Sea zi = (xi, yi) los elementos tras la iteración i− 1 de la dinámica, donde
xi = (xij)

k
j=1, (yi) = (yj)

`
j=1 y para todo j xij ≤ µi + 1 y además para todo j yij > µi + 1. En

otras palabras, los xi son los elementos que se eliminarán en la iteración i y los elementos yj
son los que no.

Sean xi y yi el promedio de los elementos en xi y el promedio de los elementos en yi

respectivamente. Sean además σxi y σyi la varianza de los elementos en xi y la varianza de
los elementos en yi respectivamente, además sea σzi la varianza total. Notar que µi+1 = yi y
σzi+1 = σyi .

Sean ρxi = |xi|/|zi| y ρyi = |yi|/|zi| la proporción de elementos en xi e yi respectivamente,
donde |w| simboliza el número de elementos en w. Notar que ρxi + ρyi = 1, además

µi = ρxix
i + ρyiy

i. (3.1)
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Más aún,
σzi = ρxiσ

2
xi + ρyiσ

2
yi + ρxiρyi(y

i − xi)2. (3.2)

En efecto, si z = (x, y) entonces

σ2
z =

1

|z|

(∑
j

x2
j +

∑
j

y2
j

)
− µ2

=
1

|z|

(∑
j

x2
j +

∑
j

y2
j

)
− (ρxx+ ρyy)2 [por (3.1)]

=
1

|z|

(∑
j

x2
j +

∑
j

y2
j

)
− ρ2

xx
2 − 2ρxρyxy − ρ2

yy
2

=
1

|z|

(∑
j

x2
j +

∑
j

y2
j

)
− ρ2

xx
2 − 2ρxρyxy − ρ2

yy
2 − ρxρyx2 + 2ρxρyxy − ρxρyy2

+ ρxρy(y − x)2

=
1

|z|

(∑
j

x2
j +

∑
j

y2
j

)
− ρxx2 − ρyy2 + ρxρy(y − x)2

= ρx

(
1

|x|
∑
j

x2
j − x2

)
+ ρy

(
1

|y|
∑
j

y2
j − y

)
+ ρxρy(y − x)2

= ρxσ
2
x + ρyσ

2
y + ρxρy(y − x)2.

donde los superíndices se han evitado para alivianar la lectura.

Se dirá que una iteración i es buena si ρxi ≥ 1/8. En caso contrario, se dirá que la iteración
es mala.

Sea el siguiente potencial
ϕi = |zi|σ2

zi .

Se demostrará que ϕi+2 ≤ αϕi para un cierto α ∈ (0, 1) fijo.

Si la iteración i-ésima de la dinámica es buena, entonces ϕi+1 ≤ 7
8
ϕi. En efecto, la iteración

es buena si ρxi ≥ 1/8, lo cual implica que |zi+1| = |yi| ≤ 7
8
|zi| y como σzi+1 ≤ σzi pues los

elementos están menos dispersos se obtiene que ϕi+2 ≤ ϕi+1 ≤ 7
8
ϕi. De manera análoga se

procede si la iteración (i+ 1)-ésima es buena.

La pregunta ahora es: ¿qué ocurre cuando hay dos iteraciones malas seguidas?. Se demos-
trará que en este caso la varianza disminuye una fracción constante. Se utilizará la igualdad
(3.2) para acotar la varianza en la iteración (i+ 2). Más específicamente, en

σzi+2 = ρxi+2σ2
xi+2 + ρyi+2σ2

yi+2 + ρxi+2ρyu+2(yi+2 − xi+2)2

se acotará cada término del lado derecho de manera adecuada.

1. σyi+2 = σzi+3 ≤ σzi+2 pues los datos restantes están menos dispersos.
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2. σ2
xi+2 ≤ 1

16
σ2
zi . Primero notar que los elementos en xi+2 están entre µi+1+1 y µi+2 = yi+1.

Por lo tanto
σxi+2 ≤ yi+1 − µi+1,

pero usando (3.1) se obtiene que

yi+1 − µi+1 = ρxi+1(yi+1 − xi+1),

ahora bien, como la iteración i es mala

yi+1 − xi+1 = ρxi+1(yi+1 − xi+1) + ρyi+1(yi+1 − xi+1)

≤ 2ρyi+1(yi+1 − xi+1)

= 2(µi+1 − xi+1)

≤ 2ρxi(y
i − xi),

así

σ2
xi+2 ≤

[
2ρxi+1ρxi(y

i − xi)
]2

≤ 4ρ2
xi+1ρ2

xi(y
i − xi)2

≤ 4ρ2
xi+1ρyiρxi(y

i − xi)2.

De la igualdad (3.2) se deduce que σ2
zi ≥ ρyiρxi(y

i − xi)2 y entonces

σ2
xi+2 ≤ 4ρ2

xi+1σ2
zi

≤ 1

16
σ2
zi ,

donde se ha usado que la iteración (i+ 1) también es mala.
3. Como la iteración (i+ 1) y la iteración i son malas

yi+2 − xi+2 ≤ 2ρxi+1(yi+1 − xi+1) ≤ 4ρxi+1ρxi(y
i − xi),

entonces

(yi+2 − xi+2))2 ≤ 16ρ2
xi+1ρ2

xi(y
i − xi)2

≤ 1

4
σ2
zi .

Entonces
σ2
zi+2 ≤ ρxi+2

1

16
σ2
zi + ρyi+2σ2

zi+2 + ρxi+2ρyi+2

1

4
σ2
zi

de lo cual se deduce
σ2
zi+2 ≤

5

16
σ2
zi .

Entonces
ϕi+2 = |zi+2|σ2

zi+2 ≤
5

16
|zi|σ2

zi =
5

16
ϕi.

Por lo tanto para todo i se cumple que ϕi+2 ≤ 7
8
ϕi y en consecuencia con O(log n) iteraciones

de la dinámica se eliminan todos los elementos de la secuencia.

Por lo argumentado anteriormente, la dinámica de grafos aplicada a la unión disjunta de
cliques se comporta de la misma manera que lo haría la dinámica sobre secuencias aplicada
a la secuencia de grados del grafo. Entonces
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Corolario 3.1 Para todo grafo G de n vértices que sea unión disjunta de cliques,
t(G) = O(log n).

Observación Notar que en la demostración del tiempo sobre la dinámica aplicada a secuen-
cias, el valor +1 nunca fue considerado en el análisis. En otras palabras, si ahora se considera
la dinámica sobre secuencias que en cada iteración elimina los elementos con valor a lo más
el promedio, entonces el tiempo de esta dinámica también será O(log n).
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Capítulo 4

Otros resultados en el modelo BCAST

En este capítulo se estudian otros problemas de grafos en el modelo BCAST. Se comienza
estudiando el problema de encontrar un conjunto independiente maximal con un vértice fijo x.
Se denotará a dicho problema como MISx. Se demuestra que el problema MISx resulta difícil
en 1 ronda, usando una reducción de detección de cliques. Se construye un protocolo aleatorio
que en O(log n) rondas, con mensaje de largo O(log n) encuentra un el independiente.

A continuación, se estudia el problema de calcular el número cromático de un grafo, dicho
problema se denota por Chrom. Utilizando una técnica similar a la utilizada en el capítulo
2, se demuestra que Chrom es difícil en 1 ronda.

Finalmente, se estudia el problema de identificar si el grafo contiene un conjunto dominante
de tamaño k, dicho problema se denota por k-DomSet. Se demuestra que que 1 ronda el
problema k-DomSet es difícil. Este resultado se extiende a los conjuntos `-dominantes,
denotando en este caso al problema como (k, `)-DomSet.

4.1. El problema del MISx

4.1.1. MISx en modelo determinista

En esta subsección se demostrará la dificultad en el problema determinista. Se mostrará
que en caso de poder resolver el problema MISx, entonces se pueden reconstruir todos los
grafos de n vértices. El lema clave para la demostración de la dificultad es el siguiente

Lema 4.1 Sea P un protocolo determinista de 1 ronda en BCAST que reconstruye su
entrada, es decir, al final de la ronda todos los vértices conocen el grafo de entrada.
Entonces bP = Ω(n).

Demostración. Suponga que no, sea c = 1/5 y n adecuado tal que b = bP < n/5. El número
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de bits escritos en la pizarra al final de la ronda son a lo más

bn <
n2

5
,

y por lo tanto a lo más 2n
2/5 grafos distintos se pueden codificar con dicha cantidad de bits.

Notando que hay 2(n2) grafos de n vértices en total, se encuentra la contradicción.

Teorema 4.1 Cualquier protocolo determinista P de 1 ronda en BCAST que resuelva
MISx cumple bP(n) = Ω(n).

Demostración. Sea P un protocolo determinista de 1 ronda que resuelve MISx con mensaje
de largo b. La idea es construir un protocolo determinista P ′ de 1 ronda que sea capaz de
reconstruir su entrada. Dado G grafo de entrada cada vértice simulará estar en el grafo G′
que corresponderá al grafo G más un vértice extra llamado simplemente n + 1. El siguiente
protocolo muestra como se trabajará en dicho grafo

Protocolo 4: Reconstruye el grafo de entrada
1 Todos los vértices v escriben 2 mensajes mv y m′v usando P en la pizarra, el mensaje
mv es el mensaje que escribiría si su vecindad es NG(v) y m′v es el mensaje que
escribiría si su vecindad es NG(v) ∪ {n+ 1}

2 El referee puede saber si la arista uv pertenece al grafo G usando el protocolo P en los
mensajes {mu,mv} ∪ {m′r}r 6=u,v ∪ {m} donde m es el mensaje de n+ 1 siendo su
vecindad V \ {u, v}

3 Si el independiente encontrado por P es {u, v, n+ 1} entonces el referee dice que u y v
no están conectados y en caso contrario dice que si lo están

4 Repitiendo esto con todos los pares u, v se logra reconstruir el grafo

Para ver la correctitud de P ′ basta notar que al tomar Guv grafo con vértices V ∪{n+ 1}
y aristas E ∪ {s(n + 1)}s6=u,v, tiene como independiente maximal a {u, v, n + 1} si y solo si
uv /∈ E. Con esto el referee (o sea todos) pueden reconstruir G ciclando sobre todos los pares
de vértices u, v del grafo. Por lo tanto, por lema 4.1 el largo de mensaje bP ′ debe ser Ω(n).
Notando que bP ′ ≤ b(n) + b(n+ 1) ≤ 2b(n+ 1) se concluye que b(n+ 1) = Ω(n) que implica
lo que se quería probar.

4.1.2. MISx en modelo aleatorio

En esta subsección se demostrará que aún añadiendole aleatoriedad a los protocolos en
BCAST, el largo de mensaje para resolver MISx debe ser Ω(n). El espíritu de la demostración
es similar a la del caso determinista. En [20] se define el problema H-Subgraph que consiste
en reconocer si el grafo de entrada contiene o no al grafo H como subgrafo. Los autores
prueban que cuando H es un grafo no bipartito, entonces cualquier protocolo que resuelva
H-Subgraph tiene largo de mensaje b(n) = Ω(n). Se utilizará este resultado para probar la
dificultad del problema MISx.
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Teorema 4.2 Cualquier protocolo aleatorio P de 1 ronda en BCAST que resuelva MISx
cumple bP(n) = Ω(n).

Demostración. Sea P un protocolo aleatorio de 1 ronda en BCAST que resuelve MISx con
mensaje de largo b = b(n). Se construirá un protocolo aleatorio que resuelve K3-Subgraph
que implicará la cota inferior en b. La idea resulta similar a la demostración del teorema
anterior. Se contruye un grafo G′ a partir del grafo de entrada G. A G se le agrega un vértice
s, distinto de los vértices de G, y este nuevo vértice s es unido a 3 vértices u, v, w fijos.
Entonces G tiene como triángulo a u, v, w si y solo si G′ tiene como independiente maximal
que contiene a al vértice s al conjunto {s, u, v, w}.

Protocolo 5: Reconoce si G contiene a K3

1 Todos los vértices v escriben 2 mensajes mv y m′v realizados con el protocolo P . El
mensaje mv corresponde al mensaje con n+ 1 vértices y vecindad NG(v). El mensaje
m′v corresponde al mensaje con n+ 1 vértices y vecindad NG(v) ∪ {s}

2 El referee verifica si {u, v, w, x} es la respuesta de P simulando P en los mensajes
{mu,mv,mw}∪ {mr : r 6= u, v, w}∪ {m} con m mensaje de s con vecindad V \ {u, v, w}

3 Si el independiente maximal es {u, v, w, s} todos saben que hay un K3 en G
4 Si no, itera sobre otro trío u, v, w y en caso de que ninguno dé positivo entonces no hay
K3 en G

La correctitud está dada en el párrafo anterior y realizando el mismo cálculo que en el
teorema anterior se prueba que b(n) = Ω(n).

4.1.3. Un protocolo aleatorizado en O(log n) rondas en BCAST con
mensajes de largo O(log n)

De las subsecciones anteriores se sabe que el problema MISx es difícil en 1 ronda. La
pregunta natural que surge es si en varias rondas lo mismo sigue siendo cierto. Afortunada-
mente en [3] se construye un algoritmo en paralelo calcular conjuntos maximales en tiempo
esperado O(log n). El objetivo de esta subsección es mostrar como adaptar ese algoritmo al
modelo BCAST para obtener O(log n) rondas con mensajes de largo O(log n).

El protocolo consiste de un protocolo principal Pp que ejecuta O(log n) veces el protocolo
auxiliar Ps. El protocolo Ps recibe un grafo de entrada H y entrega como salida un conjunto
independiente S. El protocolo Pp iterativamente ejecuta el protocolo Ps e incrementa el
conjunto independiente hasta llegar a un independiente maximal.
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Protocolo 6: Ps(H)

1 for v ∈ H do
2 if dH(v) = 0 then
3 escribe en la pizarra 1

4 else
5 escribe en la pizarra 1 con probabilidad 1/dH(v) y si no escribe 0

6 for uv ∈ H do
7 if u y v están marcados con 1 then
8 cambiar el 1 de u con probabiliad dH(v)/(dH(u) + dH(v)) y si no cambiar el 1 de

v

9 S ← vértices que quedan con un 1

Es claro que Ps entrega un conjunto independiente. El protocolo principal es

Protocolo 7: Pp(G)

1 I ← {x}, V (H)← V
2 while V (H) 6= ∅ do
3 S ← Ps(H)
4 V (H)← V (H) \ (S ∪NH(S))
5 I ← I ∪ S

Primero notar que el protocolo efectivamente se puede realizar en el modelo BCAST. En
efecto, en cada iteración de Ps se sabe quiénes son los vértices que se agregan a conjunto I,
más aún, todos los vértices conocen el conjunto I y al conjunto S en todo momento. Por lo
tanto, aquellos vértices que están en NH(S) y que dejan de participar en la siguiente iteración
les comunican a todo el mundo que ellos dejan de participar en la siguiente iteración mediante
un bit.

Se reproducirá la demostración de [3] que muestra que el tiempo esperado para que V (H)
se vacíe es O(log n). Para ello se demostrará que en cada iteración de Ps(H) se borran en
esperanza Ω(mH) aristas.

Sea H = (V,E), se abreviará dH como d. Un vértice v ∈ V se dice malo si

|{u ∈ N(u) : d(u) > d(v)}| ≥ 2

3
d(v),

es decir, a lo menos dos tercios de los vecinos de v tienen grado mayor que el. Un vértice se
dirá bueno si no es malo. Una arista uv se dirá mala si sus extremos son vértices malos y se
dirá buena en caso contrario.

Lema 4.2 Sea u ∈ V bueno de grado d > 0. Entonces

P(∃v ∈ N(v) : v escribe 1 durante Ps(H)) ≥ 1− e−1/3.
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Demostración. Sean u1, . . . , uk los vecinos de u tales que d(uj) ≤ d. Como u es bueno
entonces k ≥ d/3 y así

P(∃u ∈ N(v) : u escribe 1 durante Ps(H)) ≥ P(∃ui tal que escribe 1)

≥ 1− P(∀ui no escribe 1 )

= 1−
k∏
i=1

(1− 1/d(uj))

≥ 1− (1− 1/d)k

≥ 1− e−1/3

donde se ha usado que cada ui escribe en la pizarra 1 de manera independiente del resto.

Lema 4.3 Si u ∈ V tiene grado d > 0. Entonces, en la ejecución de Ps(H),

P(u ∈ S | u escribió 1) ≥ 1/e.

Demostración. Sean u1, . . . , ud los vecinos de u con dj = d(uj). Sea Aj el evento uj fue
marcado con 1 y el 1 de u se borra al evaluar la aristas uuj. Se obtiene que {Aj}dj=1 son
independientes. Entonces

P(u ∈ S | u escribió 1) = P(ningún Aj ocurre | u escribió 1)

=
d∏
j=1

(1− P(Aj))

=
d∏
j=1

(
1− 1

dj

dj
d+ dj

)

≥
(

1− 1

d+ 1

)d
≥ e−1.

Corolario 4.1 Sea u ∈ V bueno de grado d > 0. Entonces su probabilidad de ser
borrado en la ejecución de Ps(H) es a lo menos (1− e−1/3)/e.

Demostración. Sean u1, . . . , ud los vecinos de u. Entonces

P(u es borrado) ≥ P(∃uj ∈ S)

=
d∑
j=1

P(uj es el primero marcado)P(uj ∈ S | uj es el primero marcado)

≥
d∑
j=1

P(uj es el primero marcado)P(uj ∈ S | uj fue marcado)
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≥ 1

e

d∑
j=1

P(uj es el primero marcado)

=
1

e
P(∃uj fue marcado) ≥ 1

e
(1− e−1/3).

Lema 4.4 Sea H = (V,E). El número de aristas buenas de H es a lo menos |E(H)|/2.

Demostración. Ver Lema 4.4 de [3].

Corolario 4.2 El número esperado de aristas borradas en una iteración de Ps es a lo
menos (1/2e)(1− e−1/3)|E(H)|. Por lo tanto el número esperado de iteraciones de Pp es
O(log n).

Demostración. Sea X el número de aristas borradas en Ps. Por el lema anterior el número
de aristas buenas es a lo menos 1

2
|E(H)|. Por corolario anterior la probabilidad de que una

de esas aristas sea borrada es a lo menos 1
e
(1− e−1/3) y así

E[X] ≥ E[#Aristas buenas borradas]

≥ 1

2e
(1− e−1/3)|E(H)|.

Ahora bien, P
[
X ≥ 1

100
|E(H)|

]
≥ 1/100 pues en caso contrario

E[X] = E
[
X1{X≥ 1

100
|E|}

]
+ E

[
X1{X< 1

100
|E|}

]
≤ |E(H)|P

[
X ≥ 1

100
|E|
]

+
1

100
|E(H)|P

[
X <

1

100
|E|
]

≤ 2

100
|E(H)|,

que contradice el resultado anterior. Esto quiere el número esperado de veces que se debe
utilizar Ps para borrar a lo menos 1

100
|E| aristas es constante y por lo tanto en O(log |E|) =

O(log n) iteraciones de Ps el grafo se vacía.

Para concluir el resultado general basta notar que cualquier protocolo con número esperado de
rondas T (n) puede transformarse en un protocolo aleatorio con error ε y número de rondas
1
ε
T (n) manteniendo el mismo largo de mensaje. En efecto, el nuevo protocolo simulará el

protocolo anterior hasta que realice 1
ε
T (n) rondas, y si hasta ese momento no se ha concluido

se termina de manera anticipada. Si X es el número de rondas del protocolo original, la
probabilidad de que el nuevo protocolo tome más de 1

ε
T (n) rondas es

P
[
X >

1

ε
T (n)

]
≤ ε,

por cota de Markov.
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4.2. Colorabilidad

En esta sección se prueba que en modelo BCAST el problema de calcular el número cro-
mático χ(G) de un grafo es difícil en 1 ronda, se denota por Chrom a dicho problema. Un
grafo se dice k-cromático si puede ser coloreado con k colores o de manera equivalente tiene
número cromático χ(G) a lo más k. Sea G grafo de n vértices y sea F ⊆ G, durante esta
sección se denotará por GF al grafo GF = G ∪ (F ∗Kn).

Lema 4.5 G es libre de Kk si y sólo si para todo F ⊆ G con |F | = k el grafo GF es
(n+ k − 1)-cromático.

Demostración.

( =⇒ ) Sea F ⊆ G de tamaño k. Sea el siguiente (n+ k − 1)-coloreo de GF :

• Kn es obligatoriamente pintado con n colores: 1, . . . , n

• F es pintado con k − 1 colores: n+ 1, . . . , n+ k − 1

• G \ F es pintado con n− k colores: 1, . . . , n− k

es claro que el coloreo propuesto es válido y por lo tanto GF es (n+ k − 1)-cromático.

( ⇐= ) Si Kk ⊆ G, sea F = Kk y entonces claramente χ(GF ) ≥ χ(Kk+n) = n + k y por lo
tanto GF no es (n+ k − 1)-cromático.

El lema anterior entrega una forma de poder identificar la contención de Kk, usando el
resultado de [13] para cliques se puede concluir la dificultad en 1 ronda.

Teorema 4.3 Para k ≥ 4, todo protocolo P aleatorio que resuelva Chrom en el modelo
BCAST en 1 ronda requiere bP(n) = Ω(n).

Demostración. Sea P un protocolo aleatorio resuelve Chrom en 1 ronda y tiene largo de
mensaje bP = bP(n). El siguiente protocolo resuelve contención de Kk

Protocolo 8: Reconoce si G contiene a Kk

1 Todos los vértices v envían dos mensajes: mv y m′v usando P , ambos mensajes tomados
en el grafo con 2n vértices. El mensaje mv corresponde al mensaje con vecindad NG(v)
y el mensaje m′v corresponde al mensaje con vecindad NG(v) ∪Kn

2 El referee prueba sobre todos los F ⊆ G de tamaño k si el grafo GF es
(n+ k − 1)-cromático. Para ello utiliza los mensajes
{mv}v∈G\F ∪ {m′v}v∈F ∪ {M1, . . . ,Mn} donde los mensajes Mi son los mensajes de los
vértices en Kn con vecindad F

3 Si todos los F responden que GF es (n+ k − 1)-cromático, entonces no hay Kk

4 Si para algún F se responde que GF no es (n+ k − 1)-cromático, entonces hay Kk
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la correctitud proviene del lema 4.5. Para el análisis de la complejidad basta notar que

Ω(n) = bP ′(n) ≤ 2bP(2n),

lo que concluye el resultado.

4.3. Conjuntos dominantes

Un conjunto de vértices D se dice conjunto dominante si todos los vértices del grafo están
en D o tienen algún vecino en D, en otras palabras todos los vértices están a distancia a lo
más 1 del conjunto D. Un vértice u ∈ D se dice que domina a sus vecinos y a si mismo. El
problema k-DomSet en BCAST consiste en saber si el grafo de entrada contiene un conjunto
dominante de tamaño k. En esta sección se demostrará que en 1 ronda el problema es difícil.

SeaG un grafo de n vértices y sean u, v ∈ G. Para k ≥ 2 se define el grafoGk
u,v como el grafo

con vértices V k
u,v = V (G) ∪ {x1, . . . , xk−1} ∪ {s, t} y aristas Ek

u,v = E(G) ∪ {ut, x1s} ∪ {wxj :
j = 1, . . . , k − 1, w ∈ G,w 6= u, v}, ver figura 4.1.

u

v

x1

x2

s

t

Figura 4.1: Ejemplo de Gk
u,v con k = 3, el grafo G contiene a la arista uv si y solo si

Gk
u,v contiene un conjunto dominante de tamaño 3, a saber {x1, x2, u}.

Lema 4.6 Sea G con n ≥ 3 vértices y sean u, v ∈ G, entonces G contiene a la arista
uv si y sólo si Gk

u,v tiene un conjunto dominante de tamaño k.

Demostración. Se realizará la demostración para k = 2 pues el caso general resulta análogo.

( =⇒ ) Si uv ∈ G, entonces D = {x1, u} es un conjunto dominante de G2
u,v, en efecto, x1

domina a todos los vértices salvo u, v y t y el vértice u domina a v y t.
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( ⇐= ) Sea D un conjunto dominante de G2
u,v de tamaño mínimo. Como los vértices s y t

deben estar dominados por vértices en D, necesariamente D ∩ {x1, s} 6= ∅ y D ∩ {u, t} 6= ∅.
Suponga que uv /∈ G, entonces los vértices x1, s, u y t no dominan al vértice v y por lo tanto
D debe tener un vértice v′ que domine a v lo cual implica que D tiene al menos tamaño
3.

El lema anterior entrega una estrategia para identificar aristas en G, esto permitirá al referee
reconstruir el grafo lo cual por lema 4.1 se sabe que es difícil.

Teorema 4.4 Para k ≥ 2, todo protocolo P determinista que resuelva k-DomSet en
el modelo BCAST en 1 ronda requiere bP(n) = Ω(n).

Demostración. Nuevamente se realizará la demostración para k = 2, el caso general es
análogo. Sea P un protocolo determinista de 1 ronda en BCAST que resuelve k-DomSet, el
siguiente protocolo resuelve reconstrucción de grafos:

Protocolo 9: Reconstruye el grafo de entrada
1 Todos los vértices v escriben 3 mensajes en la pizarra mv,m

′
v,m

′′
v usando P . Los 3

mensajes son considerados sobre el grafo con n+ 3 vértices, el mensaje mv es el
mensaje que escribiría si su vecindad es NG(v), m′v es el mensaje que escribiría si su
vecindad es NG(v)∪ {x1} y m′′v es el mensaje que escribiría si su vecindad es N(v)∪ {t}

2 Para u, v ∈ G el referee usa el protocolo P para identificar si G2
u,v contiene un conjunto

dominante de tamaño 2 o no. Para ello utiliza los mensajes
{m′w}w 6=u,v ∪ {mv,m

′′
u} ∪ {Mt,Mx1 ,Ms} donde los mensajes Mt es el mensaje de t con

vecindad u, el mensaje Mx1 es el mensaje de x1 con vecindad G ∪ {s} \ {u, v} y Ms es
el mensaje de s con vecindad x1

3 Por el lema 4.6 el referee sabe que uv ∈ G si y sólo si G2
u,v tiene un conjunto dominante

de tamaño 2. Iterando sobre todos los u, v ∈ G el referee reconstruye el grafo G

por lema 4.1 se sabe que bP(n) = Ω(n) y como bP ′(n) = Θ(bP(n+ 3)) se concluye.

Observación Notar que el resultado sigue sigue siendo válido para todo k ≤ n.

El resultado anterior se puede extender al modelo con aleatoriedad, para ello se utili-
zará que reconocer cliques es difícil. Sea G grafo con n ≥ 5 vértices y k ≥ 2, para F =
(u1, u2, u3, u4) con ui ∈ G se define Gk

F como el grafo con vértices V k
F = V (G)∪{xj}k−1

j=1∪{s, t}
y aristas Ek

F = E(G) ∪ {u1t, x1s} ∪ {wx1 : w ∈ G,w 6= ui}, ver fígura 4.2.

Lema 4.7 Sea G con n ≥ 5 vértices, G contiene a K4 como subgrafo si y sólo si existe
{u1, u2, u3, u4} ⊆ G tal que todo ordenamiento F de {u1, u2, u3, u4} hace que Gk

F tenga
un conjunto dominante de tamaño k.

Demostración. La demostración se realizará para k = 2, el caso general resulta análogo.

( =⇒ ) Sea {u1, u2, u3, u4} ⊆ G tal que G[u1, u2, u3, u4] ∼= K4. Sea F un ordenamiento
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cualquiera de {u1, u2, u3, u4}, entonces D = {x1, u1} es conjunto dominante de G2
F , en efecto,

u1 domina a K4 y t y x1 domina a todo el resto del grafo.

(⇐= ) Suponga queK4 6⊆ G, por lo tanto existe F un ordenamiento de 4 vértices u1, u2, u3, u4

tal que u1 no está conectado a u2. Sea D el conjunto dominante minimo de G2
F , nuevamente

comoD debe dominar a los vértices x1, s1, u1 y t, se debe cumplir queD∩{x1, s1}, D∩{u1, t} 6=
∅. Como x1, s1, u1 y t no dominan a u2 se debe cumplir que existe w distinto a los 4 vértices
anteriores que domina a u2 y por lo tanto |D| ≥ 3.

x1

x2

s

t
u1

u2

u3

u4

Figura 4.2: Ejemplo de Gk
F con k = 3, el grafo G contiene al completo K4 si y solo

si Gk
F contiene un conjunto dominante de tamaño 3 para cualquier ordenamiento de los

vértices de K4.

El lema 4.7 entrega la estrategia para identificar cliques de tamaño 4 en grafos con al
menos 5 vértices.

Teorema 4.5 Para k ≥ 4, todo protocolo P aleatorio que resuelva k-DomSet en el
modelo BCAST en 1 ronda requiere bP(n) = Ω(n).

Demostración. Por simplicidad se realizará la demostración para k = 2, el caso general
es análogo. Sea P un protocolo aleatorio de 1 ronda en BCAST que resuelve k-DomSet, el
siguiente protocolo resuelve detección de cliques de tamaño 4:

Como bP(n) = Ω(n) y bP ′(n) = Θ(bP ′(n+ 3)) se concluye.
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Protocolo 10: Reconoce K4

1 Todos los vértices v escriben 3 mensajes en la pizarra mv,m
′
v,m

′′
v usando P . Los 3

mensajes son considerados sobre el grafo con n+ 3 vértices, el mensaje mv es el
mensaje que escribiría si su vecindad es NG(v), m′v es el mensaje que escribiría si su
vecindad es NG(v)∪ {x1} y m′′v es el mensaje que escribiría si su vecindad es N(v)∪ {t}

2 Para u1, u2, u3, u4 ∈ G y un ordenamiento F de estos vértices el referee utiliza el
protocolo P para identificar si G2

F contiene un conjunto dominante de tamaño 2 o no.
Para ello utiliza los mensajes {m′w}w 6=u1,u2,u3,u4 ∪ {m′′u1 ,mu2 ,mu3 ,mu4} ∪ {Mt,Mx1 ,Ms}
donde el mensaje Mt es el mensaje de t con vecindad u1, el mensaje Mx1 es el mensaje
de x1 con vecindad G ∪ {s} \ {u1, u2, u3, u4} y Ms es el mensaje de s con vecindad x1

3 Por el lema 4.7 el referee sabe que G[u1, u2, u3, u4] ∼= K4 si y sólo si G2
F tiene un

conjunto dominante de tamaño 2, para todo ordenamiento F de u1, u2, u3, u4. Iterando
sobre todos los u1, u2, u3, u4 ∈ G el referee identifica si G contiene a K4 o no

4.3.1. Conjuntos `-dominantes

Un conjunto de vértices D se dice `-dominante si todo vértice está a distancia a lo más `
de D, el caso ` = 1 consiste en el conjunto dominante clásico. El problema (k, `)-DomSet en
BCAST consiste en identificar si el grafo de entrada tiene un conjunto de vértices `-dominante.
En esta subsección se demostrará que el problema (k, `)-DomSet es difícil en 1 ronda.

Sea G grafo de n vértices. para k ≥ 2 sea Gk,`
F el grafo obtenido a partir del grafo Gk

F

expandiendo las aristas x1s y wx1, w 6= ui, en caminos de largo `− 1 y la arista u1t por un
camino de largo 2` − 1, se denota por t′ al vértice vecino de u1 en este último camino (ver
figura 4.3).

x1

x2

s

t
u1

u2

u3

u4

t′

Figura 4.3: Ejemplo de Gk,`
F con k = 3, el grafo G contiene K4 si y solo si para todo

F el grafo Gk,`
F contiene un conjunto 2-dominante de tamaño 3, a saber {x1, x2, t

′}.
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Lema 4.8 Sea G con n ≥ 5 vértices, G contiene a K4 como subgrafo si y sólo si existe
{u1, u2, u3, u4} ⊆ G tal que todo ordenamiento F de {u1, u2, u3, u4} hace que Gk,`

F tenga
un conjunto `-dominante de tamaño k.

Demostración. La demostración es análoga al lema 4.7.

Teorema 4.6 Para k ≥ 4 y ` ≥ 1 fijo, todo protocolo P aleatorio que resuelva (k, `)-
DomSet en el modelo BCAST en 1 ronda requiere bP(n) = Ω(n).

Demostración. Por simplicidad se realizará el bosquejo para k = 2, el caso general es
análogo. Sea P un protocolo aleatorio de 1 ronda en BCAST que resuelve (k, `)-DomSet, el
nuevo protocolo actúa de manera similar al protocolo del teorema 4.5, cada vértice v envía
5 mensajes mv,m

′
v,m

′′
v,m

′′′
v ,m

′′′′
v cada uno correspondiente al mensaje que enviaría v si su

vecindad fuese NG(v), o NG(v) ∪ {t′} o NG(v) ∪ {x′} siendo x′ el primer vértice de algún
camino que conecta x1 con v. El referee puede realizar todos los calculos necesarios sobre
todos los F ⊆ G de tamaño 4 y concluir si G contiene o no un K4. Finalmente el largo de
mensaje cumple una cota similar a la del teorema 4.5 y con eso se concluye lo enunciado.

Observación En el resultado anterior se usa implícitamente que ` es constante. No se puede
asegurar que el resultado siga siendo cierto cuando ` = `(n), pues el largo de los caminos
incrementa el tamaño del grafo de la reducción en al menos Ω(`n) vértices.
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Conclusión

En el presente trabajo se estudiaron tres temas que involucran teoría de grafos y compu-
tación distribuida. En primer lugar, se estudió el problema de calcular la degenerancia de
grafos en el Congested Clique: UCAST y BCAST. A continuación, se estudió una dinámica
sobre grafos que iterativamente elimina los vértices del grafo que cumplen con tener grado a
lo más el grado promedio +1. Finalmente, se estudiaron diversos problemas de grafos en el
modelo BCAST.

La primera parte de esta tesís correspondió al estudio del cálculo de la degenerancia en los
modelos UCAST y BCAST. Comenzando con UCAST, se construyó un protocolo aleatorio que
calcula una (1 + ε)-aproximación de la degenerancia del grafo de entrada en O(log n) rondas,
con mensaje de largo O(log n). En el modelo BCAST, se demostró que el problema de calcular
la degenerancia, Deg, resulta difícil en 1 ronda. Específicamente, se demostró que cualquier
protocolo que sea capaz de resolver Deg en 1 ronda, debe enviar un mensaje de largo Ω(n).
En el mismo modelo, se diseñó un protocolo determinista que calcula una (2+ε)-aproximación
de la degenerancia del grafo de entrada en O(log n) rondas, con mensaje de largo O(log n).
Finalmente, se construyó un protocolo aleatorio que calcula una (1 + ε)-aproximación de la
degenerancia del grafo de entrada en O(log n) rondas, con mensaje de largo O(log n), cuando
el grafo de entrada es α-denso.

La segunda parte de esta tesis correspondió al estudio de la dinámica sobre grafos. Esta
dinámica, iterativamente elimina del grafo aquellos vértices que tienen grado a lo más el
grado promedio del grafo hasta el momento más uno. Se definió el tiempo de la dinámica
como el número mínimo de iteraciones para vaciar el grafo. Se conjeturó que dicho número
es O(log n) para todo grafo de n vértices. Se demostró por qué es necesario el término «+1»
al borrar los vértices durante cada iteración, dando como contraejemplo el grafo camino. La
conjetura resultó cierta para los grafos acíclico o bosques, los grafos planares, los grafos con
degenerancia acotada y para los grafos que son unión disjunta de cliques. En las primeras tres
familias, se usó fuertemente que el grado promedio es acotado localmente. Se intentó probar
que en cada iteración de la dinámica una fracción constante del grafo era eliminada, sin
embargo, un contraejemplo sencillo demostró que pueden haber iteraciones en las cuales un
número constante (independiente de n) del grafo es borrado. Para estudiar la dinámica en la
unión disjunta de cliques, se desarrolló una nueva dinámica sobre secuencias de números fijos.
La nueva dinámica sobre secuencia de números, iterativamente borra aquellos elementos que
tienen valor a los el promedio más uno. Se demostró que para toda secuencia de n números,
el tiempo de esta nueva dinámica es O(log n) mediante un potencial que involucró el número
de elementos y la varianza de la secuencia. Este resultado terminó por demostrar la veracidad
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de la conjetura en la unión disjunta de cliques.

La parte final de la tesis, correspondió al estudió de diversos problemas de grafos en el
modelo de computación distribuida BCAST. Primero, se estudió el problema de encontrar
un conjunto independiente máximal con un vértice fijo. A este problema se le denotó MISx,
donde x es el vértice fijo. Se demostró que el problema es difícil en 1 ronda. Se construyó
un protocolo aleatorio que puede resolver MISx en O(log n) rondas, con mensaje de largo
O(log n). Segundo, se estudió el problema de calcular el número cromático del grafo. A este
problema se le denotó por Chrom. Se demostró, usando una técnica similar a la usada en
Deg, que en 1 ronda el problema es difícil. Finalmente, se estudió el problema de conjuntos
dominantes y su generalización a los conjuntos `-dominantes. A dichos problemas se les
denotaron k-DomSet y (k, `)-DomSet, respectivamente. En ambos casos se demostró que
en 1 ronda los problemas son difíciles.

Esta memoria logra resolver parcialmente ciertas inquietantes sobre el problema de la
degenerancia Deg. Por un lado, prueba que en el modelo BCAST degenerancia no puede
ser resuelto en 1 ronda sin mensajes largos. Pero por otro lado, no logra entregar pruebas
explícitas de su posible dificultad en varias rondas. Como trabajo a futuro, y suponiendo
que Deg es realmente difícil en varias rondas, se podría intentar buscar una construcción
similar a la usada en [13] para resolver Disjointness usando Deg. Adicionalmente, en el
modelo BCAST resta demostrar o refutar la dificultad de los problemas Chrom, k-DomSet
y (k, `)-DomSet.

Una gran pregunta que deja abierta este trabajo concierne a la dinámica propuesta, ¿Será
cierta la conjetura o existe algún grafo para el cuál el tiempo de la dinámica sea ω(log n)?. Una
conjetura más débil es que el tiempo de la dinámica es o(n), por ejemplo O(logk n) para algún
k > 1. Las técnicas usadas no lograron dar luces en grafos generales. El principal problema
reside, y como se explicó en el capítulo, en que el grado promedio no tiene ningún tipo de
monotonía. Más aún, no resulta evidente cómo relacionar varias iteraciones consecutivas, pues
el grado promedio no es monótono como si lo es en el caso de la dinámica sobre secuencias.
Un trabajo a futuro en esta área podría ser buscar un refinamiento de la técnica usada para
la demostración de la dinámica sobre secuencias para poder aplicarla en grafos.
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