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TASA DE CONVERGENCIA DE LA VELOCIDAD ASINTOTICA DE UN SISTEMA DE
PARTICULAS DE TIPO BRUNET-DERRIDA

En este trabajo se estudia un sistema de particulas cuya dinamica estd determinada por
mecanismos de ramificacion y selecciéon. Cada una de las N € N particulas del sistema espera
un tiempo exponencial de tasa 7 > 0 para generar un nuevo individuo posicionado, relativo
al padre, segiin una medida de probabilidad i en R. Inmediatamente después de un evento
de ramificacion se elimina la particula que estd mas a la izquierda dejando la cantidad de
individuos constate. Si max 2™ (¢) es la posicion de la particula de mas a la derecha a tiempo
t > 0 entonces bajo ciertas hipotesis sobre u se prueba que %N(t) ey vy c.S., donde vy
es una constante determinista, y que vy ' v < 0o, donde v es la velocidad de la particula
de méas a la derecha del sistema anterior pero sin el mecanismo de seleccion. El resultado
principal de esta tesis determina una cota para la velocidad de convergencia de vy a v.
Especificamente se prueba que liminfy (v — vy)(log N)?> > C donde C es una constante
explicita dependiente de la transformada de Laplace de u. Finalmente se estudia un sistema
similar a tiempo discreto y se exploran extensiones para el caso en que entre tiempos de
ramificacion las particulas se mueven segin un proceso de Lévy.
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Introducciéon

Las ecuaciones de reaccion-difusion permiten modelar distintos sistemas fisicos, quimicos,
biologicos y ecolégicos en donde la concentracion o densidad de algiin agente es transformada
mediante mecanismos de interaccién interna de sus partes (reaccién) y propagacion en el
espacio (difusion). Un ejemplo clasico de este tipo de modelo es la ecuacion F-KPP (por
Fisher, Kolmogorov-Petrovskii-Piskounov):

ou  O*u
E:az—x‘i‘f(u), reRt>0

u(0,z) = up(xz), x€R (1)

Esta ecuacion fue introducida en 1937 por Fisher [10]| y Kolmogorov-Petrovsky-Piscounov
[1] con el proposito de modelar la evolucion de un rasgo genético de una poblacién que
habita un espacio unidimensional. Desde los trabajos seminales mencionados anteriormente
las ecuaciones del tipo 1 han recibido gran atencién dado que, bajo hipotesis razonables,
admiten un continuo de soluciones del tipo onda viajera que pueden ser parametrizadas por
la velocidad del frente v. Especificamente, es posible probar que para cierta clase de funciones
f existe v* tal que para todo v > v* existe una funcion w, para la cual u(z,t) = w,(z —vt) es
solucién de 1 [15]. Este hecho es desconcertante desde el punto de vista del modelamiento dado
que solo una de estas velocidades deberia tener sentido en el contexto del sistema a modelar.
Una explicacion que dio Fisher para este fenémeno es que en 1 u representa una densidad
“limite” o de escala macroscopica en donde se asume una infinidad de agentes, perdiendo asi,
los efectos del ruido producido por un modelo de escala microscopica. Siguiendo esta idea
los fisicos tedricos Brunet y Derrida con su trabajo de 1997 [6] comenzaron a estudiar los
efectos microscopicos en la propagacion de ondas de la ecuacion 1 cuando f(u) = u—u?. Para
ello siguieron el siguiente esquema: Si la cantidad de particulas fuese realmente un entero N
entonces el efecto de f en la ecuacion solo estaria presente cuando hay al menos un agente,
es decir, cuando la concentracion o densidad es u > % Con esto, los autores modificaron la
ecuacion 1 introduciendo lo que ellos llaman un cutoff:

du  d*u
a:%4_(11—163)1{“2%}, reRt>0
u(0,z) = up(x), x€R (2)

Mediante argumentos heuristicos y simulaciones computacionales (de versiones discretizadas
de 2) los autores prueban que esta ecuacion admite una tnica solucién de onda viajera con
velocidad vy que cumple
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donde v* es la velocidad minimal de la solucién de onda viajera de la ecuacion sin cutoff. Dado
el lento orden de convergencia de vy a v* Brunet y Derrida evidencian cuantitativamente la
importancia de el efecto microscopico en la propagacion del frente. Posterior a este trabajo se
han estudiado distintas ecuaciones y sistemas de particulas (|4],[7],[5]) que exhiben la misma
tasa de convergencia 3. Con esto se muestra cierta universalidad de este comportamiento.

Dado el contexto anterior Durrett y Remenik estudiaron en 9] un sistema de N particulas
en R que evoluciona mediante los siguientes mecanismos de ramificacion y seleccion: Cada
una de las N particulas de manera independiente espera un tiempo exponencial de parametro
1 para generar un nuevo individuo posicionado, relativo al padre, segiin una medida de
probabilidad x4 en R. Inmediatamente después de un evento de ramificacion se elimina la
particula que estd mas a la izquierda dejando la cantidad de individuos constate. Para este
sistema prueban, bajo hipétesis de decaimiento exponencial de pu, que asintéticamente en
el tiempo las particulas se mueven a una unica velocidad vy, que vy — v* donde v* es
la velocidad asintotica de la particula de mas a la derecha del sistema anterior pero sin el
mecanismo de seleccion y que la medida empirica converge cuando N — oo a la solucion de
una ecuacion integro diferencial de frontera libre que admite soluciones del tipo onda viajera
si y solo si la velocidad del frente es v > v*.

En este trabajo se demuestra que para el sistema descrito en el parrafo anterior se tiene
un comportamiento del tipo 3. A groso modo se prueba el siguiente teorema:

Teorema Vo € (0, x*) se tiene que para N suficientemente grande

o
vt =y > ———
Y7 (log N)?
donde x* es una constante explicita y depende de la transformada de Laplace de la medida
de traslacion.

La presente memoria se organiza como sigue. En el Capitulo 1 se presentan las herramien-
tas béasicas para el correcto desarrollo de los resultados posteriores. En particular, se presenta
una breve introduccion a los procesos de Lévy, procesos de Galton-Watson, paseos aleatorios
con ramificaciéon y procesos de Markov con ramificacién. Seguidamente, en el Capitulo 2 se
presenta la definicion y propiedades béasicas de los sistemas a estudiar. Luego, en el Capitulo
3 se presentan los resultados principales de este trabajo junto a algunos ejemplos simples y
en el Capitulo 4 se desarrollan las demostraciones. Finalmente, en el Capitulo 5 se exploran
extensiones de los resultados obtenidos cuando a las particulas del sistema se les permite
moverse como un proceso de Lévy entre tiempos de ramificacion.



Capitulo 1

Preliminares

Esta seccion esta basada en los primeros dos capitulos de [13]

1.1. Procesos de Lévy

Definicion 1.1 Un proceso estocdstico (X (t))i>o en R definido en un espacio de probabilidad
(Q, F,P) se dird proceso de Lévy si cumple las siquientes propiedades:

(a) Las trayectorias de X son cadlag P-c.s.

(b) YO < s <t, X(t) — X(s) es igual en distribucion a X (t — s). Esta propiedad se conoce
como tncrementos estactonartos.

(c) VO < s < t, X(t) — X(s) es independiente de (X (r))rcpo,s- Lsta propiedad se conoce
como incrementos independientes.

El siguiente teorema caracteriza la distribucion de X (¢) para todo ¢t > 0 cuando X es un
proceso de Lévy.

Teorema 1.2 (Formula de Lévy Khintchine) (teorema 1.6 de [13]) Si X es un proceso
de Lévy entonces existe una unica tripleta (a,o,v), a € R, 0 > 0 y v una medida concentrada
en R\ {0} con [(1A2?)v(dz) < oo, tal que

E(eiGX(t)) _ e—tqb(G)
donde .
o(0) = iab + 50292 + /(1 — e 40211 )v(dx)
El siguiente teorema caracteriza trayectorialmente a un proceso de Lévy.

Teorema 1.3 (Descomposicion de Lévy-It6) (teorema 2.1 de [13]) Si X es un proceso
de Lévy de caracteristicas (a,o,v) entonces se puede escribir como la suma de tres procesos

3



independientes X, X® y XO) donde XM (t) = ¢ B(t) + at con B movimiento Browniano,
X® es una martingala de cuadrado integrable y X es una proceso de Poisson compuesto
de intensidad X = v(R\ [=1,1]) y ley de saltos ¥|(z: |o|>1}-

A continuacién se presentan algunas propiedades utiles que son consecuencia de los teo-
remas anteriores.

Proposicion 1.4 Sea X un proceso de Lévy de caracteristicas (a,o0,v) entonces:

(a) X € LP, p > 1 si y solo si
/ |z[Prv(dr) < oo
j[>1

Ademds, en este caso, el proceso M(t) = X(t) — E(X(t)) es una martingala LP para

todo p > 1 donde
E(X(1)) = <a+ / L xu(dx))t

(b) X es un proceso de Markov con generador

Af@) = 501"() = af @) + [z +9) = f(@) =y @) Lye(da), - f € CER)

Madas aun, de esto y el Teorema 1.3 se deduce que la suma de dos procesos de Lévy
independientes de generadores A y B es un proceso de Lévy de generador A + B.

(b) Si existe x < 0 <y tal que V8 € (x,y)

/ P u(dz) < oo
|z[>1

entonces en (x,y) la transformada de Laplace 0 — E(e?*®)) es finita y se tiene que

E(fX®) = ((0)

donde
1
b(0) = —ab + 50%6° + / (e = 1= 021y )v(dw)

La funcion i se conoce como el coeficiente de Laplace del proceso.

1.2. Arboles

En esta seccion se definira el espacio de arboles y los arboles aleatorios a tiempo discreto
y continuo que se utilizaran como el elemento genealdgico de los procesos de ramificacion a
estudiar.



1.2.1. Espacio de Arboles

Se define el conjunto de etiquetas por
u=Jnm
m=0

con la convencion N° = {&}. Para un elemento u € N™ se define |u| = m como la generacion
deu. Siu=wu---uyyv=uv---v, se define la concatenacion uv = uy ---u,v; -+ v, y se
identifica @u = u@ = u. Ademas se introduce la relacion de orden parcial dada por

u<v<<= Jweltal que v =uw

si w # @ entonces se anotard u < v y si v es un hijo directo de u se denotara por u < v.

Definicion 1.5 Un drbol enraizado T es un subconjunto de U tal que:

e JET,
e siv €T entonces u < v implicau € T,

e para todo elemento u € T eziste un niumero D(u) € N tal que si D(u) = 0 entonces
v >u implicav ¢ T, ysinouj €T siysolosil<j<D(u).

Se define el conjunto de los individuos de la generacion n como T (n) = {u € U: u €
T, |u| = n}. Finalmente, para un individuo w € T con |u| = n se define u;, i < n, como el
ancestro de u en la generacion 1.

Observacién

e Notar que un arbol esta completamente definido por la coleccion (D(u))ues que repre-
senta la cantidad de descendientes de cada individuo.

e Un arbol de este tipo se puede pensar como un arbol a tiempo discreto donde la
generacion n € N de un individuo es el tiempo en que este esta vivo.

Para obtener un arbol a tiempo continuo simplemente hay que agregar el tiempo de vida
de cada uno de los individuos. Para una secuencia ({(u)),es de niimeros reales no negativos

se define
VuelU a(u):=Y l(u)y Bu) =Y 1(v) =au)+(u)

v<u v<u

con la convencion a(@) = 0. I(u) representa el tiempo de vida del individuo u mientras que
a(u) y B(u) son los tiempos de nacimiento y muerte respectivamente. Sea

U:Z/{XR+

Definicion 1.6 Un drbol enraizado a tiempo continuo es un un subconjunto T de U tal
que:

e (2,0)€T,



e [a proyeccion T de T en U es un drbol enraizado,

e criste una secuencia de reales no negativos (I(u))yey tal que para todow € T, (u,t) € T
si y solo st a(u) <t < f[(u).

Al igual que en el caso discreto se define el conjunto de los individuos vivos a tiempo t > 0
como V(t) ={uelU: (u,t) e T} ={u e T:au) <t<p(u)} Paa(ut)cTys<t
se define u(s) € T como el ancestro de u vivo a tiempo s y se denota por 0, »T = {(v,s) €
U: (uv,t +s) € T} al drbol enraizado a tiempo continuo shifteado por (u,t) o enraizado en

(u,t).

1.2.2. Arboles de Galton-Watson

Definicion 1.7 Un drbol de Galton-Watson a tiempo discreto con ley de reproduc-

cion p = (pr)ken €s un elemento aleatorio del espacio de los drboles enraizados tal que
ii.d.
(D(w))ueu ~" p-

Definicion 1.8 Un drbol de Galton- Watson a tiempo continuo con ley de reproduccion
p = (Pr)ren Y tasa de ramificacion T > 0 es un elemento aleatorio del espacio de drboles a
tiempo continuo tal que

o (D(W)ue = v,

o (Uw)ueu =" exp (1),
o (D(u))ueu ¥ (l(u))uers son independientes.

Observacion Notar que la proyeccion de un arbol de Galton-Watson a tiempo continuo en
U es un arbol de Galton-Watson a tiempo discreto.

Definicion 1.9 Seam := )", kpi la cantidad promedio de descendientes de cada individuo.
Se dice que la distribucion p es critica (resp. supercritica, resp. subcritica) sim =1 (resp.
m > 1, resp. m < 1).

Proposicion 1.10 (Lema A.5.1 de [2]) Tanto para un drbol de Galton- Watson discreto como
continuo se define el conjunto de extincion por

A ={3t: la cantidad de individuos a tiempo t es 0}
Se tiene que:

e Sim <1 entonces P(A) =

1.
e Sim > 1 entonces P(A) < 1.

El siguiente teorema se puede encontrar en [2| Capitulo 1 (teorema B.8.2) y Capitulo 3
(teorema 7.1)

Teorema 1.11 (Convergencia Galton- Watson)

6



(a) Sea W, la cantidad de individuos de la n-ésima generacion de un Galton-Watson dis-

creto. Entonces

Wy ns
—2TTW s
mn

Ademdas P(W = 0) es la probabilidad de extincion.

(b) Andlogamente, si Wy es la cantidad de individuos vivos a tiempo t de un Galton- Watson
a tiempo continuo de tasa T entonces

Wt t—o00

m — W c.s.

Ademds P(W = 0) es la probabilidad de extincion.

1.3. Paseos aleatorios con ramificacion

Definiciéon 1.12 Un proceso puntual en un espacio medible (E,E) es una coleccion de
puntos aleatorios x1,...,xn € E (N también puede ser aleatorio). Para formalizar estd
nocion se considera el conjunto N(E) de todas las medidas en £ de la forma n = Zfil Oz,
y se le induce la o-dlgebra N que hace medible a las funciones ®4: N(E) = N, n — n(A)
donde A € €. Con esto, un proceso puntual es un elemento aleatorio de (N(E),N). Sin es
un proceso puntual entonces la funcion € > A — ~v(A) :=E(n(A)) es una medida y se conoce
como medida de intensidad de 7).

Definicion 1.13 Para un proceso puntual 1 en R con medida de intensidad v se define su
transformada de Laplace por:

60) =5 ( [ n(an) = [ ¥a(an) € 0o

Definicion 1.14 Un paseo aleatorio con ramificacion unidimensional o BRW gobernado
N : ‘
por el proceso puntual n = ;_, 6, en R se define recursivamente como sigue:

(a) La generacion n =0 consta de un individuo ubicado en el origen.

(b) Sean z1, ...,z las posiciones de los individuos de la generacion n (si estos no existen
el proceso se extingue). Cada individuo k = 1,..., M se reproduce posicionando a sus
descendientes segin el proceso puntual shifteado z, + 0™ donde los (n™)), son copias
independientes de 1.

Para hacer una definicion mds formal se considera una coleccion i.i.d. de procesos puntuales
(n(u), v € U) donde U es el espacio de etiquetas. La cantidad de individuos en el proceso
puntual n(u) dice cuantos descendientes tiene la particula u, de esta manera se obtiene un
drbol de Galton-Watson T con un etiquetado X: T — R donde X(u) es la posicion del
individuo .

Teorema 1.15 (Many to One)(teorema 1.1 de [14]) Sea X un BRW cuyo proceso puntual

7



n tiene transformada de Laplace ¢ finita en algin 8 > 0. Sean € N y g: R® — R, medible.

E| Y 9(X(w),.... X(un)) | = ($(6)"E(e™"g(S\,....Sn))

lul=n

donde (S;) es un paseo aleatorio con ley de saltos dada por la siguiente formula:

Vh: R — Ry medible E(h(S,)) = ﬁl@ < / h(:c)eezn(dx)>

Teorema 1.16 (teorema 1.3 de [14]) Sea X un BRW con trasnformada de Laplace ¢ finita

en algin @ > 0. Si ademds ¢(0) > e (el drbol de Galton-Watson asociado es supercritico)
entonces condicional a no extincion
nooo . . log ¢(0) c

1
—max X (u) — inf
I

R c.s.yen L'

Definicion 1.17 Sea X un BRW como el del teorema anterior y v = infy~q % la velo-
cidad asintdtica de la particula de mds a la derecha. Para todo v > ¢ > 0 se define px(e)
como la probabilidad de que exista un rayo infinito {& =: ug < uy < ---} C T tal que
X(uj) > (v —e¢)j para todo j > 1

Observacion Si se considera un modelo de BRW con seleccion en el cual una particula u se
elimina si cae por debajo de (v — €)|u| entonces px(g) es la probabilidad de no extincion de
este proceso.

Teorema 1.18 (teorema 1.2 de [11]) Sea X un BRW con transformada de Laplace ¢ y
numero de individuos de la primera generacion Zi. Si se hacen las siguientes suposiciones

(1) B(Z)) > 1 (supercriticalidad) y existe § > 0 tal que E(Z{ 1) < oo.
(2) Para la funcion ® = log ¢ existe 6* > 0 tal que

D(0) = 0*D(6%)
entonces

9*(1)”(0*))1/2

;o 1)/2 _
lim &'/ log px (€) W( 5

Observacion En el teorema anterior, si se define y := ”—;9*@”(9*) v E(e) :=e(log px(e))*—x

entonces e (_ { %E(s) ] %)

e—0 .
como E(g) — 0 entonces lo anterior se traduce en

px(€) = exp <— [Lo(l)} 5) cuando & — 0

€



1.4. Procesos de Markov con ramificacion

En esta seccién se presenta un tipo de proceso de ramificacion espacial cuya genealogia
estd dada por un arbol de Galton-Watson a tiempo continuo.

Definicion 1.19 Sea E espacio polaco, X = (X (t))¢>0 un proceso de Markov fuerte y cadlag
a valores en B, F = (Fj(k), 1 < j < k,k €N) una familia de funciones medibles de E X
0,1] a E. El proceso de Markov con ramificacion Xt = (X"(t))wer con distribucion
de descendientes p, tasa de ramificacion T > 0, distribucion espacial de descendientes F,
movimiento subyacente X vy distribucion inicial p € P(E) se define recursivamente como
sigue:

(a) T es un drbol enraizado de Galton-Watson a tiempo continuo con distribucion de des-
cendientes p y tasa de ramificacion T.

(b) Condicional en T, X? = (X?(t))icp,802)) distribuye como (X (t))ico,p(2)) con Xo ~ p.

(¢) Condicional a T y X?, las posiciones iniciales de la primera generacion de descendien-
tes (X"(a(u)))1<u<n(z) estdn dadas por (EED(”))(X?(@)_,@))1§u§D(u) donde © ~ Unif
([0,1]).

(d) Condicional a X7, D(2),5(2) y (X*((w)))1<u<n(u), l0s procesos

(X" (1) + 1)) (w1)€b(y.a,t Para 1 < u < D(D) son independientes y, respectivamente,
distribuidos como Xt con distribuciones iniciales 5X2(u) 1 <u< D(@).

Para uw € T se extiende la definicion de X"(t) cuando t € [0, a(u)) por X' = X!"9 | es decir,
la posicion del ancestro de u vivo a tiempo t < a(u).

Observacion La familia de funciones F se puede pensar como una familia de procesos
puntuales (7®),cx donde n® @ S 6F(D)(x op D~ v, O~ Unif ([0,1]) y © II D. El
k )
proceso puntual 1(® representa las posiciones de los descendientes de un individuo que muere
en x € E. Es decir, un proceso de Markov con ramificacion esta totalmente determinado por
un proceso de Markov X, una tasa de ramificacion 7 > 0 y una familia de procesos puntuales
() ,er con la propiedad de que la distribucién de *)(E) no dependa de . Esta tltima

condicién asegura que la genealogia del proceso sea un Galton-Watson de tasa 7 > 0 y ley
de reproduccion igual a la distribucion de 7*)(E) para cualquier x € E.

A continuaciéon se dara la definiciéon de un proceso de Markov auxiliar en £ que repre-
sentara el movimiento de una particula del proceso de Markov con ramificacién escogida
uniformemente dentro del conjunto de las particulas vivas.

Definicion 1.20 Sea Xt un proceso de Markov con ramificacion. El proceso de Markov
auxiliar Y se mueve como el proceso de Markov subyacente X pero con saltos adicionales

que dan cuanta del nacimiento de nuevas particulas. Y se define mediante su generador
infinitesimal que tiene la forma

Af(r) = Lf(x) + 7 / ((2) = F(@) ) (d2)

9



donde L es el generador infinitesimal de X y v es la medida de intensidad de n®.

En lo que sigue D([a, b], E) denotaré al conjunto de funciones cadlag de [a, b] en E al cual
se le induce la topologia de Skorohod. Para hacer la notacion mas compacta se escribird X [167 1
en vez de (X*(s))sep,g € D([0, 1], ) para hablar de las trayectorias de una particula.

Teorema 1.21 (Many to One)(teorema de 3.3 de [3]) Sea t > 0 entonces para toda
F:D([0,t], E) — Ry medible se tiene que:

E, Z F(X{q) | =€ VE(F (Vo))
ueV(t)

1.4.1. Proceso de Lévy con ramificaciéon lineal

Definicion 1.22 Un Proceso de Lévy con ramificacion lineal o BLP es un proceso de
Markov con ramificacion en R cuyo proceso de Markov subyacente es un proceso de Lévy y
la familia de procesos puntuales (1)) ,cp es de la forma n™ = x 4+ n con n proceso puntual

fyo.

Observacién

(a) Gracias a la propiedad 1.4 el proceso de Markov auxiliar Y de un BLP es un proceso
de Lévy con generador

Af(r) = Lf(x) + 7 / (f(x+2) — f@))r(d2)

R

donde ~ es la medida de intensidad de n y L es el generador infinitesimal del proceso
de Lévy subyacente. Es decir, Y = X + 5, X II S, donde X es un L-proceso de Lévy

y S es un proceso de Poisson compuesto con tasa 7m y distribucién de saltos = con

m = E(n(R)).

(b) Sea § > 0. Gracias a la propiedad de Markov y los incrementos independientes y
estacionarios un BLP visto en los tiempo de la forma nd, n € N es un BRW.

Proposicion 1.23 Sea Xt un BLP con proceso de Levy de coeficiente de Laplace 1, tasa de
ramificacion T > 0 y proceso puntual con transformada de Laplace ¢. Si ) y ¢ son finitas en
una vecindad del 0 entonces el proceso puntual de los de los individuos vivos a tiempo t > 0
i.e. Euev(t) dxu() posee transformada de Laplace en una vecindad del O de la forma et®®)
con ®(0) := 7(¢(0) — 1) +¢(0). A la funcion ® se le llamard coeficiente de Laplace del
BLP.

DeMoSTRACION. Usando el teorema many to one y la observacion anterior se obtiene que para
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=2 v 0x=

E (/ egl’n(dx)) =E( Y X0

ueV(t)
— eT(m_l)tE(eOX(t))E(ees(”)

- 0 (Lo 1))
exp(t(T(¢(0) — 1) +4(0)))

t®(0)

e

O

Teorema 1.24 Sea Xt un BLP con coeficiente de Laplace ®. St ® es finita en una vecindad
del 0 y sim, el proceso puntual subyacente, cumple que m = E(n(R)) > 1 y n(R) > 1 c.s.
entonces

! méx X"(t) =S veR cs. yen L
t ucV(t)
con 2(6)
vi=nf—= y ©(0) :=7(4(0) — 1) +9(0)

DEMOSTRACION. Sea & > 0 y X5 el BRW que se obtiene al ver Xt en los tiempo de la forma
nd, n € N. Es claro de la proposicién anterior que el proceso puntual asociado a X tiene
transformada de Laplace e’®. Luego del teorema 1.16 se obtiene que

1 1 n—,oo
Vo > 0, %ﬁf}f@ X*(nd) = 5 mi}é){&(w) Xy cs.yen L

Como f(nd) "% 0 para todo & > 0 solo basta probar que f es cadlag. Por convergencia
dominada y del hecho que t — méx,cy ) X"(t) es cadlag, solo basta probar que para todo
O0<s<r

Para obtener la convergencia en L' se considera la funcién

1
0 13 t):=E|[ |- max X"(t) —
.00 30+ 100 = | g X°0) -

1
~ max X“(t) —v| € L'

Z = su
P t ueV(t)

te(s,r]

1
Z < ||+ — sup méax | X“(t)]
S te[s,r) weV(t)

>

g

=W
En efecto,
W< sup > [XU(1)]
telsrl yev ()
< ) sup [XU(1)]

B ueV(r) te[0,r]
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Tomando esperanza se obtiene que
E(W) < ™ VE [ sup [¥(#)
te[0,r]

Como @ es finita en una vecindad del 0 entonces M (t) = Y (t) — E(Y(¢)) una martingala en
L? para todo p > 1. Sea K = sup;¢(o,, [E(Y ()| < oo. Entonces

E( sup |[Y(t)] ) <E| sup [M(t)| | + K
tef0,r] t[0,r]

1/2
< | E| sup |M(@)] + K
te(0,r]

<2E(|IM () + K

< 0

Para la convergencia casi segura basta ver que V(¢) = $ méxyeyy X"(t) es un proceso

cadlag y que para todo 6 > 0 V(nd) "% v c.s. Tomando § en un denso numerable se
concluye. [

Ejemplo Sea Xt un BLP de caracteristicas (X, 7, 7).

e SiX=0yn=0+0p con D ~ u donde y es una medida con transformada de Lapalce
¢, entonces ® = 7¢, y por lo tanto la velocidad de la particula de méas a la derecha es

oul0)
0

v* = 71inf

e Sin = 20y y X es un proceso de Poisson compuesto de tasa 7 y saltos p entonces
® = 7¢,, es igual al caso anterior y por lo tanto se tiene la misma velocidad.

e Si X(t) = 0B(t)+at donde B es un movimiento Browniano y n = Ny, N € N entonces
1
O(0) = (N —1)7+ab + 50292

por lo tanto la velocidad de la particula de mas a la derecha es v* = infy-g %.

. . . 2(N-1)T
Derivando se encuentra que el infimo anterior se alcanza en §* = Y——— y por lo

tanto 7
v'=a+o0y2(N—-1)r
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Capitulo 2

El Sistema

En este trabajo se estudian dos sistemas de particulas con ramificacién y selecciéon, un
sistema a tiempo continuo (S1) y un sistema a tiempo discreto (S2). El sistema (S2) es una
suerte de discretizacion de (S1) que lo domina estocésticamente.

2.1. El sistema (S1)

A cada tiempo ¢ > 0 hay N € N particulas con posiciones z (t) > --- > z(¢). Cada
una de estas particulas de manera independiente espera un tiempo exponencial de parametro
7 > 0 para generar un nuevo individuo posicionado, relativo a la posiciéon del padre, segtn
una medida de probabilidad p en R. Inmediatamente después de un evento de ramificacion se
elimina la particula que estd més a la izquierda dejando la cantidad de individuos constate.

Se denotara por 2™V (t) = Zf\il 0.~ (1) a la configuracion de las N particulas a tiempo ¢ > 0.
Ademas se define max xV(t) y min 2V (¢) como la particula de mas a la derecha y més a la
izquierda a tiempo t respectivamente.

Sea ¢(0) := [ €’uu(dx) la transformada de Laplace de p. Se haran los siguientes hipotesis
sobre y:

(H1) a* :=sup{f > 0: ¢() < 0o} >0y a, :=1nf{f <0: ¢(¢) < o0} <O0.

(H2> 11,H19_>(a*)— @ = OQ.
(H3) u((0,00)) >0
Observacién

(a) Si a* = oo entonces (H2) siempre se cumple. En efecto, sean 0 < I3 < [y tales que
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p([l1,12]) > 0 entonces

0
oo
> ([l I2]) 7
=

Si se considera el sistema (S1) sin el mecanismo de seleccion entonces se obtiene un
BLP donde el proceso de Lévy es nulo, la tasa de ramificaciéon es 7 y el proceso puntual
esn =0p+dx con X ~ pu. De (H1), (H2) y el teorema 1.24 se obtiene que la velocidad
asintotica de la particula de més a la derecha de este sistema sin seleccion es

. ¢(0)

vt = Tégg wE (2.1)

por otro lado, si se define

0

(0,a*) 20— f(0) := %
entonces (H1) y (H2) implican que f es C* y que f(07) = f((a*)”) = co. Ademas f
es estrictamente convexa dado que f”(0) = 673 [((6z — 1)* + 1)e?*u(dz) > 0. De esto
se deduce que existe 8* > 0 que alcanza el infimo que define v* y en particular se tiene

que v* = ¢'(6%).

A continuacion se listan las propiedades basicas del sistema (S1). Las demostraciones de
estos hechos se encuentran en [9] y [8]. Ademaés en el anexo se prueba el teorema (2,1) para
un proceso general.

Teorema 2.1 FExziste vy > 0 tal que

’ N t e N t
i 22T g mAxETE) e I
t—o0 t—o00 t

Mas ain, (vy)y es no decreciente.

Teorema 2.2

lim vy = v*
N—oo

donde v* es como en 2.1.

2.2.

El sistema (S2)

Sea k € Ny N € N. (S2) consiste en un sistema de N particulas que a cada tiempo n € N
tienen descendientes posicionados, relativo al padre, segtin el proceso puntual

nk = Z 6Xu(2—k) (22)

ueV(2k)

14



donde X7 es un BLP que describe el movimiento de (S1) pero sin el mecanismo de seleccion,
es decir, su proceso de Lévy es nulo, posee tasa de ramificaciéon 7 > 0 y proceso puntual
0o + 0x con X ~ pu. Luego de que los descendientes de la generacién n nacen se seleccionan
los N individuos que estdn mas a la derecha y el resto se elimina. Se denotara por xF
Zi]\il 5935,1@(1.) a la configuracion de las N particulas a tiempo n. Ademés se define max z™*(n

y minz™*(n) como la particula de mas a la derecha y de mas a la izquierda a tiempo n
respectivamente.

2.2.1. Construccion de (S2) via coupling

Sean (X)X, con X;; = (Xi(u))uer; N copias independientes de un BRW con proceso
puntual n* como en 2.2. Para cadai =1,..., N y n > 0 se define T;(n) := {u € T;: |u| = n}
y GN(n) C UY,Ti(n), el conjunto de las particulas de (S2) vivas a tiempo n, como sigue:
GN(0) = UX,T:(0) y si GN(n) esta definido y HN(n + 1) C UX,T;i(n + 1) es el conjunto de
los hijos de GV (n) entonces G (n + 1) € H¥(n + 1) se obtiene extrayendo las N particulas
cuyas posiciones estan mas a la derecha.

2.2.2. Propiedades basicas de (S2)

Teorema 2.3 Para todo N € N y k € N existe vy, tal que

Nk
n

, . minz? ok
lim = lim
n—o00 n2_k n—o0o n2_k

Max x
=uUNg C.S. yen !

Proposicion 2.4 Para todo N € N y k > 1 se tiene que

N S UNE S UNg—1

Las demostraciones de estos teoremas se omitiran ya que son analogas a la demostraciones
que se encuentran en el anexo sobre el N-BLP general.
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Capitulo 3

Resultados

El objetivo original de esta memoria consistia en probar que la tasa de convergencia de
la velocidad asintota del sistema (S1) es (log N)~2. Evidencias de esto son las simulaciones
computacionales hechas en [8] y el resultado de Berard y Gouere [5] en el cual se prueba esta
tasa de convergencia para un sistema discreto similar a (S1). Para lograr este objetivo se opto
por adaptar las técnicas utilizadas por Berard y Gouere al sistema (S1). Un problema que
surge con este procedimiento es que uno de los ingredientes principales utilizados por Berard
y Gouere es el resultado de Gantert, Hu y Shi [11| que no se traduce bien a un sistema a
tiempo continuo como (S1). Es por esto que se opt6 por hacer una suerte de discretizacion del
sistema (S1) (el sistema (S2)) para el cual las técnicas de Berard y Gouere aplican. Finalmente
se prob6 que para el sistema (S2) se tiene la tasa de convergencia esperada y que esta no
depende del paso de la discretizacion utilizado. Gracias a que (S2) domina estocésticamente
a (S1) se obtiene como corolario una cota inferior para la tasa de convergencia del sistema
(S1) probando asi que esta velocidad es lenta. Se espera que al tomar limite en el paso de la
discretizacion de (S2) se obtenga la tasa de convergencia exacta para el sistema (S1).

Los resultados a presentar conciernen las velocidades vy y vy de los sistemas (S1) y (S2)
con paso de discretizacion k respectivamente.

Teorema 3.1 Para todo k € N:

lim (v* — vy ) (log N)? = x*

N—oo

o escrito en notacion asintotica

*

(v —ong) ~ ( X

X NS
log N)? >

donde x* = %29*7'(#’(0*).

Gracias a la propiedad de comparaciéon 2.4 se obtiene el siguiente corolario que da una
nocion de la lentitud de la velocidad de convergencia de vy a v*:

Corolario 3.2
lim inf(v* — vy)(log N)* > x*

N—oo
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o equivalentemente: Yo € (0,x*), Ik € N, VN > k

!
* _ >
O = (log V)2
Ejemplo 1 Sila tasa de ramificaciéon es 7 = 1 y la medida de traslacion es una distribucion

normal estandar entonces ¢(6) = exp <%>, luego 6* = 1y por lo tanto v* = e'/? y xy* =
2,1/2
meel/ 2,

Ejemplo 2 Sila tasa de ramificaciéon es 7 = 1 y la medida de traslacion es una distribucion

exponencial de parametro A\ entonces ¢, (6) = ﬁ para 6 < X, luego 0* = % y por lo tanto

x* 4 * _ .28
v _XYX —Wx.
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Capitulo 4

Demostracion del teorema principal

En esta seccion se prueba teorema 3.1 enunciado en el capitulo anterior. Por simplicidad
de notacion se asumiré que la tasa de ramificacion es 7 = 1.

La demostracion se divide en probar las siguientes desigualdades:

Vk € N: 11;\r[n inf(v* — vy g)(log N)? > * (4.1)
— 00

Vk € N: limsup(v* — vyy)(log N)?* < x* (4.2)
N—o0

Para probar 4.1 basta hacerlo hacerlo para k = 0 ya que por la propiedad de comparacion
24 Vk e N oy := VN0 > UN k-

En lo que sigue del capitulo se usaré la siguiente nociéon que tiene fuerte conexiéon con el
teorema de Gantert, Hu y Shi (teorema 1.18):

Definicién 4.1 Sea X, un BRW con proceso puntual n* como en 2.2 y seav € R. u € T se
dice (n,v)-bueno si existe u =: ug < uy--- < u, tal que

Xi(u) — Xp(ug) > 027" Vi<n

Andlogamente se define la nocion de ser (0o, v)-bueno. Paran € NU {oco} se define pg(n, )
como la probabilidad de que en Xy, & sea (n,v* — €)-bueno.

Observacion Notar que por el teorema de Gantert, Hu y Shi (teorema 1.18) y del hecho
que la transformada de Laplace de n* es exp(27%¢), se tiene que para todo k € N

1
pr(00, ) = px, (627%) = exp <— [%O()} ) cuando € — 0

en este caso o(1) = e(log px, (£27%))% — x* depende de k.
Para la demostracion de la cota inferior 4.1 se necesita la siguiente estimacion de po(n, €):
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Teorema 4.2 Si p(n,e) = po(n,e) entonces para todo 0 < a < 1 y 0 < B < x* existe
s=s()>0yL=La,p) €N tal que para todo n > L:

Xt =B8] s
p(n,e) <exp | —«a [ } para e =~

3

A su vez, la demostracion de este hecho requiere el siguiente teorema de grandes desvios
para un paseo aleatorio:

Teorema 4.3 (Mogulsku)(lema 2.1 de [11]) Sea (S;) un paseo aleatorio conE(]S1|*+°) < oo

para algin 6 > 0. Sea ¢ y 02 la media y varianza de los incrementos del paseo. Sean g1 < ga
2

dos funciones continuas de [0,1] a R tales que g1(0) < 0 < g2(0) y an, — oo tal que %= — 0.

Se define
Enz{gl (3) <Hd g (1> VlSiSn}
n an, n
Entonces ) o
a iates dt
lim —logP(FE,) = — /
A8 R == | G — P

DEMOSTRACION DE 4.2.

Sea M € N que se elegird posteriormente, entonces
p(M,e) =P 3u| =M: X(u;) > (v —¢)i Vi < M)

Sea (b;) una sucesion que se elegiré posteriormente y
H(u) =inf {1 <i<|u|: X(w;) > (v* —¢e)i+ b;}. Luego

p(M,E) < p1<M,8) +p2(M, 5)
donde

pi(M,e) =P (3lu| = M: H(u) = 00, X(u)
p2o(M,e) =P (3lu| = M: H(u) < M, X(u)

Ahora se estimaran p; y ps por separado.
Por definicion se tiene que

p(M,e) =P 3lul =M: (v —e)i+b > X(u;) > (v*° —e)i Vi < M)

=P Z Ly —e)itb>X (ui)>(w —e)i vicmy = 1
|lu|=M

<E Z Li(or —e)itbi>X (ui)>(v* )i Vi<M}
|lu|=M
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Usando la formula Many to One (teorema 1.15) con 6 = 6* y el hecho que ¢(0*) = v*0*
se obtiene que

pi(M,e) <E (6M¢(0*)_6*ZM1{(v*—e)i+bi>ZiZ(v*—8)i vi<M})
< M)W =EMP (4 _ oY 4 by > Z; > (vF —€)i Vi < M)
= MP (0" —e)i+b; > Z; > (v* — )i Vi < M)

donde (Z;);en es un paseo aleatorio con incrementos cuya distribucion esta dada por la
siguiente formula:

Vh: R — R, medible E(h(Z))) = e *IE (/ h(x)ee*xno(dx))

en particular, la transformada de Laplace de Z; es
¢z, (0) = exp((0 +07) — 6(67))

y por lo tanto la media de Z; es

¢/ZI(O) _ e¢(9+9*)—¢(9*)¢’(9 + 9*)

y la varianza es

& (0) — (v7)2 = B0 =00 ((§/(0 4 07))2 + ¢ (0 + 07))
= ¢"(07)

Ahora se estima ps:

pa(M,e) < Z]P’(EIM =M: H(u) =j,X(u;) > (v —e)iVi < M)

<.
Il
-

P@ul =j: Hu) = j, X(u;) = (v" — €)ivi < j)

<.
Il
—

P3ul =j: X(u;) > (v"—¢e)j +b;, (v —e)i+b; > X(u;) > (v —¢)i Vi < j)

11

<.
Il
—

-

Z 1{X >(v*—e)j+bj, (v*—e)i+b;>X (u;)>(v*—e)i Vi<j}

lul=j

<.
Il
-

E (ej¢(9*)_9*zj1{Zj2(vus)j+bj, (0% —e)itbs> Zi> (0" —e)i Vi<i})

7 1075

1

<.
Il

I CEITIP (v — )i+ by > Z; > (v —€)i Vi < §)

<.
Il
—
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En resumen se tiene que para todo M € N

M-1
p(M, 6) < ee*eM[(M) + Z 69*(5(i+1)_bi+1)1(j)

J=0

donde

1
I(j))=PVi<j: (v'—¢e)i<Z < (v*—e)i+b)
La idea ahora es aplicar Mogulskii a través de una subsecuencia.

Eligiendo M = kN, k> 1, N > 2 y b no creciente entonces

k—1 1 (1+1)k—1
p(ij’ E) < e@*gkN[(kN) + Z " (e(i+1)—biy1) + Z Z e e(i+1)— Hl)](j)
Jj=0 =1 j=lk

N-1
< 5kN](kN) 1 et (eh=b(k) 4 po Z 69*(s(l+1)k—b<l+1)k)]<lk>
=1

Eligiendo b(t) = b(M — )13 = b(kN —t)}/?, b > 0y e :=
que se escogerd después se obtiene que

A /A I\? i N i\
k) =P |Vi<lk: —s|— — < < 5= —apl ==
(tk) (W— S(N) TR 8<N> Tt (l m)

Sea 0 > 0 y se definen las funciones

1275 = Gavyrs Para algin s > 0

Luego

1 < < < —
(1) = (VZ o) <“<?) (s = <lk>)
Entonces por Mogoulskii

2@25”(8*)

! ()~ 1))

hm sup log I(lk) <

1
(l/{:)l/3

) i
2 /0 <b(ﬂ—t)1/3+5)2
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Tendiendo 0 a 0 y usando convergencia mondtona se obtienen que

1 7T2¢//< ) 1 dt
hmsup VBLE log I(lk) < — TE /0 T t)2/3
I

—37T¢"(0*) N1/3 . (N . l)1/3
2p2 l1/3

por lo tanto

s1/2 S 1
, /o
hin—igp —(Nk)1/3 log p (Nk, —(Nk)2/3> < s/ fanp

donde ayy se define por

2 1% 1/3 1/3 2 111 (% 1/3 _ _1\1/3
i 59*737r¢>(0)70* 5 17l E S(l+1)7b 17l+1 _ 3w (0*) N (N =1
1<I<N-1 202 N N N N 2b2 N1/3

Luego como n + p (n, #) es no creciente se obtiene que

) 51/2 s "
lim sup — mYE 10gp< 2/3> < s fanyp

n—oo

Ahora tendiendo N — oo se llega a

lim sup avp < max
N—oo

. 3 2¢// 9* i}
{59 _ ”T;),—e b,f(s,b)}

con f(s,b) := supye(y {9*(st —b(1 —t)1/3) — %(1 -(1- t)l/g)}. Derivando se obtie-

1 * 1/ * 1/ * 3/2
ne que para b < 3¢ (0") < 3s+b, f(s,b) = s0" — 3ri07) 2 <3W2¢ ) _ bé’*) .

2b20* 2b2 3(3s6%)1/2 202
Por lo tanto en este caso méax {39* - %, —0*b, f(s, b)} = max {—0*D, f(s,b)}. Eligien-
o 5 = L — 4 e obriene que i (<0, 5.} = 0 ¥ por o tanto pars tod
3 11 (0*
0 <b< 5

51/2 S § 7T2¢//(€*) b 1/2 § b30*2 1/2
limsup o log.p (. 2/3>§‘“(W—5) :—(X— 3)

Interpretando % como el 3 del enunciado del teorema se obtiene que

1/2

hmsups logp( 28/3> S—(X*—ﬁ)1/2
n—oo
Se concluye usando la definicién de limsup. O]
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4.1. La cota inferior

N,0

N.0) se denotard (y2).

Para simplificar notacion el proceso (x

Sea 0 < <1, 0 < <x* s=s(8) >0 del teorema anterior. Sea A > 0 arbitrario y se

definen ,
| e (1+X)log N s

Por teorema anterior se obtiene que para N suficientemente grande p(m,c) < N~(FV_ Sean
0 <o <1y0<E&< \arbitrarios. Se definen vy := v* — g, vy :=v* — (1 —0)e y n = | N¢|.

1+A

3 méx yV 4 .
La idea es estimar E (%) ya que vy = inf; E (al—y> <E <%ny£§) (esto es gracias
a que el limite que define vy se obtiene del teorema subaditivo de Kingman). Para estimar
E (nla’;—yév) se estimara P(mdxy" > vyn) en términos de la cantidad de particulas de y™

entre los tiempos 0 y n que son (m, vy)-buenos. Para esto se necesitan dos lemas. El primero
es un lema combinatorial que permitira contar la cantidad de particulas buenas en término
de los desplazamientos realizados entre los tiempos 0 y n mientras que el segundo permite
acotar la probabilidad de que estos desplazamientos sean grandes.

Lema 4.4 (Lemma 2 [5]) Sean vi,v3 € R tal que vy < vy, n>1,me{l,....n }, K >0
y sea 0 =: xg,...,T, una secuencia de numeros reales tales que x;v1 — x; < K para todo
1=0,....,n—1. Sea

I'={ie{0....n—m}:a;—x; >vi(j—i)Vj=1i,...,i +m}.
Si x,, > van, entonces

Uy — U1 N K

Il > —
H_K—vlm K —v

(4.3)

Lema 4.5 Sea DY el mdzimo desplazamiento realizado por el sistema hasta tiempo n. En-
tonces existe k > 0 suficientemente grande tal que para K = klog(Nn) se tiene que

1
P(DN > K)< —
(DX 2 K) <+

DEMOSTRACION. Sean (1;x), ¢ = 1,...,N, kK = 1,...,n los nIN procesos puntual e indepen-
dientes con ley comiin n° que se utilizan para la evolucion del sistema entre tiempo 0 y n.
Sea 6 > 0 tal que ¢(6) < oo entonces

P(DY > K) < (Nn) ™E(e’"")
N n

< (Nn)™E (
=1 k=1

_ (Nn)—ﬁﬁ-&-leqb(e)

/ eexﬁi,k(dx ))
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Continuando con la estimacion de P(méxy > von) se define
B, =[{ueG"(0)U---UG"N(n): ues (m,v)-bueno }|

Sea u € U la particula que representa a maxy? y para i < n se define x; = X (u;) como
la posicion del ancestro de u vivo a tiempo 4 (notar que u; € GV (i) pues es parte de la
genealogia de u € GV (n)). Sea K = rlog(Nn) como en el Lema 4.5. De las definiciones de
n, m, vy, vo y K se tiene el lado derecho de 4.3 tiende a co cuando N — oo, por lo tanto
gracias al lema combinatorial se tiene que para N suficientemente grande

{méxyY >wvntN{DY < K} C{B,>1}

Juntando lo anterior con el Lema 4.5 se obtiene que para x suficientemente grande

1
P(maxyY > <P(B,>1)+—
(miscy) > vpn) < B(B, > 1) + 5

Por otro lado se tiene que

B, = Z ]-{ueGN(O)U---UGN(n)}]‘{u es (m,v1)-bueno}
wETIU---UTn

Notar que los eventos {u € GN(0)U---UGY(n)} y {u es (m,v;)-bueno} son independientes
puesto que el primero solo depende de las traslaciones ocurridas antes del tiempo |u| mientras
que el segundo depende de las traslaciones ocurridas en los tiempos posteriores a |u|. Con
esto se obtiene que

E(B,) = (n+1)N~*

Utilizando la desigualdad de Markov se llega a que

. 1
P(maxyy >wvan) < (n+ )N + N

Notar ahora que

max < max max X;
vo < méx méx Xi(u)

Sea t > 0 entonces N
exp(t maxy’ ) Z Z exp(tX;(u))

Tomando esperanza y usando la formula Many to One 1.15 con f = 0* se obtiene que
Eexp(t méxy)) < Ne™™
por lo tanto
Eexp(0*(maxyY —v*n)) < N (4.4)

Sea ahora M = méx yY —v*n y b > 0. Como para z suficientemente grande z < e’ 2 entonces
para N grande

M
E(M]-{Mzbn}) S E (exp (9*7) 1{Man})

<& (exp (05 )exp (o7 (30— 3m) )
—Boxp (07 (3~ 300) )
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Por otro lado

E(v'nliysmy) < v'nEexp (0° (M — bn))

S v*nNe*O bn

donde la tdltima desigualdad es gracias a 4.4. Sumando las dos desigualdades anteriores se
obtiene
_9*%71

E (méux yflvlméxyzvz(v*%)n) <v'nNe 7" 4 Eexp(0*(méxyY —v*n))e

n

bn

< Ne "% (1+v"n)

donde nuevamente se utilizo 4.4. Juntando lo anterior se obtiene que para N suficientemente
grande:

, N 7 N 4 N
ma ma ma
E ( = n ) =E ( = n 1méxyN>v2n) +E ( = 1méxyN<v2n>
n n " n "

max Y
=K n 1méxyf¥2v2n1méxy£’2(v*+b)n

4 N
max .,
+E ( n 1rnéxy{,\,’2v2n1méxy71y<(v*+b)n) + U

bn

1 *
< —Ne "2 (14 v'n) + (v° + b)P(méxyY > vyn) + vy
n

_p*bn

1 1
< = 5 * * T —-A * o
nNe (I+v'n)+ (v +b)(Nn+(n—|—1)N J+v = (1—o0)e

Usando la definicion de n y escogiendo un b > 0 cualquiera se obtiene que los primeros
dos sumandos de la desigualdad anterior son o((log N)72). Finalmente usando que vy <

E (%) se obtiene que
oy <v*— (1 —0)e+o((log N)7?)

multiplicando la desigualdad anterior por (log N)? y tomando liminfy .., se obtiene que

(O atc) < liminf(log N)*(v* — vy)
N—o0

(I=o)aqoy <

Usando que o, o, § y A son arbitrarios se concluye.

4.2. La cota superior

Para simplificar notacion se definira h := 27%.

La siguiente proposicion permitira dar un esquema para la demostracion de la cota supe-
rior. Sean n 'y 0 < § < v* (ambos dependientes de V) que se escogeran a posteriori.
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Proposicién 4.6 Sea D,,; el minimo de las traslaciones realizadas por el sistema entre los
tiempos 1 yn, y
B:={V1<i<n: mmz" < (v—20)ih}

entonces n
0 >nP(B)(§ —v*) — ﬁE(|Dn,k|1B) + (v —ung)

DEMOSTRACION. Sea (W, )i<, coupling subaditivo definido como sigue: Para i < n, W,
consiste en la configuracion de (S2) a tiempo n — i cuando este se define usando los N BRW
i.i.d. dados por

(X)) — Xp(w))ysw conw e GN(7)

es decir, W;,, consiste en hacer evolucionar el sistema n — ¢ unidades de tiempo con las
aleatoriedades shifteadas en ¢ unidades de tiempo.

Sean 'y :=0y Jy:=0. Dado ¢« > 0, I'; y J; se define
Liyy :=inf{l1 <j<n: miWrp, i, > (v—20)jh}
con la convencion inf ) = n. Luego se define
Fipm=Ti+Lipyn vy Jim=Ji+minWp, rip,,,

Es facil ver que
Vi Z 0 min WO,FZ- Z Jz

Notar que (L;); es una secuencia i.i.d. con distribucion comtn

L:=if{l <j<n: minxj-v’k > (v* —0)jh}

Similarmente (J;11 — J;); es una secuencia i.i.d. con distribucién comun

, Nk
minz;
Por la ley de los grandes ntimeros se tiene que

i
r Nk 1 , Nk 21:1 Ly
—minxp = : min xZi I s
4 =1 4
v Yo La =t v

2% hoy E(L)

E(min mg’k)

Ji
0 hE(L)

)

min xg’k > (v* —0)Lhlge + LD, ;1p

. Nk
Por otro lado %mln xp” > <t entonces vy > . Luego

Tomando esperanza y dividiendo por E(L) se obtiene que
E(ml’nxg’k) > (o —oh (1 E(L1p) E(LD,x1p)
E(L) E(L) E(L)
]E(LlB)) B E(L| Dy x|15)

= (=0 (1 T EQD) E(L)
> (v* — )h(1 — nB(B)) - nE(| Dyl Ls)

donde en la ultima desigualdad se utilizoé que 1 < E(L) < n. Dividiendo por h y reordenando
los terminos se concluye el resultado. O]
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La idea ahora es escoger d y n de manera que al multiplicar la desigualdad de la proposicion
anterior por (log N)? y tomar lim sup se obtenga el resultado.

Para definir n se necesita el siguiente lema que permite decir que con probabilidad positiva
los individuos de la generacion ¢ del BRW X cuyos ancestros siempre se han trasladado mas
de una cantidad fija (que se escoge adecuadamente) crece exponencialmente en 1.

Lema 4.7 Sea R > 0 y (M,);en un drbol de Galton-Watson con distribucion de descendientes

D= x> nr)

ul=1

Entonces existe R suficientemente grande, a > 1 y r > 0 tal que para todo i suficientemente
grande

P(M; >a') >r

DEMOSTRACION. Del Teorema many to one 1.21 mp := E(D) = e"P(Y, > —hR) donde Y
es un proceso de Poisson compuesto de tasa 2 y saltos %(50 + u). Como mp B2 eh >
entonces existe R tal que mpr > 1y por lo tanto para esta eleccion (M;) es un Galton-Watson

supercritico. Luego por teorema 1.11 se tiene que m}_{iMi — W c.s. donde P(W > 0) > 0.
Sea 1 < a < mg, x>0 tal que P(W > ) =2r >0y ny €N tal que (mLR> < x Vi > nyg.

Finalmente
M; !
P(M; > a') =P | — > (_)
mR R
M;
>P ( — > x) Vi > ng
mpg
=% o
con lo que se concluye. O

Notar que en el lema anterior M; se puede escribir como

Mi = Z 1{V.7§’L Xp(uj)—Xp(uj—1)>—hR}

|u|=1

es decir, M; cuenta los individuos de la generacion ¢ que siempre se han desplazado mas de
—hR.

Se definen las siguientes cantidades:

*

1O<)\<1y8:((1—A§<TN)2

2. a,Ry r como en el Lema 4.7.

3.0<b< 1, Sy=/[log, N|, m= L%J yn=m+Sy
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Del teorema 1.18 se tiene que py(co,e) = N~ v haciendo una expansion de
Taylor de z + (14 )'/? se obtiene que pi(oc0,e) = N~1-NFel),

Sea u con |u| = m y F,, la o-dlgebra que contiene la informacion hasta tiempo m. La
probabilidad condicional a F,, que existan al menos a°¥ descendientes w de v en la generacion
n tal que Xj(wiy1) — Xp(w;) > —hR Yi = m,...,n — 1 es > r gracias al Lema 4.7 (si
N es suficientemente grande). Si ademés Xj(w) > (v — €)mh entonces se tiene que Vi =
m,...,n Xg(w;) > (v—e(1+b))ih. En efecto, sea x; = Xy (w;). Se desea demostrar que z,,4; >
(v—e(14Db))(m+j)hVj =0,...,Sy}. Notar primero que 2,1 > &p+jRh > (v—e)mh+jRh
por lo tanto solo basta demostrar que (v—e)mh+jRh > (v—e(1+b))(m~+j)hVj =0,...,Sy:

e(1+b)jh>(v—R)(j—Sn)h puesj<Sy
= jRh > (v —¢€)jh — ebjh — (v — R)Snyh

_R)S
= jRh > (v—¢)jh — ebjh — b {%J h
—_——

= jRh > (v —¢€)jh —eb(j +m)h
= (v—¢e)mh+jRh > (v—e(1+0b))(m+j)h

Con lo anterior se obtiene que la probabilidad de que existan al menos a”~¥ w con |w| = n
que cumplan Xy (w;) > (v —e(14+0b))ith Vi=0,...,n es > pg(m,e)r > pg(oco,e)r.

Sea ahora A el evento en que ninguna de las N copias que consituyen el coupling contenga
més de a®¥ w con |w| = n tal que Xi(w;) > (v—e(1+b))ih Vi =0,...,n. Por independencia
P(A) < (1 — pp(oo,e)r)V < exp(—Npg(00,e)r) < exp(—N o)

donde en la segunda desigualdad se utilizo que 1 — z < e™*.

Finalmente se define § = (1 + b)e y del mecanismo de seleccion se obtiene que B C A (B
como en 4.6) puesto que en B N A¢ existen mas de a®¥ > N particulas a tiempo n cuyos
ancestros siempre se mantuvieron a la derecha de la particula minz™* y por lo tanto son
parte del sistema con selecciéon. De esto se deduce que

P(B) < exp(—N**)

Ahora ya se tienen todos los ingredientes necesarios para concluir. Es facil ver de la
definicion de n que nP(B) es o((log N)~2) y por lo tanto el primer termino del lado derecho
de la desigualdad en 4.6 lo es.

Para acotar el termino restante se acota superiormente E(|D,, x|15) utilizando que
E(|Dpi|15) < E(|Dyi|?)Y2P(B)Y2 y que E(|D, 4|?) esta acotado por la suma de los cuadra-
dos de todas las traslaciones entre 1 y n, es decir:

E(|Dp i) <nNE | D [X“(h)?
ueV (h)
=nNe"E (Y (h)]?)
= nNe"(Ah? + hO)
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donde Y es un proceso de Poisson compuesto de tasa 2 y saltos (6 + p), A = ([ zp(dz))?
y C' = [2*u(dx). Con lo anterior se obtiene que el término ®E(| D, x|15) en la desigualdad
de 4.6 también es o((log N)~2) y por lo tanto

(1+0b) x*
(1 —A)2(log N)

5 >V —uNg + o((log N)™%)

multiplicando por (log N)?, tomando limsup y usando que b y A son arbitrarios se concluye.
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Capitulo 5

Extension

En esta seccion se define el N-BLP general y su version discretizada para el cual se extien-
den varios de los resultados obtenidos para el sistema simple. Una de las propiedades claves
para la cual no se tiene demostracion es que la velocidad asintotica vy del N-BLP converge
a la velocidad de la particula de mas a la derecha del BLP sin selecciéon. La demostracion de
esto en el caso simple se encuentra en [8] (seccion 5.1) y utiliza un coupling que para el caso
general aparecen complicaciones técnicas tanto por el hecho de que la cantidad de hijos es
aleatoria como que las particulas se mueven entre los tiempos de ramificacion.

Al igual que en el caso simple se definen dos sistemas, uno a tiempo continuo (S1°) y otro
a tiempo discreto (S2’). El sistema (S1’) consiste en N particulas que evolucionan segiin un
proceso de Lévy X y luego de un tiempo exponencial de parametro 7 mueren dejando des-
cendientes distribuidos, relativo a la posiciéon de muerte del padre, segiin un proceso puntual
7. Inmediatamente después de un evento de reproduccion se seleccionan los N individuos
que estan mas a la derecha y el resto se elimina dejando la cantidad de particulas constante.
Para k € N (S2’) consiste en un sistema de N particulas que a cada tiempo n € N tienen
descendientes posicionados, relativo al padre, segun el proceso puntual

T]k = Z 6Xu(27k)
)

ueV (2-k

donde X7 es el BLP de caracteristicas (X, 7,7) que define a (S1’). Luego de que los des-
cendientes de la generacion n + 1 nacen se seleccionan los N individuos que estan més a la
derecha y el resto se elimina.

5:1 d.n@ a la configuracion de las N particulas del sistema
* a la configuracion del sistema (S2’) a tiempo n € N.

Se denotara por 2N (t) =
(S1’) a tiempo ¢ > 0 y por 22

En lo que sigue se considerard una tasa de ramificaciéon 7 > 0, un proceso de Lévy X de
caracteristicas (a,o,v) y coeficiente de Laplace ¢, y un proceso puntual  con medida de
intensidad 7 y transformada de Laplace ¢. Ademas se define la funcion ® := 7(¢p — 1) + ¢
que gracias a la proposicion 1.23 se puede pensar como el coeficiente de Laplace del BLP (en
el caso simple esté funcién coincide con la trasformada de Laplace de la medida de traslacion
p multiplicada por la tasa de ramificacion). Al igual que en el caso simple es necesario hacer
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los siguientes supuestos sobre el BLP:

(HT)
(H27)

(H3)

(H4)

P(n(R)=0) =0, m:=E(n(R)) > 1 y existe § > 0 tal que E(U(R)1+5) < 00.
a* :=sup{f > 0: () < oo} >0, a, :=mf{f < 0: &(A) < oo} <0y limg_,(4+)- % =
0.
El infimo
. ®(0)

¥ = Inf —2%
>0 @

se alcanza en 6* > 0. Notar que por (H2) ® es C* y por lo tanto

Q'(6%) = % = Uk

Sea Ymax la distribucion del méaximo dtomo de 7 entonces

a +/ zv(dz) + /gmméx(dm) >0
j[>1

Observacién

(1)
(2)

En (H1’) la propiedad de que existe § > 0 tal que E(n(R)'™) < oo es necesaria para
usar el resultado de Gantert, Hu y Shi 1.18.

(H2’) equivale a que tanto ¢ como 9 sean finitas en una vecindad del 0. Gracias a la
propiedad 1.4 lo segundo se tiene si y solo si la funciéon 6 — f\x|>1 v (dz) es finita en

una vecindad del cero. En particular, tanto (X (t) — E(X(t))): como (Y (t) — E(Y (1))
son martingalas en L” para todo p > 1.

Gracias al teorema 1.24 asumiendo solo (H1’) y (H2’) la constante v* es siempre finita
y corresponde a la velocidad de la particula de més a la derecha del BLP.

Si(0,a*) 20— f(0) := @ entonces de (H1") y (H2’) fes C*y f(07) = f((a*)) =
00. Por lo tanto si f es estrictamente convexa o equivalentemente f > 0 se obtiene la
existencia del minimizador en (H3’). Derivando f se obtiene que

o5 (6720 (6) — 260/ (6) + 20(0) + 7 (86 (6) — 266'(0) + 2((6) - 1)))

= s (1@ =040 2y vian o7 ([0 =17 veraian) -2) )

esto permite encontrar que, por ejemplo, si 7 y v concentran en R, y E(n(R)) > 2
entonces se cumple (H3’).

"

f(0) =

Si N = 1 entonces z'(t) = X(t) + Smax(t) donde Sy4x es un proceso de Poisson com-
puesto de tasa 7 y distribucion de saltos vy,4c. Con esto se obtiene que

. (méxtzl(t)> E (X (1) +tSmax(t>)
—a+ /|x|21 zv(dz) + /$7max(d$)

>0

1

es decir, el sistema z* se mueve con velocidad estrictamente positiva.
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Con estas hipotesis se tienen los siguientes propiedades sobre 2V y zV¥*¥ cuyas demostra-
ciones estan en el anexo:

Teorema 5.1 FEzxiste vy > 0 tal que

1m—:hm—:vN c.s.yenLl
t—o00 t—o00

Mds ain, (vy)nN es no decreciente.

Teorema 5.2 Para todo N € N y k € N existe vy, > 0 tal que

Nk
n

Nk

mMax 2 min 2,

lim = lim

1
=0 c.s. yen L
n—00 712*]C n—00 ’rLQ*k Nk y

Mads ain, para todo k € N (vyg)n es no decreciente.

Proposicion 5.3 Para todo N € N y k > 1 se tiene que

UN S UNE < UN -1

Finalmente la demostracion del teorema principal de este trabajo se extiende facilmente
al caso general debido a que en el contexto de la discretizacion el proceso (S2) y (S27) tienen
la misma estructura salvo que la transformada de Laplace del proceso puntual que los define
son distintas. En resumen, se tienen los siguientes resultados:

Teorema 5.4 Para todo k € N

lim (v* — vy ) (log N)2 =x"

N—o0
con x* = %2«9*@’(9*).
y gracias a la propiedad de comparacion 5.3 se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 5.5
lim inf(v* — vy)(log N)* > x*

N—oo

o equivalentemente: Yo € (0,x*), Ik € N, VN > k

v — U _
M= (log N2
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Capitulo 6
Discusiéon

6.1. Cota superior para (S1)

El resultado principal de este trabajo (teorema 3.1) dice que sin importar el paso de la
discretizacion k la tasa de convergencia de vy a v* es siempre la misma. Esto sugiere que
para (S1) se debe tener el mismo resultado que para (S2), es decir

Conjetura

lim (v* —vy)(log N)* = x

N—o0

Para probar lo anterior es necesario demostrar que limsupy_,. (v — vx)(log N)? < x*.
Esta cota en el caso de (S2) se obtiene gracias al siguiente resultado intermedio que se
encuentra en la seccion 4.2:

Proposicién 6.1 VO < A < 1, V0 < b < 1 existe My tal que para todo N > M,

1406 X"
(1= 2)? (log N)?

V' — oy + FR(N) <

donde F,(N)(log N)? =3 0

Es posible que de lo anterior se pueda obtener la cota superior para (S1). En primer lugar

habria que probar que

k—o0
UN,k — UN

Notar que gracias al lema de comparacion 2.4 (vy), posee limite que es mayor o igual a vy.

El siguiente paso seria controlar la dependencia en k de F}, y M}, en la proposicion anterior.
Lamentablemente esta dependencia es poco explicita y requiere un control sobre, por ejemplo,

las velocidades de convergencia de P(M,,m™" > z) — P(W > xz), P(W > ) 2% 1 en el lema
4.7 y la velocidad convergencia en el teorema de Gantert, Hu y Shi para los BRW Xj.
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6.2. Convergencia de vy en (S1’)

Para la convergencia de vy — v* en (S1) Durrett y Mayberry [8] construyen un coupling
entre los procesos con y sin seleccion que les permite probar

E (mé,Xuev(TN) XU (t))
E(Ty)

N >

donde Ty = inf{t > 0: |V(t)| > N}. Luego usando que ﬁméxueV(TN) X%(t) — v* y un
argumento de convergencia dominada concluyen. Para (S1°) este argumento de convergencia
dominada presenta complicaciones técnicas debido a que el proceso t — méx,cv ) X*(t) no
es necesariamente creciente y los tiempos de parada T no tiene una representacion explicita
como en (S1).
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Capitulo 7

Conclusiones

El principal resultado probado en este trabajo, el Teorema 3.1, provee un tasa de conver-
gencia exacta para la velocidad asintotica de la discretizacion (sistema (S2)) del modelo a
tiempo continuo (sistema (S1)) que originalmente motivé esta memoria. Como subproducto
de este teorema, se prueba que efectivamente la tasa de convergencia para el sistema a tiempo
continuo es al menos de orden (log N)~2. Esto permite evidenciar cuantitativamente el efecto
de una cantidad finita de particulas en la velocidad del frente de propagacion para el sistema

(S1).

Ademas del estudio del sistema (S1) se propuso un modelo mas general en el cual a las
particulas se les permite moverse segiin un proceso de Lévy entre los tiempos de ramificacion.
Para este sistema se prueban varias de las propiedades que cumple el sistema simple y, en par-
ticular, gracias a que en el contexto de la discretizacion el sistema simple y el sistema general
poseen la misma estructura, la demostracion del teorema principal se extiende facilmente.

Quedan entonces abiertos dos problemas. El primero es el de demostrar la cota que falta
para obtener una tasa de convergencia exacta para la velocidad asintética del sistema a tiempo
continuo. Evidencia obvia de que esta cota es cierta es que la tasa de convergencia para el
sistema discreto no depende del paso de la discretizacion. Este tltimo hecho da a entender
que uno de los caminos a tomar para demostrar la cota que falta es intentar tomar limite
cuando el paso de la discretizacion tiende a 0 lo cual tiene asociado varias complicaciones
técnicas. El segundo problema abierto es demostrar que para el modelo general la velocidad
asintotica converge a la velocidad del sistema sin seleccion. Al igual que antes, una evidencia
importante de que este hecho es cierto es que para el sistema discreto se tiene la convergencia
mencionada independiente del paso de la discretizacion.

En resumen, esta tesis da una serie de resultados que pone en evidencia la universalidad
del comportamiento de Brunet-Derrida al extender los resultados de Berard y Gouere a una
clase de de sistemas a tiempo continuo.
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Capitulo 8

Anexo

En este anexo se prueban las propiedades basicas del sistema general (S1’) descrito en
el capitulo 5. Las demostraciones del sistema discreto (S2’) son anédlogas y por lo tanto se
excluyen.

8.1. Construccion de (S1’)

Sea X = (X,)¥1, X1, := (X2(t))@wper, N copias independientes de el BLP que define
a (S17). Se define G C (X, T, inductivamente como sigue: Si T es el tiempo de la primera
ramificacion en X' entonces para todo t < T, i=1,..., Ny (u,t) € T; se tiene que (u,t) €
G, Luego, de las particulas vivas a tiempo T, se escogen las N que estan més a la derecha y
se repite el procedimiento anterior, es decir, se incluyen en GV hasta la proxima ramificacion
(sin considerar las ramificaciones de las particulas que ya fueron eliminadas) y luego se
seleccionan las N de més a la derecha y se continua con el procedimiento. Si (u,t) € GN N'T;
entonces la posicion de (u,t) se denotara X“(t) en vez de X*(t) y el arbol enraizado en (u, t)
se denotard 0, T en vez de 0, )T;.

8.2. Propiedades basicas de (S1’)

En esta seccion se demuestra el teorema 5.1 sobre la velocidad asintotica del sistema (S17).

Teorema 8.1 Para todo N > 1 existen constantes vy y Uy tales que

max 2V (t) ,
lim ———= =y ¥ lim
t—o0 t—o0

o N
t
M:fw c.s.yenL!

DEMOSTRACION. Solo se hara la demostracion para méax 2V (t) puesto que la otra es anéloga.
Para esto es necesario invocar el teorema ergodico subaditivo de Kingman (teorema 4 de [12])
que requiere definir un proceso (m(s,t))s<; que cumpla las siguientes propiedades:
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(1) m(0,1) Y max 2N (1).

(2) Vs <r <t,m(s,t) <m(s,r)+m(rt).

(3) La distribucién de m(s t) solo depende de t — s.

(4) vt >0, E(m(0,1)) <

(5) 3A € R tal que para todo t suficientemente grande E(m(0,t)) > At.
(6) Para todo intervalo compacto I, A(I) := SUD. ce1 |m(s,t)] € L.

Sea s > 0. (2V(s,1))s>s se define como sigue: Si X y G son como en la construccion de (S1°)
entonces 2™ (s,t) es la configuracion a tiempo ¢ — s de (S1’) cuando este se define usando los
N BLP independientes

(X*“(r) — XU(S))(UJ«)GQ(%S)T con (w,s) € Gy

Notar que de la definicion se obtiene que la distribucion de 2V (s, t) solo depende de t — s. Sea
ahora m(s,t) = max 2V (s,t), s < t. La condicién (2) se obtiene directamente debido a que
el lado derecho es el méaximo de (S1’) a tiempo ¢ — r con condicion inicial N, ) mientras
que el lado izquierdo es el méximo de (S1°) a tiempo ¢ —r con condicién inicial 2™ (s, 7). Para
concluir solo basta verificar (5) y (6). Sea 6 > 0 tal que C' := ®(0) V &(—60) < oo entonces:

E(| max 2 (£)]) = %E (log exp (6] méx 2™ (1))

gE (exp (9| max a:N(t) |))

B3 3 ew i)

i=1 ueVi(t)

1
< =-lo
0
1
9

1
:510g NE Z exp (0| X7 (t)])

ueVi(t)

=3 log (NeT(m_l)tE (exp (0]Y(1)])))
1
_ 5 IOg (2N€T(m—1)teCt)

_ (%bg(zz\z)) + (%(T(m D+ 0)) i

Con lo que se concluye (5). Para (6) sea I = [a, b] entonces

A(I) = sup sup |m(s,1)]
s€la,b] s<t<b

N
SZ sup sup Z | X3 () — X3 (s)]

i—1 S€la,b] s<t<b wevi(t)

SZ sup sup Z (X3 + X (s)])
)

i=1 se[a b] s<t<b GV

<22 > swp [X[(r)|

i=1 ueV, (b )TG[O,b]

39



tomando esperanza se obtiene que

re(0,b]

E(A(D)) < 2NV (sup |Y<r>|)

considerando la martingala M(r) =Y (r) — E(Y(r)) y K(b) = sup,¢jo, [E(Y(r))| se obtiene
que

E ( sup |Y(7“)|> <E ( sup |M(7“)|> + K(b)

rel0,b] r€[0,0]

1/2
< <E<Sét[1opb]|M(T)l2>> + K (b)

< 2E(M (D)) + K(b)

< 0

Teorema 8.2 Las constantes vy y vy del teorema anterior son iguales.

DEMOSTRACION. Como las convergencias del teorema anterior son c.s. y a constantes determi-
nistas solo basta probar que 22 ZN(t)t_min @) converge a 0 en probabilidad.

Sea T' > 0 que se escogeré a posteriori, t > T y sean x := x1 > x9 > --- > xy las posiciones
de las N particulas vivas a tiempo ¢t —T". Sean (Xr, )Y, N BLP independientes y partiendo de
0 que determinan las descendencias de x4, ..., zy, es decir, las posiciones de los descendientes

de x; a tiempo s >t — T sin hacer selecciéon estan dadas por

T+ Z OX(s—t+T)

ueV; (s—t+T)

Se define

Dy := max méix X*(T)
i=1,....,N ueV;(T)

es claro que méax 2™ (t) < z + D;. Sea ahora
Dy := mi im f X“ A:={Vset—T,t: mnzV(s) < D
2= ming min if X (s) v {Vs €| ]+ min 2% (s) <z + D»}
En A todos los descendientes de x a tiempo ¢ sobreviven a la seleccion y por lo tanto si N(s)
es la cantidad de hijos de = vivos a tiempo s +¢ — T entonces A C {N(T) < N}. Por otro
lado si se define
D = mi n X'(7T)— ma ix X D3 = min D
o(s) = i i, X0 = i, iy X0) v Do = i, Dol
entonces min 2V (t) —min 2V (s) > Ds(s) > D3 y por lo tanto en A¢ min 2V (t) > 2+ Dy + Ds.
Sea 0 > 0 entonces

p (mész(t) t—minzN(t) > 5) < P(N(T) < N) +IP><

<PN(T) < N)+ S B(D 3

i=1

D1—122—D325>
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T—o0

Primero es necesario verificar que P(N(7') < N) — 0. En efecto, del Teorema 1.11 y (H1’)
se obtiene que para ¢ := e > 1 N(T)c™" — W c.s. donde W > 0 c.s. Sea £ > 0 entonces
existe Ty > 0 tal que VI > Ty, Ne= T < ¢, luego
N(T)e ' < Ne™)
NT) ' <e) VT >Ty
gnice P(W <e¢)
como ¢ es arbitrario y P(W < ¢) = 0 se concluye que P(N(T) < N) 2% 0. Ahora para

todo £ > 0 se puede fijar T' > 0 tal que P(N(T) < N) < ¢ y por lo tanto solo basta probar
que P (|D;| > ot) 220 para i = 1,2, 3. Solo se probara para i = 2 ya que el resto es analogo.

i=1,...,N ueV;(T) s€[0,T]

N
=1—|P| mdx sup |X*(s)| > ot
ueV(T) sefo,1]

P ( max sup [X"(s)] > 5t> SE( D Vupacpr IX0(0)1251)

weV(T) 50,7 uweV(T)

P(|Dy| > 0t) <P < max  max sup |X'(s)| > 525)

Luego

s€[0,T7

= Tm-VTp ( sup |Y(s)| > (515)

Sea K(T') = supseo.r) [E(Y (s))| < oo. Luego usando la martingala M (s) := Y'(s) — E(Y(s))
se obtiene que

P ( sup |Y(s)] 2575) <P ( sup |M(s)| 25t—K(T)>

s€[0,7] s€[0,T]
< 1
— ot — K(T)

t
—>ooo

E(|M(T)|) (desigualdad de Doob)

Se concluye. [

Para las siguientes demostraciones se utilizara la siguiente nocion:
Definicion 8.3 Sean A y ( dos medidas puntuales en R. Se dira que ( domina a X lo cual
se denotard \ < C si para todo x € R A([z,00)) < (([z,00)). Notar que si X = S, 6,, con
x> 2an Y= ngéyi cony; > -+ > yn, entonces A X ¢ sty solo st Ny < Ny y
x; < y; para todo i =1,..., Ny.

Teorema 8.4 Para todo N € N, vy >0 y (vy)n es no decreciente.
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DEMOSTRACION. Gracias a la hipotesis (H4”) v; > 0 luego solo es necesario probar la monotonia
de (vy)n. Para esto se acoplara (S1°) con N y N+1 particulas de manera que 2V () < 2V 1(¢)
para todo t > 0.

Sean (X, )N 1 N + 1 copias independientes del proceso de Lévy subyacente, Ny, T
.,N +1, ¢ € N una coleccion i.i.d. de copiasde ny 7,,, n =1,...,N + 1,7 € N una
coleccion i.i.d. de variables exponenciales de parametro 7. Para M € {N, N + 1} se define

M __
M =
M M .
,_TZ-Jrl = Tz + min Ti+1,n

n=1,...,

M _ -
U;" = argmin 7,,
n=1,....M

(TM) son los tiempos de salto de un proceso de Poisson de pardmetro M7 y (UM) es una
familia i.i.d. con distribucion comun Unif ({1,..., M}). Se define el sistema con M particulas

inductivamente como sigue: Si el proceso esta definido hasta tiempo T con
M (M M (M
7 (T7) = = 2y (1)
entonces se define

2 () = 2, (TM) + X, (t) = Xo(T)) parate [T T ) yn=1,....M
A tiempo T, se elimina la particula m = U/, siendo reemplazada por 2} (TAL) + nmiv1 v
luego se eliminan las particulas de mas a la izquierda para dejar las M de més a la derecha.
Finalmente se reordenan las M particulas de manera que 2] (T2,) > -+ > 2(TH,). No
es dificil ver que este coupling cumple que para todo ¢t > 0, 2V (t) < 2VTL(t). En efecto,
basta notar que en cualquier instante de ramificacion, ya sea de zV o zV*! la dominacién
se tiene y luego al usar los mismos procesos de Lévy para ambos se obtiene la dominacion
en todo tiempo ¢ > 0. Con esto se obtiene que max zV(t) < mdxz"VT1(¢) y por lo tanto
UN < UN41- []

Finalmente se da la demostracion del teorema de comparacion 5.3.

DEMOSTRACION. La idea es acoplar 2V, z* y zN*+1 manteniendo cierta dominacién. Sean

(Xr,,) i€ Nyn=1,...,N una coleccion ii.d. de copias del BLP que define a (S1’). La
coleccion (X, , )N, se utilizard para definir 2V para t € [(i — 1)27%,427%), 2M* a tiempo i y
VAL g tiempos 20 — 1y 22'. Por claridad de notaciéon se hara la definicion de los procesos
solo para i = 1: Se define z"V hasta tiempo 27* igual que en la construccién original pero
usando los BLP (X, ,)A_,. Usando los procesos puntuales

Z (SXﬁn(gfk) nzl,...,N

uEVlﬂn(2_k)

se define zV'F hasta tiempo n = 1. Finalmente usando los procesos puntuales

Z 6Xﬁn(27(k+l)) n = 17...,N

uEVLn(Q*(Hl))
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se define z™V'¢*! hasta tiempo n = 1 y usando los procesos puntuales

2 : N,k+1
5X%n(w)(27k)_xw(27(k+l)) w E Zl
uevl,n(w) (27}6)

u>w
donde n(w) € {1,..., N} es la copia del coupling al cual pertenece la particula asociada a
N,k+1
wez .

De la definiciéon del mecanismo de seleccion es facil ver que en este coupling

Vi e N: 2NV (@27F) g 00 5 20

(2

en particular se tiene que

Vn € N: méax zN(iQ_k) < méx zé\é’kﬂ < méx lek
Dividiendo por i27% y tendiendo i — oo se obtiene el resultado. O]
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