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En el presente trabajo se busca extender un resultado del tipo ley de grandes nimeros
para la medida empirica reescalada asociada a un modelo estocéstico basado en agentes,
previamente introducido en la literatura, a una clase de modelo mas general. Especificamente
la extension considerada toma en cuenta dos nuevos mecanismos de evolucion aparte de los
ya considerados anteriormente. De esta forma los agentes, quienes estédn caracterizados por
su tipo, aleatoriamente pueden interactuar, cambiar su tipo, morir y producir nuevos agentes.

Se comienza construyendo el proceso de medida empirica a partir de su generador infi-
nitesimal, lo cual permite obtener un proceso de Markov con saltos a valores en medidas.
Posteriormente se obtienen algunas propiedades sobre él, en particular, se obtiene una re-
presentacion trayectorial del proceso mediante medidas puntuales de Poisson. Esta repre-
sentacion trayectorial permite obtener una propiedad de martingala asociada, la cual nos
entrega una idea sobre como luce cierto sistema de ecuaciones que deberia satisfacer la me-
dida limite. Una vez hecho esto se procede de acuerdo a un esquema clésico para probar este
tipo de resultados. Se comienza probando que el sistema propuesto tiene una tnica solucion,
luego se muestra que la secuencia de leyes asociada a la secuencia de procesos de medidas
empiricas reescaladas es una familia tensa de medidas, para posteriormente probar que cada
punto limite de las leyes satisface el sistema. Como consecuencia, gracias a la unicidad de
este ultimo, se concluye la convergencia en distribucion, al tomar limite en el reescalamiento,
del proceso de medida empirica reescalada a un proceso determinista solucion del sistema.

Por ultimo se muestran aplicaciones del resultado obtenido sobre tres modelos propuestos
y se concluye discutiendo la posibilidad de tener un teorema central del limite para este tipo
de modelo.
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Introducciéon

Durante las dltimas décadas el modelamiento de variados fenémenos y procesos se ha
vuelto escencial tanto en la ingenieria misma como en la mas béasica de las ciencias. Es aqui
donde la matemaética ha actuado con un rol fundamental al proporcionar un lenguaje con
el cual describir y formalizar versiones simplificadas de la realidad, esto con el fin de poder
utilizar las herramientas inherentes a esta para establecer propiedades y asi obtener una
mejor comprension de los fendémenos observados.

Dentro de este contexto es natural el rapido interés que surgié por intentar describir feno-
menos naturales a partir de la matematica. Particularmente en el area de la fisica estadistica
existia la motivacién por describir modelos estocasticos que representaran la evolucion tem-
poral de sistemas para de esta forma intentar comprender de mejor forma los estados de
equilibrio junto con los cambios de fase. Es asi como a finales de los afios sesenta surge el
campo de los sistemas de particulas como area dentro de las probabilidades y desde ese enton-
ces se ha desarrollado rdpidamente estableciendo conexiones con disciplinas como la biologia
y las finanzas, ademas de la fisica. Especificamente, y desde un punto de vista matematico, los
sistemas de particulas representan una extensiéon natural de la teoria de procesos de Markov
en el sentido de que un sistema tipico corresponde a infinitas (o finitas) particulas que, en
ausencia de interaccion, evolucionarian de acuerdo a una cadena de Markov. Como resultado
tendremos que si consideramos interacciones entre particulas, la evoluciéon individual de estas
deja de ser Markoviana pero ahora la dindmica del sistema considerado como un todo lo es.

El presente trabajo se encuentra enmarcado bajo las lineas antes mencionadas y surge a
partir de la motivacion existente por estudiar un modelo que busca mezclar al propuesto por
D. Remenik en [12] con el propuesto por N. Fournier y S. Méléard en [5]. El primero de estos
modelos considera un sistema con N agentes, caracterizados por su tipo, los cuales poseen dos
mecanismos de evolucién: a cierta tasa, que depende de su propio tipo y de la distribucion
actual del sistema, un agente muta su tipo a otro, escogido de acuerdo a cierta medida de
probabilidad con el mismo tipo de dependencia, y por otra parte un tipo de agente interactia
con otro a una tasa que depende de ambos tipos y de la distribuciéon del sistema, para luego
ambos agentes escoger un nuevo par de tipos con una medida de probabilidad con el mismo
tipo de dependencia. El segundo modelo busca describir un sistema ecologico espacial que
consiste en plantas, en donde estas estan caracterizadas por su posiciéon y evolucionan de
acuerdo a la siguiente dinadmica: cada planta produce una semilla a una tasa que depende
de su posicion, una vez producida la semilla esta es inmediatamente dispersada de acuerdo
a una medida que también depende de la posicion, ademas cada planta puede morir de
acuerdo a una tasa que depende de su posiciéon y también por una tasa de competencia local



que depende de la posicion y la distribucion del sistema.

Ambos modelos son estudiados desde el punto de vista de una medida empirica, siendo
para el primer modelo la distribucién como medida puntal de los /N agentes sobre el espacio de
tipos y para el segundo la normalizaciéon por N del proceso puntual que siguen las posiciones
de las plantas en el espacio. Sobre estos objetos se obtienen en [12] y [5] resultados del tipo
ley de los grandes ntimeros que logran caracterizar la medida limite como la solucion de
un sistema de ecuaciones integro-diferenciales determinista. Mas atn, en [12] se obtiene un
resultado adicional del tipo teorema central del limite y que nos entrega informacion sobre
las fluctuaciones de la medida empirica en torno a la medida limite.

El modelo planteado en este trabajo toma en cuenta el modelo propuesto por D. Reme-
nik en [12] y a la dindmica ya definida por las mutaciones e interacciones entre agentes se
anaden dos nuevas reglas de evolucion: a cierta tasa cada agente produce un nuevo agente
en el sistema, cuyo tipo es escogido de acuerdo a una medida de probabilidad, y también
a una tasa dada los agentes abandonan el sistema. Nuevamente consideramos que tanto las
tasas como las medidas involucradas dependen de los tipos de los agentes involucrados en la
transicion como también de la distribucién completa del sistema. De esta forma el objetivo
es probar que si tomamos el proceso puntual que siguen los agentes en el espacio de tipos y
lo normalizamos por N, bajo ciertas hipotesis, este converge a un limite determinista solu-
cion de un sistema de ecuaciones, de la misma forma como se obtuvo para los otros modelos
mencionados anteriormente.

Es con el fin antes mencionado que el presente trabajo se organiza como detallaremos a
continuacion. En el primer capitulo se comienza entregando las nociones basicas sobre los
objetos y herramientas utilizadas a lo largo del presente trabajo. En el segundo capitulo se
construye el proceso a estudiar ademéas de entregar una representacion trayectorial de él a
partir de medidas puntuales de Poisson y algunas propiedades de propagacion de momentos.
Le sigue el tercer capitulo en donde se exponen los resultados obtenidos a raiz del estudio. En
el cuarto capitulo se busca aplicar el resultado obtenido a distintos modelos. A continuacion,
en el quinto capitulo, se incluyen las demostraciones necesarias para probar el resultado
principal, las cuales estdn basadas en propiedades de martingala junto con argumentos de
tension y unicidad. Por tltimo se incluye un capitulo en donde se discute la posibilidad de
tener un teorema similar al obtenido en [12] acerca de las fluctuaciones de la secuencia de
procesos en torno a la medida limite.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se exponen las nociones bésicas que se utilizaran a lo largo de este trabajo
con el fin de mantener un marco tedrico explicito, sin embargo la totalidad de los resultados
se presentan sin demostracion puesto que corresponden a resultados conocidos. En la seccion
1.1 se presenta la notacion usada a lo largo del texto para luego comenzar en 1.2 estableciendo
los principios sobre la convergencia de medidas. A continuaciéon en la secciéon 1.3 se presentan
los procesos estocasticos desde un punto de vista general para luego dar énfasis a los procesos
de Markov en 1.3.1 y a las medidas aleatorias en 1.3.2. Finalmente en 1.4 se realiza una
introduccion a la familia de objetos principales a estudiar.

1.1. Notacion

Diremos que un espacio topologico (X, .) es polaco si es separable y si existe una métrica
completa que induce la topologia .. Por otra parte el espacio se dira localmente compacto si
es que cada punto tiene una vecindad compacta, y o-compacto si es que el espacio lo podemos
escribir como una unién numerable de conjuntos compactos. Un espacio que cumpla las dos
propiedades anteriores lo llamaremos o-localmente compacto.

Dado un espacio métrico (X, p) denotaremos por %y a su o-algebra boreliana. A partir
de esto consideraremos el espacio medible (X, By) y definiremos el espacio M(X) de medi-
das de Radon sobre él, es decir, medidas o-finitas, regulares interiores y localmente finitas.
Mas atn, denotaremos por M (X) al espacio de las medidas finitas sobre él y de la misma
forma definiremos M(X') como el espacio de las medidas con signo finitas. De estos espacios
distinguiremos un subconjunto especial, llamese

My (X) = {Xn:(swz

i=1

nEN*,xieX}, (1.1)

el espacio de las medidas puntuales. Mas aun, consideraremos un conjunto asociado a este
espacio definido por MY(X) = {+v|v € M,(X)}, para N € N. Otro subconjunto a men-
cionar es el de las medidas de probabilidad sobre (X, p) que denotaremos por P(X’). Por
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otra parte denotaremos por B(X) al espacio de funciones a valores reales que son %By— HBr
medibles y acotadas, ademéas definiremos el espacio C'(X,)) de funciones continuas sobre X
a valores en ), de la misma forma estableceremos Cy(X,)) como el espacio de funciones
continuas y acotadas, C.(X,)) el espacio de las funciones continuas a soporte compacto,
Co(X) el espacio de funciones continuas que se anulan en infinito y D([0,T], X') el espacio de
funciones continuas a la derecha con limite por la izquierda (cadlag) a valores en X'. Cuando
Y = R simplemente omitiremos el espacio de llegada en la notacion. Cabe mencionar que
para una funcion f medible y u € M(X) denotamos (i, f) = [, fdu, y recordamos también
que para p € My(X) su norma de variacion total es definida por ||| py = supj, . <1/{1, ¢)|-

Por ultimo, dado un espacio de probabilidad (£2..%,P) y un espacio medible (X,.¥), lla-
maremos variables aleatorias a las funciones X : (Q, %) — (X,.) que son .% —.% medibles.
Cada variable aleatoria induce una medida de probabilidad que denotaremos por Ly € P(X)

y que viene dada por la relacion Lx(A) = P(X € A). Esta medida la conoceremos como la
ley de X.

1.2. Convergencia de medidas

A continuaciéon definiremos los conceptos bésicos y enunciaremos resultados claves para
estudiar los distintos tipos de convergencias de medidas sobre los espacios antes mencionados.
Comenzaremos enunciado un resultado clasico sobre medidas regulares, es decir, medidas que
son regulares interiores y exteriores.

Teorema 1.1 Sea X' un espacio polaco y pu € M¢(X), entonces p es reqular. En particular
se tiene en este caso que Mp(X) C M(X).

En lo que sigue (X, p) seré un espacio métrico y buscaremos dotar de topologias adecuadas
a los espacios M(X) y M(X). Comenzamos con el siguiente concepto

Definicion 1.2 (Convergencia débil) Diremos que (fin), oy € My(X) converge débilmente
a i, y lo denotaremos por p, = u, siVf € Cy(X)

/fdun%/fdu, n — 0o.
X X

Observamos que cuando el espacio X es polaco este limite es tinico. Este tipo de conver-
gencia induce en M ;(X) la topologia débil, que es la topologia més gruesa tal que para toda
[ € Cy(X) la funcion p — [ + Jdu es continua. De ahora en adelante cuando consideremos
el espacio M ;(X') dotado de esta topologia lo denotaremos por (M ;(X'), w). Por otra parte,
si ademas exigimos que el espacio X’ sea separable, se puede probar que (M ;(X'), w) resulta
ser metrizable (por la métrica de Prohorov). Més atn tenemos el siguiente resultado

Proposicion 1.3 5i X' es un espacio polaco y ademds es localmente compacto, entonces
(M (X),w) es un espacio polaco.



Si ahora tomamos la definicién de la convergencia débil y la utilizamos en el contexto de
variables aleatorias podemos definir el siguiente concepto

Definicion 1.4 (Convergencia en distribucion) Diremos que (Xy), oy converge en distribu-

cion a X, y lo denotaremos por X,, = X, si la secuencia de leyes de X,, converge débilmente
ala ley de X.

A continuacion listaremos dos resultados para estos tipos de convergencia recién mencio-
nados y que seran de gran utilidad

Teorema 1.5 (Teorema 2.7 en [1]) Sea h : (X, Bx) — (X', Bx) medible, D, € By el
conjunto de sus discontinuidades y (fin),cny € P(X). Entonces si ji, = py u(Dy) = 0, se
tiene que p,h™t = ph=t.

Teorema 1.6 (Teorema 3.5 en [1]) Si (X,),cy son uniformemente integrables y X, = X,
entonces X es integrable y se tiene que E(X,,) — E(X).

Por otra parte, recordando que C.(X') C Co(X) C Cy(X), podemos definir una nocion de
convergencia mas relajada

Definiciéon 1.7 (Convergencia vaga) Diremos que (ji,)
p si se cumple que Vf € Co(X)

/fdun—>/fd,u, n — oo.
X X

De la misma forma que para la convergencia débil, tenemos que el limite de la convergencia
vaga serd Unico cuando el espacio X sea localmente compacto. De manera similar, este tipo
de convergencia genera la topologia més gruesa tal que para toda f € C.(X) la funcién
[ + fdu es continua. Igualmente, de ahora en adelante, cuando consideremos el espacio
M(X) dotado de la topologia vaga lo denotaremos por (M(X),v). Cabe agregar que si
ademés requerimos que el espacio X’ sea localmente compacto, entonces (M (X), V) resulta
ser un espacio de Hausdorff. Mas atn se tiene lo siguiente

neny © M(X) converge vagamente a

Proposicion 1.8 Si X' es un espacio polaco localmente compacto, entonces (M(X),v) es
un espacio polaco.

Un concepto clave que nos ayudara mas adelante a probar la convergencia de ciertas
secuencias de medidas en M ;(X) es el siguiente

Definicion 1.9 (Tension) Diremos que un conjunto II C M(X) de medidas es tenso si
para cada € > 0 existe un compacto K tal que
sup u(X \ K) <e.

peIl

Observamos que para medidas de probabilidad la condicién anterior la podemos escribir
de la forma inf,cq pu(K) > 1 —e.



El concepto de tension tiene un rol fundamental en el estudio sobre la convergencia de
medidas pues nos entrega una nocién de compacidad, la cual queda reflejada a partir de los
siguientes resultados

Definicion 1.10 Una familia 11 de medidas finitas se dird relativamente compacta si cada
secuencia de elementos de 11 tiene una subsucesion débil convergente.

Teorema 1.11 (Teorema 5.1 en [1|) Si II C P(X) es tensa, entonces es relativamente
compacta.

Corolario 1.12 Si (i )nen es tensa y si cada subsucesion que converge débilmente lo hace
a W, entonces [y, = (.

El siguiente resultado junto con el teorema 1.11 es lo que se conoce como el teorema de
Prokhorov y es el que nos permite entender la tension en términos de compacidad

Teorema 1.13 (Teorema 5.2 en [1]) Supongamos que X es polaco. Si 11 es relativamente
compacta, entonces es tensa.

Por tltimo, si buscamos relacionar los dos tipos de convergencia definidos anteriormente
sobre el espacio M (X) tenemos el siguiente resultado que nos entrega una respuesta

Teorema 1.14 Sea X' un espacio polaco localmente compacto y (fin),eny © Myf(X). Entonces
las siguientes son equivalentes

() pen converge vagamente a oy p(X) = 1imy, oo 1 (X).
(tn)pen cOnverge vagamente a vy p(X) > lmsup,, o fin(X).
(

i) ey CONVETgE vagamente a (1Y (fin),cy €5 una familia tensa.

1.3. Procesos estocasticos

Los objetos principales a estudiar a lo largo de este trabajo son los que definiremos a
continuacion

Consideraremos un proceso estocastico como una funcion X : Q — €7 que es .F - &7
medible sobre un espacio de probabilidad filtrado (Q, F (P er IP’) que satisface las hipotesis
usuales (completa y continua a la derecha). Comtnmente entenderemos un proceso estocéstico
como el resultado de un experimento a lo largo del tiempo. A raiz de esto, una idea importante
es querer poder predecir el valor de nuestro experimento en cierto tiempo conociendo toda
la informacion previa. Para esto consideraremos lo siguiente

Definicién 1.15 La o-dlgebra predecible (o previsible) &2 en Q x (0,00) es la o-dlgebra



generada por los conjuntos de la forma E x (s,t] donde E € %5 y s < t. Diremos que H es
un proceso predecible si H es &2 —medible.

Otra forma de caracterizar la o-algebra previsible es considerarla como la generada por
todos los procesos que son adaptados y continuos a la izquierda. Por otra parte tenemos

Definiciéon 1.16 Diremos que un proceso estocdstico (Xy)i>o es progresivo si para cada t > 0
la funcion X :[0,t] x Q — & es Byg @ F~E medible.

En la préactica tendremos que la mayoria de los procesos que nos interesan resultan ser
progresivos, esto porque podemos probar que todo proceso adaptado con trayectorias cadlag
resulta ser progresivo. Mas atiin todo proceso medible y adaptado tiene una modificacion
progresiva.

Otra propiedad que resulta fundamental en el estudio de procesos estocésticos tiene que
ver con la mejor estimacion que podemos hacer del proceso dada la informacion del pasado.
Esto queda reflejado en la siguiente definicion

Definicion 1.17 Un proceso estocdstico (My)i>o se dice (sub, super) martingala si es adap-
tado, My € L*(Q) Vt > 0 y E(M;|.Z,) = M, Vs <t (>, < respectivamente).

Definiciéon 1.18 Diremos que un proceso X cumple una propiedad de manera local si es que
existe una secuencia (1,),~, de tiempos de parada creciendo a oo casi sequramente tal que
X cumple la propiedad para cada n > 1.

En lo que respecta a las propiedades trayectoriales de los procesos tenemos los siguientes
conceptos que clasifican los distintos comportamientos

Definicion 1.19 Un proceso cadlag y adaptado (Ay),.q es un proceso de variacion finita si
casi sequramente sus trayectorias, t — Ay, son de variacion finita en cada intervalo compacto
de [0, 00).

Definicion 1.20 Un proceso (Ay),cp de variacion finita con Ay = 0 se dice de variacion
integrable si la esperanza de su variacion total es finita.

Definicion 1.21 Sea A un proceso de variacion finita con Ag = 0 y variacion localmente
integrable. El unico proceso predecible de variacion finita A tal que A — A es una martingala
local lo llamaremos el compensador de A.

Definicion 1.22 Un proceso cadlag adaptado X es una semimartingala si existen procesos
M y A con My = Ay =0 tal que

Xy = Xo+ M, + Ay,

donde M es una martingala local y A un proceso de variacion finita.

La idea central detréds de las semimartingalas es que son buenos integradores en el sentido
de que podemos desarrollar una teoria de integraciéon con respecto a este tipo de proce-



sos. Bésicamente se tiene que para una semimartingala X y procesos simples de la forma
H, = Holgy + >y Hil(p,1,,,1(t), con T; < oo una secuencia finita de t.d.p., Hy, sien-
do Zr,—medible con |H;| < oo casi seguramente, podemos definir el operador Ix(H) =
HoXo+ >0 | H; (X Timn — X Ti) y este resulta ser continuo en los espacios adecuados, para
finalmente ser extendido a una clase mas grande de procesos predecibles con ciertas propie-
dades de finitud. A esta extension la llamamos la integral estocastica y sera un proceso que
denotaremos por [ HydX,. A partir de esto podemos definir el siguiente proceso asociado a
una semimartingala

Definiciéon 1.23 Dada una semimartingala X definiremos su proceso de variacion cuadrdtica
(X, X1)yzg como

t
X, X], = X} - 2/ X, dX,. (1.2)
0

En este caso tenemos que el proceso definido de esta forma resulta ser cadlag, adaptado
y creciente. Resulta conveniente definir otro proceso asociado a este tltimo

Definicion 1.24 Sea X una semimartingala tal que su proceso de variacion cuadrdtica es
localmente integrable. Entonces definiremos la variacion cuadrdtica predecible como el com-
pensador de [ X, X], es decir, el inico proceso predecible de variacion finita tal que

(X, X], — (X, X),, (1.3)

es una martingala local.

1.3.1. Procesos de Markov

Un proceso de Markov es un proceso estocastico que cumple una propiedad particular.
Pueden ser usados para modelar sistemas que son aleatorios y que su evolucién es dada de
acuerdo a una regla de transiciéon que solo depende del estado actual del sistema. En esta
seccion introduciremos este tipo de procesos y sus caracterizaciones tanto por nicleos de
transicion como por semigrupos y generadores infinitesimales sobre un espacio de funciones
adecuado.

Definicion 1.25 (Funcion de transicion) Una funcion de transicion homogénea en el tiempo
sobre (€,8&) es una familia {P,},-, de nicleos de transicion en (€, &) tal que

(i
(ii

(iii

) Pi(z,-) € P(E), para cadat >0 yx € E.

) Po(x,-) =0, para cada x € .

) P(-,A) € B([0,00) x &), para cada A € &.

(iv) Ps(z,A) = [ Py(y, A)Py(z,dy), Vo € E,VA € &.

Pasamos ahora a definir el tipo de proceso que queremos describir a partir de estos objetos.



Definiciéon 1.26 Diremos que un proceso estocdstico (Xt)t20 definido en un espacio de pro-

babilidad filtrado (Q, (ﬂl)tzo,f,P) a valores en el espacio medible (€,&) es un proceso de
Markov si es adaptado a ()5, y cumple que

E(f(Xt-ﬁ—s)’ys) = E(f(Xt+s)’Xs)

Llamaremos distribucion inicial del proceso a la medida definida por p(A) =P(X, € A).

Nos interesa relacionar este tipo de procesos con los objetos introducidos en el comienzo.
Esto lo hacemos de la siguiente manera

Definiciéon 1.27 Diremos que una funcion de transicion homogénea {P;}i>o es una funcion
de transicion para el proceso X si

E(f(Xos)| ) = / F(2) PAX,. do). (1.4)

En otras palabras la definicion nos dice que E(f(X;45)|-%s) = Pif(Xs) y notamos que como
consecuencia de esto, para A € &,z € £ y t > 0, tenemos que Py(z, A) = P(X; € A| Xy = x),
es decir, la funcién de transiciéon asociada nos entrega la ley del proceso condicional a que
XO =X.

Ahora que podemos identificar este tipo de proceso nos preocupamos sobre asegurar su
existencia bajo ciertas condiciones sobre la funcién de transicion.

Teorema 1.28 (Teorema 4.1.1 en [3|) Dada una funcion de transicion homogénea en el
tiempo { P }i>0 y una medida de probabilidad pn sobre (€,&). Si para cada t > 0 la media de
probabilidad [ Py(z,-)pu(dz) es tensa, entonces existe un proceso de Markov X definido en el
espacio de probabilidad (5R+, %(Eﬂh),ﬁbu) tal que { P }1>0 es una funcion de transicion para
el proceso y p su distribucion inicial.

El resultado que nos entrega este teorema es lo que conocemos como la realizaciéon canénica
de un proceso de Markov, donde el proceso en este caso corresponde a la funcién coordenada
X(t) = w(t). Denotamos por P, a la medida que obtenemos cuando la distribucion inicial es
p = 6,. También cabe destacar que la condicion de que la medida [ Py(z,-)u(dz) sea tensa
no es muy restrictiva, en el sentido de que en la mayoria de las aplicaciones se trabaja sobre
espacios métricos polacos y basta con que el espacio se completo y separable para que la
condiciéon se cumpla.

Si bien resulta ser intuitivo construir un proceso de Markov dada una funcién de transicion
y una distribucién inicial, en la practica no resulta ser tan simple encontrar la funcién de
transicion salvo para algunos ejemplos, es por esto que buscamos un nuevo enfoque para
poder construir un proceso de Markov. En lo que sigue definiremos algunos conceptos sobre
operadores actuando en un espacio de Banach lo cual nos permitira desarrollar la teoria que
buscamos.

Definicion 1.29 (Clausura) Dado un operador A : Dom(A) — Im(A), diremos que es
cerrado si su grafo es cerrado. En caso que no sea cerrado definiremos su cerradura (cuando
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se pueda) como el operador A con Dom(A) C Dom(ﬁ) que sea una extension minimal de A
y que tenga grafo cerrado.

Cabe que recalcar que no cualquier operador lineal tiene cerradura, ya que puede ser que
la clausura de su grafo no corresponda al grafo de un operador lineal, en tal caso puede
corresponder a un operador multivaluado.

Definicion 1.30 Diremos que una secuencia (fn)nen € B(E) converge acotada y puntual-
mente (bp o bounded pointwise) a f € B(E) sisup, ||f.|| < 0o y hay convergencia puntual.
Diremos que un conjunto es bp-cerrado si cuando (fn)neny € C, f € B(E) y fn converge bp
tenemos que f € C.

Definicion 1.31 (Conservativo) Diremos que un operador A sobre B(E) es conservativo si
(1,0) estd en la bp-cerradura de su grafo.

Ahora definiremos uno de los conceptos basicos para el estudio de los procesos de Markov

Definicion 1.32 (Semigrupo) Una familia de operadores {T'(t) }1>0 sobre un espacio de Ba-
nach Y se dice semigrupo si cumple con que

Diremos que el semigrupo es fuertemente continuo silimy_o||T(t)f — f|| = 0 para cada f € Y.
Por otra parte, si |T(t)|| < 1 para cada t > 0, entonces diremos que es un semigrupo de
contracciones. Finalmente diremos que es positivo si f > 0 implica que T'(t)f > 0.

Definicion 1.33 Un semigrupo de contracciones fuertemente continuo y positivo, cuyo ge-
nerador es conservativo se dird de Feller.

Definicién 1.34 (Generador Infinitesimal) Dado un semigrupo definimos su generador in-
finitesimal A, cuando tenga sentido, por

Af:h’m%. (1.5)

t—0

El conjunto de f € Y tal que el limite anterior tiene sentido lo llamaremos el dominio de A
y lo denotaremos por Dom(A).

Observemos que en el caso homogéneo es posible construir a partir de { P };+>¢ un semigrupo
de contracciones {T'(t)},-, en B(£) mediante la asignacion

T()f(y) = /X f(2) Py, do). (1.6)

De manera reciproca podemos construir una funcion de transicion a partir de un semigrupo de
contracciones positivo cuyo generador sea conservativo, esto como consecuencia del teorema

de Riesz.
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De manera anéloga a como lo hicimos con la funciéon de transicion, dado un semigrupo 7'(t)
sobre un subespacio cerrado S C B(€) diremos que este corresponde al proceso de Markov
X si

E(f(X.s)| 7)) = T f(X.), Vt,s>0y feS. (1.7)

A partir de esto tenemos la siguiente caracterizacion

Proposicion 1.35 (Proposicion 4.1.6 en [3]) Sea & separable y X un proceso de Markov a
valores en € con distribucion inicial 1 y que le corresponde un semigrupo {T'(t)},~, en un
subespacio cerrado S C B(E). Si S es separante, entonces {T(t)},s, y o determinan las leyes
finito dimensionales de X. -

La correspondencia entre un proceso de Markov y un semigrupo nos puede entregar ademas
una caracterizacion del generador bajo ciertas hipétesis como se enuncia a continuaciéon

Proposicion 1.36 Sea X un proceso de Markov a valores en £ que corresponde a un Se-
migrupo de Feller T(t), el que estd definido en un subespacio cerrado S C B(E) y cuya
distribucion inicial es 0, para x € £. Entonces

T(t)f(x) = Eo(f(X4). (1.8)
En este caso podemos escribir el generador como

A5(e) = iy BT 5D = ) (19)

t—0

En lo que sigue buscaremos caracterizar un proceso de Markov a partir de su generador
infinitesimal y su semigrupo asociado. En lo que sigue consideraremos £ localmente compacto

Definicion 1.37 Diremos que un operador A en Co(E) satisface el principio del mdximo

positivo si cuando f € Dom(A) y xog € € es tal que sup,ce f(x) = f(x0), entonces ocurre que

A continuacién enunciamos una version del teorema Hille-Yosida para este contexto que
resultara ser una pieza fundamental

Teorema 1.38 (Hille-Yosida, teorema 4.2.2 en [3]) Sea & localmente compacto. La clausura
A de A en Cy(E) estd bien definido y genera un semigrupo de contracciones fuertemente
continuo y positivo st y solamente st

(i) Dom(A) es denso en Cy(E).
(ii) A satisface el principio del mdzimo positivo.

(iii) Im(\ — A) es denso en Co(E) para algin A > 0.

Cuando decimos que la clausura queda bien definida nos referimos a que resulta ser un
operador lineal y que no es multivaluado.

Ahora podemos enunciar el resultado principal
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Teorema 1.39 (Corolario 4.2.8 en [3]|) Sea £ localmente compacto y separable. Sea A un
operador lineal sobre Co(E) que satisface las condiciones del teorema 1.58, y sea {T(t)},5,

un semigrupo de contracciones fuertemente continuo y positivo en Co(E) generado por A.
Entonces para cada x € & existe un proceso de Markov que corresponde a {T'(t)},~, con
distribucidn inicial d, y con trayectorias en D(R,,E) si y solo si A es conservativo.

Con esto concluimos la introduccién a las formas que hay de caracterizar un proceso de
Markov. A continuacién enunciaremos una propiedad que sera de gran utilidad mas adelante

Proposicion 1.40 Si X; es un proceso de Markov progresivo con generador A, entonces
Vf € Dom(A) el proceso definido por

M, = F(X,) — f(Xo) — / AF(X,)ds, (1.10)

es una F;X —martingala.

1.3.2. Medidas aleatorias

Cuando buscamos modelar la ocurrencia de eventos aleatorios en un intervalo de tiempo,
asociados a objetos que son independientes entre si, y ademas los intervalos entre cada par de
ocurrencias no tienen memoria y son independientes entre si, es que resulta natural escoger el
clasico proceso de Poisson. En esta seccion buscaremos generalizar la definicion del proceso
de Poisson en R, a espacios mucho méas generales.

Comenzaremos definiendo la familia de variables aleatorias que utilizaremos en este con-
texto.

Definicién 1.41 Una medida aleatoria p en (X,.) es una funcion medible desde cierto
espacio de probabilidad (Q, F,P) al espacio medible (M(X), #) de las medidas localmente
finitas, done A es la o-dlgebra mds pequena que hace a las evaluaciones medibles

O, M(X) = RU {00}
oo p(A),

para cada A € & .

Definicién 1.42 (Medida puntual) Dado un espacio medible (X,.), suponiendo que los
singletons son medibles, diremos que N : . — N U {oc} es una medida puntual si es una
medida sobre (X,.) de la forma

N=> 4, (1.11)

iel

donde I C N y (2;),c; C X.
Ahora podemos pasar a la definicién que buscamos para la descripcion del proceso.
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Definiciéon 1.43 (Medida puntual de Poisson) Sea un espacio medible (X,.) y p una
medida o-finita en este espacio. Una medida puntual de Poisson N en X con intensidad p es
una medida puntual aleatoria definida en un espacio de probabilidad (Q,.7,P) que satisface
las siguientes propiedades

(i) Para cada w € Q, N(w,-) es una medida puntual sobre (X,.7).
(i) VA € .7, E(N(A)) = u(A).

(iii) VA € ., la variable aleatoria N(-, A) distribuye como Poisson de pardmetro ju(A).

)
)
)
(iv) Para cada familia finita {A;};_, C .7 de conjuntos disjuntos con ji(A;) < oo, Vi < n,
se tiene que las variables {N (-, A;)}"_, son independientes.

Definicion 1.44 (Proceso puntual de Poisson) Definiremos por proceso puntual de Poisson
con intensidad p simplemente a una medida puntual de Poisson N en R, x X con intensidad

dtu(dz).

Observamos que de esta forma para cada A € . con u(A) < co el proceso que resulta al
definir N; = N((0,¢] x A) es un proceso de Poisson de tasa 1(A). En este contexto definiremos
la filtracion (%), generada por N como

F, = (N,(A): Vs < t, VA € .7). (1.12)

De esta forma obtenemos ademés que si A C (s,t] x .77 y [ dtp(dz) < oo, entonces N(A)
es independiente de .%,. Por otra parte, se puede probar que definir el proceso de esta forma
nos permite considerar un subconjunto aleatorio numerable p(N) C [0,00) x X que distingue
los atomos del proceso N.

Ahora enunciaremos uno de los resultados fundamentales acerca de integrar con respecto
a una medida aleatoria.

Teorema 1.45 (Teorema 3.5 en [4]) Sea f: X — R una funcion medible y N una medida
puntual de Poisson. Entonces la suma (N, f) es absolutamente convergente casi sequramente
sty solo st

/Xml'n{l, |f(z)|}v(dz) < oo. (1.13)

Dada una funcion f : Q2 x Ry x X — R, diremos que es un proceso predecible si resulta
ser Z ® . medible, con & dado por la definicién 1.15. A continuacién resumiremos en un
teorema los resultados discutidos en la seccion 2.3 de [6] sobre la integracion de procesos
predecibles con respecto a medidas de Poisson

Teorema 1.46 Consideremos un proceso predecible f(s,x), N un proceso puntual de Poisson
en X con intensidad p, donde p es o-finita, y asumamos que para cada t > 0

E(/Ot[Y|f(s,x)|M(dx)ds) < +00. (1.14)
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(i) La variable aleatoria fot [y f(s,2)N(ds,dx) estd bien definida casi sequramente y es
1qual a la suma absolutamente convergente Z(w)ep(m’sgt f(s,x), ademds es un proceso
creciente si f es no negativa. Mds aun tenemos que

([ [ |f<s,x>\N<ds,dx>) = / t /X fsudds). (119

(i) Elproceso My = [ [ f(s,2)N(ds,dz)— [} [, f(s,2)p(dx)ds es una (F),-martingala.
St ademds asumimos que pam cada t>0

E(/Ot[Y]f(s,x)\2u(dx)ds) < 400, (1.16)

entonces M, resulta ser una martingala cuadrado integrable con variacion cuadrdtica
dada por
t
:/ / f(s,2)*u(dz)ds. (1.17)
0o Jx

1.4. Sistemas de particulas

Concluiremos el primer capitulo con una breve introduccién a un area de las probabili-
dades que tiene una estrecha relaciéon con el trabajo desarrollado. Los conceptos que seran
introducidos tienen como referencia a [§].

Los sistemas de particulas interactuantes son una rama que se ha desarrollado rapidamente
desde que surgieron las primeras motivaciones a partir de la mecéanica estadistica, donde se
buscaba una mejor comprension de ciertos fenémenos observados en la evoluciéon temporal de
sistemas fisicos. Desde el punto de vista matematico, los sistemas de particulas resultan ser
una nocién fundamental para entender tanto formal como intuitivamente el tipo de proceso
estudiado en este trabajo. El objetivo en esta tultima seccidon seré entregar una nociéon bésica
sobre su dinamica y construccion, ademas de entenderlos como una herramienta para modelar.

Los tipos de objetos estudiados en esta area son basicamente procesos de Markov a saltos
que describen el comportamiento de un sistema cuyas componentes interactiian de manera
aleatoria bajo ciertas reglas. Tipicamente tendremos un conjunto numerable o un grafo S,
que representaré sitios o posiciones, junto con un espacio métrico £, usualmente compacto,
que cumplira el rol de espacio de fase para cada sitio. Dado esto, el proceso que estudiaremos
tendra entonces por espacio de estados a £, el espacio que representa las posibles configu-
raciones del sistema dotado de la topologia producto. De esta forma motivamos la siguiente
definicién general de un sistema de particulas

Definicion 1.47 (Sistema de particulas) Dado un conjunto (o grafo) numerable S y un espa-

cio métrico &€, llamaremos sistema de particulas interactuante sobre £ a un proceso estocdstico
n = (M)~ @ valores en el espacio E°.
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La dinamica del proceso es descrita de forma local, esto se hace a partir de una coleccion
de medidas de transicion cp(n,d¢), donde para cada n € £9 y cada subconjunto finito 7' C
S, cr(n,d¢) representa una medida finita en £7. Esto lo interpretaremos de la siguiente
manera, si 7 es la configuracion actual del sistema entonces cr (n, ST) representa la tasa a
la que ocurren transiciones que involucran a las coordenadas en 7. De la misma forma, si
consideramos la cantidad cr(n, d¢)/cr (n, & T), esta representa la distribucién de la restriccion
a T de la nueva configuraciéon una vez que la transiciéon ha ocurrido. A partir de esto es como
podemos describir completamente el proceso que nos interesa estudiar, para finalmente poder
construir un proceso estocastico que refleje este dinamica utilizando la teoria que hemos
presentado sobre procesos de Markov.

Por lo general la forma de construir un sistema de particulas interactuante de manera
formal se basa en la construccién infinitesimal de un proceso de Markov, es decir, dadas
las tasas infinitesimales a las que ocurren las transiciones e interacciones escribiremos un
operador cuya clausura sera finalmente el generador del proceso que representa al sistema que
queremos describir. El teorema de Hille-Yosida 1.38 y el teorema 1.39 nos permite obtener un
semigrupo a partir de este operador luego de verificar ciertas condiciones, que por lo general
recaen en las tasas, obteniendo asi el proceso buscado.

Para la construccion del generador que buscamos en el caso en que £ es compacto, bési-
camente se propone una combinacion lineal positiva de generadores de procesos méas elemen-
tales. Para esto consideraremos el proceso de saltos que espera con tiempo exponencial de
parametro uno entre saltos y con probabilidad de transicion p(n, d¢), que bien sabemos tiene
por generador sobre B(&) al operador Of(n) = [[f(¢) — f(n)]p(n, d¢). Con esto en mente es
que resulta natural definir el siguiente operador como candidato a generador para el proceso
que representa al sistema de particulas

Liw =3 [ 116) = s@)ler(n.40) (1.15)

esto pues pensaremos el proceso como una superposicion de los procesos que siguen cada
componente, o bien cada particula.

Para que el operador que acabamos de definir resulte ser efectivamente un generador
de un semigrupo de Markov es que se requieren hipétesis adicionales sobre las medidas de
transicion cp(n, d¢). Una condiciéon simple que asegura que esto es pedir que ), cp < o0,
donde ¢y = sup{cT (n,ET)\n c &S }, de esta forma el operador puede ser extendido a un
operador acotado que genera un semigrupo que resulta ser Markoviano.

La condiciéon anterior si bien es muy ttil resulta ser muy restrictiva, por lo que puede ser
relajada un poco y requerir que se cumplan las siguientes dos condiciones

suchT <00y supZZcT(u) < 00, (1.19)

TES T x€eS Tz uta

donde cr(u) = sup{|cr(n,dC) — er(nz, dC)|lpv| 7 (v) = 72(y), Vy # u}. Cumpliéndose esto
se puede probar que la clausura del operador antes definido genera un semigrupo de Markov.

Para finalizar esta secciéon introduciremos un objeto asociado a las configuraciones de un
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sistema de particulas y que nos permite estudiar la dindmica en £ observando la fraccion de
particulas en algiin subconjunto del espacio.

Definicion 1.48 (Medida empirica) Considerando un sistema de particulas (n;),-, sobre 2,
definimos el proceso de medida empirica como

1
v, = & Z O () (1.20)

u€esS

Dada esta definicién debemos destacar que muchas veces podemos realizar la construccion
del proceso que representa al sistema de particulas a partir de la medida empirica de una
forma analoga a como se presentd anteriormente para (7),,. Como ejemplo de esto tltimo
consideraremos uno de los sistemas de particulas interactuante més simple que podemos
describir, en donde las particulas no interacttian entre si pero evolucionan de acuerdo a
cierta regla. Para este caso describiremos un sistema de N particulas donde cada una sigue
una paseo aleatorio gaussiano. Formalmente lo definiremos como el proceso v, a valores en
M, (X), donde el generador sera el siguiente operador sobre B(X)

Uf(v) = /X /X (= 8+ Gory) — F()g(y)dyr(do), (1.21)

donde ¢(y) es la densidad de una normal.
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Capitulo 2

Modelo

Como se mencion6 anteriormente en 1.4 existe un interés en utilizar ideas de la fisica
estadistica con el fin de modelar ciertos problemas de diversas éreas ya sea en economia,
finanzas o ecologia. Es bajo este contexto en el que se propone el estudio de un proceso
particular cuya motivacion surge a partir de dos publicaciones dentro de este ambito, una
hecha por N. Fournier y S. Méléard [5] y otra por D. Remenik [12].

El objetivo en este capitulo es introducir el objeto principal a estudiar en este trabajo
de memoria. Se comienza por una descripcion mas detallada de la motivacion en 2.1 para
luego pasar de una forma natural a describir el proceso a estudiar. Luego se introduce una
representacion trayectorial a partir de medidas puntuales de Poisson en 2.2, y es a partir
de esta representacion que se deduce una propiedad de martingala que resulta crucial en el
estudio. Finalmente en 2.3 se entrega un algoritmo para poder simular el tipo de proceso
presentado, herramienta que resulta importante para poder entender de forma intuitiva la
dinamica del proceso.

2.1. Descripcion del modelo

En el primer articulo mencionado [5] se considera un modelo ecologico espacial que consiste
en individuos sin movimiento (plantas) que estan caracterizados por su posicion. Estos indi-
viduos producen hijos (o semillas) a cierta tasa y cuando estos son engendrados se dispersan
de acuerdo a cierta ley. Ademés los individuos estan sujetos a una mortalidad que depende
directamente de la densidad local de poblacion. Por otra parte, el modelo descrito en [12]
presenta un sistema con una cantidad constante de individuos, cada uno con un tipo dado,
donde estos interactiian entre si y ademas tienen la capacidad de mutar. Mas precisamente,
cada individuo decide cambiar su tipo a cierta tasa y escoger uno nuevo de acuerdo a una
medida de probabilidad, por otra parte cada individuo contacta a otro a cierta tasa para
luego ambos cambiar su tipo de acuerdo a una ley dada.

Una primera generalizaciéon a partir de estos dos procesos es considerar una dinédmica
de poblaciones compuesta por multiples tipos y donde existen interacciones, mutaciones,
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nacimientos y muertes. Junto con esto, las tasas asociadas a cada tipo de evento las podemos
considerar como dependientes tanto del tipo de individuo que estamos observando como de
la distribucién completa del sistema.

Dentro de este contexto consideraremos una poblacién o sistema donde a cada individuo le
corresponde un cierto tipo que va cambiando a lo largo del tiempo. Especificamente, a tiempo
0 la poblacién esta caracterizada por una medida puntual v € M, y cada individuo tendra
asociados cuatro relojes exponencialmente distribuidos que los hara evolucionar de acuerdo
a ciertos mecanismos. El primero de ellos es la mutaciéon de un tipo a otro a cierta tasa. El
segundo corresponde a la producciéon de un nuevo individuo a cierta tasa, donde el tipo del
nuevo individuo es escogido de acuerdo a cierta ley. El tercero corresponde a la interaccion
entre pares de individuos a a cierta tasa, una vez hecho el encuentro ambos cambian su tipo
escogiendo de acuerdo a una ley dada. Por tdltimo, cada individuo tiene asociada una tasa a
la que deja de formar parte del sistema.

Formalmente, para el proceso descrito en el parrafo anterior, el espacio de estados asociado
al tipo de cada individuo serd un espacio polaco o-localmente compacto VW. En este caso
el proceso de Markov que nos interesa estudiar, denotado por (V{V ) 4>0» toma valores en
./\/l}],V (W, PByy) v busca describir la distribucion de los individuos sobre el espacio de tipos
cuando en el instante inicial el sistema esta compuesto por /N individuos. Dicho esto, definimos

el proceso por

Ny

Ny_ L |
w= Z(Sw)z, (2.1)

i=1
donde N; = <1/tN, 1> € N es la cantidad de individuos vivos a tiempo ¢, y (ngv)l, e (ngV)Nt
describe el tipo de cada individuo, es decir, el vector n¥ nos entrega la configuracion de los
tipos de individuos a tiempo ¢. Por otra parte, la dinamica del proceso esta gobernada por
las siguientes tasas

(i) Cada agente cambia su tipo a tasa v(w, ") y lo escoge con medida de probabilidad
a(w, v, dw’) en W.

(ii) Cada agente contacta a cada otro agente a una cierta tasa que depende de sus tipos y la
distribucion actual del sistema. La tasa total a la que un agente de tipo w; contacta a los
de tipo w; estd dada por NA(wy, ws, v¥ v ({ws}). Una vez reunidos el par de agentes,
estos escogen un nuevo tipo dado por la medida de probabilidad b(w;, w, v}, dw| @dw?)

en W x W.

(iii) Cada agente atrae a un nuevo agente al sistema a tasa 3(w, ). El nuevo agente en el
sistema escoge su tipo de acuerdo a la medida de probabilidad c(w, v, dw’) en W.
(iv) Cada agente deja el sistema a tasa d(w, V).

De esta manera queda determinada la dindmica que sigue nuestro modelo. Aparte de esto
asumiremos las siguientes suposiciones sobre las tasas a lo largo del trabajo.
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Hipodtesis A.

(A1) Las funciones que representan a las tasas v(w,v), f(w, v), d(w,v), A(w,w’,v) estan de-
finidas Vv € M;(WW). Estas funciones son no negativas, medibles en w y w', acotadas
por 7, 3,d y A respectivamente, ademas de continuas en v con respecto a la topologia
de la convergencia débil.

(A2) a(w,v,-),b(w,w',v,) y c¢(w,v,-) son medibles en w y w'.

(A3) Para cada ¢ medible y acotada las funciones

v /W o (w)y(w, v)a(w, v, J(dw),
v /W () B(w, v)e(w, v, J(dw) y

ur—>/ / o(wy, wo)N(wy, wa, v)b(wy, we, v, - )v(dw )v(dw,),
wJw

las cuales asignan para cada v € M (W) medidas finitas en W y W x W respectiva-
mente, son continuas con respecto a la topologia de la convergencia débil y Lipschitz
con respecto a la norma de variacion total. Por otra parte la funcion

v / e(w)d(w, v)v(dw)
w
es Lipschitz con respecto a la norma de variacion total.

(A4) Para cada v € M;(W), A € By y A € Byyxw se tienen las siguientes estimaciones
[ Bt ictw, v Apdu) < (AW ow),
W

/W Y(w, v)a(w, v, Ap(dw) < (A (W) ¥

/ / Awy, wa, v)b(wy, we, v, A)v(dw )v(dw,y) < /Lb(Z)V(W)2
w Jw
para ciertas medidas fi,, te € MyW) y iy € MW x W).

Estas hipotesis basicamente nos entregan propiedades de continuidad, cotas para la elec-
cion de tipo cada vez que existe un salto y ademas aseguran que las tasas permanecen
acotadas. Esto ultimo nos permitira afirmar que la tasa total de eventos también se mantiene
acotada, lo cual se traducira en buenas propiedades para el proceso.

A causa de esta eleccion de hipotesis veremos més adelante que no resulta directo encontrar
tasas explicitas no triviales que las satisfagan. En particular, notaremos lo restrictivo que
resulta exigir que las tasas estén acotadas y que ademas presenten una continuidad tipo
Lipschitz con respecto a la distribucién como exige (A3).
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2.2. Construccion trayectorial

Dada la descripcion del proceso hecha en la secciéon anterior y siguiendo las ideas de la
seccion 1.4, més especificamente basandonos en (1.18), es que proponemos que el proceso que
buscamos describir tiene por generador infinitesimal al siguiente operador

QNf(y):N/ny(w,z/)/WANf(V;w;w/)a(ww,dw')l/(dw)

+N/ / )\(wl,wm’/)/ ANf(V;wlaWQ;wllaw/Q)
wJw WxW

X b(wy, we, v, dw] @ dw))v(dw;)v(dws)

+N/W@(w,u)/w[f(y+%) —f(u)} c(w, v, dw')v(dw)

+ N / l <,, - —) - f@)] d(w, v)v(dw), (2.2)

definido para cualquier funcién f en B (/\/lév (W)), donde

Anfvswiw) = f(v+ N7 0w = duw)) — f(¥) ¥
Ay f(v;wy, wos wi, wh) = f(v+ N7 (0w + 0wt — 6w, — 0uy)) — f ().

En esta seccion tendremos por objetivo el justificar la existencia de un proceso de Markov
que admita a {2 como generador infinitesimal y ademés entregar una representacion explicita
de su trayectoria. Esta construccion ademas nos proporcionard un simple algoritmo para
simulaciones numéricas y en general nos servird como una herramienta para obtener un
limite cuando consideremos poblaciones suficientemente grandes.

A continuacion introduciremos los siguientes objetos para realizar la construccion.

Definicion 2.1 Definimos la funcion 1 : yey MY —= Uyen WY por

( Z 510;) = J e ,wa(n)), (23)

donde o es una permutacion tal que Wy(1) <X -+ + S Wo(n) para algin orden arbitrario en W.

La funcién 7 definida de esta forma nos permite manejar de mejor forma a los individuos
de la poblacion, es decir, si queremos escoger un individuo de cierto tipo de manera uniforme
sobre todos los tipos de una poblaciéon v € M]]JV (W), basta escoger un indice i de manera
uniforme en {1,..., N(v,1)} y luego escoger al individuo ntmero i considerando el orden
arbitrario que le otorgamos a WW. De esta forma el tipo del individuo que escogimos mediante
este procedimiento estara dado por (n(v))".

Definicién 2.2 Sea (2, .%,P) un espacio de probabilidad. En este espacio consideraremos

los siguientes objetos, una variable aleatoria v}’ a valores en MZ])V (la distribucion inicial) y
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las siguientes medidas puntuales de Poisson independientes entre si y con la variable antes
mencionada

(i) R(ds,di,du,df) en [0,T] x N* x [0,1] x [0,1] con medida de intensidad Fydsdidudb.

(i) Q(ds,di,dj,du,dd) en [0,T] x N* x N* x [0,1] x [0, 1] con medida de intensidad dada
por Adsdidjdudé.

(iii) S(ds,ds,du,dd) en [0,7] x N* x [0,1] x [0,1] con medida de intensidad Bdsdidudd.
(iv) M(ds,di,df) en [0,T] x N* x [0, 1] con medida de intensidad ddsdidud®.

Ademds consideraremos (F)i>o la filtracion generada por estas variables tal como en (1.12).

Hecha esta definicién consideraremos ahora las representaciones de Blackwell-Dubins A.3
kypde POW x W)y P(W) respectivamente. Estas representaciones nos permiten la cons-
truccion de una variable que distribuya de la forma que necesitemos. Por ejemplo, dado el
espacio de probabilidad estandar ([0, 1], A), con A la medida de Lebesgue, la representacion
de P(W) es la funcion p : P(W) x [0,1] — W, que cumple con que p(u, -) tiene distribucion
p con respecto a A en [0, 1] y ademés p(-,u) es continua para cada u € [0, 1].

Dado esto ultimo podemos pasar a la definicién trayectorial del proceso

Definicion 2.3 Supdngase que se cumple la hipotesis A. Definimos el siguiente proceso es-
tocdstico (ﬁtN)tZOfadaptado VN = (VtN)tzo a valores en D([0,T], M(W)), ¥Vt > 0 por

{9<W}R(d3 di, du, d6)

N / / / / / Lsew (o ap L (o )} 0ot o2 o () )

B4 (o) () )o) — Oi(o2t) ~ O ()
x 1{98("'( 5)777.@_)#5_)}Q(ds di, dj, du, d0)

N / / / / L (2 ) ool (2 ) ) )

{9<‘W}5(d8 di, du, df)

N

L L ) ) o)

Observamos que de esta manera, dada la ley inicial 4}’ y los procesos puntuales de Poisson,
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podemos decir que el proceso asi definido es tinico, esto debido a la forma inductiva en como
es construido. De esta forma es como podemos concluir que es tinico en ley y ademas esta no
depende del orden.

A continuacién formalizaremos la relaciéon entre el proceso definido de esta manera y el
generador (2.2) que habiamos propuesto.

Proposicion 2.4 Supdngase que se cumple la hipdtesis A y consideremos (Vt )t>0 definido
N

como antes. Entonces (Vt )t>0 es un proceso de Markov. Su generador infinitesimal estd

definido para toda f € B(MY(W)) y v e MY(W) por (2.2).

DEMOSTRACION. Para ver que el proceso definido en 2.3 es el generado por el operador Qy,
realizamos el siguiente calculo. Recordando que 2 f (VO ) = 8t]E( f ( )) ’ +—o Y usando el hecho

de que casi seguramente f(utN) = f(yév) + o<t [f( v, + {Vs — Vé\i}) ( é\i)} tenemos
que

1) =160+ [ [ s [ (4 oo

__5 (o )) - f(ys_)}l{egv(n () év)}R(ds,di,du, do)

+//// / Lasn oy iy sy >}[f(yiv—%%;v_>

1
)+ O ) ) * N%@(w(u;v»w@zv)wz%»u))

L s G (“fﬂ(( <;v>,u;v_7->,u>>—f<yiv>]

{GSW}S(dS di, du, d6)

L e [ (4 Fy) 100

{9<d(n (VN:)U;N ) }M(ds di, d). (2.5)

T2
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Tomando esperanza y utilizando el teorema 1.46, obtenemos lo siguiente

=) = 2((4) + [ B [ 2025

v

X /01 :f (l/s],v_ + %%(a(w,yg_,.),u) - %510) A )]duu (dw))d
+/0t1E NX/W/WM

r 1 1
N — —
X /0 _f (Vs— + 00 (b(wrwaw ) a) T 7 Oz (b(wr e ) )

_%5w1—%5w2)—f( )}duy (dwn)] (dw2)>ds

LT Sgane) ~12 o Y

o e [ A (L) f(uzv_)}uwdm)ds.

Usando ahora que p(a(y (12 ). v2Y. ) ) distribuye como a(iy (). ) ¥
“(b(ni< —) 77]( Ai)y”éva‘ U ( ) 77”( ),Vév,- , tenemos que

) como b(r
B(7 (1) = B + [ B( /W ) [ (v + o= 1o
—f(viv_)]a( v d )

1 1
Wy, Wa, Vg 511/1 +_5w’2 - _511;1
/ ( // v /W><W|:( N N

1

) = FO2) b, 2 @ ) o ) s

w [5(3 [ ) [ (4 1) - r00)]
ce(w, v du')v! (dw))ds

+ /OtE(N/Wd(w,u;V) {f (VSN - %6“}) - f(%v)}vg(dw)) ds. (26

Finalmente derivando con respecto a t y evaluando en 0 obtenemos la expresion para el
generador que coincide con (2.2) O
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Por dltimo mostraremos que el proceso esta bien definido y ademés estableceremos una
propiedad de conservacion de momentos.

Teorema 2.5 Asumiendo la hipdtesis A y que E(<V(])V, 1>) < 00, obtenemos que el proceso
(ljlfv)t>0 estda bien definido en R, para N fijo. Si ademds para algin p € N* ocurre que

SupNIE(<1/éV, 1>p) < 00, entonces para cualquier T' < oo se tiene

sup ]E( sup <1/tN, 1>p> < 0. (2.7)

NeN* te[0,T]

DemosTRACION. Consideremos para cada n el tiempo de parada 7,, = inf{t >0: <ng, 1> > n}
Luego si tomamos en cuenta solo el término de ¥ relacionado a los nacimientos en el siste-
ma podemos acotar descartando las demés interacciones, debido a que estas no aportan al
crecimiento de la cantidad total de individuos. Explicitamente

@y <oy [ P [(e 0+ 5) - @2y

- 1{9§/3(17i(v)w5_)}5(d8, di, du, d6),

w72

como (14 z)? — 2 < C,(1 4 2P~ 1), tenemos que

e onay <@ e [ P [ e

x S(ds, di, du, d9).

Tomando esperanza

E( oy <y;v,1>”) <B((od 1)+ ([ V0 [ v o)

s€[0,tATR]

<E(("1)') + ;B | BN D+, 1Y), (28)

por Fubini. Ademas como ]E(<V££/\Tn, 1> + <V£A7n, 1>p) < 2]E(1 + <us Arn ,1>p), obtenemos
finalmente que

]E< sup <1/év7 1>1’) gE«yév, 1>1’) + 2CpB/tIE(1 + <1/£\£Mn7 1>p)d5
0

S€[0,tATR)

u€[0,5ATy]

E(<Vév, 1>p) + ZCPBT + ZC’I,B/t E( sup <V,L]LV, 1>p> ds.
0

Notamos que si definimos f(t) = E(supse[t Ara] <V§V , 1>) obtenemos que esta funcion es acotada
sobre intervalos acotados. De esta forma, utilizando el lema de Gronwall A.1 concluimos para
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T < oo que

E( sup <1/tN, 1>p> < (E(<Vév, 1> ) + QCPBT) eXp(QCpBT) Cor (2.9)

te[0,TATn]

Ahora notemos que 7, — 0o casi seguramente. Si no fuese asi, como 7, es no decreciente,
podemos encontrar 7' < oo tal que ]P’(supneN Tn < 7_’) > 0, lo cual implicaria que

E(supscirns, (v 1))

P(suan<T> §]P’( sup <1/§V,1>Zn> < ,
seE

neN [TATn] n

contradiciendo asi (2.9). Finalmente podemos tomar n — oo en (2.9) y gracias al lema de
Fatou podemos concluir lo que queriamos probar.

Por tltimo notamos que como consecuencia de esto obtenemos que el proceso queda bien

definido, esto pues 1" se va construyendo inductivamente y lo tinico que hay que probar es

que los instantes de salto del proceso se van a infinito a medida que n se va a infinito. Esto
ultimo se sigue de (2.7) con p = 1. O

De esta ultima demostraciéon podemos desprender ademas el siguiente resultado.

Corolario 2.6 Para N > 1, si E(<V(])V, 1>p) < 00 entonces
IE( sup <VtN, 1>p) < 00
te[0,7)

2.3. Simulacion

Como se menciond antes, la definicién 2.3 del proceso (VtN ) >0 10s entrega un algoritmo

simple para simulaciones numéricas del proceso. En esta tltima seccion se explicard breve-
mente como llevar a cabo este algoritmo.

La descripcion trayectorial del proceso nos permite simular las siguientes variables

= NuY Z O i) - (2.10)

A continuacion se detallan los pasos a seguir.

Paso 1. Simular la distribucién inicial pg y fijar Ty = 0.

Paso 2. Calcular la tasa total de eventos, dada por
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donde en este caso

ma(0) = Y(uo, 1), ma(0) = Npo, 1)%,
m3(0) = B(po, 1),  ma(0) = d{po, 1).

Luego simulamos S; variable aleatoria exponencial de parametro m(0), y fijamos
Ty, =Ty + S;. Fijamos u; = g para todo t < 7. Finalmente escogemos con proba-
bilidad m;(0)/m(0) ir al Paso 2.i.

Paso 2.1. Escoger i uniforme de {1,..., (1o, 1)}. Tomar w € W con ley a(n'(uo), po, dw).
Luego con probabilidad

v(* (110), o)
bl

1—

Y

hacemos nada (es decir, upr, = p), si no, realizamos la mutaciéon

firy = o + 0w = Oni(ug)-

Paso 2.2. Escoger ¢ y j uniformes en {1,..., {ug,1)}?. Luego tomar (w,w’) en W x W
con ley b(n' (o), n’ (o), o, dw @ dw’). Por dltimo con probabilidad

1— /\<77i(N0)7ﬁj(M0)7 o)

A

hacemos nada (es decir, pp, = o), si no, realizamos la interaccion
fiy = o + 0w + Ouwr — Opi(ug) = O (uo)-

Paso 2.3. Escoger i uniforme de {1,. .., {ug,1)}. Tomar w € W con ley c(n' (o), o, dw).
Luego con probabilidad

B (1), o)
—3

hacemos nada (es decir, up, = p), si no, realizamos el nacimiento

1—

Hry, = fo + O

Paso 2.4. Escoger i uniforme de {1, ..., (uo, 1)}. Luego con probabilidad

d(ﬁi(#_o), 2
d

1—
hacemos nada (es decir, ur, = po), si no, quitamos al tipo del sistema
ATy = o = Oni ()
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Paso 3. Calcular la tasa total de eventos dada por
m(T1) = mi(Th) + ma(Th) + ma(T1) + ma(Th),
donde

mq (Tl)
mg(T1)

7<:U'T17 1>? mQ(Tl) - X_<:U'T1= 1>27
6<MT17 1)7 m4(T1) = d(:uTla 1>'

Simular Sy exponencialmente distribuida con parametro m(7}), y fijar Ty = T1 + S.
Fijamos p; = pg, para cada t € [T1,Ty) y asi sucesivamente.
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Capitulo 3

Resultados

En este capitulo describiremos el resultado principal del trabajo realizado, el cual da cuenta
del efecto que ocurre cuando normalizamos el proceso de medidas puntuales por una cantidad
que crece a infinito. Esto a modo de obtener una ley de grandes ntimeros, mostrando asi un
limite determinista caracterizado por un sistema de ecuaciones escrito en su forma débil.

A continuacién enunciamos el resultado junto con algunas observaciones y una consecuen-
cia de este.

Teorema 3.1 Suponga que se cumple la hipdtesis A. Para cada T > 0, considere la se-

cuencia de procesos (I/N) No Sobre 0, T] a valores en M (W), y asuma que la secuencia de

N

distribuctones iniciales (1/0 converge en distribucion a cierta vy € M (W) fija y cumple

) w0
con su E < N1 s Ent [ a d N di
Pnen vy, < 00. Entonces la secuencia de procesos (V™) . converge en dis-

tribucion en D([0,T], Ms(W)) a v € C([0,T], Ms(W)) determinista, la inica solucion, que
satisface sup,epo (¥, 1) < 0o, del siguiente sistema de ecuaciones integro-diferencial. Para
cada ¢ € BOW) yt € [0,T],

) = (0, 0) / / (w, v, / (W) — plw)]aw, v, dw')v,(dw)ds

; / | atwnnr) [ fotu) + ) = o) = oln)

X b(wy, wa, vs, dw] @ dwy)vs(dws)vs(dwy )ds

/ [ ) [ ot v, dut () as
_ /0 /W o(w)d(w, v,)va(dw)ds. (S1)

Por ejemplo si tomamos 1/’ = % > iz 0xi, donde las variables aleatorias X; son indepen-

dientes e idénticamente distribuidas con ley vy en W, entonces tenemos que esta secuencia
converge y las hipotesis requeridas por el teorema se cumplen facilmente.
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Por otra parte podemos observar que el sistema (S1) implica que para cualquier A € %)y
y casi todo ¢ € [0, T7,

du(ti(tA) :_/A<v(w,ut)+/W(A(w,w’,yt)+A(wgw,yt))yt(dw/)),,t(dm

+/W7(w,yt)a(w,yt,A)l/t(dw)~|—/W/W)\(w>wla’/t)

X (b(w,w', v, A X W) + b(w, w', vy, W x A))v(dw' )y (dw)
+ /Wﬁ(w, v)c(w, vy, Ay (dw) — /Ad(w, v )y (dw). (S17)

Cabe mencionar que a partir de esta forma de escribir el sistema que resuelve (v4):>o pode-
mos encontrar una interpretaciéon maés intuitiva del resultado. El lado izquierdo lo podemos
entender como la velocidad a la que evoluciona la cantidad de individuos cuyo tipo esta en el
conjunto A. Por otra parte el lado derecho lo podemos interpretar de acuerdo a los términos
que lo componen, siendo el primero la tasa total a la que los individuos dejan el conjunto de
tipos A a causa de las mutaciones e interacciones que ocurren, el segundo corresponde a la
tasa a la que los individuos que mutan escogen un tipo en A, el tercero retine la tasa a la que
individuos adquieren un tipo en A luego de haber interactuado entre ellos, el cuarto término
corresponde a la tasa a la que los individuos que nacen escogen un tipo incluido en A y por
altimo, el término que indica la tasa a la que desaparecen los individuos cuyo tipo pertenece
al conjunto A.

Otro punto a destacar es que el sistema (S1’) caracteriza las soluciones de (S1). Esto se
puede probar mediante la aproximaciéon de las funciones ¢ por funciones simples.

Tenemos también que a partir del resultado anterior se desprende el siguiente corolario

Corolario 3.2 En el contexto del teorema anterior, asuma que vy es absolutamente continua
con respecto a cierta medida 1 sobre W y que las medidas

/W o (w)y(w, vo)a(w, vo, -)o(dw),
/ () 8w, vo)e(uw, vo, ro(dw)
w

//@(w1,w2)/\(w1,w2,Vo)b(wl,@UQ,Vo,')Vo(dwl)l/o(dUJQ)
wJw

son absolutamente continuas con respecto a i, 1@ p y 1L & p respectivamente. Entonces para
el proceso limite, v, es absolutamente continua con respecto a p para cada t € [0, 7).
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Capitulo 4
Ejemplos

En este capitulo aplicaremos los resultados obtenidos para el proceso limite dentro de dis-
tintos contextos. Primero se mostrara en 4.1 que el proceso estudiado puede ser visto como una
extension, bajo cierta simplificacion en las muertes, del modelo ecolégico espacial propuesto
por N. Fournier y S. Méléard en [5]. Luego en 4.2 se introducird un modelo epidemioldgico
y se presentard el resultado que se obtiene al considerar el limite para grandes poblaciones.
Por tltimo, en 4.3, se mostrara un resultado analogo para un modelo bacteriolégico.

4.1. Modelo de ecosistema

A partir del modelo ecologico espacial planteado en [5] consideraremos una version sim-
plificada de este para asi corresponder con el modelo planteado en este trabajo. A diferencia
del modelo propuesto por N. Fournier y S. Méléard, daremos una interpretacién un poco mas
amplia al considerar no solo individuos sin movimiento (plantas) si no que también conside-
raremos que los individuos pueden cambiar su tipo aleatoriamente lo cual en este contexto se
entendera como traslaciones en el espacio. Especificamente, con la extensién que se propon-
dré, buscaremos describir un ecosistema, es decir, un sistema formado por organismos (como
animales) y un medio en el cual estos tendran una evolucion temporal interdependiente. Mas
aun, la dependencia espacial de los parametros del modelo nos permitira tomar en cuenta
distintos efectos propios del medio donde coexisten los individuos, ya sean propiedades sobre
el terreno o la distribuciéon de los recursos.

En el sistema que consideraremos los individuos estaran caracterizados por sus posiciones
en el espacio, por lo que en este caso el espacio de tipos sera la clausura de un subconjunto
abierto y conexo W C R?¢ con medida de Lebesgue finita. Ademés, para cada z € W,
introduciremos las siguientes cantidades

(i) v(z) es la tasa de produccion de individuos para un organismo ubicado en x. Asociada
a esta tasa tenemos una ley de dispersion D, (x,dz).

(i) ¢(x) es la tasa de traslacion para los organismos ubicados en z. Asociada a esta tasa
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tenemos una ley de dispersion Dy, (z,dz).
(iii) p(z) es la tasa de muerte de los individuos ubicados en z.

(iv) v(z,y) es la tasa de interaccion entre organismos ubicados en z y en y. Asociada a esta
tasa tenemos una ley de dispersion conjunta D;(z,y, dz, dw).

N

A partir de esto consideraremos el proceso (ut de medidas sobre el espacio de tipos W

)20
definido como en (2.1). La dindmica que seguira la poblacién asociada al proceso consiste en
que a tiempo 0 contamos con una distribucion inicial de organismos en el espacio, donde cada
uno de ellos tiene cuatro relojes exponenciales asociados: uno de produccion de individuos de
parametro ~y(x), uno de traslacion con pardmetro ¢(z), uno de interaccion con los organismos
ubicados en y de pardmetro Nv(z,y)v ({y}) y uno de muerte intrinseca de pardmetro pu(z).
Si el reloj exponencial de produccion de individuos suena entonces se anade un organismo
al sistema y su posicion queda determinada por y = = + z donde z se escoge de acuerdo a
la ley Dy(z,dz). De manera anéloga si el reloj de traslacion suena el organismo se traslada
una cantidad z desde su posicion original de acuerdo a Dy, (z,dz). Con el reloj de interaccion
sucede algo similar, una vez que este suena los individuos en y y en x cambian su posicion a
u=x+2zyv=y+w, con zy w escogidos de acuerdo a D;(z,y,dz, dw). Finalmente si el
reloj de mortalidad suena el individuo muere.

Es sobre este proceso que buscaremos aplicar el resultado obtenido en el teorema 3.1,
aunque no sin antes asumir algunas hipotesis que detallaremos a continuacién sobre los
parametros que determinan al modelo.

Hipétesis B.

(B1) Las tasas 7, i, s y v son funciones continuas sobre ¥V no negativas y acotadas por 7,
It, S v U respectivamente.
(B2) La medida de dispersion D, (x,dz) cumple las siguientes condiciones

/ Dy(z,dz) =1y / Dy (z,dz) = 0.
2€R4 x+zEW 2€RL x4+2¢ W

Por otra parte la medida D,,(x,dz) cumple el mismo tipo de condiciéon y de manera
analoga D;(z,y,dz,dw) satisface

/ / Di(xvyadz7dw) =1 y
2€R z+zeW J weRe y+weW

/ / Di(z,y,dz, dw) =0.
2€R4 z+2¢W JweRd y+wgW

(B3) 3C, > 0 en R y una densidad de probabilidad D, € B(]Rd) tal que para todo x € W
Dy(x,dz) = Dy(x, 2)dz con Dy(z, 2) < CyDy(2).

Ademés D, es una funcién continua no negativa sobre W x R,
(B4) 3Cy, > 0 en R y una densidad de probabilidad Dy, € B(Rd) tal que para todo z € W

Dp(z,dz) = Dy (z, 2)dz con Dy (z,2) < CuDi(2).

Ademas D,, es una funcién continua no negativa sobre W x R
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(B5) 3C; > 0 en R y una densidad de probabilidad D; € B(R? x R?) sobre R? x R? tal que
para todo z € W

Di(z,y,dz, dw) = Di(z,y, z,w)dzdw con Di(z,y, z,w) < CiD;i(z,w).

Ademés D; es una funcién continua no negativa sobre W x W x R% x R¢,
Observamos ademas que las hipotesis (B2), (B3) y (B4) nos aseguran que las medidas
con las que elegimos al nuevo tipo luego de que suena alguno de los relojes exponenciales

resultan ser medidas de probabilidad sobre W. Gracias a esto, con el fin de aplicar el teorema,
podemos definir las siguientes medidas sobre W (y W x W)

(i) a(z,du) la medida tal que [p, f(2 4 2)Dw(z,d2) = [ f(u)a(x,du) para cada f €
B(RY),

(ii) b(z,y,du,dv) la medida tal que
/ flz+ 2,y +w)Di(z,y,dz, dw) = / / f(u,v)b(z,y, du, dv)
Rd JRd W JW

para cada f € B(R?),
(ili) ¢(x,du)lamedida tal que [o, f(242)Du(x,dz) = [57 f(u)c(z, du) para cada f € B(RY).

Estas medidas resultan ser de probabilidad gracias a (B2) y son las que utilizaremos para
describir las transiciones del proceso de la misma forma que como se hizo en el capitulo 2.

Hechas estas hipotesis pasamos a verificar que el proceso que proponemos satisface la
hipotesis A.

Primero notamos que (Al) se cumple gracias a que (Bl) nos garantiza exactamente lo
pedido y que por otra parte las tasas no dependen de la distribucién. De la misma forma
podemos deducir que se cumple (A2) a partir de las suposiciones de continuidad sobre las
medidas de dispersion hechas en (B3), (B4) y (B5). Para chequear (A3) basta notar que tanto
las medidas de dispersiéon como las tasas no dependen de la distribuciéon. Finalmente para
verificar (A4) observamos que se tiene la siguiente estimacion

/WW(ZE){/ACL(:B,du)}V(dx): /Wy(x){/mgDn(m,dz)}y(dx)
< /W v(fﬂ){ / EA_xf)n(z)dz}z/(dx)

<C [ A - ap(ds)
w
<FCu(A (W),
donde p es la medida de Lebesgue restringida a W.

Ahora, estando en condiciones para poder utilizar el teorema, consideraremos una secuen-

cia de distribuciones iniciales (Vév sobre W que converjan en distribucion a cierta vy fija y

)N>0
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cumpliendo con sup yey- E<<I/0 , 1>3) < oco. En virtud del teorema 3.1 tenemos que la secuencia

de procesos (VN)N>O converge en distribucion en D([O, T, M; (M) av e C’([O, T), My (Vﬂ)
determinista, la tnica solucién, que satisface Supte[O,T]<Vt7 1) < oo, del siguiente sistema de
ecuaciones integro-diferencial. Para cada ¢ € B(VV) y t €[0,T],

o) =+ [ [ 20 [ st dumaas
v t [s@) [ fetw) = e(@late. dupw,(aajas
v t / /< ) / /mu) T ol0) — pl) — ()b, y, du, dv)

X vg(dz)vg(dy)ds —/ / x)vs(dx)ds.

Escribiendo esto en terminos de las medidas de distribucion originales obtenemos el siguiente

sistema
(v, ) = (v, @ / / / (x + z)Dy(x, z)dzvg(dx)ds

¥ / [ sta) [ fito+2) = (@)Dl 2)azv, (dr)as
[ [ [ [ et + oty +0) - ot0) - o)

><Di(x,y,z,w)dzdwz/s(dx)us(dy)ds—/0 /Wu(x)go(x)ys(dx)ds. (S2)

Notamos que tiene una forma similar al resultado obtenido en [5] si es que a este le agregamos
los términos correspondientes a las nuevas interacciones consideradas.

4.2. Modelo epidemiolégico

Un modelo epidemiolégico es un modelo que busca describir la transmision de enferme-
dades a través de individuos. Dentro de este contexto el SIR es un modelo que considera
una poblacion con tres estados: Susceptible, Recuperados e Infectados. La dinamica de este
modelo se basa en que a cierta tasa los individuos que estéan infectados se recuperan, como
también a cierta tasa estos mueren. Por otra parte también existe contagio a una tasa de
interaccion dada cuando interactiian individuos infectados con individuos susceptibles. Por
ultimo existe la posibilidad de que los individuos se reproduzcan de acuerdo a una tasa dada,
siendo los hijos del mismo tipo que el padre salvo en el caso en que los individuos recuperados
tienen hijos, estos pasan a ser susceptibles.

Para formalizar lo dicho anteriormente consideraremos en este caso que para nuestro
modelo epidemiologico el espacio de tipos para cada individuo estara dado por W = {S, I, R}
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y la dinamica del proceso es definida como sigue: a tasa v € R existe una mutacién y una vez
que ocurre este evento, inmediatamente el nuevo tipo es escogido de acuerdo a la distribucion
dada por

a(S,:)=0s, a(l,")=0r, a(R,-)=0g.

A tasa A\(w,w’) ocurre una interaccion entre individuos, la cual definiremos para 6 € R como
AI,S)=A(S,I)=10
y para el resto A(w,w’) = 0. En este caso la distribucion luego de la interaccion es
b(1,S,-) =6, b(S,1,-)="0us).

Por otra parte, a tasa § € R cada individuo tiene un hijo, el cual es escogido de acuerdo a la
distribucion

c(S,:)=1ds, c(l,-)=0r, c(R,)=0s.

Por tltimo a tasa d(w) los individuos infectados mueren, por lo que esta tasa la podemos
definir para cada tipo por

para d € R.

Una vez que tenemos definidos los parametros y las reglas de evoluciéon del modelo, con
el fin de aplicar el teorema verificamos que este satisface la hipotesis A. Para esto basta
notar que las tasas no dependen de la distribuciéon v. De esta forma podemos asegurar que
se cumple (A1), (A2) y (A3). Por ultimo, para probar que (A4) se cumple basta notar que

/ Be(w, A)v(dw) < B(20s + d7)(A)v(W),
W
donde de manera anéloga se prueba el mismo tipo de propiedad para las demas tasas.

Tomando ahora una secuencia de distribuciones iniciales que satisfaga las condiciones
del teorema 3.1 estamos en condiciones de poder aplicar el resultado a este proceso. Si a
continuacion definimos v,,(t) = v;({w}), con v, el proceso limite obtenido a partir del teorema
3.1, podemos utilizar (S1’) con A = {w} para cada w € W, con el fin de obtener un sistema de
ecuaciones diferenciales que caracterice la dindmica en el limite. Con esto ultimo obtenemos
que en el limite, la evolucion de las fracciones de individuos de cada tipo converge a un objeto
determinista que estd dado como la solucion del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

d“st(t) = — 20us(t)ur(t) + Blus(t) + vr(t)),
dvd;zfﬂ —— fyvl(t) + 291)5(25)1)[@) + (ﬁ - d)vf(t)’
dvgt(t) () (4.1)
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En particular, podemos resolver numéricamente este sistema de ecuaciones para una cierta
eleccion de parametros. Para esto primero escogemos una secuencia de medidas iniciales
vy =+ Zf\il OxN con X} variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
segln vy, donde esta tltima es la medida de probabilidad sobre WW que asigna peso % al tipo
Sy % al tipo I. Es directo ver que esta eleccion satisface las hipotesis del teorema 3.1, por lo
que en este caso consideramos el sistema anterior con condicion inicial vg(0) = 2, v(0) = }

y vg(0) = 0. La solucién es presentada en la siguiente figura.

Evolucién del sistema

lo T T T T T T T
sl Susceptibles “
Infectados
2 6L Recuperados i
s
90}
=
g i
a
! ! !

25 30 35 40
Tiem po

Densidad

0 I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Tiem po

Figura 4.1: Solucion del sistema (4.1) para vy =0.1, 5 =10.2,0 =0.1 y d = 0.5.

4.3. Modelo de bacterias

Para terminar el capitulo buscaremos modelar de manera simple una colonia de bacterias
en donde ellas compiten entre si. Estas estaran caracterizadas por su tamano, el que ademés
serd acotado, por lo que para este fin consideraremos el espacio de tipos como el conjunto
K={0,1,...,K}.

El proceso que propondremos evoluciona de acuerdo a las siguientes reglas: a tasa f(m) =

7 conm € K, las bacterias producen un descendiente de tamano 1, es decir, la distribucion

con la que escogeremos el tamano del hijo esta dada por
¢(m,-) =0, paracadam € K.
Dado v € R, a tasa y(m) = v param € K\ {K} y 7(K) = 0, buscaremos mutar aleatoria-

mente creciendo en una unidad, por lo que en este caso la distribuciéon con la que elegimos
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el nuevo tamano es

a(m,-) = 941 para cadam € K\ {K} y a(K,-) = 0k.
Por otra parte a tasa A(m,n) = %1;@”»01;6@0 una bacteria de tamano m inter-
actuara con otra de tamano n, como resultado la bacteria més grande se comera a la otra
obteniendo asi su tamano a no ser que sean iguales, vale decir, la distribuciéon estara dada
por

5((m+n)/\K,0)7 sim>n
b(m,n,-) = § Oumn), sim=n
0(0,(men)AK), Sl m < n.
Por ultimo a tasa d(m) = 7 las bacterias abandonaran el sistema.

Notamos que con esta construccion el estado 0 € I corresponde a un tamano donde las
bacterias no pueden interactuar ni producir descendencia, solo crecer o morir. Por otra parte
las bacterias que llegan a tamano K no pueden seguir creciendo ni tampoco interactuar, solo
morir. Ambas reglas evitan las interacciones triviales.

Una vez formalizado el modelo podemos pasar verificar que se cumple la hipotesis A no
sin antes justificar que la eleccion de las tasas no constantes en este caso es justamente con
este fin, debido a lo restrictivas que resultan ser las hipdtesis. En particular y dado lo que
se busca modelar, resulta necesario considerar como tasas funciones que sean crecientes (o
decrecientes) y ademas acotadas.

Comenzamos notando que las tasas no dependen de la distribucion v y son acotadas, por
lo que podemos deducir rapidamente que se satisface (Al) y (A3). La condicion (A2) se
satisface pues las distribuciones resultan ser continuas en su primer pardmetro. Por ultimo,
para ver que (A4) se cumple, basta ver que

/5 c(n, A dn_(Z(S )

donde ademéas de manera andloga se tiene para la tasa de crecimiento. Junto a esto también
se tiene que

K K
/ / n, m)b(n, m, A)v(dn)v(dm) (ZZ(S(W-)(A)> v(K)?,
1=0 7=0
por lo que podemos concluir que se cumple la hipotesis A.

Si ahora consideramos una secuencia de distribuciones iniciales adecuada, como ya lo
hemos hecho, podemos aplicar el teorema 3.1 y gracias a este, en particular a partir de (S17),
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podemos obtener para 0 < i < K que

dnldi) _ ( +Z z|+1 <{g}>>ut<{i}>+wt<{i—1}>

7j=1 I=1

33 g (6 < (L)

+6({}) Z (i - 4

7+ 1

De aqui podemos identificar el primer término del lado derecho como la tasa a la que las
bacterias dejan el tamano ¢ debido a un crecimiento aleatorio o a alguna interacciéon con otra
bacteria, el segundo término como la tasa a la que las bacterias provienen desde el tamano
t — 1, el tercero como la tasa a la que las interacciones generan a alguien de tamano i y
el dltimo término representa la tasa de muerte de bacterias de tamano i. En caso de que
estemos observando el tamano 1, consideramos la tasa de nacimientos. Por dltimo, para 0 y
K tenemos

du({0}) = - .
T v ({0}) + jz; zz; WW({J})W({Z}) -1({0}) ¥
K-1K-1
U st - 1)+ XX o (KY x Kmdhmn - 5
j=1 I=1

Un ejemplo que resulta simple de estudiar es el caso cuando K = 2, debido a que no hay
interacciones entre las bacterias. Especificamente se tiene que

@ = — (v+ ) ({0})

dv({1}) _
dt

dn({2})
S (1)) -

Resolviendo numéricamente este sistema y escogiendo una condicién inicial tal como se hizo
para el sistema (4.1), usando v5({0}) = 0,9, ({1}) = 0y 1({2}) = 0,1 tenemos la siguiente
solucion

(i ({0}) = ({1})) + Vt({2})

ll2)) )
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Figura 4.2: Solucién del sistema (4.2) para vy = 0.05.

A partir de esto notamos que las bacterias de tamano 0 desapareceran eventualmente
debido a la inexistencia de interacciones. Por otra parte, debido a que la tasa de nacimiento
es mayor que la de muerte, la cantidad de bacterias ir4 en aumento. Finalmente lo tinico que
resta es notar que las bacterias de tamanos 1 y 2 solo aumentan, donde la velocidad a la que
ocurre esto depende de la tasa de nacimiento y crecimiento respectivamente.
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Capitulo 5

Demostraciones

En este apartado nos centraremos en probar los resultados presentados en el capitulo 3.
Para este fin consideraremos los objetos introducidos en el capitulo 2 junto con las propiedades
que obtuvimos de ellos.

Comenzaremos probando el teorema 3.1 utilizando un esquema clasico para resultados de
este tipo. Especificamente estableceremos una propiedad de martingala asociada al proceso
(I/tN ) >0 que nos dard una idea de como debe lucir el sistema (S1) y una nocién heuristica
de como deducir el resultado. Luego probaremos que el sistema tiene una tnica soluciéon
dadas las condiciones del teorema. Hecho esto se verificara que la secuencia de leyes de
(I/N ) N0 €5 tensa cuando consideramos la topologia vaga en el espacio de las medidas. Mas
aun chequearemos que cualquier punto limite de esta secuencia satisface el sistema lo cual nos
permitira concluir, gracias a la unicidad que obtuvimos, que la secuencia de leyes converge
a la solucion del sistema. Para terminar se verifica que el resultado sigue siendo cierto si
consideramos la topologia débil en vez de la vaga en el espacio de las medidas.

Por tltimo concluiremos demostrando el corolario 3.2. Para esto verificaremos la propa-
gacion de la propiedad de absoluta continuidad de v{¥ a lo largo del tiempo principalmente
gracias a la propiedad de martingala asociada al proceso, la distincion de los tiempos de salto
y la propiedad de Markov.

A lo largo de este capitulo consideraremos para cada N > 1 el proceso (l/tN ) 1~ definido
en 2.3 y asumiremos que se satisface la hipotesis A. Comenzaremos enunciado una propie-
dad de martingala relacionada con el generador Qy (2.2) y que nos permitira obtener maés
informacion sobre el proceso.

N

Teorema 5.1 Dado N fijo consideramos (Vt Y asumimos que para algun p > 2 se

)tZO
cumple que E(<Vév, 1>p) < 00. Entonces se tienen las siguientes propiedades

(i) Para toda funcion medible ¢ de ./\/l]]DV a R tal que para alguna constante C' y para toda
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ve MY, o)+ [Qné(v)] < C(1+ (1, 1)), el proceso

o) — Do) / Qno(v)ds, (5.1)

es una (F),5, —martingala cadlag que parte en 0.

(i) Lo anterior aplica a cualquier funcion ¢(v) = (v, ¢)?, con 0 < qg<p—1,¢0 € BW).

DeEMOSTRACION. Gracias a que E(<Vév ) 1>p) < o0 el corolario 2.6 nos permite asegurar que
E(supte[o’ﬂ@/fv , 1>p) < 00, de manera que si realizamos la siguiente estimacion

¢(1/tN)—q§(yéV)—/o Qo () ds| < G+ (1) + (1) 4+ CoT + T sup (WY, 1,

s€[0,T7]

observamos que el lado derecho tiene esperanza finita, por lo que podemos concluir directa-
mente que el proceso gb(l/tN ) ( ) fo Q Ngzﬁ( )ds resulta ser una martingala, obteniendo
asi el punto (i). Por otra parte, para obtener el punto (ii) basta realizar calculos con (2.2) y
verificar que para 0 < g < p — 1 se cumple

[{v, )| + [ (v, 9) ) < CA + (v, 1)7).

]

Proposicion 5.2 Para N fijo asumamos que E<<V(]]V,1>3> < o0. Tomando ¢ € B(W)
tenemos que

MtN(p <Vt 7Q0> <Véva()0>

- /ot/vﬂ(wiv ) /WMw’) — p(w)a(w, v, dw') v (dw)ds
_/t/ / Mws, wa, v) /wa[sO(w’l)ﬂo(w’g)—@(wl)—go(wg)]

X b(wy, we, v, dw] @ dwh) vl (dws)v) (dw;)ds

/ / / p(w)e(w, vy, dw’)vl (dw)ds
Jr/o /Wga(w)d(wWéV)VsN(dw)ds. (5:2)

40



es una martingala cadlag en L? que parte de 0 y con variacion cuadrdtica dada por

) = 1 [ ) [ o) = ot Pl dw) (s

N / | Mwnwas) [ fotut) + ot - gl = ()

X b(wy, we, v, dw] @ dwh) vl (dws)v) (dw;)ds

+%/O /Wﬁ(wﬂ/iv)/WSO(W')Qc( N dw' ) vl (dw)ds
- %/Ot/WsO(de(w,ugV)ygV(dw)ds. (5.3)

DeEMOSTRACION. Gracias a (ii) del teorema 5.1, usando ¢(v) = (v, ¢) para ¢ € B(W), obtene-
mos que <1/tN, <,0> — <yév, g0> — fot QN<V;V, go>ds es una martingala. Mas atin

MY = (v, o) = () 0)

_/0 /W’y(w,z/év) /W[SO(U/)—SO(“))]CL( N dw') N (dw)ds

_ / | M) [ )+ ) = o) = ol

X b(wy, wa, v, dw) @ dwh) vl (dws)v) (dw;)ds

- [ ] ) / (/e v du’ ) (dw)ds
[ ot

es una martingala. Ahora, nuevamente por el teorema 5.1, si hacemos lo mismo con ¢(v) =
(v, <,0>2 obtenemos la siguiente martingala

N
MtN’W :<I/tN, g0>2 — <V(]]V, <,0>2 — /0 Q<1/év, g0>2d5.

Desarrollando el altimo término
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B N
MM :<va,so>2—<VéV,sO>2—/ N/ 'Y(w,l/iv)/
0 w w

dw") v (dw)ds

(it 200 Vo]

x a(w, v,

2
t dw’ +5w’ _5111 _5w
—/ N/ / )\(wl,w%Vév)/ <V£V+( 1 . : 2)790> _<Vévv@>2
0 wJw WxW N

b(wl, W, Vg ,dwl ® dw2) (de) (dwl)d

“fo e |,
B /otN/W [<”N - %w %0>2 B <Viv7<ﬁ>2] d(w, v vl (dw)ds.

Por otra parte, consideremos la semimartingala X;¥ = (v¥,¢) y f(z) = 2?. Usando la
formula de 1t6 A.4 obtenemos la siguiente expresion

2
(%) —<u§v,w>2]c< oo (s

F(xY) = f(Xy) +/0t 2X,dX; + (X),,

A partir de la cual concluimos usando (5.7) que

t
(W'e) = <Véva%0>2+/0 20, o) (v, ) + (MN#),.

Desarrollando y reordenando términos

[ 2w epana ~ e = e = { [ [ ) [ ot ot

x 2(v p)a(w, v, dw’)vY (dw)ds

‘ / | Mwnwa) [ fotut) + ptwp) = o) = ()

x 2(vl @)b(wi, wa, vy, dw) @ dwh) vl (dws)v) (dw;)ds

+/0 Aﬁ(w,vév)/wso(w’)%u;v,@c( w, v, dw) v (dw)ds
- [ [ etz @i s %), (5

de donde obtenemos que el lado derecho es un martingala local. Comparando esto con MtN"p

42



y utilizando la unicidad de la variacién cuadratica obtenemos que

0y =+ [ o) [ fotw!) = etwiFatw. . du) @u)as

N / | Mwnwas) [ fotut) + ot - gl = ()

x b(wy, we, v, dw] @ dwh) vl (dws)v) (dw;)ds

+%/Ot/wﬁ(wﬂfiv)/w¢(w’)20( N dw' ) vl (dw)ds
- %/Ot/WSD(W)Zd(w,Vév)VéV(dw)ds, (5.5)

concluyendo asi lo que queriamos probar. O

Analizando un poco més el proceso <M N ""> . que obtuvimos podemos concluir lo siguiente

Lema 5.3 Para N fijo, asumiendo que se cumple ]E<<1/év, 1>3> < 00, se tiene la siguiente

cota para la esperanza de la variacion cuadrdtica de M™%

E((MVe)) < &

=, (5.6)

para cierta constante C¥ > 0.

DEMOSTRACION. Observando la expresion para <M N ’5"> , dada por (5.3) tenemos la siguiente
estimacion

(avey, < Clel? /0 [ 1)+ (1 as

2
_ TClgl? [

Sy sup <1/s ,1> + sup <1/S ,1> ]

s€[0,T s€[0,T7]

para cierta constante C' > 0. Tomando esperanza y utilizando el corolario 2.6 obtenemos

N,L,D < Cw
E((MY),) <
con C¥ > 0, que es lo que buscabamos probar. O

Notemos ahora que reescribiendo el resultado entregado por la proposicion 5.2 obtenemos
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la siguiente igualdad

(W, o)y = (v, o) + M}

+/Ot/wf>’(wv’/év) /W[SO(UJ’) —@(w)]a(w, Vﬁv,dw’)uév(dw)ds

+/Ot/W/WA(whw2a’/§V) /wa[w(w’l) + o(w)) — p(wr) — @(ws)]

x b(wy, wa, vy, dw) @ dwh) v (dws)v) (dw;)ds
t
+/ / ﬁ(w,uﬁv)/ go(w’)c(w,yév,dw’)l/év(dw)ds
o Jw w

_/Ot/wgp(w)d(w,yév)yév(dw)ds, (5.7)

a partir de la cual podemos extraer la idea heuristica para probar el teorema 3.1, esto debido
a que basta observar que gracias al lema 5.3 tenemos que MtN ¥ — 0 cuando N — oo,
obteniendo asi el sistema (S1) si pudiésemos pasar al limite en " y los términos relacionados.
En lo que sigue buscaremos formalizar esta observacion.

En lo que resta del capitulo consideraremos que se satisface la hipotesis A junto con las
demés condiciones enunciadas en el teorema 3.1. En particular asumiremos que se cumple

SUP yen= E(<7/év , 1>3> < oo con el fin de aplicar las propiedades antes mencionadas de manera

uniforme en N.

Lema 5.4 El sistema (S1) tiene una tunica solucion.

DemosTRACION. Consideremos dos soluciones del sistema, v y 7 € D([0,T], Ms(W)), que
satisfacen sup,eo7)(v: + 7, 1) < 00,y ¢ € B(W) con [[¢|loc < 1. Observando (S1) tenemos
la siguiente estimacion para el primer término de |(v, — Ty, ¢)|

/Ot /WV(“WS) /W [p(w') — p(w)]a(w, vy, dw')v,(dw)ds

_/ot/vﬂ(w’ﬁs) /W[SO(@U') — p)a(w, vy, dw')Ty(dw)ds
/ot /W w,v) /W p(w)a(w, vy, dw'Jpy(dw)ds

-/ t [ ~wm) [t atu. v dut . (awas
/ t [ Atwan) [ twpatun v auwauas
-/ t [ ~tw.m) [ etwiatu. v dutp.auas

De aqui obtenemos usando (A3) que ambos términos del lado derecho pueden ser acotados
superiormente por una expresion de la forma C f0t||1/8 — Us|lpyds. Realizando las mismas

<

_|_
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estimaciones sobre los tres términos restantes de |(v; — 7y, )|, nuevamente gracias a (A3),
obtenemos que cada uno de ellos puede ser acotado por expresiones idénticas a la antes
mencionada. Concluimos que tomando supremo sobre ¢ con [|¢||- < 1 se tiene que para
cierta constante C € R

t
o= ol < € [ 1 = s
0

Por dltimo, utilizando el lema de Gronwall A.1, obtenemos que Vt < T, ||ty — 74|ty =0y
de esta forma la solucion del sistema es tnica. O

A continuacion consideraremos el espacio de las medidas finitas dotado de la topologia
vaga y probaremos que la secuencia de leyes asociada a la secuencia de procesos (VN )
forma una familia tensa sobre este espacio.

N>0

Proposicion 5.5 Las leyes de los procesos (I/N) Nwo Jorman una familia tensa sobre el es-

pacio D([0,T], (M(W),v)).

DEMOSTRACION. En virtud del teorema A.5, para probar que la secuencia de leyes es tensa,
verificaremos que para cada ¢ € C,(W) la secuencia de leyes asociada a XV = <VN , go>
es tensa sobre el espacio D([0,T],R). Esto tultimo a su vez lo haremos basandonos en la
proposicion A.7 que nos entrega dos condiciones, [T1] y [T2], que la secuencia de procesos
(X N ) N0 debe cumplir para que su secuencia de leyes resulte ser tensa.

Primero verifiquemos que el proceso X cumple [T1], es decir, veremos que V¢ € R* las
leyes de (X}¥)yey forman una familia tensa de medidas en R. Para esto notemos que por la
desigualdad de Markov

tomando supremo sobre N € N y utilizando el teorema 2.5 obtenemos que para cierta cons-
tante C' € R

C
P(| XN > K) < —
sup P(IX] > K) < &

por lo que si tomamos € > 0 y luego escogemos K de forma tal que % < ¢ obtenemos que
SUpP yen IP’(‘XtN| > K) < ¢ lo cual nos dice que

, N _ > _
]{%%P(Xt €(-K,K))>1-¢

de donde notamos que basta tomar el compacto [—K, K| y obtenemos asi la propiedad que
queriamos verificar.

Resta probar que X? satisface [T2|. En este caso utilizaremos el teorema A.9 que afirma
que basta probar que X% satisface la propiedad [A] ya que esta implica la condicién [T2].
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Para este fin consideraremos la descomposicion de semimartingala X;¥ = (v}, ¢) = MY+
AM¥ dada por (5.7), donde M;"¥ es una martingala y A, ¥ un proceso de variacion finita.
Es claro, ademés, que a su vez basta probar que los procesos MY ¥ y AN¥ satisfacen la
propiedad [A]| por separado, ya que por la desigualdad triangular podemos concluir a partir
de esto que X también la cumple. Para ver que A™¥ satisface la propiedad [A] estimaremos

Ny _ AN
E(|Axe - AN,

seguramente. Notemos que

/:H/WV(W Vﬁv)/w[sO(w')—w(w)]a(w,vjv,dw’)ugv(dw)ds

] M) [ otud) + st = ptun) - o)

X b(wy, we, v, dw] @ dwh) vl (dws)v) (dw;)ds
Tn+0
+ / / B(w,v) / e(w)e(w, v, dw)v) (dw)ds
Tn w w

_/T:ﬁe/W(p(w)d(w,yév)yiv(dw)ds

> con (Ty)nen una coleccion de tiempos de parada tales que 7y < T' casi

Ny _ ANy
‘ATN ATN+9

Tn+60 ™t0 9
<[ 2ol s+ [ Rl (1) s

Tn+07 Tn-‘r97
4 / Bliglloe (v, 1)ds + / Al (v, 1)ds.

de donde podemos concluir

N,QO —_ N"p
‘ATN ATN+9

Tn+0 9
go/ [<V;V,1>+<u;v,1> }ds

<0C

sup <V§V, 1> + sup <V£V, 1>2] ,
t€[0,T] te[0,T]

donde C' € R. Finalmente, en virtud del teorema 2.5, tomando esperanza obtenemos que

E(’A%‘P — Ai\]]ﬁ@‘) < 0C. De esta forma, dados ¢ > 0 y n > 0, por la desigualdad de

Markov
E(|AXe - AN
TN

N, N7(p TN+9
P(‘ATN(p_ATN+9 Zn) S n
0C
S_a
U]
con C' € R. Tomando § = 7’—5, no € N concluimos que
sup supP(‘Ai\]fv"p - Ai\]fv’ﬁg > 17> <e,

N>ng 6<6
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es decir, el proceso AN¥ satisface la condicion [A]. Por otra parte, para verificar que M@
cumple [A], mediante el teorema A.10, tenemos que basta verificar que el proceso <M N ’9">
cumple [A|. Para esto, de la misma manera que antes, estimaremos la siguiente cantidad

N, _ (N,
E<‘<M S0>‘I'N <M LP>TN+9
7n < T casi seguramente. Tenemos que

]<A4Nw>ﬁv__<A4Nw>ﬁvH4:+5%u[jﬁﬁzky(w,yy)jgj¢(wq._gxugfa(u“yf;du/)uf(duods

1 Tn+6 ) N
+ = w1, Wa, Vg
N/ /W/W S

XKVWMWD+¢WQ_@Wﬁ_¢WﬁF

D con (Tn)nen una coleccion de tiempos de parada tales que

x b(wy, wa, vy, dw) @ dwh) vl (dws)v) (dw;)ds

o1 / [ w2y [ ptwetwn s au) auds
N/%M/ w)2d(w, vV ) v (dw)ds

1 Tn+0 - ) N 1 Tn+60 3 ) N 9
¥ Alpll% (v, 1)ds + N 16Al @l (v, 1) ds

+ji/%w5HH2@N1ﬂs+l1/meHH2@N1ﬂs

de esta forma obtenemos que

ey, — o)< [ s

) . . N
Finalmente de la misma manera que como se hizo con A, ¥, se concluye que <M N ’9"> , cumple
la propiedad.

Afirmamos de esta forma que el proceso X¥ satisface tanto [T1] como [A], por lo que
finalmente concluimos que su secuencia de leyes asociadas es tensa. Como esto es valido para
cada ¢ € Cy(W), como se menciond en un principio, esto implica que la secuencia de leyes
de los proceso (VN ) N0 forman una familia tensa. O

A continuacién probaremos dos resultados que nos seran de utilidad méas adelante y que
tienen que ver con que la colecciéon de medidas estudiadas no carga masa en el “infinito”. Mas
aun probaremos que cualquier punto limite cumple con una propiedad de este estilo.

Como W es o-compacto podemos tomar una familia de compactos (V_VZ)Z . tales que
W = U,ey Wi, mas atn podemos definir W, = Ule W;, de donde cada W, resulta ser

compacto y ademas Wy W, cuando k — oo. Por otra parte consideraremos una familia
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de funciones (fi)yen, con fo = 0, continuas y acotadas tales que valen 0 en Wy y 1 en
W\ B(W,6), donde B(Wg,0) = {w € W :d(w, W) <0} y 0 es un parametro fijo. Como
podemos notar Wy, y W\ B(W, §) son en particular cerrados disjuntos, por lo que la existencia
de esta familia de funciones se obtiene a partir del lema de Urysohn y ademéas cumplen que
0 < fi < Ly, Utilizando esta familia podemos probar que

Lema 5.6

lim hmsupE( sup <1/t ,fk>) =0 (5.8)

k=00 N—oo te[0,T]

DEMOSTRACION. Primero notemos que

WY, fo) < (W fio) + MMTs + /0 /W 7(w, / Se(wa(w, vy, dw') v (dw)ds

[ ] M) [ Xw[fk(w'l)+fk(wé)]b(w1aw2ﬂ/§v’dw’1®dw§)

<ot s+ [ [ ) [ el du)ol @as

t
§<yév,fk>+MtN’f’“+/ / v(w,vY)a(w, v WA\ We)v (dw)ds
o Jw
t
—i—///A(wl,wg,uiv)b(wl,wg,yév,w\WkxW)yiv(de)VéV(dwl)ds
o JwJw

t
+///)\(wl,wQ,Vév)b(wl,wQ,Vév,WXW\Wk)VéV(de)VéV<dw1)d5

// (w2, W\ Wi (dw)ds

< (Y fi) + MUY+ g (W Wi) sup (VY1) + tpy W\ Wh x W) sup (v)Y, 1)

sG[O,t] SE[Ovt]

+ trpy(W x WA\ Wy) sup<us,1>+t,uCW\Wk sup<1/s, >

s€[0,t] s€[0,¢]

luego tomando supremo y esperanza obtenemos que
E( sup <V§V,fk>> <E((w, fr)) +E< sup MtN’f’“> +Tua(W\Wk)E< Sup <V§V,1>)
te€[0,7) t€[0,T s€[0,T
s€[0,T] s€[0,7]

+ T (W \ Wy % W)E( sup <V§V, 1>> + Tue(W\ WQE( sup <Vév, 1>)

+ Tpp(W x W\ Wk)E< sup (vY, 1>> :
s€[0,7T
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luego tomando lim supy_, ., ¥ recordando que sup ycy- E(supse[o’t]@év , 1>) < oo, gracias al
teorema 2.5 obtenemos

h'msupE( sup <V75N:fk>> <limsupE((v{', fi)) —|—limsup]E< sup MtN’f’“>
N—o0

N—oo t€[0,T) N—oo te[0,T
+ CT(,ua(W \ Wk) + ,ub(W \ W, X W)
+ (W X WA Wi) + (W \ Wy)). (5.9)

Por otra parte tenemos la siguiente estimacion

25
E( sup MNf’“ sup ‘M i
te[0,T] t€[0,T
1
2
sup | M, N
te[0,T]

)

< 2B((MV),)F,

donde este tltimo término converge a 0 cuando N — oo gracias al lema 5.3. Es por esto que
tomando limy_,, en (5.9) obtenemos

k=00 N0 te[0,7)

lim hmsup]E( sup (v}, fk>) < lim limsupE((vy", fi)) + Cr Um (e (W \ We)
k=00 N_oo k—o0

s (W \ Wi x W) 4 10V X WA W) + 11e(W \ W),

Como W\ Wy \( 0 cuando k£ — oo (de la misma manera W\ Wy, x Wy W x W\ W), por
la continuidad de las medidas ., 4y v fie, S€ sigue que

k—=oo N0 t€[0,7] k—oo N

lim hmsupE( sup <yt ,fk>) < hm hmsupE(<l/éV,fk>).

Finalmente para verificar que limy_,oc limsupy_,.o E((, fi)) = 0 utilizamos que como v’
converge en ley a cierta vy determinista, al ser ( -, f) : (M (W), w) — R continua, tenemos
que <uév,fk> converge en ley a (v, fr). Ademas como supNeN*E<<1/éV,fk>2) < 00, esto

nos dice que la secuencia (<1/év , fk>) N0 €5 uniformemente integrable, por lo que usando la
convergencia en ley més la uniforme integrabilidad, en particular obtenemos que

Aim E((vg', fi) = E((vo, i) = (vo, fi).
Por dltimo tomando limite en k& se tiene que

lim lim E((v', fx)) = 0.

k—o0 N—o00
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De esta manera podemos concluir que

lim 1imsupIE( sup <1/tN,fk>> = 0.
]

k—oo Nooo te[0,T

[]

Consideremos ahora la secuencia de leyes Qn = L£,~ sobre D([0,T], (M(W),v)) y tome-
mos una subsucesion convergente a Q, la cual seguiremos denotando por (Qn)y, ¥ cuya
existencia esta garantizada por la tension de las leyes. Sea v un proceso con ley Q. En este
caso tenemos los siguientes resultados

Corolario 5.7

k=00 \ tef0,1)

lim IE( sup <1/t,fk>> = 0. (5.10)

DeEMOSTRACION. Para k € N definamos fi; = fi(1 — fi). Notamos a partir de la definicion que
fra /" fr cuando | — oo y ademads tiene soporte compacto, por lo que a partir de esto pode-
mos deducir que la aplicacion v+ sup,co 79(¥, fir1) es continua sobre D([0, T], (M(W),v)).

Usando que vV converge en ley a v en D([0,T], (M(W),v)) obtenemos que

te[0,T] N—=oo  \ tef0,1] N—roo te[0,T]

E( sup <Vt,fk,l)> = lim E( sup <ytN,fk,l>> < h’rninfE( sup <VtN,fk>) < 00.

Tomando ahora [ — oo y usando convergencia monétona obtenemos

E( sup (v, fk)> < h;vni}infE( sup <VtN, fk>> (5.11)

te[0,T] t€[0,T]

En particular observamos que para k = 0 obtenemos que

te[0,7)

E( sup (v, 1>) < 00. (5.12)

Finalmente podemos tomar limite en (5.11) cuando k — oo y concluimos gracias a 5.6. [

Mas atin tenemos el siguiente resultado.

Lema 5.8 El proceso v es una solucion del sistema (S1). Mds ain, es la tinica.

DEMOSTRACION. Primero notemos que gracias a (5.12) el proceso satisface que sup;epo 71(v1, 1) <
oo. Luego por argumentos de densidad basta chequear que v resuelve (S1) para cada ¢ €
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Cy(W) y todo t > 0. Sea entonces ¢ € Cy,(W) y t > 0. Parav € C([0, 00), M(W)) definimos

T,(r) =1, ) — (v, 0) — / /W A(w, ) /W [p(w') — p(w)|a(w, v, du')r(dw)ds

. / /W /W Aws, ws, 1) /W o)+ o) = o) — )

X b(wy, we, Vs, dw] @ dwh)vs(dws)vs(dwy )ds

/ / B(w, vs) / (' efw, v, du Yo, (dw)ds
/ / d(w, v.)vs(dw)ds. (5.13)

Debemos probar que bajo la ley limite ]E(]\IJt( )|) = 0. Para esto notemos primero que gracias

a la proposicion 5.2, VN tenemos que M =y, ( ) Ahora, en virtud del lema 5.3
Neol? N, cet
E(|M]) =E((M¥),) < =, (5.14)

lo cual se va a 0 cuando N — co. Ademas, como v es fuertemente continuo casi seguramente
y ¢ es continua, tenemos que W; es continua en v casi seguramente. Mas aun para v €

D([0> T]? Mf(W))a

(W (v)] < C?* sup ((vs, 1) + (vs, 1>2). (5.15)
s€[0,7T

De donde concluimos usando el teorema 2.5 que la secuencia (\I/t (l/N )) Nen €8 uniformemente
integrable, por lo que

lim E(|¥,(vV)]) = E(|T:(v)]).

N—oo

De esta forma usando (5.14) concluimos que E(|W,(v)|) = 0.

Para concluir, gracias a la proposicion 5.4, tenemos que v es la tnica solucion de (S1). [

Utilizando este resultado es como concluimos que cada subsecuencia convergente de leyes
converge al mismo limite v, obteniendo asi la convergencia de la totalidad de la secuencia.
Por otra parte obtenemos que v es determinista al ser la tnica solucion de (S1). Ademas,
gracias a esto y al corolario 5.7, se tiene que sup,¢o (¥4, 1) < oo.

Como acabamos de mencionar, los pasos anteriores implican que la secuencia (I/N ) N0
converge en ley a v, la tnica solucion de (S1), en D([0, T, (M (W), v)) por lo que para obtener
el resultado que buscamos se hace necesario extender este resultado a M (W) dotado de la
topologia débil, lo cual probamos en lo que sigue. Para esto primero verificaremos que v tiene
trayectorias continuas cuando dotamos a M (V) de la topologia débil.

Proposicién 5.9 v e C([0,T], ( MWV),w)).
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DEMOSTRACION. Primero notemos que por construccion la amplitud de los saltos es de %, por
lo que casi seguramente ocurre que

1
sup  sup |<1/tN,f> — <1/t1\_[,f>’ < N (5.16)
te[0,T7] fﬁf”(’o(z\i),

Fijando ahora f € C.(W) y definiendo el operador T7(v) : D([0, T], (M(W),v)) — R por
T (v) = SuPsepo, 71|V, f) — (vi, f)], tenemos que resulta ser continuo al ser una composicion
de funciones continuas. Como vV — v podemos deducir que T/ (VN ) = T/(v), pero obser-
vando (5.16) también tenemos que T/ (I/N ) — 0 casi seguramente, por lo que concluimos que
T/ (v) = 0. Como C,(W) resulta ser separable, podemos repetir este razonamiento para cada
funcién f en un conjunto denso y numerable, por lo que podemos concluir que v, = v;_, es
decir, obtenemos que v € C([0,T], (M(W),v)). Para extender esto a C([0,T], (M), w))
notamos que, gracias al corolario 5.7, podemos extraer una subsucesion (k,)men tal que
SUDsefo,7] (V6 frn) ¢ 0 cuando m — oo casi seguramente y esto nos permite probar que

el conjunto de medidas (Vt)te[ovT] es tenso. En efecto basta notar que dado € > 0, como
SUPyejo.7) (Vs fr,,) converge a 0, Im. tal que SUPte[o,T]<Vta fkm5> < € y recordando que fy,,_
vale 1 en W\ B(kae , 5) junto con que Wy ' W, podemos tomar k,,. de manera tal que

B (kas , 5) - nga y asi tener que Iy\w,. < f,, , para que de esta forma

sup ut(W\WEmg) <eg, (5.17)

te[0,T

probando asi la tensiéon que buscdbamos. Finalmente, para concluir, tomamos una secuencia
(tn)nen convergiendo a t y debemos probar que v, — 14 en (M (W), w), pero por una parte
ya sabemos que esta convergencia ocurre en (M(W),v) y por otro lado tenemos que (14, ),,cn
es una familia tensa, por lo que deducimos que se tiene la convergencia débil probando asi lo
que buscabamos.

]

Proposicion 5.10 (vV) converge en ley a v en D([0,T], (M), w)).

N>0

DEMOSTRACION. Para esto utilizaremos criterio dado por el teorema A.12. Por una parte ya
tenemos que vV converge a v en ley en D([0,T], (M(W),v)), por lo que basta probar que
(vN,1) converge a (v,1) en ley en D([0,T],R) para finalizar la demostracién. Con este fin
consideraremos F': D([0,7],R) — R Lipschitz continua y acotada, tenemos que

lim sup|E(F((v", 1)) = F({, 1)))| <lmsup(|E(F((+", 1)) = F((", 1= fi))) |+
E(F((WN, 1= fi)) = F((r,1 = fi) |+
[E(F((v, 1= fr)) = F({(v, 1)))]).

Dado que |F((v,1— fi)) — F({r,1))| < Cr SUDsefo,7] (¥4, fx), si ahora tomamos lfmsup,_,
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obtenemos

h’msup}]E(F(@N, 1>) - F((v, 1>)>|

N—oo

< Cp h’msuplimsupE( sup <VtN;fk>>+

k—oo  N—oo t€[0,T

limsuplimsup|]E(F(<l/N, 1 - fk>) - F((y,1- fk>)) H

k—o0 N—oo

k—o00 te[0,7

Cr limsupE( sup (v, fk>)a

de donde podemos deducir que el primer y tercer término son nulos gracias al lema 5.6 y el

corolario 5.7 respectivamente. Por tiltimo el segundo término es nulo debido a que la aplicacion
v (v,1 — fi) es continua de D([0,T],(M(W),v)) a D([0,T],R). Es decir, probamos que

li]r\?_?olip’]E(F(@N, 1)) = F((r,1)))| = 0.

Esto implica que <7/N , 1> converge a (v, 1) en ley. Hecho esto concluimos el resultado direc-
tamente a partir del teorema A.12. O

Para concluir este capitulo, y a modo de resumen, podemos agrupar todos los resultados
previamente mencionados y construir la siguiente demostracion para el resultado principal

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.1. Gracias a la proposicion 5.5 tenemos que las leyes asociadas
N

a la secuencia de procesos (1/ ) N0 conforman una familia tensa sobre el espacio cadlag
D([0,T], (M(W),v)). Con esto en mente se verifica a partir del lema 5.8 que cada punto
limite de la secuencia de leyes converge a la soluciéon del sistema (S1). Mas aun, en virtud
de la proposicion 5.4, tenemos que cada subsecuencia convergente de las leyes converge al
mismo valor, concluyendo de esta forma la convergencia de la secuencia completa, aunque
con esto ultimo aun siendo en el espacio D([0,T],(M(W),v)). A partir de esto también
podemos deducir que v es determinista y gracias al corolario 5.7, satisface Supte[O,T]<l/t> 1) <
oo. Finalmente gracias a la proposicion 5.9 se prueba que el proceso limite v tiene trayectorias
continuas y por tltimo, en virtud de la proposicion 5.10, se levanta la convergencia al espacio

D([0,T], (M (W), w)) concluyendo asi el resultado. O

Con esto finalizamos la demostracion del teorema 3.1. Por dltimo probaremos el corolario
que le sigue.

N

DEMOSTRACION DEL COROLARIO 3.2. Consideremos (Ti )i>0 la secuencia de tiempos de parada

que corresponden a los saltos del proceso v}¥. Tomemos A € %y, tal que u(A) = 0 y sea
¢ una funcion positiva cualquiera en B(W) tal que su soporte esté contenido en A. Usando

23



(5.7), para cada t € [0, 7] tenemos que

B (v 0)) =B 0) + E(MYA)

+E</OW{V /Wv(wwév) /W[w(w’)—cp(w)]a( vy, dw) év(dw)d8>
+E</OWIN /W /Wk(whwz%v) /wa[w(w’l) +p(wy) — p(wi) — p(ws)]

xb(wl,wg, Vg ,dwl ®dw2) (d'u}2> (dwl)d )

+E<AM#iAme%W/;¢Wﬂd Y dw')] Mwﬂ%
_E</Wl/ VM) (dw)d>

de donde podemos observar que el primer término de la derecha es 0 pues ¢ esté soportada

en Ay vy(A) = 0. Para el segundo término podemos usar el teorema de muestreo opcional
de Doob y concluir que también es 0. Por otra parte, para el tercer término, nos fijamos que
N = 1y, de esta manera como

para s < 7{' tenemos que v/’

t/\TlN

B[ [ atwrd) [ o) - ewla(w, du) du)ds
0 w w
t/\7'1
B[ [ ]l = elwlau. ) dw) @upas )

tendremos que es 0, nuevamente porque el soporte de ¢ estd contenido en A y la medi-
da fwa(w, Vo, )Vo(dw) es absolutamente continua con respecto a u. Analogamente, para el

cuarto y quinto término, concluimos de la misma manera que con 0. Finalmente, para el
ultimo, basta notar que

E( / | etwrdw. ) @ujas

De esta forma obtenemos que la esperanza del lado izquierdo es 0, y como ¢ es positiva

concluimos que <utJXTN, go> = 0 casi seguramente. En particular concluimos que v es ab-
1

) < dE((t A1) {vo, ) = 0.

solutamente continua con respecto a u para cada t € [O,TlN } Usando ahora la propiedad

de Markov fuerte podemos obtener inductivamente que <1/;XT_N, g0> = O paracadai >0y

t € [0, T] con probabilidad 1. Como hay finitos saltos antes de T con probabilidad 1, podemos
concluir que (1, p) = 0 casi seguramente para cada t en [0,7].Por tltimo, en virtud del
teorema 3.1, si vy es el limite en distribucion de v¥ y » € Cy(W), tenemos que

(<Vt ,cp>) (1, ), cuando N — oo.

De esta manera concluimos que (v, ¢) = 0 para todo t € [0,7] cuando ¢ tiene su soporte
contenido en A, probando asi el resultado. O
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Capitulo 6
Sobre un teorema central

El teorema 3.1 nos entrega una ley de grandes ntimeros para v en el sentido que obtiene

un limite deterministico para el proceso puntual a medida que reescalamos por % y tomamos
N — oo. Siguiendo las ideas planteadas en [12] nos gustaria probar que bajo hipodtesis
adicionales también podemos obtener un teorema central del limite para nuestro proceso,
especificamente, nos gustarfa decir que las fluctuaciones de v¥ cerca del limite v; son de

orden \/LN y asintéticamente son de naturaleza gaussiana.

En el presente capitulo buscaremos proponer hipotesis con el fin de tener un teorema
central para el proceso de fluctuacion definido por oy = VN (VtN — yt).

6.1. Contexto general

El estudio del proceso (7" );epo,r] resulta ser mas complicado que el realizado para (1" )iejo17,
debido a que las fluctuaciones son medidas con signo, lo cual complica las cosas al momento
de estudiar la convergencia en distribucién puesto que el espacio de las medidas con signo
no se comporta bien para la convergencia débil. Para superar esta dificultad se considera el
proceso de fluctuaciones tomando valores en el dual de un espacio de Hilbert conveniente y
se desea probar la convergencia en este espacio. Mas aiin, se espera que resulte necesario con-
siderar una secuencia de inclusiones de espacios de Hilbert y Banach con el fin de controlar
la norma de las fluctuaciones.

En lo que sigue consideraremos los mismos espacios utilizados en [12]

(i) Hi, Ha, Hs y Ha son espacios de Hilbert de funciones medibles sobre W.
(ii) Cy, C2 y Cs son espacios Banach de funciones continuas sobre W.

(iii) po, p1, P2, P3, P4 : W — [1,00) son funciones continuas que cumplen con p; < p; 41 para
i=0,1,2,3, p; € C; para i = 0,2,3 y ademas existe C' > 0y p > 1 tal que pj < Cpy.
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(iv) Se tiene la siguiente cadena de inclusiones continuas
Cg%Hl‘—)Hg%CQ‘%Hg%Cg‘—)Hm (Cl)
Particularmente la inclusion de H; en Hy es compacta.
(v) Parai=1,2,3,4, si ¢ € H; tenemos
[p(w)] < Cliglla,pi(w), (C2)
para cada w € W y cierta constante C' > 0.
(vi) Parai=0,2,3, si ¢ € C; tenemos
[p(w)] < Cllp

para cada w € W y cierta constante C' > 0.

¢, pi(w) (C3)

Denotaremos por H. y C! a los duales de los espacios H; y C; respectivamente, dotados
con sus respectivas normas de operadores (en particular H’ y C! son espacios de Hilbert y
Banach). Observamos que (C1) implica la siguiente inclusion continua de los duales

Hy — C; — Hy — Ch — Hy — H) — Cf. (C1)

A continuacion buscaremos extender las hipotesis sobre las tasas presentadas en [12] ana-
diendo condiciones sobre las tasas de nacimiento y muerte. Ademas con las siguientes hipotesis

se busca linealizar la dependencia de la distribucién en las tasas para asi poder obtener més

adelante una expresion para o;".

Hipétesis D.

(D1) Existe una familia de medidas finitas {I'(w, 2, ) },, ey, en W cuyas masas totales estan
acotadas por 7 y tal que Vw € Wy cada v € M (W)

’y(w,y)a(w,u,dw'):/WF(w,z,dw’)u(dz).

['(w, z,-) es medible en w y continua en z.
(D2) Existe una familia de medidas finitas {A(wq, wo, 2, )}
totales estan acotadas por \ y tal que Yy, w, € Wy cada v € M (W)

wywa,zeWw G W x W cuyas masas

Awy, wa, v)b(wy, ws, v, dw| @ dwh) = / A(wy, we, 2, dw] ® dwj)r(dz).
w

A(wy,wsq, z,+) es medible en wy, we y continua en z.
(D3) Existe una familia de medidas finitas {B(w, z,-)},, .c)y en W cuyas masas totales estan
acotadas por (3 y tal que Yw € Wy cada v € M;(W)

B(w,u)c(w,y,dw'):/WB(w,z,dw')V(dz).

B(w, z,-) es medible en w y continua en z.
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(D4) Existe una familia de funciones {A(w, )}, oy, sobre W acotadas por d y tal que Yw € W
y cada v € Ms(W)

d(w,l/):/WA(w,z)u(dz).

Introduciremos la siguiente notacion: dada una funcién medible ¢ sobre W, sean
(i) = | folw!) = el (w, . dv),
Mol uni2) = [ fotwl) + () = () = elua)| A a2, duf & du),
Belws) = [ pw)Blu.z.dv!) v
Ap(w; 2) = p(w)Aw, 2).

Estas cantidades se pueden pensar como los kernels de salto del proceso asociado con el efecto
de un individuo de tipo z en las tasas de transiciéon. Promediando estas tasas con respecto a
v (dz) nos entrega el kernel total de salto para el proceso.

A continuacioén fijaremos hipdtesis de finitud entre las tasas y las funciones p;, lo cual nos
permitira mas adelante verificar que 0¥ toma valores en el espacio que necesitamos.

Hipétesis E.

(E1) Existe una constante C' > 0 tal que para todo w,z € W, i=10,1,2,3,4
[ A,z dw) < O w) + 7(2).
w
(E2) Existe una constante C' > 0 tal que para todo wy,we,z € W, 1 =0,1,2,3,4
[ b)) A wa, 2w dug) < C(p2 ) + i) + 62(2))
WxW
(E3) Existe una constante C' > 0 tal que para todo w,z € W, i=10,1,2,3,4
[ @B,z dw) < Cw) + 4(2).
w

(E4) Existe una constante C' > 0 tal que para todo w,z € W, i=10,1,2,3,4

pi(w)A(w, 2) < C(p;(w) + p(2)).
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(E5) Sean pi, o € Mp(W) tales que (u;, p3) < oo y definiendo el siguiente operador ac-
tuando sobre funciones medibles ¢ sobre W

Tirnp(z) = /W P (uw; ) (dw) + /W Po(z: ) (de)
4 /W /W Agp(wr, ws; 2 (dwa) ey (duon) + /W /W Ag(w, z; ) (dw)pa(d)
T /W /W A (2, w; ) (dw)pa(de) + /W Bep(w; 2)yu1 (duw)

+ [ Botzoan) — [ Mgt aw) - [ Apap(ao),

entonces tenemos que

(i) Ju,ue €s un operador acotado en C; para i = 0,2, 3. Mas atin, su norma puede ser
acotada de manera uniforme en p; y po.

(ii) Existe una constante C' > 0 tal que para cada ¢ € Cy y cada py, p2, ps, ftqg €
M (W) que cumplan con (u;, pi) < 0o se tiene que

|es = Tnsns)ly < Cllplie, (Il = sl + N2 = pualey).

6.2. Ecuacion limite

Asumiendo las hipotesis definidas anteriormente podemos probar la siguiente propiedad
que muestra la necesidad de estas hipotesis si es que buscamos obtener un resultado limite

para o™,

Proposicion 6.1 Asumiendo que sup o E ({1, p)) < 0o y E((vg, p3)) < oo, se tienen las
siguientes propiedades

sup]E( sup <VtN,pi>> <00 Yy (6.1)
N>0 t€[0,T
sup (v, p3) < oo. (6.2)
t€[0,T]

La demostracion la podemos encontrar en el apéndice A.13. Esta proposiciéon hace uso de
las hipotesis D y E y su importancia radica en la necesidad de esta propiedad para probar
que los mapeos ¢ € Hy — (), 0) v ¢ € Ha > (14, ) estan en M) (casi seguramente y
para cada N > 0) para cada t € [0,7]. Hecho esto, se espera que no se necesiten hipotesis
adicionales.

Suponiendo lo anterior, se describe a continuacién un esquema que podria llevar a probar

el resultado de convergencia para o™V.
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Una vez que se logra extender <1/tN , > y (v,-) a H) obtendriamos que el proceso de
fluctuacion ol esta bien definido como un proceso tomando valores en H). Ahora veamos
que reescribiendo (5.7) de acuerdo a la hipotesis D obtendriamos

0oy =Gy + 2070+ [ [ [ Dptus s awas

—l—/t/W/W/Wf‘gp(wl,wg;z)uév(dz)uév(dwg)uév(dwl)ds
0
' .\, N N _ ' .\, N N
—l—/o /W/Wng(w,z)l/s (dz)v; (dw)ds /0 /WAgo(w,z)l/s (dw)v;' (dz)ds.
Si ahora restamos (1, ) y luego multiplicamos por V/N obtenemos
<atN, g0> = <aé\7, g0> + \/NMtN’@ + \/N/ / / Fo(w; 2) [Vév(dz)yév(dw) — I/S(dz)us(dw)]ds
0o JwJw
+ \/N/Ot /W /W /WASO(wl, wa; 2) [Vév(dz)uév(dwg)usN(dwl) — vg(dz)vs(dws)vg(dws)]ds
t w; 2z VN z I/N w) — VU zZ )V w S
VN [ ] Bt [ (@ (@) = vn(@z)vs (@) d

t
— \/N/ / Ap(w; 2) [V (dw)vl (dz) — vs(dw)vs(dz)]ds.
o Jw
Reescribiendo esto de la forma

<a,fv, g0> = <aé\7, g0> + \/NMtN#’ + \/N/ / / Fo(w; 2) [Vs(dz)aﬁv(dw) + Uﬁv(dz)yév(dw)]ds
o JwJw

+ \/N/Ot /W /W /W Ap(wy, we; 2) [aév(dz)uév(dwg)yév(dwl)
Hvs(dz)o (dws) v (dw) + us(dz)ys(dwg)aév(dwl)] ds

+ \/N/O /W /W Bop(w; 2) [Vs(dz)aév(dw) + Jév(dz)uév(dw)]ds
— \/N/O /W Ap(w; 2) [Vs(dz)aév(dw) + Jév(dz)yév(dw)}ds,

podemos observar que se tiene lo siguiente

t
(o), o) = (o}, ) + VNM¥ + / (o, TN p)ds, (6.3)
0
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para ¢ € H,, donde

J¥e(z) = /medN@wLAmemdrL//Awmw%)(ﬂm Y (duw)

/ / Ag(w, 2 2)vN (dw)vy(dz) + / / A (z, w; 2)vs(dw)v,(da)

+/WBs0(w;Z)VéV(dw)+/WBSD(Z?37)VS(d$)

_AAWmmwm—Ammmamx

Gracias a esto obtenemos una idea heuristica, a partir de (6.3), sobre como deberia lucir
el limite.

Siguiendo mas alla de esto, a continuaciéon se deberian probar dos cotas en H/, con el fin
de lograr darle sentido a la ecuaciéon

t
oN = o 4 VMY + / (J¥) o Vs,

0

en Hj. Finalmente, luego de probar una cota uniforme para o} en Ch, se podria pasar a

probar el teorema central utilizando un esquema similar a como se hizo para el teorema
3.1. Se comienza probando tension de o¥ en D([0,T], H}) utilizando los mismos resultados
auxiliares de Aldous y Rebolledo junto con la inclusion compacta de H, en H), luego se
probarfa que cada punto limite de 0¥ esta en C([0,T], H}). Por otra parte se prueba gracias
al teorema central de martingalas que v/ NM} converge en distribucion en D([0,T], H}) a
un proceso gaussiano centrado Z;. Finalmente se pasa a C| gracias a la inclusion de H) en
este espacio y se prueba que cada punto limite o, satisface para cada ¢ € Cy un sistema
de ecuaciones. Se concluye probando unicidad trayectorial y en ley para el sistema recién
mencionado.

Concluimos enfatizando que si se lograra realizar lo recién descrito, en virtud de (6.3) se

obtendria que la secuencia de procesos ¢ converge en distribucién en D([0,7T],H}) a un

proceso o, € C([0,T],H}), que es la unica solucion en distribucion del siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales estocésticas sobre C|,

t
o = 09 —|—/ Jio.ds + Z,
0

donde Js = J,, ...
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Conclusion

En el presente trabajo se logré6 modelar una simplificaciéon de un fenémeno que ocurre en
la realidad y a partir de esto se logré obtener mas informacion de este utilizando diversas
herramientas. Especificamente se consiguié formalizar el modelo propuesto a partir del modelo
enunciado por D. Remenik en [12], entregando su representacion trayectorial como proceso
puntual y también probando un resultado, dado por el teorema 3.1, que nos permite identificar
el proceso limite que obtenemos al considerar N — oo como la soluciéon de un sistema de
ecuaciones determinista.

Contrastando con [12] en este caso se tuvo que anadir la hipotesis de o-compacidad al
espacio W, ademas de considerar una hipotesis extra sobre las medidas de distribucion, para
poder concluir que tanto el proceso puntual normalizado como la medida limite no cargan
masa en el infinito y asi poder concluir la convergencia en D([0,T], (M (W), w)). Junto a
esto cabe mencionar que el esquema utilizado para probar este tipo de resultados al considerar
propiedades de martingala, argumentos de tension y unicidad, prueba ser efectivo.

Por otra parte, al momento de aplicar el resultado principal obtenido, se obtuvieron resul-
tados tedricos que se condicen con la intuicién para los distintos ejemplos. Sin embargo no se
logré aplicar el resultado al modelo presentado en [5] debido a que este no cumplia todas las
hip6tesis necesarias, lo que llevé a considerar una simplificacion del modelo. A raiz de esto
altimo se descubrié que al momento de definir los parametros que determinan a los modelos,
la dificultad recae finalmente en hacer que las tasas y las medidas con las que escogemos
un nuevo tipo dependan de la distribucion del sistema y a la vez satisfagan las hipotesis
establecidas. Esto motiva dejar planteada la tarea de relajar las condiciones sobre las tasas
y asi poder ampliar atin mas el espectro de modelos a estudiar.

Por tltimo, al plantear las hipotesis que se creen necesarias para probar el teorema central
del limite, queda abierta la pregunta de si se puede probar un resultado de este tipo para el
modelo estudiado en este trabajo. De todos modos considerando el esquema de demostracion
expuesto, las expectativas resultan ser favorables.

En resumen este trabajo presenta un resultado que logra explicar el comportamiento limi-
te de un reescalamiento del proceso puntual asociado al nuevo modelo, esto para una amplia
coleccion de parametros. Se presentan ademas las ideas a seguir para poder probar un resul-
tado del tipo teorema central junto con abrir la interrogante sobre nuevas generalizaciones
en relacion a las tasas para este tipo de procesos.
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Apéndice A
Apéndice

En este apartado reunimos algunos resultados que son de utilidad en el texto principal para
una facil referencia. Omitimos la mayoria de las demostraciones y se adjuntan las referencias
en la literatura segtn sea el caso.

A.1. Resultados generales

Lema A.1 (Gronwall) Sea p una medida en ([0, oo),%’[o,oo)), sea e >0, y sea f una funcion
medible que es acotada en intervalos acotados y satisface

0<f(t <5+/f ds), Vt>0.

Entonces se cumple que
ft) <eetl0D vt >0,

Definicion A.2 Sea (U, \) un espacio de probabilidad estindar, sea X un espacio polaco y
consideremos el espacio (P(X),d). Diremos que una funcion medible p : P(X) x U — X
es una representacion de P(X) si para cada m € P(X) la funcion p,, : U — X, definida
por pm(u) = p(m,u) tiene distribucion m (con respecto a A en U). La representacion p es
continua en m si, salvo por un conjunto \ negligible, p(-,u) es continua en m.

Teorema A.3 (Blackwell, Dubins [2]) P(X) tiene una representacion p que es continua en
todas partes.

Teorema A.4 (Formula de 1t6) Sea X una semimartingala y f una funcion real de clase
C?. Entonces f(X) es una semimartingala, ademds se tiene la siguiente férmula:

F(X0) = F(Xo) / (X)X, + 1 / P X+ ST {f(Xs) — F(X,) — F(X,)AX,}.

0<s<t
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A.2. Sobre tension

Teorema A.5 (Teorema 2.1 en [14]) Sea £ un espacio métrico localmente compacto y
(M(E),v). Consideremos ademds una secuencia (QN)NeN de medidas de probabilidad en
D([0,T], (M(E),v)), (¢r)ken una secuencia densa en Co(E) y la funcion m, : M(E) - R
definida por 7,(v) = (v,¢). Si para cada k € N, (m,, QV) es una secuencia tensa de

NeN
probabilidades en D([0,T],R), entonces (QN) es tensa en D([0,T], (M(E),v)).

NeN

Definicion A.6 ([7]) Sea £ un espacio métrico completo y separable con métrica d. Para
xz € D(RT,E) definimos para cada N >0 y d >0

wh (z,6) = infmix sup  d(z(t),z(s)),

U5 ti€ll ¢ <s<t<tyfq

donde 115 es el conjunto de todas las secuencias crecientest =t <ty < --- <t, < N en R,
con la propiedad de que infy x|t —t;| > 0.

Proposicion A.7 ([7]) Sea (X, )nen una secuencia de procesos definidos en sus respectivos
espacios de probabilidad (Q", o ,P") a valores en un espacio métrico completo y separable E.
La secuencia P" = Lxn es tensa si y solo si se satisfacen

[T1] Vt € T C R denso, las leyes de las variables aleatorias (X]")nen forman una secuencia
tensa de leyes en &.

[T2] VN > 0,7 > 0,e > 0,36 > 0 tal que

¢ n n. N n(. < e

hj{fnsgp]P’ {we Q" :wV(X"(,w),0) >n}) <e
Definicion A.8 (Definicion 2.2.1 en [7]) Diremos que la secuencia (X™),en satisface la
condicion de Aldous |A| ¢ [A’], si

[A] VN > 0,e > 0,7 > 0,30 > 0 y ng tal que para cualquier familia de tiempos de parada
(Tw)nen (T €8 F"—t.d.p.) con T, <N

sup sup P" (d(X?, X" ;) >n) <e.

n>ng 0<§

[A’] VN >0, >0,n7> 0,30 >0 yng tal que para cualquier secuencia de tiempos de parada
(On, To)nen (0,Tn F"—t.d.p.) con o, <1, <N

sup P"(d(Xgn,an) >n,Th < op + 5) <e.

n>ng

Teorema A.9 (Teorema 2.2.2 en [7|) Las condiciones [A| y [A’] son equivalentes e implican
la condicion de tension [T2].

Teorema A.10 (Teorema 2.3.2 en [7]. Rebolledo) Sea H un espacio de Hilbert separable
y (M™),en una secuencia de procesos a valores en H que son martingalas localmente cua-
drado integrable y continuas a la derecha definidas en sus propios espacios de probabilidad
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Q™ (F),P"). Sea (M™) (IM™]) el proceso creciente de Meyer asociado (variacion cuadrdti-
ca). Entonces si el proceso ((M™))nen satisface la condicion |A], la misma condicion se man-
tiene para (M™)nen y ([M™])nen. Si H es finito dimensional y si los procesos ({(M™))nen satis-
facen la condicion [T1], entonces la misma condicion se mantiene para (M™)pen y ([M™])nen-

Corolario A.11 (Corolario 2.3.3 en [7]) Si (XV),

finito dimensionales de la forma XV = AN + MY con AN un proceso de variacion finita
y MY una martingala localmente cuadrado integrable, y si las secuencias (AN) Yy (<MN>)
satisfacen las condiciones |T1] y [A], las leyes de la secuencia (X™) forman una familia
tensa.

es una secuencia de semimartingalas

N>0

Teorema A.12 (Teorema 3 en [10]) Sea (pin)nen en D([0,T],(M(E),w)) una secuencia
de procesos y p en C([0,T],(M(E),w)), donde E es un espacio localmente compacto con
base numerable. Entonces tenemos que p, converge en ley a u en D([0,T],(M(E),w)) siy
solamente si p,, converge a p en ley en D([0,T], (M(E),v)) y (tin, 1) converge en ley a (i, 1)
en D([0,T],R).

A.3. Demostraciones

Proposicion A.13 Asumiendo que supy-oE((1{", p3)) < oo y E({vo, p3)) < o0, se tienen
las siguientes propiedades

supIE( sup <vtN,pZ>> < oo y (A.1)
N>0 t€[0,T
sup (v, p3) < o0. (A.2)
t€[0,T]

DeMOSTRACION. Notemos que utilizando (2.6) con la funcion v +— sup,c(o 71(v1, p3) obtenemos
la siguiente cota si despreciamos los terminos negativos y luego tomamos supremo

E(t%@;ﬁ@) <E((n,2) + /E( /W 3w, ) /W pE(w)a(w, v, dw) ;V<dw>)ds
LB [ Monwo) [ ) + )

X b(wy, wa, v, dw) @ dwh) v (dw)v! (dwg))ds

w [ ([ sn) [ et au)s @))as

Observando ahora la hipotesis (D1) tenemos que

/W/WV(WSJ,V_)pi(w’M( N dw) N (dw) ///p4 P, 2, dwo (d2)o (duw),
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por otra parte, gracias a (D2) y (D3), tenemos una expresion analoga para los demés términos.
Si ahora ademas usamos (E1), (E2) y (E3) para cada termino respectivamente, obtenemos
que

T
E<t§£%]<V§,pi>) <E((w,pi)) +2C/0 E</W /W(pi(w) + p3(2)) v (dw)v} (dz)>d8

w0 (B[] (i + s + o) @ (s (@) s

E((r, 2)) +2CE< sup (v ,1>> /OTE< sup <y5,pz>>ds.

t€[0,7] u€el0,s]

Gracias a que E(supte[O’T]@gv, 1>) < 00y que E(<V(J)V, pZ>) esta acotado uniforme en N, por
el lema de Gronwall concluimos que

o 1) < e
te[0,T)

con A, B > 0. Para verificar que se tiene (A.2), debemos considerar la funcion p trunca-
da, es decir, (p3 A M)(w) € Cy(W) y notar que gracias al teorema 3.1 y que la secuencia
(supte[O’T]<1/,fV P2 N M >) N €8 uniformemente integrable, tenemos que

lim E| sup <V§V,pi/\M> = sup <Vt,piAM>,
N—oo  \ ¢ef0,1) te[0,T)
por lo que usando lo recién probado

sup (v, p3 A M) < Ae”T,
te[0,7

finalmente utilizando el teorema de convergencia monotona tomamos M — oo y concluimos.

]
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