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AL TITULO DE INGENIERO CIVIL MATEMATICO Y
GRADO DE MAGISTER EN CIENCIAS DE LA INGENIERIA,
MENCION MATEMATICAS APLICADAS
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FECHA: 2016

PROF. GUIA: SR. JORGE GUILLERMO AMAYA ARRIAGADA

MODELOS MATEMATICOS PARA EL SECUENCIAMIENTO EN
PLANIFICACION MINERA

Un problema presente en la planificacion minera es el de identificar cudl es el volumen y
ubicacién de material que maximice la operacion de extraccion dando forma a una mina a
cielo abierto. El estudio matematico de este problema ha sido analizado desde los anos 60’s
v lo usual es discretizar el terreno en forma de bloques, conociendo en cada bloque distintas
caracteristicas de él, como por ejemplo, sus coordenadas y su beneficio asociado. El problema
anterior haciendo uso de la discretizacion por bloques, puede ser formulado como uno de
optimizacién entera denominado Final Open Pit y cuando al problema anterior se le agrega
una restriccion de capacidad, se le denomina Capacitated Final Open Pit.

Otro problema importante, es el de planificar la operacion en periodos de extraccion, bus-
cando siempre maximizar el beneficio de esta. Su formulacién como problema de optimizacion
entera utilizando el modelo de bloques se le denomina Capacitated Dynamic Open Pit. Se
piensa que los bloques que son solucién de este problema estan contenidos en la solucién del
Final Open Pit. Probar esta conjetura es uno de los principales enfoques de este trabajo, y
la forma para lograrlo es a través de la demostracion de ciertas propiedades que cumplen los
pits. Ademas se analizan posibles extensiones de esta conjetura al problema capacitado.

Varios han sido los esfuerzos por resolver numéricamente y de forma eficiente esta familia
de problemas lo que ha llevado a buscar otras formulaciones de estos mismos. Es asi como
surge el trabajo de Alvarez et al de 2011, en el cual se plantean los problemas usando optimi-
zacion en espacio de funciones. En esta tesis, bajo hipdtesis de diferenciablidad, se hace un
estudio del problema en R? enfocdndose en caracterizar a la densidad de ganancia en el borde
del pit y se formulan dos duales para este problema. Trabajando siempre con la hipotesis
de diferenciabilidad se discretiza el problema en dos y tres dimensiones obteniendo algunas
pruebas numeéricas en casos pequenos. Finalmente, se adapta esta nueva discretizacion al caso
del modelo de bloques y se presentan algunos resultados numéricos de éste.
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Introduccion

Un problema relevante estudiado en mineria es identificar el volumen y la zona de ex-
traccion del material tal que maximiza el beneficio de la operacion, el cual va estar dado
esencialmente por la riqueza de minerales presente en este volumen extraido, esta determi-
nacion da lugar a la construccién de una mina a cielo abierto. A partir de lo anterior, se
hace la extension a otros dos tipos problemas, uno en donde se tiene una capacidad total de
extraccion que no puede ser superada y otro de tipo dindmico en el cual se desea planificar
en periodos de extraccion cada uno con una cierta capacidad y ademaés el beneficio final se ve
afectado por una tasa de descuento asociada al tiempo. Una introduccién en detalle a estos
problemas presentados en mineria se puede revisar en [9] y [15].

Para intentar resolver los problemas anteriores, se hace un anélisis de la region en donde
se desea trabajar obteniendo una discretizaciéon en bloques de esta, con la informacién del
beneficio de extraer cada bloque a tiempo presente. Lo siguiente es crear un grafo de prece-
dencias que identifica qué bloques deben ser extraidos antes de extraer otro bloque y que va a
depender de la pendiente maxima (angulo de talud) con la que se puede cavar en cada punto
del terreno y que esta dada por propiedades estructurales. Luego de poseer esta informacion,
una de las formas de resolucion es formular los tres problemas enunciados anteriormente como
problemas de optimizacion lineal entera, con variables de decisién binaria en cada bloque. La
manera de resolver estos problemas de optimizacion discreta ha sido ampliamente estudiada.
Algunas de estas son presentadas en [4] y [15]. A pesar de que existen otras formas en que
estos problemas son abordados, esta tesis se enfocara en trabajar con la formulacion de estos
como problemas de optimizacion.

Una forma diferente de abordar el mismo problema es a través de la optimizacién continua.
Uno de los trabajos que se considerara base para esta tesis es el realizado en [I]. En ese paper
se modela el beneficio y el esfuerzo de extraccion como dos funciones dependiendo del espacio,
y el objetivo es encontrar una funcion de profundidad, o sea, una funcién que a cada punto
del piso le asocie una profundidad, que sea continua y sobre la cual se impone la restriccion
de pendiente en forma de un limsup que representa la constante de Lipschitz mas pequena
para la funcion.

El trabajo de esta tesis se ordena como sigue. En un primer capitulo se trabaja la formu-
lacién como modelos de optimizacion lineal discreta de los tres problemas antes mencionados
v se formaliza matematicamente lo que es un pit asociado a un punto factible de esos proble-
mas. Ademas se prueban propiedades basicas que estos conjuntos cumplen para luego obtener
el resultado mas importante del capitulo el cual es probar la conjetura que postula que la



region obtenida como solucién del problema discreto de planificacion en periodos (también
conocido como Capacitated Dinamic Open Pit) esta contenida en la region que es solucion
del problema discreto que no involucra ni periodos ni capacidad(conocido como Final Open
Pit). Finalmente se muestra que esta conjetura no se replica cuando se reemplaza el problema
capacitado (Capacitated Final Open Pit) por el Final Open Pit.

En el capitulo 2 se trabaja el modelo continuo presentando en [I] para minas de R? y bajo
la suposicién que las funciones que representan la profundidad de la mina, son diferenciables
a trozo obteniendo asi un modelo operacional en el cual la restriccion de lim sup se cambia
por una derivada, transforméandose el problema en uno de tipo variacional escalar. Haciendo
uso de las propiedades de tipo Fritz-John que cumplen los 6ptimos de estos problemas, y
que son resumidas en [IT], se prueba que bajo la suposicién de que la densidad de ganancia
g es continua, esta resulta ser no positiva en el borde del pit cuando la pendiente no es
maxima, el cual es el objetivo principal del capitulo. Este resultado se extiende a los problemas
capacitados y dinamicos. De acuerdo a lo expuesto en [I1] y [14], se escriben los duales de los
tres problemas y se dan condiciones sobre los cuales se cumplen los teoremas de dualidad débil,
fuerte e inversa. Al final del capitulo, se trabaja el problema del Final Open Pit continuo desde
el punto de vista del control 6ptimo. Este problema resulta ser de una familia de problemas
llamados state constraint cuyo principio del Méaximo de Pontryagin es presentando en [13].
Con esta herramienta es posible replicar el resultado obtenido anteriormente.

En el capitulo 3 se presenta la discretizacion del modelo en R? con algunos resultados
numéricos para minas ficticias, En el caso de R? se prueba ademéas que la propiedad obtenida
en el capitulo 2 sobre la funcién de densidad de ganancia se replica en la discretizacion del
problema. Por tltimo, se presenta una forma de adaptar esta discretizacién cuando la funcién
de ganancia es conocida por bloques y se muestra el resultado obtenido al programarlo en
una mina ficticia de 25 x 25 x 10 bloques y en la mina Marvin del repositorio presentado en

I9].



Capitulo 1

Propiedades problema discreto

A continuacién, se presenta la formulacion como problema de optimizacion entera, a la si-
tuacion de extraer una region discretizada en bloques que maximice el beneficio de extraccion
v que considere las maximas pendientes que puede haber entre cada bloque. Este modelo es
presentado en [4], aqui se introducen las siguientes variables y notaciones.

Sea N el conjunto de bloques que corresponden al terreno en el que se desea hacer una
extraccion de mineral, este conjunto al ser discreto puede ser enumerado desde 1 hasta |N|
y asi se puede considerar cada bloque como un nimero natural en este rango. Para estos
bloques se conoce el beneficio de extraer cada uno, el cual depende de las caracteristicas del
mineral presente en cada bloque. Se denota por b; al beneficio del bloque i, con i = 1, .., |N]|.

Para cada bloque i se define una variable binaria que servird para identificar si este bloque
es 0 no extraido. Estas variables se presentan a continuacion:

1 si el bloque 7 es extraido
Ty = .
0 si no

Sea (N, A) un grafo dirigido construido con cada bloque como un nodo y cada arco (i, j)
representa que para extraer el bloque i se debe sacar también el bloque j. Qué bloques son
unidos por un arco depende de la pendiente maxima que puede existir entre ambos, la cual
viene determinada por las caracteristicas del terreno en donde se encuentra cada bloque.

Con las definiciones anteriores se presenta la formulacion como problema lineal entero de
la situacion anterior, a la que se denominara Final Open Pit (FOP).

(FOP) méx > bz (1.1)
i€N
sa. z;—x; >0 V(i,j)e A
v, €{0,1} Vie N

La matriz asociada al problema anterior es totalmente unimodular, ya que en cada fila
hay un 1 y un —1, asi las soluciones del problema anterior coinciden con su relajacion lineal,



o sea, cuando se considera 0 < x; < 1. Esto facilita la resoluciéon numérica de FOP.

En caso de haber una capacidad de extraccion C, la cual puede ser expresada en términos
de toneladas o numero de bloques, el problema se denomina Capacitated Final Open Pit
(CFOP). Sean p; > 0 las contantes asociadas al peso de cada bloque i (en caso de que C
represente el nimero de bloques, basta tomar p; = 1 Vi € N ) la formulacion de este problema
se escribe como:

(CFOP) méx > b (1.4)
ieN
sa. x;j—x; >0 V(i,j) €A (1.5)
Zpi% <C (1.6)
ieN
xz; € {0,1} Vie N (1.7)

En el caso de buscar una planificacion en periodos de tiempos en {1,.., T}, se define para
cada bloque i € N y para cada tiempo t € {1,.., T} las siguientes variables :

t __

1 si el bloque 7 es extraido en tiempo ¢
0 sino

Sea a € (0,1) una constante positiva que representa el factor de descuento del beneficio
y C} la capacidad méxima de extraccion en el periodo t. Asi el modelo dindmico que se
denominara Capacitated Dynamic Open Pit (CDOP) es el siguiente:

(CDOP) méx ZZ +ON —! (1.8)

t=1 'LGN
s.a. Zx’; <1VieN (1.9)
t=1

t
Y al—al>0 V(i j)eA t=1,..T (1.10)

=1
d pal<Cpot=1,...T (1.11)

iEN

z;€{0,1} Vie Nt=1,.,T (1.12)

En [I5] se presenta el modelo con la leve diferencia que la restriccion tienen una
capacidad inferior que en este caso se asumi6 0. El beneficio afectado por el paso del tiempo
bi
(14 )=V’
su dependencia del tiempo, sin embargo, este trabajo utilizara la expresion como valor

objetivo.

no siempre es expresado como a veces tan solo se expresa por b; ; para hacer notar

Definicion 1.1 Sea x un punto factible de FOP, se define el pit asociado a x como el
congunto P, :={i € N |z; = 1}. Cuando x sea una solucion del problema, se lo denominard
pit dptimo asoctado a x.



Definicion 1.2 Sea y punto factible de CDOP, se define el pit secuenciado asociado a y
como el conjunto Q, = {i € N|3t € {1,...,T} yl =1}. Para cada tiempo t € {1,...,T} el
stquiente conjunto QZ = {i € N|y! =1} se le denomina la fase t de Q, y representa todos
los bloques extraidos a tiempo t.

Observaciéon Notar que claramente se cumple que:

T
Qy = U Qty
t=1

La solucién de (FOP) puede no ser unica, por ejemplo, en el siguiente caso, donde las
precedencias estan determinadas de tal manera que no haya un angulo de talud de mas de
45°:

0 10 | 10 | 10 0 0 10 | 10 | 10 0
0 0 10 0 0 0 0 10 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Figura 1.1: Dos soluciones a un mismo problema del tipo FOP

El pit con borde azul tiene el mismo beneficio que el de borde rojo, sin embargo, el de
borde rojo tiene mayor cantidad de bloques. Aunque no resulte ser relevante seguir extrayendo
luego de haber excavado todo el pit azul, el enunciado de la siguiente conjetura, considerara
al pit 6ptimo de mayor tamano, que en este caso corresponde al rojo.

Conjetura Sea 7 la solucion de FOP tal que |P;| es maximo entre todas las soluciones de
FOP y sea y una solucién cualquiera de CDOP entonces se debe cumplir que:

ngpi

Durante el capitulo se probarda que el pit asociado a una soluciéon de FOP que tiene
el cardinal mas grande entre todas las soluciones de FOP, contiene a todos los demés pit
asociados a una solucion de FOP. Ademas, es obvio que si un pit 6ptimo contiene a todos los
demés, es de mayor cardinal, por lo que tener el mayor cardinal entre las soluciones de FOP
y contener a todas las soluciones FOP resultan ser equivalentes, por lo tanto, la conjetura
podria enunciarse como sigue.

Conjetura Sea 7 la solucion de FOP tal que, cualquier otro pit éptimo esté contenido en el
conjunto P; y sea y una soluciéon cualquiera de CDOP entonces se debe cumplir que:

ngpi

5



La existencia de un pit 6ptimo de mayor cardinal viene del hecho de que el conjunto de
puntos factible es finito y no vacio (el vector de puros 0 es factible, o sea, no hacer nada es
siempre una opcion).

1.1. Propiedades de los Pits

A continuacién se prueban algunas propiedades que cumplen los pits definidos anterior-
mente las cuales serviran para demostrar la conjetura.

Proposicién 1.3 Si 2! y 22 son puntos factibles de (FOP) entonces existe z punto factible
de (FOP) tal que:
PaUP,:2=P,
Demostracién: Desarrollando un poco la unién se obtiene lo siguiente.
PaUPz={ieNlzj=1}u{ieNjz;=1}={ie Nz} =1 Vv z; =1}
Luego lo que se desea probar es que existe un punto factible z de (FOP) tal que:
{ieNjz} =1 Vv z;=1}={i € N|z =1}
Entonces definiendo

1 sizl=1 VvV a?=1
Z2; =
‘ 0 en otro caso

se observa claramente que los conjuntos son iguales, faltarfa ver que z definido anterior-
mente es un punto factible de FOP.

Obviamente z cumple que z; € {0,1} Vi € N. Para verificar la restriccion ([1.2)) de FOP,
llamada también restricciéon de precedencias, hay que considerar los dos casos siguientes
a) z;=0
En este caso z; — z; = z; > 0 V(4,) € A cumpliendo la restriccion.

b) zi = 1
Por definicion de z esto significa que x} =1 V 2? = 1. Como estos dos vectores son

i =

puntos factibles de FOP, de la restriccién de precedencias se tiene que:
1 2 ..
rp=1V z7=1V(,j) €A
Lo que implica que z; = 1 V(4, j) € A, concluyendo entonces que z; —z; > 0V(i, j) € A.

[]

Proposicion 1.4 Si x' y 22 son puntos factibles de (FOP) entonces existe z punto factible
de (FOP) tal que:
P.iNPe=P,



Demostracién: De forma similar que en la proposicion anterior, la interseccion de dos
pits se escribe como:
PanPa2={ieNlz; =1 A 2} =1}

Luego si se define

1 siz}=1 A 22=1
Zi =
0 en otro caso

se tiene que P, = P,1N P,2. Nuevamente es claro que z; € {0,1} Vi € N. Para la restriccion
de precedencias, el caso z; = 0 es totalmente analogo a lo hecho en la proposiciéon anterior,
por lo que el caso interesante es cuando z; = 1.

Si z; = 1 entonces se cumple que r; = 1y 22 = 1. Luego como z' y 22 son puntos factibles
de FOP, entonces zj = 7 = 1 Y(i,j) € A, con esto z; = 1 V(i,j) € A, por lo tanto, z definido
como antes cumple que P, N P2 = P, y es factible para FOP probando asi la propiedad.

O

Observaciéon Dado un punto z factible para FOP, el valor de la funcién objetivo en este

punto es:

iEN iEN:z;=1 1€EP,

De aqui en adelante, la dltima expresion sera la utilizada al momento de referirse a la
funcion objetivo.

Proposicion 1.5 Si x es una solucion cualquiera de FOP, y T una solucion de FOP con
| Pz| mayor entre las soluciones de FOP, entonces P, C P

Demostracién: Por la proposicion 1.3, P, U P; esta definido por un punto factible de

FOP por lo tanto:
Shx Y n=0t Y b ()

i€ Px 1€ Py UPz 1€ Pz 7,€PI\P5:

La primera desigualdad es por la optimalidad de z y la siguiente es separar la sumatoria
en conjuntos disjuntos P; y P, \ P; que unidos dan P, U P;.

De la segunda desigualdad anterior se concluye que:
Z by <0 (%)
i€Py\ Pz
Ademés, se tiene que:
She Y b Y ohs Y b
iEPx iEPme'E ZEPz\Pi iEPJJmPJY:

La primera igualdad es separar P, en una particion de dos conjuntos y la siguiente desigualdad
se cumple gracias a (xx).



Ahora como x y Z son puntos factibles de FOP, por la proposicién 1.4 existe un punto
factible de FOP tal que su pit asociado es P, N Py, luego la desigualdad anterior debe ser
igualdad ya que z es 6ptimo para FOP, por lo tanto:

1€P\ Pz
Reemplazando esto en la igualdad de (%) queda que:
DRED I
i€P,UP; i€Ps

Luego como existe z factible para FOP tal que P, U P; = P,, entonces este también es un
6ptimo para este problema.

Ahora como 7 es una solucién de FOP con P; de mayor cardinal entre todas las soluciones
se tiene que:
|P, U Pz| < | Pz

Pero como P; C P, U Py, entonces |P, U P;| = |Pz|. Luego reescribiendo el primer cardinal
se tiene que:
| Pz + |Pe \ Pi| = | Pyl

De esto se concluye que:
|Pe\ Ps| =0

O sea, P, \ Pz =0, lo que implica que P, C P;, probando lo pedido.

Gracias a la propiedad anterior es posible enunciar el siguiente corolario.

Corolario 1.6 Fziste una unica solucion de FOP tal que el cardinal de su pit asociado es
mdzimo entre todas las soluciones de FOP.

Demostracién: La existencia viene dada por la factibilidad del problema. Sean ahora !
y 22 dos puntos maximos de FOP tal que su pit asociado es de cardinal maximo entre todas
las soluciones de FOP. Por la proposicion 1.5 se obtiene entonces que

Pa C P2 NP2 C P

Por lo que P,1 = P,» concluyendo entonces que z' = 2%. De esta manera queda demostrada
la unicidad.

Gracias a este corolario, en la conjetura es posible hablar de la soluciéon de maximo cardinal

entre las soluciones de FOP en vez de alguna solucién de maximo cardinal entre las soluciones
de FOP.



Proposicion 1.7 Dado y un punto factible de CDOP existe z punto factible de FOP tal que:

Qy:Pz

Demostracién: Sea y un punto factible de CDOP, este vector esta indexado por el tiempo
t =1,...,T y por los bloques i € N. Definase z tal que z; = ZtT:l yt. Se probara que este
vector es un punto factible de FOP y que cumple la igualdad de los conjuntos.

Para que z sea punto factible debe cumplir los dos tipos de restricciones presentes en FOP.
Esto se muestra a continuacion.

(1) z € {0,1}
z; > 0 ya que todos los términos de la suma son positivos, y por la restriccion ([1.9)) se
tiene que z; < 1. Ademas, por la restriccion ((1.12)), z tiene coordenadas enteras.

(2) Zj — % >0 V(Z,]) eA
El caso cuando z; = 0, al igual que en las demostraciéon de las proposiciones anteriores,
es trivial, por lo que el caso importante es z; = 1.

En este caso se tiene que z = Y., y! = 1. Como y! € {0,1} entonces existe un
te{l,..,T}tal que y! =1y y! =0Vt e {1,.,T}\ {t}. Luego por la restriccion

(1.10) se tiene que:

~+>

T
L=y <> <> yh=2V(i,j)eA
=1 =1
Esto dice que z; =1 V(i,j) € A, probando asi que z cumple esta restriccion.
Con esto z es un punto factible de (FOP). Ademaés es facil notar que:

T
n=1= > yl=1 <+ FHe{l,.. T}y =1
t=1

La ultima equivalencia es debido que como ¥y es un punto factible de CDOP, cada bloque
7 es extraido en a lo méas un tiempo t, obteniendo asi que la suma sobre todos los tiempos es
exactamente 1, concluyendo asi que @, = P,

[]

Las propiedades anteriores son resultados conocidos en el area y su demostracion no es
tan compleja. Los resultados que vienen a continuacién son nuevos y propios de este trabajo
de tesis, los cuales van en la linea de probar la conjetura.

Proposicion 1.8 Sea y una solucion cualquiera de CDOP, Z la solucion de mdzimo cardinal

de FOP, entonces si
5 -0

iEQg\Pi
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se cumple que:
Qy C P

Demostraciéon: Sea z dado por la proposicién 1.7, tal que, Q5 = P;. Por la proposicién
1.3, P; U P; admite un punto factible para FOP. Ademas:

Soobi=) b+ Y b= b

1€P:UP; 1€ Pz iEPg\Pi 1€Pz
Luego el vector que determina a P U P; es una soluciéon de FOP. Por la proposicion 1.5
se tiene que P; U P; C P; lo que implica que P; C P; que equivale a Q)3 C Ps.
]

La proposicion anterior da un equivalencia para que la conjetura se cumpla, ya que si
Qs C P;, el conjunto P; \ P; es vacio y la sumatoria de los b; sobre ese conjunto da 0. Se
demostrard mas adelante que esta condicidon es siempre satisfecha y asi estard probada la
conjetura. Antes de mostrar la demostracion de la conjetura, se probard una ultima propo-
sicion.

Proposicion 1.9 Sea y un punto factible de CDOP, x un punto factible de FOP y t €
{1,...,T — 1}. Entonces eziste w punto factible de CDOP tal que:

) Q=@ para t € 1,7
(i) @, = Q, NPy para t € {t+1,.T}

Ademds, cuando t = 0 existe w punto factible de CDOP tal que:

Qi = Q, NPy para t e {1,..T}

Demostracion: Sea t > 1, se define w de la siguiente forma:

yb osited{l,..,t},ieN
wi=31 si(yi=1Aax;=1),tc{t+1,...T}, i€ N
0 si(yf=0Va;=0), te{t+1,.,T},ieN

De esta forma se obtiene claramente que:
t t
Q, =Q, vVt {l,...,t}

Q,=Q,NP,Vte{t+1, . .T}

Lo que se probara ahora es que el w definido anteriormente es un punto factible para
CDOP. Notar que la definicion de w se hizo de tal manera que w! € {0,1}. Al ser x,y,w

10



variables binarias se puede reescribir este ltimo como w! = ylz; parat € {t+1,...T}. De lo
anterior es claro que w! < y! Vvt € {1,...,T}, entonces.

T T
dwl <) yi<1VieN
t=1 t=1

Zpiwf < sz‘yf <CVte{l,..T}

iEN €N

Con esto, se prueba las restricciones (1.9),(1.11) y (1.12) de CDOP.

Para la restriccion de precedencias, como y = w cuando ¢ € {1,...,t}, entonces aqui w
cumple de manera trivial la restriccion (1.10), ya que al ser y un punto factible de CDOP,
cumple y estas restricciones solo involucran tiempos menores o iguales a t. Sea ahora
te{t+1,..,T} el caso que falta por considerar.

t t
Si w! = 0 la restriccion Z wh —w! = Zwé > 0 se cumple V(i,5) € A.
=1 =1

Sea entonces w! = 1. Por la definicién de w, tenemos entonces que y! = 1y x; = 1.
Considerar j tal que (i, j) € A.
Como y es punto factible de (CDOP), entonces existe [ € {1, ...,t} tal que yé =1.

e Sil <t entonces yé- = wé- = 1 y se comprueba la restriccion.

e Sil >t se tiene que yé = 1 y ademds como x es un punto factible de (FOP), se tiene
que x; = 1, por lo tanto wé- = 1 comprobando asi la restriccién.

Con esto w también cumple la restriccion ((1.10)).

Para el caso ¢t = 0, se tiene que w! = ylwz;, ;t € {t+1,...,T}, Vi € N. La verificacion de
que este punto w cumple con es andlogo a lo anterior. Para[I.10] solo se esta en
el segundo punto mencionado en el parrafo anterior, por lo que esta restriccion también se
cumple para este w, concluyendo asi la demostracion. O

Teorema 1.10 (Teorema fundamental de los Pits) Sea Z la solucion de FOP tal que el
conjunto Py es el con mayor cardinal entre las soluciones de FOP y sea y una solucion
cualquiera de CDOP. Entonces se cumple que:

Qy C Ps

Demostraciéon: Para demostrar el teorema, se probaran las hipotesis de la proposiciéon
1.8. Esto se hara probando por doble desigualdad la igualdad Z b; = 0.
i€Qy\ Pz

Por la proposicion 1.3 y 1.7, se tiene que P; U (), es un punto factible de (FOP), por lo
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tanto, al ser T el 6ptimo se tiene que:

D= b+ Y, <) b

1€PzUQy 1€Pz 1€Qy\ Pz i€Pz

Asi se tiene que Z b; <0.
i€Qy\Ps

Para la otra desigualdad se probara el siguiente resultado: Vi € {0,...,T — 1}

Z Z bl—z Z 1+a t+1)20

t=t+1i€Q!\ Py t= t+1zeQ5\Pz

Esto se probara con induccién reversa, partiendo desde T'— 1 e ir disminuyendo.

Caso base: t =T — 1.

Por la proposicion 1.9, existe un vector w, punto factible de (CDOP) tal que:

Q= Q; parat e {l,..,T —1}
QL:QZﬂPmparat:T

Luego como y es el 6ptimo de CDOP, se tiene que:

— b b b
ZZ :ZZ;@WJF > Ao’ > A+t

t=1 zle t=1 1€QT NPy 1€QT\ Py

De aqui se tiene que:

bi
—_— >
DI

1€QT\ Py

Como (1 + a)T=! > 0, entonces se puede multiplicar la expresion anterior sin cambiar el
sentido de la desigualdad, quedando entonces:

Z b >0

i€QI\Py

12



Ademaés:
T

T
b;
> =2 > G720
t—T =
t=T i€Q!,\P. t=T zng\P, (1+a)

Luego se cumplen las dos desigualdades propuestas, por lo que el caso base esta listo.

Hipotesis inductiva: se cumple para 0 <t < T — 1

Se probara entonces que se cumple para ¢ — 1. Supongase primero que ¢ > 2

Como t — 1 € {1,..,T}, entonces aplicando la proposicion 1.9 a ¢ — 1, existe un punto
factible w tal que:

Q= Qty parat e {1,..,t—1}
Q, =Q, NP, para t e {t,..T}

Utilizando nuevamente el hecho que y es 6ptimo de CDOP, se tiene que:

ZZ 1—|—a +Z Z +Z Z 1+a

Sl

-1

||
@M

t=1 zle t=1icQy}, t=t i€Q, QPE t=t zth\Pz
T
b:
222 Gra
e (14 a)t—!
t—1
t=1 zEQZ 1 + a t=t i€eqQt QPI

De aqui se tiene que:

Como (1 + a)t;l > 0, se multiplica esta expresion a la de arriba sin cambiar el sentido de
la desigualdad, obteniendo asi.

Z Z 1+oz =0

t=t zth \Pz

Probando asi la primera desigualdad. Para la segunda, notar lo siguiente

1Y Y e Sy Y ot

t= tzEQt\PZ Zng\pI t=t+1 zle\Pl

=Zb+ ZZW

i€QL\ Py t t414€QE\ Py
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Usando la primera desigualdad de la hipotesis inductiva se tiene que:

<Z Z 1—|—a (1 & q)t—E+1)

t=t414i€Q), \Pz

Y como < 1, multiplicando por la expresiéon anterior que es positiva se tiene que:

1
(1+ «)
Z Z (1 & q)t—(+1) Z Z 1—|—a (1 & q)t—(+1)

t t+1 zEQt\PI t=t+1 zth\Pz

Ocupando la segunda desigualdad de la hipotesis inductiva se tiene que:

ZZHQ ey Yo

t=t+1i€Q}\ Py t=t+1i€Ql\ Py

Juntando las dos expresiones se obtiene que:

sy Yo

t t+1 le\Pz t=t+1i€Ql\ Py

Entonces:

0< > bty ZZ = s Yoy Y aeY Y

i€QI\ Py t T+14i€Qt\ Py i€QI\ Py t=T+1i€Q}\Py t=F i€QL\Py

Probando la desigualdad que faltaba.

Para el caso t = 1, se aplica la proposicion 1.9 a 0, existiendo entonces w tal que:

Q. =Q, NP, para t e {1,..T}

Desarrollando entonces se tiene que

I i

t=1 zEQt

_|_

P 5 a)t—l
1! x



Obteniendo luego.
T

b;
— >0
Z (1+ )1 —

=1 i€cQ!\ Py

La demostracion para probar la desigualdad que falta es totalmente analoga a lo hecho
anteriormente, por lo que en este caso se obtiene que:

0<> > b= > b

t=1 icQL\ P, i€Qy\Pa

Finalmente, por doble desigualdad se tiene que:

1€Qy\ Py
Y por la proposiciéon 1.8, se concluye que.
Qy C P
Finalizando asi la prueba de este teorema. O

Observacion En la hipotesis del teorema, se exige que Z sea la solucion con el pit asociado
de mayor cardinal. Esta hipo6tesis no puede ignorase, ya que la propiedad no se cumple para
una soluciéon cualquiera de FOP. Por ejemplo, en la siguiente figura:

0 1010|110 | O 0O 10|10} 10Qg 0 Ofg10 (10| 10| O
Ogo|10|0QO0 0O|OpQg104 0| O 0| O0Of10| O Q4O
Ol OQfgORO|O OO0} 0]|O O|0|O0O]O0]O
OO0 0]0]|O OO0 0}]0]|O 0|0 0] O0]O

Figura 1.2: Dos soluciones de FOP(azul y rojo) y una de CDOP(verde) para un mismo modelo
de bloques.

En el pit rojo y el azul son soluciones de FOP. El pit verde es solucién del problema
dindmico con dos periodos de capacidad 3 cada uno y pesos de cada bloque igual a 1. Aqui se
puede apreciar que el pit rojo es la solucién de FOP con el pit de mayor cardinal y contiene
al pit verde. Por otro lado, el pit azul es otra solucion de FOP, pero no contiene el pit verde.

En el caso en que el problema (CDOP) presenta una capacidad inferior en la restriccion
(1.11), el teorema 1.10 no se cumple incluso considerando a la solucion con el pit mas grande
de (FOP), basta considerar capacidades inferiores que sumen méas que el cardinal de este
pit maximo. Un buen estudio posterior seria encontrar bajo que condiciones sobre estas
capacidades inferiores, el resultado se sigue manteniendo.
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El modelo CDOP a veces se presenta de una forma alternativa, como lo hacen en |2] y
que se presenta a continuacion. Sea x definido de la siguiente forma:

. {1 si el bloque i ya fue extraido en el tiempo t

0 sino

Con los mismo beneficios y pesos de cada bloque el modelo se escribe de la siguiente forma:

b t—1
t=1 1€N
sa. 7' <zl Vie N vtel,.T (1.14)
x?—x?>OV(z‘j)eA t=0,..,T (1.15)
Sopilat a2t <G t=1,..,T (1.16)
iEN
vt e{0,1}, 2 =0Vie N, t=1,..,T (1.17)

Este problema es una formulacion equivalente de CDOP, en el sentido que los pits obteni-
dos en ambos problemas estan en biyecciéon unos con otros. Esto se visualiza en la siguiente
proposicion.

Proposicion 1.11 Sean P(CDOP) y P(CDOP;) los conjuntos de puntos factible de CDOP
y CDOP; respectivamente, se tienen los dos siguientes resultados:

i) Sea x € P(CDOP,), si se define ¢t = xt — 2! Vi € Nt € {1,..,T} entonces
T € P(CDOP) y ademds P, = Ps.

t
ii) Sea ¥ € P(CDOP), si se define xt = Za?ﬁ, Vie Nt e {1,.,T}, 29 =0Vi €¢ N
I=1
entonces x € P(CDOP,) y ademds P, = Ps.

Mas ain, sean x € P(CDOP,) y & € P(CDOP), entonces:

t
=al -2l VieNte{l, T} < al=> # VieNte{l, T} a)=0Vie N

=1

Demostracién: Se probaran ambos resultados por separado. Primero sea x € P(CDOP,)
y T definido como en el enunciado, se desea probar que este vector cumple con (1,9), ..., (1,12)).
La demostracion de estas restricciones se presentan en la siguiente lista.

e (1.12): Por (1.17 se tiene que z¢ = zt — 2! € {~1,0,1} y por (1,14) z¢ > 0, asi
zt € {0,1} Cumpliendo esta restriccion.

e (1.11)): De se tiene que:

Spdi =Y pilal—al) <CoVE=1,..,T

iEN iEN

Cumpliendo asi esta restriccion.
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. (©9):

La ultima desigualdad se obtiene V € N por ([1.17)).
e (1.10): Sea (i,j) e Ay te{1,., T}
t t
Zfé — 7= Z(wﬁ —2 — (@t -2 = T — ZL‘? —zl4 ol = (2% —x}) + it >0
1=1 =1

La ultima desigualdad es debido a que (2} — 2f) > 0 por 1) y que 271 > 0 por
[T17).

De esta forma z € P(CDOP), falta verificar que P, = P;. Por doble inclusion, sea i € P,,
entonces existe ¢ tal que x! = 1, sea ¢ el menor entre los que cumplen lo anterior. Como
79 = 0, entonces t > 1, asi #* = 2! — 21" = 1 lo que implica que i € P;, probando que
P, C P;.

Para la otra inclusion, sea i € Pj, entonces existe t € {1,..,T} tal que ¢! = 1, lo que
equivale a que 2t — z!™' = 1 y como z es variable binaria, entonces 2t = 1y /™! = 0, de esta
forma ¢ € P,, probando que P; C P, y con esto se concluye que P, = Pz, demostrando por
completo el punto i).

Sea ahora £ € P(CDOP) y x definido como en el punto ii), se desea probar que este
cumple con ([1,14), ..., (1,17). A continuaciéon se demuestra que cumple con cada una de estas
restricciones.

e ([1.17)): Obviamente z! > 0 ya que z! > 0. Ademas, debido a (1.9) se obtiene que

t T
<> <1
=1 =1

. —

t__

y como T! € {0,1} entonces x} € {0,1} cumpliendo con esta restriccion.
e ([1.14)): Gracias a la positividad de T se tiene que:

Cumpliéndose asi esta restriccion.
e (1.15)): Sea (i,7) € A, si 2! = 0 esta restriccion se cumple de forma trivial. Sea ahora
t

zt =1, esto equivale a que Z 7! = 1. Como Z es una variable binaria, entonces existe
=1
t € {1,..,t} tal que zt = 1. Por la restriccion ((1.10)) esto implica que

t t
_ — 1t
1= E oy < g T, =x;
1=1 =1
cumpliendo de esta manera la restriccion.
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e (1.16]): Debido a (1.11) se tiene que:
sz(xf —ai ) = Zpifit < G

1EN iEN

Por lo que esta restriccién también se cumple.

Para probar nuevamente que P; = P,, se hard por doble inclusién. Sea i € Pz, entonces
existe t tal que ! = 1, por lo tanto

¢

_ -l ¢

1= E T, =T
=1

y asi ¢ € P, probando la primera inclusion.

t
Sea ahora i € P,, entonces existe t tal que z! = 1, por lo tanto Z ji = 1. Gracias a (1.9),
_ =1
existe t € {1,..,t} tal que ! = 1y asi i € Pz, probando la otra inclusion y concluyendo que

Para finalizar se probaré la equivalencia.

=gl -2t VieNte{l, T} = Zi“; :Zxé—xﬁ_l =1l — 1) =

=1 1=1
t t t—1
xﬁzZ:Z’ﬁ-, Vie Nyte{1,.,T}, 20 =0Vi € = a2 — 2!} :Zfﬁ—z_izfiﬁ
=1 =1 =1

Observacioén La proposicion anterior, muestra que los conjuntos objetivos de ambas formu-
laciones del problema dindmico, generan exactamente los mismos pits. Ademas de la propo-
sicion anterior se desprende que si z € P(CDOP),x € P(CDOP;) generan los mismos pits,

entonces . .
bi bi _
ZZWmf = ZZWW—I’? Y

t=1 ieN t=1 ieN
De esta manera CDOP y CDOP, son equivalentes y todas las propiedades demostradas
anteriormente para CDOP también aplican para CDOP5.

1.2. Otros Resultados

En esta seccion se verda que la conjetura anterior no es posible extenderla al problema
capacitado y se prueban ciertas propiedades de este mismo problema, para eso se introduce
la siguiente notacion.

Para cada punto z factible de CFOP se denotara por PC, = {i € N|z; =1} vy se le
denominaré el pit capacitado asociado a z.
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Proposicion 1.12 Sea x un punto factible de CFOP, entonces también es un punto factible
de FOP y por lo tanto:
P, = PC,

Demostracion: La demostracion es trivial y viene del hecho que todos los puntos factibles
de CFOP cumplen en particular las restricciones de FOP.

Proposicién 1.13 Sea ' un punto factible de FOP y x? un punto factible de CFOP. En-
tonces existe z punto factible de CFOP tal que:

P.anNPC,.=PC,

Demostracion: Esta demostracion sigue la misma linea de la demostracion de la propo-
sicion 1.4. Escogiendo

1 zl=1A22=1
Zp =
0 en otro caso

se prueba la igualdad de conjuntos y z cumple las restricciones [I.5] y [I.7] de CFOP.
Como se vio en la proposicion 1.4, dado la definicién anterior de z se cumple que
yi=wa; <a;VieN
Y asi se tiene que Zpizi < Zple < C probando la restriccion (2).
ieN ieN

Proposicion 1.14 Si = es la solucion dptima de FOP con el pit final de mayor cardinal
entre todas las soluciones, y sea x una solucion optima del problema CFOP, entonces:

Demostracion: La demostracion es anédloga a la de la proposicion 1.5. Debido a las
proposiciones 1.3 y 1.12, P; U PC, es el pit final de un punto factible de FOP y se tiene que:

Dbz Y b= b+ Y. b

Y esto implica que:

Ademés se tiene que

dobi= > b+ >, < > bi+0

i€PCy i€PCyNP5 i€PCy\ Py i€PCNP5
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Luego por la proposicion 1.13, PC, N P; es un pit capacitado asociado a un punto factible
de CFOP, por lo que la desigualdad anterior en realidad es una igualdad, lo que implica que:

i€PCy\ Ps

Con esto, Pz U PC, es una soluciéon 6ptima de FOP y gracias a la proposiciéon 1.5 se tiene
que:

P UPC, CP;
Lo que implica que

O

La conjetura de la seccion anterior podria dar la idea que hay alguna inclusiéon entre
los pits 6ptimos de CFOP y CDOP. A continuacién se muestran contraejemplos para estas
nuevas conjeturas que pueden surgir.

Conjetura 2 Sean C'y {C}}] las capacidades de los problemas CFOP y CDOP respecti-
vamente. Si se denota por x e y las soluciones a los problemas CFOP y CDOP entonces:

C>> C = PC,CQ,VQ,CPC,

t=1

Contraejemplo: Considerar C' = 9, a = 0,1, T =4y C; = Cy, = C3 = Cy = 1. Se
utilizard un angulo de 45° para calcular las precedencias. El siguiente diagrama representa
los valores de los beneficios en cada bloque y los pits 6ptimos para cada problema.

Figura 1.3: Pit en rojo solucion de CFOP y pit en verde solucion CDOP.

El pit rojo es la solucion para el problema CFOP y el verde la solucion CDOP. Como se
puede ver, no se tiene ninguna inclusiéon entre ambos, por lo que este es un contraejemplo
para la conjetura.

Es natural pensar que si se tiene la desigualdad inversa de las capacidades, también pueda
darse alguna de las dos inclusiones. Esto se enuncia en la siguiente conjetura.

Conjetura 3 Sean C'y {C}}] las capacidades de los problemas CFOP y CDOP respecti-
vamente. Si se denota por x e y las soluciones a los problemas CFOP y CDOP entonces:

C<Y C = PC,CQ,VQ,CPC,

t=1
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Contraejemplo: Se utilizara el mismo cuadriculado anterior, con los mismos beneficios
y precedencias. Definiendo ahora C =4, a =0,1, T =9y C; =1 Vi € {1,...,9}, la solucion
de CFOP ahora serd P2 y la de CDOP sera P1, ilustrados en la figura 1.2. En este caso al
igual que el anterior, no hay ninguna inclusion entre pits, por lo que es un contraejemplo a
esta nueva conjetura.

Por 1ltimo, el caso en que hay igualdad en las capacidades podria implicar alguna inclusion.
Esto se formula en la siguiente conjetura, la cual tampoco sera valida.

Conjetura 4 Sean C'y {C;}] las capacidades de los problemas CFOP y CDOP respecti-
vamente. Si se denota por x e y las soluciones a los problemas CFOP y CDOP entonces:

C=> C = PC,CQ,VQ,CPC,

t=1

Contraejemplo: Considerar C' =4, a = 0,1, n = 2, C; = 3y Cy = 1 Se utilizard un
angulo de 45° para calcular las precedencias. El siguiente diagrama representa los valores de
los beneficios en cada bloque y ayudaré a visualizar los pits 6ptimos para cada problema.

o § 32§ 0 | 0 | O | O

Figura 1.4: Solucion de CFOP en rojo

Es claro de la imagen que la soluciéon de CFOP para el problema es el pit encerrado en
rojo y que entrega un funcion objetivo de valor 2.

Ahora, si algin pit secuenciado de CDOP considera extraer uno de los bloque con valor
—10, lo mejor que se puede hacer es extraer los otros dos bloques para alcanzar el bloque
con valor 32. Este bloque en ningtin caso puede ser sacado en el primer periodo por lo que el
valor de este pit secuenciado seria:

32 33432 10

10+ 10+ —104 = = =T 2%
0+-10+-10+ 37 T o

Por otro lado, si no se extrae ningtn bloque con valor —10, lo mejor es extraer en el periodo
1 el bloque con valor 1 y el resto se puede decidir entre no extraer mas bloques o extraer solo
bloques con beneficio 0. Por lo tanto, la solucion de CDOP para este problema no considera

ningtn bloque de valor —10, no existiendo asi ninguna inclusion entre las soluciones de CFOP
y CDOP.

Conjetura 5: Sea a; # ag, las constantes asociadas al factor de descuento de (CDOP), y
sean y; e yo las soluciones de (CDOP) usando aq, as en el factor de descuento de la funcion
objetivo respectivamente, entonces:

@y ©Qy V @y CQy
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Contraejemplo: Utilizando la figura [1.4] se mostrara el contraejemplo. Considerar a; =
0,1,ap = 0,01, T"= 2, C; = 3y C5 = 1. Se utilizard un angulo de 45° para calcular las
precedencias.

Del anélisis hecho anteriormente, la solucién utilizando «; es cualquier pit que contenga
al bloque de beneficio 1 y cualquier otro bloque con beneficio 0.

Por otro lado, si se considera as, el beneficio de extraer el pit rojo es:

32 170
10+ —10+ —104 — = ——
04 -10+-10+ 750 = 757

Lo que es mayor que 1, asi que el pit rojo resulta ser la soluciéon en este caso, por lo que no
existe ninguna inclusion entre ambos problemas.
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Capitulo 2

Version operacional modelo continuo
caso R?

2.1. Preliminares

La formulacién continua de los problemas estudiados en la seccién anterior es una inves-
tigacion més nueva del problema del pit 6ptimo. El paper que sera base para los resultados
de esta memoria es el de [I] y, cuyos aspectos mas importantes seran mencionados a conti-
nuacion.

Considérese primero el problema estacionario, es decir, se desea encontrar solo un pit de
valor 6ptimo y no una secuencia en el tiempo de estos. Sea €2 la region plana donde se desea
excavar, en el caso de una mina en R? este representa un intervalo (a,b) y en el caso de R?
este representa un subconjunto de R? abierto y conexo con borde Lipschitz.

Cada pit estara definido por una funcién p : Q — R llamada perfil y donde p(x) representa
la profundidad del pit en el punto x. Estos perfiles se asumen pertenecientes al espacio de
Banach de las funciones continuas a valores reales C(Q), dotado de la norma del supremo. Se
dira que un perfil ¢ es méis profundo que un perfil p si ocurre que p(z) < q(z) Vz € Q.

El estado natural del sitio, estd modelado por un perfil inicial denotado py € C(f2). Asi
para que un perfil sea factible debe cumplir ser al menos méas profundo que py y no tener
excavacion en los bordes. Esto se representa en las siguientes dos condiciones:

p(z) — po(z) >0, Vo € Q

p(z) = po(z) =0, Vo € 90

Notar que cada perfil va a estar acotado inferiormente por z := inf {pg(x)]x € ﬁ} y debido a
condiciones fisicas y operacionales se puede decir que todo perfil estd acotado superiormente
por Z. Definiendo entonces Z = [z,Z] se cumple que p(z) € Z, Vz € Q. Esto altimo tiene
que ver con la naturaleza del problema y no con una restricciéon extra.

23



Para modelar la pendiente local en cada punto se define
L,(x) := limsup Ip(z) = p(2)| Vr e Q
T—zi ||=’L' - $|‘
Esta funcién representa a la constante de Lipschitz local de p, mas pequena en torno a x.
Asi, si L es una constante de Lipschitz local de p en torno a z, se cumple que L,(z) < L.
Mientras més grande sea este valor, la pendiente en torno al punto x serd mayor, por lo
que esta expresion se busca controlar puntualmente. Con este objetivo, el valor maximo

que puede alcanzar esta pendiente en cada punto va a estar controlado por una funcion
w: Q) x Z —[0,00) y esto se expresa como la restriccion:

L,(x) <w(z,p(z)), Voe Q

Bajo ciertas hipotesis sobre w presentadas en el paper [I], se logra que cada perfil se restrinja
a la region Q x Z sin necesidad de imponer una desigualdad extra. Al conjunto de todos
los perfiles factibles, esto es, a las funciones continuas que cumplen las tres restricciones
anteriores se le denota por P. Distintas propiedades estructurales de los perfiles pueden ser
revisados en [I].

Se definen la densidad de ganancia y de esfuerzo como dos funciones a valores reales
denotadas por:
e(x,z) > e, >0, g(x,2) eR, V(z,2) € A x Z

Las cuales son uniformemente acotadas en su dominio. Asi, dados dos perfiles p < ¢, donde ¢
es mas profundo que p, la ganancia y el esfuerzo entre ambos perfiles de define respectivamente

como
// g(z, z)dzdx, // e(x, z)dzdx

Cuando el perfil p = py ambas func10nes denotaran por Gq G[pg, ql v Elq] := E|po, ql.

El problema estatico sin capacidad se escribe
(FOP) maxGlp|
s.a. p(z) —po(x) >0, Ve € Q
p(z) — po(z) =0, Vo € 09
Ly(z) < w(z,p(x)) Vo € Q
peC(Q)
y el problema con capacidad se escribe
(CFOP) maxGp]
p(z) = po(x) > 0, Vo € Q
p(z) — po(x) =0, Vo € 00
Ly(x) < w(z,p(x)) Vo € Q
Elp|<C
peC(Q)

Los siguientes resultados presentes en [I] entregan existencia de las soluciones de los dos
problemas anteriores.
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Proposicion 2.1 Si w es semicontinua superior, entonces el conjunto de perfiles factible de
(FOP) es compacto.

Proposicion 2.2 Si g,e € L>® entonces, £ y G son funciones Lipschitz continuas con
constantes ||leo|||2] v ||gol||2] respectivamente.

Proposicion 2.3 St w es semicontinua superior y g,e € L entonces.
i) El problema FOP tiene solucion y existen unos wnicos perfiles p, < Dy tal que para
cualquier solucion p de FOP se cumple que pg < p < Dy o

ii) Para cualquier capacidad C > 0, el problema CFOP tiene al menos una solucidn.

La ultima proposicion es debido a las dos anteriores y asegura la existencia de soluciones
para estos problemas.

Para el problema de planificacién de los pits en periodos, en cada tiempo ¢ € [0,T] se
desea tener un pit factible, por esto la variables del problema tendrian dependencia temporal
y espacial. Estas se denotan por p(t,z) con p(t,-) € P Vvt € [0, 7]

Se introduce una densidad de capacidad ¢ € L>(0,7), ¢(t) > 0Vt € [0,7], y una funciéon
de capacidad definida por:

Esta funcion representa la capacidad de extraccion entre el tiempo 0 y ¢t. Ademés se define
una funcion ¢ € C! monotona decreciente tal que ¢(0) =1y 0 < ¢(T') < 1 que representa la
valoracion del beneficio a tiempo presente. Tipicamente esta funcion es de la forma o(t) = e~
para algtn ¢ > 0.

Con esto el problema dindmico se expresa de la siguiente forma.

(CDOP) maxGlp // (x, p(t, x))%(t,x)dtdx

p(t,x) = po(z), Yo € 9Q Vt € [0, T
Lyuy(z) < w(a: (t x)) Vx € (a,b) Vt € [0,T]
=p(0,) <p(s,-) <p(t,:), VO<s<t<T

p(t,z) t
// xzdzdx</c(7)dT,VO§s§t§T
p(s,x) s

p<t7 ) € Cl<§)
La funcién objetivo escrita de esa forma exige que los perfiles sean derivables con respecto al
tiempo, para evadir este requisito se hace una integracion por partes quedando de la forma:

t,x)
// (x,z dzdx+// / g(x, z)dzdtdx
p(0.2) 2)

Esta sera la funcion objetivo que se considerara al momento de resolver el problema.

Una propiedad ocupada mas adelante es la proposicion 9 de [I]. Esta dice lo siguiente.
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Proposicion 2.4 Sea p(t,x) un punto factible del problema anterior, entonces Vs,t € [0.T]
se tiene que

Ip(t, ) — p(s, e < [”ﬁﬁ +2w} (- s)}

Este resultado entrega continuidad de los perfiles de (CDOP) con respecto al tiempo.

2.2. Motivacion

La restriccion de pendiente de los tres problemas anteriores representa un problema al
momento de obtener resultados, debido a las pocas herramientas que se poseen para tratar
formulaciones con limsup. En el calculo de variaciones, existe mayor estudio a problemas
en los cuales aparecen restricciones que involucran la derivada de la funcién. La intuicién al
momento de observar la restriccion revela que bajo hipotesis de derivabilidad, L, coincidirfa
con el gradiente de p. A continuacién se muestra que bajo esta suposiciéon se puede derivar
una formulacion andloga del problema F'OP utilizando el gradiente en vez del 1im sup.

Supoéngase que p € C1(2), el hiperplano de apoyo en el punto (Z, p(7)) es
y = p(a) + Vp(2)" (z - 7)

siendo p el perfil y z € R?

_Op(z)  Op(x) 1)T.

El vector normal de este hiperplano es n = ,
(9951 8.772

Se desea que el angulo de pendiente o talud con respecto al plano horizontal esté entre 0
y un cierto 7 < m/2. Esto es equivalente a decir que se acota el angulo 6 de 7 con respecto
al eje vertical k£ = (0,0, 1)T entre 0y 6 (que es el complemento de 7):

0<6<0<n/2,

o bien B
1> cosf > cosf > 0.

Despejando se obtiene,

7l | cos 6 = ||][|| ]| cos @

El término de la izquierda es igual al producto escalar de 7 con /2, es decir, igual a 1.

Se obtiene entonces la desigualdad

—_

=
IN
|

cosf’

De alli,
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N 2 NN\ 2
ow@)\*, (@), o 1
01, 0xs cos? 6
La restriccién es entonces
IVp(z)|| < w,

donde w = tanf = , siendo w una funcién del punto (z, p(z)).

tan Tt

Entonces, sobre esta base el problema se escribe de la forma:
p(z)

(FOPc) méx/ / g(x, z)dzdx
Q Jpo(x)

p(z) > po(z) VzeQ
p(z) = po(z) Va € 00
IVp(z)|| < w(z,p(z)) VzeQ
peCiQ)

Proposicion 2.5 Sea p € C*(Q) entonces L,(z) = ||[Vp(z)|| Yz € Q.

Demostracién: Sean 7,7 € ), como p € C*(Q), el teorema del valor medio en R" dice
que existe &z € co{z, 2} tal que:

p(z — )| < [[Vp(&aa)lll|z — 2]

Lo que es equivalente a
lp(z — )]
||z — 2]

< ||Vp(§5m)||

Tomando el limsup y considerando que limsup Vp(&;:) = Vp(z) ya la funcién p es conti-
I—xT T—x1T
nuamente diferenciable y el hecho que la norma es continua se obtiene que

Ly(z) < ||Vp()]]

Ahora, notar que si se fija & =2y T # x, T — z, el limsup coincide con ||V f(z)|| alcanzan-
dose de esta manera la cota, por lo tanto

Ly(z) = |[Vp(z)|
O

Esta proposiciéon permite cambiar la restriccion de L, por la del gradiente cuando se
restrinja el espacio a C'. Si bien, con esta suposicién se pierden varios perfiles que pueden ser
admisibles, la ventaja que entrega es tener mas herramientas para caracterizar el 6ptimo del
problema.
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Una de las complicaciones al trabajar con el problema de funciones en C}(f2) es que no
siempre existe solucion, como ocurre en caso de (F'OP) visto en la proposicion 2.3. Un ejemplo
de esto se muestra a continuacion.

Sea el rectangulo [—1,1] x [0,1] con funciones g = 1,w = 1 constantes en esta region.
El problema (FOP) en este caso tiene una tnica solucion que resulta ser p(z) = 1 — |z, si
embargo p ¢ C'([—1,1]). Por otro lado, la sucesion de funciones de [—1,1] en [0, 1] definidas
como:

. 1
14+ stx < ——
2n
5 1 1 1
pn(z) =<1 —na?— — si —— <2< —
4n in 2n
11—z six > —
2n

son C'([—1,1]) y més aan, puntos factibles de (FOP1). Estas funciones cumplen que
pn — py Glpa] 7 Gp]. Se observa entonces que G[p| es el supremo de (FOPg1), sin
embargo, al no ser diferenciable en 0, p no es un punto factible de (FOPg1) por lo que el
supremo no se alcanza, asi que este problema no tiene solucién. Esta situacion se visualiza
en la figura [2.1}

0
4 -0.8 -06 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
p
-0.2
-0.4
Py
-0.6
P>
-0.8
P3
P7
4 P1g

Figura 2.1: Perfiles que convergen al supremo en color rojo y en color verde el supremo.

Para tratar de lidiar con este problema, se trabajara sobre un espacio més general que
el C!, este es el de funciones diferenciables a trozos que se define en la seccion siguiente,
aprovechando también que la teorfa que permitira caracterizar al pit 6ptimo esta hecha sobre
las funciones diferenciables a trozos, las cuales pueden tener puntas. En el caso del ejemplo
anterior, el perfil verde seria solucién sobre este espacio de funciones.

A continuacion se trabaja en el caso de una mina en R? donde en caso de existir la derivada

28



se tiene que L,(z) = [p'(z)| -

2.3. Condiciones de optimalidad en problemas variacio-
nales con restricciones aplicadas al problema del open

pit
Como se presenta en [I1] se puede definir lo que es un punto critico de Fritz-John para

un problema variacional. Esto sera de utilidad al momento de caracterizar el pit 6ptimo del
problema anterior. Para esto se define el siguiente problema variacional con restricciones:

(CV)  min Ply] = / F@, 2(x), #(x))da

z(a) =, 2(b) =7
gj(z,2(x),2(z)) <0 j=1,..,m

x € [a,b]

La notaciéon 2 indica la derivada respecto de la variable real x.

Definicién 2.6 Se dice que una funcion y : [a,b] — R™ es continua a trozos en |a,b] si:

e y es acotada en [a,b].
o FExisten los limites de y, por la derecha en |a,b) y por la izquierda en (a,b).

e y es continua en [a,b], excepto en a lo mds un nimero finito de puntos.

Definicion 2.7 Se dice que una funcion y : [a,b] — R™ es diferenciable a trozos en [a,b], si
eriste una funcidn v, continua a trozos en |a,b] de manera que

y(x) = v(a) +/ v(s)ds Yz € [a,b]
FEs decir, y es diferenciable a trozos si es continua en todo |a,b] y su derivada es continua
a trozos en |a, b].

Se denotara por X = C([a, b],R"™) al espacio de las funciones y : [a, b] — R™ diferenciables
a trozos dotado de la norma:

1yl = [[¥lloo + 11 Dyllo
donde el operador D esta definido por

u= Dy <— y(t)zoz—i—/ u(s)ds
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d
donde « es un valor acotado. Por tanto, D = T excepto en las discontinuidades.

Se denota por K al conjunto factible del problema (CV) sobre el espacio de funciones
diferenciables a trozos. Este espacio es més general que el C' y agrega a los perfiles que
tienen una cantidad finita de puntas.

Definicion 2.8 Se dird que z € K es un punto critico de Fritz-John para el problema (CV)
si existe el multiplicador de Lagrange 7 € R, y = (y1,..,Ym) : [a,b] = R™ tal que Vx € [a, b],
excepto en las discontinuidades, se tiene:

Tf.(z,2,2) + vy  (2)q. (2, 2, 2) = % {7f:(z,2,2) + vy (2)g:(z, 2, 2) } (2.1)
y!(2)q(z,2,2) =0 (2.2)
(1,y(x)) #0, 7>0 y;(x) >0, j=1,...,m (2.3)

Cuando 7 > 0 entonces se fija 7 = 1 y el punto pasa a llamarse de tipo Kuhn-Tucker. A
continuacion se enunciara el teorema presentado en [I1] que sera de utilidad para caracterizar
el pit 6ptimo.

Teorema 2.9 Sea z € K una solucion optima del problema (C'V), entonces Z es un punto
critico de Fritz-John.

La demostracion de este teorema puede ser encontrada en un caso mas general en [7]. En

la referencia se demuestra el caso que involucra ademas restricciones de igualdad y la integral
., . : 1
de la funcion objetivo posee un componente extra del tipo (2(z)" B(x)z(z))2.

Un dltimo resultado interesante también presentado en [11] es el siguiente.

Teorema 2.10 Sea z € K y f(-,2(-),2(:)),q(-, 2(+), 2(+)) convezas en [a,b]. Si z es un punto
critico de Fritz-John entonces z es solucion optima.

2.3.1. Problema FOP y CFOP

De aqui en adelante, se caracterizarda lo que sucede con la densidad de ganancia en los
contornos del pit cuando la soluciéon del problema (FOP) resulta ser C'. Estos perfiles al ser
6ptimos del problema original son en particular soluciones del problema con conjunto factible
restringido a las funciones C!. A este problema restringido se le llamara la version operacional
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del problema final open pit en R? y se expresa como:

(FOPF,) max/ /O(x) x, z)dzdz (2.4)
p(a) = po(a) = po(b) (2.5)
p(z) > po(x) Vx € [a,b] (2.6)

p(2)] < w(z,p(z)) Vz € (a,b) (2.7)
p € C([a,b],R) (2.8)

Haciendo la identificacion de este problema con la notaciéon ocupada en la subseccion anterior
se tiene que:

p(x)
f@n@z—/ o(z, 2)dz

¢ = po(z) — p(z)
Ademas la restriccion |p(x)| < w(z, p(x))| se puede escribir como
—w(z,p(x)) < plz) < w(z,p(r))
lo cual determina las siguientes funciones de restriccion adicionales:
q2 = p(x) — w(z, p(r))
g3 = —p(z) — w(z, p(z))

Aplicando el teorema 2.9 se obtiene el siguiente resultado:

Proposicion 2.11 Sea p € K un perfil dptimo. Si g € C y ademds w(x, z) es derivable con
respecto a la variable z y existen a,b tales quea < a < b < by |p(x)| < w(z,p(z)) Vz € (a,b),
entonces Yx € (a,b) se cumple:

(i) g(x,p(x)) <0
(ii) (p(x) — po(x))g(x,p(x)) =0

Demostracion: Por el teorema anterior, al ser p un perfil continuo 6ptimo, entonces es
un punto critico de Fritz-John de (FOP,).

Como ¢ es continua, por el teorema fundamental del calculo se tiene que f,(z,p,p) =
—g(z,p(z)). Ademas se tiene que:

(QI)p =—1
(42)p = (a3)p = —wp(z, p(x))

Por otro lado, como f y g1 no dependen de p, se tiene que f; = (q1)p = 0, (g2)p, = 1y
(%)p = -1

Entonces como p es punto de Fritz-John existen 7 € Ry y = (y1,v9,93) : [a,b] — R3,
diferenciable a trozos, tal que:

—79(x,p(x)) = y(x) — wy(z, p(2)) (Y2(2) + ys(2)) = % {y2(2) —ws(z)} (%)
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Ahora, como |p(z)] < w(z,p(x)) Va € (a,b), por las ecuaciones de holgura, se tiene que
Vx € (a,b) exceptuando las discontinuidades:

lo que implica que
dys () _ dys(z)
dz dx

Reemplazando en (k) se obtiene que:

T9(z,p(z)) = —y1 ()

Si 7 = 0 implica que y;(z) = 0 y como ya se sabe que yo(z) = y3(x) = 0, entonces (1,y(z)) =
0, lo que es una contradiccion. Por lo tanto 7 # 0 y de ahi se tiene que:

y1(x)

g(r,p(x)) = —

Como 7,y; > 0, se obtiene que g(x,p(z)) < 0.

Por otro lado, reemplazando y, en la primera ecuacion de holgura, se tiene que:

—79(x, p())(po(z) — p(x)) = 0,

y como ya se sabe que 7 # 0, entonces se tiene:

g(z,p(x))(po(x) — p(x)) =0

O sea Va € (a,b) excepto en las discontinuidades se cumple (i) y (ii), y por la continuidad de
g,p, po esto se extiende a todo el intervalo. O

Observacioén Si bien la hipotesis de derivabilidad sobre w parece ser restrictiva, a menudo
se le considera constante, por lo que se cumpliria la hipétesis abarcando varios casos.

Una interpretacion de la propiedad anterior es que si el perfil 6ptimo no ocupa la pendiente
méaxima es debido a que la zona donde se encuentra no le entrega mayor beneficio por lo que
aumentar su pendiente entregaria una funciéon objetivo menor. Ademads, si la densidad de
ganancia es negativa, conviene no excavar y mantenerse a nivel del piso.
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Figura 2.2: Funcién densidad de ganancia con dos valores y el pit 6ptimo en este caso

Observacion El analisis anterior esta hecho bajo el supuesto de la continuidad con respecto
a la segunda variable de g. Una hipoétesis que puede resultar muy fuerte para lo que sucede en
realidad, sin embargo, al relajarla, se pierde el resultado anterior como se muestra la figura
2.2

Se considera [a,b] = [—1,1], po(z) = 0, w = 3 y la funciéon densidad de ganancia con dos
1 1—a2>y
osibles valores: g(x,y) = -
D 9@y = o y
En este caso se puede verificar que el perfil p(z) =1 — graﬁcado con linea segmentada
roja es factible ya que cumple p(—1) = 0 = po(—1), p(1) = 0 = po(1), p(x) > 0, Vz € [-1,1]
y como p(z) = —2z, claramente | — 22| < 3, Vz € [-1 1] Ademas de la figura se verifica

facilmente que este perfil es el 6ptimo.

Ahora chequeando las hipdtesis de la proposicion 2.10, p € C([a, b],R), w al ser constante
igual a 3 es derivable y ademas p(z) < w, Va € (—1,1), sin embargo, no se cumplen ni el
punto (i),ni el (ii), ya que g(z,p(z)) = 1 > 0, por lo que la hipotesis de continuidad de g es
relevante.

Si se considera ahora el problema capacitado (CFOP), lo Gnico que cambia es que se

agrega la restriccion:
p(x)
/ / e(r,z)dzdz < B
po(x)
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donde e(x, z) > 0 es la funcion de esfuerzo. Asi, se define

Qs = // e(z,z)dzdz — E

y los puntos de Fritz-John quedan dados por:

b
_Tg(m,p(x))—%(x)—wp(x,p(m))(yg(x)+y3(x))+y4(x)/ e(z,p(z))dz = d%: (yo(2) — ys(2)}
y1(x)(po(z) — p(x)) =0
y2(@)(p(z) — w(z,p(x))) =0

ys(@)(=p(x) —w(z,p(r))) = 0
(/ /po(x x,z)dzdz — )—

(T, y(x)) #0 7>0
yj(x) >0, j=1,.,4

Con lo anterior, es posible enunciar el siguiente resultado en el caso (CFOP).

Proposicion 2.12 Sea p € K un perfil optimo. St se cumple

e geC,
o w(w,z) es derivable con respecto a z
e cxisten a,b, tales quea <a<b<b vy |p(x)] <w(x,p(r)) Vo€ (a,b)

entonces VY € (a,b):

i) ( / / e(x zdzdz) g(z, p(x)) < 0
(i) (p(z) — po(z) (/ / ez, 2 dzdz—E) — 0

p(x) _
Demostracién: Si / / e(z,z)dzdz = FE, entonces se cumplen trivialmente ambas

expresiones. En el caso que la capacidad maxima no es alcanzada, se tiene que y,(x) =0 Vz €
(a,b) y los puntos de Fritz-John se reducen a los de la proposicion 2.10, por lo tanto, también
se cumplen las propiedades (i) y (7). ]

Observacion Si la capacidad méxima no se alcanza, entonces el 6ptimo del problema capa-
citado coincide con el no capacitado por esto es obvio que cumplan las mismas propiedades.
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Una interpretacion similar a la proposicion se puede deducir de esta propiedad. Si el perfil
6ptimo no se mueve con méxima pendiente, se puede deber a que no conviene excavar mas,
porque la funcién de ganancia es de valor negativo en esa zona o es porque la capacidad
de extraccion se alcanzo y no se puede seguir excavando aiin cuando la funciéon de ganancia
pueda ser positiva en esa porciéon de terreno.

2.3.2. Problema CDOP

Para el problema dinamico presentado en el paper de Alvarez et al, se considera un inter-
valo de tiempo continuo [0, 7] y para cada tiempo ¢ € [0, 7] se desea tener un perfil que sea
factible para el problema (FOP) y que sea més profundo que los perfiles en tiempos menores
a t. Para formular este problema se utilizan las variables p(¢, z) que representa la profundidad
del punto x en el tiempo ¢, més atan p(t,-) es un perfil factible para (FOP).

Se vio anteriormente que este problema puede modelarse de la siguiente forma.

p(Tx) p(t.z)
(CDOP) maxGlp| := / / g(x, z dzd:p—i—/ / / g(x, z)dzdtdx
)

p(t,a) = po(a), p(t,b) = po(b) Vt € [0,T]
p(t,2)] < w(z,p(t,x)) Ve e (a,b) vt el0,T]
p(0,-) < p(s, )Sp( ), V0<s<t<T

p(t.z)
// e(x, z)dzdr < T)dr, VO<s<t<T
p(s,@)

p(t,-) € C(la, 0], R)

Una primer apronte para caracterizar la solucion de este problema serd discretizar el
T . .
tiempo. Sea entonces N > 1, se define to =0y t; = N Vi € {1,..,N}. La idea es encontrar

perfiles en cada uno de estos tiempos que sean factible para (FOP) y sean crecientes con
respecto al tiempo. Las dos primeras restricciones se reescriben entonces de la siguiente
manera.

p(ti,a) = pola), p(ti,b) =po(b) Vi € {0,.., N}
p(ti, 2)| < w(z,p(t;,x)) V€ (a,b) Vie {0,..,N}

La cuarta y quinta restriccion basta que se cumplan para pares de tiempos consecutivos
gracias a transitividad de la desigualdad y el poder separar la integral en suma de integrales
de intervalos de tiempos mas pequenos respectivamente. Asi estas restricciones serian:

=p(to,), p(ti,-) < pltipr,-), Vie{0,..,N—1}

Z+1zx) ti+1
/ / e(x, z)dzdr < / c(r)dr, Vie{0,.,N —1}
ti,x) t;

7
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La primera integral de la funcién objetivo no cambia y la segunda se aproxima por una
suma de Riemann, quedando:

) b rp(T,x) Z irT) ( )
T / / g(z, z)dzdx + / / g(x, z)dzdx
a Jp(0.) N (0.2)

Proposicién 2.13 Sea p la solucion del problema anterior discretizando el tiempo en N +1
puntos. Entonces py(T,-) es solucion del siguiente problema:

b rp(z) /
(PAy) maix/ / (gp(T) _ 7 (T)) g(z, z)dzdx
a JpN(ty_1,7) N

pla) = poa) = p"(tn-1,a), p(b) =po(b) =p™ (ty-1,b)
p(z)] < w(z,p(zr)) Ve (

a,b)

)
P (ty-1,7) < p(x) Vo € [a,b]

p(x) T
/ / e(z, z)dzdx </ c(r)dr
tN 1, LB tN—1

p € C(la,b],R)

Demostracién: Claramente p™¥(T),-) es un punto factible de este problema, ya que es
punto factible del problema con tiempo discreto.

Supongamos que existe una solucion p de (PA,,) tal que:

/ / N]:: ( T) - w’](VT)>g(m)dde< / b /p z((;) <¢<T)— ¢'](VT)) o, 2)dzda(x)

Se define la secuencia de perfiles p como p(t;,-) = p™ (s, ) Vi € {0, ..., N} y p(T,-) = p. Esta
secuencia resulta ser factible en el problema (CDOP) con tiempo discreto.

) (1)
Ahora, sumando / / ( T)— ) g(x,z)dzdz a ambos lados de (*) se ob-

N
tiene.
ey e /(1
g(x,z)dzdz < o(T) — g(z, z)dzdz
pN (0,x) N a JpN(0,z) N
N-1 p(ts,x)

Finalmente sumando N / )/ g(x,z)dzdz a ambos lados se obtiene:

(0,z)

Glp"] < Glp)



Lo que es una contradiccion ya que p” es soluciéon del problema a tiempo discreto y p es
un punto factible de ese problema. De esta forma py (7T, -) es solucion a (PAy). ]

El problema anterior dice que una vez fijado los N — 1 perfiles iniciales, lo mejor que se
puede hacer en el tiempo restante es excavar hasta el perfil p™ (T, x).

Notar que el problema (PAy) es un problema del tipo (CFOP) por lo que la proposicion
2.11 se cumple haciendo la identificacién de cada término correspondiente .

Proposicion 2.14 Sea p™(T,:) € K el perfil en el tiempo T de la solucion del problema
(CDOP) con tiempo discreto en N + 1 puntos. Si se cumple

e gcC

e w(x,z) es derivable con respecto a z

e cxisten a,b, tales quea <a<b<b vy |p(x)] <w(x,p(r)) Vo< (a,b)

entonces VY € (a,b):

(i) (/N dT—// - xz)dzdz>g(x,pN(T,:c))§0
(i6) (PN (T,x) — p (t—1,2))g (. p¥ (T, ) ( / / el 2)dsds /tj_lcde):

Demostracién: Notar que p™(T,-) es soluciéon de un problema del tipo (CDOP), con

T
densidad de ganancia §(z,z) = (gp(T) - %) g(z,2) (la cual es continuamente diferen-

ciable con respecto a z ya que g lo es), con perfil inicial p" (ty_1,-) y capacidad fti,l c(r)dr.
Como se cumplen todas las hipotesis de la proposicién 2.11, se tiene que Vz € (a, b):

. (/N | dr—/ / L e(x z)dzdz) <¢(T) - 9"/](\[T))g(x,pN(T,x)) <0

o pN(T,z) —pN(tn_1 ) (@(T) #) g(z,pN (T, z)) </ab /pN(T’I) e(x,z)dzdz — /tz;_l C(T)dT) =0

pN(tn_1,2)

Pero notar que ¢(7') > 0 y como esta funcién es monotona decreciente se tiene ademés

T T
que _¢j<\7 ) > 0, asi o(T) — (p;\[ ) > 0, pudiendo eliminar este término en la igualdad y
desigualdad anterior, probando asi (i) y (ii). O

En lo siguiente, se trata de replicar los resultados anteriores, pero al problema en tiempo y
espacio continuo. De aqui en adelante p(t,z) con t € [0,T], = € [a, b] representa una solucion
de (CDOP), ademaés se define la siguiente familia de problemas Ve € (0,7).

P.) max// (z,2z)dzdx
T—e,x)

pla) =p(T —¢,a), p(b) =p(T —¢,b)
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|()|<w( p(x)) Va € (a,b)
—e,2) < p(x) Vo € [a,b]

/ / e(z, z)dzdx </ c(r)dr
T—e,x) T—e

p € C([a,b],R)

Este problema es del tipo (CFOP), con perfil inicial p(T' — ¢) y capacidad fT T)dr. A
la solucion de este problema se le denotara por p.. La idea sera replicar lo hecho en tlempo
discreto, para esto se definen los problemas (P.) y se demuestra la siguiente proposicién.

Proposicion 2.15 Sea p(T,-) el perfil a tiempo T de la solucion de (CDOP). Si eziste una

sucesion e € (0,T), e E2%00 tal que (P.,) tiene solucidn entonces:
k—o00
pe, () =22 p(T, x) ctp

Demostracion: Considerar la sucesion de perfiles pr Vn > 2 soluciones a los problemas
(Pr). Estas funciones cumplen que:

pT(I) T T
/ / e(z, z)dzdx < / c(7)dT < ||¢)|co—
) T7-T n

Ademas la funcién e(x, 2) es acotada inferiormente por ¢y > 0y se cumple que
p(T — %, z) < pr(x) Vx € [a,b] Yn > 2 por lo que se obtiene que:

os/: [ r(z) — (T——x)]dm<//” e(z, 2)dzde

Juntando las expresiones se obtiene

b T T
OS/ [ T(w)—p(T——,x)l dz < ||¢ffoo—
a n n 6071

Y Haciendo tender n a infinito

lim, oo /ab [ (1)~ p <T— %x)] dr =0

Para concluir se ocupa el siguiente resultado presente en [12] que da cierta reciproca al
teorema de la convergencia dominada.

Teorema 2.16 Sea (f,) C L' y f € L' tales que || f, — f||1 — 0. Entonces existe g € L', y
una subsucesion (f,,) tales que

|for]l < gctp A fo, — fctp
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En este caso f corresponde a la funcion 0, por lo que este resultado entonces dice que

existe una subsucesion que se denotara por — tal que
Ny

T
pT(x)—p(T——,x) — 0 ctp
ng

N

Y debido a la proposicion 2.4, la cual entrega continuidad de los perfiles de (CDOP) con
respecto al tiempo se concluye que

pr(z) = p(T,x) ctp

N

]

Proposicion 2.17 Sea p(T,-) € K el perfil a tiempo T del problema (CDOP). Sea ademds
g € C yw(x,z) derivable con respecto a z.

Si eziste (er) € (0,T) sucesion convergente a 0 tal que (P.,) tiene solucidn y existe k € N,
a,b cona<a<b<b tales que Vk > k:

o [pe,] < w(z,p., (2)) Vo € (a,b)

psk(w) T
/ / e(z, z)dzdx </ c(r)dr
(T Ek T T—Ek

Entonces Vx € (a,b)
g(z,p(T,z)) <0 ctp.

Y si ademds p(T — ex, x) < pe, (x), entonces g(z,p(T,z)) =0 ctp.

Demostracion: Notar que como (P.,) es un problema de capacidad, gracias a la propo-
sicion 2.11 se obtiene que Vx € (a,b)

</T o dT_/ /pT (z,2 dZdZ) gz, pe(2)) <0

Y debido a que el primer término es siempre mayor estricto que 0 cuando k > k, entonces
g(z,p, (2)) <0 Vk >k

Asi tomando limite sobre k£ y gracias a la continuidad de g con respecto a la segunda coor-
denada se obtiene
9(x,p(T,z)) <0 ctp

Ademas, la proposiciéon 2.11 dice que
ps(x T
pe(z) =p(T —&,2) V g(,p(x —0\/// xzdzdz—/ c(r)dr
T—e,x) T—e

Dado a la hipotesis extra la primera igualdad no se cumple y la tercera igualdad no se cumple
por la hipétesis anterior ya vista, asi se tiene que

g(z,p.(x)) =0 Ve <&
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Considerando la sucesion de la proposicion anterior y la continuidad de g se concluye que:

g(z,p(T,z)) =0 ctp

]

Los problemas (FP:) se interpretan como maximizar la ganancia de extraer, estando en
el tiempo T' — ¢, una porciéon de material, sin considerar la influencia del tiempo que esto
tome hacerlo, dado que ya se ha extraido hasta p(t — ¢,-) y se tiene una capacidad de

T
/ c(r)dr. Asi la proposicion anterior dice que si a partir de un tiempo critico, lo mejor

T—e
para estos problemas no es saturar la capacidad y en un intervalo los perfiles 6éptimos de

estos problemas no ocupan la mayor pendiente, entonces en el tiempo final 7', la funcion de
ganancia resulta negativa en ese intervalo. Y si ademas a partir de cierto tiempo, siempre es
bueno excavar un poco mas en, entonces la funciéon de ganancia en este intervalo es 0.

2.4. Dualidad

En esta seccion se muestran dos formas de definir el dual del problema (CV) con sus
respectivos teoremas de dualidad.

La primera forma presentada en [14] es la siguiente:

(DCVy) ml’n/ fx,u, ) +y' (z)q(x, u, 4)dr (2.9)

u(a) = a, u(b) =7 (2.10)

[z, u, i) +y7 (1) g (2, u, 0) = % {fi(z,u,0) + y" (2)g:(x, u, @) } (2.11)
y(z) 2 0 (2.12)

Los teoremas de dualidad demostrados en [I4] dicen lo siguiente.

Teorema 2.18 (Dualidad débil) Si f y g son convexas con respecto a z y % entonces el
infimo del problema (CV) es mayor o igual que el supremo del problema (DC'V}).

Teorema 2.19 (Dualidad fuerte) Si la funcion z*(x) minimiza (CV), entonces existe y*(z)
tal que (2*(x), y*(x)) minimizan el problema (DCV}) y los valores extremos de ambos proble-
mas son iguales.

Teorema 2.20 (Dualidad inversa) Sea G(z,z,%,y,9) = 0 la restriccion escrita de
esta forma.

Si (2" (x),y*(x)) minimizan el problema (DCVY) y son diferenciables a trozo y tal que la
ecuacion:
d d?

w@)Gs — —[ul(@)G:] = 5 lu()Ge] =0
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tiene como tunica solucion a p = 0, entonces z* es una solucion de (CV) y los valores
extremos de ambos problemas son iguales.

Con esta formulacion un primer dual de (FOP,), al que se llamara (DFOP,), es

b pu(x)
(DFOPl)méx/ / g(z,z)dz + y1(z)(po(x) — u(x))+
ya(z) (0 ( ) —w(z, u(x))) + ys(z)(—i(z) — w(z,u(x)))dz
s.a u(a) = po(a), u(b) = po(b)
— g(z,u(z)) — yi(x) — wy(x, ($))(92($)+y3($))=%{92(@")—93(%)}
y(z) 2 0

Una segunda forma algo similar a la anterior se presenta en [I1], en donde se define el
dual del problema (CV) de la siguiente forma:

(DCVy) méx/ f(z,u,4)dx
u(a) = a, u(d) =7
7fo(z,u, 1) + y' (2)q. (o, u, i) = —{sz rou, 1) +yt (o )qz(x,u,u)}

yT(l’)Q(%u, u) =0
(1,y(x)) #0, 7>0, y;j(x) >0, j=1,...,m x € [a,b]

Antes de enunciar los teoremas de dualidad débil y dualidad fuerte se deben introducir
algunos conceptos.

b
Usando la siguiente notacion F'(z / flz,u,0)dr y G(2) = / g(x,u,u)dr entonces

se hace la siguiente definicion.

Definiciéon 2.21 Se dird que el par (F,G) es L-FJ-pseudoinver en z € X, si dados z €
X, 7T € Ry : [a,b] = R™ diferenciable a trozos con (Z,7,y) que verifica (W (-) existe
una funcion n : [a,b] x R" x R" x R x R" — R", n(z, z,2,7,y) diferenciable, con
n(a,z,z,7,y) =0=mn(b,z,2,7,7), tal que:

d
_77(957 272,7t,g)}dl' <0

+ (Ff:(w, 2, 2) + 5(x) " g:(x, 2, é))dglj

Definicion 2.22 Se dird que el problema (CV) es L-FJ-pseudoinver si se verifica la defini-
cion anterior considerando como espacio el conjunto factible K, i.e., z,Z € K.

Teorema 2.23 Si todo punto critico de Fritz-Jhon es solucion dptima de (CV), si y solo si
(CV) es L-FJ-pseudoinver.

41



Con estas definiciones es posible enunciar los teoremas de dualidad. Sea H el conjunto
factible de (DCV).

Teorema 2.24 (Dualidad débil) Sea z € K, (u,7,y) € H. Si (F,G) es L-FJ-pseudoinvez en

b b
u, entonces/ f(x,z,z)dxz/ f(x,u,u)dx.

Como consecuencia del teorema se obtiene que si (F, G) fueran L-F J-pseudoinvex, entonces

b b
/ f(z, 2, 2)dx 2/ flz,u,0)dz, Vze K, Y(u,T,y) € H

Teorema 2.25 (Dualidad fuerte) Sea zZ una solucion éptima de (CV). Si (F,G) es L-FJ-
pseudoinver, entonces existe T € R,y : [a,b] — R™ diferenciable a trozos tal que (Z,7,y) es
solucidon optima de (DCV), y los correspondientes valores objetivos son iguales.

Teorema 2.26 (Dualidad inversa) Sea (u,7,y) una solucion optima de (DCV). Siu € K
y (F,G) es L-FJ-pseudoinvez, entonces u es solucion dptima de (CV) y los valores objetivos
de los problemas son iguales.

Ahora es posible escribir el dual del problema (FOP,), al que se llamarad (DFOP,).

b pu(x)
DFOP;) min x,z)dzdx
(DFOR) min [ [ g(r.2)
u(a) = po(a), u(b) = po(b)

~rgl,ulz)) = 1 (a) = wpla,u(o) (o) + 1)) = 7 (o) — (o)}
y1(z)(po(x) —u(z)) =0

ya (@) ((z) — w(z, u(z))) =0
ys(z)(—i(z) — w(z,u(z))) =0
(ry(2)) #0 >0, y;(z) >0, j=1,.,3

2.5. Punto de vista desde el control 6ptimo

En esta seccion, se recuperara el resultado de la proposicion 2.10 utilizando herramientas
de control 6ptimo. Una introduccion a este tipo de problemas puede ser consultada en [16],[6].
Es necesario introducir la siguiente notacion.

Un problema de control 6ptimo tiene la siguiente forma.

min / 7 P, )+ Ba(ty)

u to

s.a. ©(t) = f(z,u,t)
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Al valor u se le llama el control, x el estado y a la ecuacion diferencial que cumplen se
le denomina la dindmica del problema. Es usual que se diga que = v u dependen del tiempo
y por eso se ocupa la letra t para denotar a la variable independiente. Al conjunto U se le
llama el conjunto de los controles admisibles y depende de los valores que puede alcanzar wu.
A la solucion de este problema se le denomina el control 6ptimo.

Al problema tal y como aparece escrito anteriormente se lo denomina como tipo Bolza. Si
la funciéon F es igual a cero, entonces se habla de problema de tipo Mayer y si la funciéon &
es igual a cero, entonces se habla de problema tipo Lagrange. En [6] se demuestra que estas
tres formas de definir un problema de control 6ptimo son equivalentes, en el sentido que se
puede ir de uno a otro utilizando ciertos cambios de variables o agregando mas variables.

La principal herramienta utilizada para resolver este tipo de problemas es el Principio del
Minimo de Pontryagin (también se lo conoce como principio del Maximo), el cudl entrega
condiciones necesarias sobre el control 6ptimo. Las diferentes versiones del Principio del
Minimo incluyen condiciones sobre el estado final de la dinamica, tiempo final libre y horizonte
de tiempo infinito, estas pueden ser consultadas en [0].

El objetivo ahora sera formular el problema (FOP) como uno de control 6ptimo para utili-
zar las herramientas que esta teoria tiene. En el problema (FOP) el tiempo se correspondera
con x y la dindmica con p. La restriccion sobre la derivada de p dara la dinamica, para esto
se introduce un control u tal que |u(z)| < 1y que cumple que:

p(x) = u(z)w(z, p(x))

Notar que como |u(z)] < 1y w > 0 entonces la ecuacién anterior equivale a que |p| <
w(z,p(z)), asi, el problema de control 6ptimo se escribe como:

b rp(x)
(FOP) — ml’n/ / —g(z, z)dzdx
a Jpo(w)

p(z) > po(x) VY € [a,]
pla) =po(a), p(b) = po(b)
p(z) = u(z)w(z,p(z)) V€ (a,b)
lu(z)| <1 Vz € (a,b)

Una vez identificado el problema, lo deseado seria aplicar el PMP para concluir propieda-
des sobre el control 6ptimo y el estado asociado a este control, sin embargo, el principio de
Pontryagin clasico no aplica directamente sobre este problema, ya que se existe una restric-
cion sobre los valores que puede tomar el estado. En la literatura a estos problemas se los
conoce como problemas de control 6ptimo con restricciones de estado (o state constraint en
la literatura en inglés). Por esto se introduce a continuacion la materia que ayudaréa a darle
propiedades al perfil 6ptimo.
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En el problema anterior, el control aparece de forma lineal en la dindmica. Este es un
caso particular de restriccion de estado y es tratado en [I13]. En esta referencia se presenta
un problema de control 6ptimo escrito de la siguiente forma:

(I) min G(x(ty))
i(t) = f(z,u) = fi(z,u) + folz,w)u
z(to) = wo, Y(x(ty)) =0
|u(t)| < K(t), K(t) >0, tp<t< Ly
S(z)<a, a€eR

El vector de estado es € R"™. De aqui en adelante las funciones G : R® — R, ¥ : R® — R¥
con k < n son diferenciables, las funciones fi, fo : R — R, S : R® — R son analiticas y
K (t) es analitica en [tg,tf]. Estas suposiciones le dan validez a las condiciones necesarias que
seran planteadas mas adelante.

La i—ésima derivada de S(z(t)) con respecto al tiempo se denotarda por S°, i > 0 donde
S0 =5,

Definiciéon 2.27 Se define como el orden de S, al menor entero p tal que u aparece de forma
explicita en SP.

En este caso, el control aparece de forma lineal en S? ya que la dindmica es lineal. Asi, se
tiene que:

S'=S(x) i=0,1,...,p—1
SP = S(z,u) = a(x) + b(x)u

Un intervalo [t1,%s] donde S(x(t)) < « es llamado un arco interior, por otro lado, un
intervalo [t1,t5] donde S(x(t)) = a es llamado un arco de borde y a los puntos ¢ y t5 se les
llama punto de entrada y salida respectivamente. En un arco de borde el control siempre debe
satisfacer que SP(x,u) = 0, por lo que el control 6ptimo en este arco sera de tipo feedback y
de la forma:

Suposicién En un arco de borde [t1,t5] se cumple que b(z(t)) # 0 Vt € [t1,t2] vy
lup(z(t))| < K(t), Vt € (t1,t2)

Dadas las consideraciones anteriores de cada funcién y la hipotesis anterior, se formulan
las siguientes condiciones necesarias de optimalidad presentadas en [13].
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Teorema 2.28 Se define el Hamiltoniano por:

H(z,u, \,n) = A\ f(z,u) +nS(x) = A\ fi(x) + AT fo(2)u + vS(z)

Donde A € R" yn € R. Dadas las suposiciones hechas anteriormente, las condiciones
necesarias del principio del minimo para el éptimo del problema (I) son las siguientes.

i) Erxiste una funcion escalar n(t) > 0, un nimero real ny > 0 y un vector o € R* tal que
el estado adjunto \(t) € R"™ satisface:
N = —Hy(,u, A\ ) = =N fo = 0Se,  Atp)T = n0Ga(a(ty)) + o Wo(x(ty)

i) La funcion n(t) satisface n(t)(S(x(t)) —a) =0, Vt € [ty,tf], y es continua en los arcos
de borde.

iii) El control dptimo minimiza el Hamiltoniano, esto es:

H(x(t), u(t), A(t),n(t)) = min H(x(t),u, At),n(t))

lul|<K(t)

iv) Sea t; un punto que pasa de un arco interior a un arco de borde o vice versa. Entonces:
Nt = AT (1)) = niSe(a(th), n 20

Notar que como la dindmica es lineal con respecto a u, el minimo del Hamiltoniano de-
pendera de

() = A1 (1) fa(x(1))

A esta funcion se le denomina la funcién de cambio. Recordar que en el caso de un arco de
borde, el control esta dado por la expresion (x), ahora en el caso de un arco interior pueden
pasar dos cosas.

e Sea un intervalo I C [to,t¢] donde ¢ se anula en puntos aislados de I, entonces se dice
que el control 6ptimo es no singular en I y toma la forma:

u(t) = —K(t)sgn(e(t))

e Si ¢(t) = 0 en un intervalo I C [to,ty], entonces se dice que u(t) es singular en /. El
control aqui se obtiene de igualar a 0 la i—ésima derivada de ¢(t) donde aparece por
primera vez el control de forma explicita

Un teorema que sera de utilidad y que se presenta en el paper [10] es el siguiente.

Teorema 2.29 Sea p el orden de S y (z*,u*) el estado y control dptimo respectivamente. Si

15 (1), ') 0V € lt1]
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. Entonces ng # 0.

Ahora, se escribe el problema (FOP), como uno de tipo Mayer para aplicar el teorema
anterior y obtener propiedades sobre el perfil 6ptimo (Recordar que la variable que se trababa
como tiempo, en este problema se trabaja como z). Para esto se introduce una variable
auxiliar ¢ que cumple lo siguiente.

q(b)
S(p,q) = po(r) —p(x) <0 Vfﬂe[a,b]
(p(a),q(a)) = (po(a),0), ¥(p(b),q(b)) = p(b) —po(b) =0
)

(Zg;) - ( e g?x,z)dz) +u(2) (‘”"’”’5 ) ) Va € (a,b)

lu(z)| <1 Vz € (a,b)

De esta forma, es posible aplicar las condiciones necesarias de 6éptimalidad. Supongase que
se cumplen las hipotesis g(z,-) € C([a,b]) Va € [a,b] y w(x, z) es derivable con respecto a la
variable z. Sea (A1(x), A2(z)) el estado adjunto, el Hamiltoniano de este problema es:

p(z)

H = M(x)w(z, p(z))u(z) + AQ(;U)(/ 9(x, z)dz) + n(x)(po(x) — p(z))

po(w)

El teorema anterior dice entonce que:

) _ (—Al(x)wz(m,p(ﬂﬁ))u(x)a

Xl(b) 0 1 o1
: = = >
Gt = (5) 72 () = (53) =
- n(@)(po(z) —p(x)) =0 Vz € [a,0], >0

4. En el caso de un arco de borde el control toma el valor:

=
N
>.
2
=

Xo(x)g(z, p(x)) + 77(56))

N

o

Po(z)
w(z, po())

5. En el caso de un arco interno, el control no singular toma el valor:

u(r) =

u(z) = —sgn(hi(z)w(z, p(r))

Y por lo tanto, el perfil cumple que |p(x)| = w(z, p(z)).
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Lo anterior servira para probar la propiedad andloga a la 2.10

Proposicion 2.30 Sea (p,u) un de FOP. Si g(z,-) € C([a,b]) Vx € [a,b], si ademds w(x, z
es derivable con respecto a la variable z y existen a,b tales que a < a < b < by |p(z)| <
w(z,p(z)) V€ (a,b), entonces Vx € (a,b) se cumple:

(i) g(x,p(x)) <0
(it) (p(x) = po(x))g(z,p(x)) = 0
Demostracién: Notar que como |p(x)| < w(z,p(x)), entonces el control no puede ser 1

6 —1. Como el control minimiza el Hamiltoniano, entonces lo anterior solo ocurre cuando la
funcion de cambio es nula en este intervalo. Para este caso se tiene que:

A (2)w(z, p(z)) =0 Vo € (a,b)

Como |p(z)| < w(zx, p(x)), entonces w no puede ser 0, asi que se tiene:

M(z) =0 Vz € (a,b)

Esto dltimo también implica que:

M\ (z) =0 Vo € (a,b)

Por las ecuaciones de la dinamica adjunta asociadas a Ay se tiene que \y(x) = —ng, Vo €
[a, b]. Reemplazando esto y lo anterior en la edo asociada a A; se tiene que:

nog(x, p(x)) +n(z) =0

Notar que el orden de la restriccion de estado en este caso es 1 ya que S* = po(z) — p(z) =
po — w(z, p(x))u(x). Derivando con respecto a u se obtiene:

a% (Po — w(z, p(x))u(r)) = —w(z, p(r))

Como se habia supuesto que w iba a ser distinto de 0 en todo punto, entonces el teorema 2.3
dice que 19 # 0. Entonces es posible dividir por esta expresion y se obtiene:

__n@)
g(w,p(x)) = 770

Y como n(x),no > 0, se tiene que g(z,p) < 0, probando asi el punto (i). Ademés, multipli-
cando por (po(z) — p(x)) en la expresion anterior se obtiene.

n(z)(po(z) — p(z))

Mo

g(z,p(z))(po(z) — p()) = — =0

Donde la tltima igualdad es por lo expresando en el punto 3 de las conclusiones del teorema.
Con esto, se prueba la parte (ii) de la proposicion, concluyendo la demostracion. .
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Capitulo 3

Discretizacion de la versiéon operacional
del problema continuo

3.1. Discretizaciéon para minas en R?

Utilizando el hecho de que L, coincide con el mdédulo de la derivada, se discretizara el pro-
blema (FOPp) para asi obtener resultados numéricos usando este resultado. A continuaciéon
se presentan 3 formas distintas de discretizar el problema.

3.1.1. Puntos de discretizacion libre

El intervalo (a,b) se discretizard en n puntos i, ...,x, tal que =7 = a, z, = by z; <
zi1 Vi € {1,..,n — 1}. El namero de puntos, es decir n, estara fijo para el modelo, pero la
ubicacion de estos puntos es variable.

Se denotara como z; = p(x;) a la profundidad de cada punto x; en el 6ptimo, y para
cualquier punto en el intervalo (x;, z;11) su profundidad vendra dada por la recta que une
los puntos z; v z;11. Esta recta tendra ecuacion:

pi(z) = mi(z — x;) + 2

Zi41 — %4
donde m; = ——.
Tiy1 — X4

Asi, conociendo los z; y los z; se conocera un perfil. En esta seccion se buscara solucionar
el problema (FOP) restringiéndose a estos perfiles.

Las restricciones quedan reescritas de la siguiente forma:
(2.5) 21 = po(z1), 20 = po(,), ya que en este caso 90 = {1, z,}.
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(2.6) Se debe asegurar que la recta que une cada par de puntos z;, z;+1 pase por debajo de la

curva po, cosa que se satisface si py es concava (Para visualizar la profundidad se rota el
eje de las ordenadas quedando las positivas hacia abajo). Se asumira que py representa
una horizontal, algo que no es tan erréneo pensar ya que cuando se ocupa el modelo
de bloques, la mayoria de las veces se estd asumiendo un piso plano, ademas si py no
fuera horizontal se puede transformar en uno de esta forma agregdndole ganancia 0 al
espacio de aire que se agrega al modelo. Asi se puede decir que py(x) = ¢ Vz € €, sin
perdida de la generalidad, se asume ¢ = 0.

Por lo tanto, para asegurar que se cumpla la restriccion (2.6]), solo basta imponer que

Para cada = € (2, x;11) se tiene que:
Ly(z) = |pi(w)] = |mil

Luego este tipo de restriccion equivale a imponer |m;| < w(x,p;(z)) Vo € (x;,x;11) las
cuales se pueden desacoplar en dos restricciones:

Zit1 — 2 < w(x7pi($>)($z‘+1 — l‘z) Nz —Zig1 < w(xvpi(x))(‘ri-i-l - x,)

En el caso en que w fuera constante en cada intervalo (x;, z;11) solo se tendrian 2n — 2
restricciones.

Solo resta ver como quedaria la funcién objetivo. A continuaciéon se muestran dos formas en
que puede ser estimada.

b rp(z)
Elp] = / / 9(w,z)dzdx
a Jpo(x)

noloezi o rpie)
= Z/ / g(z, z)dzdx
i=1 Y Ti Po (I)

Si se considera g solo dependiendo de los valores en el intervalo (a,b) y se toma constante en
cada intervalo (z;, x;11), o sea, g(x) = ¢g; V& € (x4, x;41) el desarrollo continia como:

nolosmiy pm(a—a) 4z

= E / / gidzdx
i=1 Y @i 0
n—1

Tit1
= Z/ migi(x — x;) + z;gidx
i=1 i
n—1 gi
= Z émi(%’ﬂ — ;)" + gizi(Tip1 — ;)

i=1
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En lo anterior, se hizo la simplificaciéon de que el suelo era plano y estaba situado en el 0.
n—1

Ti41

De no ser asi, habria que restar g gi/ po(z) ya que para poder considerar py como una
i=1 i

linea horizontal se habia completado con una funcién g = 0 en el espacio agregado.

La segunda forma de estimar la integral de la funcién objetivo es ocupar la regla del
rectangulo o cuadratura numérica presentada en [3], que sirve para aproximar integrales en
cada intervalo (x;41, ;). Entonces la funcion objetivo seria.

b prp(x)
Elp] = / / g(z, 2)dz=da
pO
i+1
/ / g(z, z)dzdz

pz(xz)

_ ;(;pm — a:i)/p 9(wi, z)dz

o(z)

pi(2:)
Se podria volver a aplicar regla del rectdngulo para estimar / g(z;, z)dz, sin embargo,

po(x)
la diferencia entre p; y pg no es controlada como ocurre con ;.1 y x; donde se puede achicar

aumentando el valor de n, por lo que no conviene volver a aplicar esa regla ya que el error
que produce no esté controlado.

Si se hacen las mismas consideraciones sobre g (constante en cada intervalo), se obtiene.

n—

1
szrl Zzgz
=1

Notar qu_e por la continuidad de los perfiles, a medida que n crezca, z; ~ z;,1 y por lo
Ziv1 + % ) . . o
tanto ————— & z;, asi que para un n suficientemente grande, ambas funciones objetivos

reportarian valores similares.

Un ultimo punto a considerar es que la profundidad se considerara acotada, asi que se
puede imponer que z; < zp. Vi € {1,..,n}. Anteriormente se mencioné que bajo ciertas
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hipotesis sobre la funciéon w no era necesario imponer esta restriccion, sin embargo, como al
discretizar se estan perdiendo muchos puntos, esta hipdtesis pueden no lograr cumplir esta
restriccion y por eso podria ser necesario imponerlas. El problema discretizado se escribe
entonces como

p; ()

n—1
max Z(xiﬂ — :L’Z)/ g(x;, 2)dz
i=1 P

0(z)
21 = po(21), 20 = po(Tn)
¢ <2 < Zyaz, T <xipq Vie{l .., n}
zipr — 2 S w(@, pi(w))(Tigr — 1), 2 — zip1 < w(x,pi(2)) (i — x;) Vo € (@, Tig1)

r1=a, r,=>b

Y bajo las hipotesis de g que simplifican el problema, este se escribe como:

n—1
max Zgizz‘(ﬂﬁiﬂ - xz)
=1
z1 = po(1), 2n = po(Tn)
& S Zi S Zmazs i S Tit1 VZ € {]-» "’n}
Ziv1 — 2z S w(x, pi(x)) (@i — 24), 2 — ziqn < w(z,pi(x)) (@i — ;) Vo € (2, T541)

r1=a, x,=>b

Observacion En esta seccion para programar, se necesita conocer el valor de la integral

i (%)
/ g(x;, 2)dz YV € [a,b] ya que x; no esta fijo. Esto es una complicacion que sera resuelta
po(x)

en la siguiente seccion.

Incluso al momento de hacer la simplificacion de la funcidén objetivo que simplifica la
programacion, donde se asumié que g solo dependia del intervalo (a,b), mas atn, que era
constante en el intervalo (z;,x;11) , es necesario conocer el valor de g en todo el intervalo
(a,b) para poder programar.

3.1.2. Puntos de discretizaciéon fijos

La diferencia de esta discretizacion con la anterior, es que considera fijo los conjuntos
que particionan el intervalo (a,b), o sea el nimero de puntos y su ubicacion son parametros
del problema. El resto de las restricciones, parametros y variables se mantienen igual que la
seccion anterior.

Se considerara el caso particular cuando la discretizacion del intervalo (a, b) es la equies-

o1



a
paciada, es decir x; = h(i — 1) + a con h = T entonces el modelo simplificado seria:

n —

n—1 Zh
max Z 9122
=1

21 = po(21) 2n = po(2n)
¢ <2 < Zmae Vi €{1,..,n}
ziy1 — zi S w(x, pi(x))h Vo € (24, i)

2 — Zig1 S w(w, pi(z))h Vo € (v, 7i41)

A continuaciéon se presentan distintos casos y la solucién que arrojo el modelo al ser
programado en AMPL usando el solver Cplex. En todos estos se supone la mina incluida en
un cuadrado de 1 x 1.

En la figura (3.1)), la funcién w que controla la pendiente toma tres valores distintos, segiin
la zona en que se encuentre, y la funciéon de ganancia g es constante igual a 1. En la figura

D ~ T T | T
™~ [
01k N | <
™ [ )
L ™~ | p |
02 . | /
. |
03k . | g
N
04 | —
w=+2 I =47
05 : -
|
06 | b
| |
| |
07+ | | -
: : 10 datos
N | | — &0 datas 7
| | 100 dat
ask | | atos | |
| |
N ] ] | ] ] ] | ] ]
0 01 02 03 0.4 05 06 07 0s 0s 1

Figura 3.1: Mina de 1 x 1 con funcién de ganancia g = 1 y tres zonas de valores para w.

(3.2), la funcion de ganancia g varia en 5 valores distintos dependiendo de la zona en que se
encuentre mientras que la funcién w es constante e igual a /2

Finalmente, lo que se presenta en la figura (3.3]) combina los dos anteriores, o sea, se toma
la funcion w del primer caso, y la funciéon g del segundo caso, resultando lo siguiente.
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Figura 3.2: Mina de 1 x 1 con funcién w = /2 y cinco zonas de valores para g.
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Figura 3.3: Mina de 1 x 1.

3.1.3. Adaptacién al modelo de bloques

En esta seccion se adaptard la discretizacion anterior cuando la funcién g estd dada por
bloques de igual tamano, tal y como se ocupa en los modelos clasicos para el calcular pit
optimo.

La discretizacion del intervalo (a,b) estard dada por el ancho de cada bloque y es un
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parametro del problema. Cada bloque medird h metros de altura y ¢ metros de base. Pa-
ra identificar cada bloque, se hard con la coordenada correspondiente a la esquina inferior
izquierda como aparece en [3.4]

(45 +1) +1,7+1)

bloguel(i, i1

(5.) (+1,9)

Figura 3.4: Identificacion de cada bloque segiin sus coordenadas

Recordar que se estd considerando el eje y positivo hacia abajo, asi que graficamente,
mientras més abajo, mayor es su coordenada del eje .

La profundidad en cada punto z; estara restringida a una cantidad finita de valores que
seran el nimero de bloques que hay en cada columna multiplicado por la altura del bloque
mas profundidad inicial. El ntamero de bloques que dan la profundidad inicial o minima
y la profundidad maxima de cada columna 7 se denotaran por las variables kpin: ¥ Fmaa,i
respectivamente.

Para representar la profundidad se introducen las variables binarias

1 si el bloque (i, 7) es extraido

Zii =
" 0 sino

Asi, se introduce una variable k; para la profundidad en el punto x; y esta viene dada por:

kmam,i_

1
ki =\ kmin;i + Z (2ij = 2ij+1) (U = Bmini) T Zikmaw: (Fmazi — Eming) | B

Y las restricciones para las pendientes se reinterpretan como:
ki—i—l — k’z S w(a:l-, k’l)C VAN kl - ki-{—l S w(a:l-, k’l)C Vi € {1, ..,’17,}
Ademas, si un bloque (i, j) es extraido, todos los de su columna debieron extraerse antes
para poder llegar a él, es por eso que se agrega la siguiente restriccion:

Zi,5+1 < Zi,j Vi € {17 ey = 1} avj € {kmm,z + 17 -wkmax,i - 1}
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Esta restriccion es la precedencias en el modelo clasico, pero restringido a bloques de una
misma columna que estan juntos.

Para finalizar, hay que ver que forma tendra la funcién objetivo. Para esta parte, la integral
de la funcién de ganancia es constante en cada bloque, pero varia al cambiarse de uno a otro.
Para estimar la integral total, se ocupara algo similar método del rectangulo, donde en cada
intervalo, (z;, x;11), esta integral tomara el valor correspondiente a sumar el beneficio todos los
bloques encerrados por el rectangulo de coordenadas (z;, kmin,i), (Zit1, kmini), (Tit1, ki), (T4, Ki)-
Lo anterior queda expresado en la siguiente funcion objetivo:

n—1 kmax,i

Z Z bmzi,j

=1 j:kmin,i"rl

Asi, el modelo resultante es el siguiente:

n—1 kmam,i
max E E bi,j Zi.j

max,i

k 1
ki = | Eming + Z (2ij — %ij41)(J — Kmin,i) + Zi,kmaz,i(kmax,i — kming) | B Vie {1,..,n}

J=kmin,i+1
Zijp1 < ziy Vie{l,..,n—1},Vj € {kpini + 1, .., kmawi — 1}
kiv1 — ki <w(x;, ki)e Vi e {1,..,n}
ki — kiv1 < w(xg, ki)e Vie{1,..,n}
k1 = Eming AN kn = Eninn
zi; € {0,1}

A continuacién se muestra la solucion obtenida en AMPL utilizando el solver Cplex, de
programar el modelo anterior a una mina con pocos bloques.

Para que la funcion terminara en la otra esquina, se agregdé una columna de solo ceros
que omitida en la figura. Es posible observar que la soluciéon obtenida numéricamente es de
forma efectiva la solucién 6ptima.
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Figura 3.5: Pequeno modelo de bloques
3.2. Discretizaciéon de mina en R3

Se asumira que el dominio es de la forma (z,y) € Q = [a,b] X [¢,d]. Cada uno de estos
intervalos se discretizara de forma equiespaciada, esto es

ri=hi(i—1)+a, y;=ho(j—1+¢c)i,j€{l,..,n}

b—a d—

c
donde hy = — 7 ho = T Ademés se denotara a la profundidad en cada punto por

2 j = p(x;,y;). La profundidad inicial se tomara como un plano, mas preciso ain, py(z) = 0.

p(z)
En R3, la funcién objetivo en el caso continuo es / / / 9(z,y;, 2)dz =
p()

n—1 n—1

Ti41 Ji—1 P(fE
/ / / g(x,y, z)dzdydz. Aproximando por el método del rectangulo las

=1 j5=1
n—1 n—1
p(x)
integrales con respecto a x e y se obtiene ZZhlhg/ g(x,y, z)dzdydz, que serad la
i=1 j=1 po()

funcion objetivo del problema discretizado.

Para la restriccién de pendiente se estiman las derivadas con un método centrado que
tiene un error mas pequeno de aproximacion como se muestra en [3], asi la restriccion de
pendiente en cada punto interior del rectangulo es

2 2
Fitlj — Filj Zij+1 = Zij—1 .
(#) t <W> < w(xiayjazi,j>2 Vi,j e {2,..,n—1}
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Finalmente la forma que adopta el modelo de optimizacion es:

n—1 n—1 2
max ZZhlhg/ g(xi,yj, 2)dz (3.1)
i=1 j=1 0
R1j = Znj = 0, Vj S {1, ,n} (32)
Zi1 :Zz’,n:Oy \4) € {1,,n} .
Zij Z 0 VZ,j € {2, = 1} (34)

2 2
Ritl,j — Ri—1;j Zij+1 — Zij—1 o
( J2h1 J) + <_ J T J _) < w(wz;,y;, Zi,j)27 Vi,j€{2,...,n—1} (3.5)

A continuacioén, se prueba un resultado analogo a la proposicion 2.10 del capitulo 2.

Proposicién 3.1 Sea z una solucidn del problema anterior, conn > 4. Si g(x,-) € C(|z, Z]),
w(z,y,z) = w > 0 constante y existe (i,7) € {2,..,n — 1} tal que en él y sus 4 puntos mds
cercanos, (i—1,7),(i+1,7), (4,7 —1),(i,7+ 1) la restriccion de pendiente , no es activa
entonces.

(i) zi; =0V g(x5,y;,2,5) =0

Demostraciéon: Como z es una solucion del problema anterior, para poder usar KKT se
probara que se cumple la hipotesis de Slater.

Sea ahora el vector z definido como:
217]-:Zn7j :0, VJE {1,..,%}
Zil = Zim = 0, Vi € {1, ..771}

hih
Zi=c= w’z%w,j €{2,..,n—2}

VI3 + h3

Como @, hy, hy > 0, entonces ({3.4) se cumple de manera estricta.

Para i,j € {3,..,n—3} la restriccion (3,5)) se cumple de manera estricta ya que la suma de
los cuadrados da 0. Ahora se considera la frontera del cuadrado de {2,..,n—2} x{2,..,n—2}.

2
Si (i,7) estan en una arista deben cumplir que ( ) < w? y si (i,7) es una de los cuatro

2h,

srtices deb I ¢ 2+ ¢ 2<‘2C e\ (e 2+ c )’
ervices depe cumplir que —_— —_— w*. omo —_— —_—
v PREARe { o5 2y on, ) = \2n, 2y

basta corroborar que la tltima desigualdad se cumple de forma estricta. Haciendo reemplazo
de c se obtiene:

h2h3 h3h3
) ) 02 . 1/%2 . 02 . 1/%2 . o
c (- B h1+h2+ h1+h2—w—<u_)2
2h, 2hy ) 4h? 4h3 4
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Figura 3.6: Grafico vector z

De este forma z cumple todas las restricciones de forma estricta y ademas las dos
restricciones de desigualdad son convexas, por lo que es un punto de Slater asi que las
ecuaciones de KKT son una condiciéon necesaria para el 6ptimo del problema anterior. Sean
(.5 los multiplicadores asociados a las desigualdades v Aij los multiplicadores asociados
a

A los multiplicadores asociados a la restriccion se les denotaré por i v a los asociados
a la restriccion se les denotara por \. Supongase que 7,7 € {3,..n — 2}. Notar que
z;; aparece en las restricciones asociadas a (i j, Aij, Ni—1,j, Ai+1,5> Nij—1, Nij+1, por lo que el
gradiente de cada funcién de restriccion en la fila correspondiente a z; j serd no nulo solo en
esas funciones. Pero ademés como (3.5)) no es activa en ninguno de los 5 puntos mencionados,
por lo que se tiene que

Aij = Aic1j = Air1j = Aijo1 = Aijy1 =0
Asi la fila correspondiente a z; ; en la ecuacion de KKT queda como:
_g(xzv Yijs Zi7j> — Mij = 0

Lo que equivale a
9(Ti, Yjs 2ij) = — g

Y como yi; ; > 0 se prueba (7). Ahora multiplicando por z; ;, el lado derecho resulta igual a
0 por la ecuacion de holgura que entrega KK'T, quedando:

259(i, Yy, 2i5) = 0
Probando de esta forma (i) terminando la demostracion. O
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3.2.1. Adaptacién al modelo de bloques

Al igual que en el caso de R? la discretizacion del espacio [a,b] x [c,d] estara dada por
el largo y el ancho de cada bloque. Su pongamos que esta discretizacion divide divide en n
puntos el intervalo [a, b] y en m el intervalo [¢, d] Los bloques son uniforme y miden ¢ metros
de ancho, [ metros de largo y h metros de alto.

En este caso la profundidad depende de la posicién (x;,y;), por lo que a las profundidades
se le denotard por k; ;, que serd una variable entera positiva que toma valores entre Ky, ; ¥
Emazi; qQue representan a la profundidad inicial y méxima de la columna (3, j).

Cada bloque estara representado por la coordenada de la esquina inferior izquierda de la
cara trasera como en [3.4]

| blogue (4, §, &) |

(5,8 +1)

Iis‘+1:.j+ (i+1, 5,k +1)
(£, + 1, ) .|

(E+1,ij+1,%

(i+1,5,%)

Figura 3.7: Coordenadas del bloque (i, j, k)

Asi se definen la variables binarias z; ; ; que indican si el bloque (7, j, k) es o no extraido.
La relacion de las variables de profundidad con las de z es analogo al caso de R? y se expresa
a continuacion.

max,i

k 1
kij = | kminij + E (zigk — Zigk+1) (K = Kmingi ) + Zigkmas.s; (Fmaz,ij — Fmingig) | I
k:k'min,i"rl

Las derivadas se estimara de forma progresiva siempre que sea posible y en el caso que
no, se estimara de forma regresiva. Esto es, cuando un punto de tiene un bloque pegado a la
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derecha y otro en frente, la expresion serd de la forma.

9 2
(M) +(%) < w(wi,yj, kiy)*

c

Si por ejemplo, el bloque (i,7) no tiene un bloque delante de él, pero si uno atrés, la

expresion sera.
kv — ki \’ kig — kig—1 )’
<%) + (%ﬂl) < w(w;,y;j, ki,j>2

Otra restriccion es que si un bloque (i, 7, k) es extraido, todos los de su columna debieron
extraerse antes para poder llegar a él, esto se refleja en la siguiente restriccion:

Zi7j7]g+1 S Zi,j,k V(Z,]){l, .n— 1} X {1, ..m — 1},Vk € {kmm,i,j + 1, ey kmax,i,j — 1}

Ademas en el borde, los bloques deben ser igual al perfil inicial esto es:

14k = Anjk = Rilk — Rink — 0, V<Z,j>{1, n—l} X {1, ..m— 1}Vk - {kmm,i,j + 1, . kmam,i,j}

Finalmente, al igual que en el caso de R2, la integral en el rectangulo de coordenadas
(i, Tiy1,] X [Y;,yj41] serd la suma bloques de los beneficios de los bloques que quedan en-
cerrados en el prisma de coordenadas [z;, Z;+1,] X [yj, Yj+1] X {kmin,i;} en la base superior
Y [%i, Tiv1, ] X [y;,yj+1] X {ki;} en la base inferior. De esta manera, la funcién objetivo del

problema seréa:
n—1 m—1 kmaw,i,j

ZZ Z bi j kZijk

=1 j=1 k=kmin,i;

A continuacion se presentan los resultados de una mina de dimensiones 25 x 25 x 10 y cada
bloque es de 1 x 1 x 1 . Con precedencias igual de 45° expresado con la funcién w constante
en todo punto e igual a 2. Los bloques en rojo tienen valor positivo y el resto valor negativo a
igual a —1000. En las siguientes figuras se presenta la solucién de resolver con Ampl y usando
el solver Cplex.

@ N & o A G R L oo
T N T T

Figura 3.8: Solucion ficticia colores.
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Figura 3.10: Solucion ficticia desde arriba.

El valor de la funcién objetivo fue 557000 y el tiempo ocupado por Ampl para resolverlo
fue de 0,046875 segundos. El poco tiempo empleado en resolver el problema da la idea de
que podria ser de utilidad.

A continuacion se aplico la discretizacion a Marvin, una mina ficticia disenada para testear
estos tipos de problemas de un repositorio[].Para mayor informacion de como viene los datos,
consultar [8]. El prisma més pequeno que envuelve a la mina es de dimensiones 60 x 61 x 17,
cada bloque es de 1 x1x 1 y se utiliza un angulo de 45° para calcular las precedencias. El valor
objetivo entregado por el programa es 1425769114,548499 y tardo 2531,703s, lo que equivale
aproximadamente a 42 minutos. A continuacidon se muestra la solucion al ser graficada en
Matlab.

thttp://mansci-web.uai.cl/minelib/
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Figura 3.11: Soluciéon marvin colores.
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Figura 3.12: Solucién marvin desde arriba.
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Conclusion

En la presente tesis se demostraron propiedades estructurales de los pits a través de su
formulacion matemaética y se mostraron resultados computacionales de la discretizacion del
modelo continuo en 2 y 3 dimensiones. A continuacion se describen por capitulo los principales
resultados con sus implicancias y las posibles extensiones.

En el capitulo 1 se formalizé de manera matematica lo que se entiende por pit y se probaron
propiedades que estos cumplen y como se relaciones los pits 6ptimos de un mismo problema.
El resultado principal del capitulo es la demostracion del teorema 1.10 que plantea que todos
los pits asociados a una soluciéon del problema (CDOP), estan contenidos en el pit asociado
a la solucion de (FOP) que tiene la mayor cantidad de bloques entre todas las soluciones.
Este resultado sustenta en cierta medida a los métodos numéricos que para resolver (CDOP)
reducen la cantidad de bloques resolviendo primero (FOP) y luego resuelven (CDOP) sobre
el pit obtenido como solucion de (FOP). La consideracién que se debe hacer aca es que para
que esto sea valido, se debe obtener la solucion de (FOP) con pit de mayor cardinal, cosa
que es posible asegurar cuando por ejemplo, (FOP) tiene tnica solucion.

En este capitulo se probé ademas que el teorema 1.10 no se replica en el caso de reem-
plazar el problema capacitado por el sin capacidad, lo que implica que resolver (CFOP) para
encontrar una cota de (CDOP) no resultaria una buena estrategia al momento de encontrar
una solucion de (CDOP).

Una posible extension que podria ser estudiada del teorema 1.10, es investigar bajo qué
condiciones se mantiene este resultado cuando al problema (CDOP) se le agregan capacidades
inferiores en la restriccion y estas suman menos que la cantidad de bloques presentes
en la solucion méas grande de (FOP). Otra opcion es ver si este teorema se sigue cumpliendo
cuando se complejiza la formulacion de (CDOP) como el modelo presentado en [5].

En el capitulo 2 se trabajo una formulacion operacional del modelo continuo de los tres
problemas antes mencionados. Aqui se probd que bajo hipotesis de diferenciabilidad, es po-
sible reemplazar el lim sup que aparece en la restriccion por el moédulo de una derivada. Esto
permite caracterizar las soluciones de estos problemas con herramientas del célculo variacio-
nal y del control 6ptimo. El principal resultado de este capitulo fue probar que la funcion
de densidad de ganancia g, resulta ser menor o igual a 0 en el borde del pit, suponiendo
que esta es continua y la funcién que restringe la pendiente, o sea w, es diferenciable en
una coordenada. Un estudio a futuro es indagar bajo qué relajaciones de las hipotesis hechas
sobre g y w, este resultado se mantiene. En este capitulo ya se vio que la continuidad de g es
importante para este resultado a través de un ejemplo, pero no se mencion6 nada sobre w.
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Ademas, gracias a la estructura que tienen estos problemas se logré plantear dos duales
de (FOPp) como aparecen en [7] y [14]. Queda pendiente un estudio que indique bajo qué
condiciones del problema o sus parametros los teoremas de dualidad de ambos formulaciones
se cumplen.

Otro estudio pendiente, es tratar de replicar estas mismas propiedades en el caso R3.
Debido a la gran diferencia que hay en el estudio de ecuaciones diferenciales ordinarias con
las ecuaciones diferenciales parciales, los resultados variacionales aplicados en el primer caso
no son directos sobre el segundo y sumado a que la mayoria de la literatura estd hecha en
el caso de ecuaciones o inecuaciones diferenciales ordinarias, aumenta la dificultad de probar
estas propiedades.

En el dltimo capitulo, se discretiz6 el problema presentado en el capitulo 2, para el caso
R? v R3, y se adapto esta discretizacion al modelo de bloques. Se mostré un ejemplo de una
mina con 6250 bloques en el que se resuelve (FOP) de forma muy rapida y certera. También
se logro adaptar el modelo a la mina Marvin del repositorio presentando en [§]. Un anélisis
comparativo con los métodos comtiinmente usados qued6 pendiente. Finalmente se aproveché
la discretizacion hecha en R3 para probar que la propiedad del capitulo 2 que caracteriza a
g en el borde del pit se cumple también en este caso.
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