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MODULO DE CONTINUIDAD PARA LAS MEDIDAS DE CORRELACION EN
SISTEMAS SUBSTITUTIVOS DE TILINGS

Desde los inicios de la la teoria ergddica la teoria espectral ha representado una herramienta
potente para entender distintos aspectos de la dindmica de un sistema. La relacion entre estas
teorias se establece a través del operador de Koopman definido a partir de un sistema dina-
mico en distintos espacios funcionales. Entre los resultados notables que se han demostrado
utilizando ésta idea se pueden mencionar dos atribuidos a John von Neumann: un teorema
ergodico y una caracterizacion de los sistemas de espectro discreto (ver [29]).

Los operadores de Koopman se pueden estudiar a partir de las medidas espectrales, debido
al teorema de representacion espectral. Si bien ésta es una manera 1til de caracterizar esos
operadores, calcular las medidas espectrales es un problema dificil en el contexto general. Por
esta razon es que se busca obtener informacion sobre ellas de forma indirecta, por ejemplo,
a través de sus decaimientos asintoticos. Los sistemas dindmicos en donde ha sido posible
describir las medidas espectrales son muy pocos y una categoria muy explorada es la de
aquellos provenientes de substituciones y en particular de substituciones de largo constante
[29]. Mas recientemente, inspirados en [I7], Bufetov y Solomyak prueban en [7] modulos de
continuidad para las medidas espectrales asociadas a sistemas de tilings substitutivos uni-
dimensionales. En [11] se generaliza uno de los resultados de [7] al contexto de sistemas de
tilings susbtitutivos del espacio euclideano R?. Més precisamente se dan cotas del decaimiento
de las medidas espectrales en torno al origen.

En el presente trabajo de tesis se generalizan las ideas de [7] encontrando un moédulo
de continuidad de tipo log-Holder para las medidas espectrales en sistemas substitutivos de
tilings de RY, pero para puntos alejados del origen. Entre las técnicas esenciales que se usan
para la demostracion estéan la de representar las medidas espectrales como productos de Riesz
matriciales, estimaciones del crecimiento de sumas “torcidas” de Birkhoff y su relaciéon con los
decaimientos de las medidas espectrales, la descomposicion en sistemas de torres del sistema
substitutivo de tilings y argumentos de teoria de ntimeros de Pisot.

El resultado principal permite entender la parte continua del espectro de un sistema di-
namico de tiling substitutivo. Los decaimientos de las medidas espectrales entregan tasas de
débil mezcla como se hace en [23], las que son invariantes de conjugacién topoldgica. Esto
podria ser una herramienta ttil para distinguir sistemas dinamicos de espectro continuo.
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«I live my life a quarter mile at a time. Nothing else matters: not the mortgage, not the
store, not my team and all their bullshit. For those ten seconds or less, I'm free.»
Dominic Toretto.
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Introducciéon

La Cristalografia es el estudio de la estructura atomica de los cristales a partir de
la comunmente utilizada técnica de difraccion con rayos X. Durante largo tiempo solo se
conocian materiales cuya difracciéon producia patrones “ordenados” que al extenderse por
el espacio presentaban simetrias de traslacion. S6lo en 1982 el cientifico de materiales Dan
Schechtman observo ciertas aleaciones de aluminio-manganeso cuyos patrones de difraccion
presentaban simetrias rotacionales de orden 5, las que no pueden presentarse en patrones con
simetrias de traslacion (teorema de restriccion cristalografica). Asi nacen formalmente los
cuasicristales que tienen amplio uso en distintas areas, desde fisica experimental a ciencias
de los materiales, por mencionar algunas.

En cierta medida el descubrimiento fisico de estos materiales se habia anticipado con la
aparicion en la literatura de ciertos tilings y conjuntos de Delone sin simetrias de trasla-
cion. Un tiling es basicamente un conjunto numerable de piezas que cubren el espacio sin
sobreponerse unas con otras. El fisico britanico Sir Roger Penrose publicé algunos ejemplos
de tilings que presentaban difracciéon y carecian de este tipo de simetrias. Los problemas
de difracciéon mencionados antes estan intimamente relacionados con el estudio espectral de
sistemas dindmicos de tilings.

Por un sistema dinamico se entiende la accion de un grupo (que en este documento seré Z
6 R?) sobre un espacio métrico compacto con una medida preservada por la accién. El estudio
espectral de los sistemas dindmicos se refiere al estudio de ciertos operadores unitarios (que
surgen a partir de la accion del grupo) definidos en el espacio de Hilbert de las funciones
cuadrado-integrables respecto a la medida invariante. El Teorema de representaciéon es-
pectral establece una correspondencia biunivoca entre estos operadores y ciertas medidas,
denominadas medidas espectrales, de las cuales se puede extraer informacién respecto al
espectro del sistema. Este es el tipo de estudio que se desea realizar en este trabajo.

Existen ejemplos de sistemas dinamicos en donde se pueden calcular las medidas espec-
trales explicitamente: en [29] se hace para espacios de shift que surgen de substituciones de
largo constante, mientras que en [31] se calculan para algunos ejemplos en sistemas de tilings.
Trabajo relacionado también se puede encontrar en [3].

Si bien existen ejemplos particulares como los ya descritos, el calculo de las medidas
espectrales en un contexto general es un problema que ain no tiene soluciéon. Es por esto
que nace la necesidad de obtener informaciéon de estas medidas de forma indirecta. Con
esta idea en mente, un aspecto de las medidas espectrales sobre el que se puede indagar
es su decaimiento en vecindades de puntos distintos de sus atomos. Esto se realiza en el



trabajo de Bufetov y Solomyak [7] para sistemas substitutivos uni-dimensionales, inspirado en
trabajos de Hof (por ejemplo [17]). Los modulos de continuidad para las medidas espectrales
se relacionan intimamente con el crecimiento de una suma torcida de Birkhoff, cuya
expresion se encuentra en la Definicion [I.8] Asi, un primer paso para estudiar los modulos
de continuidad de las medidas espectrales es encontrar estimaciones para el comportamiento
asintotico de dichas sumas torcidas.

En esta tesis se extiende el trabajo de Bufetov y Solomyak a sistemas dinamicos de
tilings substitutivos de R? para d > 1. Una primera extensién de los resultados de [7]
en este contexto es la desarrollada en [I1]. Aqui se caracteriza el decaimiento de la medida
espectral en una vecindad del origen en términos de una medida de Radon en R,. En esta
tesis se analiza el problema restante, considerando puntos lejos del origen. En el Teorema [1.15
se presenta un modulo de continuidad para la medida espectral asociada a la indicatriz de un
cilindro del sistema substitutivo uni-dimensional (medida de correlacion) de tipo log-Holder.
La generalizacion de este resultado, presentada en el Teorema [3.10, muestra el mismo tipo
de modulo de continuidad para la medida espectral asociada a una funcién que cumple el
rol analogo a la indicatriz de un cilindro en el contexto uni-dimensional, que se denomina
medida de correlacion.

Los pasos esenciales para la demostracion del Teorema son los que aparecen en [7],
pero llevados a un contexto de tilings substitutivos de mayor dimension. Se utiliza una técnica
ya usada en [29], que es la de representar las medidas de correlacion como un analogo matricial
de productos de Riesz, reflejada en la definicién de las matrices II,, y M, en el Capitulo
2. Esto se ocupa para encontrar estimaciones de las sumas torcidas de Birkhoff, las cuales
conllevan a asintéticas para las medidas espectrales debido una relacién establecida mediante
herramientas de Analisis de Fourier y el Teorema Espectral para flujos de R¢. Por tltimo, para
encontrar el médulo de continuidad log-Holder para las medidas de correlacion, es necesario
resolver un problema de aproximacion diofantina para acotar de manera adecuada un término
en las cotas encontradas para las sumas torcidas. Esto se resuelve utilizando un argumento
proveniente de la teoria de ntmeros de Pisot.

El documento se organiza de la siguiente manera: en el Capitulo 1 se recuerdan conceptos
bésicos de sistemas dinamicos y de teoria espectral, necesarios para la introduccion de las
medidas espectrales y las sumas torcidas de Birkhoff. Se sigue con definiciones sobre sistemas
substitutivos (simbolicos) uni-dimensionales y con resultados relacionados con los compor-
tamientos asintoticos de sumas de Birkhoff. Finalmente se enuncia el teorema de [7] que se
desea generalizar.

En el Capitulo 2 se introducen los sistemas de tilings substitutivos y se comentan resultados
clasicos de la literatura que justifican los célculos posteriores. Ademas, se vuelven a definir
conceptos bésicos de teoria ergddica y teoria espectral introducidos en el Capitulo 1 para
sistemas provenientes de la accién de Z, pues en el caso de los espacios de tilings el sistema sera
engendrado por la accién de R?. Ademas, como ya se mencioné, se introducen los productos
de Riesz matriciales, indispensables para los célculos posteriores y los analogos continuos de
las sumas torcidas.

Por ultimo, en el Capitulo 3 se realizan las estimaciones de las sumas torcidas de Birkhoff
y se demuestra el resultado principal del documento, concerniente al médulo de continuidad



de las medidas de correlacion presentado en el Teorema |3.10] siguiendo el argumento descrito
antes. La tltima seccién de este capitulo contiene ejemplos de sistemas de tilings donde se
puede utilizar el teorema principal.






Capitulo 1

Estudio espectral de sistemas
substitutivos

Este primer capitulo presenta la teoria bésica sobre la cual se desarrolla el trabajo de
memoria, ademas de los motivos por los cuales el estudio realizado es de interés. En primer
lugar se presentan de forma breve las principales definiciones sobre sistemas dinamicos, las
que pueden encontrarse en cualquier texto sobre el tema (por ejemplo [28]), con énfasis en el
estudio espectral de éstos y la definicion de las medidas espectrales. A continuacién se mues-
tran los sistemas de tipo substitutivo uni-dimensionales, los cuales han sido extensamente
estudiados (ver [29], [13]), y en donde se ha tenido cierto éxito en la comprension de sus
medidas espectrales, lo que en el contexto general representa un desafio.

1.1. Elementos basicos de teoria espectral de sistemas di-
namicos

1.1.1. Sistemas dindmicos abstractos y topolégicos

Sea (X, B, i) un espacio de probabilidad y 7' : X — X una aplicacion medible. Se dira
que la medida p es invariante por T si para cada A € B se cumple u(T1A) = u(A).
Se llama sistema dinamico abstracto (s.d.a.) a la tupla (X, B, u,T'). Se dird que éste es
invertible cuando T es una biyeccion bi-medible. Por otro lado, si X es un espacio métrico
(e.m.) compacto y T es una aplicacion continua, se dice que el par (X,T) es un sistema
dindmico topologico (s.d.t.). En este caso se puede dotar a X de la tribu boreliana B(X)
y de una medida boreliana y invariante por T' (cuya existencia es asegurada por el siguiente
teorema) a fin de mirar el s.d.t. como un s.d.a.

Teorema 1.1 (Krylov-Bogolyubov, [27]) Si X es e.m. compacto y T es continua, entonces
existe una medida de probabilidad boreliana invariante por T.
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Nociones clasicas en dindmica que implican comportamientos particulares de los sistemas
son las que se recuerdan a continuacion.

Definicion 1.2 Sea (X, B, u, T) un s.d.a. Diremos que el sistema es

1. ergodico si para cualquier A, B subconjuntos medibles de X

n—1

.1 _
Jim [ = > p(ANT™B) — p(A)u(B)| = 0.
=0

2. débilmente mezclador si para cualquier A, B subconjuntos medibles de X

n—1

, 1 _
Jlim = |u(ANT7B) — u(A)u(B)| = 0.
=0

3. mezclador si para cualquier A, B subconjuntos medibles de X

T [u(ANT™"B) = p(A)u(B)| = 0.

Es claro de la definicién que un sistema mezclador es débilmente mezclador, y a su vez
uno débilmente mezclador es ergddico. En la literatura existen variados contraejemplos para
las reciprocas de esas implicancias en las familias de intercambio de intervalos y traslaciones
en grupos compactos respectivamente. La nociéon de débilmente mezclador esta intimamente
relacionada con el espectro del sistema, conceptos que se revisan en la siguiente seccion.

Para concluir esta introducciéon se recuerda a continuacion el concepto de conjugacion y
factor de sistemas.

Definiciéon 1.3 Sean (X, B, u,T), (Y, B,v, S) dos s.d.a. Se dice que éstos son conjugados
de existir una aplicacion m: X — Y bi-medible tal que

Tor=mo0oS ympu=rv,

donde m,u es el push-forward de la medida i defninido por m.u(E) = p(x—(E)), VE € B.
Andlogamente, si (X, T), (Y,S) son dos s.d.t. y la aplicacion 7 es un homeomorfismo se dice
que los sistemas son topolégicamente conjugados.

Si 7 solo es medible y sobreyectiva (resp. continua y sobreyectiva) se dice que (Y, g, v,S)
es un factor de (X, B, u,T) (resp. (Y,S) es factor topolégico de (X, T)).

1.1.2. Elementos de teoria espectral de operadores

Sea H un espacio (complejo) de Hilbert separable con producto interno (-,-)y, U : H —
H un operador lineal continuo y U* el operador adjunto. Se dice que U es una isometria si
U*U = Idy y se dice que es normal si U*U = UU*. Un operador que es a la vez una isometria
y normal se dice que es unitario. En lo que sigue se definiran las medidas espectrales que
representan una forma alternativa para estudiar estos operadores. Se uso6 de referencia [27].
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Considere el conjunto de proyecciones del espacio H denotado por P(H) = {P: H — H |
P? = Py P* = P}. Se dice que la aplicacion £ : B € B(C) — E(B) € P(H) es una medida
proyeccion-valuada, si E(C) = Idy y se cumple la o-aditividad: para (B,),en € B(C)

disjuntos dos a dos se tiene
E < U Bn> => E(B

neN neN

donde la tltima serie se entiende como el limite puntual de las sumas parciales.

Para cada par de elementos u,v € H, una medida proyeccion-valuada da origen a una
medida en C dada por B — (E(B)u,v)y, denominada medida espectral asociada a u,v
y denotada por o,,. La familia (au,v)(u,v)e ux g se denomina familia espectral. Ademas se
denota por o, a la medida o,,, v € H. El soporte de una medida es el conjunto S C C
de los numeros complejos tales que cualquier vecindad de éstos tiene masa positiva por esta
medida. Si cada medida de la familia espectral tiene soporte en S C C compacto, entonces
queda bien definida la siguiente aplicacion bilineal continua, para cualquier ¢ € L*(S):

(u,v) /gb LUV H
= (U%u,v) g,

donde U? : H — H es un operador lineal continuo cuya existencia y unicidad viene del
teorema de representacion de Riesz y la continuidad de B. La igualdad anterior para cada
u,v € H se denota

U = /«: ¢(2)dE(z)

Se demuestra que estos operadores son en efecto unitarios. La pregunta natural es si un
operador unitario arbitrario se puede escribir de esta forma o no. El teorema espectral que
se enuncia a continuacién da una respuesta afirmativa a esta interrogante. Se dice que z € C
pertenece al soporte de E si E(V') # 0 (proyeccion a {0g}), para cualquier V' que es vecindad
de z. Se define el espectro de un operador lineal continuo U : H — H como el conjunto
de los A € C tales que AMIdg — U no es biyectivo.

Teorema 1.4 (Espectral, [27]) Para un operador normal U : H — H existe una tinica
medida proyeccion-valuada E tal que U = f(c 2dE(z). Ademds el soporte de esta medida
corresponde al espectro de U. En particular U es unitario si y sélo si el soporte de E estd
contenido en S* = {z € C||z] = 1}.

Trabajando desde el resultado anterior se puede obtener el denominado Teorema de
descomposicion espectral, que establece un isomorfismo isométrico entre un espacio de
Hilbert dado y otro canoénico construido a partir de un sucesion de medidas espectrales, lo
que evidencia la importancia de éstas. Para una demostracion de este resultado se puede
revisar [29] ¢ [19].

Un nimero complejo A se dice &tomo de una medida proyeccion-valuada E si E({A}) # 0.
Si E esté asociada a un operador unitario U segun el Teorema entonces los atomos de
la medida E son exactamente los valores propios de U (ver [27]). Esto resulta importante
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para los analisis de los modulos de continuidad de las medidas espectrales que se haran en el
Capitulo 3.

Ejemplo. (Ver [27], Apéndice). Sea U un operador normal de un espacio de Hilbert H de
dimensién finita d, y sean Aq,..., A, los valores propios de U y V; = ker(U — A\;jIdy) los
espacios propios asociados a U. Estos espacios son ortogonales y generan todo H. En este
caso el operador U se puede descomponer en términos de cada 7;, la proyeccion ortogonal
sobre Vj, se escribe como

U:Z)\jﬂ']‘ —— (Ux,y)H:Z)\j(ﬂjx,y)H
j=1

J=1
n

— ey =3 [[505,)) (me. 00

J=1

= /@ zd Z(ﬂ'jl‘, Y) o, (2).

J=1

Finalmente se define para B € B(C) la medida proyeccion-valuada por E(B) = Z/\j e Tj-
Se tiene que (E(B)z,y)y = Z/\jeB<7rjx,y>H = > i {mjz, y)rox, (B). De la unicidad de la
medida proyeccion-valuada se concluye que U = [ zdE(z).

1.1.3. Teoria espectral para un sistema dinamico abstracto

La teoria espectral de un s.d.a. (X, B, u,T) se refiere al estudio espectral del operador
de Koopman Uy : L*(X,B,u) — L*(X,B,u), Up(f) = foT, donde L*(X,B,u) = {f :
X — C|f es B-medible y [, | fI?dp < 0o} Si el sistema es invertible, se pueden utilizar los
resultados de la seccion anterior para el espacio H = L*(X, B, ) y el operador U = Ur, que
en este caso resulta ser unitario. En esta seccion se analiza la teoria espectral para sistemas
dindmicos en que acttia una unica transformacion (la accién de Z) para contextualizar los
resultados de este primer capitulo. Para los capitulos que siguen sera necesario generalizar
esto a la accién de R? sobre un sistema.

A continuacién se enuncian dos resultados clasicos que ejemplifican la importancia que
tiene el espectro del operador de Koopman en el estudio de los sistemas dindmicos.

Teorema 1.5 ([28]) Sea (X, B, u,T) un s.d.a. invertible. (X, B, u,T) es débilmente mezcla-
dor si y solamente si las funciones constantes son los 1unicos vectores propios del operador de
Koopman.

Teorema 1.6 ([13], Capitulo 1) Dos sistemas ergddicos invertibles de espectro puramen-
te discreto idéntico son conjugados, y ademds son conjugados a una rotacion de un grupo
compacto abeliano, equipado con su medida de Haar.

Del primer resultado sigue que si alguna de las medidas de la familia espectral posee un
atomo distinto del trivial ubicado en 1, entonces el sistema no puede ser débilmente mezcla-



dor. El segundo indica que el espectro del operador de Koopman es un invariante completo
de conjugacion para sistemas de espectro puramente discreto, y que ademés caracteriza la
naturaleza de la transformacion.

El calculo de las medidas espectrales en un s.d.a. general es una tarea dificil. Un caso en
el que las medidas espectrales han sido calculadas de modo satisfactorio son para sistemas
dindmicos substitutivos uni-dimensionales y de largo constante. En el trabajo de M. Queffélec
[29] se hacen algunos calculos explicitos de éstas. En sistemas generales las medidas espectra-
les se estudian por su comportamiento asintotico, esperando obtener informacion sobre ellas.
El siguiente lema da una primera idea de como realizar tal estudio.

Del Teorema se tiene que el espectro de Uy esta contenido en S!. S! se identifica con
el toro T = [0, 1]/{0, 1}, i.e. el intervalo [0, 1] con 0 y 1 identificados. Las medidas espectrales
ofg, para f,g € L*(X, B, u), son el push-forward de medidas en T (via la inversa de ¢ — ™)
que se denotaran de igual forma (haciendo abuso del lenguaje) y son las que se estudiaran
en lo que resta del capitulo. Con esta identificacion el teorema espectral asegura que para
f,g9 € L*(X, B, u) se tiene que

<U'171f, g)LQ(X737M) - /Sl anO-f’g(Z) — /1‘627rinwd0_f7g(w)7

la segunda igualdad por el teorema de cambio de variables. En lo que resta del documento se
utiliza la notacién usual para la aplicacién exponencial e[A] = ¢=2™ para A € R. También se
utiliza la notacion p = e[nw|dw para la medida compleja p deﬁmda por p(A) = [, e[nwldw,
para A C T boreliano y dw para la medida de Lebesgue en T

Lema 1.7 Sean f,g € L*(X,B,u). Se tiene,
N-1

gk L n m
org = débil —A}eréoﬁ Z (e[nw]Uz f, elmw]UF' g) 12 (x .y dw-

n,m=0

N 1 N-1

DEMOSTRACION. Sea 07, = N > nm—o \E[nW|UL [, e[mwlUT'g) 12 x 5,y dw. Para comprobar la

convergencia débil de U}Y g & 0 g basta chequear que la sucesion de coeficientes de Fourier de
las primeras medidas converjan a los de la segunda (Teorema de Fejér, ver [29] 6 [16]). Por
definiciéon y utilizando el hecho que Ur es unitario se tiene que

e[(n —m)wloy(m —n) = e[(n — m)w] <U¥_mf’ g>L2(X,B,u)
= (e[nw]ULf, elmw]UT'9) 12 (x 5.,1) -
Ademés, como la familia (e[n-])nez es una base ortonormal de L*(T,dw) = {h : T —

C | fT\h(w)\zdw < o0}, se tiene que (e[nw]dw) (—k) = 0nx, que es el delta de Kronecker:
5n,kzlsin:ky(5nkzosin7ék:. Asi,

A0 = = m)ldw) ()37 (m — )



N —Fk_.

N0 G, o (R).
Por el el Teorema de Féjer se obtiene el resultado. O

Debido al Lema anterior es natural la siguiente definicion.

Definicion 1.8 Sea (X,B,u,T) un s.d.a., Ur el operador de Koopman asociado y f €
L*(X,B, ). Para cada x € X yw € T se define la suma torcida de Birkhoff como

N-1

St (z,w) = Z elnw|UL f(x).

n=0

Ademés se denota

1

Gnlfiw) = N <S]{7<"w>’S]Q("w)>L2(X,B,u) '

Del Lema se deduce que Gy (f,w)dw LN of cuando N — oo. Una primera observacion
de esto tltimo es que la medida compleja o es de hecho una medida a valores en R, U {0}.
Una segunda, y més interesante, es que de cierto modo si se es capaz de controlar |S ]{,(, w)]
de manera uniforme en x entonces se puede manejar el crecimiento de la medida espectral
os. Esto se formaliza con los siguientes resultados que se pueden encontrar en [7] y cuyas
demostraciones se adjuntan por completitud.

Lema 1.9 Sean f € L*(X,B,u), w € T yr € (0,1/2]. Se tiene la estimacion siguiente
considerando N = | (2r)7]:
m G
B < —
op(B(w,r)) < AN N(f,w),

donde B(w,r) es la bola abierta de radio r centrada en w € T.

DEMOSTRACION.
1 N—-1
Gn(f,w) = N elw(n — m)](U?‘mf, f>L2(X,B,M)
n,m=0
1 N-1
= elw(n —m)] /Te[—)\(n —m)]dos(N)

n,m*]\(;
:/N Z Qpy— me’f

donde a,, = e[n(w — A)]. La suma en el integrando se puede escribir como

—1N-1 N—1 n
ZZ% m=2 2 m
n=0 m=0 n=0 m=—n
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De identidades clasicas del Anélisis de Fourier (ver [16]) se obtiene la siguiente igualdad,

n

Gn(f,w) :/T%z_: Z e[m(w — \)|dos(N)

n=0 m=—n

= /TKN—l(/\ —w)doy (),

N
donde Ky _; es el kernel de Fejér, que viene dado por Ky_1(y) = { sen(Nmy)

2
——| . Si N
\/Nsen(ﬂy)] Y

7T

son como en el enunciado, entonces |w — A| < r implica que N7|jw — A| < GLRd entonces, como

2 AN
|sen(z)| < |z| y ;|:1:| < |sen(x)| en el intervalo [—g,g], se obtiene — < Kyog(A—w).

Finalmente se obtiene que,

or(Bw,r)) = / o)

2
e
< —Ky_1(A—w)dor(\
o /B(w,r) 4N N 1( w) Uf( )

71'2

2

= Z_NGN(faw)a

lo que prueba el resultado. O]

Para expresar la desigualdad anterior s6lo en términos de 7 se utiliza el siguiente lema.

Lema 1.10 Sea 2 : [0,1) — R una aplicacion continua no decreciente con Q(0) = 0. Si
para w € T existe Ny € N y una constante C' > 0 de modo que para N > Ny se cumple

Gn(f,w) < CNQ(1/N),

entonces para todo r < 1/(2Ny)

of(B(w,r)) < %Q(Br).

DEMOSTRACION. Directa del lema anterior. Sea r < 1/2Ny < 1/2 y N = [(2r)7'] > N,.

2 2

Entonces, o¢(B(w,r)) < I—NGN(f,w) < %Q(l/N) Como 1/N < 3r, se deduce que
2

o4(B(w,r)) < %Q(ST). O
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1.2. Sistemas substitutivos

1.2.1. Substituciones uni-dimensionales

Un primer tipo de sistema dinamico donde se han utilizado las ideas de las secciones
anteriores es en los sistemas substitutivos uni-dimensionales que se revisan brevemente a
continuaciéon (para una introduccién mas extensa se puede revisar [13]).

Una substitucion es un mapeo ¢ : A — A", donde A es un conjunto finito denominado
alfabeto y A" representa el conjunto de palabras finitas no vacfas de elementos de A. Por
concatenacion se extiende de manera natural la substitucion a A* y de igual forma a AN
(full shift unilateral) 6 AZ (full shift bilateral). Por la extension a A+ quedan bien definidos
los iterados ¢"(a) = (((""!(a)), para a € A.

Ejemplos.
1. Substitucion de Fibonacci: A = {0, 1},
¢(0) =01, ¢(1)=0.
2. Substitucion de Thue-Morse: A = {0, 1},
¢(0) = 01, ¢(1) = 10.

El sistema dindmico substitutivo tiene como espacio de fase al conjunto X, de las
secuencias z = (T,)nez € A% (también se puede definir en AY) tales que cualquier patrén
finito o palabra de = aparece como patréon finito de un iterado ("(a), para cierto a € Ay
n € N; y como transformacion al shift o traslacién a la izquierda denotado siempre por 7T',
e, T ((xn)nez) = (Tnt1)nez. El espacio X, es métrico y compacto, y la transformacion 1" es
un homeomorfismo.

Para cada palabra w € A+ se denota el ntimero de letras de w por |w|. Se puede demostrar
que si para cada a € A se tiene que |("(a)| tiende a infinito cuando n — oo, entonces existe
uwe A% y k € N tal que ¢*(u) = u (Proposicion 5.1, [29]). Si k = 1 se dice que u es un
punto fijo de (, i.e., que cumple u = ((u). La existencia de puntos fijos se puede garantizar
si la substitucion ¢ cumple: i) Para cada a € A, |("(a)| — oo cuando n — oo; y ii) Existen
a,b € A tales que ((a) comienza con la letra a y ((b) termina con la letra b. De ahora
en adelante se asume que una substitucion satisface i) y ii) de modo que siempre existen
puntos fijos para esta. En el sigueinte péarrafo se establece una caracterizacion del espacio
substitutivo en términos de un punto fijo de la substitucion.

Sim = #A, la matriz de incidencia S; asociada a ¢ es la matriz de tamano m X m con
entradas en Ny tal que en la posicion (7, j) va el niimero de veces que aparece la letra ¢ como
patron en la palabra ((j), nimero que se denota por |((j)|;- Se dice que una substitucion
es primitiva si existe k£ € N tal que Sé? tiene todas sus entradas positivas. Los sistemas
substitutivos que surgen de una substitucion primitiva poseen varias propiedades deseables
para su estudio. Son minimales, i.e., la érbita de cualquier z € X¢: Op(x) = {T"z |n € Z}
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es densa en X¢; y inicamente ergddicos, es decir, existe una tnica medida invariante por
T (ver [13]). Si ¢ es primitiva, como se puede asumir sin pérdida de generalidad que ¢ admite
un punto fijo, entonces por la minimalidad se tiene que X, = Orp(u).

Sea ¢ una substitucion primitiva. Que el sistema X tenga infinitos puntos es equivalente
a que u, un punto fijo de (, no sea shift-periédico: In € N: u = T"u. En tal caso se dira
que la substitucion es aperiodica.

Ejemplo. Sea ( la substitucion de Fibonacci definida anteriormente. Ella es una substitucion
primitiva. En efecto,
(11 s (21
= (ia) rse=(01)

Un dltimo hecho que es importante de recordar es el siguiente. Sea u un punto fijo de una

substitucion primitiva (. El sistema (Op(u),T') posee una unica medida invariante ;1 definida,

para cada cilindro [w]y = [w, ... wg|o, por la frecuencia de su aparicién como patrén en wu,
ie.,
. N(w,ug...up—1
p([w]o) = lim (w, = ),
n—oo n

donde N(w,ug...u,_1) denota el numero de veces que aparece w en g ... u,_1. Ademas el
vector de coordenadas positivas (1([a]o))sca €s €l vector propio de Perron de la matriz S;.

1.2.2. Primeras estimaciones para S]J:,(:c, 0)

Sea (X, B, u,T) un s.d.a. asociado a una substitucion ¢ primitiva y aperiodica. Sea w € T
y x € X. Estimaciones para S}i,(x,w) en este contexto pueden encontrarse en el trabajo de
Dumont y Thomas [9] en el caso en que = es un punto fijo para la substitucion y w = 0. El
articulo de Adamczewski [I] establece asintoticas ajustadas en este mismo caso, relacionando
éstas con la discrepancia de los puntos fijos. El siguiente teorema obtenido en [I] resume dichos
resultados, pero antes es necesario fijar algo de notaciéon. Para f :N — Cy g: N — R, se
denota por f(N) = O(g(N)) si existe una constante C' > 0, independiente de N, y Ny € N
tal que YN > Ny [f(N)] < Cg(N).

Sea S una matriz cuadrada primitiva con entradas en Ny y X(S) = {6, ..., 0,} su espectro
ordenado como se describe a continuaciéon: sean 7y,...,n, las multiplicidades de 64, ..., 0,
respectivamente en el polinomio minimal de S. Para dos subindices 1 < i < j < s se cumple
que

1. |91| > |0j|7 o bien
2. 10;| =16;| y mi > n;, o bien
3. 16: =101 =1, ni =m;, y 0; no es raiz de la unidad y 6; si lo es.

Se tiene que #; es siempre el valor propio de Perron. Con este orden quedan bien definidas
las cantidades 61, |62] y 2.
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Teorema 1.11 (Adamczewski B. [1f) Sea ¢ : A — AY wuna substitucion primitiva que
admite un punto fijo u. Sean 0, y 0y el primer y sequndo valor propio de S¢ segin el orden
descrito en el pdrrafo anterior, y ne la multiplicidad de 05 en el polinomio minimal de S¢.
Sea C el conjunto de las funciones f : X — C que dependen solo de la coordenada cero
de cada punto y tales que ch fdu =0, donde p es la unica medida invariante del sistema
asociado a la substitucion. Entonces, para toda funcion f € C:

o Si |0y < 1: 84 (u,0)=O(1).
o Silby] > 1: S]{,(u, 0)=0 <10g (N)WQ*lNlogel(\azl))‘

o Si |6y =1y 6, no es raiz de la unidad: SI,(u,0) = O(log (N)™).
o Si |0y =1y 6y es raiz de la unidad: S%(u,0) = O(log (N)™) ¢ O(log (N)=~1).

El dltimo caso del teorema anterior depende fuertemente de los aspectos combinatoriales
de la substitucion y no iinicamente del espectro de la matriz asociada a la substituciéon, como
se vera en los graficos de las Figuras[1.2] y [[.3] de mas adelante.

Siguiendo las mismas lineas del trabajo anterior se pueden obtener algunas de estas esti-
maciones para puntos arbitrarios del shift y no s6lo para un punto fijo, calculo que se realiza
a continuacion. Denote xjgny_1) = Zg...Tn-1, para v € X;. Recuerde ademés la notacion
lw|,, para w € A" y a € A, del nimero de ocurrencias de la letra a en w. Para f € C se
denotara igualmente por f al vector en C™ (donde m = #.A) dado por f(a) = f(z) para
cualquier x con xy = a, pues tal f s6lo depende de la coordenada cero del punto z. En este
caso se puede escribir S ]’i,(x, 0) en términos del producto interno usual de C™:

N—

Sy(@,0) = flan)
-

[asry

Il
o

|$[0,N71]|a)ae¢4a f>

3 —~

n

(SE(I5klg)acas £) + ) (SE(IPkly)acas £)

k=0 k=0

donde sy, px son sufijos y prefijos (estrictos) de ((a) para a € A respectivamente, que vienen
dados por la descomposiciéon que resume el siguiente teorema.

Teorema 1.12 ([4]) Para x € X; y N > 1 se tiene la siguiente descomposicion prefijo-
sufijo:
To,N—1] = So- - §"(80)C" (Pn) - - - Do,

para algin n > 0, donde py y Si, para k = 0,...,n, son prefijos y sufijos estrictos de las
palabras ((a) para a € A respectivamente, y al menos uno entre p, y s, es una palabra no
log(N
vacia. Ademds |n — IOg((Q))| = O(1), donde 6 es el valor propio de Perron de S.
og

Este tipo de descomposiciones han sido larga y fructiferamente utilizadas en el estudio
de la dinamica de los sistemas minimales de Cantor, que en particular engloban a los
sistemas substitutivos que se han presentado en este trabajo. Para revisar la relacion que
existe entre estos sistemas se puede revisar [10].
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Para continuar con el calculo anterior, se descomponen los vectores (|si|,)aca, (|Pkl,)aca
en una base de vectores propios generalizados (v.p.g.) de S¢ (v 9 donde v es un v.p.g.

asociado al valor propio 6; (ordenados como en el Teorema [1.11] _ de la [-ésima cadena en la
posicion j. Con esta notacion [ = 1,...,1(i), donde [(i) es el nimero de cadenas asociadas
al i-ésimo valor propio; y 7 = 1,...,7(¢,0), donde r(i,1) es el rango de tal cadena. Algunos

hechos del Algebra Lineal para tener en cuenta:

o Zf(:l)l r(i,1) = v = multiplicidad de 6; en el polinomio caracteristico de S¢;
® mixi<;<(;) r(,1) = n; = multiplicidad de 6; en el polinomio minimal de S,.

Se puede descomponer entonces
s 130 r(i0)

(sl)aca=2_ > > aixv!,

i=1 I=1 j=1
s U(3) r(i,l)

Ij 1j

(el Jaca =YD Y Bitwy.
i=1 I=1 j=1

Notar que el vector f (fijado al inicio del calculo) es ortogonal al tnico vector propio asociado
a 1, pues se supone que integra nulo respecto a la medida invariante del sistema, cuyos valores
en los cilindros en la coordenada cero corresponden al vector propio de Perron como se recalco
anteriormente. Asi,

n S l ’L) ’I’(i,l)

S, 0) =" (ol + B (W, £)Quy (k)0F,

k=0 =2 I=1 j=1

donde @);;(k) es un polinomio no nulo de grado r(¢,[) — j proveniente de la acciéon del bloque
de Jordan asociado. Dado que los s, py estan en un conjunto finito, de la férmula anterior
se deduce sencillamente que,

St (xz,0) =0 (Z k"21\92]k> :

k=0

log(N)
log(61)

Finalmente, utilizando la estimacion en el Teorema [1.12{ de que |n — | = O(1), se

deduce:

e Si || < 1, entonces |SL (x,0)|
e Si|fy| = 1, entonces |SL (x,0)|
e Si |6] > 1, entonces |SY (z,0)]

o(1);
O((log(N))"™);
O((log(N))m=t N'os (102])/log (01

A continuaciéon se presentan algunos ejemplos graficos de estos comportamientos asintoticos
para las sumas de Birkhoff que fueron generados utilizando el software Sage.

Ejemplo. Sea ¢ una substitucion en el alfabeto A = {1,2,3} definida por

¢(1) =13
¢(2) = 13223
¢(3) = 1323
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El segundo valor propio de S¢ es 6 = 1. Un vector ortogonal al vector propio de Perron de
la matriz de incidencia de esta substitucion es f = (1,—1,0)7. De esta forma tenemos que
para cualquier z € X¢, S]{,(x, 0) < Clog(N). Esto se grafica en la Figura , calculando la
suma para el tinico punto fijo de (, u, cuyas coordenadas no negativas provienen de iterar la
letra 1 una infinidad de veces por (.

S};(u,O) oD OO
owo P
o
8 w o o0 oo o
O"; [ ] o o
&
6—?. oD

L ! ! !
2000 4000 6000 8000 N

Figura 1.1: Grafico de N vs. S%(u,0). En rojo: méximos para la suma de Birkhoff S, (u,0)
en el punto fijo de la substitucion ¢. En gris: valores de log(NV).

Ejemplo. Como se habia anticipado a continuacién del Teorema [I.11] en ciertos ejemplos
el comportamiento de las sumas de Birkhoff depende fuertemente del orden de las letras en
la substitucion y no solo de la matriz de incidencia. En efecto, se considera una variante de
la substitucion del ejemplo anterior (, definida por

(1) =13
(2) = 33212
((3) = 2133

Obviamente como solo se cambi6 el orden en que aparecen las letras del alfabeto en la imagen
de la substitucion ¢, se tiene que sus matrices de incidencia coinciden. Pero en este caso, para
punto fijo, u, proveniente de iterar una infinidad de veces la letra 1 por (, se tiene que la
suma S ]’i,(ﬂ, 0) es acotada para cualquier f en el ortogonal del vector propio de Perron de SE‘

En efecto, si 7 es dicho vector, entonces una base de ({7})* viene dada por los vectores

f={7)/c)=1) |, fo= 1
1)—1) 7(2)/(T(2) = 1)

Las Figuras y muestran los comportamientos de las sumas de Birkhoff para estos
vectores.

-1
-1

16



S4 (@, 0)

0.2

°
° © o %0 95 o4 o
(o] o [e] o (o]
o ° o %o © o Ooo ° o ‘o
12} o
o o o o ° o
o] o [o]
o s} o (e}
o © °4 °o °, °4 o, o o
10 . ° o S ° 4 o o C o
o] o o o e} o o OOO Oo o)
o)
00 o o OO OO OO o =]
o o o o OO le) OO@ [e]
0.8}
o0 oo o o° o 000
[o] o} [o] o
o o) o ] o o] o o
[e] o o o o
O © 5 %0 OOo 0(5) 0(9 OQ) °%
o6 0o © [es) [e ] o © o OOO OOO o] o0
S ¥ o, 38 o8 ©F & 0, ° 0
o, %o ©,°%0, % 245 "o, % %o
(o] o o (o]
o (o] [e] o]
0.470@0 ° 0000 Od)o 0000000000 Ooo@oo
o] o o] o
OO OO 00 OO OO OO OO O% OO
o s} o o [o]
3000 o 00000 OO GDOOQ) OOO
o_ o® & 6°0,0%0 095,00, @y o®
8 8o 88 %o 000 o8 o %5
°9 093809°0,090,88, %o °o,
o o o o ° o fee]
(o] o o le] o o O o
[¢o] [e] [e] (o]
6)0 o ot é)n ° o O&On Q
200 300 400 500
N

Figura 1.2: Gréfico de N vs. S{1(@,0). En rojo: méximos para la suma de Birkhoff S{!(w,0)
en el punto fijo de la substituciéon ¢. En gris: valores de log(N).

Para terminar esta seccidon se utilizan las estimaciones encontradas después del Teorema
1.11]| para analizar las respectivas medidas espectrales. Sea f € C definida como en el Teorema
1.11} Los comportamientos asintéticos encontrados para S]{,(x, 0) son uniformes en z € X¢,

por lo cual se puede estimar Gy(f,0) y utilizar el Lema [L.10}

Si |fs] = 1, entonces Gy (f,0) < CN

(log(N))*"
Nz

Q(r) = r*(log(1/r))™™.

Si A, > 1, entonces G (f,0) < CN(log(N))2m= n2oss, (102D=1)

Q(r) = (log(1/r))2m=1)y20-Toeq, (1021)

Con estos calculos se ha demostrado el siguiente corolario.

Corolario 1.13 Bajo las condiciones del Teorema se obtienen las siguientes estimacio-

nes:

e 5i |0y =1, entonces o;(B(0,7)) = O (r*(log(1/r))*™) .

o Si|6s] > 1, entonces op(B(0,7)) = O <(log(1/r))2(’72_1) 7’2(1’1%91('92‘))) .

Observacion. El caso Pisot, i.e. |65] < 1, no presenta este tipo de decaimientos para la
medida espectral de la bola abierta B(0,7), pues en tal caso el sistema tiene espectro puntual

denso (ver [§]).
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Figura 1.3: Gréfico de N vs. S (%,0). En rojo: maximos para la suma de Birkhoff S{?(w,0)
en el punto fijo de la substituciéon ¢. En gris: valores de log(NV).

1.2.3. Estimaciones para w # 0

Recientemente se han encontrado estimaciones para w’s distintos de cero. En el trabajo de
Bufetov y Solomyak [7] se estiman las sumas torcidas utilizando productos de Riesz matri-
ciales, que terminan reduciéndose a productos de Riesz usuales. Esta técnica se utiliza para
obtener la siguiente estimacion de la suma torcida,

Teorema 1.14 (A. I. Bufetov y B. Solomyak [7f) Sea { : A — AT una substitucion
primitiva y aperiddica, y 0 el valor propio de Perron de S¢. Suponga que existe v € AT
una palabra comenzando con la letra ¢ € A y tal que para cada a € A se puede escribir
((a) = paveqa, para ciertas palabras p, y s, en el alfabeto A (posiblemente vacias). Sea f la
funcion indicatriz del cilindro [a]y, a € A. Entonces, para cualquierasa € A, v € X yw € T
existen constantes C1,Co >0 y A € (0,1), sdlo dependiendo de la substitucion C, tales que

[logy(N)—Co] |
Sy(@,w)l <N [T 1= Al @Iz

Jj=0

donde ||y||r/z denota la distancia de y € R al entero mds cercano.

De hecho en este articulo realizan dichos calculos (para un analogo continuo de la suma
torcida) en flujos de suspension sobre sistemas substitutivos uni-dimensionales, y encuentran
cotas de tipo Holder uniformes para la medidas espectrales de éstos en casi todo flujo, en el
sentido de las posibles configuraciones de los flujos de suspension que consideran, 6 desde el
punto de vista de tilings de R, de las dimensiones de los tiles. Estos conceptos son parte del
siguiente capitulo.

Ademas de necesitar otra nocién de suma torcida, es necesario generalizar la teoria es-
pectral expuesta en este capitulo para hacer sentido las medida espectrales en el contexto
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de flujos. Cuando s6lo existe una transformacion invertible 7" : X — X se pude considerar
esta como la acciéon de Z sobre un espacio X. Un flujo (uni-dimensional) es una familia de
transformaciones (h;)er, con hy : X — X para cada t € R. Se puede pensar en esta familia
como la accion de R sobre X. La teoria general se puede revisar en [19], y parte sera expuesta
en el siguiente capitulo en el caso de la accién de R?, d > 1. En particular se tiene que las
medidas espectrales, para el caso de flujos uni-dimensionales, tienen su soporte en R y no en
T como en el caso de la acciéon de Z.

Para enunciar el teorema de [7] respecto al modulo de continuidad de las medidas es-
pectrales, se definen de forma breve los flujos de suspension sobre sistemas substitutivos a
continuacion. Considere un vector de entradas positivas s = (sq,. .., S;,), indexado por el al-
fabeto A de una substitucion ¢. Sea (X, T') el sistema substitutivo asociado a la substitucion
¢ y considere la funcion F': X x R — X x R definida por F((z,t)) = (T'(z),t — s4,). El
flujo de suspensién es el par (XZ, (ht)ier) dado por el espacio de fase X{ y el flujo (hy)er
definidos por

X = (X xR)/ ~,
hi(x,t') = (z,t' +t) mod(~),

donde ~ es la relacion de equivalencia dada por (z,t) ~ (2/,t') si y solamente si existe n € Z
tal que F™((z,t)) = (2/,t'). Se puede identificar cada punto de X con un cubrimiento de R
con intervalos de largo s;, ¢ = 1,...,m. Finalmente considere el subconjunto de X¢ dado por
X, ={(r,t) € X |9 =ay0<t< s}, para a € A Sin entrar en mayores detalles sobre
estos sistemas (que se estudiaran en mayor generalidad en el siguiente capitulo), se enuncia
a continuacion uno de los resultados principales de [7].

Teorema 1.15 (A. I. Bufetov y B. Solomyak [7]) Sea ¢ : A — AT una substitucion
primitiva y aperiodica. Asuma que el valor propio de Perron de la matriz de incidencia de
admite un conjugado de Galois fuera del circulo unitario. Sea (XZ, hy) el flujo de suspension
auto-similar sobre el sistema substitutivo (X, T), i.e., tomando s un vector propio de Perron
de la matriz S¢, y 04 la medida espectral (en R) asociada a la funcion lys, para a € A.
Entonces, existe v > 0 tal que para cualquier B > 1 existen Cg,r(B) > 0 tales que

0q.(B(w,r)) < Cpglog(1/r)77,

para todo 0 <r <r(B),a€ Ay B <|w <B.

En el siguiente capitulo se introducen los conceptos basicos de sistemas de tilings de R?
(que generalizan los flujos de suspension) y se desarrollan las construcciones necesarias para
obtener en el Capitulo 3 una generalizacion del teorema anterior en el contexto de tilings
substitutivos de R?, que es el resultado principal de este documento. Claramente para hacer
esto también es necesario estudiar la teoria espectral de los sistemas para acciones de R
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Capitulo 2

Sistemas dinamicos de tilings

En este capitulo se resumen definiciones y resultados béasicos de tilings del espacio eu-
clideano y de los sistemas dindmicos asociados a éstos. Luego se enfoca la atenciéon en los
sistemas de tilings que emergen de una substitucion. Finalmente se introducen construcciones
analogas a las de [7] que serviran para generalizar en este contexto mas general el Teorema
en el capitulo siguiente. Para una introducciéon mas extensa se puede revisar por ejemplo
18] 6 [14].

2.1. Tilings del espacio euclideano

2.1.1. Definiciones béasicas

Se llama tile (de RY) a una tupla 7' = (supp(T), punc(T)) donde: supp(T) se denomina
soporte de Ty es un subconjunto de R? compacto e igual a la clausura de su interior, es
decir, int(supp(T)) = supp(T); v punc(T) es un punto del interior de T" al que se le dice
marca del tile. En el caso que fuese necesario diferenciar tiles de igual soporte y marca, se
puede agregar un tipo a cada tile, pero por simpleza de la notacién no se haré tal distincion
aqui.

Un patch P es es un conjunto finito de tiles cuyos interiores son disjuntos dos a dos. Su
soporte se define como supp(P) = (J,cp supp(T). Se define el trasladado de un tile 7" por
un vector € R? como el tile T+ z = (supp(T) + z, punc(T) + x). Para un patch P, su
trasladado viene dado por P+x = {T'+x|T € P}. Dos patches P y Q se dicen equivalentes
si existe € R? tal que P + 2 = Q, y se denota por P = Q.

Un tiling X (de R?) es un conjunto (infinito) de tiles tales que RY = (Jox supp(T) y
cada subconjunto finito de X forma un patch (sub-patch 6 factor). Se denota por Px al
conjunto de todos los sub-patches de un tiling X.

Para los fines de este trabajo sélo interesaran los tilings que cubren el espacio euclideano
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R? con trasladados de un conjunto finito de tiles. Sean T3, ..., T,, tiles no equivalentes dos
a dos. Se dice que el conjunto A = {T3,...,T,,} es un alfabeto y a sus elementos se les
llama prototiles. Denote por P4 el conjunto de todos los patches formados tinicamente por
trasladados de los prototiles en A.

Ejemplo. El tiling de Penrose es un ejemplo de tiling aperiddico (ver definicién mas
abajo) cuyos prototiles vienen dados por los rombos en colores y sus (finitas) rotaciones:
aquellas tales que los angulos que forman las aristas de los rombos tengan angulo 27n/10,
n=20,...,9. En particular #A4 = 20. En la Figura [2.1] se muestra un patch correspondiente
a este tiling.

Figura 2.1: Patch correspondiente al tiling de Penrose. Figura obtenida de
https://en.wikipedia.org/wiki/Penrose_tiling.

2.1.2. Espacios de tilings

Como se remarco en la seccion anterior, sélo seran de interés para este trabajo los tilings
que se componen de traslaciones de un conjunto fijo de prototiles A = {T},...,T,,}. Fijado
tal conjunto, se puede definir el full-tiling T4 = {X = {X;},., tiling |Vi > 1,X; € Pa}.
Se dota a este espacio con la siguiente métrica. Para un conjunto acotado K C R? y un
tiling X se denota por |K[* al conjunto {T' € X | supp(T) C K}. Se define la métrica Dist :
T A X T A — R por

Dist(X,Y) = min ( DX, Y), 1/v2)
D(X,Y) = inf {g > 0|3 e B0,2): 1B(0,1/6)X =1B(0,1/)[¥ + } .

En términos simples la métrica anterior considera cercanos dos tiling que coinciden en una
bola de radio grande después de una pequena traslaciéon. Se comprueba a continuacion la
desigualdad triangular. Sean 0 < o’ = D(X,Y) < D(Y,Z) =V y suponga o’ + b < 1//2,
pues en otro caso se obtiene el resultado trivialmente. Falta ver que D(X,Z) < a + b. Para
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estoseeligen 0 < e < 1/v2—d =V, a=d +¢/2y b=V +¢/2. Por definicion de D se tiene
que

1B(0,1/a)[* =1B(0,1/a)[¥ + ta, |t < a,
1B(0,1/0)[¥ =1B(0,1/b)[% + ty, [ts| < b.

Sea ¢ = a +b. Como 1/b < 1/a, entonces |B(0,1/a)[¥ N]B(0,1/b)[¥ =]B(0,1/b)[*. Combi-
nando ésto con las igualdades anteriores se concluye que |B(0,1/¢)[* = |B(0,1/¢)[* +to +t
y |ta + 1| < c. En consecuencia, D(X,Z) < c= D(X,Y)+D(Y,Z)+¢e. Como ¢ es arbitrario
se concluye.

Esta métrica no hace necesariamente a ¥ 4 un espacio compacto (algo deseable para utilizar
resultados clasicos de dindmica topologica). Para ésto es necesario una hipotesis adicional
sobre los tilings. Se dice que un tiling X tiene complejidad local finita (c.1.f.) si la cantidad
de sub-patches de X formados tnicamente por dos tiles es finita salvo traslacion. A menos
que se haga expreso lo contrario, siempre se asumira que todos los tiling de ¥ 4 tienen c.l1.f..
Con esta tltima suposicion se obtiene la compacidad.

Teorema 2.1 ([18]) Si T 4 es tal que sus tilings tienen c.lf., entonces la métrica Dist hace
al full-tiling un espacio métrico compacto. Ademds la accion de RY sobre T4 dada por T :
RY x Tp — Ty, (5,X) = X — s, es continua.

Una manera usual de asegurar esta condiciéon cuando se trabaja con tiles poligonales es la
de exigir que los tiles se intersecten cara a cara. Una nocién mas fuerte es la siguiente. Un
tiling X se dice repetitivo si para cada R > 0 existe M > 0 tal que para cualquier z € R?
se tiene que |B(z, M)[* contiene un trasladado de cualquier patch de la forma |B(y, R)[*,
para y € RY. Esta definicién tendra consecuencias en la dindmica (dada por la accién T') de

los sistemas que se revisardn mas adelante.

Ejemplo. En la Figura se muestra un patch de un tiling de R? hecho con traslaciones del
cuadrado unitario [0, 1]?>. Entre cada fila existe un desplazamiento irracional entre las caras
de los cuadrados. Es claro que ésto genera un tiling sin la propiedad de c.1.f.

Figura 2.2: Tiling de R? sin complejidad local finita.

Una tultima nocién que se va a exponer es la de periodicidad de los tilings. El grupo de
simetria de un tiling X es el conjunto de periodos Ax = {z € RY| X + 2 = X}. En el
caso particular en que Ax = {0} se dice que X es un tiling aperidédico. Esta propiedad
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de los tilings se volvera esencial en las secciones siguientes, ésto debido al resultado en [32]
que se utilizara més abajo, y que permite usar un analogo a la descomposicién prefijo-sufijo
(Teorema [1.12)) usada en el capitulo anterior, ahora en el contexto de tilings substitutivos.

2.1.3. Sistemas dinamicos de tilings

Se denomina traslacién a la accién de R? sobre T4 dada por I' : R? x T4 — T4 v que
se define por I'(s,X) = X — s. Sea X C T4 [-invariante (i.e., Vs € R? I'(s,X) C X). Una
medida de probabilidad p en X (endosado con la o-algebra de Borel B(X)) se dice invariante
(6 T-invariante) si Vs € R? y B € B(X) se cumple que u(I'(s, B)) = pu(B). Se dice que la
tupla (X, B(X), T, 1) es un sistema dinamico de tiling si ¢ es invariante. Al igual que en el
capitulo anterior si no existe confusion también se puede denotar este sistema por (X,T"). Una
sistema dinamico (X, B(X),I", 1) se dice ergodico si para cualquier B € B(X) que satisface
w(C(s, B)) = u(B) Vs € RY implica que u(B) = 0 6 u(B) = 1. Si existe una tnica medida
invariante para el sistema este se dice inicamente ergdédico.

Una funciéon f € L3(X, B(X), 1) se dice que es una funcién propia si cumple que existe
v € R? tal que para todo s € R?

f(T(s,X)) = eV (X)) pec.tp. X € X.

En tal caso se dice que v es un valor propio del sistema (X,B(X),I", ). Si las tnicas
funciones propias son las constantes, se dice que el sistema es débilmente mezclador.
También se dice que el sistema (X, B(X), T, ) es mezclador si para cualesquiera A, B € B(X)
se cumple que
Jim u(ANT(s,B) = p(A)(B).

Se define la 6rbita por I' de un tiling X como el conjunto Or(X) = {TI'(s,X) € T4 |s € R¢}.
Se dice que un sistema dindamico (X,I") es minimal si la 6rbita de cada X € X es densa en
X. A continuacion se enuncian sin demostracion dos resultados que revelan cémo influyen las
nociones de aperiodicidad y repetitividad de un tiling X en el sistema dinamico que engendra

(o)

Teorema 2.2 ([18]) Sea X un tiling con complejidad local finita. Entonces

(OF(X),F) es minimal <= X es repetitivo.

Teorema 2.3 ([20]) Sea X un tiling repetitivo. Entonces

Y € Or(X) es aperiddico <= X es aperiddico.

Estas propiedades basicas seran satisfechas por los sistemas de tilings de tipo substitutivo
que se introducen en la siguiente seccion y que son para este trabajo los de principal interés.
Una ultima observacion es que en los sistemas de tilings aperiddicos y repetitivos se puede
construir un sistema de torres, que es una generalizacion de la construccion de torres
de Kakutani-Rokhlin para los sistemas minimales de Cantor [2]. Como corolario de esta
construccion también se obtiene en dicho articulo el siguiente resultado.
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Teorema 2.4 ([2]) Sea (OF(X), F) el sistema asociado a la orbita de un tiling aperiodico y

linealmente repetitivo X, i.e., la constante M = M(R) en la definicion de tiling repetitivo sa-

tisface M(R) < LR, para alguna constante L > 0 que no depende de R. Entonces (OF(X), F)

es unicamente ergodico, con su unica medida invariante definida por las frecuencias de los
patches.

2.1.4. Tilings substitutivos y sistemas dindAmicos asociados

Sea L : R* — R? una aplicacion lineal expansiva, i.e., todos los valores propios de L
yacen fuera del disco unitario. Se dice que L es una dilatacién si L(z) = Az, para una
constante A > 1. Sea ademas A = {T},...,T,,} un alfabeto en el sentido de tilings que se fija
durante el resto de esta seccién. A continuacion se define una substitucion en el contexto de
tilings.

Definicion 2.5 Sean L expansiva y A un alfabeto como antes. Una substitucion con ex-
pansion L sobre el alfabeto A es una aplicacion ¢ : A — Py, que satisface supp(¢(T)) =
L (supp(T)). En palabras simples, la imdgen por L del soporte de un tile forma un patch con
trasladados de los prototiles.

Se extiende la definicion de la substitucion ¢ a tiles que son trasladados de los prototiles
por ((T; +x) = ((T;) + L(x), T; € A. Esto también permite extender la definicién a patches
y tilings por ((P) = Upep (1) ¥ ((X) = Upex ¢(T') respectivamente. En particular quedan
bien definidas las potencias de {, (" =(o---0o(.

Una substitucion ¢ con expansion L se puede interpretar como la composicion entre la
expansion L y una descomposiciéon como se define a continuaciéon. Considere el conjunto
LA ={L"'Ty,...,L7'T,,}, donde L™T; = (L™ (supp(T})), L~  (punc(1}))), T; € A. Es
sencillo demostrar que L' A es también un alfabeto en el sentido de tilings. Una aplicacion
C: A — Pr-14 se dice una descomposicion (perfecta) si satisface que para cualquier
T, ¢ A

supp(C(T5)) = supp(T).

Asi, abusando de la notaciéon, se puede escribir ( = LC' = L o C. Cabe mencionar que
descomposiciones no perfectas tambiém dan origen a substituciones (ver [I§]). Un tiling X
se dice auto-afin si X = ((X) y auto-similar si ademés L es una dilatacion. Se dira que la
substitucion ¢ es auto-afin/auto-similar si ( admite un tiling auto-afin/auto-similar.

Ejemplo. El Chair tiling es un ejemplo de tiling (aperioédico) proveniente de una substitu-
cion (en este documento no se adentraré en las consideraciones técnicas para la existencia de
tilings provenientes de substituciones, para aquello revisar [18]). La transformacion expansiva

en este caso es Lx = 2x, y la substitucion ( = LC' en cada prototile se representa en la Figura

m 3
H (andlogo en el resto de los prototiles dados por las rotaciones en 5 Ty 7)

Ejemplo. Una variacion del tiling de Penrose es el tiling de Penrose triangular introdu-
cido por Raphael Robinson. El alfabeto consiste de 40 prototiles dado por las 10 rotaciones
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Figura 2.3: Regla de substitucion de el Chair tiling.

ey

Figura 2.4: Iteraciones de la substituciéon del Chair tiling.

de los tiles mostrados en la Figura 2.5, Este tiling es auto-similar y su constante de dilatacion

1 )
+2\/_, solucion de p(zr) = 22

es p = — 2 — 1. Una patch de este tiling se muestra en la

Figura [2.6]

Otro concepto importante es el siguiente. Sea ( = LC' : A — P4 una substitucion. Un
tile T se dice que es un tile de orden k, para k € Z,siexistei = 1,...,m = #Ay x € R tal
que supp(T) = L*(supp(T;))+x y punc(T) = L*(punc(T;))+z. Se denotara al tile T por LFT;.
Se puede definir la substitucién de orden k sobre el alfabeto L*A = {L*Ty, ..., L*T,,}
por L*¢ : LFA — Priy, LFC(LFT;) = LF(C(Ty)).

Al igual que en el caso de substituciones uni-dimensionales se puede definir la matriz de
incidencia de una substitucion ¢ : A — P4 por S¢(i,j) = Namero de tiles equivalentes a
T; en ((T;), para 1 <1, j < m. Se dice que ¢ es primitiva si su matriz de incidencia lo es.

El espacio de tiling substitutivo asociado a una substitucion ¢ : A — P4 se define
por X, = {X € T4 |VP € Px, dz € Rin e N7, € A: P —x C ("(T})}. Al igual
que en el caso de los sistemas substitutivos uni-dimensionales del capitulo anterior, si ¢ es

una substitucion primitiva se tiene que X, = Op(X) para cualquier X € X.. En este caso
ésto es consecuencia conjunta del Teorema y el Teorema 5.8 en [18], que establece que
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Figura 2.5: Substitucion de los prototiles del tiling de Penrose triangular. Figura de
http://tilings.math.uni-bielefeld.de/substitution/robinson-triangle/.

cualesquiera X,Y € X, son localmente isomorfos: Op(X) = Or(Y). Otra acotacion es
que si existe un tiling X € X, aperiodico, entonces por el Teorema cualquier otro tiling
del sistema es aperiddico. Se dice en tal caso que la substitucion ¢ es aperiodica.

En la siguiente seccion se utilizara la particion X, = (J;-, X1,, donde X1, = { I'(s,X) € X |
T; — punc(T;) € X, s € int[supp(T; — punc(T;))]}. Para un analisis mas extensivo sobre la es-
tructura topologica/geométrica del espacio X se puede revisar [5].

Si p1 es una medida I'-invariante en X, entonces se dice que la tupla (X¢, B(X¢), T, p) es
un sistema de tiling substitutivo asociado a (. De hecho si ( es primitiva y auto-similar
entonces p estd inicamente determinada: debido a que un tiling auto-similar de (, X, es
linealmente repetitivo (ver [32]), el Teorema implica que p es la tnica medida invariante
de X, = Or(X). Si la substitucion es solo auto-afin el sistema también es inicamente ergoédico

(I18]).

Como el interés del capitulo siguiente recaera en los sistemas de tilings subtitutivos débil-
mente mezcladores, no estd demas mencionar que éstos nunca son mezcladores.

Teorema 2.6 (/31]) Sea ( : A — P, una substitucion auto-afin. Entonces el sistema
(X¢,T) no es mezclador.

2.2. Sumas torcidas y medidas espectrales para sistemas
de tilings

2.2.1. Definiciones y construcciones

Luego de esta breve introduccion se puede pasar a las construcciones necesarias para el
estudio de los analogos de las sumas torcidas definidas en el capitulo anterior y de las medidas
espectrales. Las lineas siguientes son basicamente las de [7], adaptadas al caso de tilings
substitutivos. Este es el contexto en el que se trabajara de aqui en adelante: ( : A — P4 una
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Figura 2.6: Patch correspondiente al tiling de Penrose triangular. Figura de
http://tilings.math.uni-bielefeld.de/substitution/robinson-triangle/.

substitucion primitiva, aperiodica y auto-afin de un alfabeto A = {T7,...,T,,}. El sistema
dindmico substitutivo con el cual se trabajard por el resto del capitulo se denotara por
(X¢,B(X%;),T, ). Las definiciones tendran sustento en la teoria espectral que se desarrollara
en la seccion posterior a esta.

Se recuerda al lector que se denota por |F[* al conjunto de los tiles de un tiling X € X,
que estan contenidos en F' C R?, al cubo [0, R]¢ por Cr y a la aplicacién t € R — e~ 2™ por
e[t]. Ademas se utiliza - para el producto interno usual en R?. Sean f € L*(X¢,B(X¢), 1) y

w € R?% La suma torcida de Birkhoff se define por

f W) = elw S (@] S S
SH(X,w) /CR[ I o T(s, X)ds,

para R > 0. También se utilizara recurrentemente:

1 1
Gr(f,w) = 2allSEC ) Fa e meom = T . SEY,w)SH(Y, w)dp(Y).
¢

Se definen a continuacién puntos de referencia para tiles y patches. Sea {vi,...,v4} una
base de R? y considere las aplicaciones m; : R? — R, 1 < i < d, que entregan la i-ésima

coordenada en esta base, y los hiperplanos afines H; = {x = Z;l:l ajv; € R, = y} Se

define el punto de referencia de un patch P, denotado por ref(P), por
i (1€ foy....0,(P)) = inf {y eER| Hé N supp(P) # @} )
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)
U1
0 7€ for0,(P)
Figura 2.7: Referencia de un patch.
Se omite el subindice de la base {v1,...,v4} si no hay confusion.

Sean P = {P,...,P,} un patch, T; € Ay w € R% Se define el factor de estructura
por

Z 5TZ,P elw - (punc(P;) —ref(P))],

donde se define 7. = 1 si T, S son tiles equivalentes y cero en caso contrario. La verdad es
que existe una relacion sencilla para los factores de estructura dependiendo de las distintas
definiciones que se pudiesen dar para la referencia de un patch: si ref(-), ref’(-) son dos
elecciones de referencias para los patch y ®, ® son los respectivos factores de estructura
calculados con esas referencias, entonces de la definicion es simple obtener que e[w- (ref’(P)—
ref(P))|®(P,w) = &;(P,w), de lo que se deduce |®,(P,w)| = |®;(P,w)|. Debido a esto, al
acotar el factor de estructura no intervendra la referencia que se ha escogido, lo cual servira
para alivianar algunos calculos posteriores. En este mismo sentido también se redefinen los
representantes 7; de los prototiles como las traslaciones tales que ref(7;) =0,Vi=1,...,m

A continuacién se analiza la suma torcida de Birkhoff para f = 1z, de donde se puede
apreciar como interviene el factor de estructura. Sean |Cr[*= {X1,..., Xn}, 2; = punc(X;)
y y = punc(T;). Se tiene,

ST(X,w) :/ elw - s]f(X — s)ds+/ elw - 8] f(X — s)ds
supp(]Cr[*) Cr\supp(JCr[¥)

J/

—A(R)

/ elw - slds + A(R)
supp(X

HMZ IIMZ

/ elw- (s+x; —y)lds + A(R)
supp(X;)—zj+y
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[
WE

o, [ el (s~ y)lds + AR
supp(T;)

1

/ - elw- (s+ref (|Cr[®) —y)] ds ZéT%Xje [w- (z; —ref (JCr[X))] + A(R)

<.
Il

elw - slds ®; (|Cr[*,w) + A(R).

/supp(Ti )+ref(JCr[X)—y

Mas adelante se mostrara que A(R) es un error de orden R4~! (Lema . Por otro lado, la
integral que multiplica el término de estructura se puede acotar por el volumen de supp(T;).

La propiedad principal del término de estructura, que permitira hacer la descripciéon de
éste, viene dada por la siguiente expresion y se deduce directo de la definicion. Sean P y Q
dos patches, entonces

P, (PUQ,w) =clw: (ref(P) —ref(PUQ))|P;(P,w) + (2.1)
elw- (ref(Q) —ref(PUQ))®:i(Q,w).

Una ultima observacion sencilla sobre el factor de estructura es que es invariante por trasla-
ci6n: para cada x € R? se tiene que ®;(P + z,w) = &,;(P,w).

Para concluir la seccion se estudia el factor de estructura para tiles de orden n. Considere
T; € A. Si ¢((T;) = {S1,...,Sn,}, entonces ("(T}) = UlN:J1 ¢"71(S)). Utilizando (2.1)) en esta

unién se obtiene

O = efw (ref(CHS)) — ref (CHT)))] RS, w)
=> «m (ref(C"H(S)) — re f(CH(THN@(C (L), w).

Esta tltima expresion es el producto de dos matrices que se definen a continuacién y que son
esenciales para realizar las estimaciones siguientes. Sean T;,7},T}, € A, w € Ry ¢ (1) =

N; o .
;21 Si- Se definen las siguientes matrices de m x m con entradas en C.

I (W) (k, ) =‘1>-(C"(Tk) w),
M, ZéTk sielw - (ref(C"(S1) — ref(C"(T3)))].

La igualdad anterior dice que I1,,(w) = M,,—1(w)II,,_1 (w) y por definicion se tiene que I1y(w) =
Diag(e|w - punc(1y)], ..., e[w - punc(T,,)]). Se obtiene finalmente que

I, (w) = My_1(w) ... Mo(w)p(w).

2.2.2. Medidas espectrales de sistemas de tilings

Para concluir este capitulo se hace un pequeno recuento de teoria espectral de sistemas
dindmicos. El caso en que la dindmica proviene de la acciéon de Z, por medio de una tnica
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transformacion del espacio, se analizo en detalle en el Capitulo 1. La generalizacion de esta
teoria a la acciéon de un grupo arbitrario es atin un problema sin respuesta general. Un caso
en que si se generaliza de forma satisfactoria es en el caso de un grupo localmente compacto,
segundo contable y abeliano, como lo es el caso de (RY, +).

Sin entrar en detalles (que escapan fuera de los objetivos de este trabajo y se pueden
revisar en [12] y [19]), se puede mencionar que la generalizacion se basa en la teoria de
representaciones unitarias de grupos en espacios de Hilbert: Una representaciéon de un
grupo G en un espacio de Hilbert V' es una aplicacion p : G — U(V') de G en el grupo de
operadores unitarios de V' tal que para cualesquiera u € V' y g € G la funcion g — p(g)u,
de G en V, es continua. Un teorema general de esta teoria dice en términos simples que
cualquier representacion se puede descomponer en una suma (posiblemente continua) de
representaciones irreducibles. Para el caso de grupos abelianos, se puede demostrar que el
grupo de representaciones irreducibles se identifican con el grupo de caracteres del grupo:
los homomorfismos continuos del grupo en C. En el caso de R? el grupo de caracteres es
isomorfo R? y son exactamente las aplicaciones &, : © € R? — e[—w - 7], para w € R%.

La descomposicion en representaciones irreducibles mencionada anteriormente para el caso
de R? se hace por lo descrito recién a partir de los caracteres, y finalmente es lo que da origen
a las medidas espectrales, que son medidas en el grupo de caracteres. Esto se puede comparar
con la accion de Z ya estudiada, en donde las medidas espectrales tenfan soporte en T, que es
de hecho el grupo de caracteres de Z. A continuacion se enuncia el Teorema espectral que
resume de forma mas precisa los hechos generales recién comentados (se hace en el contexto
de interés para este texto: sistemas de tilings provenientes una substitucion).

Teorema 2.7 ([19]) Sea f € L*(X¢, B(X¢), p). Existe una medida oy en R llamada medida
espectral asociada o f definida por su transformada de Fourier 6;(x) = [q e[—w-]dos(w) =
(f o D(x,), 2@ B, V& € RY Ademds la aplicacion J = (X — T'(z,X)) = (w —
e[—w - z]) se extiende a una isometria entre un subespacio cerrado de L*(X¢:,B(X¢), 1) y

L2(RY, B(RY), o).

Anélogo a los Lemas y [L.10} el siguiente lema relaciona el crecimiento de la medida
espectral o7 con el de la suma torcida de Birkhoff S% (X, w).

Lema 2.8 Sea 2 :[0,1) — R wuna aplicacion continua no decreciente con Q(0) =0, Ry > 0
tal que Gr(f,w) < CR¥Q(1/R), para todo R > Ry, f € L*(X¢,B(X¢), 1) y w € RY. Para

cada r < T denota [w; — r,wy + 7] X+ X [wg — r,wg + 1] C R por C¥. Entonces se
0
tiene que
o mHEC
or(Cy) < 1 Q(2r).

DEMOSTRACION. Se realizan calculos analogos a los ya realizados en la demostracion de los
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Lemas y

GR<f7W> = <S{2('7w)7 IJ;(VW»LQ(XQB(XQ),#)

5
Joh
Jo b

- UCR % /CR ef(w = A) - (s —t)lds dt} dos(\)

Kj'é(wl — )\1, e, We — )\d)dO’f()\),

R4

s=)(fol(s—1t,-), f)re@. B mds dt
)]

By

s—t

P =g

(
( /Rd e[=A- (s —t)|dog(N)ds dt

Il
T

donde K@(wy — Ai,...,wqg — Ag) = Hle Kr(w; — A;) es el kernel de Fejér d-dimensional y

1 2
Kgr(z) = = [M ([7]). Utilizando las mismas estimaciones que en el Lema H se
muestra que si Vi = 1, ..., d se cumple que |w; —\;| < 1/2R, entonces K&(w—\) > (4R)?/x*
Definiendo r = R < Q_Ro se obtiene
w 7T2d d
or(Cy) < Ry KR(wl — Ay oy wa — Ag)dop(N)
2dC
2d
< 1 09(27”)
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Capitulo 3

Estimaciones sobre sumas torcidas de
Birkhoff y medidas espectrales

El resultado principal de este capitulo (y del documento) es el Teorema que es una
generalizacion del Teorema m para sistemas dindmicos de tilings substitutivos de R¢, pro-
venientes de una substitucion primitiva, aperidédica y auto-afin ¢ : A —> P4 satisfaciendo
ciertas hipotesis técnicas.

El capitulo se organiza de la siguiente forma. Primero se presentan estimaciones para las
sumas torcidas y el factor de estructura, para después pasar a estimar las medidas espectrales.
En la ultima seccion se presentan ejemplos de espacios de tilings en que se pueden utilizar
los resultados aqui expuestos.

Las hipotesis y notacion que se asumen para cada resultado en todo el capitulo son las
siguientes, a menos que se haga explicito lo contrario. Sea ( = LC : A — P4 una substi-
tucion primitiva, aperiodica y auto-afin de un alfabeto A = {T3,...,T,,} con prototiles Tj
elegidos tales que ref(T;) = 0, 7 = 1...,m. Se denotara por (X¢,B(X¢),T', 1) el sistema
dindmico substitutivo asociado a (.

3.1. Crecimiento de S{-{(X,w)

3.1.1. Relacion con el factor de estructura

En esta seccion se exponen desigualdades respecto al factor de estructura y S IJ;(X, w), que
se utilizan luego para encontrar las asintoticas para las medidas espectrales. Antes de comen-
zar se enuncia un aspecto importante de los sistemas de tilings substitutivos aperiédicos, que
generaliza los trabajos de Mossé sobre reconocibilidad en substituciones uni-dimensionales y
que fueron esenciales en el Capitulo 1 para realizar las estimaciones de la suma de Birkhoff.
Recordar que el grupo de simetria de un tiling X de R? es el conjunto Ax es el conjunto
de los z € R? tales que X +z = X, y en el caso que X € X¢, como todo los tilings son
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localmente isomorfos, el grupo de simetria es el mismo para cada tiling del espacio.

Teorema 3.1 (Solomyak B., [32]) Sea  una substitucion primitiva y auto-afin, y A el grupo
de simetria de un tiling de X¢. Entonces para cualesquiera X,Y € X¢

(X)=(Y) <= X=Y+z, xze€A

En paticular, ¢ como aplicacion de X; en si mismo es inyectiva si y solo si cada X es
aperiodico, i.e., si ( es aperiodica.

Sea X € X, un tiling y P € Px un sub-patch de X. EI Teorema permite descomponer
P como la union de tiles de orden k = 0, ..., n. En efecto, para cada k > 0 el siguiente mapeo
queda bien definido desde que ( sea inyectiva.

Tk : %ch — %Lk‘HC'

Para el tiling X se definen X(© = X y X®*) =71, _; 0---0Yy(X). Se puede descomponer de
manera tnica P = |Ji_, R*(P), donde n es el primer entero tal que |P[X"" = @ y se definen
inductivamente

RH(P) = ]P[X(") y Rk(P) _ ]P[X(k) \ ]Supp(Rk+1 (P))[X(k) '

En palabras, R¥(P) es el conjunto de los tiles de orden & contenidos en supp(P) cuyos tiles
de orden k 4 1 en los que estan contenidos no se encuentran contenidos en supp(P).

El lema siguiente establece que a fin de estimar las sumas torcidas de Birkhoff basta
estimar el término de estructura para patches de la forma ¢"(7}), para T; € A.

Lema 3.2 Sean f = 1y, la indicatriz del conjunto Xr, y 6 el valor propio de Perron de S¢.

Para w € R? se asume que existen 1 < £ < |\1], donde \; es el valor propio de L de mdzimo
valor absoluto, y una sucesion (F,(n)),>o tal que para todo T; € A se satisfacen

F,(n)

¢ < Fy(n+1) < Fu(n).
o [0:(¢"(T5),w)| < #C"(T}) Fuu(n).
Entonces existen constantes Cy, Cs, solo dependiendo de ¢, tales que VX € X¢:

[SH(X,w)| < CLRF,(|log)y, (R) — Co]) + C1R*.

DEMOSTRACION. Por el Teorema se tiene |Cr[*= Ui_, R*(JCr[*). Sea Dy €l didmetro
maximo entre los soportes de los prototiles y Vi, el volumen minimo de estos. Se denota
ademés por U(0Cg,r) al conjunto de los puntos a distancia menor o igual de r de dCg, la
frontera de C'r. Note que Cr \ supp(|Cr[*) C U(OCR, Dyaz)- En términos de la medida de
Lebesgue en R?, que se denota por £%, se deduce que
[’d (CR \ Supp(]CR[X)) S ‘Cd(U<aCRa Dmaa:))
S (R + Dmax)d - (R - Dmax)d
S Mle_17
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donde la constante M; no depende de X y se puede tomar independiente de R. Luego, como
se habfa mencionado se puede hacer que el error A(R) = |, O\ supp(CpX) €W 1xy, (X —s)ds =
O(R41). Si se define A = supp(T;) + ref(JCr[X) — punc(T;), este conjunto tiene volumen
acotado por una constante K que no depende de X ni de R como se mencion6 anteriormente.
Asi utilizando y la invarianza por traslacion del factor de estructura se obtiene que

1SKK. )| < | [ el slds| [0 (1Ca¥,)] + [A(R)
A
n_ #R*(Cr[X)
<KDY 1D (CH(XF) + 2y, w)| + O(RTY);, XFe Az eR?
k=0 =1

=l,...

=1l,...

<K Y #RM]CR[) max #CH(Ty) Fu(k) + O(RT),

la dltima igualdad debida a la hipdtesis. Como ( es primitiva, se puede estimar el crecimiento
de méx =1 #C*(T}). Por el Teorema de Perron-Frobenius (ver [29]) existen constantes ¢,

77777

=1,..., =1,...

Utilizando la primera de las hipotesis sobre F,(n) se obtiene

[SEX,w)| < K Y #RMCRX) méx #¢*T; F,(k) + O(R*)

j=1,....m
k=0

< Key En: #RF(1CR[*)0" Fu (k) + O(RY)

< Key Y #RF(CR)0*F & F,(n) + OR')

k=0

Se mayora #R¥(JCz[*) con el mismo argumento usado para A(R): como supp (R¥ (]Cr[*)) C
U(0CR, Dmam|>\1|k+1), se tiene que

LYU(OCR, Diax M)
k X < ) max
#R (] OR[ ) = Vminek

[(R + Dmax‘)‘l‘kJrl)d - (R - Dmaz‘Al‘kJrl)d]'

1

<
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Introduciendo esta desigualdad en la anterior se obtiene,

n

K
SR, < S 2€Fa(n) D OIR + Daa M) = (R = D)™ + O(R)
min k=0
d d
NP R R
- M2£an(n) Z | 1l|c ( k + Dma:c|)\1|> - ( k Dmax|)\1|>

k=0 |>‘1| |)‘1|

+ O(RY

n - |)‘1|kd Rdil
< Mpg"Fi(n) Z ¢k (A=)
k=0 Al

< MyR“YE, ()| \]" + O(RTTY),

+ O(R™)

donde la constante M, puede tomarse independiente de R.

Sea D, €l didmetro de la bola mas grande que se puede inscribir en todo prototile, luego
como existe al menos un tile de orden n inscrito en C'g, necesariamente el diametro de este
dominio excede Dynin|Ai|", i€.; Dpin|M|" < VAR implica que |M|* < MsR. Por otro lado,
debido a que no existen patches de orden n + 1 contenidos en Cg, debe cumplirse necesa-
riamente que R/2 < Dynae| M |"™". Reordenando esto se encuentra que [log)y,|(R) — C2] <n
para una constante universal C5. Reemplazando en la tltima desigualdad y definiendo C}
como la constante adecuada se puede concluir:

|S5(X, w)| < MyR*™E, ()| \]" + O(R)
< MyR™'F,(|log)y,|(R) — Co])MsR + O(R™")
< OleFw(UogM(R) — Cy]) + O(RY).

]

El siguiente resultado es clave para el resto de las estimaciones, pues es una primera cota
para el factor de estructura en los patch de la forma ("(T;). Para A € R se denotara por
[|Al] = ||A||r/z la distancia A al entero mas cercano. Se dira que un patch V es un patch de
retorno a un prototile T; € A si V contiene exactamente dos trasladados de T;.

Proposicion 3.3 Suponga eziste T), € A tal para cada prototile T; se puede escribir ((T;) =
P/ UVIUQ/, donde V7 es un patch de retorno a Ty, equivalente a un patch de retorno a
Ty fijo denotado por V, Vj = 1,...,m. Denote ademds, para cada j, VI = {Vlj,...,VTj},
conr = #VIi = #V y VJ = Vi = T,. Entonces existen constantes ¢ € (0,1), K > 0,
dependientes sdlo de la substitucion , tales que VT;,Tj € A y w € R%.

|©:(¢" (1), w)| < K#¢"(T5) 1:[ L—cllw- (ref(¢"(V)) —ref(C(VI))II”

Observacion. La hipotesis de la proposicion anterior de que exista un tal patch de retorno
R puede omitirse, pues al suponer que la substitucion ( es primitiva eventualmente tal patch
aparecerd en cada ('(T}) para algin | € N y el sistema X, es el mismo al cambiar ¢ por (.

36



DEMOSTRACION. Por comodidad se escribe S = S y se omiten los w de las matrices M, (w) y
I1,,(w). En primer lugar se estima el valor absoluto de la entrada M, (j, k) para un j arbitrario
fijo. Por la descomposicion que se tiene en la hipotesis se conoce dos tiles equivalentes a T},
en la descomposicion de ((7}): V/ y V. Por lo tanto, como el niimero de términos en la suma
es en total S'(j, k), se tiene que,

(Mu(5. k) < S, k) = 2+ | efw - (ref(C"(V])) = ref(C™HH(T))] +
elw - (ref(C"(VY)) —ref(¢H(T))))]] |
<S'(jk) =24 [L+elw (ref(C"(VY)) = ref(C"(VIN)I

< 8'(.k) ~ gllo- (ref(C (V) — ref(C VNI (3)
I
2

La demostracion de la desigualdad |1 + e[7]| < 2 — , para 7 € R, utilizada en (3.1)), se

encuentra al final de la demostracion.

Considere z € R™ de coordenadas positivas y denote Nl la matriz con entradas los valores
absolutos de una matriz A, entonces debido a la desigualdad anterior se tiene que

NE

Mz (5) < IM(G, Dz (1)

=1

NE

87,0 (1) — gl - (ref(C" (V7)) — ref(C" (Vi) (k)
—ele] o - (ref(C"(V2)) — ref (CUOVIN)IP) S (),

donde la constante £[z] se puede tomar como

A~ =~
=l

<

fv(k)

’S[-T] - 2m méXlJ/:l

.....

Como II,, = M,,_1.. . Molly y ! = Id, entonces
() < MLy Mg

donde T es el vector con todas sus entradas 1guales a 1. Asi, utilizando inductivamente en
este producto la tltima desigualdad para 2 = 1 se obtiene la desigualdad por coordenadas

I (o6 < (ST ] ]t =€l lw - (ref (V) = ref(CVINIP).

Para obtener la desigualdad requerida se nota que por Perron-Frobenius (§*)"1 < K#(" (TJ)T
para una constante K > 0, s6lo dependiente de la substitucion (. Por el mismo teorema se
tiene que ¢ = inflzog[(st)lf] > 0, pues #("(T;) ~ 6", VI =1,...,m, para 6 el valor propio
de Perron de S. Esto concluye la demostracion modulo . Para probar ésto observe que:

[l

1. |1+ e[r]| = 2cos(r||7]]) < 2 — =2||7||* + 15 Y

37



]l TP e [l | S T 22 — 2L

2. - < —— = < (72 =<1 <7z
[ L < 2Dl =T < 1y w2 < v
Reemplazando 2. en 1. se obtiene (3.1]). O

Utilizando la proposicion anterior se puede obtener una primera estimacion de la suma
torcida de Birkhoff, resultado que se establece a continuacion.

Proposicion 3.4 Considere las hipdtesis y notacion de la Proposicion (3.5 Eziste una cons-
tante K' > 0 tal que para cualquier X € Xc yi=1,...,m, si f = Lx,, se tiene que
[logx, | (1) —C2]
[SEXw) < K'RY [T 1—dllw (ref (V) —ref (VNI

=0

donde la constante sélo depende de (.

DemosTRACION. Se define F,(n) = [}, 1—c||w-(ref(¢' (V7)) —ref(CH(V)))||?. Disminuyendo
la constante ¢ se puede exigir que ¢ < (|A] — 1)/(JA\1] + 1), con lo que se puede tomar
¢ = (|]M\] +1)/2, y concluir directamente del Lema En efecto, la segunda condicion del

Lema se satisface por la Proposicion , y como 1 —c¢ >

entonces

|A1] +1

F,(n) 2F,(n)
= < F,(n)(1—c) < F,(n+1).
= R SR -9 <R+ )
Disminuyendo nuevamente la constante de ser necesario es sencillo mostrar que el error no
interviene en la desigualdad para R — oo. O]

Observacion. La proposicion anterir entrega una forma de obtener decaimientos para la
medida espectral de tipo Hélder uniformes en ciertos conjuntos definidos por propiedades
diofantinas. Se define, para €, > 0, el conjunto

Ees(¢) = {w € R lim inf #0<isn—1: - (ref(f(W)) —ref (' (VI > 0} 5}‘

Si w € = 5(C) se tiene que para n > ng = np(w)

1:[ 1L —cllw- (ref(¢"(V7) = ref(C' (V)P < (1 —cd®)"™.

Por la Proposicion [3.4] se deduce que para R > Ry,

sup [S4(X, w)| < K'RY(1 — ¢5%)= (108 (=C2)
XG:{C

_ K/Rd|/\1 |(1—C(52)5<10g‘)\1‘(R)—C’2)

— K/RdRIng‘ll(l_CéQ)e
< KR,

38



para o = d + € log), (1 — ¢6*). Finalmente basta aplicar el Lema 2.8 con Q(r) = r**~>*, para
deducir que para una constante C' > 0 se tiene que:

af(Cf)gCrﬂ, B =p5(Ced) =2d—2a>0.

3.2. Modulo de continuidad para oy

La siguiente seccion tiene por objetivo presentar el resultado principal de este trabajo que

es obtener estimaciones para el decaimiento de las medidas espectrales o; = 01y, s denomi-

nadas medidas de correlaciéon, para w’s #0y 7 =1,...,m. Antes de enunciar el resultado
se hacen algunos comentarios sobre el méximo tipo espectral y de las posibles aplicaciones
de este resultado.

3.2.1. Maximo tipo espectral y conjugacion

Antes de pasar a la demostracion del resultado principal sobre el decaimiento de las medi-
das de correlacion o;, en esta seccion se muestra el hecho de que en realidad para el contexto en
que se esta trabajando basta con conocer como se comportan estas medidas, por la caracteri-
zacion que se tiene del maximo tipo espectral 0,,,,: la inica medida (salvo equivalencia por
absoluta continuidad, denotada por ~) que satisface que para cualquier f € L*(X, B(X), i),
0f <K Omaz, Y que para cualquier otra medida o satisfaciendo esto dltimo se cumple que
0 K Opmaz- Esta medida es de mucha relevancia en el estudio de sistemas dinamicos por ser
un invariante de equivalencia espectral y en conjunto con la funcién de multiplicidad son un
conjunto completo de invariantes (ver [19]). La caracterizacion de ésta en términos de las
medidas de correlacion se establece en sistemas de tilings substitutivos uni-dimensionales en

I7].

El Teorema permite realizar la siguiente particién (en medida) del espacio X, en tiles
de orden k. Para cada k£ > 0 se tiene que

XC = Uka(Tz)7 con
i=1
Xewry) = {F(S,X) € X | CF(Ty — punc(T;)) € X y s € int[supp(CF(T; — punc(TZ)))}} )

Esta particion genera un sistema de torres {8} x>0 = {{T(UF, €¥)}™, }1>0 para el sistema
(X¢,T), donde

Uk = {5 € R?| s € int[supp(C*(T; — punc(TZ)))]}
y
¢F = {X e X | T — punc(T;)) € X}.

Sin entrar en detalles de esta construccion (que se pueden revisar en [2]), se puede probar
que €F es un espacio de Cantor cuyo diametro diam(€F) N\, 0 cuando k — oo, para cada
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i=1,...,m;y que conjuntos de la forma {T'(B(s,¢),X)|e >0, s € 4 y X € €F} generan
la o-algebra B(X;) (estructura de laminacion de X;). Debido a la caracterizacion antes men-
cionada para el maximo tipo espectral en dimension d = 1, es de esperar que se tenga una
caracterizacion de éste del siguiente tipo, aunque no se demuestra aqui.

Conjetura 3.5 Denote por opq, el maximo tipo espectral, entonces

—k
Omaz ™~ E 270
36(’“(Tz‘)

k>0
1<i<m

Note que las sumas torcidas de Birkhoff para las funciones de la forma f =1 , para

X,k
CR(Ty)
k > 1, se pueden estudiar de manera analoga a la de las funciones 1y,. .

3.2.2. Teorema principal

El decaimiento de las medidas de correlaciéon no puede ocurrir en la vecindad de un valor
propio del sistema, por lo que por simplicidad se trabajara en sistemas de tilings substitutivos
débilmente mezcladores que carecen de valores propios ademas del trivial. También sera
necesario para la demostracion del resultado principal distinguir cuales aplicaciones lineales
pueden ser la expansion de una substituciéon. Debido a ésto se presentan a continuacion
algunos resultados de la literatura que responden parcialmente estas interrogantes. Primero
se caracterizan las expansiones de substituciones.

Teorema 3.6 (Kenyon R., Solomyak B., [22]) Sea L una aplicacion lineal de R? diagonali-
zable (sobre C), que es la expansion de una substitucion. Entonces se satisfacen:

1. Cada valor propio de L es un entero algebraico.

2. Si A1 es un valor propio de multiplicidad ki y Ao es un conjugado de Galois de A\ de
multiplicidad ks, entonces |\1| > |Xo| 6 Ag es valor propio de L y ks > k.

Observacion. La reciproca del Teorema también es valida en dimensiones d = 1y
d = 2. Si una aplicacion L satisface la segunda condicion se dice que L es una expansion de
Perron. En este documento se trabajaré en el caso diagonalizable, aunque ésta no es una
condicion necesaria: El siguiente resultado generaliza el anterior (se generaliza la nocion de
expansion de Perron en el teorema ademaés).

Teorema 3.7 (Kwapisz J., [2)]) Si L : R — R? es la expansion de una substitucion para
la cual existe un tiling auto-afin, entonces:

1. Los wvalores propios de L son enteros algebraicos.

2. La expansion es de Perron.

Los siguientes resultados exhiben condiciones para que el sistema (X, B(X¢),I", ) sea
débilmente mezclador. Se dice que un conjunto de enteros algebraicos A es una familia de
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Pisot si para cada A € A se cumple que si v es un conjugado de Galois y v ¢ A entonces
|v] < 1. En caso contrario se dice que A es una familia no-Pisot.

Teorema 3.8 ([25]) Sea X¢ un tiling de R auto-afin de una substitucion con expansion L.
Suponga ademds que todos los autovalores de L son conjugados de Galois de igual multipli-
cidad. Entonces son equivalentes:

1. Los valores propios de (Or(Xo),T') forman un conjunto relativamente denso de R.

2. El espectro (L) es una familia de Pisot.

3. El sistema (Or(Xo),I") no es débilmente mezclador.

Si un conjunto de enteros algebraicos A se puede particionar A = A;U---UA,, donde cada
A; es una familia no-Pisot de enteros algebraicos conjugados, se dice que A es una familia
totalmente no-Pisot.

Teorema 3.9 ([18]) Sea ¢ = LC una substitucion primitiva e inyectiva cuya expansion L
es diagonalizable y totalmente no-Pisot. Entonces (X¢,1") es débilmente mezclador.

Ahora se puede enunciar el teorema principal del documento.

Teorema 3.10 Suponga que la expansion L es diagonalizable en R, definida positiva y su
espectro Y.(L) se compone de conjugados de Galois tales que existe al menos un conjugado
que no estd en el espectro y que se encuentra fuera del circulo unitario en C (en particular
Y(L) es una familia no-Pisot). Suponga (s.p.g.) que para el valor propio A1, de multiplicidad
my, se tiene que el vector v = ref(VI) — ref(V{) (tal y como en la Proposicion Y un
w € RY satisfacen 1/e > |wivy + -+ + Wy, Uy | > € para un e > 0. Entonces existen constantes
C. >0y~ >0 tales que

or(Cy) < Colog(1/r)™, 1 \,0.

DEMOSTRACION. Para alivianar la notacion, en lo que sigue se consideran los vectores siguientes
para j=1,...,myl>0:

Vi=ref(('(V2) —ref(('(VY), V' =

En los casos siguientes, estos vectores realmente no dependen de 7, por lo que se omite dicha
dependencia.

Caso 1: L = Mdga, A > 1.

En este caso se toma para la referencia los vectores canénicos de R?, con lo cual se tiene
que para un tile T: ref(CY(T)) = Liref(T) = Nref(T), por lo que

[l - V| = [[\w - o]

Este caso se trata exactamente como en el trabajo [7] y en particular como el siguiente caso
que se analiza a continuacion.
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Caso 2: L = Diag(\y,...,\), donde cada A; > 1 es de multiplicidad m;. El polinomio
minimal de éstos (de la hipotesis son todos conjugados de Galois) se denota por ¢(z) =
zh — bu71xu—1 — e bo € Z[.T]

En este caso se toma para la referencia de cada patch la base de vectores canénicos de R,
con lo cual se tiene que para un tile T: ref(¢Y(T)) = Liref(T), por lo que

[lw - V| = [lw - L'v]]

= 1AL (wrvn + - o Wiy Vi, ) o A (@i 41Vaomy 1+ o+ wava)|

=t =t}

= [t A 4 AL

De la hipétesis del enunciado se tiene que t; > 0. Por el momento se asume que t; > 1. Se
puede escribir para [ > 0

A A N = e,

parap, € Z, —1/2 < g < 1/2. Como q(A1) = - -+ = q(Ay) = 0 se tiene la siguiente recurrencia
entre los p; y €, para k >0

Putk + €urk = bu1(Du—14k + Eu—14k) + -+ + bo(pr + €k)
= Dutk — bu—1Du—14k — - — boPr = —€utk + bu—16u—14% + - - + bock.

Como el lado izquierdo de la tltima igualdad es un ntimero entero, si se cumple que max j—g,..
lektj| < 6= (1+uH)" con H= Height(q) = méx{|bo|, ..., |b.—1|} la altura de ¢, entonces
esta expresion es nula y por lo tanto se puede escribir bajo esta suposicion la siguiente relacion
entre los ¢;’s:

€k+1 0O 1 0 ... 0 €k
Ek+2 0 1 ... 0 Ek+1
Ery1 = : =1: & - : : = B&;.
Ek+u—1 0 0 O 1 Ek+u—2
Ek4u bo b1 by ... by Ek4u—1
Denote por Ayiq,..., A\, al resto de las raices de ¢. Note que B es la matriz companera del
polinomio ¢, por lo cual sus valores propios son exactamente \q,...,\, y sus conjugados, y

ademés ellos son simples. Si se itera la propiedad mencionada arriba sobre los ¢;’s se puede
asegurar que
’ n
J=Y,...,m

Sean ey, ..., e, los vectores propios de B y la base dual e}, ..., e’ de vectores propios de B.
Explicitamente se calculan para j =1,...,0:
1 by 2
u—2 u—3
Aj biA; ™7 + boA;
€j = : ’ 6; - :
A2 bu—aXi2 4 -+ by + by
u—1 u—1
)\j )\j
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Por la hipotesis que se hace sobre (L), s.p.g. se puede asumir que |Apy1| > 1. Ademas como
la expasion es de Perron se cumple también que Ay > |Ap41|. Descomponiendo & en la base
de vectores propios se tiene

u

EL = E aje; == apy1 =
Jj=1

*
k- hpa

Cht1 " Chyy

El denominador de la tltima fraccion no depende de k. Para el numerador se calcula por
definicién
Pk
& = tl)\'fel + -+ tb)\]geb —Pr, Pr= :
Pr+u—1
= &y = —Preppy

Por la forma explicita de ej,, expresada antes, se tiene que Py, - €5 ; = Q(Xp41), para ¢ un
polinomio de grado u — 1, pues necesariamente py., 1 # 0 para k > ko ya que |p;| — oo.
Ademas para cada k, Height(Q) < |pryu_1|rH < t10F, donde < denota la desigualdad a
menos de multiplicacién por una constante. Como ¢ es el polinomio minimal de \,,; y es de
grado u, entonces Q(A\p11) # 0y se puede aplicar la siguiente estimacion que aparece en [15]:

H\)\j|7é1,j7éb+1”)\j’ - 1’ > t_“)\l_k“.

QA1) = —— ' -
(Ab+1)] w 2(H|/\j|>1’#b+1\)\j])u Height(Q)* 1

Luego |apy1| = t7“A7". Sea ||-|| la norma de R* del supremo sobre los coeficientes en la
expansion en la base {e;};. Entonces por definicién de esta norma se tiene que

A (|Esslloo <6 = lEksnlle 2 lapal[ Mol Z o "6 AT™.

Las normas en R" son todas equivalentes, luego la desigualdad vale con ||-||.. en vez de
||||e; pero obviamente esto entra en contradiccion con el hecho que ||Exinllee < 1/2 para

n > ku IOgI/\b+1\<>‘1) + ulogp\b+1|(t1) + M, para alguna constante M € N. A continuacion se
define la constante 5 que cuantifica los intervalos en que se tiene méax j—g . »||Extj/|cc > 9

g = Tulog), ,|(A)] + 1,
= kB —12>kulog,,, (M) +ulogy, , (t1) + M, Vk=>k = [ulog,,, ()] +M+1.

Por lo tanto, para k > max{ko, k1 } = ks se tiene que

] 1o > 0.
j:gf}f‘?,f%lengHoo >0

Lo que implica que exp (— fi§2||t1)\l1 NS tb)\é||2) < exp(—nd?), y entonces para N > 1

se tiene

N
log(N)
exp | — A AP Sex (—52—)
p( l:0||1 1 b b|| p log(ﬁ)

< N 0%/ log(B)

43



En el caso en que t; € (0,1), se fija ks tal que 74 = H4A8 > 1y T, = tj)\f3 para el resto,
entonces por la cota recién encontrada se tiene que

N N—k3
exp <_Z||t1)‘ll +-o +tb>\é||2) < exp <— Sl + e+ rbAﬁ,||2>
=0 =0
< N—9%/log(B)

Utilizando la ultima desigualdad, se puede acotar S 1’;(~, w) de manera uniforme haciendo uso
de la Proposicién Asi, para R > Ry = Ro(t1), utilizando la desigualdad clasica 1 —x < e
en cada factor del producto abajo se tiene que

[logy, | (R)—Cx]

sup [SH(X,w)| < K'RY [ 1—dllta)i + -+ toN|
XeX, 1—0

[logy, (R)—Cs]
SRlexp|—c Y a4+ NP
=0

< Rl (log)\l (R)) —c62/ log(8)

—4Ci 2 O,
Poniendo Q(r) = (log,, (1/7)) 2e6%/ g (8) y 7 = 2¢6?/1og(8) > 0 se concluye que para una
constante Cy, > 0,
of(CY) < Cyylog(1/r)™7, 1\ 0.
La constante t; depende de w pero tal dependencia se uniformiza para los w que satisfacen

1/e > t; > €, por lo que se puede escribir Cy, = C.. Esto completa la demostracion de este
caso.

Caso 3: L = N'DN !, para D diagonal como en el Caso 2. Sea N = [vy,...,v,4] (escrita
por columnas) y defina para este caso la referencia utilizando la base de vectores propios dados
por las columnas de \'. Con esta definicién también se tiene que ref(¢/(T)) = Liref(T) para
un tile arbitrario 7. En efecto, para [ > 0 por definicién L*I(H;) = H',,, por lo que

Y/
T (ref(gl(T))) = inf {y eER| HZ/ N supp(CH(T)) # @}
= inf {y eER| HZ/ N L'supp(T) # @}

= inf {y eR|L (H;//\é N supp(T)> + @}
= inf {y eR| H;//\é N supp(T) # (Z)}
= X (ref(T)).

Esto significa exactamente que en la base {vy, ..., v} se tiene ref(¢/(T)) = D' ref(T) que es
lo que se deseaba mostrar. Se puede entonces concluir lo mismo que en el caso anterior. [

Observacion. Una hipotesis fundamental en la prueba anterior para hacer la estimacion
[[ti A + - + tAL]] > 0 es la existencia de un conjugado Ay fuera del circulo unitario.
Esto estda intimamente relacionado con una propiedad notable de las familias de Pisot: si
{A1,..., A} cumple

. b
lfm e?™Xi=1t = 1,
n—oo
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para cierto (t1,...,t,) € R®\ {0}, entonces {\,..., Ay} es una familia de Pisot. Una demos-
tracion se puede encontrar en [26]. Otro hecho es que la hipotesis de que t; > ¢, en realidad
se puede cambiar por la que cualquier otro de los coeficientes to, . . ., t;, satisfaciese lo mismo,
simplemente repitiendo célculos en funcion de \; escogido en vez de A;.

3.3. Ejemplos

En este dltima seccion se analiza en detalle algunos ejemplos particulares de sistemas
dinamicos de tilings substitutivos en los que se puede utilizar el Teorema

3.3.1. Ejemplo 1: caso auto-similar

Para el primer ejemplo se utilizarda un derivado del Binary Tiling Xg. El conjunto de
prototiles es el mismo que el del tiling de Penrose. Si bien éste no presenta un tiling de tipo
substitutivo segiin se ha trabajado hasta ahora, se tiene que si presenta una composicion
imperfecta Cg (ver [18] 6 [14] por ejemplo), que se representa en la Figura [3.1] En la Figura
[3.2] se observan las primeras iteraciones de la substitucion ( = LpCp, dada por una dilatacion

545
7

Lp = \x para A\ = La constante de dilatacion A es un cero de p(x) = 2 — 5x + 5

-~ 5-J

Figura 3.1: Composiciéon imperfecta C'p para el Binary Tiling.

r~'-'

Figura 3.2: Primeras iteraciones de la substitucion del Binary Tiling.

V5

Para llevar este tiling al contexto de substituciones que se present6 en el capitulo anterior, se
puede utilizar una construcciéon para obtener un nuevo conjunto de prototiles que cumplan

y su conjugado es A = > 1, por lo que una dilatacién asociada a ésta es de Perron.
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una composicion como se definié anteriormente. La construccion de estos tiles se grafica en
la Figura[3.3] Se resumen estos hechos en el siguiente teorema.

Figura 3.3: Proceso de iterar la frontera para obtener una substitucion perfecta.

Teorema 3.11 (Solomyak B., [30]) Sea X un tiling de R? pseudo-auto-afin con expansion L.
Entonces para un k € N suficientemente grande, existe X tiling auto-afin con expansion L*

y tal que (Op(X),T') y (Op(}z), I') son topologicamente conjugados: existe m : Op(X) —
Or(X) homeomorfismo tal que Vs € R%, wo[(s,-) = ['(s,-) o .

Por ¢l teorema anterior, al trabajar en el sistema substitutivo (Op(Xz),T) obtenido, se
pueden traspasar los resultados al Binary Tiling Xp. Asf para la version fractal del Binary
Tiling X con substitucién ¢ = LgC% (se descompone dos veces para evitar la rotacion) se
puede aplicar directamente el Teorema [3.10}

3.3.2. Ejemplo 2: caso diagonal real

El ejemplo que se analiza aqui es auto-afin pero no auto-similar, situaciéon que no puede
acontecer en tilings substitutivos de una dimension. Considere el polinomio p(x) = 23 —13z%+
52x — 61. Las tres raices de éste son reales denotadas por x; ~ 2,0878 , x5 ~ 4,7135 y 23 =~
6,1987. Si se considera L = Diag(xs, x3) ésta es una expansion de Perron y entonces, debido
a la observacion del Teorema [3.6] existe un tiling auto-afin de una substitucion primitiva con
tal expansion. La construccion del alfabeto de dicho tiling se puede llevar a cabo mediante
el método expuesto en [21]. De esta forma, para el sistema asociado a este tiling también se
puede aplicar directamente el Teorema [3.10]
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Conclusion

Desde un punto de vista general, comprender las medidas de correlacion es de suma impor-
tancia debido por ejemplo la Conjetura 3.5 ya que el maximo tipo espectral es un invariante
para la conjugacion topologica especialmente relevante para los sistemas con espectro conti-
nuo. Se pueden entender los distintos decaimientos como “tasas cuantitativas” de débil mezcla

para los sistemas y éstas tienen importancia debido a por ejemplo el calculo de la dimension
de Hausdorff de medidas ([23] y [7]).

El resultado principal de este trabajo de tesis es una primera estimacion sobre los decai-
mientos de las medidas espectrales en los sistemas de tilings substitutivos de R% para d > 1,
extendiendo asi las estimaciones obtenidas en [7] para el caso uni-dimensional. Ademas, ésto
se realiza en ciertos casos en que la expansion es auto-afin, nocién que no es diferente de la
auto-similitud en dimensién uno. Debido al resultado més reciente, enunciado en el Teorema
3.7 falta analizar en aquel contexto mas general el problema de la aproximacion diofantina
para dicho tipo de aplicaciones lineales. Una idea se basa en utilizar el concepto de puntos
de control (|24]) para definir las referencias de los tiles, pues éstos debiesen cumplir una
propiedad similar a la que se utiliz6 de los puntos de referencia para los casos analizados:
ref(C(T)) = L'ref(T), para cualquier tile 7T'.

La técnica para acotar la distancia a los enteros, utilizada en el Teorema 3.10] es la misma
que en [7] y corresponde a una variacion de un argumento de Erdgs-Kahane, comtn en la
teoria de convoluciones de Bernoulli. Para optimizar el médulo de continuidad encontrado
parece ser mejor idea mejorar la cota encontrada para el crecimiento de la suma torcida de
Birkhoff, pues en tal demostracion la cota se bas6 en controlar tinicamente la posicién de dos
términos de la suma, por lo que no se puede esperar una desigualdad ajustada. Tampoco se
considero el hecho que esta suma representa una suma de Birkhoff en un sistema dado por un
skew-product con la rotacion en el toro T?, lo que podria ser una alternativa para continuar
el analisis.

Existen varias aristas de los resultados del Capitulo 3 sobre las cuales continuar trabajan-
do. Se pueden buscar médulos de continuidad para la medida de correlaciéon en sistemas de
tilings no débilmente mezcladores en los puntos de R? que posean alguna vencindad libre de
valores propios, en vez de suponer la ausencia total de éstos. Trabajo restante lo es también
comprender en que otro tipo de sistemas se pueden replicar las demostraciones realizadas. En
el contexto de sistemas minimales de Cantor linealmente recurrentes, el caso uni-dimensional
también ha sido estudiado utilizando técnicas similares en [6]. Asi utilizando la estructura de
torres de sistemas de Delone linealmente recurrentes expuesta en [2], es razonable pensar que
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las construcciones utilizadas en el Capitulo 3 atin son validas cuando se consideran sistemas
de tilings linealmente recurrentes de R,

Otra direcciéon posible seria la de estudiar como se comportan las demostraciones en sis-
temas con menor generalidad o con caracteristicas particulares. Tilings con prototiles con
soporte igual a un cubo de R?, que estan relacionados con las susbtituciones simbélicas de
7. De hecho, para las substituciones analogas a las de largo constante en una dimension,
existen resultados caracterizando las medidas de correlacion y el maximo tipo espectral en
[4]. También serfa interesante analizar sistemas Toeplitz, en que por su estructura se pudiesen
simplificar o afinar las estimaciones.
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