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ANALISIS DE APENDICES INERCIALES EN ACINONIX JUBATUS

El Acinonyx jubatus (Chita) es reconocido como el animal mas rapido en tierra, quién
ademas logra reajustar su trayectoria rapidamente al momento de perseguir su presa a altas
velocidades, donde cada cambio de direccidn viene asociado con un rapido movimiento de cola,
sin tener claridad si la cola aporta al equilibrio del movimiento como apéndice inercial. Hasta
ahora se ha estudiado el aporte de la cola modelando el cuerpo del Chita como un cubo vy el
movimiento a lo largo de una curva, sin preocuparse del movimiento realizado por el cuerpo del
animal y que este principalmente zigzaguea al perseguir a su presa.

En el presente trabajo se propone que el Chita, dado que realiza maniobras de persecucion
a altas velocidades que involucran movimientos rapidos del cuerpo, entonces la cola debe otorgar
eficiencias mecéanicas al giro del cuerpo realizando torques en el sentido contrario, ya que al
momento de maniobrar las patas delanteras y traseras presentan un cambio rotacional
independiente sobre el eje axial (roll) el que estaria facilitado por el movimiento de la cola.

El objetivo principal corresponde a determinar el aporte cuantitativo y cualitativo del
movimiento de la cola sobre sobre las capacidades locomotoras de Acinonyx jubatus (Chita).
Como objetivos especificos se encuentran confeccionar un modelo cinético y cinematico del
Chita para establecer la relacion entre el movimiento relativo de la cola respecto al movimiento
del tren delantero y trasero del Chita y determinar la importancia del movimiento de la cola sobre
el movimiento del animal.

La metodologia consta del desarrollo del modelo del Chita como un cuerpo rigido de tres
piezas, representando el tren delantero, trasero y la cola, donde se estudia la cola como elemento
que conserva el momentum angular. Definiendo una trayectoria para el tren delantero, se analiza
el modelo en distintos casos: primero un modelo que no presenta cola, en donde el tren trasero
compensa el movimiento del tren delantero; segundo, un modelo donde el tren trasero se
mantiene estatico y es la cola quien compensa la rotacion del tren delantero; y el tercer caso, el
cual tiene los tres cuerpos, tren delantero, tren trasero y cola, junto con un acople en forma de
resorte y amortiguador torsional entre el tren delantero y trasero. Se resuelve el tercer caso
mediante integracién numeérica iterando el valor del resorte y amortiguador hasta que la solucién
sea semejante a la observada en la referencia; a partir de propiedades mecéanicas de los musculos
y tendones del chita, mediante la teoria de mecéanica de solidos, se aproxima la resistencia elastica
del cuerpo del animal que es comparado con el valor del resorte obtenido mediante iteracion.

Como resultado de nuestro analisis se identifica el aporte cualitativo de la cola como un
elemento que ayuda a la maniobrabilidad del animal al conservar el momentum angular del
cuerpo, ademads, se obtiene el resultado cuantitativo del aporte de la cola que depende
directamente de las variables del acople entre el tren delantero y tren trasero. El movimiento de la
cola puede amortiguar completamente el movimiento del tren delantero, pero si el chita no tiene
cola, la compensacion al movimiento del tren delantero se realiza ejerciendo mayor esfuerzo
sobre el tren trasero. Finalmente el andlisis de las propiedades mecanicas del cuerpo del chita
resulta similar a las propiedades cinematicas de la iteracién, con una diferencia menor al 15%.
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1 Introduccion

El Acinonyx jubatus (Chita) es considerado como el mas veloz de los animales terrestres
[1] [2]; ademés, al momento de perseguir presas, logran reajustar su trayectoria rapidamente [3].
Este cambio de direccion a alta velocidad estd asociado con un rapido movimiento de cola,
existiendo una importancia biomecénica de este apéndice asociado al movimiento del cuerpo del
animal [4].

Se han realizado muchos estudios para entender la gran velocidad del chita [1] [2] [3] [5];
ademas, se ha comparado su galope frente a animales con igual sistema locomotor, pero que
alcanzan velocidades menores, tales como como el caballo [2] [6] y el Galgo Inglés [7]; logrando
comprender las ventajas mecanicas y bioldgicas que le permite al chita alcanzar altas
velocidades. Lo anterior ha permitido adaptar exitosamente a robots que buscan acercarse a los
desempefios del animal [8]. Por otra parte, se han intentado establecer la relacion de una cola
movil respecto a capacidades de maniobrabilidad de diferentes organismos, adaptando colas de
diferentes formas y tamarios a robots [9] [10], mostrando que reducen el radio de curvatura e
incrementan la velocidad de giro de estas maquinas al momento de reorientar el cuerpo respecto
al entorno, entregando mayor estabilidad al momento de maniobrar [10]. Este tema ha sido
abordado anteriormente desde diferentes puntos de vista [10] [11], pero como se observo en el
worshop de Robotics, Science and Systems 2015 en Roma, no existen resultados concluyentes.

Hasta ahora el estudio que mas ha abarcado en el uso de la cola como un apéndice inercial
analizando el efecto de la cola para rotaciones en los distintos ejes, es el realizado por Amir Patel
[4], donde utiliza modelos robdticos inspirados en el chita para entender como distintos
movimientos de la cola ayudan al animal, construyendo hasta ahora el DIMA | y el DIMA 1. El
trabajo de Patel logra aclarar como ayuda la cola al equilibrio cinemético; pero modela el cuerpo
del animal como un cuerpo rigido, sin considerar las rotaciones del cuerpo al maniobrar. Este
trabajo pretende abordar ese punto, generando un modelo del Chita de tres cuerpos rigidos,
correspondiente a (i) la cola, (ii) la parte trasera del cuerpo y (iii) la parte delantera del cuerpo,
para determinar el aporte cuantitativo y cualitativo del movimiento de la cola sobre la el
movimiento del cuerpo al maniobrar.

Por esto se propone que, dado que el Chita realiza maniobras de persecucion a altas
velocidades al capturar su presa - las cuales involucran movimientos rapidos del cuerpo -,
entonces la cola debe otorgar eficiencias mecanicas al giro del cuerpo al realizar torques en el
sentido contrario, ya que al momento de maniobrar las patas delanteras y traseras presentan un
cambio rotacional independiente sobre el eje axial (roll) el que estaria facilitado por el
movimiento de la cola.

Al observar en la naturaleza, se encuentran casos de animales que contradicen la hipotesis
propuesta, debido a que tienen un sistema locomotor similar al chita y sin la presencia de cola; o
esta es mas pequefia y delgada, sin presentar problemas en realizar maniobras a alta velocidad.
Un ejemplo son las Gazella Acaciae (Gacela), que al momento de huir de un chita empieza a
zigzaguear para cansar al chita antes que lo alcance, siendo que este animal no tiene una cola de
las dimensiones del chita [3]. Otro ejemplo es el Galgo Inglés, un perro que se caracteriza por
correr a altas velocidades, que posee un sistema locomotor similar al chita [7], y su cola tiene una
ponderacion en la masa del animal mucho menor, por lo que al girar no genera el impacto que
generaria en el chita, y este perro no tiene problemas al momento de maniobrar. Ademas, se debe
mencionar al caballo, que ha sido utilizado para estudiar y entender el galope del chita [6], pero la
cola del caballo tampoco presenta las ventajas inerciales de la cola del chita.
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1.1 Objetivo General

El objetivo general es determinar el aporte cuantitativo y cualitativo del movimiento de la
cola sobre sobre las capacidades locomotoras de Acinonyx jubatus (Chita).

1.2 Objetivos especificos

Los objetivos especificos son:

e Confeccionar un modelo cinético y cinematico del Chita.

e Generar programacién en entornos virtuales para establecer la relacién entre el
movimiento relativo de la cola, respecto al movimiento de las patas delanteras y traseras
del Chita.

e Determinar la importancia del movimiento de la cola sobre el movimiento del animal.

1.3 Alcances

El alcance de este trabajo consiste en disefiar un modelo simplificado del chita, que
permita determinar el aporte de la cola, al conservar el momentum angular del sistema, durante el
movimiento del modelo y entender la importancia de la cola para las habilidades kinéticas del
animal.



2 Metodologia

Se propone un modelo con el fin de poder analizar fisicamente al chita y poder representar
el movimiento angular realizado por el animal al momento de perseguir a su presa. A partir de
este modelo se evaluara como responde frente distintas condiciones, obteniéndose la relacién
cuantitativa de la cola con el movimiento del cuerpo. El desarrollo del estudio del modelo se
presenta en la figura 2.1. EI modelo debe identificar el tren delantero y tren trasero del cuerpo, ya
que realizan movimientos distintos, ademas otro agente a considerar es como se relaciona la cola
con ambos trenes.

Modelo Chita
Areas y masa (Autocad) Curva de movimiento (Adobe Premiere)
<
LEILELLE S A Tren delantero — cola Tres cuerpos

frasero

Figura 2.1: Diagrama desarrollo del estudio del modelo, elaboracién propia.

Para definir los valores de inercia que tiene cada cuerpo del modelo del chita, se necesita
las masas del tren delantero y el tren trasero. Primero, se considera como division
aproximadamente el término de las costillas del chita. Mediante una fotografia lateral de un chita,
se calculan las areas del tren delantero y trasero del animal; luego, utilizando el software Autocad
2016, se delimita el contorno de una imagen mediante el comando polilinea, definiendo
aproximadamente el area de la imagen encerrada, obteniendo el valor del area encerrada. En el
calculo del &rea se desprecia el area de la cola, debido a lo presentado por A. Patel en su estudio
[4] [11], donde la masa de la cola es despreciable frente al peso total del cuerpo y su volumen es
principalmente pelo. Con las areas obtenidas se calcula el &rea porcentual de cada tren, luego,
mediante el peso promedio del chita, se utiliza este porcentaje para distribuir la masa del animal
en ambos trenes y tener un peso representativo para el tren delantero y tren trasero del modelo del
chita. Teniendo las masas, se calculan los momentos de inercia de cada elemento del modelo, a
partir de las dimensiones del modelo establecido.

En primer lugar se define el movimiento del tren delantero. Se quiere evaluar el modelo
durante el zigzagueo del animal, que corresponde a una variaciéon del angulo en forma de una
curva sinusoidal, lo que representa el rapido movimiento del tren delantero al perseguir la presa.
Se considera que el tren delantero esta siempre cambiando de una direccion a otra con una
variacion constante, para establecer una curva sinusoidal regular. Los valores de esta curva se
determinan a partir del video de NatGeo [12], el cual es el Unico que muestra de una vista frontal
cémo va variando el angulo del eje delantero mientras va persiguiendo a su presa, utilizando el
software Adobe Premiere Pro, que permite el trabajo de un video sobre los fotogramas, con el
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cual se determina el tiempo en que el animal realiza el movimiento del tren delantero desde un
extremo hasta que alcanza el maximo angulo. Por otro lado, se extraen los fotogramas para poder
calcular el maximo angulo que alcanza en cada movimiento, utilizando el software Autocad. Con
estos valores se realiza la aproximacion del movimiento del tren delantero a una funcion
sinusoidal.

Para evaluar el modelo se establece la conservacion de momentum angular, que acopla las
variables de movimiento, debido a que no existe ninguna fuerza externa actuando sobre el
modelo. Se analizan tres condiciones para el analisis del modelo. El primero de los casos, el caso
tren delantero — tren trasero, considera un modelo sin cola, obteniéndose comportamiento del tren
trasero a la conservacion de momentum cuando solo existe interaccion con el tren delantero. En
el segundo caso, tren delantero - cola, se considera que la cola compensa el movimiento del tren
delantero y se impone que el movimiento del tren trasero es cero.

Con estos primeros dos casos se determina la incidencia de la cola como apéndice inercial
en el chita. Se espera que sin cola el movimiento del tren trasero sea contrario al tren delantero, lo
que se traduce en grandes esfuerzos sobre punto de contacto de ambos trenes que pueden dafiar al
animal, necesitandose la existencia de la cola como sistema de amortiguamiento. En el segundo
caso se espera que la cola logre amortiguar por completo el movimiento del tren delantero, con
un movimiento menor a una vuelta entera. Este segundo caso muestra directamente la eficacia de
la cola como apéndice inercial. Los dos primeros casos se consideran casos bases para entender
previamente como interactlan por separado, la cola del animal y el tren trasero, con respecto al
movimiento del tren delantero.

Las condiciones del tercer caso, el caso de tres cuerpos, se consideran los tres cuerpos en
movimiento, acoplando el tren delantero con el trasero mediante un resorte y amortiguador
torsional representando la continuidad que existe entre ambos trentes, compuesta de musculos,
tendones, tripas, etc. Se busca obtener la ecuacion diferencial del tren trasero segln la ecuacion
de Euler-Lagrange, con lo que se obtiene el movimiento del tren trasero mediante integracion
numérica, método rungekutta [13] de cuarto orden adaptado para ecuaciones diferenciales de
segundo orden, iterando el valor de las constantes del resorte y amortiguador para obtener un
rango valores que entreguen un buen desempefio en comparacion a lo observado en el video de
referencia. Teniendo definido el movimiento de ambos trenes se obtiene como se debe mover la
cola para conservar el momentum angular del sistema.

Se aproxima la constante del resorte a partir de la teoria de mecénica soélidos,
considerando el cuerpo como un solido formado por musculo y tendon, se aproxima el area de
musculo y tenddn a partir de referencia visual para determinar la seccion transversal, luego se
obtiene la aproximacién de la constante del resorte a partir de las propiedades mecéanicas
obtenidas.

Finalmente, se comparan los resultados obtenidos mediante la teoria de mecéanica de
solidos con los obtenidos de la iteracion realizada en el cuarto caso. Se obtiene la razon de area
de tenddn y musculo para obtener el mismo resultado obtenido de la iteracion, se concluira el
efecto de la cola sobre el movimiento del modelo y como afectan el resto de las variables.



3 Antecedentes

3.1 Acinonyx Jubatus

El Acinonyx jubatus pertenece a la familia de los félidos y es el animal terrestre mas veloz
del mundo, alcanzando una velocidad de hasta 29 m/s [1] en carreras cortas de entre 300 a 400
metros, logrando alcanzar 95 km/h en menos de 3 s. Pero este ritmo no lo puede mantener por
maés de 30 s por caceria, donde consume cerca de 400 cal [5].

Su longitud se encuentra entre los 105 y 152 cm, mas una cola entre los 51 y 87 cm de
largo y una masa entre los 31 y 51 kg, siendo los machos de mayor tamario que las hembras [8].
Tiene un cuerpo adaptado para carreras de gran velocidad, con un corazén que le permite
bombear 16 L de sangre por minuto, haciendo que la sangre circule por todo su cuerpo en menos
de 20 s. Sus pulmones y narices le permiten absorber mas oxigeno, respirando 150 veces por
minuto [11].

Presenta cabeza pequefia y hocico corto que le ayuda a la aerodindmica de su movimiento;
ademas, gracias a un ligamento elastico que une la cabeza y la columna, le permite mantener la
cabeza aislada del movimiento del cuerpo, generando estabilidad Optica para ayudar a la caceria.

Las garras que tiene no son retréctiles y tiene almohadillas en las patas en forma de cresta,
que utilizan para ganar traccion con el suelo y ganar friccion, permitiéndole hacer giros cerrados
al usarlos como pivote y soportar fuerzas centripetas de entre 5y 13 m/s2 [3], lo cual ayuda
directamente en su maniobrabilidad, sacrificando su efectividad al momento de la caceria [5].

Las propiedades fisicas del Chita que se utilizan en el desarrollo del trabajo se obtienen
del estudio realizado por L. L. Marker y A. J. Dickman [14], donde se obtienen los valores
utilizados en la taba 3.1, que corresponden a las medidas promedios de un estudio de sobre 90
chitas adultos salvajes machos.

Tabla 3.1: Medidas promedio realizadas a chitas adultos salvajes [14]

Medida Valor promedio

Peso del cuerpo [Kg] | 45,6 |
Ancho del torax [cm] | 71,7 |
Ancho de la cabeza [cm] | 14,6 |

En la tabla 3.2 se presentan las propiedades fisicas de la cola del chita, obtenidas de la
tesis doctoral de Hudson [15], quién midi6 las propiedades de las colas de 5 chitas distintos para
obtener el momento de inercia utiliza las colas de los chitas congeladas como péndulos. Las
principales conclusiones de estos valores muestran que la cola pesa en promedio el 2% de la
masa total del cuerpo, ademas que el centro de masas de la cola estd muy cerca de la base, lo cual
se complementa con el estudio de A. Patel [4], donde observa que la masa de la cola del chita
viene dada principalmente por los musculos de la base (que nacen en la pelvis del animal), siendo
el resto de la cola principalmente tendones y huesos, como se observa en la figura 3.1.



Tabla 3.2: Propiedades fisicas de la cola del Chita, datos obtenidas por Hudson [15]

Masa Masa cola (% Larao de (E)elr?t?cr:(g: riealsas Momento de

Cola cola peso del g inercia desde la
la cola[m] desde la base 2

[Ka] cuerpo) [m] base [Kg-m“]
1 0,745 2,40 0,73 0,23 0,0634
2 0,736 2,49 0,72 0,16 0,0358
3 0,625 2,27 0,77 0,20 0,0420
4 0,622 1,94 0,77 0,22 0,0491
5 0,57 1,25 0,77 0,19 0,0346
Promedio 0,702 2,07 0,75 0,20 0,0450
Desviacion 0,08 05 0,02 0,03 0,012
estandar

Figura 3.1 : Diferencia de volumen de la cola con pelo y sin pelo, imagen obtenida del estudio realizado por A.

Patel [4]

3.2 Sistema Locomotor del Chita

El galope del chita es el mas répido, complejo y asimétrico de las formas de andar [6].
Consiste en momentos de extensién y comprension de la columna, que genera gque esté en
suspension en el aire durante la méxima comprension y méxima extension, para luego caer sobre
sus patas [2] [6]. Como se observa en la figura 3.2, el chita tiene 3 etapas en suspension en el aire
y 5 etapas con soporte en el suelo. La gran velocidad del chita se debe gracias a la potencia de los
musculos de la espalda y de las patas traseras [5], que permiten maximizar la distancia obtenida

en cada zancada, logrando distancias de hasta 8 metros por zancadas [2] [6].




e e e s e s

Figura 3.2: Ocho posiciones del galope del Chita, mostrando la relacion espacial. [2]

Para el movimiento del chita como un cuerpo sélido rigido, se identifican tres ejes en el
Cuerpo con sus respectivas rotaciones, que se definen a partir de los ejes utilizados en navegacion.
Se identifica como Roll a la rotacion en el eje axial, a Pitch en la rotacion del eje transversal y
Yaw a la rotacion en el eje vertical. Estas relaciones se observan en la figura 3.3. Estos ejes
corresponden a tres ejes perpendiculares cuyo centro se encuentra a la altura de la columna
vertebral, sobre el centro de masas del animal, lo que determina la rotacion del cuerpo.

YAW

Figura 3.3: Ejes de rotacion del chita, Imagen de Dragoart [16]

Cuando el chita empieza a maniobrar gira las patas delanteras con un cambio de roll, lo
cual viene acompafiado con un movimiento de la cola en direccion contraria. Las patas traseras
durante este momento no estan en contacto con el piso, por lo que pueden rotar en un tiempo
retardado, para que al tocar el suelo tengan el mismo angulo de las patas traseras y potencien la
direccion del movimiento [3] [4]. Lo anterior, observado en la figura 3.2, corresponde al
movimiento entre las posiciones ¢ y e, como en las posiciones b hasta f, del galope del chita.

El movimiento del chita cuando empieza a maniobrar se representa en dos etapas. La
primera etapa corresponde al cuerpo del animal completamente en el aire, que ocurre después que
el animal despega las patas traseras de la tierra; en ese momento ocurre la rotacion del tren
delantero con un cambio de roll, para perseguir a la presa y, al mismo tiempo, la cola rota en la
direccion contraria [2]. En esta etapa del movimiento entra en juego la conservacion de momento
angular, la que indica que si un cuerpo no recibe esfuerzos ni torques externos, la cantidad de
momento angular debe mantenerse constante, es decir, si se produce un cambio la distribucion de
una parte del cuerpo, este debe ser compensado con un con un movimiento en la direccion
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contraria, cambiando la distribucion del resto del cuerpo. Visto de otra forma mas préctica, si el
modelo estuviera en el espacio y no tuviera cola, si el tren delantero rota cierto angulo, entonces
el tren trasero deberia rotar el mismo &ngulo, pero en la direccion contraria para compensar el
primer movimiento.

La segunda etapa del movimiento ocurre cuando las patas delanteras tocan la tierra,
cambiando el &ngulo de la normal generada con el piso, obteniéndose un cambio en la fuerza de
reaccion del suelo hacia la direccion que quiere doblar [3], como se observa en la figura 3.4.
Como el tren trasero estd rotado un angulo contario al que presenta el tren delantero, el animal
debe aplicar un esfuerzo sobre el tren trasero o sobre la parte posterior del cuerpo para poder
alinear el cuerpo, para que la fuerza del movimiento, generada por las patas traseras, vaya a favor
de la direccion que busca el animal.

Figura 3.4: Reaccidn del suelo durante el giro del Chita, Imagen de National Geographic [17]

Entendido el movimiento se agrega la cola al modelo, la cual gira en la primera etapa del
movimiento al mismo tiempo que rota el tren delantero, pero en la direccion contraria, generando
un torque en el sentido contrario que contrarresta el generado por el movimiento del tren
delantero, por lo tanto, el tren trasero debe compensar con un menor movimiento para conservar
la cantidad de momentum angular. Esto se traduce en que el angulo que rota el tren trasero, en
direccion contraria a la rotacion del tren delantero, es menor al angulo total que rota el tren
delantero, llegando incluso a ser cero segun la cantidad de movimiento generada por la cola.

Lo anterior trae como consecuencia que, para la segunda etapa, el movimiento que debe
realizar el tren trasero para alinearse con el tren delantero es menor, por lo tanto, mientras mayor
sea el trabajo realizado por la cola del animal, menor seré el trabajo realizado por el tren trasero.



4 Resultados
4.1 Definicion modelo del Chita

El modelo es definido a partir del analisis que se quiere realizar sobre el chita. Se quiere
entender cémo la cola ayuda a conservar el momentum angular del cuerpo; luego, se debe
identificar qué elementos alteran el momentum del cuerpo cuando el chita se encuentra
zigzagueando tras su presa. Primero se identifica la cola, que debe ser un cuerpo independiente
del resto. Por otro lado, dado el sistema locomotor de la seccion 3.2, tanto el tren delantero como
el trasero rotan, por lo que alteran el momentum angular del cuerpo. Estos cuerpos presentan un
desfase de tiempo en su rotacion, por lo que no puede considerarse el tren delantero y trasero
como un solo cuerpo; luego, el modelo debe reconocer dos cuerpos mas. Las piernas del animal
no presentan una rotacion independiente a la rotacion de los trenes delantero y trasero, bastando
que se incluyan como parte de cada tren como primera aproximacion. Finalmente, la cabeza no
presenta la rotacion de ninguno de los cuerpos mencionados anteriormente; sin embargo, como
indica la seccion 3.1, la cabeza no presenta una rotacion en el movimiento a estudiar,
manteniendo la posicion horizontal en el espacio durante la caceria, para asi no perder de vista la
presa; luego, no aporta en la variacion de momentum del cuerpo. Por lo tanto, se ve la necesidad
que el modelo tenga por lo menos tres cuerpos para analizar su interaccion frente al zigzagueo
persiguiendo a la presa, y a la conservacion de momentum angular.

Por lo anterior, el modelo que simula el cuerpo de un chita esta formado por tres cuerpos que
giran en torno a un eje comun, que se encuentra desplazado una distancia a de la parte superior de
las piezas, simulando la columna vertebral. EIl primer cuerpo corresponde al tren delantero del
animal, que considera la parte delantera del cuerpo, sin la cabeza, hasta aproximadamente el final
de las costillas, el segundo cuerpo corresponde la parte posterior del cuerpo, sin considerar la
cola; finalmente el tercer cuerpo corresponde a la cola del animal.

La forma de cada cuerpo del modelo es definida a partir referencias visuales. En la figura 4.1
se observa que la posicion del chita al correr de frente que el ancho del cuerpo no supera el ancho
de la cabeza, al menos en la parte superior, y en la parte inferior es un poco méas ancho debido a
la musculatura de las patas.

NHPA/PHOTOSHOT|

Figura 4.1: Chita corriendo de frente, imagen de BBC y NHPA PHOTOSHOT [18]



La figura 4.2 muestra al chita en el momento de maniobrar, donde se observa nuevamente
que el ancho de la cabeza del animal define el ancho de la parte superior, y la musculatura de las
patas delanteras definen el ancho inferir del tren delantero; ademas, el ancho de las patas traseras
no es mayor al ancho de las patas delanteras, pero, el tren trasero presenta el mismo ancho visto
de frente. En la figura 4.3 se observa nuevamente al Chita maniobrando, donde se observa que al
maniobrar se pueden identificar el tren delantero y el tren trasero, el limite estd marcado donde
llegan las patas traseras. El tren delantero, por lo tanto, se considera como un cuerpo de ancho
superior el ancho de la cabeza e inferior el ancho logrado por las patas delanteras, mientras que el
tren trasero tiene un ancho delimitado por la musculatura de las patas traseras.

Figura 4.3: Chita maniobrando visto de lado, imagen de Lisa Vandyke [19]

El andlisis de estas fotografias explica la forma que tiene que el modelo, del cual se
determinan los momentos de inercia. La figura 4.4 muestra la representacién del modelo de tres
cuerpos generado por SolidWorks. Los primeros dos cuerpos corresponden al tren delantero y
tren trasero, donde el tren delantero corresponde a un prisma trapezoidal y el tren trasero
corresponde a un paralelepipedo, ambos determinados segun el analisis anterior. El cuerpo tres
representa la cola del animal, mientras que la barra del medio corresponde al eje de rotacion que
representa la columna vertebral del animal.

La Figura 4.5 corresponde a una vista frontal del modelo. Se observa que el tren delantero
posee una seccion frontal de forma trapezoidal con tres medidas principales: la altura 2D, y los
anchos B y B’. En cuanto a seccion frontal del tren trasero corresponde a un rectangulo de alto
2D y ancho B’.
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Para determinar la altura 2D se utiliza el contorno del térax sefialado en la Tabla 3.2 (ver
seccion 3.1), el cual corresponde a la medida alrededor del segmento mas grande del tren
delantero del chita. Para realizar el modelo, se asume este contorno como el perimetro de un
rectangulo de lados 2D y B. Como fue mencionado, el ancho B viene dado por el ancho de la
cabeza; al ser B conocido, se puede despejar la medida 2D.

Cuerpo 3
Eje de rotacién

Figura 4.4: Modelo del Chita, Imagen generada por SolidWorks

Por otro lado, el ancho B’ es mayor que el ancho de la cabeza B, y viene dado por la
musculatura de las patas delanteras del animal. Para calcular la medida B’ se realiza un analisis
de distintas fotografias frontales de chitas corriendo; con estas fotografias se determina un
promedio para la razén entre el ancho de la cabeza con respecto al ancho dado por el cuerpo mas
los musculos de los brazos (B/B’), obteniéndose que la parte inferior de la seccién frontal del
animal, cuando corre, es un 30% mayor al ancho de la cabeza. Las fotografias se miden con el
programa AutoCad 2016. Las imagenes medidas y la tabla resumen de las mediciones se
presentan en Anexos 1.

)
i B
|
O :
(D-a)
20
B\

Figura 4.5: Vista frontal del modelo, Imagen generada por SolidWorks
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En la figura 4.5 se observa también la relacion entre la altura del trapezoide y a la
distancia del centro al eje (D-a); esta distancia es importante ya que afecta directamente al
momento de inercia de cada uno de los cuerpos, y corresponde a la misma distancia tanto para el
tren delantero como al trasero. El valor a se determina a partir de las dimensiones de la vértebra
del chita; siendo el cuerpo de la vértebra el que actia como eje de la columna [20], se considera
que la distancia de la superficie del lomo hasta la parte superior del cuerpo de la vértebra es la
misma distancia que el diametro sagital de esta, por lo tanto el valor a = 0,03 m.

Finalmente, con el analisis anterior se presenta en la tabla 4.1 las dimensiones obtenidas
para el tren delantero y el tren trasero.

Tabla 4.1: Dimensiones para el tren delantero y tren trasero del modelo

Dimension Medida [m]

a 0,030
B 0,146
B’ 0,191
2D 0,212
(D-a) 0,076

Fuente: Elaboracion propia.

Esta definicion del modelo permite simular las relaciones que se generan durante el
movimiento del animal. Las principales variables que determinan el movimiento se identifican en
la figura 4.6, donde I; I, e I3 corresponden a los momentos de inercia del tren delantero, tren
trasero y cola, respectivamente; ademas se definen ¢4, @, y @3 como los angulos que definen
cada uno de los cuerpos con respecto al eje roll o eje horizontal.

Figura 4.6: Modelo con definicién de las principales variables que modelan el sistema, imagen generada por
SolidWorks

Los principales supuestos del modelo son:

e No existen fuerzas externas que afecten al movimiento del modelo; por lo tanto se debe
conservar el momentum angular, esto ultimo es lo que acopla a los tres cuerpos. En
primera instancia los tres cuerpos pueden moverse independientemente uno del otro; a
posterior se analizard el caso en que existe un acople del movimiento entre del primer
cuerpo con el segundo, representado por un resorte y un amortiguador torsional.
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e Al momento de moverse, el chita determina el movimiento del tren delantero y de la cola,
dejando libre el tren trasero; por lo tanto el tren trasero reaccionard al movimiento de los
otros dos cuerpos.

e El animal antes de empezar a zigzaguear se estd moviendo en linea recta, por lo tanto el
momentum angular del cuerpo es cero.

4.2 Definicion de las variables
4.2.1 Propiedades fisicas del modelo

En la figura 4.7, se identifican el area del tren delantero y del tren trasero con distinto
achurado obtenido al delimitar las areas en el software Autocad, con lo que se obtiene el area
porcentual del tren delantero y trasero. La tabla 4.2 indica el valor de las areas delimitadas en la
figura 4.7, ademas muestra la distribucion de masas correspondiente, las que se asociaran al tren
delantero y tren trasero del modelo.

ARKIve
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Figura 4.7: Dellmltacmn de las areas del tren delantero y tren trasero de una fotografla del chita, mediante el
uso del comando polilinea en el software Autocad 2016. [21]

Tabla 4.2: Resultados distribucién de area y masa para el tren delantero y trasero del chita

Tren del animal Area obtenida  Area Masa asociada
[mm?] porcentual  [Kg]

Tren delantero 12.604,00 55,91% 24,99

Tren trasero 9.935, 65 44,09% 19,70

Fuente: Elaboracion propia

A partir de los datos de la tabla 4.1 y de la tabla 4.2 se puede realizar el dibujo del tren
delantero y tren trasero del modelo en el software CAD SolidWorks, el cual, al ingresar el peso
correspondiente para cada cuerpo, entrega el valor del momento de inercia en los ejes principales
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de simetria, que tanto para el tren delantero como para el tren trasero, en la direccién del eje roll,
es un vector que pasa por el medio de los cuerpos. En la tabla 4.3 se entregan los momentos de
inercias con respecto al eje principal de inercia entregado por el software. Dado que las
secciones frontal de cada cuerpo es constante y no cambia a lo largo de la pieza, la profundidad
que tenga la pieza no altera el momento de inercia para el eje principal de inercia en la direccion
del vector roll.

Tabla 4.3: Momentos de inercia con respecto al eje principal de simetria en direccion del eje roll, valores
entregados por el software SolidWorks 2016.

Cuerpo Momento de Inercia [Kg-m?]
Tren delantero 0,153
Tren trasero 0,134

Fuente: Elaboracion propia

Para calcular el momento de inercia en un eje paralelo al eje principal, se utiliza el
teorema de ejes paralelos o de Steiner, expresado en la formula 4.1.

Iy = Iy + md? 4.1)
Donde:
ls = Momento de inercia del cuerpo con respecto a un eje paralelo al eje del centro de masa a una
distancia d del centro de masas, en Kg-m?,
l.m = Momento de inercia con respecto al eje del centro de masas o eje de simetria del cuerpo, en
Kg-m?.
d = Distancia del eje del centro de masas al nuevo eje paralelo, en metros.

Para calcular el momento de inercia de la cola se utiliza los datos de la tabla 3.2, mediante
una correlacion potencial entre los momentos de inercia y la masa de la cola, en donde se obtiene
un coeficiente de determinacién de r*= 0.208. La férmula 4.2 muestra la relacion entre el peso de
la cola y el momento de inercia con respecto de la base de la cola obtenida.

Ico1q = 0,0661 - (mcola)0'9738 (4.2)

Donde:
I.012 - Momento de inercia de la cola medida en la base, en Kg - m?.
Mco1q - Masa de la cola del animal, correspondiendo al 2% del peso total del animal, en Kg.

Con la férmula 4.1 y los momentos de inercia entregados en la tabla 4.2, por el software
SolidWorks, se obtienen los momentos de inercia del tren delantero y trasero, los que se muestran
en la tabla 4.4, agregando el momento de inercia del cuerpo 3, correspondiente a la cola, obtenido
por la formula 4.2.

Tabla 4.4: Momentos de inercia para los distintos cuerpos del modelo del chita

CUerno Momento de

P Inercia [Kg-m?]
Tren delantero 0,298
Tren trasero 0,248
Cola 0,060

Fuente: Elaboracion propia
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4.2.2 Definicién de tiempos del movimiento

Una curva sinusoidal se expresa de forma general como indica la formula 4.3.

f(t) = Asin(wt +y) (4.3)
Donde:
A = Es la amplitud que alcanza la funcion, en este caso se mide en grados.
o = Es la velocidad angular de la sinusoidal, se mide en rad/s.
y = Corresponde a la fase inicial de la funcién, se mide en rad.

Se considera que el movimiento del tren delantero empieza en un angulo cero, para
considerar desde el instante inicial en que el animal empieza a maniobrar.

El analisis de fotogramas, obtenido por el programa Adobe Premiere Pro, muestra que el
animal realiza dos ciclos, en donde %2 del ciclo se realiza en un promedio de 14 fotogramas.
Como el video tiene una velocidad de 25 fotogramas por segundo, % ciclo se realiza en 0.56 s.

El andlisis de los fotogramas realizados mediante el software Autocad 2016 muestra que
el animal alcanza una amplitud promedio de 34°, se puede observar en la figura 4.8 un ejemplo de
la medida del angulo realizado en el software Autocad.

i <« P > 5 & b @

Figura 4.8: Ejemplo de célculo de angulo méaximo alcanzado por el chita durante caceria, imagen realizada
mediante Adobe Premiere Pro y Autocad 2016

Con los datos obtenidos anteriormente se obtiene finalmente la expresion para el angulo
del tren delantero en funcién del tiempo, expresado en la funcion 4.4.

@41(t) = 34sin(5,61t) (4.9)

Donde ¢, (t) se mide en grados y t en segundos, se puede observar en la figura 4.6.
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Figura 4.9 : Gréfico del movimiento del tren delantero en funcién del tiempo para 3 ciclos, generado por
Matlab R2015a

4.3 Desarrollo modelo del Chita
4.3.1 Desarrollo primer caso: Tren delantero — tren tarsero.

El primer caso a desarrollar es el modelo sin cola. Bajo estas condiciones, el modelo debe
respetar la conservacion de momentum angular, la cual relaciona el tren delantero con el tren
trasero. Al considerar so6lo los primeros dos cuerpos del modelo queda la relacion expresada en la
férmula 4.5.

Ly, + Lo, =0 (4.5)

Donde:

I; = Corresponde al momento de inercia del tren delantero en Kg-m?.
¢@,= Corresponde a la aceleracion angular del tren delantero, en grados/s>.
I, = Corresponde al momento de inercia del tren trasero en Kg-m?.

@,= Corresponde a la aceleracién angular del tren trasero, en grados/s>.

Para resolver esta ecuacion se requieren dos condiciones iniciales, que son dadas por los
supuestos entregados al final del segmento 4.1.

e Se considera que el movimiento inicial ningln cuerpo esta rotado, por lo tanto ¢,(0) =
0.
e Se considera que al inicio del movimiento del tren trasero recibe el impulso del tren

delantero y debe conservar el momentum angular del estado de movimiento anterior, por

Iy

. Iy .
lo tanto ¢, (0) = —iq)l(o) =-4

Con estas condiciones iniciales se obtiene como solucion que el tren trasero presenta un
movimiento amplificado por una razon entre los momentos de inercia, como indica la formula
4.6.
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92 =~ 91(0) (4.6)

Donde:

I, = Corresponde al momento de inercia del tren delantero en Kg-m?.
@,= Corresponde a la aceleracion angular del tren trasero, en grados/s>.
I, = Corresponde al momento de inercia del tren delantero en Kg-m?.
@,= Corresponde a la aceleracion angular del tren trasero, en grados/s®.

Reemplazando por los valores de la formula 4.4 y la tabla 4.4 se obtiene finalmente como
solucion para el primer caso la formula 4.7.

@, (t) = —40,797 sin(5,61t) 4.7)
4.3.2 Desarrollo segundo caso: Tren delantero — cola.

En el segundo caso se calcula el movimiento que debe tener la cola para que el tren
trasero del modelo tenga un movimiento nulo. Este caso tiene un desarrollo similar al primer
caso, donde el modelo debe conservar el momentum angular que presentaba el cuerpo antes de
iniciar a zigzaguear, lo cual se expresa en la ecuacién 4.8.

Lips+ Lo, + 1593 =0 (4.8)

Donde:

I; = Corresponde al momento de inercia del tren delantero en Kg-m?.
@,= Corresponde a la aceleracién angular del tren delantero, en grados/s®.
I, = Corresponde al momento de inercia del tren trasero en Kg-m?.

¢,= Corresponde a la aceleracion angular del tren trasero, en grados/s®.
I = Corresponde al momento de inercia de la cola en Kg-m?.

@5= Corresponde a la aceleracién angular de la cola, en grados/s®.

Para resolver esta ecuacion se requieren dos condiciones iniciales, que son dadas por los
supuestos entregados al final del segmento 4.1.

e Se considera que el movimiento inicial ningin cuerpo esté rotado, por lo tanto ¢,(0) =
0.

e El tren trasero no presenta movimiento.

e Se considera que al inicio del movimiento la cola debe conservar el momentum angular

del estado de movimiento anterior, por lo tanto ¢5(0) = —;—1<p1(0) = —;—1Aa).
3 3

Con estas condiciones iniciales se obtiene como solucidén que el tren trasero presenta un
movimiento amplificado por una razon entre los momentos de inercia, como indica la formula
4.9.

93 =910 (4.9)
Donde:
I; = Corresponde al momento de inercia del tren delantero en Kg-m?.
@,= Corresponde a la aceleracién angular del tren delantero, en grados/s®.
I = Corresponde al momento de inercia de la cola en Kg-m?.
¢@5= Corresponde a la aceleracion angular de la cola, en grados/s®.
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Reemplazando por los valores de la formula 4.4 y la tabla 4.4 se obtiene finalmente como
solucion para el primer caso la formula 4.10.

@3(t) = —167,683 sin(5,61t) (4.10)
4.3.3 Desarrollo tercer caso: Tres cuerpos.

El tercer caso consiste en evaluar los tres cuerpos en movimiento y ademas agregar un
acople entre el tren delantero y tren trasero que represente la continuidad existente entre ambos
cuerpos, estos componentes son un resorte y un amortiguador torsional, de estos componentes
solo el resorte se agrega directamente al lagrangeano del sistema, debido a que el amortiguador
corresponde a una fuerza no conservativa, quedando el lagrangeano para el tercer caso como
indica la férmula 4.11.

L=-
2

L¢3 + (D — a)Mag cos(93) — S Ke(p1 — 92)? (4.11)
Donde:

I, = Corresponde al momento de inercia del tren trasero en Kg-m?.

¢,= Corresponde a la velocidad angular del tren trasero, en grados/s.

(D — a)= Corresponde a la distancia del centro de masa al eje de rotacién, en metros.

M, = Corresponde a la masa del tren trasero, en Kg.

g = Corresponde a la aceleracién de gravedad, que corresponde a 9,81 m/s%

¢, = Corresponde al angulo del tren trasero, medido en grados.

¢,= Corresponde al &ngulo del tren delantero, medido en grados.

K, = Corresponde a la constante del resorte torsional, medido en Nm/grados.

Para agregar el amortiguador al sistema, la ecuacion Euler-Lagrange requiere utilizar la
funcién disipativa de Rayleigh, asumiendo que la fuerza de amortiguacién es proporcional a la
velocidad, quedando como indica la formula 4.12.

1 . .
F= 5@(‘/’1 - fpz)z (4.12)

Donde:

¢ = Corresponde a la constante de amortiguamiento, medida en Nms/grados.
¢,= Corresponde a la velocidad angular del tren trasero, en grados/s.

¢,= Corresponde a la velocidad angular del tren delantero, medido en grados/s.

Para obtener la ecuacion de movimiento para el tren trasero, se debe resolver la siguiente
ecuacion Euler-Lagrange con fuerzas disipativas, expresada en la férmula 4.13.

d (oL oL _  OF
a (a_q;z) e, 0g; (4.13)

Donde:

L = Corresponde al lagrangeano del sistema, en Nm.

@, = Corresponde al &ngulo del tren trasero, medido en grados.

¢, = Corresponde a la velocidad angular del tren trasero, medido en grados/s.

Finalmente, la ecuacion de movimiento del tren trasero para el cuarto caso se expresa en
la formula 4.14.

L $, + (D — a)M,gsin(@y) + K (@1 — ¢2) + ¢ (91 — @) = 0 (4.14)
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Donde:

I, = Corresponde al momento de inercia del tren trasero en Kg-m?.

@,= Corresponde a la aceleracién angular del tren trasero, en grados/s>.

(D — a)= Corresponde a la distancia del centro de masa al eje de rotacién, en metros.
M, = Corresponde a la masa del tren trasero, en Kg.

g = Corresponde a la aceleracién de gravedad, que corresponde a 9,81 m/s%.

¢, = Corresponde al angulo del tren trasero, medido en grados.

¢,= Corresponde al &ngulo del tren delantero, medido en grados.

K, = Corresponde a la constante del resorte torsional, medido en Nm/grados.

¢, = Corresponde a la constante de amortiguamiento, medida en Nms/grados.
¢,= Corresponde a la velocidad angular del tren trasero, en grados/s.

¢,= Corresponde a la velocidad angular del tren delantero, medido en grados/s.

Para poder resolver la ecuacion diferencial 4.14, se debe recurrir a métodos numéricos,
debido a que esta no tiene solucion analitica, para esto se recurre al método Rungekutta, el codigo
del desarrollo del método, realizado en matlab, se encuentra en Anexos 2.

4.3.4 Calculo resistencia a la torsion del cuerpo

La elasticidad del cuerpo viene dado principalmente por los tendones, los cuales cumplen
la funcion de unir el musculo al hueso; mientras que el musculo se encarga de mantener la
tension generada por un tiempo prolongado, el tendon transmite este esfuerzo al esqueleto.
Durante la locomocidn, los musculo realizan contracciones ciclicas para generar tension; el
aporte del tendén como elemento elastico ayuda al muasculo a evitar ciclos de contracciones para
realizar pequefios esfuerzos, dado que se contrae el tenddn; ademas, dado que almacena energia
elastica, al liberar esta energia en la contraccion, reduce el trabajo del muasculo. Muchos
animales usan energia elastica del tendén para minimizar el trabajo muscular de la locomocion,
desarrollando musculos con fibras cortas y tendones largos, ideales para el almacenamiento y
retorno de energia elastica; esta configuracion logra reducir el trabajo metabdlico de los
musculos, pero hace que los musculos, en algunos casos, tengan que absorber la energia
almacenada en el tend6n para prepararse para el movimiento posterior [22]. Por lo anterior,
Fitzgerald, Kaufer y Malkani recomiendan que sea necesario considerar, para el trabajo
mecanico, la funcion del tendon en conjunto con el muasculo, describiendo una masa combinada
tendon-masculo [23]. R. F. Ker, R. M. Alexander y M. B. Bennett obtienen en su estudio que la
razén dptima entre areas de la seccion transversal, de musculo y tendon, para evitar la fractura del
conjunto durante un movimiento positivo, debe ser de rq, = 34, lo cual se traduce en 2,86% de
tendon y 97,14% de musculo. [24]

La componente del resorte de la formula 4.11 corresponde al torque ejercido por el resorte
torsional a la variacion angular entre los trenes delanteros y traseros. La teoria de mecanica de
solidos permite calcular el torque necesario para que un cuerpo sélido rote sobre un eje, si esta
deformacion es menor al esfuerzo limite, la deformacion sera elastica y el cuerpo se comportara
como resorte torsional [25], de similar comportamiento esperado por el modelo, por lo tanto, se
calculara el torque efectuado por el resorte torsional a partir del torque necesario para rotar un
cuerpo solido, lo que se expresa en la formula 4.15.

T = Ki(p1 — 92) =2 A0 (4.15)
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Donde:

K = Constante del resorte que se aproximara a GJ/L, medido en Nm/grados.

¢, — @,= Diferencia angular entre el tren delantero y el trasero, medido en grados.
G = Mddulo de cizalladura o de corte, medido en Pa.

J = Momento polar de 4rea o segundo momento de inercia de area, medido en m*.
L = El largo del cuerpo, en m.

El moédulo de cizalladura describe la respuesta de un cuerpo frente a fuerzas de
cizalladura, correspondiente a fuerzas en la misma direccién de un area del cuerpo. En materiales
elastico lineales el valor del modulo de cizalladura es constante, pero para los materiales no
lineales y anisétropos, como masculos y tendones, el médulo de cizalladura varia en funcion de
la tension ejercida [25]. La férmula 4.16 muestra como calcular el médulo de cizalladura.

E

G= 2(1+v)

(4.16)

Donde:
E = Mddulo de Young, medido en Pa.
v = Mddulo de Poisson, sin unidades de medida.

El modulo de Young o modulo de elasticidad, es la medida de rigidez de un material
solido, define la relacion entre la tensién ejercida y la deformacién en la misma direccién de la
tension; para materiales no lineales, el médulo de Young varia en funcién de la tension ejercida
[25]. El estudio de Maganaris y Paul se obtiene que el médulo de Young del el tendon varia de
0,4 GPa a bajas tensiones hasta 1,2 GPa a altas tensiones [26]. EI mddulo de Poisson o relacion
de Poisson, describe la respuesta ortogonal de un cuerpo solido, frente a una tension
perpendicular, es la razon entre la deformacion transversal y la compresion ortogonal [25]. Para
un material no lineal el médulo de Poisson depende de la tension ejercida, el estudio Swedberg et
al indica que el médulo de Poisson varia entre 4,01 para bajas tensiones y 0.68 para altas
tensiones [27]. Para el musculo, el estudio de Baldassarri y Arbeloa utilizan como valor
representativo del médulo de Young de 1,06667x10* Pa y para el médulo de Poisson un valor
representativo de 0.3333. Con todos estos datos se presenta en la tabla 4.5 el valor calculado del
modulo de cizalladura para el tendén y el musculo [28].

Tabla 4.5: Médulo de cizalladura para el tenddn, a alta y baja tension, y para el masculo.

Modulo de Cizalladura [MPa]

Tendon (alta tension) | 357,143 |
Tendon (baja tension | 39,920 |
Musculo | 0,004 |

Fuente: Elaboracion propia

El momento polar de &rea corresponde al segundo momento inercial de &rea, pero
calculado a partir del centro de masas, para definir el area del cuerpo del chita se considera que
solo el tronco del animal soporta el esfuerzo de torsion, sin considerar las extremidades,
quedando de area frontal solo un rectangulo. Luego, como no toda el area frontal del tronco es
musculo o tendones, debido a la presencia de 6rganos internos, se necesita conocer el area de la
seccion que corresponde a musculos y tendones, para esto se utiliza la imagen de la seccion
transversal de la cavidad abdominal de un perro al nivel segunda vértebra lumbar, observada en
la figura 4.10, en donde se determinan los espesores correspondientes a musculatura, utilizando el
software Autocad, con estas medidas se obtiene la razon entre tamafio total y musculo, con lo que
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se pueden extrapolar estas medidas a las dimensiones utilizadas en el modelo obteniendo un
rectangulo interior de 0,135 m x 0,136 m. Se puede observar en la figura 4.11 la imagen de la
seccion frontal del modelo considerando solo la musculatura.

Figura 4.10: Corte transversal de la cavidad abdominal de un perro al nivel de la segunda vértebra lumbar [29]

O

Figura 4.11: Vista frontal del modelo, representando el abdomen del animal

Con los célculos anteriores, en la formula 4.17 se presenta como calcular el momento
polar para un rectangulo, considerando la correccion de Saint Venant para torsion en secciones no
circulares, utilizando k; = 0,296 para el rectdngulo exterior y k, = 0,141 para el rectangulo
interior [25]. Ademas, como el segundo momento polar se calcula a partir del centro de la seccion
transversal, la formula 4.18 indica la correccion a realizar, a partir del teorema de Steiner de ejes
paralelos, para cambiar el eje del momento polar al eje utilizado en el modelo, que representa la
columna vertebral del chita.

J, = kpab? (4.17)
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Donde:
k, = Correccion de Saint Venant.
a = Longitud mayor del rectangulo, en m.
b = Longitud menor del rectangulo, en m.
] =], + Ad? (4.18)
Donde:
Jo = Momento polar a partir del centro de la figura, en m*.
A = Area de la seccion transversal, en m
d = distancia del centro de la figura al nuevo eje, en m.

Dado lo anterior, el momento polar del modelo corresponde a la resta entre el momento
polar del rectangulo exterior menos el momento polar del rectangulo interior, obteniendo un
momento polar total de 1,162x10™ m*.

Finalmente, considerando el largo del cuerpo del chita como 1,255 m, del estudio de L. L.
Marker y A. J. Dickman [14], se logra calcular a partir de la formula 4.15 el valor de K; del
cuerpo del chita, para altas tensiones y bajas tensiones, valores que se encuentran en la tabla 4.6.

Tabla 4.6: Valores de la constante K, del cuerpo del chita como resorte torsional

K [Nm/grados]
Tendon a alta tension | 577,450 |
Tenddn a baja tension 64,545
Msculo 6,467x10°

Fuente: Elaboracion propia

4.4 Resultados
4.4.1 Resultados caso tren delantero — tren trasero

La figura 4.12 muestra el grafico del movimiento del tren delantero y trasero como
solucién del primer caso, en donde se puede observar que el movimiento del tren trasero es una
sinusoidal de misma frecuencia que el movimiento del tren delantero pero en direccién contraria
y de mayor amplitud, esta amplitud es de 40,8°, lo cual era de esperar para el primer caso donde
no hay factores que afecten el sistema mas que la conservacién del momentum angular entre el
tren delantero y trasero, dado que el momento de inercia del tren delantero es mayor, el tren
trasero compensa esta diferencia aumentando su amplitud. EI aumento de amplitud es de un 20%
con respecto al movimiento que realiza el tren delantero, que corresponde a la misma diferencia
entre el momento de inercia del tren delantero con respecto al trasero. De este resultado se puede
suponer que, dada la flexibilidad de la espalda del chita, este resultado no deberia presentar
mayores complicaciones al animal al momento de correr, solo implicaria un esfuerzo mayor
sobre la espalda para dar cada zancada, ya que después de alcanzar la mayor amplitud debe
reorientar el tren tarsero con el delantero para que la zancada vaya en la direccion deseada.
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Figura 4.12: Grafico del movimiento del tren delantero, tren trasero y cola en funcién del tiempo, solucién del
primer caso. Generado en Matlab 2015a

4.4.2 Resultado caso tren delantero — cola.

La figura 4.13 muestra el grafico del movimiento del tren delantero, tren trasero y cola
como solucién del segundo caso, en este caso se asume que el movimiento del tren trasero es
nulo, se puede ver que el comportamiento es similar al obtenido para el primer caso, la cola
presenta un movimiento sinusoidal, con la misma frecuencia que el tren delantero, pero con
mayor amplitud, alcanzando un maximo de 167,7°, resultado esperado debido a que la cola
presenta un momento de inercia menor al de la cola. La amplitud de la cola es 4,9 veces mayor a
la amplitud del tren delantero, la misma relacién se encuentra entre las los momentos de inercia,
estos son directamente proporcionales. Este resultado muestra que para poder amortiguar por
completo el movimiento del tren delantero la cola realiza un movimiento que esta en un rango
inferior a 180°, lo que es un rango observado en la referencia visual [12] para que la cola no
golpee con el suelo, se debe considerar también que es dificil determinar el movimiento realizado
por la cola del chita, dado que la cola no es rigida, esta se va curvando al momento que se va
moviendo, por lo que el momento de inercia deberia cambiar en funcion del tiempo, analisis que
queda fuera de este trabajo, aun asi, el resultado entregado muestra que efectivamente la cola
actla como apéndice inercial, logrando amortiguar por completo el movimiento del tren trasero
sin recurrir a movimientos mayores a 180°.
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Figura 4.13: Gréfico del movimiento del tren delantero, tren trasero y cola en funcién del tiempo, solucion del
segundo caso. Generado por Matlab R2015a.

4.4.3 Resultado caso tres cuerpos.

El grafico 4.14 entrega el resultado de la ecuacion de movimiento para el tren trasero en
comparacion con el movimiento del tren delantero en funcion del tiempo. Este resultado utiliza
una constante para el resorte torsional de Kt = 3,8 Nm/grados y una constante para el
amortiguador de Ct = 0,3 Nms/grados, se determinan estos valores mediante la evaluacion de
distintos valores, determinando que estos corresponden a la mejor representacion de lo que se
puede observar en las referencias audiovisuales. Lo primero que se observa es que existe un
desfase en la frecuencia del tren delantero con el tren trasero, desfase de menos de medio
segundo, lo segundo que se observa es que el tren trasero se demora en estabilizar su
movimiento, debido a que empieza a en direccion contraria al tren delantero, pero al estabilizarse
este adquiere amplitudes cercanas a la amplitud del tren delantero.

Este desempefio se considera el movimiento de trenes que mejor le acomoda al chita, dado
que para poder desplazarse en un movimiento oscilatorio en la caceria, el tren delantero define la
direccién, pero como es el tren trasero quien entrega la potencia y la traccion del movimiento,
necesita que el tren trasero logre alinearse con el tren delantero, para que el movimiento sea
efectivamente el deseado, por eso se necesita que las amplitudes del movimiento del tren
delantero y tren trasero sean similares, ademas, se espera que exista desfase entre el movimiento
del tren delantero con el trasero, dado el galope del animal, mientras las patas traseras tocan tierra
y estd empujando, necesita tener las patas delanteras en el aire, desplazdndose a la nueva
direccién que seguira el animal, por lo tanto, si no existiera este desfase entre las amplitudes del
tren delantero y tren trasero, el animal tendria todos los pies en el suelo y el galope seria distinto.

Se esperaba que el movimiento del tren trasero sea capaz de alcanzar en el primer ciclo la
amplitud del movimiento del tren delantero, pero esto no fue posible con la configuracion del
modelo actual, dado que al disminuir Kt disminuyen la amplitud alcanzada llegando a valores
inferiores bastante bajos en el periodo antes de llegar al estado estacionario del movimiento, si
aumenta Kt, aumenta la amplitud del movimiento del tren trasero, se estabiliza en menos ciclos,
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pero la amplitud llega a ser mucho mayor que el movimiento del tren delantero. Por otro lado, el
aumento de Ct trae como consecuencia que el desfase entre el movimiento del tren delantero y
trasero empieza a disminuir y el movimiento del tren trasero se empieza a acercar mas al
movimiento del tren delantero, pero si Ct disminuye, el desfase aumenta entre las curvas, pero el
movimiento empieza a ser mas caotico, ya que la frecuencia natural del sistema empieza a tomar
un rol mas participativo en la solucion.

La figura 4.15 muestra el movimiento que debe realizar la cola, para que se conserve el
momentum angular del sistema en la solucién expresada en el grafico 4.14. Se observa que el
movimiento de la cola tiene como amplitud méxima en su periodo inicial de 171,4° y en su
periodo estable de 120,3°, lo cual se considera dentro de un rango aceptable al ser menor de 180°.
Ademas se observa que el movimiento de la cola presenta un desfase muy bajo, al alcanzar su
maximo o minimo, con respecto al movimiento del tren delantero, lo cual se esperaba como
desempefio del animal por lo observado en la referencia audiovisual, por otro lado se esperaba
que la amplitud alcanzada por el movimiento de la cola, sea mayor a la alcanzada en el caso tren
delantero — tren trasero, pero dado que el movimiento del tren trasero presenta desfase con
respecto al movimiento del tren delantero, esto permite que el movimiento de la cola sea menor
para poder mantener la conservacion de momentum, lo que corresponde a un mejor desempefio
que el obtenido en el primer caso, lo cual no estaba dentro de los resultados esperados.

Se observa gue el Kt obtenido no corresponde a ninguno de los Kt obtenidos en la seccién
4.3.4, pero esto era de esperar dado que Fitzgerald, Kaufer y Malkani indican la necesidad de
considerar el cuerpo como una combinacion de tendon musculo [23], entonces, considerando el
Kt promedio del tendon entre alta y baja tension, para lograr el Kt obtenido se necesita que el
area transversal sea 96,73% de musculo y un 3,27% de tenddn, lo cual se asemeja bastante al

resultado de Ker et al. [24].
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Figura 4.14: Gréfico del movimiento del tren delantero y tren trasero para un valor de Kt = 3.8 y Ct=0.30,
solucion del tercer caso con una representacion cercana al desempefio esperado del chita.
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Figura 4.15: Grafico del movimiento del tren delantero, tren trasero y cola para un valor de Kt =3.8 y Ct=
0.30, solucién del tercer caso con una representacién cercana al desempefio esperado del chita.

El grafico 4.16 entrega el resultado de las ecuaciones de movimiento para el modelo,
utilizando un Kt = 5 Nm/grados y Ct = 3 Nms/grados. Esta configuracion da como resultado que
el desfase entre el movimiento del tren delantero y tren trasero es pequefio, las maximas
amplitudes se encuentran casi al mismo tiempo, a pesar que un chita no presenta un desempefio
como el mostrado en este grafico, muestra un desempefio que puede ser extrapolable a un sistema
mecanico que pueda utilizar la misma ventaja que presenta la cola para mantener el equilibrio
frente a varias curvas a alta velocidad. Un sistema mecanico que requiera realizar varias curvas a
alta velocidad no necesita mantener el desfase mostrado en el grafico 4.14, mostrando que
perfectamente se puede disminuir el desfase entre el tren delantero y el trasero con pequefias
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Figura 4.16: Gréfico del movimiento del tren delantero y tren trasero para un valor de Kt=5y Ct=4,
solucion del tercer caso con un desempefio esperado para un sistema mecanico.
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El grafico 4.17 muestra el movimiento que realiza el tercer cuerpo del modelo para
mantener el equilibro de momentum angular del movimiento realizado por el tren delantero y tren
trasero representado en el grafico 4.16, se observa que la maxima amplitud a realizar por la cola
es menos de 360°, amplitud que quizas sea demasiado para ser realizado por un chita, pero no
deberia generar problemas en un sistema mecanico, mostrando que la cola como apéndice
inercial, puede ser utilizado como sistema de control de la conservacion de momentum angular de
un mecanismo como el modelo presentado en este trabajo, siendo necesario que el siguiente paso
sea a partir de este modelo y esta configuracion de Kt y Ct obtenida, extrapolar este resultado
para que se pueda disefiar un sistema de control para distintas amplitudes del tren delanetro y que
el tren trasero lo pueda seguir con similar amplitud y sin mucho desfase.
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Figura 4.17: Gréfico del movimiento del tren delantero, tren trasero y cola para un valor de Kt =5y Ct= 4,
solucion del tercer caso con un desempefio esperado para un sistema mecanico.
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5 Discusion

Los resultados obtenidos del modelo desarrollado en la seccién 4.1 invitan a inferir que
las interacciones entre los cuerpos simulados representan de buena forma el comportamiento real.
Es posible reconocer una similitud entre el modelo y lo que se observa en la referencia
audiovisual: el tren trasero sigue al tren delantero con un pequefio desfase gracias a la presencia
de la cola como apéndice inercial, mientras que el tren trasero logra amplitudes similares al tren
delantero, y las amplitudes de la cola se encuentran dentro de un rango decidido aceptable.

Sin embargo, el modelo claramente, es susceptible a mejoras, ya que representar al chita
como un sistema de tres cuerpos es muy simple en comparacion con la complejidad del cuerpo de
un animal. Esta simplificacion desconoce las interacciones que ocurren entre los elementos que
conforman cada cuerpo, como, por ejemplo, la presencia de piernas en el animal. Al estar éstas en
constante movimiento no interfieren directamente en cambiar el momentum angular, pero varian
la posicion del centro de masas, afectando el momento de inercia tanto del tren delantero como
del trasero. Ademas, se desprecia la interaccion de las piernas con el suelo: no es aventurado el
considerar que la fuerza de reaccion con el suelo no genera torque al cuerpo del animal, pero al
momento de girar al cuerpo, el suelo hace de pivote, y puede absorber parte del esfuerzo del giro,
disminuyendo asi el trabajo que debe realizar la cola. Por otro lado, la cola no es una barra rigida,
como se considero en el estudio de la inercia de la cola de A. Patel [4] y P. Hudson [5], porque al
momento de mover la cola cada una de las vértebras van variando su posicion, generandose
curvaturas distintas para cada movimiento; de este modo, una cadena serd una representacion mas
fiel de la cola que una barra rigida, implicando cambios del momento de inercia de la cola en
funcion del movimiento realizado, lo cual cambia la ponderacion del trabajo que realiza.

No obstante lo anterior, un aumento en la cantidad de cuerpos en el modelo, implica
aumentar las variables y ecuaciones que permiten determinar el comportamiento que se estudia,
ya que para cada cuerpo es necesario conocer sus condiciones iniciales, sus propiedades, y su
interaccion con cuerpos aledafios. Esto dificulta demasiado el desarrollo del modelo, porque no
hay estudios suficientes para identificar las propiedades de cada elemento del cuerpo del animal,
ni tampoco, hay estudios centrados en la evolucion cinematica del cuerpo del chita que permitan
determinar las condiciones iniciales. De todos modos, se espera que el aumentar los cuerpos del
modelo no cambie las conclusiones obtenidas en este estudio, solo deberia obtenerse resultados
mas cercanos a los reales: asi, no debiera cambiar ni el comportamiento global de la cola ni su
efecto sobre el cuerpo, sino que Unicamente se tendra una mejor representacion de la performance
del animal y de la interaccién de las partes de su cuerpo.

También, cabe sefialar que las condiciones iniciales influyen directamente en la respuesta
del modelo, en especial puede cambiar el como responde el tercer caso. La velocidad inicial
afecta directamente la parte inestable de la respuesta de la figura 4.14, a mayor velocidad inicial
del tren trasero mayor es la amplitud alcanzada en la primera oscilacion y, por lo tanto, requiere
mayor amplitud de la cola para conservar el momentum angular. Por otro lado, si la velocidad
inicial es baja, el tren trasero se demora menos de una oscilacion en alcanzar el equilibrio y a
empezar a seguir al tren delantero. Esto se debe a que la velocidad inicial entrega la energia para
que el tren trasero oscile a su frecuencia natural, pero esta energia es absorbida por el resorte y
amortiguador, por lo tanto, a mayor energia inicial se demorara mas en ser absorbida y en seguir
el movimiento del tren delantero.

En el desarrollo de todos casos, la velocidad inicial ha sido determinada mediante un
desarrollo l6gico de lo que sucede con el animal durante la caceria, dado que no existen estudios
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donde se analicen las velocidades del cuerpo a medida que el animal va corriendo, y la referencia
audiovisual existente no permite poder calcular todas las condiciones en que se desenvuelve el
animal. Por lo tanto, es necesario realizar investigaciones que estudien los detalles de los
movimientos del chita para poder verificar la exactitud de los nimeros obtenidos en cada
solucion, y si bien, puede que los nimeros cambien, no deberian resultar muy distintos a los
obtenidos, ni sugerir relaciones distintas: las conclusiones que se obtengan deberian ser similares
a las de este trabajo.

Otro factor que determina el comportamiento de la solucion del modelo es la eleccién de
las constantes del resorte y el amortiguador torsional del tercer caso, en la seccion 4.3.3. Estos
buscan representar la continuidad que tiene el tren delantero con el trasero, dado que realmente
no son dos cuerpos independientes, y aungue se entiende que en realidad el animal no tiene un
resorte 0 un amortiguador propiamente tales, son Utiles para la simulacion y mejor comprension
del comportamiento real. Ahora bien, no hay forma directa de determinar los elementos que
actuarian como resorte y amortiguador, porque es mucha la cantidad de musculos, tendones y
ligamentos presentes en el tronco del animal, de todas formas es posible hallar un valor
aproximado para el resorte como se realizd en la seccion 4.3.4. Alli, al calcular la constante del
resorte se obtuvo una razon de area entre musculo y tendon similar al obtenido en el trabajo
desarrollado por Ker et al [24], y ellos indican en su desarrollo, que el valor obtenido es
representativo para una union masculo—tendon promedio. También hay que considerar que las
aproximaciones realizadas en la seccién 4.3.4 inciden directamente en el valor obtenido, por
ejemplo, la seccidn transversal con que se aproximo el area es arbitraria, va variando a lo largo
del cuerpo del animal, ademas la direccion de cada musculo va variando, y con ello, la resistencia
elastica que ejerce frente a los movimientos del tren delantero y trasero, pero aun asi, un valor
mas certero de esta constante no deberia alejarse del valor obtenido, presentando misma orden de
magnitud.

Por otro lado, el amortiguador es mas complicado de aproximar. No se puede realizar una
analogia directa como la realizada entre un tendon y un resorte en la seccion 4.3.4, debido a que
la férmula 4.12, que describe el comportamiento de un amortiguador, representa la fuerza de
reaccién que se genera al pasar un cuerpo por un liquido viscoso, en donde, a mayor velocidad
resulta una mayor resistencia contra el cuerpo. R. Shadmehr y S. Wise [30] indican que este
comportamiento es semejante a un efecto que ocurre en el musculo cuando produce una fuerza
que se mantiene isométricamente, es decir, cuando el musculo ejerce una fuerza sin presentar
cambios de longitud, y luego, pasa a producir una fuerza con estiramiento o acortamiento de la
fibra muscular, cuando los musculos se acortan, se pierde fuerza aparente a la generada con
contraccion isométrica, y esta pérdida es mayor a medida que aumenta la contraccion o
estiramiento de la fibra muscular, generando un efecto similar al que produce un piston con
amortiguamiento. Pero este efecto no resulta de la presencia de un fluido viscoso que se resiste al
cambio de longitud en el musculo, sino de la acciéon de la miosina y actina como elementos
contractiles del musculo y de la fatiga que sufren después de la contraccion. Por consiguiente, el
hecho de que la fuerza es mas pequefia durante el acortamiento no es debido a una viscosidad
real, sino mas bien a las caracteristicas del mecanismo contractil de actina-miosina, que se puede
modelar como una viscosidad. De esta similitud se logra describir matematicamente el efecto
anterior como un amortiguador, obteniendo una constante de amortiguacion del muasculo igual a
0,49 [Ns/m], este valor se puede aproximar al amortiguador torsional del chita: se asocia como
radio de giro la distancia desde el eje de giro para obtener el torque generado por esa fuerza de
amortiguamiento, a partir del mismo radio de giro como brazo del torque; entonces, con el
promedio, entre el mayor radio y el menor radio del cuerpo, se obtiene un valor para la constante

29



de 0,843 [Nms/grados], valor que, si quizas no es tan cercano, se asemeja en el orden de
magnitud, por lo que no debiera estar muy alejado del valor real.

De ambas aproximaciones realizadas, para el resorte y el amortiguador, se obtienen
resultados similares a los trabajos desarrollados a partir de datos empiricos, y si bien se desarrolla
en otros animales, el principio del funcionamiento del mdsculo y de los tendones no debiera
cambiar significativamente como para obtener resultados muy distantes a los de este estudio. Y
aunqgue los valores obtenidos en la iteracién no sean precisos, son cercanos a las propiedades
bioldgicas del chita. Por lo tanto, el resultado obtenido en el tercer caso puede efectivamente
considerarse una buena aproximacion al movimiento realizado por el chita.

Finalmente el modelo ayuda a entender el movimiento del chita y el rol que juega la cola,
entendiendo que el resultado del tercer caso dependen de los valores obtenidos para el resorte y el
amortiguador, estos son semejantes a los obtenidos por otros autores al estudiar los componentes
que controlan el sistema locomotor del chita, manteniendo el orden de magnitud de estos valores.
Por lo tanto, se puede aceptar que las propiedades mecéanicas del modelo obtenidas se acercan a
las propiedades bioldgicas del chita, esperando que el comportamiento obtenido sea semejante al
movimiento realizado por el animal; entender si la cola se mueve porque el animal busca un
mejor control del cuerpo al maniobrar, o si la cola se mueve por consecuencia del movimiento
realizado por el cuerpo, la solucion del tercer caso en la figura 4.15, se observa que la cola se
mueve después del tren delantero y antes del tren trasero, lo que permite decir que la cola se
mueve para que el tren trasero se pueda acomodar al movimiento del tren delantero con un menor
esfuerzo, pero esto no es concluyente. Sin embargo queda claro que la cola juega un rol
importante al momento de mantener el equilibrio del momentum angular permitiendo que el tren
trasero siga el movimiento del tren delantero.
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6 Conclusiones

El modelo generado en este trabajo se logra comportar de manera similar a la performance
que realiza el chita durante la caceria segun las referencias audiovisuales utilizadas, identificando
el aporte cualitativo de la cola del Chita como un elemento que ayuda al animal a maniobrar y se
obtiene un resultado cuantitativo de la cola para que logre conservar el momentum angular del
chita, el cual depende directamente de las variables de resorte y amortiguador torsional que se
encuentran entre el tren delantero y el trasero.

Los resultados del primer caso: tren delantero y tren trasero, muestran que de no tener
cola el tren trasero se mueve en sentido contrario al tren delantero y a una amplitud mayor a la
alcanzada por el tren delantero, aumento dado la razon entre los momentos de inercia del tren
delantero y el tren trasero. Este resultado muestra que un chita sin cola podria llegar a realizar las
mismas maniobras a altas velocidades, pero habria un esfuerzo mayor sobre la columna del
animal para alinear el tren trasero con el delantero después de cada cambio de direccion.

Los resultados del segundo caso: tren delantero y cola, muestra que la cola si es capaz de
compensar el movimiento del tren delantero al punto que el tren trasero no se mueva, mostrando
que la cola si puede actuar como apéndice inercial para mantener el momentum angular del
sistema sin necesidad de realizar trabajo mecanico en el tren trasero.

Los resultados del tercer caso: tres cuerpos con el acople entre el tren delantero y tren
trasero, entregan un resultado semejante al que se espera que sea realizado por el chita durante
sus persecuciones a alta velocidad. Se obtiene una configuracion para el resorte y el amortiguador
en donde la respuesta del tren trasero presenta un desfase con respecto al movimiento del tren
delantero y las amplitudes alcanzadas por el tren trasero son similares a las amplitudes alcanzadas
por el tren delantero. Ademas esta configuracion requiere que la cola del modelo presente
amplitudes incluso menores a las requeridas en el caso 1, mostrando que esta configuracion
presenta una respuesta mejor que la presentada en el caso 1, ademas el modelo mecénico del
cuerpo del chita requiere para obtener estos resultados una razon de 96,5% de masculo y 3,5% de
tendon, resultado que se asemeja bastante a la razén dptima observada en la naturaleza. Ademas
el amortiguador obtenido es similar a modelos matematicos del comportamiento viscoso del
musculo, presentando una diferencia porcentual del 37,3%, mostrando que las condiciones del
modelo son semejantes a las esperadas en el chita real y se obtienen resultados similares a los
observados, por lo que se puede indicar que la cola del animal si aporta a la maniobrabilidad del
chita, jugando un rol importante, permitiendo aumentar la agilidad del animal y disminuyendo el
esfuerzo que debe realizar para desplazarse a altas velocidades.

Sin embargo, para poder obtener una respuesta mas cercana a lo que ocurre en la
naturaleza se puede, a partir de este modelo, agregar nuevas variables y elementos que
interactien con el cuerpo durante el movimiento, pero se requieren mas estudios sobre la
cinematica del chita para poder desarrollar nuevos modelos mas precisos.
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Anexo 1: Fotos de chitas

A continuacion se muestran las fotos utilizadas para obtener la razon ancho de la cabeza
con ancho de la parte inferior del tren delantero. Las fotos fueron reducidas de las originales.

Figura Al.1: Foto 1 utilizada para obtener la razon entre el ancho de la cabeza y el ancho inferior del tren
delantero. Imagen de San Diego Zoo [31]

Figura Al.2: Foto 2 utilizada para obtener la razén entre el ancho de la cabeza y el ancho inferior del tren
delantero. Imagen de The Hudson Zoo. [32]



Figura A1.3 : Foto 3utilizada para obtener la razon entre el ancho de la cabeza y el ancho inferior del tren
delantero. Imagen de National Geographic y Cincinnati Zoo [33]

NHPA/PHOTOSHOTY

Figura Al.4 : Foto 4 utilizada para obtener la razon entre el ancho de la cabeza y el ancho inferior del tren
delantero. Imagen de BBC y NHPA PHOTOSHOT [18]
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Figura A1.5: Foto 5 utilizada para obtener la razén entre el ancho de la cabeza y el ancho inferior del tren
delantero. Imagen de BBC y NHPA PHOTOSHOT [18]

Figura A1.6 : Foto 6 utilizada para obtener la razén entre el ancho de la cabeza y el ancho inferior del tren
delantero. Imagen de Ddovala [34]
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Figura A1.7: Foto 7 utilizada para obtener la razon entre el ancho de la cabeza y el ancho inferior del tren
delantero. Imagen de Mark Newman [35]

Figura Al.8: Foto 8 utilizada para obtener la razén entre el ancho de la cabeza y el ancho inferior del tren
delantero. Imagen de Lisa Vandyke [19]



Figura Al1.9: Foto 9 utilizada para obtener la razon entre el ancho de la cabeza y el ancho inferior del tren
delantero. Imagen de Sarah Jane Tarr [36]

Figura A1.10: Foto 10 utilizada para obtener la razén entre el ancho de la cabeza y el ancho inferior del tren
delantero. Imagen de Jim Usherwood [36]



La tabla Al.1 muestra las medidas obtenidas de las fotos, las cuales fueron realizadas
gracias al software Autocad, finalmente se entrega la relacion I/C que corresponde a la razén
entre el ancho inferior del tren delantero con respecto al ancho de la cabeza.

Tabla Al.1: Medidas de ancho de la cabeza e inferior del tren delantero de las distintas fotos.

Ancho Ancho Razén 1/C

Cabeza [mm] inferior [mm]
Foto 1 583,841 803,246 1,376
Foto 2 235,494 304,756 1,294
Foto 3 234,453 352,398 1,503
Foto 4 341,038 402,837 1,181
Foto 5 863,745 980,467 1,135
Foto 6 450,060 514,354 1,143
Foto 7 776,706 976,594 1,257
Foto 8 360,294 539,226 1,497
Foto 9 842,680 1140,077 1,353
Foto 10 481,846 653,288 1,356
Promedio 1,309

Fuente: Elaboracion propia.



Anexo 2: Codigo Matlab del método Rungekutta.

A continuacion se presenta el codigo de Matlab utilizado para resolver el tercer caso. El
método corresponde a la aplicacion del método Rungekutta de cuarto orden aplicado a una
ecuacion diferencial de segundo grado, que es equivalente a un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden.

Para definir las variables y simplificar el desarrollo del modelo, la ecuacion 4.14 se
expresa de la siguiente forma:

" D—-a)M. . K; c . .
@2 + %sm(goz) + T;(‘P1 — @)+ I‘Z(‘P1 —¢2)=0 (A21)
~——— () (W]
U T |4
$Definicidén de wvariables
x = linspace(0,6); S$Tiempo, se dividen 6 segundos en 100 partes iguales
phi 0 = 0; %Posicidn inicial
vphi 0 = -5.61%34*%(0.298/0.248); %Velocidad inicial, considerando inicialmente
no hay cola
phi r = zeros(1,100); %Posicidn en funcidn del tiempo
vphi r zeros (1,100); %Velocidad en funcidén del tiempo

phi r(l)=phi 0; %posicidén inicial

vphi r(l)=vphi 0; %velocidad inicial
h=x(2)-x(1); %delta tiempo

Kt=3.8; %Constante resorte

Ct=0.30; %Constante amortiguador

A=34; %Amplitud movimiento tren delantero
w=5.61; %$Velocidad angular movimiento del tren delantero
T=-Kt/0.248;

U=-(0.07615/0.248)*9.8*19.7;

V=-Ct/0.248;

f=pi/180;

%Desarrollo rungekutta cuarto orden
for 1i=1:99
kl=h*vphi r(i);
11=h* (T* (phi r(i)-A*sin(w*x(i)))+U*sin(f*phi r(i))+V* (vphi r(i)-
A*wrcos (wrx (1))));
k2=h* (vphi r(i)+0.5*11);
12=h*(T* (phi r(i)+0.5*kl-
A*sin(w* (x(1)+0.5*h)))+U*sin(f*phi r(i)+0.5*f*kl)+V* (vphi r(i)+0.5*11-
A*w*cos (w* (x(1)+0.5*h)))) ;
k3=h* (vphi r(i)+0.5%12);
13=h*(T* (phi r(i)+0.5%k2-
A*sin(w* (x(1)+0.5*h)))+U*sin(f*phi r(i)+0.5*£*k2)+V* (vphi r(i)+0.5*12-
A*w*cos (w* (x(1)+0.5*h))));
kd4=h* (vphi r(i)+13);
14=h* (T* (phi r(i)+k3-
A*sin(w* (x(i)+h)))+U*sin (f*phi r(i)+£*k3)+V* (vphi r(i)+13-
A*w*cos (w* (x(i)+h))));
phi r(i+l)= phi r(i)+(kl1+2*k2+2*k3+k4)/6;
vphi r(i+1l)= vphi r(i)+(1142*12+2*13+14)/6;
end



Para obtener el movimiento de la cola, a partir del movimiento del tren trasero obtenido
por el método rungekutta y el movimiento del tren delantero definido en la seccion 4.2.2, se
puede despejar la velocidad de la cola gracias a la conservacion de momentum angular,
expresado en la ecuacion 4.8, condicionando que inicialmente el movimiento va en linea recta y
empieza a zigzaguear, se puede obtener la siguiente expresion para la velocidad de la cola,
expresado en la formula A2.2.

. Lpithgo
q)3 -_ 13 (A22)

Al tener la velocidad de la cola, se utiliza una integracion numérica para obtener la

posicion en funcidn del tiempo, la cual se expresa en la funcién A2.3.

p(t+ At) = p(t)+¢3 - At (A2.3)
Este procedimiento se traduce al siguiente cddigo en Matlab.

%$Variables de la cola
vphi 3 = zeros(1,100);
phi 3= zeros(1,100);

%Calculo velocidad de la cola

for 1=1:99

vphi 3(i) = -(0.298/0.0604) *A*w*cos (w*x(1))-(0.248/0.0604) *vphi r(i);
end

$Célculo posicidédn de la cola

for i=1:99

phi 3(i+l) = phi 3(i)+h*vphi 3(i);
end



