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PROBLEMAS ESPECTRALES EN EL GRAFENO

El objetivo de esta Tesis es analizar el espetro de un operador Hamiltoniano de�nido en la

red hexagonal del grafeno. Se desriben ompletamente las regiones donde las soluiones son

aotadas y no aotadas, se de�ne una base que permite determinar las soluiones en toda la

red hexagonal y se estudia el soporte de iertas funiones de�nidas en esta red.

iii



iv



Al profesor Jorge San Martín, on profundo agradeimiento y admiraión.

A mi madre y a mis dos hermanos, por el apoyo inondiional de siempre.

v



Tabla de Contenido

Tabla de Contenido vi

Introduión 1

Motivaión general . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

Contenido de la Tesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1 EDOs de segundo orden on oe�ientes periódios 9

1.1 Teoría de Floquet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2 Euaión de Hill . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2.1 Aotaión y periodiidad de las soluiones . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.2.2 Sistemas de euaiones difereniales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.2.3 Intervalos de estabilidad y de inestabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.2.4 Problemas periódios y semi-periódios de valores propios . . . . . . . . . 21

1.2.5 La funión D(λ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.3 Estrutura de bandas en la Euaión de Hill . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.3.1 El espetro de Bloh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.3.2 El espetro exponenial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2 El operador Hamiltoniano en el grafeno 36

2.1 El grafeno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.2 El Hamiltoniano en el grafeno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.3 Condiiones de Kirhhko� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.3.1 Demostraión del Teorema 2.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.3.2 Demostraión del Teorema 2.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.4 Teoría espetral en el grafeno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.4.1 Soluiones aotadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.4.2 Soluiones no aotadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3 Bases para el Grafeno 54

3.1 Una base anónia del grafeno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.2 Propiedades de la base anónia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.3 Base on soporte en el semi-plano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

Conlusión 85

A Apéndie A: Artíulo 1 87

vi



A.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

A.2 Theoretial framework . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

A.2.1 The Bloh spetrum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

A.2.2 The exponential spetrum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

A.3 The graphene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

A.4 The Hamiltonian of graphene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

A.5 Kirhho�'s onditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

A.5.1 Proof of Theorem A.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

A.5.2 Proof of Theorem A.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

A.6 Spetral Theory in the Graphene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

A.6.1 Bounded solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

A.6.2 Unbounded solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

A.7 Conlusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

B Apéndie B: Artíulo 2 110

B.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

B.1.1 Survey of the previous results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

B.1.2 Presentation of new results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

B.2 Proof of the main results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

B.2.1 A anonial basis for the graphene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

B.2.2 Properties of the anonial basis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

B.3 Basis with support in the semi-plane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

B.4 Conlusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

Bibliografía 147

vii



viii



Introduión

Motivaión general

El grafeno, ompuesto úniamente por arbono, se enuentra dispuesto en una estrutura

laminar plana de un solo átomo de grosor y on un empaquetamiento ristalino de panal de

abeja. Las nanoestruturas de arbono, en espeial el grafeno, han atraído muho la atenión de

los investigadores en los últimos años, debido a sus partiulares propiedades físio-químias y sus

apliaiones (ver, por ejemplo, [28, 32, 53℄). Tales estruturas han sido modeladas, en partiular,

por redes uántias (ver, por ejemplo, [5, 33, 34, 41℄), también llamadas grafos uántios, que

nos llevan a modelos de grá�os uántios en químia [51, 52℄ y en físia [2, 8, 19, 45, 47℄

(ver también [37, 38℄ y sus referenias). El Premio Nobel de Físia del año 2010 se le otorgó a

los ientí�os Andréy Gueim y Konstantín Novosiólov por sus revoluionarios desubrimientos

aera de este material [40℄.
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La omposiión químia del grafeno (es deir los átomos que lo onforman) es la misma

que la del diamante (onformado por átomos de arbono organizados en un enmarañado tri-

dimensional) o el gra�to (los mismo átomos de arbono pero dispuestos en forma de apas,

omo una torta de milhojas). El grafeno es senillamente una apa de gra�to aislada. Es un

material intrínseamente bidimensional on sólo una apa atómia [49℄. Luego de años en que

la búsqueda sistemátia de grafeno en una super�ie de un tamaño de milímetros pareía una

tarea ondenada al fraaso debido a la extensión del área impliada, el gran mérito del equipo

de ientí�os rusos de la Universidad de Manhester (Reino Unido) para ser mereedores del

Premio Nobel fue onebir la idea de depositar delgadas apas de gra�to sobre óxido de siliio

(material básio en la formaión de los transistores que omponen los omputadores) desde

donde podían distinguirse las apas de grafeno mediante un simple ontraste óptio perepti-

ble al ojo humano. De esta forma, Novosiólov y Geim desubrieron que era posible enontrar

zonas on una apa atómia de arbono y atuar sobre ellas onetando ables y estudiando

sus propiedades.

El heho de que las propiedades enontradas fueran maravillosamente extravagantes no fue

una ompleta sorpresa. El material grafeno había sido objeto de extensos análisis teórios

durante el siglo XX y en todos ellos se le habían atribuido diversas propiedades, por lo que se

intuía que el ompuesto esondía un universo de fenómenos sin parangón en omparaión on

los demás materiales y que esta araterístia se mantendría vigente hasta hoy, espeialmente

al momento de analizar sus propiedades eletrónias [15℄. La prinipal de estas propiedades

apunta al heho de que el grafeno aparee omo un material que no es ni metal ni aislante

(semiondutor), en un sentido lásio, una partiularidad que ha motivado inluso la reesritura

de textos lásios de físia eletrónia. Los eletrones en grafeno se mueven de una manera

espeial - que sólo tiene una analogía en el estudio de partíulas de altas energías - y similar a los

neutrinos, partíulas subatómias que se mueven a la veloidad de la luz, sin importar su energía

debido a que no tienen masa. Estas propiedades están ondensadas en la llamada euaión de

Dira, formulada por Paul Dira en 1928 y que desribe la dinámia de partíulas reoniliando

la meánia uántia on la teoría de Einstein de relatividad espeial. Esto quiere deir que,

en grafeno, los eletrones se mueven obedeiendo a la misma euaión de Dira, sin masa, pero

on dos distiniones no menores: su veloidad onstante pero unas 300 vees menor que la de

la luz y, por supuesto, su apaidad para moverse en sólo dos dimensiones. Esta analogía ha

permitido observar diversos efetos sólo reservados para sistemas muy energétios en el grafeno.

Las uriosas propiedades del grafeno prometen, por lo tanto, un gran potenial tenológio.
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Algunos avanes ya se han registrado a través de la reaión del primer nanotransistor onstruido

on grafeno y el desarrollo de óxido de grafeno. Sin embargo, para lograr que el potenial de

este partiular material se onrete será neesario dominar la ténia de reimiento del grafeno

a niveles que permitan su uso industrial. Por esta razón, los esfuerzos de investigaión atual en

el tema ontinúan enfoándose en problemas omo el reimiento, la estrutura y la dinámia

de las apas de grafeno.

Menionaremos a ontinuaión sólo algunas de las muhas ualidades que tiene este material.

• Propiedades meánias.

El grafeno es de los materiales más duros y fuertes existentes, inluso supera la dureza del

diamante y es dosientas vees más resistente que el aero. Es altamente rígido, soporta grandes

fuerzas sin apenas deformarse. Se trata de un material ligero on una densidad de tan solo 0,77

miligramos por metro uadrado (densidad indiada en unidades de super�ie omo ausa de su

estrutura laminar). También abe destaar que soporta grandes fuerzas de �exión, es deir,

se puede doblar sin que se rompa. Para haerse una idea de la apaidad de estas propiedades

meánias, el premio Nobel hizo una omparaión on una hamaa de grafeno de un metro

uadrado de super�ie y un solo átomo de espesor. Esta hamaa de grafeno podría soportar

hasta 4 kg antes de romperse (equivalente al peso de un gato). En total esta hamaa pesaría lo

mismo que uno de los pelos del bigote del gato, menos de un miligramo.

• Apliaiones en eletrónia.

Las propiedades del grafeno son ideales para utilizarlo omo omponente de iruitos inte-

grados. Está dotado de alta movilidad de portadores, así omo de bajo nivel de �ruido�. Ello

permite que se le utilie omo anal en transistores de efeto ampo (FET). La di�ultad de

utilizar grafeno radia en la produión del mismo material en el sustrato adeuado. Investi-

gadores están indagando métodos tales omo transferenia de hojas de grafeno desde gra�to

(exfoliaión) o reimiento epitaxial (omo la gra�tizaión térmia de la super�ie del arburo

de siliio: SiC).

En diiembre de 2008, IBM anunió que habían fabriado y araterizado transistores que

operaban a freuenias de 26 gigaherios (GHz). En febrero de 2010, la misma empresa anunió

que la veloidad de estos nuevos transistores alanzó los 100 GHz. En septiembre de 2010 se

alanzaron los 300 GHz.

Las publiaiones espeializadas rebosan de artíulos en los que se atribuye a esta estrutura

de arbono ualidad de �remedio universal� en la tenología para reemplazo de dispositivos de

siliio por grafeno. Pero no toda la omunidad ientí�a omparte este optimismo. El élebre

físio holandés Walter de Heer a�rma: �El grafeno nuna reemplazará al siliio. Nadie que

onoza el mundillo puede deir esto seriamente. Simplemente, hará algunas osas que el siliio

no puede haer. Es omo on los baros y los aviones. Los aviones nuna han reemplazado a

los baros�.
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Además, el grafeno aree de una banda de resistividad, propiedad esenial que le es inherente

al siliio. Eso implia que el grafeno no puede dejar de onduir eletriidad: no se puede apagar.

• Cables de alta veloidad.

Investigadores de la Universidad de Cambridge lograron que el grafeno fuera apaz de aptar

una gran antidad de luz, lo que se puede utilizar en la reaión de ables de �bra óptia muy

veloes que se bene�ian de otra de las propiedades del material: los eletrones se desplazan

rápidamente en él. Así, se prometen ables de grafeno que podrían mover informaión ientos

de vees más rápido que uno atual, lo que podría implementarse en el área de las teleomu-

niaiones para la instalaión de redes más veloes, aumentando así la apaidad y rapidez de

internet, la telefonía móvil y en de�nitiva, todas las omuniaiones que se llevan a abo sobre

nuestro planeta.

Contenido de la Tesis

Capítulo 1

En las tres primeras seiones del primer apítulo, se resume parte de la teoría de euaiones

difereniales de segundo orden on oe�ientes periódios expliada en el libro de Eastham [22℄.

En partiular, nos entramos en el análisis de la euaión on oe�ientes reales onoida omo

euaión de Hill, que ha sido investigada por muhos matemátios en los últimos años. Gran

parte de esta teoría está en el libro [42℄ de Magnus and Winkler. Otros resultados relaionados

on la teoría de funiones propias están dados por Tithmarsh en [58℄ y por Burnat en [14℄.

El nombre euaión de Hill es dado a la euaión

(P (x)u′(x))′ +Q(x)u(x) = 0,

donde P y Q son funiones a valores reales y tienen el mismo periodo T , T > 0. Además, se

asume que P es ontinua y nuna ero y que P ′
y Q on ontinuas por tramos.

Denotaremos por ϕ1 y ϕ2 a dos soluiones linealmente independientes de la euaión de Hill

que satisfaen

ϕ1(0) = 1, ϕ′
1(0) = 0, ϕ2(0) = 0, ϕ′

2(0) = 1.

Así, toda soluión u de diha euaión se puede esribir omo

u(x) = u(0)ϕ1(x) + u′(0)ϕ2(x).

Se desribe on detalle uándo la euaión de Hill tiene soluiones aotadas y no aotadas.

A ontinuaión, se estudia el aso partiular

Q(x) = λw(x)− V (x),
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donde w y V son ontinuas por partes, tienen periodo T y existe una onstante w0 > 0 tal que
w ≥ w0. Si esribimos p en lugar de P , la euaión de Hill es ahora

(p(x)u′(x))′ + (λw(x)− V (x))u(x) = 0

y, para señalar la dependenia de λ, esribiremos las soluiones ϕ1 y ϕ2 omo ϕ1(·;λ) y ϕ2(·;λ).

La teoría de estabilidad y de funiones propias están analizadas en varios libros, omo Arsott

[6℄, Erdelyi [9℄, MLahlen [43℄, Meixner y Shafke [44℄, y Strutt [55℄, por menionar algunos.

Las dos últimas seiones de este apítulo, son una reopilaión de algunos resultados del

artíulo [3℄. En él los autores se entran en el problema de enontrar los intervalos de estabilidad

e inestabilidad de una euaión de segundo orden en la reta real on oe�ientes periódios, que

en este aso es la Euaión de Hill. Es bien sabido que los intervalos estables orresponden al

espetro de la familia de operadores de Bloh de�nidos en un sólo periodo (ver [1, 18℄), pero en

[3℄ proponen la araterizaión de los intervalos inestables, introduiendo una nueva familia de

operadores no autoadjuntos formalmente equivalentes a los de Bloh aunque on un parámetro

de Bloh imaginario, que es llamado exponenial. Los autores prueban que esta familia admite un

número ontable in�nito de valores propios que, uando son reales, araterizan ompletamente

los intervalos de inestabilidad de la Euaión de Hill. Este resultado se establee en el Teorema

1.24.

Capítulo 2

En el segundo apítulo, se desribe el grafeno G geométriamente, on sus respetivos om-

ponentes: los vérties en V y las aristas en A. Además, identi�aremos ada arista del grafeno

on el segmento [0, 1] ⊆ R, ya que ada arista es biyetiva on diho segmento. En efeto, basta

on onsiderar la parametrizaión σ, orientada de v a w, de�nida por:

σ : [0, 1]× R2 × R2 → R2

(t; v,w) 7→ σ(t; v,w) = v + t(w − v).

De este modo, ada arista [v1, v2] ∈ A puede esribirse omo σ([0, 1]; v1, v2). La funión inversa
es tal que

x ∈ [v1, v2] 7→ σ
−1(x; v1, v2) =

‖ x− v1 ‖
‖ v2 − v1 ‖

.

Usando la parametrizaión σ, para ada arista [v1, v2] ∈ A se puede de�nir el espaio

L2(v1, v2) omo sigue:

L2(v1, v2) =
{
Ψ̃ ◦ σ−1(·; v1, v2) : Ψ̃ ∈ L2(0, 1)

}
,

dotado de la norma ‖Ψ̃◦σ−1(·; v1, v2)‖L2(v1,v2) = ‖Ψ̃‖L2(0,1). Con esto, se de�ne L
2(A) del modo

siguiente:

L2(A) =
{
(Ψa)a∈A ∈

⊗

a∈A
L2(a) :

∑

a∈A
‖Ψa‖2L2(a) <∞

}
.
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Este espaio tambien suele llamarse L2(G).

Análogamente, para ada arista [v1, v2] ∈ A se puede de�nir el espaio de Sobolev H2(v1, v2)
omo sigue:

H2(v1, v2) =
{
Ψ̃ ◦ σ−1(·; v1, v2) : Ψ̃ ∈ H2(0, 1)

}
,

dotado de la norma ‖Ψ̃ ◦ σ−1(·; v1, v2)‖H2(v1,v2) = ‖Ψ̃‖H2(0,1). Con esto, se de�ne el espaio de

Sobolev H2(G) omo el subonjunto de funiones (Ψa)a∈A ∈
⊗

a∈AH
2(a) que umplen las tres

ondiiones siguientes:

(i)
∑

a∈A ‖Ψa‖2H2(a) <∞.

(ii) Para todo v ∈ V, para todo a1, a2 ∈ A, [v ∈ a1∩a2 ⇒ Ψa1(v) = Ψa2(v)], que orresponde
a la ondiión de ontinuidad en ada vértie al pasar de una arista a otra.

(iii) Para todo v ∈ V,
∑

v2∈V

[v,v2]∈A

DΨ[v,v2](v; v2 − v) = 0, donde DΨ[v,v2](v; v2 − v) denota la

derivada direional de la funión Ψ[v,v2] en el punto v en la direión [v2 − v], ondiión
que establee que la suma de �ujos que salen del vértie v debe ser nula.

Las ondiiones (ii)�(iii) se suelen llamar ondiiones de Kirhho�.

Con estos oneptos previos, de�nimos a ontinuaión el Hamiltoniano del grafeno omo el

operador H : H2(G) ⊂ L2(G) → L2(G) de modo que a ada Ψ = (Ψa)a∈A ∈ H2(G) le asoia
HΨ ∈ L2(G), HΨ = ((HΨ)a)a∈A, tal que

(HΨ)a(x) =
(
−Ψ̃′′

a + V Ψ̃a

)
◦ σ−1(x; a),

donde para ada arista a ∈ A, Ψ̃a = Ψa ◦ σ(·; a) ∈ H2(0, 1). La funión V (t) es una funión

potenial en L2(0, 1) que satisfae V (t) = V (1− t).

El objetivo de este apítulo es analizar el espetro del operador H, es deir, estudiaremos el

parámetro λ en la euaión

HΨ = λΨ.

Nos interesa estudiar las funiones Ψ = (Ψa)a∈A que satisfaen las ondiiones de ontinuidad

y �ujo (i)�(ii), la euaión

−Ψ̃′′
a(t) + V (t)Ψ̃a(t) = λΨ̃a(t), ∀a ∈ A, ∀t ∈ (0, 1),

y además umplen las propiedades de uasiperiodiidad

Ψ(x + e1) = R1Ψ(x), Ψ(x+ e2) = R2Ψ(x), ∀x ∈ G.

Determinaremos para qué valores del parámetro λ estas soluiones son aotadas o no aotadas,

analizando la orrespondiente relaión de dispersión. Nos interesa obtener un resultado análogo

al esrito en [3℄, donde se araterizan ompletamente las bandas permitidas y las no permitidas
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utilizando valores propios de un problema en R, pero esta vez on valores propios de un problema

de�nido en la red hexagonal G.

Primero, notamos que es importante distinguir los asos ϕ2(1;λ) 6= 0 y ϕ2(1;λ) = 0, donde
ϕ2(·;λ) es la funión desrita en el apítulo anterior. La importania de esta separaión es que

en el segundo aso λ esta inluido en el espetro de Dirihlet. Así, en la Seión 2.3, se muestra

el resultado prinipal en dos teoremas: el Teorema 2.1 y el Teorema 2.2.

Después, en la última seión de este apítulo, se araterizan ompletamente las regiones

donde la funión Ψ = (Ψa)a∈A es aotada y no aotada. En la Subseión 2.4.1 se obtiene omo

resultado el Lema 2.5, que es también menionado en [39℄.

Finalmente, en la Subseión 2.4.2, araterizamos ompletamente las regiones

RS =
{
(R1, R2) ∈ R2 : 0 ≤ (1 +R1 +R2)(1 +R−1

1 +R−1
2 ) < 9

}

RU =
{
(R1, R2) ∈ R2 : 9 ≤ (1 +R1 +R2)(1 +R−1

1 +R−1
2 )
}

demostrando el Teorema 2.9.

Capítulo 3

En el último apítulo, estudiaremos en forma más detallada la estrutura del espaio de

funiones Ψ = (Ψa)a∈A que satisfaen las ondiiones de Kirhho� (ii)�(iii) y las euaiones

−Ψ̃′′
a(t) + V (t)Ψ̃a(t) = λΨ̃a(t), para todo a ∈ A, t ∈ (0, 1). En todo el apítulo onsideraremos

que el parámetro λ es tal que ϕ2(1;λ) 6= 0, donde ϕ2(·;λ) es la funión desrita en el primer

apítulo.

Consideramos funiones u tales que HΨ ≡ λΨ. Se de�ne el per�l

Lq = {vq−k
2k , v̂q−k

2k , vq−k
2k+1, v̂

q−k
2k+1 : k ∈ Z}

para estudiar si es posible obtener el valor de la soluión Ψ en todo G a partir de Lq. Obtenemos

así el resultado estableido en la Proposiión 3.3, que nos permite a�rmar que el per�l Lq es

una base del grafeno G, pues toda funión Ψ de�nida en G se puede generar a partir de los

valores de Ψ en ada vértie de Lq.

En la Seión 3.2 se estudian las propiedades de la base anonia enontrada, que en parti-

ular son funiones que tiene soporte no aotado y son no aotadas.

Después, en la Seión 3.3, se ambia de estrategia busando funiones base que sean de

soporte ompato. Enontramos así una estrutura polinómia al interior del grafeno, la familia
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(Pn)n ∈ N, que está dada por la reurrenia:

P0(s) = −s

Pn(s) = Pn−1(s) + s

n−1∑

k=0

Pk(s)Pn−1−k(s) para n ≥ 1.

y permite de�nir bases uyo soporte esta restringido a un un semiplano. Obtenemos así el

resultado prinial de este apítulo: el Teorema 3.13.
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Capítulo 1

Euaiones difereniales de segundo orden

on oe�ientes periódios

Las euaiones difereniales on oe�ientes periódios onstituyen una parte muy estudiada

de la teoría de euaiones difereniales ordinarias [7, 22, 42, 58, 60℄. Muhos problemas teórios

y apliados onduen a analizar estas euaiones. Podemos menionar, por ejemplo, la meánia

uántia [4, 11, 12, 13, 21, 24, 27℄, la hidrodinámia [31℄, la teoría de elastiidad [59℄, la teoría de

ondas guiadas [20, 46℄, la teoria de homogenizaión [10, 50, 54℄, la dispersión direta e inversa

[29, 35, 36, 48, 57℄, la teoría de resonania paramétria [26℄ y la geometría espetral [23, 56℄.

Como podemos notar, existe una literatura muy extensa sobre este tema. De entre toda ella

queremos resaltar el libro de Eastham [22℄, que será la prinipal referenia de este apítulo.

Además, en él se pueden enontrar abundantes referenias adiionales.

1.1. Teoría de Floquet

La herramienta prinipal de la teoría de euaiones difereniales on oe�ientes periódios

es llamada Teoría de Floquet [22, 25, 42℄.

Consideremos la euaión de segundo orden

a0(x)u
′′(x) + a1(x)u

′(x) + a2(x)u(x) = 0, (1.1.1)

donde los oe�ientes ai son a valores omplejos, ontinuos por tramos y periódios, on el

mismo periodo T ∈ R, T > 0. Así, para todo x ∈ R,

ai(x+ T ) = ai(x) , i = 0, 1, 2.

Supongamos también que los límites por la izquierda y por la dereha de a0 en todo punto

9



son no nulos, de manera que la teoría usual de las euaiones difereniales lineales sin puntos

singulares se aplia [30℄.

La euaión (1.1.1) no ambia si reemplazamos x por x + T . Si ψ(x) es soluión de (1.1.1)

para x ∈ R, entones ψ(x + T ) también lo es. Sin embargo, en general ψ(x) 6= ψ(x + T ),
inluso (1.1.1) no neesariamente tiene una soluión no trivial on periodo T . Por ejemplo, las

soluiones de u′′(x) − u(x) = 0 son ombinaiones lineales de ex y e−x
, y ninguna soluión no

trivial tiene omo periodo algún real T .

Teorema 1.1. Existe una onstante ρ, ρ 6= 0, y una soluión no trivial ψ de (1.1.1) tal que

ψ(x+ T ) = ρψ(x). (1.1.2)

Antes de probar este resultado, introduiremos dos funiones que serán de gran utilidad de

aquí en adelante.

De�niión 1.2. Denotaremos por ϕ1 y ϕ2 a dos soluiones linealmente independientes de

(1.1.1) que satisfaen

ϕ1(0) = 1, ϕ′
1(0) = 0, ϕ2(0) = 0, ϕ′

2(0) = 1. (1.1.3)

Lema 1.3. Toda soluión u de (1.1.1) se puede esribir omo

u(x) = u(0)ϕ1(x) + u′(0)ϕ2(x). (1.1.4)

Demostraión. Es laro que, para ualquier α y β, la funión u(x) = αϕ1(x)+βϕ2(x) es soluión
de (1.1.1), ya que ϕ1 y ϕ2 también lo son. Así, el onjunto de soluiones de la euaión (1.1.1)

es un espaio vetorial. No es difíil ver que es de dimensión dos.

Dado que ϕ1 y ϕ2 son linealmente independientes, el onjunto {ϕ1, ϕ2} es una base de

soluiones de la euaión (1.1.1). Luego, existen onstantes c1 y c2 tales que

u(x) = c1ϕ1(x) + c2ϕ2(x). (1.1.5)

De (1.1.3), si haemos t = 0 en la euaión (1.1.5) y en la derivada de la euaión (1.1.5), se

tiene

u(0) = c1 y u′(0) = c2.

Se onluye así el resultado.

Demostraión del Teorema 1.1. Ya que ϕ1(x + T ) y ϕ2(x + T ) son también soluiones lineal-

mente independientes de (1.1.1), existen onstantes Aij , 1 ≤ i, j ≤ 2, tales que

ϕ1(x+ T ) = A11 ϕ1(x) + A12 ϕ2(x)
ϕ2(x+ T ) = A21 ϕ1(x) + A22 ϕ2(x),

(1.1.6)
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donde la matriz A = (Aij) es no singular. Toda soluión ψ de (1.1.1) tiene la forma

ψ(x) = c1 ϕ1(x) + c2 ϕ2(x),

on c1, c2 onstantes. Luego, podemos esribir (1.1.2) omo

c1 ϕ1(x+ T ) + c2 ϕ2(x+ T ) = ρ (c1 ϕ1(x) + c2 ϕ2(x)).

De (1.1.6), esto es equivalente a

c1
(
A11 ϕ1(x) + A12 ϕ2(x)

)
+ c2

(
A21 ϕ1(x) + A22 ϕ2(x)

)
= ρ (c1 ϕ1(x) + c2 ϕ2(x)),

es deir,

ϕ1(x)
(
(A11 − ρ) c1 + A21 c2

)
+ ϕ2(c)

(
A12 c1 + (A22 − ρ) c2

)
= 0.

Dado que ϕ1 y ϕ2 son linealmente independientes, obtenemos el sistema

(A11 − ρ) c1 + A21 c2 = 0
A12 c1 + (A22 − ρ) c2 = 0.

(1.1.7)

Estas euaiones se satisfaen para c1 y c2 no ambos ero si ρ es tal que
∣∣∣∣
A11 − ρ A21

A12 A22 − ρ

∣∣∣∣ = 0,

esto es,

ρ2 − (A11 + A22) ρ+ det(A) = 0. (1.1.8)

Esta es una euaión uadrátia para ρ y se satisfae para al menos un valor de ρ, que no puede
ser ero ya que det(A) 6= 0.

Sigue de (1.1.3) y (1.1.6) que

A11 = ϕ1(T ) , A12 = ϕ′
1(T ) , A21 = ϕ2(T ) , A22 = ϕ′

2(T ). (1.1.9)

Por otro lado, si denotamos por W (ϕ1, ϕ2) al Wronskiano de ϕ1 y ϕ2, tenemos

W (ϕ1, ϕ2)(T ) =

∣∣∣∣
ϕ1(T ) ϕ2(T )
ϕ′
1(T ) ϕ′

2(T )

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
A11 A21

A12 A22

∣∣∣∣ = det(A).

Además, de la Fórmula de Liouville,

W (ϕ1, ϕ2)(x) = C exp

(
−
∫ x

0

a1(t)

a0(t)
dt

)
,

donde C es una onstante. Ya que W (ϕ1, ϕ2)(0) = 1, podemos onluir que C = 1 y se tiene

que el Wronskiano de (1.1.1) está dado por

W (ϕ1, ϕ2)(x) = exp

(
−
∫ x

0

a1(t)

a0(t)
dt

)
. (1.1.10)

Así, (1.1.8) puede ser esrita omo

ρ2 − (ϕ1(T ) + ϕ′
2(T )) ρ+ exp

(
−
∫ T

0

a1(t)

a0(t)
dt

)
= 0. (1.1.11)
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Observaión 1.4. La matriz

A =

(
A11 A21

A12 A22

)
=

(
ϕ1(T ) ϕ2(T )
ϕ′
1(T ) ϕ′

2(T )

)

desrita anteriormente es llamada matriz fundamental de la euaión (1.1.1).

Teorema 1.5. Existen dos soluiones de (1.1.1) linealmente independientes, ψ1 y ψ2, tales que

(i) ψ1(x) = eθ1xp1(x), ψ2(x) = eθ2xp2(x), on θ1, θ2 onstantes no neesariamente distintas y

p1, p2 periódias on periodo T ; o bien,

(ii) ψ1(x) = eθxp1(x), ψ2(x) = eθx(xp1(x) + p2(x)), on θ onstante y p1, p2 periódias on

periodo T .

Demostraión. Supongamos primero que (1.1.8) tiene dos soluiones distintas ρ1 y ρ2. Graias
al Teorema 1.1, sabemos que existen ψ1 y ψ2 tales que

ψi(x+ T ) = ρi ψi(x) , i = 1, 2. (1.1.12)

Notemos que ψ1 y ψ2 son linealmente independientes. Ya que ρ1 y ρ2 son no nulas, podemos

de�nir θ1 y θ2 de la siguiente manera:

eθiT = ρi. (1.1.13)

Sea pi(x) = e−θixψi(x), para i = 1, 2. Entones,

pi(x+ T ) = e−θi(x+T )ψi(x+ T ) = e−θi(x+T )ρi ψi(x) = pi(x).

Así, ψi(x) = eθixpi(x), on pi periódia de periodo T , i = 1, 2.

Supongamos ahora que (1.1.8) tiene una soluión repetida ρ. De�namos θ omo sigue:

eθT = ρ.

Del Teorema 1.1, existe Ψ1 soluión no trivial de (1.1.1) tal que

Ψ1(x+ T ) = ρΨ1(x). (1.1.14)

Sea Ψ2 una soluión de (1.1.1), linealmente independiente de Ψ1. Dado que Ψ2(x+T ) también
satisfae (1.1.1), existen d1, d2 onstantes tales que

Ψ2(x+ T ) = d1Ψ1(x) + d2Ψ2(x). (1.1.15)
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Calulemos d2. De (1.1.14) y (1.1.15), tenemos

W (Ψ1,Ψ2)(x+ T ) =

∣∣∣∣∣
Ψ1(x+ T ) Ψ2(x+ T )

Ψ′
1(x+ T ) Ψ′

2(x+ T )

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
ρΨ1(x) d1Ψ1(x) + d2Ψ2(x)

ρΨ′
1(x) d1Ψ

′
1(x) + d2Ψ

′
2(x)

∣∣∣∣∣

= ρ

∣∣∣∣∣
Ψ1 d2Ψ2

Ψ′
1(x) d2Ψ

′
2(x)

∣∣∣∣∣

= ρ d2W (Ψ2(x),Ψ2(x)).

Así, de la Fórmula de Liouville,

exp

(
−
∫ x+T

0

a1(t)

a0(t)
dt

)
= ρ d2 exp

(
−
∫ x

0

a1(t)

a0(t)
dt

)
,

y dado que la integral tiene periodo T,

ρ d2 = exp

(
−
∫ x+T

x

a1(t)

a0(t)
dt

)
= exp

(
−
∫ T

0

a1(t)

a0(t)
dt

)
.

El término de la dereha es igual a ρ2, pues ρ es soluión repetida de la euaión (1.1.11). De

aquí, ρ d2 = ρ2, es deir,
d2 = ρ.

Luego, de (1.1.15), podemos esribir

Ψ2(x+ T ) = d1Ψ1(x) + ρΨ2(x). (1.1.16)

Se tienen entones dos asos:

1. Si d1 = 0, entones Ψ2(x+ T ) = ρΨ(x). Además, tenemos (1.1.14), por lo tanto estamos

en la misma situaión que antes, es deir, se tiene (1.1.12) on ρ1 = ρ2 = ρ.

Así, omo en la primera parte de la demostraión, este aso está inluído en (i) del

Teorema 1.5, on Ψi ≡ ψi y θi = θ, i = 1, 2.

2. Si d1 6= 0, de�namos P1(x) = e−θxΨ1(x) y P2(x) = e−θxΨ2(x)− d1
Tρ
xP1(x).

De (1.1.14) y (1.1.16), P1 y P2 tienen periodo T . Si haemos

Ψ1(x) = eθxP1(x) y Ψ2(x) = eθx
(
d1
Tρ

xP1(x) + P2(x)

)
,

se tiene (ii) on ψ1 ≡ Ψ1 y ψ2 ≡ Tρ

d1
Ψ2.
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Observemos que (i) del Teorema 1.5 ourre si hay dos soluiones linealmente independientes

de (1.1.1) que satisfaen (1.1.2), on diferentes o iguales valores de ρ, mientras que tenemos (ii)

uando sólo una de estas soluiones umple diha propiedad.

Por otro lado, (1.1.2) surge de (1.1.7), que establee que el vetor olumna (c1, c2)
t
es un

vetor propio de At
. Así, (i) y (ii) del Teorema 1.5 ourren si At

, y por lo tanto A, tienen dos

vetores propios linealmente independientes o sólo un vetor propio.

En partiular, uando (1.1.11) tiene una soluión repetida ρ, tendremos (i) si el rango de

A− ρ I es igual a ero, y tendremos (ii) si el rango de A− ρ I es igual a uno.

Las soluiones ρ1 y ρ2 de (1.1.8) o (1.1.11), distintas de ero o no, se llaman multipliadores

araterístios de (1.1.1) y θ1, θ2 de�nidos en (1.1.13) son los exponentes araterístios de

(1.1.1).

1.2. Euaión de Hill

Cualquier euaión diferenial homogénea de segundo orden on oe�ientes periódios pue-

de ser reduida a una euaión del tipo Hill. Una pregunta espeí�a que surge en la teoría

de la euaión de Hill es el problema de la existenia de soluiones periódias. Este problema

tiene muhas araterístias en omún on los problemas ordinarios de Sturm-Liouville, y en

determinados asos puede ser reduido a un problema del tipo Sturm-Liouville on ondiiones

de borde [42℄. Sin embargo, en general, tal reduión no es posible. Así, la euaión diferenial

puede tener dos soluiones periódias linealmente independientes, pero no puede tener dos solu-

iones linealmente independientes que satisfagan las mismas ondiiones de borde homogéneas.

Además, el valor del periodo de la soluión (que es un mútiplo del periodo T de los oe�ientes)

juega un rol importante en el análisis de soluiones periódias.

El nombre euaión de Hill es dado a la euaión

(P (x)u′(x))′ +Q(x)u(x) = 0, (1.2.1)

donde P y Q son funiones a valores reales y tienen el mismo periodo T , T > 0. Además, se

asume que P es ontinua y nuna ero y que P ′
y Q on ontinuas por tramos.

Menionaremos aquí dos irunstanias en las uales (1.1.1) on oe�ientes reales puede ser

transformada en una euaión del tipo (1.2.1).

Primero, supongamos ∫ T

0

a1(t)

a0(t)
dt = 0. (1.2.2)
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Si multipliamos (1.1.1) por a−1
0 expA, on

A(x) =

∫ x

0

a1(t)

a0(t)
dt,

la euaión toma la forma de (1.2.1) on

P (x) = expA(x) y Q(x) =
a2(x)

a0(x)
expA(x).

De (1.2.2), A tiene periodo T y, por lo tanto, P y Q también.

Segundo, en lugar de (1.2.2), supongamos que

a1
a0

tiene derivada ontinua por tramos y

hagamos en (1.1.1) la sustituión

u(x) = z(x) exp

(
−1

2

∫ x

0

a1(t)

a0(t)
dt

)
.

La euaión queda

z′′(x) +

(
a2(x)−

1

2

(
a1(x)

a0(x)

)′
− 1

4

(
a1(x)

a0(x)

)2
)
z(x) = 0.

Dado que el oe�iente de z es periódio, esta euaión tiene la forma (1.2.1) on P ≡ 1 y z en
lugar de u. La euaión (1.2.1) tendrá muha importania en este trabajo. Analizaremos ahora

on más detalle las soluiones ψ1 y ψ2 dadas por el Teorema 1.2.1, pero apliado a la euaión

(1.2.1).

Reemplazando los oe�ientes de (1.2.1) en (1.1.10), es deir, haiendo a0(x) = P (x) y

a1(x) = P ′(x), se tiene que

W (ϕ1, ϕ2)(T ) = 1. (1.2.3)

Así, la euaión uadrátia (1.1.11) queda

ρ2 − (ϕ1(T ) + ϕ′
2(T ))ρ+ 1 = 0. (1.2.4)

Luego, los multipliadores araterístios ρ1 y ρ2 satisfaen

ρ1 ρ2 = 1. (1.2.5)

La soluiones ϕ1 y ϕ2 de (1.2.1) que satisfaen (1.1.3) son a valores reales porque P y Q son a

valores reales.

De�niión 1.6. El número real D es llamado disriminante de (1.2.1) y está dado por

D = ϕ1(T ) + ϕ′
2(T ). (1.2.6)
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Notemos que, de (1.2.4),

D = ρ1 + ρ2. (1.2.7)

Dado que la euaión uadrátia (1.2.4) tiene soluiones dadas por

ρ =
D ±

√
D2 − 4

2
,

onsideraremos los siguientes ino asos.

Caso 1: D > 2. De (1.2.4), ρ1 y ρ2 son reales y distintas. También son positivas y no iguales a

uno. Así, de (1.2.5), existe θ ∈ R \ {0} tal que

ρ1 = eθT , ρ2 = e−θT

(ver (1.1.13)). Luego, por parte (i) del Teorema 1.5,

ψ1(x) = eθxp1(x) , ψ2(x) = e−θxp2(x), (1.2.8)

donde p1 y p2 tienen periodo T .

Caso 2: D < −2. La situaión es la misma que en el Caso 1, exepto que ρ1 y ρ2 son ahora

negativos y no iguales a −1. Así, θ debe ser reemplazado por θ + iπ
T
en (1.2.8).

Caso 3: −2 < D < 2. Por (1.2.4), ρ1 y ρ2 son no-reales y distintos. Dado que son omplejos

onjugados, (1.2.5) muestra que sus módulos son iguales a uno. Así, existe θ, 0 < θT < π (o

−π < θT < 0), tal que
ρ1 = eiθT , ρ2 = e−iθT .

De (i) del Teorema 1.5,

ψ1(x) = eiθxp1(x) , ψ2(x) = e−iθxp2(x), (1.2.9)

donde p1 y p2 tienen periodo T .

Caso 4: D = 2. De (1.2.4), ρ1 = ρ2 = 1. Para deidir si apliamos (i) o (ii) del Teorema 1.5,

neesitamos determinar el rango de A− I, que denotaremos R(A− I), on A = (Aij) dada en

(1.1.9). Consideremos dos subasos.

Caso 4.1: ϕ2(T ) = ϕ′
1(T ) = 0. De (1.1.8) y (1.2.4), det(A) = 1; es deir, W (ϕ1, ϕ2)(T ) =

ϕ1(T )ϕ2(T )
′ = 1. Además, D = ϕ1(T ) + ϕ′

2(T ) = 2. Así, ϕ1(T ) = ϕ2(T ) = 1 y, por lo tanto,

R(A − I) = 0. Se aplia entones (i) del Teorema 1.5. Dado que ρ1 = ρ2 = 1, los exponentes
araterístios θ1 y θ2 son ambos ero y tenemos simplemente

ψ1(x) = p1(x) , ψ2(x) = p2(x),

donde p1 y p2 tienen periodo T . Notar que, en este aso, podemos onluir que todas las

soluiones tienen periodo T .
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Caso 4.2. ϕ2(T ) y ϕ
′
1(T ) no ambos ero. Aquí, R(A − I) 6= 0 y se aplia (ii) del Teorema 1.5,

nuevamente on θ = 0. Así,

ψ1(x) = p1(x) y ψ2(x) = x p1(x) + p2(x),

on p1 y p2 de periodo T .

Caso 5. D = −2. De (1.2.4), ρ1 = ρ2 = −1. Consideraremos los mismos subasos que antes.

Caso 5.1: ϕ2(T ) = ϕ′
1(T ) = 0. Tenemos R(A+I) = 0 y, de (i) del Teorema 1.5 on θ1 = θ2 =

iπ
T
,

ψ1(x) = e
iπ
T p1(x) y ψ2(x) = e

iπ
T p2(x), (1.2.10)

donde p1 y p2 tienen periodo T . Notemos que, de (1.2.10), ψi(x+T ) = −ψi(x), i = 1, 2. Luego,
toda soluión de (1.2.1) satisfae

ψ(x+ T ) = ψ(x).

Caso 5.2. ϕ2(T ) y ϕ
′
1(T ) no ambos ero. Aquí, R(A + I) 6= 0 y, de (ii) del Teorema 1.5, on

m = iπ
T
. Así,

ψ1(x) = P1(x) y ψ2(x) = xP1(x) + P2(x),

on Pk = e
iπ
T pk, k = 1, 2. Observemos que Pk es tal que Pk(x+ T ) = −Pk(x).

Una funión f on la propiedad f(x+ T ) = −f(x) para todo x, se die semi-periódia, on

semi-periodo T . Claramente, tal funión tiene periodo 2T .

Proposiión 1.7. Si las funiones P y Q de la euaión (1.2.1) satisfaen la siguiente relaión

de simetría:

P (T − x) = P (x) y Q(T − x) = Q(x), (1.2.11)

entones se umple

ϕ′
2(T ) = ϕ1(T ) y (1.2.12)

D = 2ϕ1(T ) (1.2.13)

Demostraión. Notemos que, graias a (1.2.11), ϕ1(T − t) y ϕ2(T − t) son soluiones de (1.2.1)

y, por lo tanto, se pueden esribir omo ombinaión lineal de ϕ1 y ϕ2 omo sigue

ϕ1(T − t) = ϕ1(T )ϕ1(t)− ϕ′
1(T )ϕ2(t) (1.2.14)

ϕ2(T − t) = ϕ2(T )ϕ1(t)− ϕ′
2(T )ϕ2(t). (1.2.15)

Si haemos t = T en la euaión (1.2.14) y derivamos la euaión (1.2.15) para luego evaluarla

en t = T , se tiene
1 = ϕ1(T )

2 − ϕ′
1(T )ϕ2(T )

−1 = ϕ2(T )ϕ
′
1(T )− ϕ′

2(T )
2,
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es deir,

ϕ′
1(T )ϕ2(T ) = ϕ1(T )

2 − 1 (1.2.16)

ϕ′
1(T )ϕ2(T ) = ϕ′

2(T )
2 − 1. (1.2.17)

Pero de (1.2.3), sabemos que

W (ϕ1, ϕ2)(T ) := ϕ1(T )ϕ
′
2(T )− ϕ′

1(T )ϕ2(T ) = 1. (1.2.18)

Luego, reemplazando (1.2.16) y (1.2.17) en (1.2.18), se tiene

ϕ1(T )ϕ
′
2(T )− ϕ1(T )

2 = ϕ1(T )(ϕ
′
2(T )− ϕ1(T )) = 0

ϕ1(T )ϕ
′
2(T )− ϕ′

2(T )
2 = ϕ′

2(T )(ϕ
′
2(T )− ϕ1(T )) = 0.

Restando estas dos últimas euaiones, llegamos �nalmente a la expresión

(ϕ′
2(T )− ϕ1(T ))

2 = 0

y podemos onluir (1.2.12). Con esto, de (1.2.6), se tiene además que

D = 2ϕ1(T ),

es deir, (1.2.13).

1.2.1. Aotaión y periodiidad de las soluiones

Teorema 1.8. (i) Si |D| < 2, todas las soluiones de (1.2.1) están aotadas en (−∞,∞).

(ii) Si |D| > 2, todas las soluiones no triviales de (1.2.1) son no-aotadas en (−∞,∞).

Demostraión. Si |D| < 2, estamos en el Caso 3 anterior y (1.2.9). Así, |ψi(x)| = |pi(x)| para
todo x, i = 1, 2. Dado que p1 y p2 son periódias, están aotadas en (−∞,∞). Luego, ψ1 y ψ2

están aotadas en (−∞,∞) y, por lo tanto, también todas sus ombinaiones lineales.

Si D > 2, estamos en el Caso 1 y (1.2.8). Es laro que toda ombinaión lineal no trivial de

ψ1(x) y ψ2(x) es no-aotada uando x → ∞ o uando x→ −∞ (o ambos).

El argumento para D < −2 (Caso 2) es similar.

De�niión 1.9. La euaión (1.2.1) se die

estable si todas sus soluiones son aotadas en (−∞,∞).

ondiionalemente estable si hay una soluión no-trivial que es aotada en (−∞,∞).

inestable si toda soluión no trivial está no-aotada en (−∞,∞).
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Así, una euaión que no es estable es ondiionalmente estable y puede o no ser estable.

Del Teorema 1.8 , la euaión (1.2.1) es estable si |D| < 2 y es inestable si |D| > 2. Dado
que las funiones periódias y semi-periódias están aotadas en (−∞,∞), los asos 4.1 y 5.1

muestran que (1.2.1) es también estable si |D| = 2 y ϕ′
1(T ) = ϕ2(T ) = 0. Finalmente, si |D| = 2

y ϕ′
1(T ) y ϕ2(T ) no son ambas ero, los asos 4.2 y 5.2 muestran que (1.2.1) es ondiionalmente

estable, pero no estable.

De los asos 4 y 5 anteriores, tenemos el siguiente teorema de existenia de soluiones pe-

riódias y semi-periódias de (1.2.1).

Teorema 1.10. La euaión (1.2.1) tiene soluiones no triviales on periodo T si y sólo si

D = 2, y on semi-periodo T si y sólo si D = −2.

Toda soluión de (1.2.1) tiene periodo T o semi-periodo T si y sólo si, además, ϕ′
1(T ) =

ϕ2(T ) = 0.

1.2.2. Sistemas de euaiones difereniales

La teoría de Floquet de la Seión 1.1 se puede extender a sistemas lineales

u′(x) = C(x)u(x), (1.2.19)

donde C es una matriz de orden n× n a valores omplejos, ontinua por tramos y tal que

C(x+ T ) = C(x),

on T onstante diferente de ero.

En esta seión, las funiones denotadas on letras minúsulas serán funiones vetoriales

on n omponentes, mientras que las letras mayúsulas denotarán matries.

Teorema 1.11. Existe una onstante no nula ρ y una soluión no trivial ψ de (1.2.19) tal que

ψ(x+ T ) = ρψ(x). (1.2.20)

Demostraión. Es análoga a la del Teorema 1.1. Sea ϕ la matriz fundamental (ver Observaión

1.4) de soluiones de (1.2.19) tal que

ϕ(0) = I, (1.2.21)

donde I denota la matriz identidad de orden n× n.

Dado que ϕ(x+T ) es también una matriz fundamental de soluiones de (1.2.19), existe una

matriz A onstante y no singular tal que

ϕ(x+ T ) = ϕ(x)A. (1.2.22)
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Toda soluión ψ de (1.2.19) tiene la forma

ψ(x) = ϕ(x)c,

donde c es un vetor onstante.

De (1.2.22), se tiene (1.2.20) si

Ac = ρ c.

Esta euaión tiene soluión para c distinto de ero si

det(A− ρ I) = 0. (1.2.23)

Este es un polinomio de grado n para ρ y se satisfae para al menos un valor de ρ, que es

diferente de ero ya que A es no singular. Queda así demostrado el Teorema 1.11.

1.2.3. Intervalos de estabilidad y de inestabilidad

La teoría de las seiones 1.2 y 1.2.1 toma un nuevo sentido uando Q involura un nuevo

parámetro λ de la forma

Q(x) = λw(x)− V (x)

donde w y V son ontinuas por partes, tienen periodo T y existe una onstante w0 > 0 tal que
w ≥ w0.

Si esribimos p en lugar de P , (1.2.1) es ahora

(p(x)u′(x))′ + (λw(x)− V (x))u(x) = 0. (1.2.24)

Para señalar la dependenia de λ en la euaión (1.2.24), esribiremos sus soluiones que

satisfaen la ondiiones iniiales (1.1.3) omo

ϕ1(·;λ) y ϕ2(·;λ). (1.2.25)

Así, de (1.2.6), de�nimos el disriminante omo

D(λ) = ϕ1(T ;λ) + ϕ′
2(T ;λ). (1.2.26)

Aunque el parámetro λ aquí es onsiderado real, a vees es neesario permitir que sea om-

plejo. Sin importar si λ es real o omplejo, ϕ1(·;λ), ϕ2(·;λ) y sus derivadas en x son, para x �jo,
funiones analítias en λ. Por ende, de (1.2.26), D(λ) es una funión analítia de λ. A menos

que se estableza lo ontrario, λ será onsiderado omo un real.

Ya que, en partiular,D(λ) es una funión ontinua de λ, los valores de λ tales que |D(λ)| < 2
forman un onjunto abierto en R. Este onjunto, que veremos es no vaío, puede ser expresado
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omo la unión de una oleión ontable de intervalos abiertos disjuntos. Así, por parte (ii)

del Teorema 1.8, la euaión (1.2.24) es estable uando λ está en uno de estos intervalos, y

por lo tanto los intervalos son llamados intervalos de estabilidad de (1.2.24). Similarmente, los

intervalos tales que |D(λ)| > 2 son llamados intervalos de inestabilidad de (1.2.24). Finalmente,

los intervalos formados por la lausura de intervalos de estabilidad son, omo veremos, aquellos

en los que D(λ) ≤ 2 y son llamados intervalos de estabilidad ondiional de (1.2.24).

1.2.4. Problemas periódios y semi-periódios de valores propios

Introduiremos aquí dos problemas de valores propios asoiados a (1.2.24) y el intervalo

[0, T ]. El parámetro λ es onsiderado omo el valor propio.

Problema 1: Consideremos el problema periódio de valores propios que onsta de la euaión

(1.2.24) onsiderada en [0, T ], on las ondiiones de borde periódias

u(T ) = u(0) , u′(T ) = u′(0). (1.2.27)

Este es un problema autoadjunto y la existenia de in�nitos ontables valores propios puede

ser estableida por el método estándar de onstruión de una funión de Green y de�niendo

un operador lineal simétrio ompato en un espaio on produto interior. Aquí, es el espaio

funional L2([0, T ]) on el produto interior:

(f1, f2) =

∫ T

0

f1(x)f2(x)w(x) dx.

Denotaremos las funiones propias por ψn y los valores propios por αn, n = 0, 1, ..., donde

α0 ≤ α1 ≤ α2 ≤ · · · , y αn → ∞ uando n→ ∞.

Todo valor propio doble es ontado dos vees. Las funiones ψn pueden ser elegidas entones

de manera que sean a valores reales y formen un onjunto ortonormal sobre [0, T ] on funión

peso w. Así, ∫ T

0

ψm(x)ψn(x)w(x) dx =

{
1 , m = n
0 , m 6= n

De (1.2.27), las funiones ψn pueden ser extendidas a todo R omo funiones ontinuamente

difereniables on periodo T . Por lo tanto, los αn son los valores de λ para los que (1.2.24)

tiene una soluión no trivial on periodo T . Además, los valores propios dobles (si hay) son los

valores de λ para los uales toda soluión de (1.2.24) tienen periodo T . Del Caso 4 de la Seión
1.2 sigue que los αn son eros de la funión D(λ)−2 y que un αn dado es un valor propio doble

si y sólo si

ϕ2(T, αn) = ϕ′
1(T, αn) = 0.
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Problema 2: Consideremos el problema semi-periódio de valores propios que onsta de la

euaión (1.2.24) onsiderada en [0, T ], on las ondiiones de borde semi-periódias

u(T ) = −u(0) , u′(T ) = −u′(0). (1.2.28)

Este también es un problema autoadjunto. Denotaremos sus funiones propias omo ξn y sus

orrespondientes valores propios omo βn, n = 0, 1, ..., donde

β0 ≤ β1 ≤ β2 ≤ · · · , y βn → ∞ uando n→ ∞.

Nuevamente, todo valor propio doble es ontado dos vees y las funiones ξn pueden ser esogidas
de manera que sean a valores reales y formen un onjunto ortonormal sobre [0, T ] on funión

peso w.

De (1.2.28), las ξn pueden ser extendidas a todo R omo funiones ontinuamente diferen-

iables on semi-periodo T . Por lo tanto, los βn son los valores de λ para los que (1.2.24) tiene

una soluión no trivial on semi-periodo T . Además, los valores propios dobles (si hay) son los

valores de λ para los uales toda soluión de (1.2.24) tienen semi-periodo T . Del Caso 5 de la

Seión 1.2 sigue que los βn son eros de la funión D(λ) + 2 y que βn ∈ R es un valor propio

doble si y sólo si

ϕ2(T, βn) = ϕ′
1(T, βn) = 0. (1.2.29)

1.2.5. La funión D(λ)

Ahora usaremos la existenia de los valores propios αn y βn del Problema 1 y del Problema

2 de la Seión 1.2.4 para examinar la funión D(λ).

Teorema 1.12. Con la notaión señalada anteriormente, se tiene

(i) Los números αn y βn están ordenados:

· · · < α0 < β0 ≤ β1 < α1 ≤ α2 < β2 ≤ β3 < α3 ≤ α4 < · · · . (1.2.30)

(ii) En los intervalos [α2m, β2m], D(λ) deree de 2 a −2.

(iii) En los intervalos [β2m+1, α2m+1], D(λ) ree de −2 a 2.

(iv) En los intervalos (−∞, α0) y (α2m+1, α2m+2), D(λ) > 2.

(v) En los intervalos (β2m, β2m+1), D(λ) < −2.

Demostraión. Haremos la demostraión en diferentes etapas.

(a) Existe un número D(λ) > 2, para todo λ ≤ Λ.
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α0 β0 β1 α1 = α2 β2 β3 α3 α4 β4

Fig. 1.1: Los números αn y βn ordenados en intervalos estables e inestables.

Ya que w(x) ≥ w0 > 0, podemos esoger Λ, negativa si es neesario, tal que

V (x)− Λw(x) > 0 (1.2.31)

en (−∞,∞).

Sea u ualquier soluión no trivial de (1.2.24) tal que u(0) ≥ 0 y u′(0) ≥ 0. Entones existe
un intervalo (0, δ) en el que u es mayor que ero.

Ahora onsideremos un intervalo (0, X) en el que u > 0. En (0, X), tenemos

(p(x)u′(x))′ = (V (x)− λw(x))u(x) > 0

para todo λ ≤ Λ, por (1.2.31). Así, pu′ es reiente en (0, X). De aquí, u′ > 0 en (0, X) y, por
lo tanto, u es reiente en (0, X). Sigue que u no tiene un ero en x = X en (0,∞). Luego, pu′

y u son reientes en (0,∞). En partiular,

ϕ1(T ;λ) > ϕ2(0;λ) = 1 y ϕ′
2(T ;λ) > ϕ′

2(0;λ) = 1,

dado que a(T ) = a(0).

Así, D(λ) > 2, para todo λ ≤ Λ.

(b) D′(λ) es diferente de ero para valores de λ tales que |D(λ)| < 2.

Si derivamos (1.2.24) on respeto a λ, poniendo u = ϕ1(·;λ), obtenemos

d

dx
p(x)

d

dx

(
∂ϕ1

∂λ
(x;λ)

)
+ (λw(x)− V (x))

∂ϕ1

∂λ
(x;λ) = −w(x)ϕ1(x;λ). (1.2.32)

Además, de (1.1.3) para ϕ1(·;λ),
∂ϕ1

∂λ
(0;λ) =

d

dx

(
∂ϕ1

∂λ
(0;λ)

)
= 0. (1.2.33)

De la variaión de fórmulas onstantes apliada a (1.2.32) y (1.2.33),

∂ϕ1

∂λ
(x;λ) = (p(x))−1

∫ x

0

[ϕ1(x;λ)ϕ2(t;λ)− ϕ2(x;λ)ϕ1(t;λ)]w(t)ϕ1(t;λ) dt (1.2.34)

pues pW (ϕ1, ϕ2) es onstante y vale p(0).

Similarmente,

∂ϕ2

∂λ
(x;λ) = (p(x))−1

∫ x

0

[ϕ1(x;λ)ϕ2(t;λ)− ϕ2(x;λ)ϕ1(t;λ)]w(t)ϕ2(t;λ) dt (1.2.35)
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y derivando (1.2.35) on respeto a x,

∂ϕ2

∂λ

′
(x;λ) = (p(x))−1

∫ x

0

[ϕ′
1(x;λ)ϕ2(t;λ)− ϕ′

2(x;λ)ϕ1(t;λ)]w(t)ϕ2(t;λ) dt. (1.2.36)

De esto junto a (1.2.34), podemos esribir

D′(λ) = (p(0)−1

∫ T

0

[
ϕ′
1 ϕ

2
2(t;λ) + (ϕ1 − ϕ′

2)ϕ1(t;λ)ϕ2(t;λ)− ϕ2 ϕ
2
1(t;λ)

]
w(t) dt, (1.2.37)

haiendo x = T . Aquí, ϕi(T ;λ) = ϕi y ϕ′
i(T ;λ) = ϕ′

i , i = 1, 2.

Ya que ϕ1 ϕ
′
2 − ϕ2 ϕ

′
1 = W (ϕ1, ϕ2)(T ) =

p(0)
p(1)

= 1, tenemos

D2(λ) = 4 + (ϕ1 − ϕ′
2)

2 + 4ϕ2 ϕ
′
1.

Por lo tanto, (1.2.37) puede ser esrita omo

4ϕ2 p(0)D′(λ) = −
∫ T

0

[2ϕ2 ϕ1(t;λ) + (ϕ1 − ϕ′
2)ϕ2(t;λ]

2
w(t) dt

− (4−D2(λ))

∫ T

0

ϕ2
2(t;λ)w(t) dt.

(1.2.38)

Ahora, supongamos que |D(λ)| < 2. Entones, de (1.2.38), ϕ2D′(λ) < 0 y, en partiular,

D′(λ) 6= 0.

() En un ero αn de D(λ)− 2, D′(αn) = 0 si y sólo si

ϕ2(T, αn) = ϕ′
1(T, αn) = 0. (1.2.39)

Además, si D′(αn) = 0, entones D′′(αn) < 0.

Si son válidas las euaiones (1.2.39), también tenemos

ϕ1(T, αn) = ϕ′
2(T, αn) = 1, (1.2.40)

omo en el Caso 4.1 de la Seión 1.2. Entones, de (1.2.37), D′(αn) = 0.

Inversamente, si D(αn) = 0, el primer integrando de la dereha de (1.2.38) es idéntiamente

ero. Dado que ϕ1(t;λ) y ϕ2(t;λ) son linealmente independientes, esto implia que ϕ2(T, αn) =
0 y ϕ1(T, αn) = ϕ′

2(T, αn). Así, de (1.2.37), también tenemos que ϕ′
1(T, αn) = 0.

Para probar el resultado relaionado on D′′(αn), derivamos (1.2.37) on respeto a λ para

expresar D′′(λ) en términos de λ-derivadas de ϕi y ϕ′
i, i = 1, 2. Luego, haemos λ = αn y

reemplazamos las αn-derivadas usando (1.2.34) y (1.2.35).
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De (1.2.39) y (1.2.40), los álulos nos dan la euaión

D′′(αn) = 2 (p(0))−2

[(∫ T

0

ϕ1(t, αn)ϕ2(t, αn)w(t) dt

)2

−
∫ T

0

ϕ2
1(t, αn)w(t) dt

∫ T

0

ϕ2
2(t, αn)w(t) dt

]

Así, por la desigualdad de Shwarz, D′′(αn) ≤ 0. Además, la igualdad es desartada porque

ϕ1(·;λ) y ϕ2(·;λ) son linealmente independientes.

Tenemos también un resultado orrespondiente a () para los eros βn de D(λ)+2, la únia
diferenia es que si D′(βn) = 0, entones D′′(βn) > 0.

Hemos probado que un ero αn de D(λ)−2 es de orden dos sólo si D(λ) alanza un máximo

en αn, mientras que un ero βn de D(λ) + 2 es de orden dos sólo si D(λ) alanza un mínimo en

βn.

(d) Usaremos los resultados anteriores (a)-() para determinar el omportamiento de D(λ)
uando λ ree de −∞ a ∞.

Cuando λ es grande y negativo, D(λ) > 2 por (a). Así, omo λ ree desde −∞, D(λ) sigue
siendo mayor que 2 hasta que λ alanza el primer ero α0 de D(λ) − 2. Dado que D(λ) no
tiene un máximo en α0, podemos onluir que α0 es un ero simple de D(λ) y de esto sigue

que D(λ) < 2 inmediatamente a la dereha de α0. Entones, uando λ ree desde α0, por (b)

D(λ) deree hasta que λ alanza el primer ero β0 de D(λ) + 2. Por lo tanto, D(λ) > 2 en el

intervalo (−∞, α0) y D(λ) deree desde 2 a -2 en el intervalo (α0, β0) .

En general, β0 será un ero simple de D(λ) + 2 y entones D(λ) < −2 inmediatamente a la

dereha de β0. Cuando λ ree desde β0, D(λ) permanee menor que -2 hasta que λ alanza el

siguiente ero β1 de D(λ) + 2. Ya que D(λ) no alanza su mínimo en β1, tenemos que β1 es un
ero simple de D(λ) + 2, y sigue que D(λ) > 2 inmediatamente a la dereha de β1. Entones,
uando λ ree desde β1, por (b) D(λ) ree hasta que λ alanza el siguiente ero α1 de D(λ)−2.
Por lo tanto, D(λ) < −2 en el intervalo (β0, β1) y D(λ) ree de -2 a 2 en el intervalo (β1, α1).

En general, α1 será un ero simple de D(λ) − 2 y entones D(λ) > 2 inmediatamente a la

dereha de α1. Cuando λ ree desde α1, D(λ) permanee más grande que 2 hasta que λ alanza

el siguiente ero α2 de D(λ)− 2.

El argumento usado arriba, omenzando on α0, puede ahora ser repetido omenzando on

α2 y lo mismo ontinuará repitiéndose uando λ→ ∞.

Esto prueba (i)-(v), exepto uando D(λ)± 2 tiene eros dobles.

Si, por ejemplo, β0 es un ero doble de D(λ) + 2, entones D(λ) > −2 inmediatamente a la

dereha de β0 y el análisis previo para D(λ) sigue siendo válido, on la diferenia que ahora el
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intervalo (µ0, µ1) no es parte del argumento. Para probar (1.2.30) en esta situaión, debemos

ver que β0 = β1 o, en otras palabras, que β0 es un valor propio doble en el problema semi-

periódio. Este aso sigue inmediatamente de (1.2.29) y la orrespondiente ondiión (1.2.39)

para D(λ) + 2.

El Teorema 1.12 establee que los intervalos de estabilidad de (1.2.24) son (α2m, β2m) y

(β2m+1, α2m+1), y que los intervalos de estabilidad ondiional son las lausuras de estos. Los

intervalos de inestabilidad de (1.2.24) son (−∞, α0) junto on (β2m, β2m+1) y (α2m+1, α2m+2),
pero omitiendo ualquier intervalo que desapareza debido a que D(λ)± 2 tiene un ero doble.

Ningún intervalo de estabilidad estará ausente, ni tampoo el intervalo inestable (−∞, α0). Es
onveniente llamar (β2m, β2m+1) y (α2m+1, α2m+2), sin importar que estén ausentes o no, a los

(2m + 1)-ésimos y (2m + 2)-ésimos intervalos de inestabilidad, mientras que (−∞, α0) será

llamado intervalo de inestabilidad ero-ésimo.

Notemos que la ausenia de un intervalo de inestabilidad signi�a que existe un valor λ para

el que todas las soluiones de (1.2.24) tienen periodo T o semi-periodo T ; en otras palabras, la

oexistenia de soluiones de (1.2.24) on periodo T o semi-periodo T ourre para ese valor de

λ.

Observaión 1.13. Si las funiones p, w y V de la euaión (1.2.24) son simétrias, esto es

p(T − x) = p(x), w(T − x) = w(x) y V (T − x) = V (x), ∀x ∈ R,

entones, de 1.2.13, para φ1(1;λ) de�nida en (1.2.25), se umple

ϕ1(1;λ) =
1
2
D(λ).

Así, podemos reesribir (ii)�(v) del Teorema 1.12 omo

· En los intervalos [α2m, β2m], ϕ1(1;λ) deree de 1 a −1.

· En los intervalos [β2m+1, α2m+1], ϕ1(1;λ) ree de −1 a 1.

· En los intervalos (−∞, α0) y (α2m+1, α2m+2), ϕ1(1;λ) > 1.

· En los intervalos (β2m, β2m+1), ϕ1(1;λ) < −1.

Además, del Teorema 1.8,

· Si |ϕ1(1;λ)| < 1, todas las soluiones de (1.2.1) están aotadas en (−∞,∞).

· Si |ϕ1(1;λ)| > 1, todas las soluiones no triviales de (1.2.1) son no-aotadas en (−∞,∞).

Ejemplo 1.14. Consideremos la Euaión de Hill

(p(x)u′(x))′ + (λ− V (x))u(x) = 0, (1.2.41)

on oe�ientes 1-periódios y ontinuos por tramos dados por
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p(x) =






1 , 0 ≤ x < 3
10

(1
4
)2 , 3

10
≤ x ≤ 7

10

1 , 7
10
< x ≤ 1

, V (x) =






2 , 0 ≤ x < 3
10

5 , 3
10

≤ x ≤ 7
10

2 , 7
10
< x ≤ 1

Notar que p(x) = p(1 − x) y V (x) = V (1 − x), para todo x ∈ R. Dependiendo del valor de

λ, tendremos diferentes fórmulas para ϕ1(1;λ) =
1
2
D(λ), omo se muestra a ontinuaión (ver

Figura 1.2).
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Fig. 1.2: La funión ϕ1(1;λ) =
1
2
D(λ), para la euaión (1.2.41).

Si λ < 2,

ϕ1(1;λ) = cosh

(
8

5
ω2

)
cosh

(
3

5
ω1

)
+

1

2

(
ω2

4ω1
+

4ω1

ω2

)
sinh

(
8

5
ω2

)
sinh

(
3

5
ω1

)

on ω1 =
√
2− λ y ω2 =

√
5− λ.

Si λ = 2,

ϕ1(1;λ) = 1 cosh

(
8

5
ω2

)
+

3

40
ω2 sinh

(
8

5
ω2

)

on ω2 =
√
5− λ.
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Si 2 < λ < 5,

ϕ1(1;λ) = cosh

(
8

5
ω2

)
cos

(
3

5
ω1

)
++

1

2

(
ω2

4ω1
− 4ω1

ω2

)
sinh

(
8

5
ω2

)
sin

(
3

5
ω1

)

on ω1 =
√
λ− 2 y ω2 =

√
5− λ.

Si λ = 5,

ϕ1(1;λ) = cos

(
3

5
ω1

)
− 16

5
ω1 sin

(
3

5
ω1

)

on ω1 =
√
λ− 2.

Si λ > 5,

ϕ1(1;λ) = cos

(
8

5
ω2

)
cos

(
3

5
ω1

)
−+

1

2

(
ω2

4ω1
+

4ω1

ω2

)
sin

(
8

5
ω2

)
sin

(
3

5
ω1

)

on ω1 =
√
λ− 2 y on ω2 =

√
λ− 5.

1.3. Estrutura de bandas en la Euaión de Hill

Nos entraremos ahora en el resultado mostrado por Allaire y Orive en el artíulo [3℄ para

retomar el problema de enontrar intervalos de estabilidad e inestabilidad en una euaión de

Hill. Es sabido que los intervalos de estabilidad orresponden al espetro de Bloh [11, 17, 1, 18℄,

lo que se propone en diho artíulo es araterizar los intervalos de inestabilidad.

La lausura de ada intervalo de estabilidad es llamada banda de Bloh, mientras que los

intervalos abiertos no vaíos entre dos bandas de Bloh son llamados gaps (hueos, espaios).

1.3.1. El espetro de Bloh

Consideremos la euaión de Hill de�nida en (1.2.24) on p ≡ w ≡ 1, es deir

− u′′(x) + V (x)u(x) = λu(x). (1.3.1)

Aquí, la funión V es a valores reales, ontinua por tramos y de periodo T = 1. De la Seión

(1.1), sabemos que (1.3.1) tiene una base de dos soluiones linealmente independientes, ϕ1(·;λ)
y ϕ2(·;λ), que dependen de λ y satisfaen (1.1.3).
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Reordemos también que el disriminante de (1.3.1) está de�nido en (1.2.6) omo

D(λ) = ϕ1(1;λ) + ϕ′
2(1;λ).

Además, es posible lasi�ar la soluión de (1.3.1): diremos que una soluión es estable si es

uniformemente aotada e inestable si es no aotada. Del Teorema 1.12, sabemos que existe una

suesión in�nita ontable {αn}n∈N de raíes de D(λ) = 2 y una suesión �nita ontable {βn}n∈N
de raíes de D(λ) = −2 tales que

· · · < α0 < β0 ≤ β1 < α1 ≤ α2 < β2 ≤ β3 < α3 ≤ α4 < · · ·

(ver Figura 1.1). Los intervalos abiertos disjuntos de la oleión

]α0, β0[, ]β1, α1[, ]α2, β2[, ]β3, α3[, · · ·

son llamados intervalos de inestabilidad de (1.3.1) y la unión

S =]α0, β0[∪ ]β1, α1[∪ ]α2, β2[∪ ]β3, α3[∪ · · ·

es llamada región de estabilidad. Análogamente,

U =]−∞, α0[∪ ]β0, β1[∪ ]α1, α2[∪ ]β2, β3[∪ · · ·

es llamada región de inestabilidad. Por lo tanto, se tiene que |D(λ)| < 2 para λ ∈ S, y |D(λ)| > 2
para λ ∈ U .

De los asos 1, 2 y 3 analizados en la Seión 1.2, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.15. (i) Para λ ∈ U , existe θ ∈ R \ {0} tal que (1.3.1) tiene dos soluiones

linealmente independientes del tipo eθxp1(x) y e−θxp2(x), on p1, p2 1-periódias y mul-

tipliadores araterístios ρ1 = eθ y ρ2 = e−θ
; o bien, on p1, p2 semi-periódias y

multipliadores araterístios ρ1 = −eθ y ρ2 = −e−θ
.

(ii) Para λ ∈ S, existe θ ∈]0, π[, o bien θ ∈] − π, 0[, tal que (1.3.1) tiene dos soluiones

linealmente independientes del tipo eiθxp1(x) y e
−iθxp2(x), on p1, p2 1-periódias y mul-

tipliadores araterístios ρ1 = eiθ y ρ2 = e−iθ
.

De los asos 4 y 5 de la Seión 1.2, podemos enuniar el siguiente teorema.

Teorema 1.16. (i) Si α2k+1 = α2k+2, entones para λ = α2k+1 = α2k+2 la euaión (1.3.1)

tiene dos soluiones linealmente independientes p1 y p2 1-periódias. Si α2k+1 < α2k+2,

entones para λ = α2k+1 y para λ = α2k+2 la euaión (1.3.1) tiene dos soluiones lineal-

mente independientes del tipo p1(x) y xp1(x) + p2(x), on p1 y p2 1-periódias.

(ii) Si β2k = β2k+1, entones para λ = β2k = β2k+1 la euaión (1.3.1) tiene dos soluiones

linealmente independientes p1 y p2 semi-periódias. Si β2k < β2k+1, entones para λ = β2k
y para λ = β2k+1 la euaión (1.3.1) tiene dos soluiones linealmente independientes del

tipo p1(x) y xp1(x) + p2(x), on p1 y p2 semi-periódias.
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En esta seión, expondremos resultados lásios de una teoría relaionada on la estrutura

de valores propios de la euaión (1.3.1), onoida omo Teoría de Desomposiión de Bloh

[1, 18℄. Si onsideramos (1.3.1) omo un problema espetral de L2(R), es natural preguntarse
uál es su espetro y tratar de de�nirlo. Para este �n, onsideremos el siguiente problema

espetral de Bloh parametrizado por θ ∈ R:





Enontrar λ = λ(θ) ∈ R y Ψ = Ψ(x, θ);

−Ψ′′(x, θ) + V (x)Ψ(x, θ) = λ(θ)Ψ(x, θ) en R

Ψ(x+ 1, θ) = eiθΨ(x, θ), ∀x.
(1.3.2)

Es laro de (1.3.2) que la ondiión de periodiidad no se altera si reemplazamos θ por θ+m,

on m ∈ Z, y por lo tanto, θ puede ser reduido a la elda dual θ ∈ Y ′ =]− π, π]. Sabemos que

para ada θ ∈] − π, π], el problema espetral (1.3.2) admite una suesión disreta de valores

propios tal que

0 ≤ λ1(θ) ≤ · · · ≤ λm(θ) ≤ · · · → ∞,

para todo m ≥ 1, λm(θ) es una funión de Lipshitz de θ ∈ Y ′
.

Podemos esribir Ψ(x, θ) = eiθxξ(x, θ), on ξ 1-periódia en x. Así, (1.3.2) es equivalente a





Enontrar λ = λ(θ) ∈ R y ξ = ξ(x, θ);

−
(
d

dx
+ iθ

)(
d

dx
+ iθ

)
ξ(x, θ) + V (x)ξ(x, θ) = λ(θ)ξ(x, θ) en R

ξ(x+ 1, θ) = ξ(x, θ), ∀x.

(1.3.3)

Tomando el onjugado en (1.3.3), es laro que λm(θ) = λm(−θ), ∀m ≥ 1.

De�nimos el espetro de Bloh omo

σB = {λm(θ) : θ ∈ Y ′, m ≥ 1} =
⋃

m≥1

[
mı́n
θ∈Y ′

λm(θ),máx
θ∈Y ′

λm(θ)
]
.

El siguiente resultado relaiona el espetro de Bloh on los intervalos de estabilidad de

(1.3.1).

Proposiión 1.17. Para todo k ≥ 1, αk = λk(0), βk = λk(π) y

σB = [α0, β0] ∪ [β1, α1] ∪ [α2, β2] ∪ [β3, α3] ∪ · · · .

En partiular,

(i) λ2k−1(0) es el mínimo de λ2k−1(θ), mientras que λ2k−1(π) es el máximo de λ2k−1(θ).

(ii) λ2k(0) es el máximo de λ2k(θ), mientras que λ2k(π) es el mínimo de λ2k(θ).
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Esta proposiión nos da una araterizaión para las regiones estables S de la euaión de

Hill (1.3.1). La lausura de los intervalos de estabilidad son preisamente las llamadas bandas

de Bloh, es deir,

[αm, βm] =
[
mı́n
θ∈Y ′

λm(θ),máx
θ∈Y ′

λm(θ)
]
.

Los intervalos abiertos no vaíos entre dos bandas de Bloh son llamados gaps. Su unión, junto

on el intervalo abierto no aotado que pertenee a la primera banda de Bloh, es exatamente

la región inestable U .

Demostraión Proposiión 1.17. Para θ = 0, el par (λm(0), ξm(x, 0)) satisfae (1.3.1), on λ =
λm(0) y u(x) = ξm(x, 0). Notar que ξm(·, 0) es 1-periódia. Graias a la parte (i) de Teorema

1.16, se tiene

αm = λm(0), ∀m ≥ 1.

Por otro lado, para θ = π, el par (λm(π), e
iπxξm(x, π)) satisfae (1.3.1), on λ = λm(π) y

u(x) = eiπxξm(x, π), que es semi-periódia. De (ii) del Teorema 1.16,

βm = λm(π), ∀m ≥ 1.

Ahora, onsideremos λ ∈]α2k+1, β2k+1[, k ∈ N, un intervalo de estabilidad ualquiera. Para

intervalos estables de la forma ]β2k, α2k[ el siguiente razonamiento es análogo. Graias a (ii) del
Teorema 1.15, existe θ ∈]0, π[, o bien θ ∈]−π, 0[, tal que (1.3.1) tiene dos soluiones linealmente

independientes del tipo eiθxp1(x) y e
−iθxp2(x), on p1, p2 1-periódias. De aquí, p1 y p2 satisfaen

(1.3.3) on λ(θ) = λ y λ(−θ) = λ, respetivamente.

Así, omo λ2k+1(0) = α2k+1, λ2k+1(π) = β2k+1 y λ2k+1(θ) es una funión de Lipshitz de

θ ∈ Y ′
, se tiene

[α2k+1, β2k+1] = {λ2k+1(θ) : θ ∈ Y ′}, k = 0, 1, · · ·

Análogamente, se tiene

[β2k, α2k] = {λ2k+1(θ) : θ ∈ Y ′}, k = 1, 2, · · ·

1.3.2. El espetro exponenial

En esta seión, de�niremos el espetro exponenial de la euaión (1.3.1). Consideremos los

siguientes problemas espetrales parametrizados por θ ∈ R.





Enontrar µ = µ(θ) ∈ R y Ψ = Ψ(x, θ);

−Ψ′′(x, θ) + V (x)Ψ(x, θ) = µ(θ)Ψ(x, θ)

Ψ(x+ 1, θ) = eθΨ(x, θ), ∀x.
(1.3.4)
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Enontrar ν = ν(θ) ∈ R y Ψ = Ψ(x, θ);

−Ψ′′(x, θ) + V (x)Ψ(x, θ) = ν(θ)Ψ(x, θ)

Ψ(x+ 1, θ) = −eθΨ(x, θ), ∀x.
(1.3.5)

Haiendo Ψ(x, θ) = eθxξ(x, θ), estos problemas son equivalentes a





Enontrar µ = µ(θ) ∈ C y ξ = ξ(x, θ);

−
(
d

dx
+ θ

)(
d

dx
+ θ

)
ξ(x, θ) + V (x)ξ(x, θ) = µ(θ)ξ(x, θ) en R

ξ(x+ 1, θ) = ξ(x, θ), ∀x.

(1.3.6)






Enontrar ν = ν(θ) ∈ C y Ψ = Ψ(x, θ);

−
(
d

dx
+ θ

)(
d

dx
+ θ

)
ξ(x, θ) + V (x)ξ(x, θ) = ν(θ)ξ(x, θ) en R

ξ(x+ 1, θ) = −ξ(x, θ), ∀x.

(1.3.7)

La existenia del primer valor propio del problema (1.3.6) está dada en el siguiente lema,

uya demostraión está basada en el Teorema de Krein-Rutman.

Lema 1.18. Para todo θ ∈ R, existe un primer valor propio minimal µ0 de (1.3.6) que es real,

simple y tal que

θ 7→ µ0(θ) es analítia, ónava y par

ĺım
θ→+∞

µ0(θ) = −∞

máx
θ∈R

µ0(θ) = µ0(0) = λ0(0) = α0.

Este resultado muestra que el primer intervalo inestable es {µ0(θ) : θ ∈ R\{0}} =]−∞, α0),
que es así parte del espetro exponenial de (1.3.1).

Para ontinuar on la desripión de la estrutura del espetro exponenial, usaremos el

siguiente resultado de ontinuidad espetral.

Lema 1.19. Sea {Kn}n≥1 una suesión de operadores ompatos en un espaio de Hilbert H
que onverge uniformemente a un ompato K. Sea γ un ontorno suave que enierra j valores
propios de K (ontando sus multipliidades) y tal que todo λ ∈ γ no pertenee al espetro de

K. Entones, existe n0 tal que para todo n ≥ n0, γ ontiene exatamente j valores propios de

Kn.

Graias al Lema 1.19, es posible araterizar los otros intervalos inestables de U , pues nos
permite demostrar las siguientes proposiiones. Hay dos tipos diferentes de intervalos de ines-

tabilidad: (β2k, β2k+1) y (α2k+1, α2k+2), para k ≥ 0.
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Proposiión 1.20. Supongamos β2k < β2k+1. Entones existe θ2k,2k+1 > 0 tal que, para θ ∈
] − θ2k,2k+1, θ2k,2k+1[, existen ν2k(θ), ν2k+1(θ) valores propios reales y simples de (1.3.7) que

satisfaen

θ 7→ ν2k(θ), ν2k+1(θ) son analítias y pares

ν2k(θ), ν2k+1(θ) son estritamente monótonas en [0, θ2k,2k+1]

mı́n
θ∈[0,θ2k,2k+1]

ν2k(θ) = ν2k(0) = λ2k
(
π) = β2k

máx
θ∈[0,θ2k,2k+1]

ν2k+1(θ) = ν2k+1(0) = λ2k+1

(
π) = β2k+1

ĺım
|θ|→θ2k,2k+1

ν2k(θ) = ĺım
|θ|→θ2k,2k+1

ν2k+1(θ) = ν2k,2k+1

{ν2k(θ) : θ ∈ [0, θ2k,2k+1]} = [b2k, ν2k,2k+1]

{ν2k+1(θ) : θ ∈ [0, θ2k,2k+1]} = [ν2k,2k+1, b2k+1].

Observaión 1.21. β2k < β2k+1 signi�a que hay un gap en el espetro. Cuando β2k = β2k+1,

es deir, no hay gap aquí, extendemos la notaión de la Proposiión 1.20 haiendo θ2k,2k+1 = 0.

Proposiión 1.22. Supongamos α2k+1 < α2k+2. Entones existe θ2k+1,2k+2 > 0 tal que, para

θ ∈]−θ2k+1,2k+2, θ2k+1,2k+2[, existen µ2k+1(θ), µ2k+2(θ) valores propios reales y simples de (1.3.6)

que satisfaen

θ 7→ µ2k+1(θ), µ2k+2(θ) son analítias y pares

µ2k+1(θ), ν2k+2(θ) son estritamente monótonas en [0, θ2k+1,2k+2]

mı́n
θ∈[0,θ2k+1,2k+2]

µ2k+1(θ) = µ2k+1(0) = λ2k+1

(
π) = α2k+1

máx
θ∈[0,θ2k+1,2k+2]

µ2k+2(θ) = µ2k+2(0) = λ2k+2

(
π) = α2k+2

ĺım
|θ|→θ2k+1,2k+2

µ2k+1(θ) = ĺım
|θ|→θ2k+1,2k+2

µ2k+2(θ) = µ2k+1,2k+2

{µ2k+1(θ) : θ ∈ [0, θ2k+1,2k+2]} = [a2k+1, µ2k+1,2k+2]

{µ2k+2(θ) : θ ∈ [0, θ2k+1,2k+2]} = [µ2k+1,2k+2, a2k+2].

Observaión 1.23. Si α2k+1 = α2k+2, es deir, no hay gap aquí, extendemos la notaión de la

Proposiión 1.22 haiendo θ2k+1,2k+2 = 0.

Demostraión Proposiión 1.22. (la demostraión de la Proposiión 1.20 es similar). Estudia-

remos primero el problema de valores propios (1.3.6) on θ = 0. Graias a la parte (i) del

Teorema 1.16, el problema (1.3.6) on θ = 0 tiene sólo dos valores propios reales simples en

[α2k+1, α2k+2], a saber α2k+1) y α2k+2), que denotaremos µ2k+1(0) y µ2k+2(0), respetivamente.
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Apliando el Lema 1.19 en una veindad de θ = 0, el problema (1.3.6) admite un únio valor

propio simple µ2k+1(θ) era de µ2k+1(0) = α2k+1. Similarmente, el problema (1.3.6) admite un

únio valor propio simple µ2k+2(θ) era de µ2k+2(0) = α2k+2. Si estos valores propios fueran

no reales, dado que el problema (1.3.6) tiene oe�ientes reales, ellos irán en pares onjugados,

µ2k+1(θ) 6= µ2k+1(θ) o µ2k+2(θ) 6= µ2k+2(θ), lo que es una ontradiión, pues el Lema 1.19

implia que hay sólo valores propios de (1.3.6) era de µ2k+1(0) o µ2k+2(0). Así, µ2k+1(θ) y
µ2k+2(θ) son reales y simples para θ era de ero.

Graias a la teoría de perturbaión de valores propios en un espaio �nito dimensional,

los valores propios simples son funiones de θ analítias. De la parte (i) del Teorema 1.15, es

inmediato que µ2k+1(θ) = µ2k+1(−θ) y µ2k+2(θ) = µ2k+2(−θ). Además, θ 7→ µ2k+1(θ), µ2k+2(θ)
son estritamente monótonas para θ > 0 o θ < 0, pues de otro modo habríamos obtenido dos

valores diferentes θ y θ̂ (del mismo signo) dando el mismo valor propio λ ∈]α2k+1, α2k+2[, lo que
es imposible por (i) del Teorema 1.15.

Ahora podemos ontinuar este argumento de perturbaión para valores de θ más grandes

hasta que los valores propios µ2k+1(θ) y µ2k+2(θ) permanezan simples y reales. La únia posi-

bilidad de un ambio en sus multipliidades es uando son iguales. Más preisamente, probemos

que

{µ2k+1(θ) : θ > 0} ∪ {µ2k+2(θ) : θ > 0} =]α2k+1, α2k+2[.

De�nimos θ2k+1 = máx{θ : existe µ2k+1(θ) ∈ R}, que satisfae θ2k+1 > 0, y análogamente

de�nimos θ2k+2 > 0. No podemos tener µ2k+1(θ2k+1) < µ2k+2(θ2k+2), pues, para todo λ ∈
((µ2k+1(θ2k+1), µ2k+2(θ2k+2)), la parte (i) del Teorema 1.15 implia la existenia de θ > 0 tal

que λ = µ2k+1(θ) o λ = µ2k+2(θ), lo que es una ontradiión on la de�niión de θ2k+1 o θ2k+2.

Así, µ2k+1(θ2k+1) = µ2k+2(θ2k+2), y por uniidad del exponente θ > 0 en (i) del Teorema

1.15, también tenemos θ2k+1 = θ2k+2 <∞. Denotamos su valor omún por θ2k+1,2k+2 = θ2k+1 =
θ2k+2.

Como onseuenia de los resultados de la Seión 1.3.1, del Lema 1.18 y de las Proposiiones

1.20 y 1.22, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 1.24 (Caraterizaión del Espetro Exponenial). Si σe denota el espetro exponen-

ial y σB el espetro de Bloh, entones tenemos

R = σB ∪ σe y σB ∩ σe =
+∞⋃

i=0

{αi} ∪ {βi},

y usando la notaión de las Proposiiones 1.20 y 1.22 anteriores,

σe = {µ0(θ) : θ ∈ R}∪{µ2k+1(θ), µ2k+2(θ) : θ ∈ [0, θ2k+1,2k+2]}∪{ν2k(θ), ν2k+1(θ) : θ ∈ [0, θ2k,2k+1]}.
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Corolario 1.25. Sean u soluión de la euaión (1.3.1) y ϕ1(·;λ) la funión de�nida en

(1.2.25). Entones existen tres onjuntos, A, B y C, tales que

λ ∈ A ⇔ |ϕ1(t;λ)| ≤ 1, ∀t ∈ R (1.3.8)

λ ∈ B ⇔ ϕ1(t;λ) > 1, ∀t ∈ R (1.3.9)

λ ∈ C ⇔ ϕ1(t;λ) < −1, ∀t ∈ R (1.3.10)

Demostraión. De la Proposiión 1.17, se tiene que existe un onjunto A tal que

A =
⋃

θ∈(−π,π)∗

{λi(θ) : i ∈ N} = [α0, β0] ∪ [β1, α1] ∪ [α2, β2] ∪ [β3, α3] ∪ · · · .

De (1.2.7) y de la parte (ii) del Teorema 1.15, el disriminante D(λ) = eiθ + e−iθ = 2 cos θ. Así,
usando (1.2.13), es posible esribir ϕ1(1;λ) = cos θ y se tiene (1.3.8).

Por otro lado, del Teorema 1.24 existen dos onjuntos B y C tales que

B =
⋃

θ≥0

{µi(θ) : i ∈ N} = {µ0(θ) : θ ∈ R} ∪ {µ2k+1(θ), µ2k+2(θ) : θ ∈ [0, θ2k+1,2k+2]}

= ]−∞, α0[∪ ]α1, α2[∪ ]α3, α4[∪ ]α5, α6[∪ · · · , y

C =
⋃

θ≥0

{νi(θ) : i ∈ N} = {ν2k(θ), ν2k+1(θ) : θ ∈ [0, θ2k,2k+1]}

= ]β0, β1[∪ ]β2, β3[∪ ]β4, β5[∪ ]β6, β7[∪ · · · .

De (1.2.7) y de la parte (i) del Teorema 1.15, el disriminante D(λ) = eθ + e−θ = 2 cosh θ, o
bien D(λ) = −eθ − e−θ = −2 cosh θ. Así, usando (1.2.13), es posible esribir ϕ1(1;λ) = cosh θ,
o bien ϕ1(1;λ) = − cosh θ y se tiene (1.3.9) y (1.3.10).
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Capítulo 2

El operador Hamiltoniano en el grafeno

En este apítulo se de�ne el grafeno G geométriamente, on sus respetivos omponentes:

vérties y aristas. Vemos omo atúa el operador Hamiltoniano H a lo largo de G y la pa-

rametrizaión que nos permite identi�ar ada arista on el segmento [0, 1]. De esta manera,

busamos araterizar aertadamente las funiones Ψ = (Ψa)a∈A que satisfaen iertas ondi-

iones de ontinuidad y �ujo. A ontinuaión, para analizar el espetro del grafeno, nos interesa

estudiar las funiones Ψ que satisfaen dihas ondiiones de ontinuidad y �ujo, la euaión

HΨ = λΨ y además iertas propiedades de uasiperiodiidad. Determinaremos para qué valo-

res del parámetro λ estas soluiones son aotadas o no aotadas, analizando la orrespondiente

relaión de dispersión. Nos interesa obtener un resultado análogo al esrito en [3℄ expliado

en la Seión 1.3, donde se araterizan ompletamente los intervalos de estabilidad y los de

inestabilidad utilizando valores propios de un problema en R, pero esta vez on valores propios

de un problema de�nido en la red hexagonal G.

2.1. El grafeno

El grafeno es una substania formada por arbono puro, donde los átomos están dispuestos

en un patrón regular hexagonal. Por tal motivo, en su desripión matemátia estos átomos los

onsideraremos dispuestos en un onjunto de vérties V ⊆ R
2
tal omo se muestra en la Figura

2.1.

Para una desripión más preisa, se introduen dos vetores e1 y e2, mediante las relaiones:

e1 =
(

3
2
,
√
3
2

)
y e2 =

(
0,
√
3
)
. (2.1.1)

De este modo, el onjunto de vérties V está de�nido por

V =
{
v
j
i , v̂

j
i : i, j ∈ Z

}
, (2.1.2)
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Fig. 2.1: Vérties v
j
i
y v̂

j
i en el grafeno G.

donde las familias de vérties (vj
i )i,j∈Z y (v̂j

i )i,j∈Z están de�nidas por las relaiones:

v
j
i = ie1 + je2 (2.1.3)

v̂
j
i = v

j
i + (1, 0) (2.1.4)

Tal omo se muestra en la Figura 2.1, los vérties anteriores están onetados por un onjunto

de aristas A, que forman una red hexagonal, de�nido por

A =
{
ai,jE , a

i,j
N , a

i,j
S : ai,jE = [vj

i , v̂
j
i ], a

i,j
N = [vj

i , v̂
j+1
i−1 ], a

i,j
S = [vj

i , v̂
j
i−1], i, j ∈ Z

}
, (2.1.5)

omo muestra la Figura 2.2.

v̂
j
i

v
j
i

v̂
j
i−1

bb

b

b v̂
j+1
i−1

ai,jN

ai,jS

ai,jE

Fig. 2.2: Aristas ai,jE , ai,jN y ai,jS , y sus respetivos vérties.

Usando esta notaión, la estrutura del grafeno queda de�nida por el grafo no orientado G
dado por

G = (V,A).
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Para realizar álulos en el grafeno, notamos que ada arista del grafeno es biyetiva on el

segmento [0, 1] ⊆ R. En efeto, para visualizar esta biyeión, basta on onsiderar la parame-

trizaión σ, orientada de v a w, de�nida por:

σ : [0, 1]× R2 × R2 → R2

(t; v,w) 7→ σ(t; v,w) = v + t(w − v).
(2.1.6)

De este modo, ada arista [v1, v2] ∈ A puede esribirse omo σ([0, 1]; v1, v2). La funión inversa
es tal que

x ∈ [v1, v2] 7→ σ
−1(x; v1, v2) =

‖ x− v1 ‖
‖ v2 − v1 ‖

. (2.1.7)

Usando la parametrizaión (2.1.6), de inversa de (2.1.7), para ada arista [v1, v2] ∈ A se

puede de�nir el espaio L2(v1, v2) omo sigue:

L2(v1, v2) =
{
Ψ̃ ◦ σ−1(·; v1, v2) : Ψ̃ ∈ L2(0, 1)

}
,

dotado de la norma ‖Ψ̃◦σ−1(·; v1, v2)‖L2(v1,v2) = ‖Ψ̃‖L2(0,1). Con esto, se de�ne L
2(A) del modo

siguiente:

L2(A) =
{
(Ψa)a∈A ∈

⊗

a∈A
L2(a) :

∑

a∈A
‖Ψa‖2L2(a) <∞

}
. (2.1.8)

Este espaio tambien suele llamarse L2(G).

Análogamente, para ada arista [v1, v2] ∈ A se puede de�nir el espaio de Sobolev H2(v1, v2)
omo sigue:

H2(v1, v2) =
{
Ψ̃ ◦ σ−1(·; v1, v2) : Ψ̃ ∈ H2(0, 1)

}
,

dotado de la norma ‖Ψ̃ ◦ σ−1(·; v1, v2)‖H2(v1,v2) = ‖Ψ̃‖H2(0,1). Con esto, se de�ne el espaio de

Sobolev H2(G) omo el subonjunto de funiones (Ψa)a∈A ∈
⊗

a∈AH
2(a) que umplen las tres

ondiiones siguientes:

∑

a∈A
‖Ψa‖2H2(a) <∞, (2.1.9)

∀v ∈ V, ∀a1, a2 ∈ A [v ∈ a1 ∩ a2 ⇒ Ψa1(v) = Ψa2(v)], (2.1.10)

∀v ∈ V
∑

v2∈V

[v,v2]∈A

DΨ[v,v2](v; v2 − v) = 0. (2.1.11)

Las ondiiones (2.1.10)�(2.1.11) se suelen llamar ondiiones de Neumann en el grafeno o, según

algunos autores, ondiiones de Kirhho�. La primera, (2.1.10), orresponde a la ondiión de

ontinuidad en ada vértie al pasar de una arista a otra. La segunda ondiión, (2.1.11), en la

ual se ha denotado por DΨ[v,v2](v; v2 − v) a la derivada direional de la funión Ψ[v,v2] en el

punto v en la direión [v2 − v], orresponde a que la suma de �ujos que salen del vértie v

debe ser nula.
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2.2. El Hamiltoniano en el grafeno

De�namos ahora el Hamiltoniano del grafeno en L2(G). Sea V (t) una funión L2(0, 1) tal
que

V (t) = V (1− t). (2.2.1)

El Hamiltoniano del grafeno H : D(H) ⊂ L2(G) → L2(G) es el operador on dominio

D(H) = H2(G) tal que a adaΨ = (Ψa)a∈A ∈ H2(G) le asoiaHΨ ∈ L2(G),HΨ = ((HΨ)a)a∈A,
tal que

(HΨ)a(x) =
(
−Ψ̃′′

a + V Ψ̃a

)
◦ σ−1(x; a), (2.2.2)

donde para ada arista a ∈ A, Ψ̃a = Ψa ◦ σ(·; a) ∈ H2(0, 1).

El objetivo de este apítulo es analizar el espetro del operador H, es deir, estudiaremos el

parámetro λ en la euaión

HΨ = λΨ.

Para ello, araterizaremos las diferentes funiones Ψ que se lasi�an omo soluiones aotadas

o no aotadas. Para ello busamos funiones no nulas Ψ = (Ψa)a∈A que umplan (2.1.10)�

(2.1.11) y las euaiones difereniales siguientes

− Ψ̃′′
a(t) + V (t)Ψ̃a(t) = λΨ̃a(t), ∀a ∈ A, ∀t ∈ (0, 1), (2.2.3)

donde λ ∈ R es un parámetro.

Nuestro objetivo es lasi�ar las soluiones de (2.2.3) de auerdo a diferentes valores de λ
busando soluiones aotadas y no aotadas en el grafeno. Observemos que la ondiión (2.1.9)

no será satisfeha por nuestras soluiones ya que el operador H tiene un espetro ontinuo.

Nos interesa estudiar soluiones de (2.2.3) que umplan las propiedades

Ψ(x + e1) = R1Ψ(x), ∀x ∈ G (2.2.4)

Ψ(x + e2) = R2Ψ(x), ∀x ∈ G (2.2.5)

donde R1 y R2 son números reales o omplejos que perteneen al onjunto

{R ∈ C : |R| = 1 ∨ R ∈ R
∗}.

Notemos que si |R1| = |R2| = 1 las soluiones busadas son aotadas en el grafeno, mientras

que si alguna de las dos onstantes tiene módulo diferente de uno, la soluión busada será no

aotada en la direión ±e1 o ±e2, según orresponda.

Para estudiar el problema planteado proederemos del siguiente modo: en la Seión 2.3

estudiaremos la forma de imponer las ondiiones de Kirhho� (2.1.10)�(2.1.11) y en la Seión

2.4 la araterizaión de los valores de λ para ada aso de las onstantes R1, R2.

39



2.3. Condiiones de Kirhhko�

El objetivo de esta seión es araterizar apropiadamente las funiones Ψ = (Ψa)a∈A que

satisfaen las ondiiones de Kirhho� (2.1.10)�(2.1.11). Para ello, omenzamos observando que

ada vértie v ∈ V tiene exatamente tres aristas adyaentes, omo se muestra en la Figura

2.3. Por este motivo, las ondiiones de ontinuidad y �ujo serán esritas explíitamente en los

vérties de tipo v
j
i y v̂

j
i de V, donde i, j ∈ Z (ver (2.1.2)).
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v̂
j
i

v
j
i

v̂
j+1
i−1

v̂
j
i−1

bb

b

b
Caso (a)

Fig. 2.3: Aristas que onurren a los vérties del tipo v
j
i (Caso (a)) y a

los del tipo v̂
j
i (Caso (b)).

El resultado prinipal de esta seión lo enuniaremos en dos teoremas, que separan los asos

ϕ2(1;λ) 6= 0 y ϕ2(1;λ) = 0, donde ϕ2(·;λ) es la funión desrita en (1.2.25). La importania de

esta separaión es que en el segundo aso λ esta inluido en el espetro de Dirihlet. El primer

teorema, arateriza ompletamente las funiones que satisfaen las ondiiones de ontinuidad

y �ujo estableidas en (2.1.10)�(2.1.11).

Teorema 2.1. Si ϕ2(1;λ) 6= 0, toda funión Ψ = (Ψa)a∈A que umpla (2.2.3), satisfae las

ondiiones (2.1.10)�(2.1.11) si y solamente si para todo i, j ∈ Z se umplen las siguientes

relaiones:

−3ϕ1(1;λ)Ψ(vj
i ) + Ψ(v̂j

i ) + Ψ(v̂j
i−1) + Ψ(v̂j+1

i−1 ) = 0, (2.3.1)

−3ϕ1(1;λ)Ψ(v̂j
i ) + Ψ(vj

i ) + Ψ(vj
i+1) + Ψ(vj−1

i+1 ) = 0, (2.3.2)

donde ϕ1(·;λ) y ϕ2(·;λ) son las funiones desritas en (1.2.25).

Teorema 2.2. Si ϕ2(1;λ) = 0, toda funión Ψ = (Ψa)a∈A que umpla (2.2.3), satisfae las

ondiiones (2.1.10)�(2.1.11) si y solamente si se umplen las dos ondiiones siguientes:

(1) Existe kΨ ∈ R, que depende de Ψ, tal que se umple

Ψ(vj
i ) = kΨ y Ψ(v̂j

i ) = kΨϕ1(1;λ), ∀i, j ∈ Z. (2.3.3)

(2) Si en ada arista a ∈ A las funiones Ψa se esriben omo

Ψ̃a(t) = Ψ̃a(0)ϕ1(t;λ) + caϕ2(t;λ), (2.3.4)

40



donde la parametrizaión t se esoge desribiendo la arista de izquierda a dereha, enton-

es las onstantes (ca)a∈A satisfaen las relaiones siguientes:

2kΨϕ
′
1(1;λ) + c[v̂j+1

i−1 ,v
j
i ]
+ c[v̂j

i−1,v
j
i ]
= c[vj

i ,v̂
j
i ]
ϕ1(1;λ), ∀i, j ∈ Z, (2.3.5)

kΨϕ
′
1(1;λ) + c[vj

i ,v̂
j
i ]
ϕ1(1;λ) = c[v̂j

i ,v
j
i+1]

+ c[v̂j
i ,v̂

j−1
i+1 ]

, ∀i, j ∈ Z. (2.3.6)

2.3.1. Demostraión del Teorema 2.1

Comenzaremos por enuniar el siguiente lema, donde se introduen dos funiones auxiliares

que serán utilizadas en el resto de esta seión.

Lema 2.3. Si ϕ2(1;λ) 6= 0, existen dos soluiones φ1(·;λ) y φ2(·;λ) de (1.3.1) que umplen las

ondiiones de borde

φ1(0;λ) = 1, φ1(1;λ) = 0, (2.3.7)

y

φ2(0;λ) = 0, φ2(1;λ) = 1. (2.3.8)

Además, φ1(·;λ) y φ2(·;λ) son únias y están dadas por las relaiones

φ1(t;λ) = ϕ1(t;λ)−
(
ϕ1(1;λ)

ϕ2(1;λ)

)
ϕ2(t;λ), (2.3.9)

φ2(t;λ) =

(
1

ϕ2(1;λ)

)
ϕ2(t;λ). (2.3.10)

Demostraión. Probar la existenia es simple, evaluando las relaiones (2.3.9)�(2.3.10) en t = 0
y en t = 1.

Para la uniidad de φ1(·;λ) (para φ2(·;λ) es análogo), supongamos que existe una funión

φ1b(·;λ) soluión de (1.3.1), que satisfae (2.3.7). Esta soluión puede esribirse omo ombina-

ión lineal de ϕ1(·;λ) y ϕ2(·;λ) omo sigue (ver (1.1.5))

φ1b(t;λ) = c1ϕ1(t;λ) + c2ϕ2(t;λ).

Reemplazando en t = 0 y usando (2.3.7) obtenemos c1 = 1. Ahora, haiendo t = 1, de (2.3.7)
y (2.3.9), se tiene

−
(
ϕ1(1;λ)

ϕ2(1;λ)

)
ϕ2(1;λ) = c2ϕ2(1;λ) (2.3.11)

de donde resulta que c2 = −
(

ϕ1(1;λ)
ϕ2(1;λ)

)
, es deir φ1b(t;λ) = φ1(t;λ).

Utilizando las funiones φ1(·;λ) y φ2(·;λ) de�nidas en el Lema 2.3, podemos demostrar el

Teorema 2.1 omo sigue.
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Demostraión del Teorema 2.1. La ondiión (2.1.10) se umple si y solamente si la funión

Ψ = (Ψa)a∈A tiene una traza de�nida y únia (independiente de la arista onsiderada) en ada

vértie v ∈ V del grafeno. Este heho está implíito en la esritura de las igualdades (2.3.1) y

(2.3.2) donde se han usado explíitamente los valores de las trazas de Ψ a ada vértie de la

forma v
j
i , v̂

j
i ∈ V. Para terminar la demostraión, nos enfoaremos en la propiedad de �ujos

(2.1.11).

Probaremos que la identidad (2.3.1) es equivalente a la ondiión de �ujo (2.1.11) estableida

en los vérties v
j
i (ver Figura 2.3, Caso (a)). Para simpli�ar la notaión, denotemos por f , g y h

a las restriiones de la funión Ψ a las aristas [vj
i , v̂

j+1
i−1 ], [v

j
i , v̂

j
i−1] y [vj

i , v̂
j
i ], respetivamente, y

por A, B, C y D a las trazas de la funión Ψ en los vérties v
j
i , v̂

j+1
i−1 , v̂

j
i−1 y v̂

j
i , respetivamente

(ver Figura 2.4).

Ψ(v̂j
i−1) = C

Ψ(vj
i ) = A

Ψ(v̂j+1
i−1 ) = B

Ψ(v̂j
i ) = D

f

g

h
b

b

b

b

Fig. 2.4: Vérties en los que la funión Ψ vale A, B, C y D.

Como la funión Ψ = (Ψa)a∈A satisfae las identidades (2.2.3), tiene trazas bien de�nidas

en los vérties y ϕ2(1;λ) 6= 0, podemos usar las funiones φ1(·;λ), φ2(·;λ) de�nidas en (2.3.7)�

(2.3.8), para enontrar sus valores en ada arista [vj
i , v̂

j+1
i−1 ], [v

j
i , v̂

j
i−1] y [vj

i , v̂
j
i ] en términos de

sus orrespondientes valores en los vérties, del modo siguiente





f̃(t) = Aφ1(t;λ) + Bφ2(t;λ)

g̃(t) = Aφ1(t;λ) + Cφ2(t;λ)

h̃(t) = Aφ1(t;λ) +Dφ2(t;λ)

(2.3.12)

donde f̃ , g̃ y h̃ representan la omposiión de las funiones f, g, h on la parametrizaión σ

de�nida en (2.1.6) para ada arista. Con esta notaión, la ondiión (2.1.11) esrita en el

vértie v
j
i es equivalente a

f̃ ′(0) + g̃′(0) + h̃′(0) = 0. (2.3.13)

Luego, derivando en (2.3.12) y reemplazando en (2.3.13), resulta

3Aφ′
1(0;λ) + (B + C +D)φ′

2(0;λ) = 0. (2.3.14)
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Los valores φ′
1(0;λ) y φ′

2(0;λ) se obtienen diretamente derivando las de�niiones (2.3.9)�

(2.3.10), reemplazando en t = 0 y usando las propiedades (1.1.3). De este modo la identidad

(2.3.14) es equivalente a

−3A

(
ϕ1(1;λ)

ϕ2(1;λ)

)
+ (B + C +D)

(
1

ϕ2(1;λ)

)
= 0.

Multipliando esta expresión por ϕ2(1;λ), obtenemos �nalmente

−3Aϕ1(1;λ) +B + C +D = 0,

que orresponde exatamente a la identidad (2.3.1) on los respetivos ambios de nomenlatura.

La demostraión para (2.3.2) es análoga, pues la euaión (2.3.2) es equivalente a la ondiión

de �ujo (2.1.11) estableida en los vérties v̂
j
i (ver Figura 2.3, Caso (b)).

2.3.2. Demostraión del Teorema 2.2

En esta seión estudiamos el aso partiular en que ϕ2(1;λ) = 0. Como la funión ϕ2(·;λ)
también es nula en t = 0 (ver (1.1.3)), resulta que ϕ2(·;λ) es una soluión no trivial del problema

on ondiiones de borde de Dirihlet siguiente:

{
−ϕ′′

2(x;λ) + V (x)ϕ2(x;λ) = λϕ2(x;λ), en (0, 1)

ϕ2(0;λ) = ϕ2(1;λ) = 0.

Por lo tanto, el aso que nos interesa en esta seión orresponde a los valores de λ del espetro

del operador de Dirihlet asoiado al operador diferenial H.

En el lema siguiente, resumimos algunas propiedades adiionales de las funiones ϕ1(·;λ) y
ϕ2(·;λ) que se tienen en este aso.

Lema 2.4. Si ϕ2(1;λ) = 0, entones

ϕ′
2(1;λ) = ϕ1(1;λ) = 1 y D(λ) = 2, o bien

ϕ′
2(1;λ) = ϕ1(1;λ) = −1 y D(λ) = −2.

donde D(λ) ha sido de�nido en (1.2.13).

Demostraión. De (1.2.16)�(1.2.17), se tiene

ϕ′
2(1;λ)

2 = ϕ1(1;λ)
2 = 1 (2.3.15)

y, de (1.2.12), se onluye que

ϕ′
2(1;λ) = ϕ1(1;λ) = 1, o bien ϕ′

2(1;λ) = ϕ1(1;λ) = −1.

Así, de (1.2.13),

D(λ) = 2, o bien D(λ) = −2,

respetivamente, y estamos en los asos 4 y 5 analizados en la Seión 1.2.
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Demostraión del Teorema 2.2. Para probar la parte (1) del teorema, onsideremos una arista

arbitraria a = [v1, v2] ∈ A que une los vérties v1, v2. Como Ψ satisfae (2.2.3), de (1.1.4), es

laro que podemos esribir

Ψ̃[v1,v2](t) = Ψ̃[v1,v2](0)ϕ1(t;λ) + Ψ̃′
[v1,v2](0)ϕ2(t;λ), ∀t ∈ [0, 1].

Ya que ϕ2(1;λ) = 0, se tiene que

Ψ̃[v1,v2](1) = Ψ̃[v1,v2](0)ϕ1(1;λ).

Es deir,

Ψ(v2) = Ψ(v1)ϕ1(1;λ). (2.3.16)

Como esta relaión es válida en todas las aristas y ϕ1(1;λ)
2 = 1, se onluye que al reorrer

dos aristas onseutivas [v1, v2]�[v2, v3] se obtiene Ψ(v3) = Ψ(v1). Luego, usando la notaión

kΨ = Ψ(v0
0) y observando que todos los vérties v

j
i están onetados por la unión de dos aristas

onseutivas, se obtiene que

Ψ(vj
i ) = kΨ ∀i, j ∈ Z.

Así (2.3.3) se obtiene usando esta identidad junto a la relaión (2.3.16), la que permite vinular

los vérties v
j
i on los vérties v̂

j
i .

Para probar (2.3.5), estudiaremos la ondiión de �ujos en los vérties del tipo v
j
i ∈ V. Para

simpli�ar la notaión, esribiremos omo f , g y h las restriiones de la funión Ψ a las aristas

[v̂j+1
i−1 , v

j
i ], [v̂

j
i−1, v

j
i ] y [vj

i , v̂
j
i ], respetivamente, y por A, la traza de la funión Ψ en el vértie

entral v
j
i (ver Figura 2.5). Usando la relaión (2.3.16), se tiene que las trazas de la funión Ψ

en los vérties externos v̂
j+1
i−1 , v̂

j
i−1 y v̂

j
i , son iguales a Aϕ1(1;λ). Para usar la esritura (2.3.4),

denotaremos por cf , cg y ch las orrespondientes onstantes c[v̂j+1
i−1 ,v

j
i ]
, c[v̂j

i−1,v
j
i ]
y c[vj

i ,v̂
j
i ]
ϕ1(1;λ).

Con esta notaión, usando (2.3.4), podemos esribir





f̃(t) = Aϕ1(1;λ) ϕ1(t;λ) + cf ϕ2(t;λ)

g̃(t) = Aϕ1(1;λ) ϕ1(t;λ) + cg ϕ2(t;λ)

h̃(t) = A ϕ1(t;λ) + ch ϕ2(t;λ),

(2.3.17)

donde f̃ , g̃ y h̃ representan la omposiión de las funiones f, g, h on la parametrizaión σ

de�nida en (2.1.6) para ada arista.

De este modo, la ondiión de �ujo (2.1.11) en el vértie v
j
i se esribe omo

− f̃ ′(1)− g̃′(1) + h̃′(0) = 0. (2.3.18)

Luego, derivando en (2.3.17) y reemplazando en (2.3.18), de las ondiiones (1.1.3), resulta

2Aϕ1(1;λ)ϕ
′
1(1;λ) + (cf + cg)ϕ

′
2(1;λ) = ch.

Multipliando por ϕ1(1;λ) y utilizando (1.2.12) y (2.3.15), se onluye que

2Aϕ′
1(1;λ) + cf + cg = chϕ1(1;λ).
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Ψ(v̂j
i−1) = Aϕ1(1;λ)

Ψ(vj
i ) = A

Ψ(v̂j+1
i−1 ) = Aϕ1(1;λ)

Ψ(v̂j
i ) = Aϕ1(1;λ)

f

g

h
b

b

b

b

Fig. 2.5: Vérties en los que la funión Ψ vale A y Aϕ1(1;λ), y la

respetiva orientaión de la parametrizaión t.

Con los orrespondientes ambios de notaión, hemos demostrado que la ondiión de �ujo

(2.1.11) esrita en el vértie v
j
i es equivalente a la identidad (2.3.5).

En forma análoga se demuestra que la ondiión de �ujo (2.1.11) esrita en el vértie v̂
j
i es

equivalente a la identidad (2.3.6).

Por lo tanto las ondiiones (2.1.10)�(2.1.11) se umplen si y solamente si las identidades

(2.3.3),(2.3.5) y (2.3.6) son satisfehas.

2.4. Teoría espetral en el grafeno

En esta seión nos interesa araterizar todas las funiones Ψ = (Ψa)a∈A, que satisfaen

(2.2.3), las ondiiones de ontinuidad y �ujo (2.1.10)�(2.1.11), y que además umplen las

propiedades de uasiperiodiidad (2.2.4)�(2.2.5). En el siguiente análisis, onsideraremos el

aso de los valores λ ∈ R que umplen ϕ2(1;λ) 6= 0, pues su estudio es más interesante.

Utilizaremos el resultado mostrado en el Teorema 2.1, apliado también a los vérties v
j
i y

v̂
j
i , para todo i, j ∈ Z (ver Figura 2.6).

De las de�niiones (2.1.3)�(2.1.4) se tiene que

v
j
i = v

j
i+1 − e1, v

j−1
i+1 = v

j
i+1 − e2

v̂
j
i = v̂

j
i−1 + e1, v̂

j+1
i−1 = v̂

j
i−1 + e2.
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v̂
j
i

v
j
i

v̂
j+1
i−1

v̂
j
i−1

bb

b

b

v
j−1
i+1

v
j
i+1 b

b

Fig. 2.6: Vérties v
j
i y v̂

j
i y sus orrespondientes vérties adyaentes.

Por lo tanto, las propiedades (2.2.4)�(2.2.5), transforman las identidades (2.3.1)�(2.3.2) en

−3ϕ1(1;λ)Ψ(vj
i ) +

(
1 +R−1

1 +R−1
1 R2

)
Ψ(v̂j

i ) = 0,

−3ϕ1(1;λ)Ψ(v̂j
i ) +

(
1 +R1 +R1R

−1
2

)
Ψ(vj

i ) = 0.

Si multipliamos la primera euaión por R1 y ordenamos el sistema dejando omo variables

las antidades R1Ψ(vj
i ) y Ψ(v̂j

i ), se obtiene

−3ϕ1(1;λ)R1Ψ(vj
i ) +

(
1 +R1 +R2

)
Ψ(v̂j

i ) = 0, (2.4.1)

(
1 +R−1

1 +R−1
2

)
R1Ψ(vj

i )− 3ϕ1(1;λ)Ψ(v̂j
i ) = 0. (2.4.2)

Estas identidades nos permiten obtener las soluiones busadas en términos de λ,R1 y R2,

omo un sistema de euaiones lineal homogéneo. Así, se onluye que su soluión existe y es

no trivial, si y solamente si su determinante es igual a ero, esto es,

9ϕ1(1;λ)
2 = (1 +R1 +R2)(1 +R−1

1 +R−1
2 ). (2.4.3)

La euaión (2.4.3) onstituye la relaión de dispersión del grafeno, para soluiones aotadas

o no aotadas que tienen el omportamiento uasi-periódio indiado en (2.2.4)�(2.2.5). Esta

euaión, relaiona la forma de las funiones busadas, representadas por las onstantes R1 y

R2 (forma de onda), on los valores de λ ∈ C (freuenias) por medio de la funión ϕ1(1;λ).

En las seiones siguientes, investigaremos para qué valores de λ se obtienen soluiones

aotadas y no aotadas del problema.

2.4.1. Soluiones aotadas

En esta seión estudiaremos la relaion de dispersión (2.4.3) en el aso en que R1, R2 son

tales que la soluión Ψ = (Ψa)a∈A es aotada. Claramente, se debe umplir neesariamente que

|R1| = |R2| = 1.
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Para este análisis, es onveniente introduir las variables auxiliares θ1, θ2 ∈ [−π, π] de modo

que

R1 = eiθ1 R2 = eiθ2 . (2.4.4)

De este modo, la relaión de dispersión del grafeno (2.4.3) se redue a

9ϕ1(1;λ)
2 = (1 + eiθ1 + eiθ2)(1 + e−iθ1 + e−iθ2). (2.4.5)

Donde, observando que el lado dereho es el produto de un omplejo por su onjugado, podemos

resribirla omo

ϕ1(1;λ)
2 = F (θ1, θ2) :=

1
9

∣∣1 + eiθ1 + eiθ2
∣∣2. (2.4.6)

Cálulos simples muestran que

0 ≤ F (θ1, θ2) ≤ 1, ∀θ1, θ2 ∈ [−π, π].

Además, {
F (θ1, θ2) : θ1, θ2 ∈ [−π, π]

}
= [0, 1].

Esto se resume en el siguiente lema.

Lema 2.5. Para todo θ1, θ2 ∈ [−π, π], las soluiones ϕ1(1;λ) de (2.2.3) que umplen (1.1.3)

también satisfaen

ϕ1(1;λ) ∈ [−1, 1].

Con esto, usando la teoría desarrollada en el Capítulo 1 (ver Proposiión 1.7), se onluye

que

Corolario 2.6. Para ada θ1, θ2 ∈ [−π, π], los valores de λ asoiados a las soluiones ϕ1(1;λ)
de (2.2.3) que umplen (1.1.3), están dados por la relaión

λ ∈ ϕ−1
1

(√
F (θ1, θ2)

)
∪ ϕ−1

1

(
−
√
F (θ1, θ2)

)

donde ϕ−1
1 denota al onjunto preimagen de la funión ϕ1(1;λ).

Observaión 2.7. Del Corolario 1.25, se tiene que

λ ∈ Aθ ∪ Aπ−θ

donde

θ = cos−1
√
F (θ1, θ2)

y los onjuntos Aθ están de�nidos por

Aθ = {λi(θ) : i ∈ N}.
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2.4.2. Soluiones no aotadas

Estudiaremos ahora la relaión de dispersión (2.4.3) uando R1, R2 ∈ R∗
. En este aso, la

expresión de la dereha puede tomar diferentes valores uando R1 y R2 reorren los reales. Por

esta razón, nos interesa araterizar las siguientes regiones:

RS =
{
(R1, R2) ∈ R

2 : 0 ≤ (1 +R1 +R2)(1 +R−1
1 +R−1

2 ) < 9
}

(2.4.7)

RU =
{
(R1, R2) ∈ R

2 : 9 ≤ (1 +R1 +R2)(1 +R−1
1 +R−1

2 )
}
. (2.4.8)

Respeto de estas zonas, demostraremos el Teorema 2.9 de más abajo.

Observaión 2.8. Notemos que el análisis de la región donde (1+R1+R2)(1+R
−1
1 +R−1

2 ) < 0
no es de interés, ya que en tal aso no existe soluión no trivial del sistema (2.4.1)�(2.4.2).

Teorema 2.9. Las regiones RS y RU de�nidas en (2.4.7)�(2.4.8) son no vaías. Además, se

araterizan por (ver Figura 2.7):

(i) Si R1, R2 > 0, entones (R1, R2) ∈ RU .

(ii) Si R2 ∈ (−∞,−1), entones

(R1, R2) ∈ RS ⇐⇒ R1 ∈
[ −R2

1 +R2

, R1,2

)
∪ [−(1 +R2), R1,1)

(R1, R2) ∈ RU ⇐⇒ R1 ∈ [R1,2, 0) ∪ [R1,1,+∞).

(iii) Si R2 = −1, entones (R1, R2) ∈ RS .

(iv) Si R2 ∈ (−1, 0), entones

(R1, R2) ∈ RS ⇐⇒ R1 ∈ (R1,1,−(1 +R2)] ∪
(
R1,2,

−R2

1 +R2

]

(R1, R2) ∈ RU ⇐⇒ R1 ∈ (−∞, R1,1] ∪ (0, R1,2].

(v) Si R2 ∈ (0, 7− 4
√
3), entones

(R1, R2) ∈ RS ⇐⇒ R1 ∈ [−(1 +R2), R1,1) ∪
(
R1,2,

−R2

1 +R2

]

(R1, R2) ∈ RU ⇐⇒ R1 ∈ [R1,1, R1,2] ∪ (0,+∞).

(vi) Si R2 ∈ [7− 4
√
3, 7 + 4

√
3], entones

(R1, R2) ∈ RS ⇐⇒ R1 ∈
[
−(1 +R2),

−R2

1 +R2

]

(R1, R2) ∈ RU ⇐⇒ R1 ∈ (0,∞).
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(vii) Si R2 ∈ (7 + 4
√
3,∞), entones

(R1, R2) ∈ RS ⇐⇒ R1 ∈ [−(1 +R2), R1,2) ∪
(
R1,1,

−R2

1 +R2

]

(R1, R2) ∈ RU ⇐⇒ R1 ∈ [R1,2, R1,1] ∪ (0,+∞).

En (ii), (iv), (v), y (vii), R1,1 y R1,2 están dadas por

R1,1 = −
(
R2

2 − 6R2 + 1

2(R2 + 1)

)
+

(R2 − 1)
√
R2

2 − 14R2 + 1

2(R2 + 1)

R1,2 = −
(
R2

2 − 6R2 + 1

2(R2 + 1)

)
− (R2 − 1)

√
R2

2 − 14R2 + 1

2(R2 + 1)

Demostraión. Para demostrar (i) basta on observar que

(1 +R1 +R2)(1 +R−1
1 +R−1

2 ) = 3 + (R1 +R−1
1 ) + (R2 +R−1

2 ) +

(
R1

R2
+

(
R1

R2

)−1
)
.

Así, si R1, R2 > 0, ada paréntesis de la dereha es superior o igual a dos y, por lo tanto,

(R1, R2) ∈ RU .

Para estudiar el resto de los asos, omenemos por araterizar aquellos puntos que perte-

neen a RU ∪ RS, es deir, aquellos puntos del plano que satisfaen

G1(R1, R2) := (1 +R1 +R2)(1 +R−1
1 +R−1

2 ) ≥ 0. (2.4.9)

Primero, es onveniente reordenar la expresión G1(R1, R2) de (2.4.9) del modo siguiente:

G1(R1, R2) =
(R1 +R2 + 1)(R1(R2 + 1) +R2)

R1R2
.

Aquí, el numerador orresponde a una expresión uadrátia uando R2 6= −1. En este aso,

G1(R1, R2) ambia de signo en los puntos

−(1 +R2),
−R2

1 +R2
, 0

y haia −∞ tiene el mismo signo que

R2+1
R2

. Con esto, podemos resolver la ineuaión (2.4.9)

para los diferentes valores de R2:

Si R2 < −1, se tiene que R1 ∈
[ −R2

1 +R2
, 0

)
∪ [−(1 +R2),∞). (2.4.10)

Si R2 ∈ (−1, 0), se tiene que R1 ∈ (−∞,−(1 +R2)] ∪
(
0,

−R2

1 +R2

]
. (2.4.11)

Si R2 > 0, se tiene que R1 ∈
[
−(1 +R2),

−R2

1 +R2

]
∪ (0,∞). (2.4.12)
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−1 0
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R1,1

R1,2

R1,1

α
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7+4
√

3

7-4
√

3

γ

Zona (vii)

Zona (vi)

Zona (iv)

Zona (ii)

Zona (v)

Fig. 2.7: Regiones RS (en rojo) y RU (en amarillo), separadas por las urvas α : R1 = −(1 +R2),

β : R1 =
−R2

1 +R2

, γ : R1 = 0, R1 = R1,1 y R1 = R1,2. La zonas en blano no son de interés (ver Observaión 2.8).



En el aso partiular R2 = −1, la desigualdad (2.4.9) se transforma en

G1(R1,−1) := 1 ≥ 0, (2.4.13)

la ual se umple para todo R1 ∈ R∗
.

Para enontrar la separaión entre las zonas RS y RU , basta on enontrar la soluión de la

ineuaión

G2(R1, R2) := (1 +R1 +R2)(1 +R−1
1 +R−1

2 )− 9 ≥ 0,

que es equivalente a

G2(R1, R2) =
1

R1R2

(
R2

1(R2 + 1) +R1(R
2
2 − 6R2 + 1) +R2(R2 + 1)

)
≥ 0. (2.4.14)

Nuevamente, el aso R2 = −1 es espeial, pero aquí (2.4.14) se redue a

G2(R1, R2) = −8 ≥ 0,

que es falsa para todo R1 ∈ R
∗
. Con esto y (2.4.13) se dedue (iii).

En el aso general R2 6= −1, si fatorizamos (2.4.14) por R2 + 1, se tiene que

G2(R1, R2) =
R2 + 1

R1R2

(
R2

1 +R1
R2

2 − 6R2 + 1

R2 + 1
+ R2

)
. (2.4.15)

Entones, para resolver la ineuaión (2.4.14), podemos ver que es onveniente fatorizar pre-

viamente la expresión uadrátia

R2
1 +R1

R2
2 − 6R2 + 1

R2 + 1
+R2, (2.4.16)

uyo disriminante es

△ =
(R2 − 1)2(R2

2 − 14R2 + 1)

(R2 + 1)2
=

(R2 − 1)2
(
R2 − (7 + 4

√
3)
)(
R2 − (7− 4

√
3)
)

(R2 + 1)2
.

Así, si R2 ∈ [7− 4
√
3, 7+ 4

√
3] ⊆ R+

, la uadrátia (2.4.16) es siempre mayor o igual a ero, y

por lo tanto la ineuaión (2.4.14) es equivalente a la ineuaión

1

R1
≥ 0, (2.4.17)

uya soluión es (0,∞). Con esto y (2.4.12), se dedue (vi).

Si R2 /∈ [7− 4
√
3, 7 + 4

√
3], la uadrátia (2.4.16) es fatorizable omo

(R1 −R1,1)(R1 −R1,2),
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donde R1,1 y R1,2 están dadas por

R1,1 = −
(
R2

2 − 6R2 + 1

2(R2 + 1)

)
+

(R2 − 1)
√
R2

2 − 14R2 + 1

2(R2 + 1)

R1,2 = −
(
R2

2 − 6R2 + 1

2(R2 + 1)

)
− (R2 − 1)

√
R2

2 − 14R2 + 1

2(R2 + 1)
.

Por lo tanto, podemos fatorizar (2.4.15) del modo siguiente:

G2(R1, R2) =
R2 + 1

R1R2
(R1 − R1,1)(R1 − R1,2).

En este aso, la expresión G2(R1, R2) ambia de signo en los puntos

R1,1, R1,2, 0

y haia −∞ tiene el mismo signo que

R2+1
R2

. Con esto, podemos resolver la ineuaión (2.4.14)

para los diferentes valores de R2, del modo siguiente:

Si R2 < −1, se tiene que R1 ∈ [R1,2, 0) ∪ [R1,1,+∞),

Si R2 ∈ (−1, 0), se tiene que R1 ∈ (−∞, R1,1] ∪ (0, R1,2],

Si R2 ∈ (0, 7− 4
√
3), se tiene que R1 ∈ [R1,1, R1,2] ∪ (0,+∞),

Si R2 > 7 + 4
√
3, se tiene que R1 ∈ [R1,2, R1,1] ∪ (0,+∞).

Comparando este resultado y (2.4.10)�(2.4.11), se obtienen los asos restantes (ii), (iv), (v) y
(vii).

Observaión 2.10. Del Corolario 1.25, se tienen tres posibles asos:

Si (R1, R2) ∈ RS, λ ∈ Aθ ∪ Aπ−θ, on θ = cos−1
√
G(θ1, θ2) ∈ (0, π/2]

Si (R1, R2) ∈ RU , λ ∈ Bθ ∪ Cθ, on θ = cosh−1
√
G(θ1, θ2) ∈ (0,∞).

Aquí, los onjuntos Aθ, Bθ y Cθ están de�nidos por

Aθ = {λi(θ) : i ∈ N}, Bθ = {µi(θ) : i ∈ N}, Cθ = {νi(θ) : i ∈ N},

donde λi(θ), µi(θ) y νi(θ) son los valores propios menionados en los problemas (1.3.2), (1.3.4)

y (1.3.5), respetivamente, y la funión G está dada por

G(θ1, θ2) =
1

9
(1 +R1 +R2)(1 +R−1

1 +R−1
2 ).

Observaión 2.11. Los vetores propios obtenidos para ada valor de λ = λ(R1, R2) satisfaen
(2.4.1) y (2.4.3). Por lo tanto sus valores en los vérties (vj

i ) y (v̂j
i ) satisfaen la relaión

Ψ(v̂j
i ) = ±R1

√
1 +R−1

1 +R−1
2

1 +R1 +R2
Ψ(vj

i ). (2.4.18)
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Usando (2.2.4)�(2.2.5) y (2.4.18) se obtiene que los vetores propios están araterizados por

las relaiones:

Ψ(vj
i ) = Ri

1R
j
2Ψ(v0

0),

Ψ(v̂j
i ) = ±Ri+1

1 Rj
2

√
1 +R−1

1 +R−1
2

1 +R1 +R2
Ψ(v0

0).
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Capítulo 3

Bases para el Grafeno

El objetivo de este apítulo es estudiar en forma más detallada la estrutura del espaio

de funiones Ψ = (Ψa)a∈A que satisfaen las ondiiones de Kirhho� (2.1.10)�(2.1.11) y las

euaiones (2.2.3). Consideraremos en todo el apítulo este tipo de funiones y que el parámetro

λ es tal que ϕ2(1;λ) 6= 0, donde ϕ2(·;λ) es la funión desrita en (1.2.25), y por lo tanto las

onlusiones dadas en el Teorema 2.1 son iertas. En la Seión 3.1 veremos que estas ondiiones

son su�ientes para onstruir una base del espaio G, donde es neesario onoer úniamente

los valores de la funión Ψ = (Ψa)a∈A en los vérties ubiados en una línea unidimensional del

grafeno, que será bien de�nida más adelante. En la Seión 3.2 se estudian las propiedades de la

base anónia enontrada, que en partiular son funiones que tienen soporte no aotado y son

no aotadas. Después, en la Seión 3.3, se ambia de estrategia busando funiones base que

sean de soporte ompato. Enontramos así una estrutura polinómia al interior del grafeno,

que permite de�nir bases uyo soporte está restringido a un semiplano.

3.1. Una base anónia del grafeno

De�niión 3.1. En la red hexagonal G, llamaremos per�l Lq, q ∈ Z, al onjunto de vérties

siguiente (ver Figura 3.1):

Lq = {vq−k
2k , v̂q−k

2k , vq−k
2k+1, v̂

q−k
2k+1 : k ∈ Z}. (3.1.1)

Así, todos los vérties de G perteneen a uno de estos onjuntos, es deir

V =
⋃

q∈Z
Lq.
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Fig. 3.1: Conjunto Lq, q ∈ {−1, 0, 1} ⊂ Z, y sus respetivas aristas.

Observaión 3.2. El per�l Lq está formado por uatro vérties generadores, los uales se

repiten periódiamente on un período de 2e1 − e2. Es deir, para todo k ∈ N,

v
q−k
2k = v

q
0 + k(2e1 − e2) (3.1.2)

v̂
q−k
2k = v̂

q
0 + k(2e1 − e2) (3.1.3)

v
q−k
2k+1 = v

q
1 + k(2e1 − e2) (3.1.4)

v̂
q−k
2k+1 = v̂

q
1 + k(2e1 − e2). (3.1.5)

Proposiión 3.3. Sea Ψ ∈ L2(G) tal que HΨ = λΨ. Si se onoe el valor de Ψ en los vérties

de Lq, entones se puede determinar el valor de Ψ en todo vértie y en toda arista de G usando

las fórmulas reursivas siguientes:




Ψ
(
v̂
(q+1)−(k−1)
2(k−1)+1

)

Ψ
(
v
(q+1)−k

2k

)

Ψ
(
v̂
(q+1)−k

2k

)

Ψ
(
v
(q+1)−k

2k+1

)




= M




Ψ
(
v
q−(k−1)
2(k−1)+1

)

Ψ
(
v̂
q−(k−1)
2(k−1)+1

)

Ψ
(
v
q−k
2k

)

Ψ
(
v̂
q−k
2k

)

Ψ
(
v
q−k
2k+1

)

Ψ
(
v̂
q−k
2k+1

)




(3.1.6)
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Ψ
(
v̂
(q−1)−k

2(k−1)

)

Ψ
(
v
(q−1)−k

2(k−1)+1

)

Ψ
(
v̂
(q−1)−(k+1)
2(k−1)+1

)

Ψ
(
v
(q−1)−(k+1)
2k

)




= M




Ψ
(
v
q−k

2(k−1)

)

Ψ
(
v̂
q−k

2(k−1)

)

Ψ
(
v
q−k

2(k−1)+1

)

Ψ
(
v̂
q−k

2(k−1)+1

)

Ψ
(
v
q−(k+1)
2k

)

Ψ
(
v̂
q−(k+1)
2k

)




, (3.1.7)

donde

M =




s s2 − 1 s 1 s 1

−1 −s −1 0 0 0

0 0 0 −1 −s −1

1 s 1 s s2 − 1 s



. (3.1.8)

y

s = −3ϕ1(1;λ),

on ϕ1(·;λ) de�nida en (1.2.25).

Demostraión. Para q, k ∈ Z, onsideremos los vérties ubiados en Lq y Lq+1 omo muestra

la Figura 3.2. Reordemos que Lq tiene periodo uatro, para todo q ∈ Z.

v̂
q+1−(k−1)
2(k−1)+1

b

b

b

b b

b b

b b

bb

b v̂
q+1−k
2k

v̂
q−(k−1)
2(k−1)+1 v̂

q−k
2k+1

v̂
q−k
2k

v
q−(k−1)
2(k−1)+1

v
q+1−k
2k

v
q+1−k
2k+1

v
q−k
2k

v
q−k
2k+1

Fig. 3.2: Vérties de Lq y Lq+1, k ∈ Z.

Para simpli�ar la notaión, esribiremos Ψj
i en lugar de Ψ(vj

i ) y Ψ̂j
i en lugar de Ψ(v̂j

i ).
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Utilizando (2.3.2), on i = 2(k− 1) + 1 y j = q− k, y (2.3.1), on i = 2k+ 1 y j = k− q, se
tienen las siguientes euaiones (ver Figura 3.2):

Ψ
(q+1)−k

2k = −
(
Ψ

q−(k−1)
2(k−1)+1 + sΨ̂

q−(k−1)
2(k−1)+1 +Ψq−k

2k

)
(3.1.9)

Ψ̂
(q+1)−k

2k = −
(
Ψ̂q−k

2k + sΨq−k
2k+1 + Ψ̂q−k

2k+1

)
. (3.1.10)

De la misma manera, de (2.3.1) y (2.3.2), ambos on i = 2k y j = (q + 1)− k, se obtiene el
sistema

Ψ̂
(q+1)−(k−1)
2(k−1)+1 = −

(
Ψ̂

q−(k−1)
2(k−1)+1 + sΨ

(q+1)−k

2k + Ψ̂
(q+1)−k

2k

)
(3.1.11)

Ψ
(q+1)−k

2k+1 = −
(
Ψ

(q+1)−k

2k + sΨ̂
(q+1)−k

2k +Ψq−k
2k+1

)
. (3.1.12)

Reemplazando (3.1.9) y (3.1.10) en (3.1.11) y (3.1.12), y fatorizando se obtiene (3.1.6).

Analiemos ahora los vérties en Lq−1 (ver Figura 3.3). Haiendo el mismo razonamiento

anterior, de (2.3.1), on i = 2(k−1)+1 y j = (q−1)−k, y (2.3.2), on i = 2(k−1) y j = q−k,
se tiene

Ψ̂
(q−1)−k

2(k−1) = −
(
Ψ̂q−k

2(k−1) + sΨ
(q−1)−k

2(k−1)+1 + Ψ̂
(q−1)−k

2(k−1)+1

)
,

Ψ
(q−1)−k

2(k−1)+1 = −
(
Ψq−k

2(k−1) + sΨ̂q−k

2(k−1) +Ψq−k

2(k−1)+1

)
.

Usando (2.3.1), on i = 2k y j = q − k, y (2.3.2), on i = 2(k − 1) + 1 y j = (q − 1)− k, se
tiene también

Ψ̂
(q−1)−k

2(k−1)+1 = −
(
Ψ̂q−k

2(k−1)+1 + sΨq−k
2k + Ψ̂q−k

2k

)

Ψ
(q−1)−k

2k = −
(
Ψ

(q−1)−k

2(k−1)+1 + sΨ̂
(q−1)−k

2(k−1)+1 +Ψq−k
2k

)
.

lo que ompleta la demostraión de la proposiión.

Corolario 3.4. Si Ψ ∈ L2(G) tal que HΨ = λΨ es igual a ero en todo vértie de Lq, para

algún q ∈ Z �jo, entones Ψ ≡ 0.

Demostraión. Es direta, pues si Ψ(x) = 0 en los vérties de Lq, entones de (2.3.1) y (2.3.2)

podemos onluir que Ψ(x) = 0 en los vérties de Lq+k, para todo k ∈ Z. Así, Ψ es la funión

nula en toda arista de G, y por tanto en todo G.

Observaión 3.5. La Proposiión 3.3, nos permite deir que el per�l Lq es una base del gra-

feno G, pues toda funión Ψ ∈ L2(G), tal que HΨ = λΨ, se puede generar a partir de los

valores de Ψ en ada vértie de Lq.
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Fig. 3.3: Vérties de Lq y Lq−1, k ∈ Z.

Observaión 3.6. Como todos los per�les Lq pueden ser elegidos para de�nir una base del

grafeno, sin perdida de generalidad, de�niremos en forma más explíita las funiones base para

el aso q = 0. Para ello, usando la estrutura unidimensional de L0, sabemos que una funión

arbitraria en este per�l se puede generar introduiendo una base anónia, la que está formada

por funiones uyos valores en ada vértie de L0 son iguales a ero salvo en uno de ellos, donde

vale uno. Además, omo los vérties de L0 están de�nidos en (3.1.1) a partir de uatro vérties

básios y la periodiidad observada en (3.1.2)�(3.1.5), las funiones de la base anónia en L0

serán denotadas por Φ1,k, Φ2,k, Φ3,k, Φ4,k, k ∈ Z, tales que

Φ1,k(v) = 0 ∀v ∈ L0 \ {v−k
2k }, Φ1,k(v

−k
2k ) = 1, (3.1.13)

Φ2,k(v) = 0 ∀v ∈ L0 \ {v̂−k
2k }, Φ2,k(v̂

−k
2k ) = 1, (3.1.14)

Φ3,k(v) = 0 ∀v ∈ L0 \ {v−k
2k+1}, Φ3,k(v

−k
2k+1) = 1, (3.1.15)

Φ4,k(v) = 0 ∀v ∈ L0 \ {v̂−k
2k+1}, Φ4,k(v̂

−k
2k+1) = 1. (3.1.16)

Una vez de�nidas estas funiones en el per�l L0, se extienden a todo G graias a la Proposiión

3.3, y así permiten formar un base anónia de todo el grafeno G.

b

bb

bb

bb

bb

b

b

b

0

0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 0

Fig. 3.4: Funión Φ1,k en algunos vérties de L0, inluyendo

el vértie v
−k
2k donde es igual a uno.
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3.2. Propiedades de la base anónia

En la Observaión 3.6 se han introduido las funiones Φ1,k, Φ2,k, Φ3,k, Φ4,k, k ∈ Z, que

forman la llamada base anónia del grafeno. También, por de�niión, sabemos uanto valen

estas funiones en los vérties del per�l L0. En esta seión no interesa alular los valores de

estas funiones en los otros per�les Lq, para q ∈ Z \ {0}.

Una de las preguntas que quisiéramos abordar es si el soporte, que es bien aotado en el

per�l L0, ontinúa siendo aotado en el resto de los per�les y en el grafeno ompleto. Usando

la periodiidad del per�l L0 todo el análisis de esta seión puede onentrarse en el estudio de

las funiones Φ1,0,Φ2,0, Φ3,0 y Φ4,0. Una vez onoidas ompletamente estas uatro funiones,

las demás orresponden a traslaiones horizontales (según el vetor 2e1 − e2).

Teorema 3.7. Consideremos la funión Φ1,0 de�nida en (3.1.13) y el vetor X = 2e1 − e2 =
(3, 0).

(i) En todos los per�les Lq, on q ≥ 1, se umple que para todo j ≥ q

Φ1,0(v̂
q
1 + (j − 1)X) = Φ1,0(v

q
0 + jX) = Φ1,0(v̂

q
0 + jX) = Φ1,0(v

q
1 + jX) = 0. (3.2.1)

(ii) En todos los per�les Lq, on q ≥ 1, se umple que para todo j ≥ −q

Φ1,0(v̂
q
1 + (j − 1)X) = Φ1,0(v

q
0 + jX) = Φ1,0(v̂

q
0 + jX) = Φ1,0(v

q
1 + jX) = 0. (3.2.2)

(iii) En todos los per�les Lq, on q ≥ 1, se umple que para j = q − 1

Φ1,0(v̂
q
1 + (j − 1)X) = s, Φ1,0(v

q
0 + jX) = −1,

Φ1,0(v̂
q
0 + jX) = 0, Φ1,0(v

q
1 + jX) = 1.

(3.2.3)

(iv) En todos los per�les Lq, on q ≥ 2, se umple que para j = −q + 1

Φ1,0(v̂
q
1 + (j − 1)X) = s, Φ1,0(v

q
0 + jX) = 0,

Φ1,0(v̂
q
0 + jX) = −s, Φ1,0(v

q
1 + jX) = s2.

(3.2.4)

(v) En todos los per�les Lq, on q ≥ 2, se umple que para j = q − 2

Φ1,0(v̂
q
1 + (j − 1)X) = (2q − 3)s(s2 − 1),

Φ1,0(v
q
0 + jX) = −(2q − 3)(s2 − 1),

Φ1,0(v̂
q
0 + jX) = −s,

Φ1,0(v
q
1 + jX) = (2q − 2)(s2 − 1).

(3.2.5)
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(vi) En todos los per�les Lq, on q ≥ 3, se umple que para j = −q + 2

Φ1,0(v̂
q
1 + (j − 1)X) = (2q − 3)s(s2 + 1),

Φ1,0(v
q
0 + jX) = −s2,

Φ1,0(v̂
q
0 + jX) = −(2q − 4)s(s2 + 1),

Φ1,0(v
q
1 + jX) = (2q − 4)s2(s2 + 1).

(3.2.6)

(vii) Los valores de Φ1,0 en los per�les Lq on q < 0 se obtiene de las partes anteriores onsi-

derando la antisimetría siguiente:

y1 + y2
2

=

√
3

2
⇒ Φ1,0(x, y1) + Φ1,0(x, y2) = 0. (3.2.7)

Demostraión. (i) Probaremos que (3.2.1) es ierta para todo q ≥ 1 por induión sobre q.

Para q = 1, debemos demostrar que

Φ1,0(v̂
1
1 + (j − 1)X) = Φ1,0(v

1
0 + jX) = Φ1,0(v̂

1
0 + jX) = Φ1,0(v

1
1 + jX) = 0, ∀j ≥ 1,

es deir,

Φ1,0(v̂
1−(j−1)
2(j−1)+1) = Φ1,0(v

1−j
2j ) = Φ1,0(v̂

1−j
2j ) = Φ1,0(v

1−j
2j+1) = 0, ∀j ≥ 1. (3.2.8)

Usando (3.1.6) on q = 0 y k = j, se tiene que




Φ1,0(v̂
1−(j−1)
2(j−1)+1)

Φ1,0(v
1−j
2j )

Φ1,0(v̂
1−j
2j )

Φ1,0(v
1−j
2j+1)




= M




Φ1,0(v
−(j−1)
2(j−1)+1)

Φ1,0(v̂
−(j−1)
2(j−1)+1)

Φ1,0(v
−j
2j )

Φ1,0(v̂
−j
2j )

Φ1,0(v
−j
2j+1)

Φ1,0(v̂
−j
2j+1)




.

El lado dereho hae intervenir los valores de la funión Φ1,0 en el per�l L0, que están dados

por (3.1.13), y se observa que todos son nulos uando j > 0, de donde se obtiene que (3.2.8) es
ierta.

Supongamos ahora que la identidad (3.2.1) es válida para ierto valor de q. Veamos que

también es válida para q + 1, es deir, demostremos que para todo j ≥ q + 1

Φ1,0(v̂
q+1
1 + (j − 1)X) = Φ1,0(v

q+1
0 + jX) = Φ1,0(v̂

q+1
0 + jX) = Φ1,0(v

q+1
1 + jX) = 0,

esto es,

Φ1,0(v̂
(q+1)−(j−1)
2(j−1)+1 ) = Φ1,0(v

(q+1)−j
2j ) = Φ1,0(v̂

(q+1)−j
2j ) = Φ1,0(v

(q+1)−j
2j+1 ) = 0, ∀j ≥ q + 1.
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Utilizando la identidad (3.1.6) on k = j,




Φ1,0(v̂
(q+1)−(j−1)
2(j−1)+1 )

Φ1,0(v
(q+1)−j
2j )

Φ1,0(v̂
(q+1)−j
2j )

Φ1,0(v
(q+1)−j
2j+1 )




= M




Φ1,0(v
q−(j−1)
2(j−1)+1)

Φ1,0(v̂
q−(j−1)
2(j−1)+1)

Φ1,0(v
q−j
2j )

Φ1,0(v̂
q−j
2j )

Φ1,0(v
q−j
2j+1)

Φ1,0(v̂
q−j
2j+1)




.

Aquí nuevamente el lado dereho de la igualdad es el vetor nulo. En efeto, los uatro términos

entrales son nulos usando diretamente la hipótesis de induión on el índie j, que por

transitividad es mayor o igual a q. El término inferior es nulo, usando la hipótesis de induión

para el índie j + 1 ≥ q. Por último, el primero es nulo usando la hipótesis de induión para

el índie j − 1 ≥ q.

De este modo, la igualdad (3.2.1) es ierta para todo q ≥ 1.

(ii) Probaremos que (3.2.2) es ierta para todo q ≥ 1 por induión sobre q.

Para q = 1, debemos demostrar que

Φ1,0(v̂
1
1 + (j − 1)X) = Φ1,0(v

1
0 + jX) = Φ1,0(v̂

1
0 + jX) = Φ1,0(v

1
1 + jX) = 0,

es deir,

Φ1,0(v̂
1−(j−1)
2(j−1)+1) = Φ1,0(v

1−j
2j ) = Φ1,0(v̂

1−j
2j ) = Φ1,0(v

1−j
2j+1) = 0, ∀j ≤ −1. (3.2.9)

Para ello, usamos (3.1.6) on q = 0 y k = j, y así se tiene que




Φ1,0(v̂
1−(j−1)
2(j−1)+1)

Φ1,0(v
1−j
2j )

Φ1,0(v̂
1−j
2j )

Φ1,0(v
1−j
2j+1)




= M




Φ1,0(v
−(j−1)
2(j−1)+1)

Φ1,0(v̂
−(j−1)
2(j−1)+1)

Φ1,0(v
−j
2j )

Φ1,0(v̂
−j
2j )

Φ1,0(v
−j
2j+1)

Φ1,0(v̂
−j
2j+1)




.

Como el lado dereho hae intervenir los valores de la funión Φ1,0 en el per�l L0, que están

dados por (3.1.13), se observa que todos son nulos uando j ≤ −1, de donde se obtiene que

(3.2.9) es ierta.

Supongamos ahora que la identidad (3.2.2) es válida para ierto valor de q. Demostremos

que también es válida para q + 1, es deir, demostremos que para todo j ≤ −q − 1

Φ1,0(v̂
q+1
1 + (j − 1)X) = Φ1,0(v

q+1
0 + jX) = Φ1,0(v̂

q+1
0 + jX) = Φ1,0(v

q+1
1 + jX) = 0,
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esto es,

Φ1,0(v̂
(q+1)−(j−1)
2(j−1)+1 ) = Φ1,0(v

(q+1)−j
2j ) = Φ1,0(v̂

(q+1)−j
2j ) = Φ1,0(v

(q+1)−j
2j+1 ) = 0, ∀j ≤ −q − 1.

Utilizando nuevamente la identidad (3.1.6) on k = j.




Φ1,0(v̂
(q+1)−(j−1)
2(j−1)+1 )

Φ1,0(v
(q+1)−j
2j )

Φ1,0(v̂
(q+1)−j
2j )

Φ1,0(v
(q+1)−j
2j+1 )




= M




Φ1,0(v
q−(j−1)
2(j−1)+1)

Φ1,0(v̂
q−(j−1)
2(j−1)+1)

Φ1,0(v
q−j
2j )

Φ1,0(v̂
q−j
2j )

Φ1,0(v
i−j
2j+1)

Φ1,0(v̂
q−j
2j+1)




.

Aquí otra vez el lado dereho de la igualdad es el vetor nulo. En efeto, los uatro términos

entrales son nulos usando diretamente la hipótesis de induión ya que j ≤ −q − 1 ≤ −q. El
término superior es nulo, usando la hipótesis de induión para el índie j−1 ≤ −q. Finalmente,

el último término es nulo, usando la hipótesis de induión para el índie j + 1 ≤ −q.

De este modo, la igualdad (3.2.2) es ierta para todo q ≥ 1.

(iii) Para demostrar que (3.2.3) es ierta para todo q ≥ 1, proederemos nuevamente por

induión.

Para q = 1, debemos demostrar que, para j = q − 1 = 0,

Φ1,0(v̂
1
1 + (j − 1)X) = s, Φ1,0(v

1
0 + jX) = −1,

Φ1,0(v̂
1
0 + jX) = 0, Φ1,0(v

1
1 + jX) = 1,

es deir,

Φ1,0(v̂
2
−1) = s, Φ1,0(v

1
0) = −1, Φ1,0(v̂

1
0) = 0, Φ1,0(v

1
1) = 1. (3.2.10)

Para ello, usamos (3.1.6) on q = 0 y k = 0, y así la igualdad (3.2.10) es una onseuenia

direta del siguiente álulo:




Φ1,0(v̂
2
−1)

Φ1,0(v
1
0)

Φ1,0(v̂
1
0)

Φ1,0(v
1
1)




= M




Φ1,0(v
1
−1)

Φ1,0(v̂
1
−1)

Φ1,0(v
0
0)

Φ1,0(v̂
0
0)

Φ1,0(v
0
1)

Φ1,0(v̂
0
1)




= M




0

0

1

0

0

0




= M•,3.
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Supongamos ahora que la identidad (3.2.3) es válida para ierto valor de q. Demostremos

que también es válida para q + 1, es deir, demostremos que, para j = (q + 1)− 1 = q,

Φ1,0(v̂
q+1
1 + (j − 1)X) = s, Φ1,0(v

q+1
0 + jX) = −1,

Φ1,0(v̂
q+1
0 + jX) = 0, Φ1,0(v

q+1
1 + jX) = 1,

esto es,

Φ1,0(v̂
2
2(q−1)+1) = s, Φ1,0(v

1
2q) = −1, Φ1,0(v̂

1
2q) = 0, Φ1,0(v

1
2q+1) = 1. (3.2.11)

Utilizando una vez más la identidad (3.1.6) on k = q,




Φ1,0(v̂
2
2(q−1)+1)

Φ1,0(v
1
2q)

Φ1,0(v̂
1
2q)

Φ1,0(v
1
2q+1)




= M




Φ1,0(v
1
2(q−1)+1)

Φ1,0(v̂
1
2(q−1)+1)

Φ1,0(v
0
2q)

Φ1,0(v̂
0
2q)

Φ1,0(v
0
2q+1)

Φ1,0(v̂
0
2q+1)




. (3.2.12)

De la identidad (3.2.1) on j = q se tiene que Φ1,0(v̂
1
2(q−1)+1) = Φ1,0(v

0
2q) = Φ1,0(v̂

0
2q) =

Φ1,0(v
0
2q+1) = 0. Además, también de la identidad (3.2.1) on j = q+1 se tiene que Φ1,0(v̂

0
2q+1) =

0. Por último, usando la hipótesis de induión (3.2.3) se tiene que Φ1,0(v
1
2(q−1)+1) = 1. Así, la

identidad (3.2.12) se redue a




Φ1,0(v̂
2
2(q−1)+1)

Φ1,0(v
1
2q)

Φ1,0(v̂
1
2q)

Φ1,0(v
1
2q+1)




= M




1

0

0

0

0

0




= M•,1.

Por lo tanto, (3.2.11) es ierta graias a la fórmula (3.1.8), donde se puede ver el valor de la

primera olumna de la matriz M.

Así, queda demostrada la fórmula (3.2.3) para todo q ≥ 1.

(iv) Para demostrar que (3.2.4) es ierta para todo q ≥ 2, proederemos nuevamente por

induión.

Para q = 2, debemos demostrar que, para j = −q + 1 = −1,

Φ1,0(v̂
2
1 + (j − 1)X) = s, Φ1,0(v

2
0 + jX) = 0,

Φ1,0(v̂
2
0 + jX) = −s, Φ1,0(v

2
1 + jX) = s2,
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es deir,

Φ1,0(v̂
4
−3) = s, Φ1,0(v

3
−2) = 0,

Φ1,0(v̂
3
−2) = −s, Φ1,0(v

3
−1) = s2.

(3.2.13)

Para ello, usamos (3.1.6) on q = 1 y k = −1, y así la igualdad (3.2.13) es una onseuenia

direta del siguiente álulo:




Φ1,0(v̂
4
−3)

Φ1,0(v
3
−2)

Φ1,0(v̂
3
−2)

Φ1,0(v
3
−1)




= M




Φ1,0(v
3
−3)

Φ1,0(v̂
3
−3)

Φ1,0(v
2
−2)

Φ1,0(v̂
2
−2)

Φ1,0(v
2
−1)

Φ1,0(v̂
2
−1)




, (3.2.14)

De (3.2.9) on j = −1, Φ1,0(v̂
3
−3) = Φ1,0(v

2
−2) = Φ1,0(v̂

2
−2) = Φ1,0(v

2
−1) = 0, de (3.2.9) on

j = −2, Φ1,0(v
3
−3) = 0 y de (3.2.3) on q = 1, Φ1,0(v̂

2
−1) = s. Así, el lado dereho de (3.2.14) es

igual a

M




0

0

0

0

0

s




=




s

0

−s
s2



.

Supongamos ahora que la identidad (3.2.4) es válida para ierto valor de q. Demostremos

que también es válida para q + 1, es deir, demostremos que, para j = −(q + 1) + 1 = −q,

Φ1,0(v̂
q+1
1 + (j − 1)X) = s, Φ1,0(v

q+1
0 + jX) = 0,

Φ1,0(v̂
q+1
0 + jX) = −s, Φ1,0(v

q+1
1 + jX) = s2,

esto es,

Φ1,0(v̂
2q+2
−2(q+1)+1) = s, Φ1,0(v

2q+1
−2q ) = 0,

Φ1,0(v̂
2q+1
−2q ) = −s, Φ1,0(v

2q+1
−2q+1) = s2.

(3.2.15)
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Utilizando una vez más la identidad (3.1.6) on k = −q,




Φ1,0(v̂
2q+2
−2(q+1)+1)

Φ1,0(v
2q+1
−2q )

Φ1,0(v̂
2q+1
−2q )

Φ1,0(v
2q+1
−2q+1)




= M




Φ1,0(v
2q+1
−2(q+1)+1)

Φ1,0(v̂
2q+1
−2(q+1)+1)

Φ1,0(v
2q
−2q)

Φ1,0(v̂
2q
−2q)

Φ1,0(v
2q
−2q+1)

Φ1,0(v̂
2q
−2q+1)




. (3.2.16)

De (3.2.2) on j = −q, Φ1,0(v̂
2q+1
−2(q+1)+1) = Φ1,0(v

2q
−2q) = Φ1,0(v̂

2q
−2q) = Φ1,0(v

2q
−2q+1) = 0, de (3.2.2)

on j = −q − 1, Φ1,0(v
2q+1
−2(q+1)+1) = 0 y de la hipótesis de induión (3.2.4), Φ1,0(v̂

2q
−2q+1) = s.

Así, la identidad (3.2.16) se redue a




Φ1,0(v̂
2q+2
−2(q+1)+1)

Φ1,0(v
2q+1
−2q )

Φ1,0(v̂
2q+1
−2q )

Φ1,0(v
2q+1
−2q+1)




= M




0

0

0

0

0

s




=




s

0

−s
s2



.

Por lo tanto, (3.2.15) es ierta graias a la fórmula (3.1.8).

Así, queda demostrada la fórmula (3.2.4) para todo q ≥ 1.

(v) Para demostrar que (3.2.5) es ierta para todo q ≥ 2, proederemos nuevamente por indu-

ión.

Para q = 2, debemos demostrar que, para j = q − 2 = 0,

Φ1,0(v̂
2
1 + (j − 1)X) = s(s2 − 1),

Φ1,0(v
2
0 + jX) = −(s2 − 1),

Φ1,0(v̂
2
0 + jX) = −s,

Φ1,0(v
2
1 + jX) = 2(s2 − 1),

es deir,

Φ1,0(v̂
3
−1) = s(s2 − 1), Φ1,0(v

2
0) = −(s2 − 1),

Φ1,0(v̂
2
0) = −s, Φ1,0(v

2
1) = 2(s2 − 1).

(3.2.17)
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Para ello, usamos (3.1.6) on q = 1 y k = 0, y obtenemos que




Φ1,0(v̂
3
−1)

Φ1,0(v
2
0)

Φ1,0(v̂
2
0)

Φ1,0(v
2
1)




= M




Φ1,0(v
2
−1)

Φ1,0(v̂
2
−1)

Φ1,0(v
1
0)

Φ1,0(v̂
1
0)

Φ1,0(v
1
1)

Φ1,0(v̂
1
1)




.

Para determinar los valores del vetor de la dereha de esta igualdad, primero usamos (3.2.9)

on j = −1 y deduimos que Φ1,0(v
2
−1) = 0, después usamos (3.2.8) on j = 1 y obtenemos

que Φ1,0(v̂
1
1) = 0, y �nalmente usamos toda la identidad (3.2.10). De este modo la expresión se

transforma en




Φ1,0(v̂
3
−1)

Φ1,0(v
2
0)

Φ1,0(v̂
2
0)

Φ1,0(v
2
1)




= M




0

s

−1

0

1

0




.

Por lo tanto, la identidad (3.2.17) resulta del produto matriz vetor, onsiderando la de�niión

de la matriz M dada en (3.1.8).

Supongamos ahora que la identidad (3.2.5) es válida para ierto valor de q. Demostremos

que también es válida para q + 1, es deir, demostremos que, para j = (q + 1)− 2 = q − 1,

Φ1,0(v̂
q+1
1 + (j − 1)X) = (2q − 1)s(s2 − 1),

Φ1,0(v
q+1
0 + jX) = −(2q − 1)(s2 − 1),

Φ1,0(v̂
q+1
0 + jX) = −s,

Φ1,0(v
q+1
1 + jX) = 2q(s2 − 1),

esto es,

Φ1,0(v̂
3
2(q−2)+1) = (2q − 1)s(s2 − 1), Φ1,0(v

2
2(q−1)) = −(2q − 1)(s2 − 1),

Φ1,0(v̂
2
2(q−1)) = −s, Φ1,0(v

2
2(q−1)+1) = 2q(s2 − 1).

(3.2.18)
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Utilizando la identidad (3.1.6) on k = q − 1,




Φ1,0(v̂
3
2(q−2)+1)

Φ1,0(v
2
2(q−1))

Φ1,0(v̂
2
2(q−1))

Φ1,0(v
2
2(q−1)+1)




= M




Φ1,0(v
2
2(q−2)+1)

Φ1,0(v̂
2
2(q−2)+1)

Φ1,0(v
1
2(q−1))

Φ1,0(v̂
1
2(q−1))

Φ1,0(v
1
2(q−1)+1)

Φ1,0(v̂
1
2(q−1)+1)




(3.2.19)

De la hipótesis de induión (3.2.5), tenemos que Φ1,0(v
2
2(q−2)+1) = (2q − 2)(s2 − 1). Además,

usando la identidad (3.2.1) on j = q se tiene que Φ1,0(v̂
1
2(q−1)+1) = 0. Por último, graias a

la identidad (3.2.3) ompleta, se dedue que la expresión (3.2.19) se puede esribir del modo

siguiente:




Φ1,0(v̂
3
2(q−2)+1)

Φ1,0(v
2
2(q−1))

Φ1,0(v̂
2
2(q−1))

Φ1,0(v
2
2(q−1)+1)




= M




(2q − 2)(s2 − 1)

s

−1

0

1

0




,

de donde, multipliando por la matriz de�nida en (3.1.8), se obtiene que (3.2.18) es ierta.

Con esto, (3.2.5) es ierta para todo q ≥ 2.

(vi) Para demostrar que (3.2.6) es ierta para todo q ≥ 3, proederemos nuevamente por

induión.

Para q = 3, debemos demostrar que, para j = −q + 2 = −1,

Φ1,0(v̂
3
1 + (j − 1)X) = 3s(s2 + 1),

Φ1,0(v
3
0 + jX) = −s2,

Φ1,0(v̂
3
0 + jX) = −2s(s2 + 1),

Φ1,0(v
3
1 + jX) = 2s2(s2 + 1),

es deir,

Φ1,0(v̂
5
−3) = 3s(s2 + 1),

Φ1,0(v
4
−2) = −s2,

Φ1,0(v̂
4
−2) = −2s(s2 + 1),

Φ1,0(v
4
−1) = 2s2(s2 + 1).

(3.2.20)
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Usamos (3.1.6) on q = 2 y k = −1, y obtenemos que




Φ1,0(v̂
5
−3)

Φ1,0(v
4
−2)

Φ1,0(v̂
4
−2)

Φ1,0(v
4
−1)




= M




Φ1,0(v
4
−3)

Φ1,0(v̂
4
−3)

Φ1,0(v
3
−2)

Φ1,0(v̂
3
−2)

Φ1,0(v
3
−1)

Φ1,0(v̂
3
−1)




.

Utilizando (3.2.2) on q = 2 y j = −2 para obtener Φ1,0(v
4
−3) = 0, (3.2.13) ompleta y (3.2.17)

para obtener Φ1,0(v̂
3
−1) = s(s2 − 1), la expresión anterior se transforma en




Φ1,0(v̂
5
−3)

Φ1,0(v
4
−2)

Φ1,0(v̂
4
−2)

Φ1,0(v
4
−1)




= M




0

s

0

−s
s2

s(s2 − 1)




.

Por lo tanto, la identidad (3.2.20) resulta del produto matriz vetor, onsiderando la de�niión

de la matriz M dada en (3.1.8).

Supongamos ahora que la identidad (3.2.6) es válida para ierto valor de q. Demostremos

que también es válida para q+1, es deir, demostremos que, para j = −(q+1)+2 = −(q− 1),

Φ1,0(v̂
q+1
1 + (j − 1)X) = (2q − 1)s(s2 + 1),

Φ1,0(v
q+1
0 + jX) = −s2,

Φ1,0(v̂
q+1
0 + jX) = −(2q − 2)s(s2 + 1),

Φ1,0(v
q+1
1 + jX) = (2q − 2)s2(s2 + 1),

esto es,

Φ1,0(v̂
2q+1
−2q+1) = (2q − 1)s(s2 − 1), Φ1,0(v

2q
−2(q−1)) = −s2,

Φ1,0(v̂
2q
−2(q−1)) = −(2q − 2)s(s2 − 1), Φ1,0(v

2q
−2(q−1)+1) = (2q − 2)s2(s2 − 1).

(3.2.21)
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Utilizando la identidad (3.1.6) on k = −(q − 1),




Φ1,0(v̂
2q+1
−2q+1)

Φ1,0(v
2q
−2(q−1))

Φ1,0(v̂
2q
−2(q−1))

Φ1,0(v
2q
−2(q−1)+1)




= M




Φ1,0(v
2q
−2q+1)

Φ1,0(v̂
2q
−2q+1)

Φ1,0(v
2q−1
−2(q−1))

Φ1,0(v̂
2q−1
−2(q−1))

Φ1,0(v
2q−1
−2(q−1)+1)

Φ1,0(v̂
2q−1
−2(q−1)+1)




(3.2.22)

De (3.2.1) on j = −q, Φ1,0(v
2q
−2q+1) = 0. De la hipótesis de induión (3.2.6), tenemos que

Φ1,0(v̂
2q−1
−2(q−1)+1) = (2q − 3)s(s2 − 1). Por último, graias a la identidad (3.2.4) ompleta, se

dedue que la expresión (3.2.19) se puede esribir del modo siguiente:




Φ1,0(v̂
2q+1
−2q+1)

Φ1,0(v
2q
−2(q−1))

Φ1,0(v̂
2q
−2(q−1))

Φ1,0(v
2q
−2(q−1)+1)




= M




0

s

0

−s
s2

(2q − 3)s(s2 − 1)




,

de donde, multipliando por la matriz de�nida en (3.1.8), se obtiene que (3.2.21) es ierta.

Con esto, (3.2.6) es ierta para todo q ≥ 2.

(vii) Usando (3.2.1), (3.2.2) y (3.2.3), se tiene que la propiedad es ierta para todos los vérties

del grafeno de ordenada y =
√
3.

La simetría total se obtiene onsiderando que la línea formada por todos los vérties de

ordenadas y =
√
3/2 e y =

√
3 es una base del grafeno, simétria a la base L0, pero on

omponente Φ1,0(0,
√
3) = −1. Esta nueva base genera las mismas soluiones enontradas en

(3.2.1)�(3.2.6), pero on signos opuestos. De donde surge la simetría busada.

Observaión 3.8. También podemos araterizar las funiones Φ2,0, Φ3,0 y Φ4,0. Considerando

las respetivas simetrías, es posible esribir

Φ2(x, y) = Φ1 (1− x, y)

Φ3(x, y) = Φ1

(
x− 3

2
,
√
3
2
− y
)

Φ4(x, y) = Φ1

(
5
2
− x,

√
3
2
− y
) .
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Observaión 3.9. Se tiene que

De la parte (iii) del Teorema 3.7 y de la Observaión 3.8, podemos onluir que Φ1,0,

Φ2,0, Φ3,0 y Φ4,0 son no aotadas.

De la parte (v) del Teorema 3.7 y de la Observaión 3.8, podemos onluir que Φ1,0, Φ2,0,

Φ3,0 y Φ4,0 no tienen soporte ompato.

Es posible probar que las ombinaiones lineales �nitas de Φ1,0, Φ2,0, Φ3,0 y Φ4,0 son no

aotadas y no tienen soporte ompato.

3.3. Base on soporte en el semi-plano

Busamos ahora soluiones Ψ ∈ L2(G) tales que HΨ = λΨ on soporte ompato. En esta

seión, usaremos las letras Aq
i , B

q
i , C

q
i y Dq

i , i ∈ Z, para denotar el valor de Ψ en los uatro

vérties generatries del per�l Lq, es deir

Aq
i = Ψ(vq−i

2i ), Bq
i = Ψ(v̂q−i

2i ), Cq
i = Ψ(vq−i

2i+1), Dq
i = Ψ(v̂q−i

2i+1). (3.3.1)

Para más detalles, ver la de�niión del per�l Lq en (3.1.1) y la Figura 3.5.

b

bb

bb

bb

bb

b

b

Aq
i = Ψ(vq−i

2i )
Bq

i = Ψ(v̂q−i
2i )

Cq
i = Ψ(vq−i

2i+1)
Dq

i = Ψ(v̂q−i
2i+1)

b

Fig. 3.5: De�niión de las onstantes Aq
i , B

q
i , C

q
i y Dq

i .

De (3.1.6) y (3.1.7), podemos esribir todos los valores de Ψ en los vérties de Lq+1 y de

Lq−1 en términos de sus valores en los vérties de Lq omo sigue. Para todo i ∈ Z,

Aq+1
i = −Cq

i−1 − sDq
i−1 −Aq

i (3.3.2)

Bq+1
i = −Bq

i − sCq
i −Dq

i (3.3.3)

Cq+1
i = Cq

i−1 + sDq
i−1 + Aq

i + sBq
i + (s2 − 1)Cq

i + sDq
i (3.3.4)

Dq+1
i = sCq

i + (s2 − 1)Dq
i + sAq

i+1 +Bq
i+1 + sCq

i+1 +Dq
i+1 (3.3.5)

Aq−1
i = Aq

i−1 + sBq
i−1 + Cq

i−1 + sDq
i−1 + (s2 − 1)Aq

i + sBq
i (3.3.6)

Bq−1
i = sAq

i + (s2 − 1)Bq
i + sCq

i +Dq
i + sAq

i+1 +Bq
i+1 (3.3.7)

Cq−1
i = −Aq

i − sBq
i − Cq

i (3.3.8)

Dq−1
i = −Dq

i − sAq
i+1 − Bq

i+1 (3.3.9)

Reordemos que s = −3ϕ1(1;λ), on ϕ1(·;λ) de�nida en (1.2.25).
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Fig. 3.6: Funión Φ1,0 en los vérties de G. Los diferentes olores ilustran por

separado las partes (i)�(vi) del Teorema 3.7. Aquí, S = s2 − 1.



De existir soluiones Ψ ∈ L2(G) tales que HΨ = λΨ on soporte ompato, entones existe

i0 ∈ Z de modo que

Aq
i = Bq

i = Cq
i = Dq

i = 0, ∀i < i0, ∀q ∈ Z. (3.3.10)

Sin perdida de generalidad, podemos suponer que i0 = 0. Es deir, estudiaremos el aso en

que la funión Ψ se anula en toda la zona gris de la Figura 3.7. Además, esribiremos �−n, on
n ∈ N� en lugar de �i < 0, on i ∈ Z�.
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Fig. 3.7: Los valores no nulos de Aj
i , B

j
i , C

j
i y Dj

i , i, j ∈ Z, i ≥ 0.

Para demostrar los resultados en esta seión y determinar la estrutura de todas las fun-

iones Ψ que satisfaen (3.3.10) (on i0 = 0), los polinomios Pn de�nidos reursivamente a

ontinuaión jugarán un rol ruial.

De�niión 3.10. La familia de polinomios (Pn)n∈N, se de�ne por la reurrenia siguiente:

P0(s) = −s (3.3.11)

Pn(s) = Pn−1(s) + s
n−1∑

k=0

Pk(s)Pn−1−k(s) para n ≥ 1. (3.3.12)

Observaión 3.11. Notemos que para n = 1 se tiene

P1(s) = P0 + sP 2
0 = −s+ s3 = s(s2 − 1) = (s2 − 1)s. (3.3.13)

Observaión 3.12. Cada polinomio Pn, n ∈ N, tiene grado 2n+ 1.
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Usando estos polinomios, podemos enuniar el teorema siguiente, que representa el resultado

prinipal de esta seión.

Teorema 3.13. Para Ψ ∈ L2(G) tal que HΨ = λΨ, sean Aq
i , B

q
i , C

q
i , D

q
i los valores de Ψ en los

vérties generatries de Lq de�nidos en (3.3.1). Las siguientes proposiiones son equivalentes:

(a) Para todo q ∈ Z se umple que

Aq
−n = Bq

−n = Cq
−n = Dq

−n = 0 ∀n ∈ N. (3.3.14)

(b) Existe q0 ∈ Z tal que Aq0
−n = Bq0

−n = Cq0
−n = Dq0

−n = 0 para todo n ∈ N y se umplen las

fórmulas

Bq
n =

n∑

k=0

Aq
n−kPk(s) ∀n ∈ N, ∀q ∈ Z (3.3.15)

y

Dq
n =

n∑

k=0

Cq
n−kPk(s) ∀n ∈ N, ∀q ∈ Z. (3.3.16)

(c) Existe q0 ∈ Z tal que Aq0
−n = Bq0

−n = Cq0
−n = Dq0

−n = 0 para todo n ∈ N y se umplen las

fórmulas

Bq0
n =

n∑

k=0

Aq0
n−kPk(s) ∀n ∈ N (3.3.17)

y

Dq0
n =

n∑

k=0

Cq0
n−kPk(s) ∀n ∈ N. (3.3.18)

(d) Para todo q ∈ Z se umple que

Aq
−n = Bq

−n = Cq
−n = Dq

−n = 0 ∀n ∈ N, (3.3.19)

Bq
n =

n∑

k=0

Aq
n−kPk(s) ∀n ∈ N (3.3.20)

y

Dq
n =

n∑

k=0

Cq
n−kPk(s) ∀n ∈ N. (3.3.21)

Para demostrar este resultado, omenzaremos por probar una serie de resultados previos,

que ombinan las de�niiones de los polinomios Pn on las ondiiones (2.3.1) y (2.3.2). Empe-

zaremos on un lema algebraio.
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Lema 3.14. Si existe n0 ∈ N tal que

Bq
n =

n∑

k=0

Aq
n−kPk(s) ∀n ∈ {0, ..., n0} (3.3.22)

y

Dq
n =

n∑

k=0

Cq
n−kPk(s) ∀n ∈ {0, ..., n0}, (3.3.23)

donde Pn son los polinomios dados en (3.3.11), entones

n∑

k=0

(
Aq

n−k + sBq
n−k

)
Pk(s) = sAq

n+1 + Bq
n+1 ∀n ∈ {0, ..., n0 − 1}, (3.3.24)

n∑

k=0

(Cq
n−k + sDq

n−k)Pk(s) = sCq
n+1 +Dq

n+1 ∀n ∈ {0, ..., n0 − 1} (3.3.25)

y

s

n0∑

k=0

Bq
n0−kPk(s) =

n0+1∑

k=1

Aq
n0+1−kPk(s)− Bq

n0
, (3.3.26)

s

n0∑

k=0

Dq
n0−kPk(s) =

n0+1∑

k=1

Cq
n0+1−kPk(s)−Dq

n0
. (3.3.27)

Demostraión. Para demostrar (3.3.24) usamos la hipótesis (3.3.22) para deduir que para todo

n ∈ {0, . . . , n0}
n∑

k=0

(Aq
n−k + sBq

n−k)Pk =
n∑

k=0

Aq
n−kPk + s

n∑

k=0

n−k∑

r=0

Aq

n−(k+r)PrPk

=
n∑

k=0

Aq
n−kPk + s

n∑

t=0

t∑

j=0

Aq
n−tPjPt−j

=
n∑

k=0

Aq
n−k

(
Pk + s

k∑

j=0

PjPk−j

)
.

Ahora, inorporando la fórmula de reurrenia (3.3.12) resulta que

n∑

k=0

(Aq
n−k + sBq

n−k)Pk =
n∑

k=0

Aq
n−kPk+1

=
n+1∑

k=1

Aq
n+1−kPk. (3.3.28)
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De aquí se dedue diretamente (3.3.27), usando la hipótesis (3.3.22) en la suma del lado

izquierdo.

Para deduir (3.3.24) restringimos el rango de la variable n al onjunto {0, . . . , n0 − 1} y así

podemos usar la hipótesis (3.3.22) en la sumatoria de la dereha en (3.3.28), resultando

n∑

k=0

(Aq
n−k + sBq

n−k)Pk = −Aq
n+1P0 +Bq

n+1.

De aquí la igualdad (3.3.24) es direta onseuenia de la de�niión (3.3.11).

Las igualdades (3.3.25) y (3.3.27) son idéntias a las ya demostradas, interambiando los

nombres de las variables.

Lema 3.15. Si

Aq
−n = Bq

−n = Cq
−n = Dq

−n = 0, ∀n ∈ N, ∀q ∈ Z. (3.3.29)

entones

Bq
0 = Aq

0P0, ∀q ∈ Z, (3.3.30)

Dq
0 = Cq

0P0, ∀q ∈ Z, (3.3.31)

Bq
1 = Aq

1P0 + Aq
0P1, ∀q ∈ Z, (3.3.32)

Dq
1 = Cq

1P0 + Cq
0P1, ∀q ∈ Z. (3.3.33)

Demostraión. Usando la identidad (3.3.9) para i = −1, y la hipótesis (3.3.29) se obtiene

0 = 0− sAq
0 − Bq

0,

de donde resulta (3.3.30), dado que P0 = −s.

Para probar (3.3.31), omenzamos usando la identidad (3.3.5) on i = −1, para obtener

0 = 0 + 0 + sAq
0 +Bq

0 + sCq
0 +Dq

0.

Así, la propiedad (3.3.31) resulta omo onseuenia de (3.3.30) y de que P0 = −s.

Dado que la igualdad (3.3.30) es válida para todo q ∈ Z, podemos esribir

Bq−1
0 = Aq−1

0 P0. (3.3.34)
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Por lo tanto, usando las identidades (3.3.7) y (3.3.6), para i = 0, en (3.3.34), se obtiene que

sAq
0 + (s2 − 1)Bq

0 + sCq
0 +Dq

0︸ ︷︷ ︸
=0

+sAq
1 +Bq

1 = −s(0 + 0 + 0 + 0 + (s2 − 1)Aq
0 + sBq

0), (3.3.35)

de donde se dedue que

sAq
1 +Bq

1 = −s(Aq
0 + sBq

0)− (s2 − 1)(sAq
0 +Bq

0︸ ︷︷ ︸
=0

), (3.3.36)

y entones (3.3.32), onsiderando que P1(s) = (s2 − 1)s (ver 3.3.13 en Observaión 3.11).

Finalmente, para deduir (3.3.33), usamos (3.3.31) para q + 1, es deir

Dq+1
0 = Cq+1

0 P0. (3.3.37)

Así, usando las identidades (3.3.5) y (3.3.4), para i = 0, en (3.3.37), se tiene

sCq
0 + (s2 − 1)Dq

0 + sAq
1 +Bq

1 + sCq
1 +Dq

1 = −s(0 + 0 + Aq
0 + sBq

0 + (s2 − 1)Cq
0 + sDq

0).

Usando (3.3.36), la igualdad anterior se redue a

sCq
0 + (s2 − 1)Dq

0 + sCq
1 +Dq

1 = −s((s2 − 1)Cq
0 + sDq

0).

Como esta igualdad es análoga a la identidad (3.3.35), el resto de la demostraión es análoga

al aso anterior.

En lo que sigue, veremos omo generalizar estos resultados. Probaremos el siguiente lema.

Lema 3.16. Supongamos que

Aq
−n = Bq

−n = Cq
−n = Dq

−n = 0, ∀n ∈ N, ∀q ∈ Z. (3.3.38)

Si existe n0 ∈ N tal que

Bq
n =

n∑

k=0

Aq
n−kPk(s) ∀q ∈ Z, , ∀n ∈ {0, . . . , n0} (3.3.39)

y

Dq
n =

n∑

k=0

Cq
n−kPk(s) ∀q ∈ Z, ∀n ∈ {0, . . . , n0} (3.3.40)

entones

Bq
n0+1 =

n0+1∑

k=0

Aq
n0+1−kPk(s) (3.3.41)

y

Dq
n0+1 =

n0+1∑

k=0

Cq
n0+1−kPk(s). (3.3.42)
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Demostraión. Para probar (3.3.41) omenzamos por esribir la hipótesis (3.3.39) para q− 1 y
n0, es deir,

Bq−1
n0

=

n0∑

k=0

Aq−1
n0−kPk(s).

Usando las identidades (3.3.7) on i = n0 y (3.3.6) on i = n0 − k, se tiene que

sAq
n0

+ (s2 − 1)Bq
n0

+ sCq
n0

+Dq
n0

+ sAq
n0+1 +Bq

n0+1 =
n0∑

k=0

(Aq
n0−k−1 + sBq

n0−k−1 + Cq
n0−k−1 + sDq

n0−k−1 + (s2 − 1)Aq
n0−k + sBq

n0−k)Pk. (3.3.43)

Usando la hipótesis (3.3.38) las sumas anteriores pueden ser reesritas del modo siguiente:

sAq
n0

+ (s2 − 1)Bq
n0

+ sCq
n0

+Dq
n0

+ sAq
n0+1 +Bq

n0+1 =
n0−1∑

k=0

(Aq
n0−k−1 + sBq

n0−k−1 + Cq
n0−k−1 + sDq

n0−k−1)Pk + (s2 − 1)

n0∑

k=0

Aq
n0−kPk + s

n0∑

k=0

Bq
n0−kPk.

(3.3.44)

Aquí, graias a las hipótesis (3.3.39)�(3.3.40), podemos usar el Lema 3.14, en la primera y

terera sumatoria del lado dereho. La segunda sumatoria se alula diretamente usando la

hipótesis (3.3.39). De este modo se obtiene que

sAq
n0

+ (s2 − 1)Bq
n0

+ sCq
n0

+Dq
n0

+ sAq
n0+1 +Bq

n0+1 =

Bq
n0

+ sAq
n0

+Dq
n0

+ sCq
n0

+ (s2 − 1)Bq
n0

+

n0+1∑

k=1

Aq
n0+1−kPk(s)−Bn0 . (3.3.45)

Simpli�ando se tiene que

sAq
n0+1 +Bq

n0+1 =
n0+1∑

k=1

Aq
n0+1−kPk(s). (3.3.46)

De donde (3.3.41) se dedue diretamente de la de�niión (3.3.11).

Para probar (3.3.42), esribimos la hipótesis (3.3.40) para q + 1 en el aso n = n0, es deir

Dq+1
n0

=

n0∑

k=0

Cq+1
n0−kPk(s)

Reemplazando las identidades (3.3.5), on i = n0, y (3.3.4) on i = n0 − k, esta expresión se

transforma en

sCq
n0

+ (s2 − 1)Dq
n0

+ sAq
n0+1 +Bq

n0+1 + sCq
n0+1 +Dq

n0+1 =
n0∑

k=0

(
Cq

n0−k−1 + sDq
n0−k−1 + Aq

n0−k + sBq
n0−k + (s2 − 1)Cq

n0−k + sDq
n0−k

)
Pk. (3.3.47)
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Usando la hipótesis (3.3.38) las sumas anteriores pueden ser reesritas del modo siguiente:

sCq
n0

+ (s2 − 1)Dq
n0

+ sAq
n0+1 +Bq

n0+1 + sCq
n0+1 +Dq

n0+1 =
n0−1∑

k=0

(Cq
n0−k−1+ sD

q
n0−k−1)Pk+

n0∑

k=0

(Aq
n0−k+ sB

q
n0−k)Pk+(s2−1)

n0∑

k=0

Cq
n0−kPk+ s

n0∑

k=0

Dq
n0−kPk.

(3.3.48)

Para la primera y última sumatoria del lado dereho, usamos (3.3.25) del Lema 3.14 graias

a la hipótesis (3.3.40). Para la segunda sumatoria también usamos el mismo lema, ya que

la identidad (3.3.41) permite usar la igualdad (3.3.24) hasta n = n0. Por último, la terera

sumatoria se alula diretamente usando la hipótesis (3.3.40). De este modo se obtiene

sCq
n0

+ (s2 − 1)Dq
n0

+ sAq
n0+1 +Bq

n0+1 + sCq
n0+1 +Dq

n0+1 =

sCq
n0

+Dq
n0

+ sAq
n0+1 + Bq

n0+1 + (s2 − 1)Dq
n0

+

n0+1∑

k=1

Cq
n0+1−kPk −Dq

n0
. (3.3.49)

Simpli�ando se tiene que

sCq
n0+1 +Dq

n0+1 =
n0+1∑

k=1

Cq
n0+1−kPk. (3.3.50)

De donde (3.3.42) es una onseuenia direta de la de�niión (3.3.11).

Lema 3.17. Supongamos que existe q0 ∈ Z tal que en el per�l Lq0 se umplen las siguientes

propiedades:

Aq0
i = Bq0

i = Cq0
i = Dq0

i = 0 ∀i ∈ Z, i < 0, (3.3.51)

Bq0
n =

n∑

k=0

Aq0
n−kPk(s) ∀n ∈ N (3.3.52)

y

Dq0
n =

n∑

k=0

Cq0
n−kPk(s) ∀n ∈ N, (3.3.53)

donde Pk(s), k ∈ {0, . . . , n} son los polinomios de�nidos en (3.3.11)�(3.3.12). Entones en los

per�les Lq0+1 y Lq0−1 se umplen las relaiones

Aq0+1
i = Bq0+1

i = Cq0+1
i = Dq0+1

i = 0 ∀i ∈ Z, i < 0, (3.3.54)

Bq0+1
n =

n∑

k=0

Aq0+1
n−k Pk(s) ∀n ∈ N, (3.3.55)

Dq0+1
n =

n∑

k=0

Cq0+1
n−k Pk(s) ∀n ∈ N, (3.3.56)
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Aq0−1
−n = Bq0−1

−n = Cq0−1
−n = Dq0−1

−n = 0 ∀n ∈ N, (3.3.57)

Bq0−1
n =

n∑

k=0

Aq0−1
n−k Pk(s) ∀n ∈ N, (3.3.58)

Dq0−1
n =

n∑

k=0

Cq0−1
n−k Pk(s) ∀n ∈ N. (3.3.59)

Demostraión. Comenemos por demostrar las propiedades en el per�l q0 + 1.

Para probar (3.3.54) usamos las identidades (3.3.2)�(3.3.5) on i < 0 y q = q0. Usando la

hipótesis (3.3.51), se obtiene diretamente (3.3.54) para todo i, salvo el aso siguiente

Dq0+1
−1 = sAq0

0 +Bq0
0 + sCq0

0 +Dq0
0 ,

el ual también resulta ser nulo graias a las hipótesis (3.3.52)�(3.3.53) para n = 0 y la de�niión
(3.3.11).

Para demostrar (3.3.55), omenzamos por alular la sumatoria del lado dereho. Para ada

k ∈ {0, . . . , n}, usamos la identidad (3.3.2), on i = n − k y q = q0. De este modo obtenemos

que

n∑

k=0

Aq0+1
n−k Pk(s) = −

n∑

k=0

(Cq0
n−k−1 + sDq0

n−k−1 + Aq0
n−k)Pk(s).

Usando la hipótesis (3.3.51), podemos esribir

n∑

k=0

Aq0+1
n−k Pk(s) = −

n−1∑

k=0

(Cq0
n−k−1 + sDq0

n−k−1)Pk(s)−
n∑

k=0

Aq0
n−kPk(s).

Como la hipótesis (3.3.53) es ierta para todo n, podemos utilizar la identidad (3.3.25) del Lema

3.14 en la primera sumatoria del lado dereho. La segunda sumatoria se alula diretamente

usando la hipótesis (3.3.52). De este modo resulta que

n∑

k=0

Aq0+1
n−k Pk(s) = −(sCq0

n +Dq0
n +Bq0

n ).

Así, la igualdad (3.3.55) es una onseuenia direta de esta identidad y la igualdad (3.3.3) on

los índies orrespondientes.

En forma similar, para demostrar (3.3.56), omenzamos por alular la sumatoria del lado

dereho. Para ada k ∈ {0, . . . , n}, usamos la identidad (3.3.4), on i = n− k y q = q0. De este
modo obtenemos que

n∑

k=0

Cq0+1
n−k Pk =

n∑

k=0

(
Cq0

n−k−1 + sDq0
n−k−1 + Aq0

n−k + sBq0
n−k + (s2 − 1)Cq0

n−k + sDq0
n−k

)
Pk,
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que, en virtud de la hipótesis (3.3.51), puede reesribirse omo

n∑

k=0

Cq0+1
n−k Pk =

n−1∑

k=0

(Cq0
n−k−1 + sDq0

n−k−1)Pk +
n∑

k=0

(
Aq0

n−k + sBq0
n−k

)
Pk

+ (s2 − 1)
n∑

k=0

Cq0
n−kPk + s

n∑

k=0

Dq0
n−kPk. (3.3.60)

Como las hipótesis (3.3.52)�(3.3.53) son iertas para todo n, podemos utilizar las identidades

(3.3.24), (3.3.25) y (3.3.27) del Lema 3.14 para alular la primera, segunda y uarta sumatoria

del lado dereho. Con esto tenemos que

n∑

k=0

Cq0+1
n−k Pk = sCq0

n +Dq0
n + sAq0

n+1 +Bq0
n+1 + (s2 − 1)

n∑

k=0

Cq0
n−kPk +

n+1∑

k=1

Cq0
n+1−kPk −Dq0

n .

Simpli�ando y utilizando la hipótesis (3.3.53), se alulan las dos sumatorias del lado de-

reho y se obtiene

n∑

k=0

Cq0+1
n−k Pk = sCq0

n + sAq0
n+1 +Bq0

n+1 + (s2 − 1)Dq0
n +Dq0

n+1 − Cq0
n+1P0(s).

Como P0(s) = −s, (ver (3.3.11)), reordenando se obtiene que

n∑

k=0

Cq0+1
n−k Pk = sCq0

n + (s2 − 1)Dq0
n + sAq0

n+1 +Bq0
n+1 + sCq0

n+1 +Dq0
n+1.

Comparando esta identidad on (3.3.5), on i = n y q = q0, se obtiene la igualdad (3.3.56).

Probemos ahora las propiedades en el per�l q0 − 1.

Para probar (3.3.57) usamos las identidades (3.3.6)�(3.3.9) on i < 0 y q = q0. Usando la

hipótesis (3.3.51), se obtiene diretamente (3.3.57) para todo i, salvo los asos

Bq0−1
−1 = sAq0

0 +Bq0
0 , y

Dq0−1
−1 = −sAq0

0 − Bq0
0 ,

pero, de (3.3.30), sAq0
0 +Bq0

0 = 0 y así se tiene Bq0−1
−1 = Dq0−1

−1 = 0.

Para demostrar (3.3.58), omenzamos por alular la sumatoria del lado dereho. Para ada

k ∈ {0, . . . , n}, usamos la identidad (3.3.6), on i = n − k y q = q0. De este modo obtenemos

que

n∑

k=0

Aq0−1
n−k Pk =

n∑

k=0

(Aq0
n−k−1 + sBq0

n−k−1 + Cq0
n−k−1 + sDq0

n−k−1 + (s2 − 1)Aq0
n−k + sBq0

n−k)Pk(s)
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Usando la hipótesis (3.3.51), podemos esribir

n∑

k=0

Aq0−1
n−k Pk =

n−1∑

k=0

(Aq0
n−k−1 + sBq0

n−k−1)Pk +
n−1∑

k=0

(Cq0
n−k−1 + sDq0

n−k−1)Pk

+ (s2 − 1)
n∑

k=0

Aq0
n−kPk + s

n∑

k=0

Bq0
n−kPk(s). (3.3.61)

Como las hipótesis (3.3.52) y (3.3.53) son iertas para todo n, podemos utilizar la identidad

(3.3.24) en la primera sumatoria del lado dereho, la identidad (3.3.25) en la segunda sumatoria

y la identidad (3.3.26) en la última sumatoria. De este modo resulta que

n∑

k=0

Aq0−1
n−k Pk = sAq0

n +Bq0
n + sCq0

n +Dq0
n + (s2 − 1)

n∑

k=0

Aq0
n−kPk +

n+1∑

k=1

Aq0
n+1−kPk −Bq0

n ,

que, de (3.3.52), es equivalente a

n∑

k=0

Aq0−1
n−k Pk = sAq0

n +Bq0
n + sCq0

n +Dq0
n + (s2 − 1)Bq0

n +Bq0
n+1 − Aq0

n+1P0 − Bq0
n .

Como P0 = −s, reordenando se puede esribir

n∑

k=0

Aq0−1
n−k Pk = sAq0

n + (s2 − 1)Bq0
n + sCq0

n +Dq0
n + sAq0

n+1 +Bq0
n+1.

Así la igualdad (3.3.58) es una onseuenia direta de esta identidad y la igualdad (3.3.3) on

los índies orrespondientes.

En forma análoga, para demostrar (3.3.59) omenzamos por alular la sumatoria del lado

dereho. Para ada k ∈ {0, . . . , n}, usamos la identidad (3.3.8), on i = n− k y q = q0. De este
modo obtenemos

n∑

k=0

Cq0−1
n−k Pk = −

n∑

k=0

(Aq0
n−k + sBq0

n−k + Cq0
n−k)Pk,

donde nuevamente usando (3.3.24), puede reesribirse omo

n∑

k=0

Cq0−1
n−k Pk = −(sAq0

n+1 +Bq0
n+1)−

n∑

k=0

Cq0
n−kPk

y de (3.3.53) resulta

n∑

k=0

Cq0−1
n−k Pk(s) = −(sAq0

n+1 +Bq0
n+1)−Dq0

n .

Así, se tiene la igualdad (3.3.59) diretamente de la identidad (3.3.9) usada on i = n y

q = q0.
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Demostraión del Teorema 3.13. Comenemos por demostrar la impliania (a) ⇒ (b). Pro-
baremos que las identidades (3.3.15)�(3.3.16) son iertas para todo n ∈ N usando el prinipio

de induión sobre la variable n. El aso base, n = 0, es una onseuenia de las identidades

(3.3.30)�(3.3.31) del Lema 3.15. De heho, en diho lema también se ha estudiado en forma

explíita el aso n = 1. Ahora, suponiendo que las identidades (3.3.15)�(3.3.16) son válidas

hasta un determinado valor de n ∈ N, usando el Lema 3.16 se dedue que ellas son también

iertas para n+ 1. Con esto la impliania (a) ⇒ (b) queda demostrada.

La impliania (b) ⇒ (c) es direta, ya que (b) es una propiedad más general que (c).

Demostremos ahora la impliania (c) ⇒ (d). Para ello, usaremos una doble induión sobre

la variable q ∈ Z. Primeramente, la hipótesis (c) onstituye el aso base de diha induión (el

aso q = q0) para el ual se umplen las igualdades (3.3.19)�(3.3.21). Ahora suponemos que las

identidades (3.3.19)�(3.3.21) son iertas para un ierto valor de q ∈ Z. Usando el Lema 3.17 se

onluye que dihas igualdades son también iertas para q+1 y q− 1. Por lo tanto se onluye
que la propiedad (d) resulta ser ierta para todo q ∈ Z.

Finalmente, la impliania (d) ⇒ (a) es direta, ya que (d) es una propiedad más general

que (a).

De lo anterior, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.18. Las funiones Ψ ∈ L2(G) tales que HΨ = λΨ son no aotadas y no tienen

soporte ompato.

Graias a las propiedades enontradas en el Teorema 3.13, podemos deduir algunas pro-

piedades adiionales de las soluiones de HΨ = λΨ que son nulas para todo i ∈ Z, i < 0.
Usando las identidades (3.3.2)�(3.3.5) reursivamente, se obtienen las propiedades enuniadas

a ontinuaión.

Teorema 3.19. Si Aq
i , B

q
i , C

q
i , D

q
i satisfaen la hipótesis (3.3.14) del Teorema 3.13. Entones

se tiene

Aq+k
0 = (−1)kAq

0, ∀q ∈ Z, ∀k ∈ Z, (3.3.62)

Cq+k
0 = (−1)k(Cq

0 + k(s2 − 1)Aq
0), ∀q ∈ Z, ∀k ∈ Z. (3.3.63)

Demostraión. Primero supongamos k ∈ N y probemos (3.3.62) por induión sobre k. El aso
base (k = 0) es evidentemente ierto. Supongamos que (3.3.62) es ierto para un ierto valor

de k ∈ N. Para demostrar que esta igualdad también es ierta para k + 1, usamos la identidad

(3.3.2) para i = 0 y q + k en lugar de q, es deir

Aq+k+1
0 = −Cq+k

−1 − sDq+k
−1 − Aq+k

0 .

Usando la hipótesis (3.3.14), se tiene que

Aq+k+1
0 = −Aq+k

0 .
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Usando la hipótesis de induión, esta igualdad se transforma en

Aq+k+1
0 = −(−1)kAq

0,

es deir,

A
q+(k+1)
0 = (−1)k+1Aq

0, ∀q ∈ Z,

de donde se onluye que para todo k ∈ N

Aq+k
0 = (−1)kAq

0. (3.3.64)

Para probar que la igualdad (3.3.64) es válida también si k < 0 basta haer r = q + k en

(3.3.64) y se obtiene

Ar
0 = (−1)kAr−k

0 ,

que es lo mismo que

Ar−k
0 = (−1)kAr

0. (3.3.65)

Por lo tanto, se tiene (3.3.62).

Probemos ahora (3.3.63) por induión sobre la variable k. El aso base (k = 0) se umple

laramente. Supongamos que (3.3.63) es válida para ierto k ∈ N. Para demostrar que esta

igualdad es válida también para k + 1, usamos la identidad (3.3.4), on i = 0 y q + k en lugar

de q, es deir

Cq+k+1
0 = C−1 + sD−1 + Aq+k

0 + sBq+k
0 + (s2 − 1)Cq+k

0 + sDq+k
0 .

De la hipótesis (3.3.14), se tiene

Cq+k+1
0 = Aq+k

0 + sBq+k
0 + (s2 − 1)Cq+k

0 + sDq+k
0

que, de (3.3.30) y (3.3.31), on q + k en lugar de q, es equivalente a

Cq+k+1
0 = Aq+k

0 − s2Aq+k
0 + (s2 − 1)Cq+k

0 − s2Cq+k
0 ,

es deir,

Cq+k+1
0 = −(s2 − 1)Aq+k

0 − Cq+k
0 .

Utilizando (3.3.62) y la hipótesis de induión, podemos esribir

Cq+k+1
0 = −(s2 − 1)(−1)kAq

0 − (−1)k(Cq
0 + k(s2 − 1)Aq

0),

esto es,

Cq+k+1
0 = (−1)k+1(Cq

0 + (k + 1)(s2 − 1)Aq
0), ∀q ∈ Z.

y se tiene que para todo k ∈ N

Cq+k
0 = (−1)k(Cq

0 + k(s2 − 1)Aq
0). (3.3.66)

83



Para probar que la igualdad (3.3.66) es válida también si k < 0 basta haer r = q + k en

(3.3.66) y se obtiene

Cr
0 = (−1)k(Cr−k

0 + k(s2 − 1)Ar−k
0 ),

que de (3.3.65) es lo mismo que

Cr
0 = (−1)k(Cr−k

0 + (−1)kk(s2 − 1)Ar
0).

Despejando Cr−k
0 y fatorizando, se tiene

Cr−k
0 = (−1)k(Cr

0 − k(s2 − 1)Ar
0).

Por lo tanto, se onluye (3.3.63).
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Conlusión

A ontinuaión resumiremos los resultados prinipales de esta Tesis, expliados on detalle

en los apítulos 2 y 3.

Sabiendo que el espetro de la euaión (1.3.1) se puede araterizar ompletamente graias

al Teorema 1.24 busamos un resultado análogo para el problema espetral del Hamiltoniano

H, de�nido en (2.2.2), en la red hexagonal del grafeno G. Primero, notamos que es neesario

haer la diferenia entre ϕ2(1, λ) = 0 y ϕ2(1, λ) 6= 0, por lo que separamos el estudio en dos

partes, obteniendo así las euaiones de los teoremas 2.1 y 2.2 que fueron de gran utilidad para

el análisis posterior.

Al onsiderar soluiones aotadas, es deir, on |R1| = |R2| = 1, que es equivalente a

analizar el espetro de Bloh, obtuvimos explíitamente la relaión de dispersión (2.4.3). De

aquí, pudimos veri�ar que la funión ϕ1(1;λ) es mayor que menos uno y menor que uno, para

todo θ1, θ2 ∈ [−π, π], omo se establee el Lema 2.5. Así, este resultado oinide on la teoría

desarrollada en una dimensión.

Sin embargo, uando onsideramos R1, R2 ∈ R
∗
, es deir soluiones no aotadas en el grafeno

G, obtenemos diferentes regiones a las que pertenee el parámetro λ y no es posible onluir de

la misma manera que para una dimensión. No obstante, estas regiones quedan ompletamente

de�nidas omo se india en el Teorema 2.9 y así el espetro del operadorH queda ompletamente

determinado.

En el apítulo posterior, nos entramos en analizar el omportamiento del sistema de eua-

iones difereniales en tres aristas unidas por el mismo vértie junto on las ondiiones de

ontinuidad y �ujo (2.1.10) y (2.1.11), lo que nos llevó a de�nir el per�l Lq dado en (3.1.1).

Este per�l resulta ser de gran importania, pues nos lleva a desribir una base para la red

hexagonal G: si onoemos el valor de la soluión sólo en los vérties del per�l Lq, entones

es posible obtener la soluion en ada vértie de V y en ada arista de A, es deir, en todo el

grafo G (ver Observaión 3.5). Esto nos lleva a onluir que basta on analizar un problema

unidimensional en una �adena� de euaiones difereniales ordinarias de segundo orden (un

per�l Lq ualquiera) para obtener el omportamiento de la soluión en todo el grafeno, que es

bidimensional.

En la Observaión 3.6 se de�nen las uatro funiones que forman la base anónia de G
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y, del Teorema 3.7, podemos deduir que estas funiones son no aotadas y no tienen soporte

ompato. Lo mismo para ombinaiones lineales �nitas de ellas.

Después, busamos soluiones Ψ ∈ L2(G) tales que HΨ = λΨ on soporte ompato. Obtu-

vimos así el Teorema 3.13, que muestra que las siguientes a�rmaiones son equivalentes:

(i) La funión Ψ es igual a ero en todo vértie a la izquierda de i0 = 0 y en todos los per�les

Lq.

(ii) Existe q0 ∈ Z tal que la funión Ψ es igual a ero en todo vértie de Lq0 a la izquierda de

i0 = 0 y se satisfaen las fórmulas (3.3.15)�(3.3.16), para todo n ∈ N y para todo q ∈ Z.

(iii) Existe q0 ∈ Z tal que la funión Ψ es igual a ero en todo vértie de Lq0 a la izquierda de

i0 = 0 y se satisfaen las fórmulas (3.3.17)�(3.3.18), para todo n ∈ N.

(iv) La funión Ψ es igual a ero en todo vértie a la izquierda de i0 = 0 y en todos los per�les

Lq, y se satisfaen las fórmulas (3.3.20)�(3.3.21), para todo n ∈ N.
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Apéndie A

On the Graphene Hamiltonian Operator

C. Cona

1

, R. Orive

2

, J. San Martín

3

and V. Solano

4

ABSTRACT: We ompletely haraterize the stability and instability intervals of a seond-order

ellipti equation with periodi oe�ients de�ned on a honeyomb lattie.

A.1. Introdution

Graphene is a honeyomb lattie of arbon atoms. Reently, it has attrated a lot of atention

due to its peuliar eletroni and mehanial properties and broad range of apliations [28, 32,

39, 53℄. To predit and understand this properties, mathematial models are not only useful

but neessary. This problem has been approhed from di�erent sienti� �elds suh as quantum

networks (e.g., [5, 33, 34, 41℄)), also alled quantum graphs, in hemistry [51, 52℄ and physis

[2, 8, 19, 45, 47℄ (see also [37, 38℄ and referenes therein). The haraterization of the dispersion

relation of the honyomb lattie is of partiular interest for exploiting graphene eletroni

properties. This is obtained from the solution of the energy eigenvalue problem given by the

lattie Hamiltonian. A method to ompletely haraterize the set of solutions is to divide its

analysis in stability and instability intervals, previously done for a one-dimensional system in

R [3℄.
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We will present the graphene G de�ned as a graph, i.e., with its respetive omponents: a

set of verties V and a set of edges A. Then, we will de�ne two spaes in the geometrial basis

G, L2(G) and H2(G), that allow us to solve the Hamiltonian in the edges of G as H : H2(G) ⊂
L2(G) → L2(G). Thus, the funtions Ψ = (Ψa)a∈A suh that HΨ = λΨ have to satisfy the

following onditions:

(i)
∑

a∈A ‖Ψa‖2H2(a) <∞.

(ii) For all v ∈ V, for all a1, a2 ∈ A, [v ∈ a1 ∩ a2 ⇒ Ψa1(v) = Ψa2(v)] (ontinuity ondition).

(iii) For all v ∈ V,
∑

v2∈V

[v,v2]∈A

DΨ[v,v2](v; v2−v) = 0, where DΨ[v,v2](v; v2−v) is the diretional

derivative of the funtion Ψ[v,v2] at the pointv in the diretion of [v2−v] (�ow ondition).

From these speial and partiular onditions, we will obtain the important results presented

in this paper. We ompletely haraterize the stability and instability intervals of a energy

eigenvalues problem in a honeyomb lattie G, showing the versatility of this approh. However,
remarkable di�erene are present in the struture of the stability regions raising from the more

omplex struture of graphene-like systems.

The paper is strutured as follows. Setion A.2 explains the results known as Floquet Theory

applied to our partiular ase as it is developed in [3℄. In Setion A.3, the graphene G is de�ned

geometrially. Setion A.4 shows how the Hamiltonian operator H ats through G and the

parametrization that allows us to identify eah edge with the segment [0, 1]. From the given

theoretial frame, in the Setion A.5 we look for a haraterization of the funtions Ψ = (Ψa)a∈A
that satis�es the onditions of ontinuity and �ow (ii)�(iii). To analyze the graphene spetrum,

in Setion A.6 we study the funtions Ψ that satis�es suh onditions, along with the eigenvalue

equation HΨ = λΨ and properties of quasiperiodiity. Finally, we determine for whih values

of λ these solutions are bounded or unbounded, analyzing the respetive dispersion relation.

A.2. Theoretial framework

We will enter our analysis in the result shown by Allaire and Orive in [3℄, where the authors

propose to �nd the stability and instability intervals of a seond-order ellipti equation on the

real line with periodi oe�ients (Hill's equation). They introdued a new family of non-

self-adjoint operators, formally equivalent to the Bloh ones [11, 17℄ but with an imaginary

Bloh parameter, that they all exponential, proving that the problem admits a ountable

in�nite number of eigenvalues whih, when they are real, ompletely haraterize the intervals

of instability of Hill's equation.

The losure of the stability intervals are alled Bloh bands and the non-empty open intervals

between two Bloh bands are alled gaps.
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A.2.1. The Bloh spetrum

Let us onsider the Hill's equation de�ned in [22℄ as

− u′′(x) + V (x)u(x) = λu(x). (A.2.1)

Here, the funtion V is real, pieewise-ontinuous and 1-periodi. We know that equation (A.2.1)

has a basis of two linearly independent solutions ϕ1(·;λ) and ϕ2(·;λ), funtions of the parameter

λ, that satisfy
ϕ1(0;λ) = 1, ϕ′

1(0;λ) = 0, ϕ2(0;λ) = 0, ϕ′
2(0;λ) = 1. (A.2.2)

It is lear that any solution u of (A.2.1) an be written as a linear ombination:

u(x) = u(0)ϕ1(x;λ) + u′(0)ϕ2(x;λ). (A.2.3)

The disriminant of (A.2.1) is given by

D(λ) = ϕ1(1;λ) + ϕ′
2(1;λ).

If the funtion V satisfys the simmetry relation V (1− x) = V (x), then

ϕ′
2(1;λ) = ϕ1(1;λ), (A.2.4)

implying

D = 2ϕ1(1;λ). (A.2.5)

Furthermore, when we restrit ourselves to λ ∈ R (and sine all oe�ients in (A.2.1) are

real-valued), it is possible to lassify the solutions of (A.2.1): a solution is said to be stable if

it is uniformly bounded, and unstable if it is unbounded. Aording to [17, 22℄, there exist a

ountably in�nite sequene {αn}n∈N of real roots of D(λ) = 2 and a ountably in�nite sequene

{βn}n∈N of real roots of D(λ) = −2 suh that

· · · < α0 < β0 ≤ β1 < α1 ≤ α2 < β2 ≤ β3 < α3 ≤ α4 < · · ·

(see Figure A.1). The olletion of disjoint open intervals

]α0, β0[, ]β1, α1[, ]α2, β2[, ]β3, α3[, · · ·

are alled the stability intervals of (A.2.1) and their union

S =]α0, β0[∪ ]β1, α1[∪ ]α2, β2[∪ ]β3, α3[∪ · · ·

is alled the region of stability. Analogously,

U =]−∞, α0[∪ ]β0, β1[∪ ]α1, α2[∪ ]β2, β3[∪ · · ·

is alled the region of instability. In onsequene, |D(λ)| < 2 for λ ∈ S, and |D(λ)| > 2 for

λ ∈ U .

In adition, from the Floquet's Theory [22℄, we have
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α0 β0 β1 α1 = α2 β2 β3 α3 α4 β4

Fig. A.1: The numbers αn and βn organized in stability and instability intervals

(i) For λ ∈ U , there exists θ ∈ R\{0} suh that (A.2.1) has two linearly independent solutions
of the type eθxp1(x) and e

−θxp2(x), with p1, p2 1-periodi and harateristi multipliers

ρ1 = eθ and ρ2 = e−θ
; or, with p1, p2 semi-periodi and harateristi multipliers ρ1 = −eθ

and ρ2 = −e−θ
.

(ii) For λ ∈ S, there exists θ ∈]0, π[, or θ ∈] − π, 0[, suh that (A.2.1) has two linearly

independent solutions of the type eiθxp1(x) and e−iθxp2(x), with p1, p2 1-periodi and

harateristi multipliers ρ1 = eiθ and ρ2 = e−iθ
.

(iii) If α2k+1 = α2k+2, then for λ = α2k+1 = α2k+2 the equation (A.2.1) has two linearly

independent solutions p1 y p2 1-periodi. If α2k+1 < α2k+2, then for λ = α2k+1 and for

λ = α2k+2 the equation (A.2.1) has two linearly independent solutions of the type p1(x)
and xp1(x) + p2(x), with p1 and p2 1-periodi.

(iv) If β2k = β2k+1, then for λ = β2k = β2k+1 the equation (A.2.1) has two linearly independent

solutions p1 y p2 semi-periodi. If β2k < β2k+1, then for λ = β2k and for λ = β2k+1 the

equation (A.2.1) has two linearly independent solutions of the type p1(x) and xp1(x) +
p2(x), with p1 and p2 semi-periodi.

We reall other lassial results of a theory on the eigenvalue struture of (A.2.1), known as

the Bloh Deomposition Theory [1, 18℄. If we onsider (A.2.1) as a spetral problem in L2(R),
it is a natural question to determine its spetrum. To this end, we onsider the following Bloh

spetral problem parameterized by θ ∈ R:





Find λ = λ(θ) ∈ R and Ψ = Ψ(x, θ);

−Ψ′′(x, θ) + V (x)Ψ(x, θ) = λ(θ)Ψ(x, θ) in R

Ψ(x+ 1, θ) = eiθΨ(x, θ), ∀x.
(A.2.6)

It is well known that for eah θ ∈] − π, π], the above spetral problem (A.2.6) admits a

disrete sequene of eigenvalues with the following properties

0 ≤ λ1(θ) ≤ · · · ≤ λm(θ) ≤ · · · → ∞,

for all m ≥ 1, λm(θ) is a Lipshitz's funtion of θ ∈ Y ′
.

The Bloh spetrum [1, 18℄ is de�ned as

σB = {λm(θ) : θ ∈ Y ′, m ≥ 1} =
⋃

m≥1

[
mı́n
θ∈Y ′

λm(θ),máx
θ∈Y ′

λm(θ)
]
.

Also, for all i ≥ 1, αk = λk(0), βk = λk(π) and

σB = [α0, β0] ∪ [β1, α1] ∪ [α2, β2] ∪ [β3, α3] ∪ · · · .
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In partiular, λ2k−1(0) is the minimum of λ2k−1(θ), while λ2k−1(π)is the maximum of λ2k−1(θ),
and λ2k(0) is the maximum of λ2k(θ), while λ2k(π) is the minimum of λ2k(θ).

Thus, we have a araterization for the region of stability S of the Hill's equation (A.2.1).

The losure of the stability intervals are preisely the alled Bloh bands, i.e.,

[αm, βm] =
[
mı́n
θ∈Y ′

λm(θ),máx
θ∈Y ′

λm(θ)
]
.

The non-empty open intervals between two Bloh bands are alled gaps. Their union, together

with the unbounded open interval below the �rst Bloh band, is exatly the unstable region U .

A.2.2. The exponential spetrum

In this setion we de�ne the exponential spetrum of the equation (A.2.1). Let us onsider

the following two spetral problems parameterized by θ ∈ R.




Find µ = µ(θ) ∈ R and Ψ = Ψ(x, θ);

−Ψ′′(x, θ) + V (x)Ψ(x, θ) = µ(θ)Ψ(x, θ)

Ψ(x+ 1, θ) = eθΨ(x, θ), ∀x.
(A.2.7)





Find ν = ν(θ) ∈ R y Ψ = Ψ(x, θ);

−Ψ′′(x, θ) + V (x)Ψ(x, θ) = ν(θ)Ψ(x, θ)

Ψ(x+ 1, θ) = −eθΨ(x, θ), ∀x.
(A.2.8)

We have the following results.

(i) For any θ ∈ R, there exists a minimal �rst eigenvalue µ0 of (A.2.7) whih is real, simple

and suh that θ 7→ µ0(θ) is analyti, onave and even. Also,

ĺımθ→+∞ µ0(θ) = −∞ and

máxθ∈R µ0(θ) = µ0(0) = λ0(0) = α0.

(ii) Assume that β2k ≤ β2k+1. Then, there exist θ2k,2k+1 ≥ 0 suh that, for θ ∈]− θ2k,2k+1,

θ2k,2k+1[, there exist ν2k(θ), ν2k+1(θ) real and simple eigenvalues of (A.2.8) whih satisfy

θ 7→ ν2k(θ), ν2k+1(θ) are analyti and even, and ν2k(θ), ν2k+1(θ) are stritly monotone on

[0, θ2k,2k+1]. Also,

mı́nθ∈[0,θ2k,2k+1] ν2k(θ) = ν2k(0) = λ2k
(
π) = β2k,

máxθ∈[0,θ2k,2k+1] ν2k+1(θ) = ν2k+1(0) = λ2k+1

(
π) = β2k+1,

ĺım|θ|→θ2k,2k+1
ν2k(θ) = ĺım|θ|→θ2k,2k+1

ν2k+1(θ) = ν2k,2k+1,
{ν2k(θ) : θ ∈ [0, θ2k,2k+1]} = [b2k, ν2k,2k+1] and

{ν2k+1(θ) : θ ∈ [0, θ2k,2k+1]} = [ν2k,2k+1, b2k+1].
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(iii) Assume that α2k+1 ≤ α2k+2. Then, there exists θ2k+1,2k+2 ≥ 0 suh that, for θ ∈] −
θ2k+1,2k+2, θ2k+1,2k+2[, there exist µ2k+1(θ), µ2k+2(θ) real and simple eigenvalues of (A.2.7)

whih satisfy θ 7→ µ2k+1(θ), µ2k+2(θ) are analyti and even, and µ2k+1(θ), ν2k+2(θ) are

stritly monotone on [0, θ2k+1,2k+2]. Also,

mı́nθ∈[0,θ2k+1,2k+2] µ2k+1(θ) = µ2k+1(0) = λ2k+1

(
π) = α2k+1,

máxθ∈[0,θ2k+1,2k+2] µ2k+2(θ) = µ2k+2(0) = λ2k+2

(
π) = α2k+2,

ĺım|θ|→θ2k+1,2k+2
µ2k+1(θ) = ĺım|θ|→θ2k+1,2k+2

µ2k+2(θ) = µ2k+1,2k+2,
{µ2k+1(θ) : θ ∈ [0, θ2k+1,2k+2]} = [a2k+1, µ2k+1,2k+2] and

{µ2k+2(θ) : θ ∈ [0, θ2k+1,2k+2]} = [µ2k+1,2k+2, a2k+2].

Thus, the authors of [3℄ onlude that

R = σB ∪ σe y σB ∩ σe =
+∞⋃

i=0

{αi} ∪ {βi}, (A.2.9)

where

σe = {µ0(θ) : θ ∈ R}∪{µ2k+1(θ), µ2k+2(θ) : θ ∈ [0, θ2k+1,2k+2]}∪{ν2k(θ), ν2k+1(θ) : θ ∈ [0, θ2k,2k+1]}.

We an see that if u is a solution of the equation (A.2.1) and ϕ1(·;λ) is the funtion de�ned

in (A.2.2), then there exists three sets, A, B y C, suh that

λ ∈ A ⇔ |ϕ1(t;λ)| ≤ 1, ∀t ∈ R (A.2.10)

λ ∈ B ⇔ ϕ1(t;λ) > 1, ∀t ∈ R (A.2.11)

λ ∈ C ⇔ ϕ1(t;λ) < −1, ∀t ∈ R (A.2.12)

A.3. The graphene

The graphene is a substane made of pure arbon, where the atoms follow a regular hexagon

pattern. This atoms are mathematially desribed by a set of verties V ⊆ R2
as Figure A.2

shows.

More preisely, let us introdue the vetors

e1 =
(

3
2
,
√
3
2

)
y e2 =

(
0,
√
3
)
. (A.3.1)

Then, the set of verties V is de�ned by

V =
{
v
j
i , v̂

j
i : i, j ∈ Z

}
, (A.3.2)
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Fig. A.2: Verties v
j
i
and v̂

j
i representing the graphene G.

where the family of verties (vj
i )i,j∈Z and (v̂j

i )i,j∈Z are de�ned by the relations:

v
j
i = ie1 + je2 (A.3.3)

v̂
j
i = v

j
i + (1, 0). (A.3.4)

As Figure A.2 shows, these verties are onneted by a set of edges A de�ned by

A =
{
ai,jE , a

i,j
N , a

i,j
S : ai,jE = [vj

i , v̂
j
i ], a

i,j
N = [vj

i , v̂
j
i−1], a

i,j
S = [vj

i , v̂
j+1
i−1 ], i, j ∈ Z

}
, (A.3.5)

as it is displayed in Figure A.3. These set of edges and verties onstitute an hexagonal grid.

v̂
j
i

v
j
i

v̂
j
i−1

bb

b

b v̂
j+1
i−1

ai,jN

ai,jS

ai,jE

Fig. A.3: Edges ai,jE , ai,jN and ai,jS , and their respetive verties.

Using this notation, the struture of the graphene is represented by a non-oriented graph G
determined by the set of verties and edges previously de�ned, i.e.,

G = (V,A).
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We notie that eah edge of the graphene is bijetive to the segment [0, 1] ⊆ R. In fat, in

order to visualize this bijetion, we onsider the parameterization σ, oriented from v to w,

de�ned by:

σ : [0, 1]× R2 × R2 → R2

(t; v,w) 7→ σ(t; v,w) = v + t(w − v).
(A.3.6)

Thus, eah edge [v1, v2] ∈ A an be written as σ([0, 1]; v1, v2). The inverse funtion is suh

that

x ∈ [v1, v2] 7→ σ
−1(x; v1, v2) =

‖ x− v1 ‖
‖ v2 − v1 ‖

. (A.3.7)

Using the parametrization (A.3.6), whose inverse is (A.3.7), for eah edge [v1, v2] ∈ A we

an de�ne the spae L2(v1, v2) as follows:

L2(v1, v2) =
{
Ψ̃ ◦ σ−1(·; v1, v2) : Ψ̃ ∈ L2(0, 1)

}
,

endowed with the norm ‖Ψ̃ ◦σ−1(·; v1, v2)‖L2(v1,v2) = ‖Ψ̃‖L2(0,1). Then, we an de�ne L2(A) as:

L2(A) =
{
(Ψa)a∈A ∈

⊗

a∈A
L2(a) :

∑

a∈A
‖Ψa‖2L2(a) <∞

}
. (A.3.8)

This spae an be also alled L2(G).

Similarly, for eah edge [v1, v2] ∈ A we an de�ne the Sobolev spae H2(v1, v2) by:

H2(v1, v2) =
{
Ψ̃ ◦ σ−1(·; v1, v2) : Ψ̃ ∈ H2(0, 1)

}
,

endowed with the norm ‖Ψ̃◦σ−1(·; v1, v2)‖H2(v1,v2) = ‖Ψ̃‖H2(0,1). Thus, the Sobolev spaeH
2(G)

is de�ned as the subset of funtions (Ψa)a∈A ∈
⊗

a∈AH
2(a) whih satisfy the three following

onditions:

∑

a∈A
‖Ψa‖2H2(a) <∞, (A.3.9)

∀v ∈ V, ∀a1, a2 ∈ A [v ∈ a1 ∩ a2 ⇒ Ψa1(v) = Ψa2(v)], (A.3.10)

∀v ∈ V
∑

v2∈V

[v,v2]∈A

DΨ[v,v2](v; v2 − v) = 0, (A.3.11)

where we have denoted by DΨ[v,v2](v; v2 − v) the diretional derivative of the funtion Ψ[v,v2]

at the point v in the diretion [v2−v]. These onditions are usually alled Neumann onditions

of the graphene or Kirhho� onditions. The ondition (A.3.10) orresponds to the ontinuity

ondition on eah vertex going from one edge to the other. The seond ondition, (A.3.11),

states that the sum of the outward �uxes from the vertex v must be zero.
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A.4. The Hamiltonian of graphene

Let us now de�ne the Hamiltonian of graphene in L2(G). Let V (t) be a funtion in L2(0, 1)
suh that

V (t) = V (1− t). (A.4.1)

The Hamiltonian of graphene H : D(H) ⊂ L2(G) → L2(G) is the operator, with domain

D(H) = H2(G), that maps Ψ = (Ψa)a∈A ∈ H2(G) to HΨ ∈ L2(G), HΨ = ((HΨ)a)a∈A, suh
that

(HΨ)a(x) =
(
−Ψ̃′′

a + V Ψ̃a

)
◦ σ−1(x; a), (A.4.2)

where, for eah edge a ∈ A, Ψ̃a = Ψa ◦ σ(·; a) ∈ H2(0, 1).

The goal of this setion is to study the spetrum of the operator H, haraterizing the

funtions Ψ whih are bounded or unbounded solutions. In order to do this, we seek for non-

zero funtions Ψ = (Ψa)a∈A satisfying (A.3.10)�(A.3.11) and the following di�erential equations

− Ψ̃′′
a(t) + V (t)Ψ̃a(t) = λΨ̃a(t), ∀a ∈ A, ∀t ∈ (0, 1), (A.4.3)

where λ ∈ R is a parameter.

Our goal is to lassify the solutions of (A.4.3) aording to the di�erent values of λ, looking
for bounded and unbounded solutions of graphene. We see that the ondition (A.3.9) is not

satis�ed by our solutions sine the operator H has ontinuous spetrum.

We are interested in studying the solutions of (A.4.3) that satisfy the properties

Ψ(x+ e1) = R1u(x), ∀x ∈ G (A.4.4)

Ψ(x+ e2) = R2u(x), ∀x ∈ G (A.4.5)

where R1 and R2 are real or omplex numbers belonging to the set

DR = {R ∈ C : |R| = 1 ∨ R ∈ R
∗}.

We notie that if |R1| = |R2| = 1, the solutions will be bounded in the graphene, whereas

if one of the two onstants has modulus di�erent than one, the solution will be unbounded in

the diretion ±e1 o ±e2.

In order to study this situation we will proeed as follows: in Setion A.5 we will analyze how

to impose Kirhho�'s onditions (A.3.10)�(A.3.11) and, in Setion A.6, we will haraterize the

values of λ respet to the onstants R1, R2.
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A.5. Kirhho�'s onditions

In this setion we will properly haraterize the funtions Ψ = (Ψa)a∈A that satisfy Kirh-

ho�'s onditions (A.3.10)�(A.3.11). First of all, we notie that eah vertex v ∈ V has exatly

three adjaent edges, as Figure A.4 shows. Hene, ontinuity and �ux onditions will be expli-

itly written at the verties of type v
j
i and v̂

j
i of V, where i, j ∈ Z (see A.3.2).
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Fig. A.4: Adjaent edges to the verties of type v̂
j
i (Case (a)) and

type v
j
i (Case (b)).

The main result in this setion will be split in two theorems separating the ases ϕ2(1;λ) 6= 0
and ϕ2(1;λ) = 0, where ϕ2(·;λ) is the funtion de�ned in (A.2.2). This separation is important

beause in the seond ase λ is inluded in the Dirihlet spetrum. The �rst theorem ompletely

haraterizes the funtions that satisfy the �ux and ontinuity onditions stated in (A.3.10)�

(A.3.11).

Theorem A.1. If ϕ2(1;λ) 6= 0, then every funtion Ψ = (Ψa)a∈A satisfying (A.4.3), also

satis�es (A.3.10)�(A.3.11) if and only if, for eah i, j ∈ Z, it holds

−3ϕ1(1;λ)Ψ(vj
i ) + Ψ(v̂j

i ) + Ψ(v̂j
i−1) + Ψ(v̂j+1

i−1 ) = 0, (A.5.1)

−3ϕ1(1;λ)Ψ(v̂j
i ) + Ψ(vj

i ) + Ψ(vj
i+1) + Ψ(vj−1

i+1 ) = 0, (A.5.2)

where ϕ1(·;λ) and ϕ1(·;λ) are the funtions desribed in (A.2.2).

Theorem A.2. If ϕ2(1;λ) = 0, every funtion Ψ = (Ψa)a∈A satisfying (A.4.3), also satis�es

the (A.3.10)�(A.3.11) if and only if the following onditions hold:

(1) There exists kΨ ∈ R, depending on Ψ, suh that

Ψ(vj
i ) = kΨ y Ψ(v̂j

i ) = kΨϕ1(1;λ), ∀i, j ∈ Z. (A.5.3)

(2) If on eah edge a ∈ A the funtions Ψa an be written as

Ψ̃a(t) = Ψ̃a(0)ϕ1(t;λ) + caϕ2(t;λ), (A.5.4)
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where the parameterization t is hosen suh that the edge goes from left to right, then the

onstants (ca)a∈A satisfy the relations:

2kΨϕ
′
1(1;λ) + c[v̂j+1

i−1 ,v
j
i ]
+ c[v̂j

i−1,v
j
i ]
= c[vj

i ,v̂
j
i ]
ϕ1(1;λ), ∀i, j ∈ Z, (A.5.5)

kΨϕ
′
1(1;λ) + c[vj

i ,v̂
j
i ]
ϕ1(1;λ) = c[v̂j

i ,v
j
i+1]

+ c[v̂j
i ,v̂

j−1
i+1 ]

, ∀i, j ∈ Z. (A.5.6)

A.5.1. Proof of Theorem A.1

We begin by ennuniating the following lemma, where we introdue two auxiliary funtions

that will be used in this setion.

Lemma A.1. If ϕ2(1;λ) 6= 0, then there exist two solutions φ1(·;λ) and φ2(·;λ) of (A.2.1)

that satisfy the boundary onditions

φ1(0;λ) = 1, φ1(1;λ) = 0, (A.5.7)

and

φ2(0;λ) = 0, φ2(1;λ) = 1. (A.5.8)

Moreover, φ1(·;λ) and φ2(·;λ) are unique and are determined by

φ1(t;λ) = ϕ1(t;λ)−
(
ϕ1(1;λ)

ϕ2(1;λ)

)
ϕ2(t;λ), (A.5.9)

φ2(t;λ) =

(
1

ϕ2(1;λ)

)
ϕ2(t;λ). (A.5.10)

Demostraión. Existene follows diretly from evaluating (A.5.9)�(A.5.10) in t = 0 and t = 1.
In order to prove uniqueness of φ1(·;λ), let us assume that there exists a funtion φ1b(·;λ)
solution of (A.2.1) that satis�es (A.5.7). This solution an be written as a linear ombination

of ϕ1(·;λ) and ϕ2(·;λ) as follows

φ1b(t;λ) = c1ϕ1(t;λ) + c2ϕ2(t;λ).

Evaluating at t = 0 and using (A.5.7) we obtain c1 = 1. Now, by taking t = 1, from (A.5.7)

and (A.5.9), we get

−
(
ϕ1(1;λ)

ϕ2(1;λ)

)
ϕ2(1;λ) = c2ϕ2(1;λ) (A.5.11)

whih leads to c2 = −
(
ϕ1(1;λ)

ϕ2(1;λ)

)
, i.e., φ1b(t;λ) = φ1(t;λ). Uniqueness of φ2(·;λ) an be

obtained similarly.

Considering the funtions φ1(·;λ) and φ2(·;λ) de�ned in Lemma A.1, we an prove Theorem

A.1 as follows.
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Proof of Theorem A.1. The ondition (A.3.10) is satis�ed if and only if the funtion Ψ =
(Ψa)a∈A has a well-de�ned and unique trae (independent on the edge) on eah vertex v ∈ V
of graphene. In expressions (A.5.1) and (A.5.2) we have expliitly used the values of traes of u
at eah vertex of the form v

j
i , v̂

j
i ∈ V. In order to �nish the proof, we fous in the �ux property

(A.3.11).

We will prove that the identity (A.5.1) is equivalent to the �ux ondition (A.3.11) at the

verties v
j
i of Figure A.4 - Case (a). To simplify notation, we denote byf , g and h to restritions

of the funtion u to the edges [vj
i , v̂

j+1
i−1 ], [v

j
i , v̂

j
i−1] and [vj

i , v̂
j
i ], respetively; and by A, B, C and

D the traes of the funtion Ψ at the vertiees v
j
i , v̂

j+1
i−1 , v̂

j
i−1 and v̂

j
i , respetively (see Figure

A.5).

Sine the funtion Ψ = (Ψa)a∈A satis�es (A.4.3), its traes are well-de�ned at the verties

and ϕ2(1;λ) 6= 0, we an use the funtions φ1(·;λ), φ2(·;λ) de�ned in (A.5.7)�(A.5.8) in order

to �nd its values on eah edge [vj
i , v̂

j+1
i−1 ], [v

j
i , v̂

j
i−1] y [vj

i , v̂
j
i ] in terms of its orresponding values

at the verties as follows, 



f̃(t) = Aφ1(t;λ) + Bφ2(t;λ)

g̃(t) = Aφ1(t;λ) + Cφ2(t;λ)

h̃(t) = Aφ1(t;λ) +Dφ2(t;λ)

(A.5.12)

where f̃ , g̃ and h̃ represent the omposition of the funtions f, g, h with the parameterization

σ de�ned in (A.3.6) for eah edge. With this notation, the ondition (A.3.11) written at the

vertex v̂
j
i is equivalent to

f̃ ′(0) + g̃′(0) + h̃′(0) = 0. (A.5.13)

Then, taking derivatives in (A.5.12) and replaing in (A.5.13), we get

b b

b

b

C = u(vj
i ) A = u(v̂j

i )

B = u(vj
i+1)

D = u(vj−1
i+1 )

f

g

h

Fig. A.5: Verties where the values of funtion u are A, B, C and D.

3Aφ′
1(0;λ) + (B + C +D)φ′

2(0;λ) = 0. (A.5.14)

The values φ′
1(0;λ) and φ

′
2(0;λ) an be diretly obtained by taking derivatives in the de�nitions

(A.5.9)�(A.5.10), evaluating at t = 0 and using the properties (A.2.2). Thus, the identity

(A.5.14) is equivalent to

−3A

(
ϕ1(1;λ)

ϕ2(1;λ)

)
+ (B + C +D)

(
1

ϕ2(1;λ)

)
= 0.
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Multiplying this expression by ϕ2(1;λ), we �nally obtain

−3Aϕ1(1;λ) +B + C +D = 0,

whih is exatly the identity (A.5.1) with the orresponding hanges in nomenlature.

The proof for (A.5.2) is similar, sine equation (A.5.2) is equivalent to the �ux onditions

(A.3.11) established at the verties v̂
j
i (Figure A.4 - Case (b)).

A.5.2. Proof of Theorem A.2

In this setion we study the partiular ase where ϕ2(1;λ) = 0. Sine the funtion ϕ2(·;λ)
also vanishes at t = 0 (see (A.2.2)), then ϕ2(·;λ) is a non-trivial solution of the following

Dirihlet boundary value problem:

{
−ϕ′′

2(x;λ) + V (x)ϕ2(x;λ) = λϕ2(x;λ), in (0, 1)

ϕ2(0;λ) = ϕ2(1;λ) = 0.

Hene, the ase we are interested in this setion orresponds to the values of λ of the spetrum

of the Dirihlet operator assoiated to the di�erential operator H.

In the following lemma we summarize additional properties of the funtions ϕ1(·;λ) and

ϕ2(·;λ) that are satis�ed in this ase.

Lemma A.2. If ϕ2(1;λ) = 0, then

ϕ′
2(1;λ) = ϕ1(1;λ) = 1 y D(λ) = 2, o bien

ϕ′
2(1;λ) = ϕ1(1;λ) = −1 y D(λ) = −2.

where D(λ) has been de�ned in (A.2.5).

Demostraión. From (A.4.1), we have that ϕ1(1− t;λ) and ϕ2(1− t;λ) are solution of (A.2.1)

and, therefore, they an be written as linear ombination of ϕ1(·;λ) and ϕ2(·;λ) as follow

ϕ1(1− t;λ) = ϕ1(1;λ)ϕ1(t;λ)− ϕ′
1(1;λ)ϕ2(t;λ) (A.5.15)

ϕ2(1− t;λ) = ϕ2(1;λ)ϕ1(t;λ)− ϕ′
2(1;λ)ϕ2(t;λ). (A.5.16)

Considering t = 1 in (A.5.15) and in the derivative of (A.5.16), we have

1 = ϕ1(1;λ)
2 − ϕ′

1(1;λ)ϕ2(1;λ)

−1 = ϕ2(1;λ)ϕ
′
1(1;λ)− ϕ′

2(1;λ)
2,

i.e.,

ϕ′
1(1;λ)ϕ2(1;λ) = ϕ1(1;λ)

2 − 1 (A.5.17)

ϕ′
1(1;λ)ϕ2(1;λ) = ϕ′

2(1;λ)
2 − 1. (A.5.18)
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From (A.5.17)�(A.5.18), we have

ϕ′
2(1;λ)

2 = ϕ1(1;λ)
2 = 1 (A.5.19)

and, from (A.2.4), we onlude

ϕ′
2(1;λ) = ϕ1(1;λ) = 1, or ϕ′

2(1;λ) = ϕ1(1;λ) = −1.

Thus, from (A.2.5),

D(λ) = 2, o bien D(λ) = −2,

respetively.

Proof of Theorem A.2. In order to show part (1), we onsider an arbitrary edge a = [v1, v2] ∈
A joining the verties v1, v2. Sine Ψ satis�es (A.4.3), from (A.2.3), we an write

Ψ̃[v1,v2](t) = Ψ̃[v1,v2](0)ϕ1(t;λ) + Ψ̃′
[v1,v2](0)ϕ2(t;λ), ∀t ∈ [0, 1].

Sine ϕ2(1;λ) = 0, we get

Ψ̃[v1,v2](1) = Ψ̃[v1,v2](0)ϕ1(1;λ).

That is,

Ψ(v2) = Ψ(v1)ϕ1(1;λ). (A.5.20)

Sine this relation is true on eah edge and ϕ1(1;λ)
2 = 1, we onlude that going through

two onseutive edges [v1, v2]�[v2, v3] there holds Ψ(v3) = Ψ(v1). Then, using the notation

kΨ = Ψ(v0
0) and notiing that all the verties v

j
i are onneted by the union of two onseutive

edges, we get that

Ψ(vj
i ) = kΨ ∀i, j ∈ Z.

Thus (A.5.3) is obtained using this identity together with (A.5.20) whih allows us to relate

the verties v
j
i with v̂

j
i .

In order to prove (A.5.5), we study the �ux ondition on the verties of type v
j
i ∈ V.

To simplify notation, we denote by f , g and h the restrition of the funtion Ψ to the edges

[v̂j+1
i−1 , v

j
i ], [v̂

j
i−1, v

j
i ] and [vj

i , v̂
j
i ], respetively, and by A, the trae of the funtion Ψ on the entral

vertex v
j
i (see Figure (A.6)). Using (A.5.20), we obtain that the traes of Ψ on the external

verties v̂
j+1
i−1 , v̂

j
i−1 and v̂

j
i , are equal to Aϕ1(1;λ). In order to use the notation in (A.5.4), we

denote by cf , cg and ch the orresponding onstants c[v̂j+1
i−1 ,v

j
i ]
, c[v̂j

i−1,v
j
i ]
and c[vj

i ,v̂
j
i ]
ϕ1(1;λ).

Then, using (A.5.4), we write





f̃(t) = Aϕ1(1;λ) ϕ1(t;λ) + cf ϕ2(t;λ)

g̃(t) = Aϕ1(1;λ) ϕ1(t;λ) + cg ϕ2(t;λ)

h̃(t) = A ϕ1(t;λ) + ch ϕ2(t;λ)

(A.5.21)

where f̃ , g̃ and h̃ represent the omposition of f, g, h with the parameterization σ de�ned in

(A.3.6) for eah edge.
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Ψ(v̂j
i−1) = Aϕ1(1;λ)

Ψ(vj
i ) = A

Ψ(v̂j+1
i−1 ) = Aϕ1(1;λ)

Ψ(v̂j
i ) = Aϕ1(1;λ)

f

g

h
b

b

b

b

Fig. A.6: Verties where the funtion u is A and Aϕ1(1;λ), and the

respetive orientation of the parameterization t.

Thus, the �ux ondition (A.3.11) on the vertex v
j
i an be written as

− f̃ ′(1)− g̃′(1) + h̃′(0) = 0. (A.5.22)

Hene, taking derivative in (A.5.21) and replaing in (A.5.22), from (A.2.2), we get

2Aϕ1(1;λ)ϕ
′
1(1;λ) + (cf + cg)ϕ

′
2(1;λ) = ch.

Multiplying by ϕ1(1;λ) and using (A.2.4) and (A.5.19), we onlude that

2Aϕ′
1(1;λ) + cf + cg = chϕ1(1;λ).

We have proved, with orresponding hanges of notation, that the �ux ondition (A.3.11)

written at the vertex v
j
i is equivalent to the identity (A.5.5).

Similarly, we an prove that the �ux ondition (A.3.11) written at the vertex vértie v̂
j
i is

equivalent to the identity (A.5.6).

Thus, the onditions (A.3.10)�(A.3.11) are satis�ed if and only if the identities (A.5.3),(A.5.5)

and (A.5.6) are also satis�ed.

A.6. Spetral Theory in the Graphene

In this setion we are interested in haraterize all funtions Ψ = (Ψa)a∈A that satisfy (A.4.3),

the ontinuity and �ux onditions (A.3.10)�(A.3.11), and also the quasi-periodiity onditions

(A.4.4)�(A.4.5). The analysis in this setion is restrited to the ase where the values λ ∈ R

satisfy ϕ2(1;λ) 6= 0.

We will use the result showed in Theorem A.1, applied to the verties v
j
i and v̂

j
i , for all

i, j ∈ Z (see A.7).
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v̂
j
i

v
j
i

v̂
j+1
i−1

v̂
j
i−1

bb

b

b

v
j−1
i+1

v
j
i+1 b

b

Fig. A.7: Verties v
j
i and v̂

j
i and their orresponding adjaent verties.

From the de�nitions (A.3.3)�(A.3.4) it holds that

v
j
i = v

j
i+1 − e1, v

j−1
i+1 = v

j
i+1 − e2

v̂
j
i = v̂

j
i−1 + e1, v̂

j+1
i−1 = v̂

j
i−1 + e2.

Hene, properties (A.4.4)�(A.4.5), transform the identities (A.5.1)�(A.5.2) to

−3ϕ1(1;λ)Ψ(vj
i ) +

(
1 +R−1

1 +R−1
1 R2

)
Ψ(v̂j

i ) = 0,

−3ϕ1(1;λ)Ψ(v̂j
i ) +

(
1 +R1 +R1R

−1
2

)
Ψ(vj

i ) = 0.

If we multiply the �rst equation by R1 and reorder the system leaving as variables the quantities

R1Ψ(vj
i ) and Ψ(v̂j

i ), we get

−3ϕ1(1;λ)R1Ψ(vj
i ) +

(
1 +R1 +R2

)
Ψ(v̂j

i ) = 0, (A.6.1)

(
1 +R−1

1 +R−1
2

)
R1Ψ(vj

i )− 3ϕ1(1;λ)Ψ(v̂j
i ) = 0. (A.6.2)

These identities allow us to obtain the solutions in terms of λ,R1 and R2, as a homogeneous

linear system of equations. Thus, we onlude that it as a non-trivial solution if and only if the

determinant of the orresponding matrix is zero, i.e., if

9ϕ1(1;λ)
2 = (1 +R1 +R2)(1 +R−1

1 +R−1
2 ). (A.6.3)

Equation (A.6.3) onstitutes the dispersion relation of graphene for bounded or unbounded

solutions having the quasi-periodi behavior (A.4.4)�(A.4.5). This equation relates the type

of funtions we seek, represented by the onstants R1 and R2 (wave-type), with the values of

λ ∈ C (frequenies) through the funtion ϕ1(1;λ).

In the following setions we will investigate for whih values of λ bounded or unbounded

solutions of the problem are obtained.
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A.6.1. Bounded solutions

In this setion we study the dispersion relation (A.6.3) in the ase where R1 and R2 are suh

that the solution Ψ = (Ψa)a∈A is bounded. Clearly, R1 and R2 must satisfy |R1| = |R2| = 1.

For this analysis, it is onvenient to introdue the auxiliary variables θ1, θ2 ∈ [−π, π] suh
that

R1 = eiθ1 R2 = eiθ2 . (A.6.4)

In this way, the dispersion relation of graphene (A.6.3) beomes

9ϕ1(1;λ)
2 = (1 + eiθ1 + eiθ2)(1 + e−iθ1 + e−iθ2). (A.6.5)

Notiing here that the right hand side is the produt of a omplex number and its onjugate,

we an write

ϕ1(1;λ)
2 = F (θ1, θ2) :=

1
9

∣∣1 + eiθ1 + eiθ2
∣∣2. (A.6.6)

Simple alulations show that

0 ≤ F (θ1, θ2) ≤ 1, ∀θ1, θ2 ∈ [−π, π].
In addition, {

F (θ1, θ2) : θ1, θ2 ∈ [−π, π]
}
= [0, 1].

This result is summarized in the following lemma.

Lemma A.3. For eah θ1, θ2 ∈ [−π, π], the solutions ϕ1(1;λ) of (A.4.3) that satisfy (A.2.2)

also satisfy

ϕ1(1;λ) ∈ [−1, 1].

This result, together with the theory developed in Setion A.2, implies the following oro-

llary.

Corollary A.4. For eah θ1, θ2 ∈ [−π, π], the values of λ assoiated to the solutions ϕ1(1;λ)
of (A.4.3) that satisfy (A.2.2), are given by

λ ∈ ϕ−1
1

(√
F (θ1, θ2)

)
∪ ϕ−1

1

(
−
√
F (θ1, θ2)

)

where ϕ−1
1 denotes the preimage set of the funtion ϕ1(1;λ).

Remark A.5. From (A.2.10), (A.2.11) y (A.2.12), follows that

λ ∈ Aθ ∪ Aπ−θ

where

θ = cos−1
√
F (θ1, θ2)

and the sets Aθ are de�ned by

Aθ = {λi(θ) : i ∈ N}.

103



A.6.2. Unbounded solutions

We study now the dispersion relation (A.6.3) when R1, R2 ∈ R∗
. In this ase, the expression

on the right hand side an have di�erent values for di�erent R1 and R2. That is why we are

interested in haraterizing the regions:

RS =
{
(R1, R2) ∈ R

2 : 0 ≤ (1 +R1 +R2)(1 +R−1
1 +R−1

2 ) < 9
}

(A.6.7)

RU =
{
(R1, R2) ∈ R

2 : 9 ≤ (1 +R1 +R2)(1 +R−1
1 +R−1

2 )
}
. (A.6.8)

We will show Theorem A.3.

Remark A.6. We are not interested in the analysis in the region (1+R1+R2)(1+R
−1
1 +R−1

2 ) <
0, beause in this ase the system (A.6.1)�(A.6.2) does not have a non-trivial solution.

Theorem A.3. The regions RS and RU de�ned in (A.6.7)�(A.6.8) are not empty. Moreover,

they are haraterized by (see Figure A.8):

(i) If R1, R2 > 0, then (R1, R2) ∈ RU .

(ii) If R2 ∈ (−∞,−1), then

(R1, R2) ∈ RS ⇐⇒ R1 ∈
[ −R2

1 +R2
, R1,2

)
∪ [−(1 +R2), R1,1)

(R1, R2) ∈ RU ⇐⇒ R1 ∈ [R1,2, 0) ∪ [R1,1,+∞).

(iii) If R2 = −1, then (R1, R2) ∈ RS.

(iv) If R2 ∈ (−1, 0), then

(R1, R2) ∈ RS ⇐⇒ R1 ∈ (R1,1,−(1 +R2)] ∪
(
R1,2,

−R2

1 +R2

]

(R1, R2) ∈ RU ⇐⇒ R1 ∈ (−∞, R1,1] ∪ (0, R1,2].

(v) If R2 ∈ (0, 7− 4
√
3), then

(R1, R2) ∈ RS ⇐⇒ R1 ∈ [−(1 +R2), R1,1) ∪
(
R1,2,

−R2

1 +R2

]

(R1, R2) ∈ RU ⇐⇒ R1 ∈ [R1,1, R1,2] ∪ (0,+∞).

(vi) If R2 ∈ [7− 4
√
3, 7 + 4

√
3], then

(R1, R2) ∈ RS ⇐⇒ R1 ∈
[
−(1 +R2),

−R2

1 +R2

]

(R1, R2) ∈ RU ⇐⇒ R1 ∈ (0,∞).
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(vii) If R2 ∈ (7 + 4
√
3,∞), then

(R1, R2) ∈ RS ⇐⇒ R1 ∈ [−(1 +R2), R1,2) ∪
(
R1,1,

−R2

1 +R2

]

(R1, R2) ∈ RU ⇐⇒ R1 ∈ [R1,2, R1,1] ∪ (0,+∞).

In (ii), (iv), (v) and (vii), R1,1 and R1,2 are given by

R1,1 = −
(
R2

2 − 6R2 + 1

2(R2 + 1)

)
+

(R2 − 1)
√
R2

2 − 14R2 + 1

2(R2 + 1)

R1,2 = −
(
R2

2 − 6R2 + 1

2(R2 + 1)

)
− (R2 − 1)

√
R2

2 − 14R2 + 1

2(R2 + 1)

Demostraión. In order to show (i), it is enough to notie that

(1 +R1 +R2)(1 +R−1
1 +R−1

2 ) = 3 + (R1 +R−1
1 ) + (R2 +R−1

2 ) +

(
R1

R2

+

(
R1

R2

)−1
)
.

Thus, if R1, R2 > 0, eah term in parenthesis of the right hand side is greater or equal than

two; hene, (R1, R2) ∈ RU .

To study the other ases, let us begin by haraterizing those points that belong to RU ∪RS ,

i.e., those points in the plane that satisfy

G1(R1, R2) := (1 +R1 +R2)(1 +R−1
1 +R−1

2 ) ≥ 0. (A.6.9)

First, it is onvenient to reorder the expression G1(R1, R2) from (A.6.9) as follows:

G1(R1, R2) =
(R1 +R2 + 1)(R1(R2 + 1) +R2)

R1R2

.

Here, the numerator is a quadrati expression when R2 6= −1. In this ase, G1(R1, R2) hanges
sign at the points

−(1 +R2),
−R2

1 +R2
, 0

and, towards −∞, has the same sign as

R2+1
R2

. With this information we an solve inequality

(A.6.9) for R2 in di�erent intervals:

If R2 < −1, it holds R1 ∈
[ −R2

1 +R2
, 0

)
∪ [−(1 +R2),∞). (A.6.10)

If R2 ∈ (−1, 0), it holdse R1 ∈ (−∞,−(1 + R2)] ∪
(
0,

−R2

1 +R2

]
. (A.6.11)

If R2 > 0, it holds R1 ∈
[
−(1 +R2),

−R2

1 +R2

]
∪ (0,∞). (A.6.12)
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Fig. A.8: Regions RS (red) and RU (yellow), separated by the urves α : R1 = −(1 +R2), β : R1 =
−R2

1 +R2

,

γ : R1 = 0, R1 = R1,1 and R1 = R1,2. The white regions are not interesting (see Remark A.6).



If R2 = −1, inequality (A.6.9) beomes

G1(R1,−1) := 1 ≥ 0, (A.6.13)

whih is valid for all R1 ∈ R∗
.

To �nd the separation between the regions RS and RU , it is enough to �nd the solution to

the inequality

G2(R1, R2) := (1 +R1 +R2)(1 +R−1
1 +R−1

2 )− 9 ≥ 0,

whih is equivalent to

G2(R1, R2) =
1

R1R2

(
R2

1(R2 + 1) +R1(R
2
2 − 6R2 + 1) +R2(R2 + 1)

)
≥ 0. (A.6.14)

One again, the ase R2 = −1 an be isolated and (A.6.14) beomes

G2(R1, R2) = −8 ≥ 0,

whih is false for all R1 ∈ R∗
. This, together with (A.6.13), implies (iii).

In the general ase R2 6= −1, if we fator out R2 + 1 in (A.6.14), we have

G2(R1, R2) =
R2 + 1

R1R2

(
R2

1 +R1
R2

2 − 6R2 + 1

R2 + 1
+ R2

)
. (A.6.15)

Then, to solve inequality (A.6.14), we an see that it is onvenient to fatorize the quadrati

expression

R2
1 +R1

R2
2 − 6R2 + 1

R2 + 1
+R2, (A.6.16)

whose disriminant is

△ =
(R2 − 1)2(R2

2 − 14R2 + 1)

(R2 + 1)2
=

(R2 − 1)2
(
R2 − (7 + 4

√
3)
)(
R2 − (7− 4

√
3)
)

(R2 + 1)2
.

Thus, if R2 ∈ [7− 4
√
3, 7 + 4

√
3] ⊆ R+

, the quadrati expression (A.6.16) is always greater or

equal than zero, and then, inequality (A.6.14) is equivalent to

1

R1
≥ 0, (A.6.17)

whose solution belong to (0,∞). This, together with (A.6.12), implies (vi).

If R2 /∈ [7− 4
√
3, 7 + 4

√
3], the quadrati (A.6.16) an be written as

(R1 −R1,1)(R1 −R1,2),
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where R1,1 and R1,2 are given by

R1,1 = −
(
R2

2 − 6R2 + 1

2(R2 + 1)

)
+

(R2 − 1)
√
R2

2 − 14R2 + 1

2(R2 + 1)

R1,2 = −
(
R2

2 − 6R2 + 1

2(R2 + 1)

)
− (R2 − 1)

√
R2

2 − 14R2 + 1

2(R2 + 1)
.

Hene, we an fatorize (A.6.15) as follows:

G2(R1, R2) =
R2 + 1

R1R2

(R1 − R1,1)(R1 − R1,2).

In this ase, G2(R1, R2) hanges sign at the points

R1,1, R1,2, 0

and, towards −∞, has the same sign as

R2+1
R2

. Using this information we an solve inequality

(A.6.14) for R2 in di�erent intervals as follows:

If R2 < −1, it holds that R1 ∈ [R1,2, 0) ∪ [R1,1,+∞),

If R2 ∈ (−1, 0), it holds that R1 ∈ (−∞, R1,1] ∪ (0, R1,2],

If R2 ∈ (0, 7− 4
√
3), it holds that R1 ∈ [R1,1, R1,2] ∪ (0,+∞),

If R2 > 7 + 4
√
3, it holds that R1 ∈ [R1,2, R1,1] ∪ (0,+∞).

Comparing this result and (A.6.10)�(A.6.11), we obtain the ases (ii), (iv), (v) and (vii).

Remark A.7. From (A.2.10), (A.2.11) y (A.2.12), the following ases hold:

If (R1, R2) ∈ RS , λ ∈ Aθ ∪ Aπ−θ, with θ = cos−1
√
G(θ1, θ2) ∈ (0, π/2]

If (R1, R2) ∈ RU , λ ∈ Bθ ∪ Cθ, with θ = cosh−1
√
G(θ1, θ2) ∈ (0,∞).

Here, the sets Aθ, Bθ and Cθ are de�ned by

Aθ = {λi(θ) : i ∈ N}, Bθ = {µi(θ) : i ∈ N}, Cθ = {νi(θ) : i ∈ N},

where λi(θ), µi(θ) and νi(θ) are the eigenvalues mentioned in the problems (A.2.6), (A.2.7) and

(A.2.8), respetively, and the funtion G is given by

G(θ1, θ2) =
1

9
(1 +R1 +R2)(1 +R−1

1 +R−1
2 ).

Remark A.8. The eigenvetors obtained for eah value of λ = λ(R1, R2) satisfy (A.6.1) and

(A.6.3). Then, it values at the verties (vj
i ) and (v̂j

i ) satisfy the relation

Ψ(v̂j
i ) = ±R1

√
1 +R−1

1 +R−1
2

1 +R1 +R2
Ψ(vj

i ) (A.6.18)
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Using (A.4.4)�(A.4.5) and (A.6.18) we obtain that the eigenvetors are haraterized by:

Ψ(vj
i ) = Ri

1R
j
2Ψ(v0

0),

Ψ(v̂j
i ) = ±Ri+1

1 Rj
2

√
1 +R−1

1 +R−1
2

1 +R1 +R2

Ψ(v0
0).

A.7. Conlusions

We solved the eigenvalues problem for the Hamiltonian of the eletron wave funtion in

graphene onsidering Kirhho� onditions, haraterizing the stability of the solution.

Knowing that the spetrum of the Hill equation (A.2.1) an be ompletely haraterized in

one dimension by Theorem A.2.9, we looked for an analogous result for the spetrum of the

Hamiltonian H, de�ned in (A.4.2), in the hexagonal network G for graphene.

We divided the problem in two ases depending on the boundary ondition: Dirihlet on-

ditions when one of the basis funtion of the Hill equation is equal to zero, ϕ2(1, λ) = 0; and
a non-trivial ase otherwise, ϕ2(1, λ) 6= 0. The analysis of both ases led us to the two main

theorems of this work, A.1 and A.2 respetively.

We obtained bounded solutions when onsidering normalized imaginary harateristi mul-

tipliers, (A.6.4), whih are two dimensional analog of the one dimensional Bloh spetrum. We

expliitly obtained the dispersion relation of the problem (A.6.3). From this we veri�ed that

the basis funtion ϕ1(1;λ) is greater than minus one and less than one, as established by the

Lemma A.3. Thus, this result oinides with the theory developed in one dimension [3℄. Ho-

wever, when we onsider real harateristi multipliers, R1, R2 ∈ R∗
, the analogy breaks down.

In one dimension all the solutions are unstable, while in the graph G we obtained di�erent

regions where the solutions an be stable or unstable depending upon the eigenvalues. These

regions are ompletely de�ned as indiated in Theorem A.3 and the spetrum ofH is ompletely

determined.
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Apéndie B

A mathematial basis for the graphene

C. Cona

1

, J. San Martín

2

and V. Solano

3

ABSTRACT: In this paper we introdue the onept of mathematial basis for the graphe-

ne honeyomb struture, and thus the study of eigenvalues problem an be redued to one

dimension.

B.1. Introdution

Graphene is a novel material with arbon atoms arranged in a honeyomb lattie. In the past

years it has aught the attention of the sienti� ommunity for its unique eletroni properties

[2, 8, 19, 28, 32, 39, 53℄. The behavior of the eletrons in the lattie an be aptured by solving

the Hamilton equations of the system as an spetral, or eigenvalues, problem HΨ ≡ λΨ.
However, a omplete analytial solution stands as a mathematial hallenge.

We present a new basis of representation for the graphene honeyomb struture G that

failitates the solution of the eigenvalue problem by reduing it to one dimension. For this,

we de�ne two spaes in the geometrial basis G, L2(G) and H2(G), that allow us to solve the

Hamiltonian in the edges of G as H : H2(G) ⊂ L2(G) → L2(G).
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The paper is organized as follows. As part of this introdution, in Subsetion B.1.1 we show

a survey of the previous results and in Subsetion B.1.2 we de�ne the basis of the graphene as

a set of edges Lq of G suh that every eigenfuntion Ψ an be extended to all G from the values

of Ψ in eah edge Lq. We also expliity show the anonial basis of the system and some of its

properties are presented. In Setion B.2, we present the proofs of the prinipal results exposed

in Subsetion B.1.2. Finally, in Setion B.3 we analyze bases with support in the half-plane,

i.e., we seek for solutions of HΨ ≡ λΨ suh that Ψ ∈ L2(G) has a ompat support.

B.1.1. Survey of the previous results

The mathematial de�nition of the problem has been set in previous works [16℄. However,

here we summarize theorems and de�nitions neessaries to present our urrent results.

Floquet Theory

Let us onsider the Hill's equation de�ned in [22℄ as

− u′′(x) + V (x)u(x) = λu(x). (B.1.1)

Here, the funtion V is real, pieewise-ontinuous and 1-periodi. We know that equation (B.1.1)

has a basis of two linearly independent solutions ϕ1(·;λ) and ϕ2(·;λ), funtions of the parameter

λ, that satisfy

ϕ1(0;λ) = 1, ϕ′
1(0;λ) = 0, ϕ2(0;λ) = 0, ϕ′

2(0;λ) = 1. (B.1.2)

It is lear that any solution u of (B.1.1) an be written as a linear ombination:

u(x) = u(0)ϕ1(x;λ) + u′(0)ϕ2(x;λ). (B.1.3)

The disriminant of (B.1.1) is given by

D(λ) = ϕ1(1;λ) + ϕ′
2(1;λ).

If the funtion V satisfys the simmetry relation V (1− x) = V (x), then

ϕ′
2(1;λ) = ϕ1(1;λ), (B.1.4)

implying

D = 2ϕ1(1;λ). (B.1.5)
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Fig. B.1: Verties v
j
i
and v̂

j
i representing the graphene G.

The graphene

The graphene is a substane made of pure arbon, where the atoms follow a regular hexagon

pattern. This atoms are mathematially desribed by a set of verties V ⊆ R2
as Figure B.1

shows.

More preisely, let us introdue the vetors

e1 =
(

3
2
,
√
3
2

)
y e2 =

(
0,
√
3
)
. (B.1.6)

Then, the set of verties V is de�ned by

V =
{
v
j
i , v̂

j
i : i, j ∈ Z

}
, (B.1.7)

where the family of verties (vj
i )i,j∈Z and (v̂j

i )i,j∈Z are de�ned by the relations:

v
j
i = ie1 + je2 (B.1.8)

v̂
j
i = v

j
i + (1, 0). (B.1.9)

As Figure B.1 shows, these verties are onneted by a set of edges A de�ned by

A =
{
ai,jE , a

i,j
N , a

i,j
S : ai,jE = [vj

i , v̂
j
i ], a

i,j
N = [vj

i , v̂
j
i−1], a

i,j
S = [vj

i , v̂
j+1
i−1 ], i, j ∈ Z

}
, (B.1.10)

as it is displayed in Figure B.2. These set of edges and verties onstitute an hexagonal grid.

Using this notation, the struture of the graphene is represented by a non-oriented graph G
determined by the set of verties and edges previously de�ned, i.e.,

G = (V,A).
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We notie that eah edge of the graphene is bijetive to the segment [0, 1] ⊆ R. In fat, in

order to visualize this bijetion, we onsider the parameterization σ, oriented from v to w,

de�ned by:

σ : [0, 1]× R2 × R2 → R2

(t; v,w) 7→ σ(t; v,w) = v + t(w − v).
(B.1.11)

Thus, eah edge [v1, v2] ∈ A an be written as σ([0, 1]; v1, v2). The inverse funtion is suh

that

x ∈ [v1, v2] 7→ σ
−1(x; v1, v2) =

‖ x− v1 ‖
‖ v2 − v1 ‖

. (B.1.12)

Using the parametrization (B.1.11), whose inverse is (B.1.12), for eah edge [v1, v2] ∈ A we

an de�ne the spae L2(v1, v2) as follows:

L2(v1, v2) =
{
Ψ̃ ◦ σ−1(·; v1, v2) : Ψ̃ ∈ L2(0, 1)

}
,

endowed with the norm ‖Ψ̃ ◦σ−1(·; v1, v2)‖L2(v1,v2) = ‖Ψ̃‖L2(0,1). Then, we an de�ne L2(A) as:

L2(A) =
{
(Ψa)a∈A ∈

⊗

a∈A
L2(a) :

∑

a∈A
‖Ψa‖2L2(a) <∞

}
. (B.1.13)

This spae an be also alled L2(G).

Similarly, for eah edge [v1, v2] ∈ A we an de�ne the Sobolev spae H2(v1, v2) by:

H2(v1, v2) =
{
Ψ̃ ◦ σ−1(·; v1, v2) : Ψ̃ ∈ H2(0, 1)

}
,

endowed the norm ‖Ψ̃ ◦ σ
−1(·; v1, v2)‖H2(v1,v2) = ‖Ψ̃‖H2(0,1). Thus, the Sobolev spae H2(G)

is de�ned as the subset of funtions (Ψa)a∈A ∈ ⊗a∈AH
2(a) whih satisfy the three following

onditions:

∑

a∈A
‖Ψa‖2H2(a) <∞, (B.1.14)

∀v ∈ V, ∀a1, a2 ∈ A [v ∈ a1 ∩ a2 ⇒ Ψa1(v) = Ψa2(v)], (B.1.15)

∀v ∈ V
∑

v2∈V

[v,v2]∈A

DΨ[v,v2](v; v2 − v) = 0, (B.1.16)
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where we have denoted by DΨ[v,v2](v; v2−v) the diretional derivative of the funtion Ψ[v,v2] at

the point v in the diretion [v2−v]. This onditions are usually alled Neumann onditions of the

graphene or Kirhho� onditions. The �rst ondition, (B.1.15), orresponds to the ontinuity

ondition on eah vertex going from one edge to the other. The seond ondition, (B.1.16),

states that the sum of the outward �uxes from the vertex v must be zero.

The Hamiltonian of graphene

Let us now de�ne the Hamiltonian of graphene in L2(G). Let V (t) be a funtion in L2(0, 1)
suh that

V (t) = V (1− t). (B.1.17)

The Hamiltonian of graphene H : D(H) ⊂ L2(G) → L2(G) is the operator, with domain

D(H) = H2(G), that maps Ψ = (Ψa)a∈A ∈ H2(G) to HΨ ∈ L2(G), HΨ = ((HΨ)a)a∈A, suh
that

(HΨ)a(x) =
(
−Ψ̃′′

a + V Ψ̃a

)
◦ σ−1(x; a), (B.1.18)

where, for eah edge a ∈ A, Ψ̃a = Ψa ◦ σ(·; a) ∈ H2(0, 1).

The goal of this setion is to study the spetrum of the operator H, haraterizing the

funtions Ψ whih are bounded or unbounded solutions. In order to do this, we seek for non-

zero funtions Ψ = (Ψa)a∈A satisfying (B.1.15)�(B.1.16) and the following di�erential equations

− Ψ̃′′
a(t) + V (t)Ψ̃a(t) = λΨ̃a(t), ∀a ∈ A, ∀t ∈ (0, 1), (B.1.19)

where λ ∈ R is a parameter.

Kirhho�'s onditions

In this setion we will properly haraterize the funtions Ψ = (Ψa)a∈A that satisfy Kirh-

ho�'s onditions (B.1.15)�(B.1.16). First of all, we notie that eah vertex v ∈ V has exatly

three adjaent edges, as Figure B.3 shows. Hene, ontinuity and �ux onditions will be expli-

itly written at the verties of type v
j
i and v̂

j
i of V, where i, j ∈ Z (see de�nition (B.1.7)).

The main result in this setion will be splited in two theorems separating the ases ϕ2(1;λ) 6=
0 and ϕ2(1;λ) = 0, where ϕ2(·;λ) is the funtion de�ned in (B.1.2). This separation is important

beause in the seond ase λ is inluded in the Dirihlet ase. The �rst Theorem ompletely

haraterizes the funtions that satisfy the �ux and ontinuity onditions stated in (B.1.15)�

(B.1.16).

Theorem B.1. If ϕ2(1;λ) 6= 0, then every funtion Ψ = (Ψa)a∈A satisfying (B.1.19), also
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satis�es (B.1.15)�(B.1.16) if and only if, for eah i, j ∈ Z, it holds

−3ϕ1(1;λ)Ψ(vj
i ) + Ψ(v̂j

i ) + Ψ(v̂j
i−1) + Ψ(v̂j+1

i−1 ) = 0, (B.1.20)

−3ϕ1(1;λ)Ψ(v̂j
i ) + Ψ(vj

i ) + Ψ(vj
i+1) + Ψ(vj−1

i+1 ) = 0, (B.1.21)

where ϕ1(·;λ) and ϕ1(·;λ) are the funtions desribed in (B.1.2).

Theorem B.2. If ϕ2(1;λ) = 0, every funtion Ψ = (Ψa)a∈A satisfying (B.1.19), also satis�es

the (B.1.15)�(B.1.16) if and only if the following onditions hold:

(1) There exists kΨ ∈ R, depending on Ψ, suh that

Ψ(vj
i ) = kΨ y Ψ(v̂j

i ) = kΨϕ1(1;λ), ∀i, j ∈ Z. (B.1.22)

(2) If on eah edge a ∈ A the funtions Ψa an be written as

Ψ̃a(t) = Ψ̃a(0)ϕ1(t;λ) + caϕ2(t;λ), (B.1.23)

where the parameterization t is hosen suh that the edge goes from left to right, then the

onstants (ca)a∈A satisfy the relations:

2kΨϕ
′
1(1;λ) + c[v̂j+1

i−1 ,v
j
i ]
+ c[v̂j

i−1,v
j
i ]
= c[vj

i ,v̂
j
i ]
ϕ1(1;λ), ∀i, j ∈ Z, (B.1.24)

kΨϕ
′
1(1;λ) + c[vj

i ,v̂
j
i ]
ϕ1(1;λ) = c[v̂j

i ,v
j
i+1]

+ c[v̂j
i ,v̂

j−1
i+1 ]

, ∀i, j ∈ Z. (B.1.25)

B.1.2. Presentation of new results

The goal of this artile is to study in more detail the struture of the funtion spae Ψ =
(Ψa)a∈A that satis�es the Kirhho� onditions (B.1.15)�(B.1.16) and the equations (B.1.19).

Onwards we will onsider these type of funtions, and a parameter λ suh that ϕ2(1;λ) 6= 0,
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where ϕ2(·;λ) is the funtion desribed in (B.1.2), and therefore the onlusions in Theorem

B.1 hold true.

In the hexagonal grid G, we all pro�le Lq, q ∈ Z, to the following set of verties (see Figure

B.4):

Lq = {vq−k
2k , v̂q−k

2k , vq−k
2k+1, v̂

q−k
2k+1 : k ∈ Z}. (B.1.26)

Thus, all the verties of G belong to one of these sets, i.e,

V =
⋃

q∈Z
Lq.
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Fig. B.4: Set Lq, q ∈ {−1, 0, 1} ⊂ Z and its respetive edges.

The pro�le Lq onsists of four generating verties periodially repeated with period 2e1−e2.

That is, for all k ∈ N,

v
q−k
2k = v

q
0 + k(2e1 − e2) (B.1.27)

v̂
q−k
2k = v̂

q
0 + k(2e1 − e2) (B.1.28)

v
q−k
2k+1 = v

q
1 + k(2e1 − e2) (B.1.29)

v̂
q−k
2k+1 = v̂

q
1 + k(2e1 − e2). (B.1.30)

Proposition B.1. Let Ψ ∈ L2(G) suh that HΨ ≡ λΨ. If the values of Ψ at the verties of

Lq are known, then the value of Ψ at every node and edge of G an be determined by using the

following reursive relations:
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(B.1.31)
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)
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, (B.1.32)

with

M =




s s2 − 1 s 1 s 1

−1 −s −1 0 0 0

0 0 0 −1 −s −1

1 s 1 s s2 − 1 s



. (B.1.33)

and

s = −3ϕ1(1;λ),

where ϕ1(·;λ) de�ned (B.1.2).

Corollary B.2. If Ψ ∈ L2(G) is suh that HΨ ≡ λΨ and Ψ = 0 at eah vertex of Lq, for some

�x q ∈ Z, then Ψ ≡ 0.

Remark B.3. We say that the pro�le Lq is a basis for the graphene G, beause every funtion

Ψ de�ned on G an be generated from the values of Ψ at eah node of Lq.

Remark B.4. Sine all pro�les Lq an be hosen as a basis for graphene, without loss of

generality we expliitly de�ned the basis funtion for q = 0. Using the one-dimensional struture
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of L0, it is known that an arbitrary funtion in this pro�le, an be generated by introduing a

anonial basis. This basis is omposed by funtions, whose values on eah vertex of L0 are

equal to zero, exept in one of them where the value beomes one. The L0 verties are de�ned in

(B.1.26), from four ore verties and the observed periodiity on (B.1.27)�(B.1.30). We denote

the anonial basis funtions in L0 by Φ1,k, Φ2,k, Φ3,k, Φ4,k, k ∈ Z, suh that

Φ1,k(v) = 0 ∀v ∈ L0 \ {v−k
2k }, Φ1,k(v

−k
2k ) = 1, (B.1.34)

Φ2,k(v) = 0 ∀v ∈ L0 \ {v̂−k
2k }, Φ2,k(v̂

−k
2k ) = 1, (B.1.35)

Φ3,k(v) = 0 ∀v ∈ L0 \ {v−k
2k+1}, Φ3,k(v

−k
2k+1) = 1, (B.1.36)

Φ4,k(v) = 0 ∀v ∈ L0 \ {v̂−k
2k+1}, Φ4,k(v̂

−k
2k+1) = 1. (B.1.37)

If we have de�ned this funtions in the pro�le L0, we an extend it to G thanks to Proposition

B.1, and thus we obtain a anonial basis for the omplete graphene G.

b

bb

bb

bb

bb

b

b

b

0

0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 0

Fig. B.5: Funtion Φ1,k in some verties of L0, inluding the

vertex v
−k
2k where is equal to one.

In (B.1.34)�(B.1.37) we introdued the funtions Φ1,k, Φ2,k, Φ3,k, Φ4,k, k ∈ Z, that form the

anonial base of the graphene. Also, by de�nition, we know the value of these funtions in the

verties of the pro�le L0. In this setion, we are interested in alulating the values of these

funtions in the others pro�les Lq, for q ∈ Z \ {0}.

The support is bounded in the pro�le L0. One of the question that we want to address is

whether the support is still bounded in the rest of the pro�les and in the omplete graphene.

Using the periodiity of the L0, all the analysis in this setion an be onentrated in the study

of the funtions Φ1,0,Φ2,0, Φ3,0 y Φ4,0. One we know ompletely these funtions, the other ones

are horizontal translations (respet to the vetor 2e1 − e2).

Theorem B.3. Let us onsider the funtion Φ1,0 de�ned in (B.1.34) and the vetor X =
2e1 − e2 = (3, 0).

(i) In all the pro�les Lq, with q ≥ 1, we have that for all j ≥ q

Φ1,0(v̂
q
1 + (j − 1)X) = Φ1,0(v

q
0 + jX) = Φ1,0(v̂

q
0 + jX) = Φ1,0(v

q
1 + jX) = 0. (B.1.38)

(ii) In all the pro�les Lq, with q ≥ 1, we have that for all j ≥ −q

Φ1,0(v̂
q
1 + (j − 1)X) = Φ1,0(v

q
0 + jX) = Φ1,0(v̂

q
0 + jX) = Φ1,0(v

q
1 + jX) = 0. (B.1.39)
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(iii) In all the pro�les Lq, with q ≥ 1, we have that for j = q − 1

Φ1,0(v̂
q
1 + (j − 1)X) = s, Φ1,0(v

q
0 + jX) = −1,

Φ1,0(v̂
q
0 + jX) = 0, Φ1,0(v

q
1 + jX) = 1.

(B.1.40)

(iv) In all the pro�les Lq, with q ≥ 2, we have that for j = −q + 1

Φ1,0(v̂
q
1 + (j − 1)X) = s, Φ1,0(v

q
0 + jX) = 0,

Φ1,0(v̂
q
0 + jX) = −s, Φ1,0(v

q
1 + jX) = s2.

(B.1.41)

(v) In all the pro�les Lq, with q ≥ 2, we have that for j = q − 2

Φ1,0(v̂
q
1 + (j − 1)X) = (2q − 3)s(s2 − 1),

Φ1,0(v
q
0 + jX) = −(2q − 3)(s2 − 1),

Φ1,0(v̂
q
0 + jX) = −s,

Φ1,0(v
q
1 + jX) = (2q − 2)(s2 − 1).

(B.1.42)

(vi) In all the pro�les Lq, with q ≥ 3, we have that for j = −q + 2

Φ1,0(v̂
q
1 + (j − 1)X) = (2q − 3)s(s2 + 1),

Φ1,0(v
q
0 + jX) = −s2,

Φ1,0(v̂
q
0 + jX) = −(2q − 4)s(s2 + 1),

Φ1,0(v
q
1 + jX) = (2q − 4)s2(s2 + 1).

(B.1.43)

(vii) The values of Φ1,0 in the pro�les Lq with q < 0 an be obtained from the previous items

onsidering the antisymmetry as follows:

y1 + y2
2

=

√
3

2
⇒ Φ1,0(x, y1) + Φ1,0(x, y2) = 0. (B.1.44)

Moreover, we an haraterize the funtions Φ2,0, Φ3,0 y Φ4,0. Considering the respetive

symmetries, we an write

Φ2(x, y) = Φ1 (1− x, y)

Φ3(x, y) = Φ1

(
x− 3

2
,
√
3
2
− y
)

Φ4(x, y) = Φ1

(
5
2
− x,

√
3
2
− y
) .

Therefore, from here, we have that

From (iii) of Theorem B.3, we an onlude that Φ1,0, Φ2,0, Φ3,0 and Φ4,0 are not bounded.
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Fig. B.6: Funtion Φ1,0 evaluated at eah vertex of G. The di�erent olors

illustrate the respetive parts (i)�(vi) of Theomre B.3. Here, S = s2 − 1.



From (v) of Theorem B.3, we an onlude that Φ1,0, Φ2,0, Φ3,0 and Φ4,0 do not have

ompat support.

It is possible to prove that the �nite linear ombinations of Φ1,0, Φ2,0, Φ3,0 and Φ4,0 are

not bounded and do not have ompat support.

B.2. Proof of the main results

Now we will prove the main results stated in Setion B.1.2.

B.2.1. A anonial basis for the graphene

This subsetion is devoted to the proof of Proposition B.1, and its respetive orollary.

For q, k ∈ Z, we onsider the verties in the sets Lq and Lq+1, as Figure B.7 shows. We reall

that Lq is 4-periodi, for all q ∈ Z.

v̂
q+1−(k−1)
2(k−1)+1

b

b

b

b b

b b

b b

bb

b v̂
q+1−k
2k

v̂
q−(k−1)
2(k−1)+1 v̂

q−k
2k+1

v̂
q−k
2k

v
q−(k−1)
2(k−1)+1

v
q+1−k
2k

v
q+1−k
2k+1

v
q−k
2k

v
q−k
2k+1

Fig. B.7: Verties of Lq and Lq+1, k ∈ Z.

In order to make notation simpler, we write Ψj
i instead of Ψ(vj

i ) and Ψ̂j
i instead of Ψ(v̂j

i ).

Using (B.1.21), with i = 2(k− 1)+ 1 y j = q− k, and (B.1.20), with i = 2k+1 y j = k− q,
we get the following equations (see Figure B.7):

Ψ
(q+1)−k

2k = −
(
Ψ

q−(k−1)
2(k−1)+1 + sΨ̂

q−(k−1)
2(k−1)+1 +Ψq−k

2k

)
(B.2.1)
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Ψ̂
(q+1)−k

2k = −
(
Ψ̂q−k

2k + sΨq−k
2k+1 + Ψ̂q−k

2k+1

)
. (B.2.2)

Similarly, from (B.1.20) and (B.1.21), both with i = 2k y j = (q + 1) − k, we obtain the

system

Ψ̂
(q+1)−(k−1)
2(k−1)+1 = −

(
Ψ̂

q−(k−1)
2(k−1)+1 + sΨ

(q+1)−k

2k + Ψ̂
(q+1)−k

2k

)
(B.2.3)

Ψ
(q+1)−k

2k+1 = −
(
Ψ

(q+1)−k

2k + sΨ̂
(q+1)−k

2k +Ψq−k
2k+1

)
. (B.2.4)

Replaing (B.2.1) and (B.2.2) in (B.2.3) and (B.2.4), and fatorizing we obtain (B.1.31).

We analyze now the verties in Lq−1 (see Figure B.8). Following the same proedure as

before, from (B.1.20), with i = 2(k − 1) + 1 y j = (q − 1)− k, and (B.1.21), with i = 2(k − 1)
y j = q − k, we get

Ψ̂
(q−1)−k

2(k−1) = −
(
Ψ̂q−k

2(k−1) + sΨ
(q−1)−k

2(k−1)+1 + Ψ̂
(q−1)−k

2(k−1)+1

)
,

Ψ
(q−1)−k

2(k−1)+1 = −
(
Ψq−k

2(k−1) + sΨ̂q−k

2(k−1) +Ψq−k

2(k−1)+1

)
.

By using (B.1.20), with i = 2k y j = q−k, and (B.1.21), with i = 2(k−1)+1 y j = (q−1)−k,
we also obtain

Ψ̂
(q−1)−k

2(k−1)+1 = −
(
Ψ̂q−k

2(k−1)+1 + sΨq−k
2k + Ψ̂q−k

2k

)

Ψ
(q−1)−k

2k = −
(
Ψ

(q−1)−k

2(k−1)+1 + sΨ̂
(q−1)−k

2(k−1)+1 +Ψq−k
2k

)
.

This ompletes the proof of Proposition B.1.

v
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2k

v
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bb

bb

b

bb

b b

b

b b

v
q−k

2(k−1)

v̂
q−k

2(k−1)

v̂
q−1−k
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v
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2(k−1)+1

v̂
q−1−(k+1)
2(k−1)+1

v
q−1−(k+1)
2k

Fig. B.8: Verties of Lq and Lq−1, k ∈ Z.
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If Ψ ≡ 0 at eah vertex of Lq, then, from (B.1.20) and (B.1.21), we an onlude that Ψ(x)
at eah vertex of Lq+k, for all k ∈ Z. Thus, Ψ is zero on eah edge of G, hene it is zero in all

G.

B.2.2. Properties of the anonial basis

In this subsetion, we will prove parts (i)�(vii) of Theorem B.3, one by one.

(i) We will prove that (B.1.38) is true for all q ≥ 1 by indution over q.

For q = 1, we have to show that

Φ1,0(v̂
1
1 + (j − 1)X) = Φ1,0(v

1
0 + jX) = Φ1,0(v̂

1
0 + jX) = Φ1,0(v

1
1 + jX) = 0, ∀j ≥ 1,

i.e.,

Φ1,0(v̂
1−(j−1)
2(j−1)+1) = Φ1,0(v

1−j
2j ) = Φ1,0(v̂

1−j
2j ) = Φ1,0(v

1−j
2j+1) = 0, ∀j ≥ 1. (B.2.5)

Using (B.1.31) with q = 0 and k = j, we have that




Φ1,0(v̂
1−(j−1)
2(j−1)+1)

Φ1,0(v
1−j
2j )

Φ1,0(v̂
1−j
2j )

Φ1,0(v
1−j
2j+1)




= M




Φ1,0(v
−(j−1)
2(j−1)+1)

Φ1,0(v̂
−(j−1)
2(j−1)+1)

Φ1,0(v
−j
2j )

Φ1,0(v̂
−j
2j )

Φ1,0(v
−j
2j+1)

Φ1,0(v̂
−j
2j+1)




.

In the right hand side we have the values of Φ1,0 in L0, that are given by (B.1.34), and we an

see that they are all zero when j > 0. Thus, (B.2.5) is true.

Suppose now that (B.1.38) is true for q. Let is see that is also true for q + 1, i.e., we will

show it for all j ≥ q + 1

Φ1,0(v̂
q+1
1 + (j − 1)X) = Φ1,0(v

q+1
0 + jX) = Φ1,0(v̂

q+1
0 + jX) = Φ1,0(v

q+1
1 + jX) = 0,

i.e.,

Φ1,0(v̂
(q+1)−(j−1)
2(j−1)+1 ) = Φ1,0(v

(q+1)−j
2j ) = Φ1,0(v̂

(q+1)−j
2j ) = Φ1,0(v

(q+1)−j
2j+1 ) = 0, ∀j ≥ q + 1.
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Using (B.1.31) with k = j,




Φ1,0(v̂
(q+1)−(j−1)
2(j−1)+1 )

Φ1,0(v
(q+1)−j
2j )

Φ1,0(v̂
(q+1)−j
2j )

Φ1,0(v
(q+1)−j
2j+1 )




= M




Φ1,0(v
q−(j−1)
2(j−1)+1)

Φ1,0(v̂
q−(j−1)
2(j−1)+1)

Φ1,0(v
q−j
2j )

Φ1,0(v̂
q−j
2j )

Φ1,0(v
q−j
2j+1)

Φ1,0(v̂
q−j
2j+1)




.

Here again the right hand side is the null vetor. Indeed, from the indution hypothesis, the four

entral terms are zero, beause j ≥ q. The lower term is zero using the indution hypothesis

for j + 1 ≥ q. Finally, the �rst term is null using the indution hypothesis for j − 1 ≥ q.

In this way, (B.1.38) is true for all q ≥ 1.

(ii) We will prove that (B.1.39) is true for all q ≥ 1 by indution over q.

For q = 1, we have to show that

Φ1,0(v̂
1
1 + (j − 1)X) = Φ1,0(v

1
0 + jX) = Φ1,0(v̂

1
0 + jX) = Φ1,0(v

1
1 + jX) = 0,

i.e.,

Φ1,0(v̂
1−(j−1)
2(j−1)+1) = Φ1,0(v

1−j
2j ) = Φ1,0(v̂

1−j
2j ) = Φ1,0(v

1−j
2j+1) = 0, ∀j ≤ −1. (B.2.6)

Using (B.1.31) with q = 0 and k = j, we have that




Φ1,0(v̂
1−(j−1)
2(j−1)+1)

Φ1,0(v
1−j
2j )

Φ1,0(v̂
1−j
2j )

Φ1,0(v
1−j
2j+1)




= M




Φ1,0(v
−(j−1)
2(j−1)+1)

Φ1,0(v̂
−(j−1)
2(j−1)+1)

Φ1,0(v
−j
2j )

Φ1,0(v̂
−j
2j )

Φ1,0(v
−j
2j+1)

Φ1,0(v̂
−j
2j+1)




.

In the right hand side we have the values of Φ1,0 in the pro�le L0, that are given by (B.1.34),

and we an see that they are all zero when j ≤ −1. Thus, (B.2.6) is true.

Suppose now that (B.2.6) is true for q. Let us see that it is also true for q + 1, i.e., we will
show it for all j ≤ −q − 1

Φ1,0(v̂
q+1
1 + (j − 1)X) = Φ1,0(v

q+1
0 + jX) = Φ1,0(v̂

q+1
0 + jX) = Φ1,0(v

q+1
1 + jX) = 0,
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i.e.,

Φ1,0(v̂
(q+1)−(j−1)
2(j−1)+1 ) = Φ1,0(v

(q+1)−j
2j ) = Φ1,0(v̂

(q+1)−j
2j ) = Φ1,0(v

(q+1)−j
2j+1 ) = 0, ∀j ≤ −q − 1.

Using (B.1.31) with k = j.




Φ1,0(v̂
(q+1)−(j−1)
2(j−1)+1 )

Φ1,0(v
(q+1)−j
2j )

Φ1,0(v̂
(q+1)−j
2j )

Φ1,0(v
(q+1)−j
2j+1 )




= M




Φ1,0(v
q−(j−1)
2(j−1)+1)

Φ1,0(v̂
q−(j−1)
2(j−1)+1)

Φ1,0(v
q−j
2j )

Φ1,0(v̂
q−j
2j )

Φ1,0(v
i−j
2j+1)

Φ1,0(v̂
q−j
2j+1)




.

Here again the right hand side is the null vetor. Indeed, from the indution hypothesis, the four

entral terms are zero, beause j ≤ −q − 1 ≤ −q. The lower term is zero using the indution

hypothesis for j + 1 ≤ −q. Finally, the �rst term is null using the indution hypothesis for

j − 1 ≤ −q.

In this way, (B.1.39) is true for all q ≥ 1 by indution over q.

(iii) We will show that (B.1.40) is true for all q ≥ 1 by indution over q.

For q = 1, we have to show that

Φ1,0(v̂
1
1 + (j − 1)X) = s, Φ1,0(v

1
0 + jX) = −1,

Φ1,0(v̂
1
0 + jX) = 0, Φ1,0(v

1
1 + jX) = 1,

for j = q − 1 = 0, i.e.,

Φ1,0(v̂
2
−1) = s, Φ1,0(v

1
0) = −1, Φ1,0(v̂

1
0) = 0, Φ1,0(v

1
1) = 1. (B.2.7)

Using (B.1.31) with q = 0 and k = 0, (B.2.7) omes from the following alulation




Φ1,0(v̂
2
−1)

Φ1,0(v
1
0)

Φ1,0(v̂
1
0)

Φ1,0(v
1
1)




= M




Φ1,0(v
1
−1)

Φ1,0(v̂
1
−1)

Φ1,0(v
0
0)

Φ1,0(v̂
0
0)

Φ1,0(v
0
1)

Φ1,0(v̂
0
1)




= M




0

0

1

0

0

0




= M•,3.

Suppose now that (B.1.40) is true for q. We will see that it is also true for q+1, i.e., we will
show that

Φ1,0(v̂
q+1
1 + (j − 1)X) = s, Φ1,0(v

q+1
0 + jX) = −1,

Φ1,0(v̂
q+1
0 + jX) = 0, Φ1,0(v

q+1
1 + jX) = 1,
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for j = (q + 1)− 1 = q, i.e.,

Φ1,0(v̂
2
2(q−1)+1) = s, Φ1,0(v

1
2q) = −1, Φ1,0(v̂

1
2q) = 0, Φ1,0(v

1
2q+1) = 1. (B.2.8)

Using (B.1.31) with k = q,




Φ1,0(v̂
2
2(q−1)+1)

Φ1,0(v
1
2q)

Φ1,0(v̂
1
2q)

Φ1,0(v
1
2q+1)




= M




Φ1,0(v
1
2(q−1)+1)

Φ1,0(v̂
1
2(q−1)+1)

Φ1,0(v
0
2q)

Φ1,0(v̂
0
2q)

Φ1,0(v
0
2q+1)

Φ1,0(v̂
0
2q+1)




. (B.2.9)

From (B.1.38) with j = q we have Φ1,0(v̂
1
2(q−1)+1) = Φ1,0(v

0
2q) = Φ1,0(v̂

0
2q) = Φ1,0(v

0
2q+1) = 0.

Also, from (B.1.38) with j = q + 1 we have Φ1,0(v̂
0
2q+1) = 0. Finally, using the indution

hypothesis (B.1.40) we have Φ1,0(v
1
2(q−1)+1) = 1. Thus, (B.2.9) is redued to




Φ1,0(v̂
2
2(q−1)+1)

Φ1,0(v
1
2q)

Φ1,0(v̂
1
2q)

Φ1,0(v
1
2q+1)




= M




1

0

0

0

0

0




= M•,1.

Therefore, (B.2.8) is true thanks to (B.1.33).

Thus, we proved (B.1.40) for all q ≥ 1.

(iv) We will prove that (B.1.41) is true for all q ≥ 2 by indution over q.

For q = 2, we have to show that

Φ1,0(v̂
2
1 + (j − 1)X) = s, Φ1,0(v

2
0 + jX) = 0,

Φ1,0(v̂
2
0 + jX) = −s, Φ1,0(v

2
1 + jX) = s2,

for j = −q + 1 = −1, i.e.,

Φ1,0(v̂
4
−3) = s, Φ1,0(v

3
−2) = 0,

Φ1,0(v̂
3
−2) = −s, Φ1,0(v

3
−1) = s2.

(B.2.10)
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Using (B.1.31) with q = 1 and k = −1, (B.2.10) omes from the following alulation




Φ1,0(v̂
4
−3)

Φ1,0(v
3
−2)

Φ1,0(v̂
3
−2)

Φ1,0(v
3
−1)




= M




Φ1,0(v
3
−3)

Φ1,0(v̂
3
−3)

Φ1,0(v
2
−2)

Φ1,0(v̂
2
−2)

Φ1,0(v
2
−1)

Φ1,0(v̂
2
−1)




, (B.2.11)

From (B.2.6) with j = −1, Φ1,0(v̂
3
−3) = Φ1,0(v

2
−2) = Φ1,0(v̂

2
−2) = Φ1,0(v

2
−1) = 0, from (B.2.6)

with j = −2, Φ1,0(v
3
−3) = 0 and from (B.1.40) with q = 1, Φ1,0(v̂

2
−1) = s. Thus, the right hand

side of (B.2.11) is equal to

M




0

0

0

0

0

s




=




s

0

−s
s2



.

Suppose now that (B.1.41) is true for q. Let us see that it is also true for q + 1, i.e., we will
show that

Φ1,0(v̂
q+1
1 + (j − 1)X) = s, Φ1,0(v

q+1
0 + jX) = 0,

Φ1,0(v̂
q+1
0 + jX) = −s, Φ1,0(v

q+1
1 + jX) = s2,

with j = −(q + 1) + 1 = −q, i.e.,

Φ1,0(v̂
2q+2
−2(q+1)+1) = s, Φ1,0(v

2q+1
−2q ) = 0,

Φ1,0(v̂
2q+1
−2q ) = −s, Φ1,0(v

2q+1
−2q+1) = s2.

(B.2.12)

Using (B.1.31) with k = −q,




Φ1,0(v̂
2q+2
−2(q+1)+1)

Φ1,0(v
2q+1
−2q )

Φ1,0(v̂
2q+1
−2q )

Φ1,0(v
2q+1
−2q+1)




= M




Φ1,0(v
2q+1
−2(q+1)+1)

Φ1,0(v̂
2q+1
−2(q+1)+1)

Φ1,0(v
2q
−2q)

Φ1,0(v̂
2q
−2q)

Φ1,0(v
2q
−2q+1)

Φ1,0(v̂
2q
−2q+1)




. (B.2.13)
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From (B.1.39) with j = −q, Φ1,0(v̂
2q+1
−2(q+1)+1) = Φ1,0(v

2q
−2q) = Φ1,0(v̂

2q
−2q) = Φ1,0(v

2q
−2q+1) = 0,

from (B.1.39) with j = −q−1, Φ1,0(v
2q+1
−2(q+1)+1) = 0 and from the indution hypothesis (B.1.41),

Φ1,0(v̂
2q
−2q+1) = s. Thus, (B.2.13) is redued to




Φ1,0(v̂
2q+2
−2(q+1)+1)

Φ1,0(v
2q+1
−2q )

Φ1,0(v̂
2q+1
−2q )

Φ1,0(v
2q+1
−2q+1)




= M




0

0

0

0

0

s




=




s

0

−s
s2



.

Therefore, (B.2.12) is true thanks to(B.1.33).

Thus, we proved (B.1.41) for all q ≥ 1.

(v) We will prove that (B.1.42) is true for all q ≥ 2 by indution over q.

For q = 2, we will show that

Φ1,0(v̂
2
1 + (j − 1)X) = s(s2 − 1),

Φ1,0(v
2
0 + jX) = −(s2 − 1),

Φ1,0(v̂
2
0 + jX) = −s,

Φ1,0(v
2
1 + jX) = 2(s2 − 1),

for j = q − 2 = 0, i.e.,

Φ1,0(v̂
3
−1) = s(s2 − 1), Φ1,0(v

2
0) = −(s2 − 1),

Φ1,0(v̂
2
0) = −s, Φ1,0(v

2
1) = 2(s2 − 1).

(B.2.14)

Using (B.1.31) with q = 1 and k = 0, we have




Φ1,0(v̂
3
−1)

Φ1,0(v
2
0)

Φ1,0(v̂
2
0)

Φ1,0(v
2
1)




= M




Φ1,0(v
2
−1)

Φ1,0(v̂
2
−1)

Φ1,0(v
1
0)

Φ1,0(v̂
1
0)

Φ1,0(v
1
1)

Φ1,0(v̂
1
1)




.

From (B.2.6) with j = −1 we have Φ1,0(v
2
−1) = 0, from (B.2.5) with j = 1 we have Φ1,0(v̂

1
1) = 0,
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and using (B.2.7), we obtain




Φ1,0(v̂
3
−1)

Φ1,0(v
2
0)

Φ1,0(v̂
2
0)

Φ1,0(v
2
1)




= M




0

s

−1

0

1

0




.

Therefore, (B.2.14) omes from the produt between a matrix and a vetor, onsidering the

de�nition of M given in (B.1.33).

Suppose now that (B.1.42) is true for q. Let us see that it is also true for q + 1, i.e., we will
show that

Φ1,0(v̂
q+1
1 + (j − 1)X) = (2q − 1)s(s2 − 1),

Φ1,0(v
q+1
0 + jX) = −(2q − 1)(s2 − 1),

Φ1,0(v̂
q+1
0 + jX) = −s,

Φ1,0(v
q+1
1 + jX) = 2q(s2 − 1),

for j = (q + 1)− 2 = q − 1, i.e.,

Φ1,0(v̂
3
2(q−2)+1) = (2q − 1)s(s2 − 1), Φ1,0(v

2
2(q−1)) = −(2q − 1)(s2 − 1),

Φ1,0(v̂
2
2(q−1)) = −s, Φ1,0(v

2
2(q−1)+1) = 2q(s2 − 1).

(B.2.15)

Using (B.1.31) with k = q − 1,




Φ1,0(v̂
3
2(q−2)+1)

Φ1,0(v
2
2(q−1))

Φ1,0(v̂
2
2(q−1))

Φ1,0(v
2
2(q−1)+1)




= M




Φ1,0(v
2
2(q−2)+1)

Φ1,0(v̂
2
2(q−2)+1)

Φ1,0(v
1
2(q−1))

Φ1,0(v̂
1
2(q−1))

Φ1,0(v
1
2(q−1)+1)

Φ1,0(v̂
1
2(q−1)+1)




(B.2.16)

From the indution hypothesis (B.1.42), we have Φ1,0(v
2
2(q−2)+1) = (2q− 2)(s2 − 1). Also, using

(B.1.38) with j = q we have Φ1,0(v̂
1
2(q−1)+1) = 0. Finally, thanks to (B.1.40), (B.2.16) an be
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written as




Φ1,0(v̂
3
2(q−2)+1)

Φ1,0(v
2
2(q−1))

Φ1,0(v̂
2
2(q−1))

Φ1,0(v
2
2(q−1)+1)




= M




(2q − 2)(s2 − 1)

s

−1

0

1

0




.

Multiplying by the matrix de�ned in (B.1.33), we have that (B.2.15) is true.

With this, (B.1.42) is true for all q ≥ 2.

(vi) We will prove that (B.1.43) is true for all q ≥ 3 by indution over q.

For q = 3, we have to show that

Φ1,0(v̂
3
1 + (j − 1)X) = 3s(s2 + 1),

Φ1,0(v
3
0 + jX) = −s2,

Φ1,0(v̂
3
0 + jX) = −2s(s2 + 1),

Φ1,0(v
3
1 + jX) = 2s2(s2 + 1),

for j = −q + 2 = −1, i.e.,

Φ1,0(v̂
5
−3) = 3s(s2 + 1),

Φ1,0(v
4
−2) = −s2,

Φ1,0(v̂
4
−2) = −2s(s2 + 1),

Φ1,0(v
4
−1) = 2s2(s2 + 1).

(B.2.17)

Using (B.1.31) with q = 2 and k = −1, we obtain




Φ1,0(v̂
5
−3)

Φ1,0(v
4
−2)

Φ1,0(v̂
4
−2)

Φ1,0(v
4
−1)




= M




Φ1,0(v
4
−3)

Φ1,0(v̂
4
−3)

Φ1,0(v
3
−2)

Φ1,0(v̂
3
−2)

Φ1,0(v
3
−1)

Φ1,0(v̂
3
−1)




.

Using (B.1.39) with q = 2 and j = −2 to obtain Φ1,0(v
4
−3) = 0, the equality(B.2.10) and
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(B.2.14) to obtain Φ1,0(v̂
3
−1) = s(s2 − 1), the expression above is equivalent to




Φ1,0(v̂
5
−3)

Φ1,0(v
4
−2)

Φ1,0(v̂
4
−2)

Φ1,0(v
4
−1)




= M




0

s

0

−s
s2

s(s2 − 1)




.

Therefore, (B.2.17) omes from the produt between a matrix and a vetor, onsidering the

de�nition of M given in (B.1.33).

Suppose now that (B.1.43) is true for q. Let us see that it is also true for q + 1, i.e., we will
show that

Φ1,0(v̂
q+1
1 + (j − 1)X) = (2q − 1)s(s2 + 1),

Φ1,0(v
q+1
0 + jX) = −s2,

Φ1,0(v̂
q+1
0 + jX) = −(2q − 2)s(s2 + 1),

Φ1,0(v
q+1
1 + jX) = (2q − 2)s2(s2 + 1),

for j = −(q + 1) + 2 = −(q − 1), i.e.,

Φ1,0(v̂
2q+1
−2q+1) = (2q − 1)s(s2 − 1), Φ1,0(v

2q
−2(q−1)) = −s2,

Φ1,0(v̂
2q
−2(q−1)) = −(2q − 2)s(s2 − 1), Φ1,0(v

2q
−2(q−1)+1) = (2q − 2)s2(s2 − 1).

(B.2.18)

Using (B.1.31) with k = −(q − 1),




Φ1,0(v̂
2q+1
−2q+1)

Φ1,0(v
2q
−2(q−1))

Φ1,0(v̂
2q
−2(q−1))

Φ1,0(v
2q
−2(q−1)+1)




= M




Φ1,0(v
2q
−2q+1)

Φ1,0(v̂
2q
−2q+1)

Φ1,0(v
2q−1
−2(q−1))

Φ1,0(v̂
2q−1
−2(q−1))

Φ1,0(v
2q−1
−2(q−1)+1)

Φ1,0(v̂
2q−1
−2(q−1)+1)




(B.2.19)

From (B.1.38) with j = −q, Φ1,0(v
2q
−2q+1) = 0. From the indution hypothesis (B.1.43), we have
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Φ1,0(v̂
2q−1
−2(q−1)+1) = (2q − 3)s(s2 − 1). Finally, thanks to (B.1.41), (B.2.16) an be written as




Φ1,0(v̂
2q+1
−2q+1)

Φ1,0(v
2q
−2(q−1))

Φ1,0(v̂
2q
−2(q−1))

Φ1,0(v
2q
−2(q−1)+1)




= M




0

s

0

−s
s2

(2q − 3)s(s2 − 1)




,

Multiplying by the matrix de�ned in (B.1.33), we have that (B.2.18) is true.

With this, (B.1.43) is true for all q ≥ 2.

(vii) Using (B.1.38), (B.1.39) and (B.1.40), we have that the property is true for all the verties

of the graphene with y-oordinate y =
√
3.

The total symmetry is obtained onsidering that the line omposed by all the verties of y-

oordinate y =
√
3/2 and y =

√
3 is a basis of graphene, symmetri to L0, but with omponent

Φ1,0(0,
√
3) = −1. This new basis generates the same solutions found in (B.1.38)�(B.1.43), but

with opposite signs. Thus, we obtain the desired symmetry.
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B.3. Basis with support in the semi-plane

We seek for solutions Ψ ∈ L2(G) suh that HΨ ≡ λΨ with ompat support. In this setion

we use Aq
i , B

q
i , C

q
i and D

q
i , i ∈ Z to denote the value of Ψ ∈ L2(G) suh that HΨ ≡ λΨ, at the

four verties whih generate the pro�le Lq, i.e.,

Aq
i = Ψ(vq−i

2i ), Bq
i = Ψ(v̂q−i

2i ), Cq
i = Ψ(vq−i

2i+1), Dq
i = Ψ(v̂q−i

2i+1). (B.3.1)

See de�nition of the pro�le Lq in (B.1.26) and Figure B.9 for more details.

From (B.1.31) and (B.1.32), we an write all the values of Ψ at the verties of Lq+1 and Lq−1

in terms of its values at the verties of Lq as follows. For all i ∈ Z,

Aq+1
i = −Cq

i−1 − sDq
i−1 −Aq

i (B.3.2)

Bq+1
i = −Bq

i − sCq
i −Dq

i (B.3.3)

Cq+1
i = Cq

i−1 + sDq
i−1 + Aq

i + sBq
i + (s2 − 1)Cq

i + sDq
i (B.3.4)

Dq+1
i = sCq

i + (s2 − 1)Dq
i + sAq

i+1 +Bq
i+1 + sCq

i+1 +Dq
i+1 (B.3.5)

Aq−1
i = Aq

i−1 + sBq
i−1 + Cq

i−1 + sDq
i−1 + (s2 − 1)Aq

i + sBq
i (B.3.6)

Bq−1
i = sAq

i + (s2 − 1)Bq
i + sCq

i +Dq
i + sAq

i+1 +Bq
i+1 (B.3.7)

Cq−1
i = −Aq

i − sBq
i − Cq

i (B.3.8)

Dq−1
i = −Dq

i − sAq
i+1 − Bq

i+1 (B.3.9)

b

bb

bb

bb

bb

b

b

Aq
i = Ψ(vq−i

2i )
Bq

i = Ψ(v̂q−i
2i )

Cq
i = Ψ(vq−i

2i+1)
Dq

i = Ψ(v̂q−i
2i+1)

b

Fig. B.9: De�nition of the onstants Aq
i , B

q
i , C

q
i y Dq

i .

If solutions Ψ ∈ L2(G) suh that HΨ ≡ λΨ with ompat support exist, then there is an

i0 ∈ Z suh that

Aq
i = Bq

i = Cq
i = Dq

i = 0, ∀i < i0, ∀q ∈ Z. (B.3.10)

Without loss of generality, we an assume i0 = 0. In other words, we study the ase in whih

the funtion Ψ is zero in all the gray region of FigureB.10. In addition, we write �−n, with
n ∈ N� instead of �i < 0, with i ∈ Z�.

In order to prove the results in this setion and determine the struture of all funtions

Ψ satisfying (B.3.10) (with i0 = 0), the polynomials Pn, reursively de�ned as follows, play a

ruial role.
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0
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0
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0
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0

0
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b

b

b

b

Fig. B.10: Values non-zero of Aj
i , B

j
i , C

j
i y Dj

i , i, j ∈ Z, i ≥ 0.

The family of polynomials (Pn)n∈N is de�ned by the reursive relation:

P0(s) = −s (B.3.11)

Pn(s) = Pn−1(s) + s

n−1∑

k=0

Pk(s)Pn−1−k(s) for n ≥ 1. (B.3.12)

For n = 1, we notie that

P1(s) = P0 + sP 2
0 = −s+ s3 = s(s2 − 1) = (s2 − 1)s. (B.3.13)

The degree of eah polynomial Pn, n ∈ N, is 2n+ 1.

By using these polynomials, we now present the main result of this setion.

Theorem B.4. For Ψ ∈ L2(G) suh that HΨ ≡ λΨ, let Aq
i , B

q
i , C

q
i , D

q
i be the values of Ψ at

the verties that generate Lq de�ned in (B.3.1). The following propositions are equivalent:

(a) For eah q ∈ Z it holds that

Aq
−n = Bq

−n = Cq
−n = Dq

−n = 0 ∀n ∈ N. (B.3.14)
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(b) There exists q0 ∈ Z suh that Aq0
−n = Bq0

−n = Cq0
−n = Dq0

−n = 0 for all n ∈ N. Moreover,

Bq
n =

n∑

k=0

Aq
n−kPk(s) ∀n ∈ N, ∀q ∈ Z (B.3.15)

and

Dq
n =

n∑

k=0

Cq
n−kPk(s) ∀n ∈ N, ∀q ∈ Z. (B.3.16)

(c) There exists q0 ∈ Z suh that Aq0
−n = Bq0

−n = Cq0
−n = Dq0

−n = 0 for all n ∈ N. Moreover,

Bq0
n =

n∑

k=0

Aq0
n−kPk(s) ∀n ∈ N (B.3.17)

and

Dq0
n =

n∑

k=0

Cq0
n−kPk(s) ∀n ∈ N. (B.3.18)

(d) For eah q ∈ Z it holds

Aq
−n = Bq

−n = Cq
−n = Dq

−n = 0 ∀n ∈ N, i < 0, (B.3.19)

Bq
n =

n∑

k=0

Aq
n−kPk(s) ∀n ∈ N (B.3.20)

and

Dq
n =

n∑

k=0

Cq
n−kPk(s) ∀n ∈ N. (B.3.21)

In order to prove this result, we will show �rst several previous results whih ombine the

de�nition of the polynomials Pn with the onditions (B.1.20) and (B.1.21). Let us begin with

an algebrai lemma.

Lemma B.5. If there exists n0 ∈ N suh that

Bq
n =

n∑

k=0

Aq
n−kPk(s) ∀n ∈ {0, ..., n0} (B.3.22)

and

Dq
n =

n∑

k=0

Cq
n−kPk(s) ∀n ∈ {0, ..., n0}, (B.3.23)

where Pn are the polynomials given in (B.3.11), then

n∑

k=0

(
Aq

n−k + sBq
n−k

)
Pk(s) = sAq

n+1 +Bq
n+1 ∀n ∈ {0, ..., n0 − 1}, (B.3.24)
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n∑

k=0

(Cq
n−k + sDq

n−k)Pk(s) = sCq
n+1 +Dq

n+1 ∀n ∈ {0, ..., n0 − 1} (B.3.25)

and

s

n0∑

k=0

Bq
n0−kPk(s) =

n0+1∑

k=1

Aq
n0+1−kPk(s)− Bq

n0
, (B.3.26)

s

n0∑

k=0

Dq
n0−kPk(s) =

n0+1∑

k=1

Cq
n0+1−kPk(s)−Dq

n0
. (B.3.27)

Demostraión. To show (B.3.24) we use the hypothesis (B.3.22) to dedue that, for eah n ∈
{0, . . . , n0}, we have

n∑

k=0

(Aq
n−k + sBq

n−k)Pk =
n∑

k=0

Aq
n−kPk + s

n∑

k=0

n−k∑

r=0

Aq

n−(k+r)PrPk

=
n∑

k=0

Aq
n−kPk + s

n∑

t=0

t∑

j=0

Aq
n−tPjPt−j

=
n∑

k=0

Aq
n−k

(
Pk + s

k∑

j=0

PjPk−j

)
.

Now, by using the reursive relation (B.3.12) we obtain

n∑

k=0

(Aq
n−k + sBq

n−k)Pk =

n∑

k=0

Aq
n−kPk+1

=

n+1∑

k=1

Aq
n+1−kPk. (B.3.28)

This diretly implies (B.3.27), using the hypothesis (B.3.22) on the sum of left-hand side.

To obtain (B.3.24), we restrit the range of the variable n to the set {0, . . . , n0 − 1}, and
thus we an use the hypothesis (B.3.22) in the sum of the right-hand side in (B.3.28), hene

n∑

k=0

(Aq
n−k + sBq

n−k)Pk = −Aq
n+1P0 +Bq

n+1.

The equality (B.3.24) is onsequene of the last expression and the de�nition (B.3.11).

Finally, interhanging the name of the variables, the equalities (B.3.25) and (B.3.27) are the

same as the ones that we have just shown.
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Lemma B.6. If

Aq
−n = Bq

−n = Cq
−n = Dq

−n = 0, ∀n ∈ N, ∀q ∈ Z, (B.3.29)

then

Bq
0 = Aq

0P0, ∀q ∈ Z, (B.3.30)

Dq
0 = Cq

0P0, ∀q ∈ Z, (B.3.31)

Bq
1 = Aq

1P0 + Aq
0P1, ∀q ∈ Z, (B.3.32)

Dq
1 = Cq

1P0 + Cq
0P1, ∀q ∈ Z. (B.3.33)

Demostraión. Using the identity (B.3.9) for i = −1, and the hypothesis (B.3.29) we obtain

0 = 0− sAq
0 − Bq

0,

whih implies (B.3.30), sine P0 = −s.

To show (B.3.31), we begin by onsidering the identity (B.3.5) with i = −1, and obtain

0 = 0 + 0 + sAq
0 +Bq

0 + sCq
0 +Dq

0.

Thus, the property (B.3.31) follows from (B.3.30) and the fat that P0 = −s.

Sine equality (B.3.30) holds for all q ∈ Z, we an write

Bq−1
0 = Aq−1

0 P0. (B.3.34)

Hene, by using the identities (B.3.7) and (B.3.6), for i = 0, in (B.3.34), we obtain that

sAq
0 + (s2 − 1)Bq

0 + 0 + sAq
1 +Bq

1 = −s(0 + 0 + 0 + 0 + (s2 − 1)Aq
0 + sBq

0), (B.3.35)

whih implies that

sAq
1 +Bq

1 = −s(Aq
0 + sBq

0)− (s2 − 1) · 0. (B.3.36)

Thus (B.3.32), onsidering that P1(s) = (s2 − 1)s (see (B.3.13)).

Finally, to obtain (B.3.33), we use (B.3.31) for q + 1, i.e.,

Dq+1
0 = Cq+1

0 P0. (B.3.37)

Hene, by using the identities (B.3.5) and (B.3.4), for i = 0, in (B.3.37), we get

sCq
0 + (s2 − 1)Dq

0 + sAq
1 +Bq

1 + sCq
1 +Dq

1 = −s(0 + 0 + Aq
0 + sBq

0 + (s2 − 1)Cq
0 + sDq

0).

Using (B.3.36), previous equality beomes

sCq
0 + (s2 − 1)Dq

0 + sCq
1 +Dq

1 = −s((s2 − 1)Cq
0 + sDq

0).

Sine this equation is analogue to the identity (B.3.35), the proofs follows similarly to the proof

of the previous ase.
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We will now see how an be generalized these results. Let us show the following lemma.

Lemma B.7. Let us assume that

Aq
−n = Bq

−n = Cq
−n = Dq

−n = 0, ∀n ∈ N, ∀q ∈ Z. (B.3.38)

If there exists n0 ∈ N suh that

Bq
n =

n∑

k=0

Aq
n−kPk(s) ∀q ∈ Z, , ∀n ∈ {0, . . . , n0} (B.3.39)

and

Dq
n =

n∑

k=0

Cq
n−kPk(s) ∀q ∈ Z, ∀n ∈ {0, . . . , n0}, (B.3.40)

then

Bq
n0+1 =

n0+1∑

k=0

Aq
n0+1−kPk(s) (B.3.41)

and

Dq
n0+1 =

n0+1∑

k=0

Cq
n0+1−kPk(s). (B.3.42)

Demostraión. To show (B.3.41) we �rst write the hypothesis (B.3.39) for q − 1 y n0, i.e.,

Bq−1
n0

=

n0∑

k=0

Aq−1
n0−kPk(s).

Using the identities (B.3.7) with i = n0 and (B.3.6) with i = n0 − k, we get

sAq
n0

+ (s2 − 1)Bq
n0

+ sCq
n0

+Dq
n0

+ sAq
n0+1 +Bq

n0+1 =
n0∑

k=0

(Aq
n0−k−1 + sBq

n0−k−1 + Cq
n0−k−1 + sDq

n0−k−1 + (s2 − 1)Aq
n0−k + sBq

n0−k)Pk. (B.3.43)

Considering the hypothesis (B.3.38), these sums an be rewritten as:

sAq
n0

+ (s2 − 1)Bq
n0

+ sCq
n0

+Dq
n0

+ sAq
n0+1 +Bq

n0+1 =
n0−1∑

k=0

(Aq
n0−k−1 + sBq

n0−k−1 + Cq
n0−k−1 + sDq

n0−k−1)Pk + (s2 − 1)

n0∑

k=0

Aq
n0−kPk + s

n0∑

k=0

Bq
n0−kPk.

(B.3.44)
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Here, thanks to hypotheses (B.3.40)�(B.3.39), we an use Lemma B.5, in the �rst and third

sums of the right-hand side. The seond sum an be obtained diretly from hypothesis (B.3.39).

Thus, we get

sAq
n0

+ (s2 − 1)Bq
n0

+ sCq
n0

+Dq
n0

+ sAq
n0+1 +Bq

n0+1 =

Bq
n0

+ sAq
n0

+Dq
n0

+ sCq
n0

+ (s2 − 1)Bq
n0

+
n0+1∑

k=1

Aq
n0+1−kPk(s)− Bn0 . (B.3.45)

Simplifying,

sAq
n0+1 +Bq

n0+1 =

n0+1∑

k=1

Aq
n0+1−kPk(s). (B.3.46)

This, together with de�nition (B.3.11), implies.

To show (B.3.42), we write the hypothesis (B.3.40) for q + 1 in the ase n = n0, i.e.,

Dq+1
n0

=

n0∑

k=0

Cq+1
n0−kPk(s).

Replaing the identities (B.3.5), with i = n0, and (B.3.4) with i = n0−k, the above expression
beomes

sCq
n0

+ (s2 − 1)Dq
n0

+ sAq
n0+1 +Bq

n0+1 + sCq
n0+1 +Dq

n0+1 =
n0∑

k=0

(
Cq

n0−k−1 + sDq
n0−k−1 + Aq

n0−k + sBq
n0−k + (s2 − 1)Cq

n0−k + sDq
n0−k

)
Pk. (B.3.47)

Considering the hypothesis (B.3.38), these sums an be rewritten as follows:

sCq
n0

+ (s2 − 1)Dq
n0

+ sAq
n0+1 +Bq

n0+1 + sCq
n0+1 +Dq

n0+1 =
n0−1∑

k=0

(Cq
n0−k−1+ sD

q
n0−k−1)Pk+

n0∑

k=0

(Aq
n0−k+ sB

q
n0−k)Pk+(s2−1)

n0∑

k=0

Cq
n0−kPk+ s

n0∑

k=0

Dq
n0−kPk.

(B.3.48)

For the �rst and last sums on the right-hand side, we use(B.3.25) from Lemma B.5 thanks

to hypothesis (B.3.40). For the seond sum, we also use the same lemma, sine the identity

(B.3.41) allows us to use the equality (B.3.24) up to n = n0. Finally, the third sum an be

obtained diretly from hypothesis (B.3.40). Hene, we get

sCq
n0

+ (s2 − 1)Dq
n0

+ sAq
n0+1 +Bq

n0+1 + sCq
n0+1 +Dq

n0+1 =

sCq
n0

+Dq
n0

+ sAq
n0+1 +Bq

n0+1 + (s2 − 1)Dq
n0

+

n0+1∑

k=1

Cq
n0+1−kPk −Dq

n0
. (B.3.49)
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Simplifying,

sCq
n0+1 +Dq

n0+1 =

n0+1∑

k=1

Cq
n0+1−kPk. (B.3.50)

Thus, (B.3.42) is onsequene of de�nition (B.3.11).

Lemma B.8. Suppose that there exists q0 ∈ Z suh that the following properties are satis�ed

in the pro�le Lq0:

Aq0
i = Bq0

i = Cq0
i = Dq0

i = 0 ∀i ∈ Z, i < 0, (B.3.51)

Bq0
n =

n∑

k=0

Aq0
n−kPk(s) ∀n ∈ N (B.3.52)

and

Dq0
n =

n∑

k=0

Cq0
n−kPk(s) ∀n ∈ N, (B.3.53)

where Pk(s), k ∈ {0, . . . , n} are the polynomials de�ned in (B.3.11)�(B.3.12). Then, in the

pro�les Lq0+1 y Lq0−1 the follwing relations are satis�ed

Aq0+1
i = Bq0+1

i = Cq0+1
i = Dq0+1

i = 0 ∀i ∈ Z, i < 0, (B.3.54)

Bq0+1
n =

n∑

k=0

Aq0+1
n−k Pk(s) ∀n ∈ N, (B.3.55)

Dq0+1
n =

n∑

k=0

Cq0+1
n−k Pk(s) ∀n ∈ N, (B.3.56)

Aq0−1
−n = Bq0−1

−n = Cq0−1
−n = Dq0−1

−n = 0 ∀n ∈ N, (B.3.57)

Bq0−1
n =

n∑

k=0

Aq0−1
n−k Pk(s) ∀n ∈ N, (B.3.58)

Dq0−1
n =

n∑

k=0

Cq0−1
n−k Pk(s) ∀n ∈ N. (B.3.59)

Demostraión. We begin by showing the properties in the pro�le Lq0+1.

To prove (B.3.54) we onsider the identities (B.3.2)�(B.3.5) with i < 0 and q = q0. Using
the hypothesis (B.3.51), we obtain (B.3.54) for all i, exept for the ase

Dq0+1
−1 = sAq0

0 +Bq0
0 + sCq0

0 +Dq0
0 ,
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whih is also zero thanks to hypotheses (B.3.52)�(B.3.53) for n = 0 and the de�nition (B.3.11).

To show (B.3.55), we alulate the sum of the right-hand side. For eah k ∈ {0, . . . , n}, we
onsider the identity (B.3.2), with i = n− k and q = q0. Hene, we obtain that

n∑

k=0

Aq0+1
n−k Pk(s) = −

n∑

k=0

(Cq0
n−k−1 + sDq0

n−k−1 + Aq0
n−k)Pk(s).

Using hypothesis (B.3.51), we an write

n∑

k=0

Aq0+1
n−k Pk(s) = −

n−1∑

k=0

(Cq0
n−k−1 + sDq0

n−k−1)Pk(s)−
n∑

k=0

Aq0
n−kPk(s).

Sine hypothesis (B.3.53) holds for all n, we an use the identity (B.3.25) from Lemma B.5

in the �rst sum of the right-hand side. The seond sum an be diretly alulated by using

hypothesis (B.3.52). Then,

n∑

k=0

Aq0+1
n−k Pk(s) = −(sCq0

n +Dq0
n +Bq0

n ).

Thus, equality (B.3.55) is onsequene of previous identity and equality (B.3.3) with the res-

petive indies.

Similarly, in order to show (B.3.56), we �rst alulate the sum on the right-hand side. For

eah k ∈ {0, . . . , n}, we use identity (B.3.4), with i = n− k and q = q0. Hene, we obtain

n∑

k=0

Cq0+1
n−k Pk =

n∑

k=0

(
Cq0

n−k−1 + sDq0
n−k−1 + Aq0

n−k + sBq0
n−k + (s2 − 1)Cq0

n−k + sDq0
n−k

)
Pk,

whih, thanks to hypothesis (B.3.51), an be rewritten as

n∑

k=0

Cq0+1
n−k Pk =

n−1∑

k=0

(Cq0
n−k−1 + sDq0

n−k−1)Pk +

n∑

k=0

(
Aq0

n−k + sBq0
n−k

)
Pk

+ (s2 − 1)

n∑

k=0

Cq0
n−kPk + s

n∑

k=0

Dq0
n−kPk. (B.3.60)

Sine hypotheses (B.3.52)�(B.3.53) hold for all n, we an use the identities (B.3.24), (B.3.25)

and (B.3.27) from Lemma B.5 in order to alulate the �rst, seond and fourth sums of the

right-hand side. Thus, we get

n∑

k=0

Cq0+1
n−k Pk = sCq0

n +Dq0
n + sAq0

n+1 +Bq0
n+1 + (s2 − 1)

n∑

k=0

Cq0
n−kPk +

n+1∑

k=1

Cq0
n+1−kPk −Dq0

n .
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Simplifying and using hypothesis (B.3.53), we alulate the two last sums of the right hand

side and obtain

n∑

k=0

Cq0+1
n−k Pk = sCq0

n + sAq0
n+1 +Bq0

n+1 + (s2 − 1)Dq0
n +Dq0

n+1 − Cq0
n+1P0(s).

Sine P0(s) = −s, (see (B.3.11)), reordering terms we get

n∑

k=0

Cq0+1
n−k Pk = sCq0

n + (s2 − 1)Dq0
n + sAq0

n+1 +Bq0
n+1 + sCq0

n+1 +Dq0
n+1.

Compering this identity with (B.3.5), with i = n and q = q0, we obtain equality (B.3.56).

Let us now prove the properties the pro�le Lq0−1.

In order to show (B.3.57) we use the identities (B.3.6)�(B.3.9) with i < 0 and q = q0. By
using hypothesis (B.3.51), (B.3.57) is diretly obtained for all i, exept for the ases

Bq0−1
−1 = sAq0

0 +Bq0
0 , y

Dq0−1
−1 = −sAq0

0 − Bq0
0 .

However, from (B.3.30), sAq0
0 +Bq0

0 = 0 and thus we get Bq0−1
−1 = Dq0−1

−1 = 0.

To show (B.3.58), we begin by alulating the sum on the right-hand side. For eah k ∈
{0, . . . , n}, we use the identity (B.3.6), with i = n− k and q = q0. Hene, we obtain

n∑

k=0

Aq0−1
n−k Pk =

n∑

k=0

(Aq0
n−k−1 + sBq0

n−k−1 + Cq0
n−k−1 + sDq0

n−k−1 + (s2 − 1)Aq0
n−k + sBq0

n−k)Pk(s).

Using hypothesis (B.3.51), we an write

n∑

k=0

Aq0−1
n−k Pk =

n−1∑

k=0

(Aq0
n−k−1 + sBq0

n−k−1)Pk +

n−1∑

k=0

(Cq0
n−k−1 + sDq0

n−k−1)Pk

+ (s2 − 1)

n∑

k=0

Aq0
n−kPk + s

n∑

k=0

Bq0
n−kPk(s). (B.3.61)

Sine hypotheses (B.3.52) and (B.3.53) hold for all n, we an use (B.3.24) in the �rst sum of

the right-hand side, (B.3.25) in the seond sum and (B.3.26) in the last sum. Hene,

n∑

k=0

Aq0−1
n−k Pk = sAq0

n +Bq0
n + sCq0

n +Dq0
n + (s2 − 1)

n∑

k=0

Aq0
n−kPk +

n+1∑

k=1

Aq0
n+1−kPk −Bq0

n ,

whih, thanks to (B.3.52), is equivalent to

n∑

k=0

Aq0−1
n−k Pk = sAq0

n +Bq0
n + sCq0

n +Dq0
n + (s2 − 1)Bq0

n +Bq0
n+1 − Aq0

n+1P0 − Bq0
n .
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Sine P0 = −s, reordering terms we write

n∑

k=0

Aq0−1
n−k Pk = sAq0

n + (s2 − 1)Bq0
n + sCq0

n +Dq0
n + sAq0

n+1 +Bq0
n+1.

This, equality (B.3.58) is a diret onsequene from above identity and inequality (B.3.3) with

the orresponding indies.

Similarly, in order to show (B.3.59), we begin by alulating the sum on the right hand side.

For eah k ∈ {0, . . . , n}, we use the identity (B.3.8), with i = n − k and q = q0. Hene, we
obtain

n∑

k=0

Cq0−1
n−k Pk = −

n∑

k=0

(Aq0
n−k + sBq0

n−k + Cq0
n−k)Pk.

Thanks to (B.3.24), this an be rewritten as

n∑

k=0

Cq0−1
n−k Pk = −(sAq0

n+1 +Bq0
n+1)−

n∑

k=0

Cq0
n−kPk

and, from (B.3.53), we get

n∑

k=0

Cq0−1
n−k Pk(s) = −(sAq0

n+1 +Bq0
n+1)−Dq0

n .

Thus, equality (B.3.59) is obtained diretly from (B.3.9) with i = n and q = q0.

Proof of Theorem B.4. We begin by showing (a) ⇒ (b). We will prove that the identities

(B.3.15)�(B.3.16) hold for all n ∈ N by using indution over n. The ase n = 0 is onsequene

of identities (B.3.30)�(B.3.31) of Lemma B.6. In fat, in this lemma, the ase n = 1 has been

expliitly studied. Now, let us suppose that the identities (B.3.15)�(B.3.16) hold up to n ∈ N.

Then, using Lemma B.7 we an dedue that they are also true for n+ 1. Thus, we have shown
that (a) ⇒ (b).

On the other hand, (b) ⇒ (c) is true beause the property (b) is more general than property

(c).

We now show that (c) ⇒ (d). In order to do that, we use double indution over q ∈ Z.

First of all, the hypothesis (c) is the ase q = q0 for whih the equalities (B.3.19)�(B.3.21)

are satis�ed. Let us now assume that the identities (B.3.19)�(B.3.21) hold for q ∈ Z. By using

Lemma B.8 we onlude that these equalities also hold for q+1 and q− 1. Hene, property (d)
is true for all q ∈ Z.

Finally, (d) ⇒ (a) is true sine (d) is a more general property than (a).

Theorem B.5. From above result, the funtions Ψ ∈ L2(G) suh taht HΨ = λΨ are not

bounded and do not have ompat support.
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Using the properties in Theorem B.4, we an dedue additional properties of the solutions

of HΨ ≡ λΨ that are zeros for all i ∈ Z, i < 0. Reursively using identities (B.3.2)�(B.3.5), we

obtain the following properties.

Theorem B.6. If Aq
i , B

q
i , C

q
i , D

q
i satisfy hypotheses (B.3.14) of Theorem B.4, then

Aq+k
0 = (−1)kAq

0, ∀q ∈ Z, ∀k ∈ Z, (B.3.62)

Cq+k
0 = (−1)k(Cq

0 + k(s2 − 1)Aq
0), ∀q ∈ Z, ∀k ∈ Z. (B.3.63)

Demostraión. Let k ∈ N and show (B.3.62) by indution on k. Clearly, the base ase (k = 0)
is true. We assume that (B.3.62) holds for k ∈ N. In order to show that (B.3.62) is also true

for k + 1, we onsider the identity (B.3.2) with i = 0 and q + k instead of q, i.e.,

Aq+k+1
0 = −Cq+k

−1 − sDq+k
−1 − Aq+k

0 .

using hypothesis (B.3.14), we get

Aq+k+1
0 = −Aq+k

0 .

By indution hypothesis, the above equality beomes

Aq+k+1
0 = −(−1)kAq

0,

i.e.,

A
q+(k+1)
0 = (−1)k+1Aq

0, ∀q ∈ Z.

Hene, for all k ∈ N,

Aq+k
0 = (−1)kAq

0. (B.3.64)

To show that (B.3.64) is also true if k < 0, we take r = q + k in (B.3.64) and obtain

Ar
0 = (−1)kAr−k

0 ,

whih is the same as

Ar−k
0 = (−1)kAr

0. (B.3.65)

Thus, (B.3.62) holds.

We now prove (B.3.63) by indution on k. The base ase is learly true. Let us assume that

(B.3.63) holds for k ∈ N. We use the identity (B.3.4), with i = 0 and q + k instead of q, i.e.,

Cq+k+1
0 = C−1 + sD−1 + Aq+k

0 + sBq+k
0 + (s2 − 1)Cq+k

0 + sDq+k
0 .

From hypothesis (B.3.14), we get that

Cq+k+1
0 = Aq+k

0 + sBq+k
0 + (s2 − 1)Cq+k

0 + sDq+k
0

whih is equivalent to

Cq+k+1
0 = Aq+k

0 − s2Aq+k
0 + (s2 − 1)Cq+k

0 − s2Cq+k
0 ,
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thanks to (B.3.30) and (B.3.31) with q + k instead of q. Thus,

Cq+k+1
0 = −(s2 − 1)Aq+k

0 − Cq+k
0 .

Using (B.3.62) and the indution hypothesis, we an write

Cq+k+1
0 = −(s2 − 1)(−1)kAq

0 − (−1)k(Cq
0 + k(s2 − 1)Aq

0),

i.e.,

Cq+k+1
0 = (−1)k+1(Cq

0 + (k + 1)(s2 − 1)Aq
0), ∀q ∈ Z.

Then, for all k ∈ N we get

Cq+k
0 = (−1)k(Cq

0 + k(s2 − 1)Aq
0). (B.3.66)

In order to show that (B.3.66) is also true for k < 0, we take r = q+k in (B.3.66) and obtain

Cr
0 = (−1)k(Cr−k

0 + k(s2 − 1)Ar−k
0 ),

whih is the same as

Cr
0 = (−1)k(Cr−k

0 + (−1)kk(s2 − 1)Ar
0),

thanks to (B.3.65). From this expression we get

Cr−k
0 = (−1)k(Cr

0 − k(s2 − 1)Ar
0),

whih allows us to onlude (B.3.63).

B.4. Conlusions

We found a reursive solution for the eletron wave funtion in a graphene-like hexagonal

lattie base on the physial onditions of wave ontinuity and �ow inompressibility.

We de�ned the Hamiltonia H that desribes graphene parameterizing the problem in three

edges joined by the same vertex. The eigenfuntions of H together with the onditions of

ontinuity and �ow (B.1.15) and (B.1.16), led us to de�ne a more onvenient mathematial

basis for the problem, namely the pro�les Lq in (B.1.26). These pro�les extend unidimensionally

aross the lattie, parallel to eah other, and an desribe any eigenfuntion in the hexagonal

network G. This means that if we know the value of the solution only in the verties of the

pro�le Lq, then it is possible to obtain the solution in eah vertex in V and in eah edge in A
(see Remark B.3).

This leads us to onlude that it is enough to analyze a one-dimensional problem in a

�hain� of ordinary seond-order di�erential equations (a Lq pro�le) to obtain the behavior of

the solution in the whole graphene, whih is two-dimensional.
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We de�ned four funtions that form the anonial basis of G in the Remark B.4 and dedued

that these funtions are unbounded and do not have ompat support, as shown in Theorem

B.3. The same analysis is also valid for �nite linear ombinations of them.

We looked for eigenfuntions of H with ompat support. Then we proved Theorem B.4,

whih shows that the following statements are equivalent:

(i) The eigenfuntions are equal to zero in all verties to the left of an arbitrary vertex i0 for
all the pro�les Lq, where the verties i0 in di�erent pro�les are simply onneted.

(ii) There exists a pro�le Lq0 suh that the eigenfuntions are equal to zero in all its verties to

the left i0 and satis�es the reursive formulas given in (B.3.15) - (B.3.16). These formulas

are valid for all pro�les Lq.

(iii) There exists a pro�le Lq0 suh that the eigenfuntions are equal to zero in all its verties

to the left i0 and satis�es the reursive formulas given in (B.3.15) - (B.3.16) that are

unique for that pro�le.

(iv) The eigenfuntions are equal to zero in all vertex to the left of i0 and in all pro�les Lq,

and satis�es the reursive formulas given in (B.3.15)-(B.3.16).
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