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PROBLEMAS ESPECTRALES EN ELL GRAFENO

El objetivo de esta Tesis es analizar el espectro de un operador Hamiltoniano definido en la
red hexagonal del grafeno. Se describen completamente las regiones donde las soluciones son
acotadas y no acotadas, se define una base que permite determinar las soluciones en toda la
red hexagonal y se estudia el soporte de ciertas funciones definidas en esta red.
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Introduccion

Motivacién general

El grafeno, compuesto tinicamente por carbono, se encuentra dispuesto en una estructura
laminar plana de un solo 4tomo de grosor y con un empaquetamiento cristalino de panal de
abeja. Las nanoestructuras de carbono, en especial el grafeno, han atraido mucho la atencion de
los investigadores en los tltimos anos, debido a sus particulares propiedades fisico-quimicas y sus
aplicaciones (ver, por ejemplo, “ﬁ, @, 53 ). Tales estructuras han sido modeladas, en particular,
por redes cuénticas (ver, por ejemplo, E, @, @, ]), también llamadas grafos cuénticos, que
nos llevan a modelos de graficos cuanticos en quimica , @] y en fisica “ﬂ, , , , E]
(ver también [@, ] y sus referencias). El Premio Nobel de Fisica del ano 2010 se le otorgo a
los cientificos Andréy Gueim y Konstantin Novosidlov por sus revolucionarios descubrimientos
acerca de este material [@]
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La composicion quimica del grafeno (es decir los dtomos que lo conforman) es la misma
que la del diamante (conformado por dtomos de carbono organizados en un enmaranado tri-
dimensional) o el grafito (los mismo atomos de carbono pero dispuestos en forma de capas,
como una torta de milhojas). El grafeno es sencillamente una capa de grafito aislada. Es un
material intrinsecamente bidimensional con s6lo una capa atémica HE] Luego de anos en que
la bisqueda sistematica de grafeno en una superficie de un tamano de milimetros parecia una
tarea condenada al fracaso debido a la extensiéon del drea implicada, el gran mérito del equipo
de cientificos rusos de la Universidad de Manchester (Reino Unido) para ser merecedores del
Premio Nobel fue concebir la idea de depositar delgadas capas de grafito sobre 6xido de silicio
(material béasico en la formacion de los transistores que componen los computadores) desde
donde podian distinguirse las capas de grafeno mediante un simple contraste 6ptico percepti-
ble al ojo humano. De esta forma, Novosiolov y Geim descubrieron que era posible encontrar
zonas con una capa atomica de carbono y actuar sobre ellas conectando cables y estudiando
sus propiedades.

ay=0.357 nm

Diamante Grafito

El hecho de que las propiedades encontradas fueran maravillosamente extravagantes no fue
una completa sorpresa. El material grafeno habia sido objeto de extensos andlisis teéricos
durante el siglo XX y en todos ellos se le habian atribuido diversas propiedades, por lo que se
intuia que el compuesto escondia un universo de fenémenos sin parangén en comparacion con
los deméas materiales y que esta caracteristica se mantendria vigente hasta hoy, especialmente
al momento de analizar sus propiedades electronicas ] La principal de estas propiedades
apunta al hecho de que el grafeno aparece como un material que no es ni metal ni aislante
(semiconductor), en un sentido clésico, una particularidad que ha motivado incluso la reescritura
de textos clasicos de fisica electronica. Los electrones en grafeno se mueven de una manera
especial - que solo tiene una analogia en el estudio de particulas de altas energias - y similar a los
neutrinos, particulas subatémicas que se mueven a la velocidad de la luz, sin importar su energia
debido a que no tienen masa. Estas propiedades estin condensadas en la llamada ecuaciéon de
Dirac, formulada por Paul Dirac en 1928 y que describe la dindmica de particulas reconciliando
la mecanica cuantica con la teoria de Einstein de relatividad especial. Esto quiere decir que,
en grafeno, los electrones se mueven obedeciendo a la misma ecuacion de Dirac, sin masa, pero
con dos distinciones no menores: su velocidad constante pero unas 300 veces menor que la de
la luz y, por supuesto, su capacidad para moverse en sélo dos dimensiones. Esta analogia ha
permitido observar diversos efectos sélo reservados para sistemas muy energéticos en el grafeno.
Las curiosas propiedades del grafeno prometen, por lo tanto, un gran potencial tecnologico.



Algunos avances ya se han registrado a través de la creacion del primer nanotransistor construido
con grafeno y el desarrollo de 6xido de grafeno. Sin embargo, para lograr que el potencial de
este particular material se concrete serd necesario dominar la técnica de crecimiento del grafeno
a niveles que permitan su uso industrial. Por esta razon, los esfuerzos de investigacion actual en
el tema continiian enfocandose en problemas como el crecimiento, la estructura y la dindmica
de las capas de grafeno.

Mencionaremos a continuacion solo algunas de las muchas cualidades que tiene este material.
e Propiedades mecanicas.

El grafeno es de los materiales més duros y fuertes existentes, incluso supera la dureza del
diamante y es doscientas veces maés resistente que el acero. Es altamente rigido, soporta grandes
fuerzas sin apenas deformarse. Se trata de un material ligero con una densidad de tan solo 0,77
miligramos por metro cuadrado (densidad indicada en unidades de superficie como causa de su
estructura laminar). También cabe destacar que soporta grandes fuerzas de flexion, es decir,
se puede doblar sin que se rompa. Para hacerse una idea de la capacidad de estas propiedades
mecanicas, el premio Nobel hizo una comparaciéon con una hamaca de grafeno de un metro
cuadrado de superficie y un solo atomo de espesor. Esta hamaca de grafeno podria soportar
hasta 4 kg antes de romperse (equivalente al peso de un gato). En total esta hamaca pesaria lo
mismo que uno de los pelos del bigote del gato, menos de un miligramo.

e Aplicaciones en electronica.

Las propiedades del grafeno son ideales para utilizarlo como componente de circuitos inte-
grados. Esta dotado de alta movilidad de portadores, asi como de bajo nivel de “ruido”. Ello
permite que se le utilice como canal en transistores de efecto campo (FET). La dificultad de
utilizar grafeno radica en la produccién del mismo material en el sustrato adecuado. Investi-
gadores estan indagando métodos tales como transferencia de hojas de grafeno desde grafito
(exfoliacion) o crecimiento epitaxial (como la grafitizacion térmica de la superficie del carburo
de silicio: SiC).

En diciembre de 2008, IBM anunci6é que habian fabricado y caracterizado transistores que
operaban a frecuencias de 26 gigahercios (GHz). En febrero de 2010, la misma empresa anuncio6
que la velocidad de estos nuevos transistores alcanzé los 100 GHz. En septiembre de 2010 se
alcanzaron los 300 GHz.

Las publicaciones especializadas rebosan de articulos en los que se atribuye a esta estructura
de carbono cualidad de “remedio universal” en la tecnologia para reemplazo de dispositivos de
silicio por grafeno. Pero no toda la comunidad cientifica comparte este optimismo. El célebre
fisico holandés Walter de Heer afirma: “El grafeno nunca reemplazara al silicio. Nadie que
conozca el mundillo puede decir esto seriamente. Simplemente, hara algunas cosas que el silicio
no puede hacer. Es como con los barcos y los aviones. Los aviones nunca han reemplazado a
los barcos”.



Ademas, el grafeno carece de una banda de resistividad, propiedad esencial que le es inherente
al silicio. Eso implica que el grafeno no puede dejar de conducir electricidad: no se puede apagar.

e Cables de alta velocidad.

Investigadores de la Universidad de Cambridge lograron que el grafeno fuera capaz de captar
una gran cantidad de luz, lo que se puede utilizar en la creacion de cables de fibra 6ptica muy
veloces que se benefician de otra de las propiedades del material: los electrones se desplazan
rapidamente en él. Asi, se prometen cables de grafeno que podrian mover informacién cientos
de veces méas rapido que uno actual, lo que podria implementarse en el area de las telecomu-
nicaciones para la instalacion de redes mas veloces, aumentando asi la capacidad y rapidez de
internet, la telefonia movil y en definitiva, todas las comunicaciones que se llevan a cabo sobre
nuestro planeta.

Contenido de la Tesis

Capitulo 1

En las tres primeras secciones del primer capitulo, se resume parte de la teoria de ecuaciones
diferenciales de segundo orden con coeficientes periodicos explicada en el libro de Eastham [22].
En particular, nos centramos en el analisis de la ecuacién con coeficientes reales conocida como
ecuacion de Hill, que ha sido investigada por muchos matematicos en los tltimos anos. Gran
parte de esta teoria esta en el libro [42] de Magnus and Winkler. Otros resultados relacionados
con la teoria de funciones propias estan dados por Titchmarsh en [58] y por Burnat en [14].

El nombre ecuacion de Hill es dado a la ecuacién

(P(z)u'(2)) + Q(z)u(r) =0,

donde P y @ son funciones a valores reales y tienen el mismo periodo 7', T' > 0. Ademas, se
asume que P es continua y nunca cero y que P’y () con continuas por tramos.

Denotaremos por ¢; y o a dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion de Hill
que satisfacen

©1(0) =1, ¢1(0) = 0, ¢2(0) = 0, ¢5(0) = L.

Asi, toda solucion u de dicha ecuacion se puede escribir como
u() = u(0)p1 (x) + ' (0)pa ().
Se describe con detalle cuando la ecuacion de Hill tiene soluciones acotadas y no acotadas.
A continuacion, se estudia el caso particular
Q(r) = dw(x) = V(z),
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donde w y V' son continuas por partes, tienen periodo 7' y existe una constante wg > 0 tal que
w > wy. Si escribimos p en lugar de P, la ecuaciéon de Hill es ahora

(p(@) (@) + (w(z) - V(@))ulz) = 0

y, para senalar la dependencia de A, escribiremos las soluciones ¢; y w9 como @1(+; A) v @a(+; A).

La teoria de estabilidad y de funciones propias estan analizadas en varios libros, como Arscott
[6], Erdelyi [9], McLachlen [43], Meixner y Schafke [44], y Strutt [55], por mencionar algunos.

Las dos tltimas secciones de este capitulo, son una recopilacion de algunos resultados del
articulo |3|. En él los autores se centran en el problema de encontrar los intervalos de estabilidad
e inestabilidad de una ecuacion de segundo orden en la recta real con coeficientes periddicos, que
en este caso es la Ecuacion de Hill. Es bien sabido que los intervalos estables corresponden al
espectro de la familia de operadores de Bloch definidos en un sélo periodo (ver |1, [18]), pero en
[3] proponen la caracterizacion de los intervalos inestables, introduciendo una nueva familia de
operadores no autoadjuntos formalmente equivalentes a los de Bloch aunque con un parametro
de Bloch imaginario, que es llamado exponencial. Los autores prueban que esta familia admite un
nimero contable infinito de valores propios que, cuando son reales, caracterizan completamente
los intervalos de inestabilidad de la Ecuacion de Hill. Este resultado se establece en el Teorema
1. 24

Capitulo 2

En el segundo capitulo, se describe el grafeno G geométricamente, con sus respectivos com-
ponentes: los vértices en V y las aristas en A. Ademaés, identificaremos cada arista del grafeno
con el segmento [0, 1] C R, ya que cada arista es biyectiva con dicho segmento. En efecto, basta
con considerar la parametrizacion o, orientada de v a w, definida por:

o:0,]] xR* xR* — R?
(tv,w) — o(tv,w)=v+t(w—v).

De este modo, cada arista [vy, ve] € A puede escribirse como o ([0, 1]; v, v2). La funcion inversa

es tal que

_ X — v
X € [vy,v9] — O 1(X;v1,v2) = H

Usando la parametrizacion o, para cada arista [vi,vs] € A se puede definir el espacio
L?(vy, ) como sigue:

L2(v1,v) = {\i oo (v, v) : W e L2(0, 1)},

dotado de la norma |[Voo (- vy, V2) || 201 00) = |]E!|]Lz(0,1). Con esto, se define L?*(A) del modo
siguiente:

L2(A) = {(W)aca € @ L2(@) : D [ Wall2a(e) < o0}

acA acA



Este espacio tambien suele llamarse L?(G).

Anélogamente, para cada arista [vy, vs] € A se puede definir el espacio de Sobolev H?(vy, v5)
como sigue:

H?(v1,v5) = {Cf: oo (v, vs) 1 T € HA(0, 1)},

dotado de la norma ||V o o= !(-; vy, V) || 52 (01 00) = ||\Tf||H2(071). Con esto, se define el espacio de
Sobolev H?*(G) como el subconjunto de funciones (¥,),ea € @, 4 H*(a) que cumplen las tres
condiciones siguientes:

(1) D aea 1Pallfrq < oo

(i7) Paratodo v € V, para todo aj,as € A, [v € a;Nay = ¥, (v) = ¥,,(v)], que corresponde
a la condicion de continuidad en cada vértice al pasar de una arista a otra.

(it7) Para todo v € V, Y wev DWjy,4,)(v;v2 — v) = 0, donde DV, 4,1 (v; v2 — v) denota la

[v,v9]€ A
derivada direccional de la funcion W, ., en el punto v en la direccion [v, — v], condicion

que establece que la suma de flujos que salen del vértice v debe ser nula.

Las condiciones (ii)—(7i7) se suelen llamar condiciones de Kirchhoff.

Con estos conceptos previos, definimos a continuacion el Hamiltoniano del grafeno como el
operador H : H*(G) C L*(G) — L*(G) de modo que a cada ¥ = (¥,),cu € H*(G) le asocia
HY € L2(G), HY = ((HY)4)aean, tal que

(HY),(x) = (—\ng + V\T/a) oo '(x;a),

donde para cada arista a € A, U, = U, 0 o(;a) € H2(0,1). La funcion V() es una funcion
potencial en L?(0,1) que satisface V() = V(1 — ¢).

El objetivo de este capitulo es analizar el espectro del operador H, es decir, estudiaremos el
paradmetro A en la ecuacion

HY = A\U.

Nos interesa estudiar las funciones ¥ = (¥, ),c4 que satisfacen las condiciones de continuidad
y flujo (7)—(i7), la ecuacion

—W"(t) + V() W,(t) = AW, (1), Va € A, Vt € (0,1),
y ademéas cumplen las propiedades de cuasiperiodicidad
\I/(X + 61) = Rlllf(X), \I/(X + 62) = RQ\I/(X), Vx € G.

Determinaremos para qué valores del parametro A estas soluciones son acotadas o no acotadas,
analizando la correspondiente relacion de dispersion. Nos interesa obtener un resultado anélogo
al escrito en [3|, donde se caracterizan completamente las bandas permitidas y las no permitidas
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utilizando valores propios de un problema en R, pero esta vez con valores propios de un problema
definido en la red hexagonal G.

Primero, notamos que es importante distinguir los casos ¢o(1;A) # 0y wo(1; A) = 0, donde
©a(+; A) es la funcion descrita en el capitulo anterior. La importancia de esta separacion es que
en el segundo caso A esta incluido en el espectro de Dirichlet. Asi, en la Seccion 23] se muestra
el resultado principal en dos teoremas: el Teorema 211y el Teorema

Después, en la tltima seccion de este capitulo, se caracterizan completamente las regiones
donde la funcion ¥ = (¥, ),c4 es acotada y no acotada. En la Subseccion [2.4.1] se obtiene como
resultado el Lema 23] que es también mencionado en [39].

Finalmente, en la Subseccion 2.4.2] caracterizamos completamente las regiones
Rs = {(R1, o) € R : 0 < (1+ By + Ro)(1+ Ry + Ry') < 9}

Ry = {(R1, Ry) €R?: 9 < (1+ Ry + Ry)(1+ By + By}

demostrando el Teorema [2.9]

Capitulo 3

En el ultimo capitulo, estudiaremos en forma més detallada la estructura del espacio de
funciones ¥ = (V,).ca que satisfacen las condiciones de Kirchhoff (ii)—(iii) y las ecuaciones
—\ng(t) + V(£)W,(t) = AU, (1), para todo a € A, t € (0,1). En todo el capitulo consideraremos
que el parametro A es tal que po(1;\) # 0, donde pa(+; ) es la funcion descrita en el primer
capitulo.

Consideramos funciones u tales que HV = AW. Se define el perfil
—k aq—k gk ~q—k
Lg=A{vy, " 03, Uy, Oy k € Z}

para estudiar si es posible obtener el valor de la soluciéon ¥ en todo G a partir de L,. Obtenemos
asi el resultado establecido en la Proposicion 3.3] que nos permite afirmar que el perfil L, es
una base del grafeno G, pues toda funciéon ¥ definida en G se puede generar a partir de los
valores de W en cada vértice de L,.

En la Seccion se estudian las propiedades de la base canonica encontrada, que en parti-
cular son funciones que tiene soporte no acotado y son no acotadas.

Después, en la Secciéon B.3], se cambia de estrategia buscando funciones base que sean de
soporte compacto. Encontramos asi una estructura polinémica al interior del grafeno, la familia
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(Py)n € N, que esta dada por la recurrencia:

Py(s) = -—s
P.(s) = P, 1(s)+s Z Pi(s)P,_1-x(s) paran > 1.
k=0

y permite definir bases cuyo soporte esta restringido a un un semiplano. Obtenemos asi el
resultado princial de este capitulo: el Teorema [3.13



Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales de segundo orden
con coeficientes periodicos

Las ecuaciones diferenciales con coeficientes periddicos constituyen una parte muy estudiada
de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias [7, 22, 42, 58, [60]. Muchos problemas tedricos
y aplicados conducen a analizar estas ecuaciones. Podemos mencionar, por ejemplo, la mecanica
cuantica [4, 11,112, 13, 21], 24, 27|, la hidrodinamica |31], la teoria de elasticidad [59], la teoria de
ondas guiadas |20, 46|, la teoria de homogenizacion |10, 50, 54|, la dispersion directa e inversa
[29, 135, 136, 48, 57|, la teoria de resonancia paramétrica [26] y la geometria espectral |23, 56].

Como podemos notar, existe una literatura muy extensa sobre este tema. De entre toda ella
queremos resaltar el libro de Eastham [22], que sera la principal referencia de este capitulo.
Ademaés, en él se pueden encontrar abundantes referencias adicionales.

1.1. Teoria de Floquet
La herramienta principal de la teoria de ecuaciones diferenciales con coeficientes periédicos
es llamada Teoria de Floquet [22, 25, |42].

Consideremos la ecuacion de segundo orden
ao(z)u"(z) + a1 (z2)u' (z) + az(x)u(z) = 0, (1.1.1)

donde los coeficientes a; son a valores complejos, continuos por tramos y periddicos, con el
mismo periodo T € R, T > 0. Asi, para todo x € R,

ai(x+T)=a;(x), i=0,1,2.

Supongamos también que los limites por la izquierda y por la derecha de ay en todo punto
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son no nulos, de manera que la teoria usual de las ecuaciones diferenciales lineales sin puntos
singulares se aplica [30].

La ecuacion (LII]) no cambia si reemplazamos = por = + T'. Si ¥(z) es solucion de (LII)
para x € R, entonces ¢(x + T') también lo es. Sin embargo, en general (x) # ¥(z + T),
incluso (I1J)) no necesariamente tiene una solucion no trivial con periodo T'. Por ejemplo, las
soluciones de u”(x) — u(z) = 0 son combinaciones lineales de e” y e~?, y ninguna soluciéon no
trivial tiene como periodo algin real T.

Teorema 1.1. Ezxiste una constante p, p # 0, y una solucion no trivial i de (LIT) tal que

V(@ +T)=pi(z). (1.1.2)

Antes de probar este resultado, introduciremos dos funciones que seran de gran utilidad de
aqui en adelante.

Definicion 1.2. Denotaremos por o1 y @2 a dos soluciones linealmente independientes de

(CII) que satisfacen
©1(0) =1, ¢1(0) =0, p2(0) =0, ¢5(0) = 1. (1.1.3)
Lema 1.3. Toda solucién u de (LILI) se puede escribir como

u(xz) = u(0)e1(x) + u'(0)pa(x). (1.1.4)

DEMOSTRACION. Es claro que, para cualquier ay /3, la funcion u(z) = ap;(x)+Bp2(x) es solucion
de (LIJ), ya que ;1 y @9 también lo son. Asi, el conjunto de soluciones de la ecuacion (LI.1)
es un espacio vectorial. No es dificil ver que es de dimension dos.

Dado que ¢; y 2 son linealmente independientes, el conjunto {1, 2} es una base de
soluciones de la ecuacion (LII). Luego, existen constantes ¢; y ¢y tales que

u(z) = crp1(z) + capa(). (1.1.5)
De (LI3), si hacemos ¢ = 0 en la ecuacion (L) y en la derivada de la ecuacion (LLI), se

tiene
w0)=c¢ y u(0)=cs.

Se concluye asi el resultado. O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [Tl Ya que ¢1(x +T) y @o(x + T) son también soluciones lineal-
mente independientes de (L), existen constantes A;;, 1 < 1,7 < 2, tales que

pr(x+T) = A pi1(z) + A1z 02(7)

a(z 4+ T) = Asy o1 () 4+ Ags o), (1.1.6)
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donde la matriz A = (A;;) es no singular. Toda solucion ¢ de (L) tiene la forma
V() = c1o1(x) + 2 pa(),
con ¢y, ¢y constantes. Luego, podemos escribir (LT2)) como
api(@+T)+cpa(@+T)=plapi(z) + cap2(z)).
De (LIE), esto es equivalente a
C1 (An o1(z) + Ao 902($)) + Co (A21 o1(z) + Ago @2@)) = p(c1p1(x) + 2 pa(x)),

es decir,
e1(z) (A1 — p) e1 + Az ¢2) + pa(c) (Arz e + (A2 — p) e2) = 0.
Dado que @1 ¥ ¢y son linealmente independientes, obtenemos el sistema

(A1 —p)er +Anc =0

1.1.7
Ajger + (Age — p) e = 0. ( )
Estas ecuaciones se satisfacen para c¢; y co no ambos cero si p es tal que
Ay —p Ag —0
A Ay —p ’
esto es,
p* — (A1 + Ag) p + det(A) = 0. (1.1.8)
Esta es una ecuacion cuadratica para p y se satisface para al menos un valor de p, que no puede
ser cero ya que det(A) # 0. O
Sigue de (L13) y (L106) que
An=o1(T), A =¢(T), An = pa(T) , As = (7). (1.1.9)

Por otro lado, si denotamos por W (p1, ¢2) al Wronskiano de ¢ y s, tenemos

901(T) <P2(T) A Ag
90/1(T) 90,2<T) Ay Ago

W (1, 2)(T) = — det(A).

Ademas, de la Formula de Liouville,
“a(?)
1% =C — dt
<§017 @2)('%‘) exrp ( /(; a/()(t) ) )

donde C' es una constante. Ya que W (1, p2)(0) = 1, podemos concluir que C' = 1 y se tiene
que el Wronskiano de (L) esta dado por

W (1, 00)(2) = exp (— /Ox a () dt) . (1.1.10)

QAo (t)

Asi, (I.I.8) puede ser escrita como

p* = (p1(T) + ¢5(T)) p+ exp (—/0 a(t) dt) = 0. (1.1.11)

11



Observacion 1.4. La matriz
Ao [ An An ) _e(T) ea(T)
A Agp e1(T) ¢5(T)
descrita anteriormente es llamada matriz fundamental de la ecuacion (LIT]).

Teorema 1.5. FEzisten dos soluciones de (LLI) linealmente independientes, 1y y 1o, tales que

(i) ¥1(z) = h%py (), Yo(x) = %2%py(x), con 0y, Oy constantes no necesariamente distintas y
p1, P2 periodicas con periodo T'; o bien,

(ii) 1 (x) = %py(x), ao(x) = % (zpi(x) + pa(z)), con O constante y py, pa periddicas con
periodo T'.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que (LLI.8) tiene dos soluciones distintas p; y ps. Gracias
al Teorema [LLT] sabemos que existen 1, y 15 tales que

Vilx +T) = pihi(x) , i=1,2. (1.1.12)

Notemos que 17 y 9 son linealmente independientes. Ya que p; y ps son no nulas, podemos

definir ¢, y 05 de la siguiente manera:

0;T

T = p,. (1.1.13)

Sea p;(x) = e~%®;(x), para i = 1, 2. Entonces,
pi(z +T) = e @D (2 4+ T) = e 0@+ p () = pi().
Asi, ¥;(z) = e%%p;(z), con p; periddica de periodo T, i = 1,2.
Supongamos ahora que (LI8) tiene una solucion repetida p. Definamos 6 como sigue:

e’ =p.

Del Teorema [[L1] existe Wy soluciéon no trivial de (1T tal que
Uy(x+T)=p¥(x). (1.1.14)
Sea Wy una solucion de (LI, linealmente independiente de ¥;. Dado que Wy (z+7) también
satisface (LI1T]), existen di, dy constantes tales que

12



Calculemos dy. De (LII4) y (L.IIH), tenemos

W, W) (z+T) = Vi(x+T) Vy(x+T)

pVi(z) dyVq(z)+ dy VUs(x)
pVi(z) di¥i(z) +do Vs(x)

U, dy Uy
V() dp W5(x)
= pda W(Va(x), Uy(z)).

= p

Asi, de la Formula de Liouville,

z+T t T t
exp (—/ al()dt) = pdsy exp (—/ al()dt),

o aolt) o ao(t)

y dado que la integral tiene periodo T,
z+T T
al(t) ) < / aq (t) )
do =exp | — / dt | =exp| — dt | .
Py < . alt) N0

El término de la derecha es igual a p?, pues p es solucion repetida de la ecuacion (LIII). De
aqui, pdy = p?, es decir,

d2 = pP.
Luego, de (LII3), podemos escribir

Uy(x +T) =dy Wi(x) + pUa(x). (1.1.16)
Se tienen entonces dos casos:

1. Si d; =0, entonces Wyo(z +T) = p ¥(x). Ademas, tenemos (LITI4), por lo tanto estamos
en la misma situacion que antes, es decir, se tiene (LLI2) con p; = py = p.

Asi, como en la primera parte de la demostracion, este caso esta incluido en (i) del
Teorema [LL3 con ¥, =, y 0, =0,i=1,2.

2. Sid; # 0, definamos Py(x) = e %W, (x) y Py(x) = e % Uy(z) — ;f—lp x P(z).

De (LII4) y (LII6), P, y P> tienen periodo T'. Si hacemos

Ui(z) =e"P(z) vy Uyz)=e" <;{—LxP1(:C) + PQ(J:)) ,

se tiene (i) con Y1 = Uy y 1)y = E—lp 0.

13
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Observemos que (i) del Teorema [[L5 ocurre si hay dos soluciones linealmente independientes
de (LI que satisfacen (ILI.2)), con diferentes o iguales valores de p, mientras que tenemos (1)
cuando s6lo una de estas soluciones cumple dicha propiedad.

Por otro lado, (LT2) surge de (L), que establece que el vector columna (cp,c2)" es un
vector propio de A'. Asi, (i) y (ii) del Teorema ocurren si A’, y por lo tanto A, tienen dos
vectores propios linealmente independientes o s6lo un vector propio.

En particular, cuando (LIII) tiene una solucion repetida p, tendremos (i) si el rango de
A — pI es igual a cero, y tendremos (i) si el rango de A — p I es igual a uno.

Las soluciones p; y po de (IL18)) o (LLIIl), distintas de cero o no, se llaman multiplicadores
caracteristicos de (LII) y 61, 02 definidos en (LII3) son los exponentes caracteristicos de

(LLI).

1.2. Ecuacion de Hill

Cualquier ecuacion diferencial homogénea de segundo orden con coeficientes periddicos pue-
de ser reducida a una ecuacién del tipo Hill. Una pregunta especifica que surge en la teoria
de la ecuacion de Hill es el problema de la existencia de soluciones periodicas. Este problema
tiene muchas caracteristicas en comiin con los problemas ordinarios de Sturm-Liouville, y en
determinados casos puede ser reducido a un problema del tipo Sturm-Liouville con condiciones
de borde [@] Sin embargo, en general, tal reducciéon no es posible. Asi, la ecuacion diferencial
puede tener dos soluciones periddicas linealmente independientes, pero no puede tener dos solu-
ciones linealmente independientes que satisfagan las mismas condiciones de borde homogéneas.
Ademas, el valor del periodo de la solucion (que es un mutiplo del periodo T' de los coeficientes)
juega un rol importante en el andlisis de soluciones periddicas.

El nombre ecuacion de Hill es dado a la ecuacion

(P(z)u'(z)) + Qx)u(z) =0, (1.2.1)

donde P y @ son funciones a valores reales y tienen el mismo periodo 7', T' > 0. Ademas, se
asume que P es continua y nunca cero y que P’y () con continuas por tramos.

Mencionaremos aqui dos circunstancias en las cuales (I.I.I]) con coeficientes reales puede ser
transformada en una ecuacion del tipo (L2.)).

Primero, supongamos

/T al) 4 g, (1.2.2)



Si multiplicamos (LTI por ay* exp A, con

la ecuacion toma la forma de (L2Z1)) con

P@) =expAr) v Q) =2 oxp Aa).

De (LZ2), A tiene periodo Ty, por lo tanto, P y ) también.

Segundo, en lugar de ([2.2)), supongamos que Z—é tiene derivada continua por tramos y
hagamos en (LI la sustitucion

1 r aq (t) )
w(z) = z(x)exp | —= dt | .
(@) = styep (5 [ 9
La ecuacion queda

1 (a(x)\ 1 [ ai(z)\”
"
_ i =0.
2"(x) + (aQ(az) 5 <a0(:c)) 7\ z(x)
Dado que el coeficiente de z es periodico, esta ecuacion tiene la forma (L2.1) con P =1y z en

lugar de u. La ecuacion (L2.0)) tendra mucha importancia en este trabajo. Analizaremos ahora
con més detalle las soluciones 11 y 1y dadas por el Teorema [L2.1] pero aplicado a la ecuacién

iwai)

Reemplazando los coeficientes de (LZI) en (LII0), es decir, haciendo ag(z) = P(x) y
ai(z) = P'(z), se tiene que

W (p1,92)(T) = 1. (1.2.3)
Asi, la ecuacion cuadratica (LTIT) queda

p* = (o1(T) + @o(T))p + 1= 0. (1.2.4)
Luego, los multiplicadores caracteristicos p; y ps satisfacen

La soluciones ¢ y o de ([L2.0)) que satisfacen (LI.3]) son a valores reales porque Py @ son a
valores reales.

Definicion 1.6. El nimero real D es llamado discriminante de (L20)) y estd dado por

D =p1(T) + @5(T). (1.2.6)
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Notemos que, de (L.2.4),

Dado que la ecuacion cuadratica (L2.4)) tiene soluciones dadas por

 D+VDZ—4

p 2

consideraremos los siguientes cinco casos.

Caso 1: D > 2. De (L24), p1 v po son reales y distintas. También son positivas y no iguales a
uno. Asi, de (LZ.35), existe # € R\ {0} tal que

p=eT pp=e
(ver (LIIJ)). Luego, por parte (i) del Teorema [L5]
Ui(x) = epi(z) , aalx) = e P py(a), (1.2.8)

donde p; y py tienen periodo T'.

Caso 2: D < —2. La situacion es la misma que en el Caso 1, excepto que p; y p2 son ahora
negativos y no iguales a —1. Asi, 6 debe ser reemplazado por § 4+ 7 en (L2.8).

Caso 3: —2 < D < 2. Por (L2.4)), p1 v p2 son no-reales y distintos. Dado que son complejos
conjugados, (LZ3) muestra que sus modulos son iguales a uno. Asi, existe 6, 0 < 0T < 7 (o
—m < 0T < 0), tal que

o= T py— e T

De (i) del Teorema [L5],
i(x) = €Ppi(x) , dhala) = e Ppa(a), (1.2.9)
donde p; y py tienen periodo T'.

Caso 4: D = 2. De (L24), p1 = po = 1. Para decidir si aplicamos (i) o (ii) del Teorema L5
necesitamos determinar el rango de A — I, que denotaremos R(A — I), con A = (A;;) dada en
(L19). Consideremos dos subcasos.

Caso 4.1: po(T) = ©{(T) = 0. De (LL8) y (L.2.4), det(A) = 1; es decir, W(py1,p2)(T) =
©1(T)p2(T) = 1. Ademés, D = ¢1(T) + ©4(T) = 2. Asi, 1(T) = po(T) = 1y, por lo tanto,
R(A —I) = 0. Se aplica entonces (i) del Teorema [[L5l Dado que p; = ps = 1, los exponentes
caracteristicos 61 y 65 son ambos cero y tenemos simplemente

1/11(1’):]71(37) ) 1/12(1’)2172(37)7

donde p; y po tienen periodo 7. Notar que, en este caso, podemos concluir que todas las
soluciones tienen periodo 7.
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Caso 4.2. ¢o(T)

v ¢} (T) no ambos cero. Aqui, R(A —I) # 0y se aplica (ii) del Teorema [L5]
nuevamente con ¢

o1 (
= 0. Asi,

Ui(x) =pi(r) y  e(x) = 2pi() + pa(),
con p; y po de periodo T

Caso 5. D = —2. De ([L24)), p; = p» = —1. Consideraremos los mismos subcasos que antes.

Caso 5.1: po(T) = ¢} (T') = 0. Tenemos R(A+1) =0y, de (i) del Teoremall 5 con §; = 6, =

LT

Yi(z) =eTpi(z) vy a(r) =eTpa(a), (1.2.10)

donde p; y po tienen periodo T'. Notemos que, de (L2I0Q), ¢;(x+T) = —;(x), i = 1, 2. Luego,
toda solucion de (2] satisface

o+ T) = b(a).

Caso 5.2. ¢o(T) v ©}(T) no ambos cero. Aqui, R(A+ 1) # 0y, de (ii) del Teorema [[L5], con
m = Z. Asi,

Ui(x) = Pi(x) y  o(z) =z Pi(z) + Pax),

con P, = e%pk, k = 1,2. Observemos que P es tal que Py(x + 1) = —Py(x).

Una funcién f con la propiedad f(x +T) = — f(x) para todo z, se dice semi-periddica, con
semi-periodo T'. Claramente, tal funcion tiene periodo 27

Proposicion 1.7. Silas funciones P y Q de la ecuacion (L2)) satisfacen la siguiente relacion
de simetria:

P(T—z)=Px) y QT —=z)=Q(x), (1.2.11)

entonces se cumple
Po(T) = eu(T) y (1.2.12)
D = 20,(T) (1.2.13)

DeMoSTRACION. Notemos que, gracias a (L2IT), p1 (7 —1) vy ¢2(T —t) son soluciones de (L.2.1))
y, por lo tanto, se pueden escribir como combinacién lineal de ¢ y ¢ como sigue

o1(T —t) = 1 (T)pr(t) — @1 (T)pa(t) (1.2.14)
a(T —t) = po(T)pr (t) — <P/2(T)<P2(t)- (1.2.15)

Si hacemos ¢ = T en la ecuacion (LZI4) y derivamos la ecuacion (LZTI5) para luego evaluarla
ent="1T, se tiene

1 = ¢1(T)* — o (T)eo(T)
—1 = T (T) — (T,



es decir,

PUT)pa(T) = a(T)? — 1 (1.2.16)
PU(T)pa(T) = h(T)* = 1. (1.2.17)

Pero de (L2.3), sabemos que
W1, 02)(T) := p1(T)p(T) — 1 (T)e2(T) = L. (1.2.18)
Luego, reemplazando (LZI0) y (L2.I7) en (L2.I8), se tiene

e1(T)5(T) — p1(T)?* = p1(T)(h(T) — @1 (T)) =
1(T)ph(T) — 5(T)* = o (T)(0h(T) — @1 (T))

Restando estas dos tltimas ecuaciones, llegamos finalmente a la expresion
(05(T) —pa(T))* =0

y podemos concluir (LZI2). Con esto, de (LZ0]), se tiene ademas que

0
0.

D= 2@1<T)7

es decir, (L2ZI3). O

1.2.1. Acotaciéon y periodicidad de las soluciones

Teorema 1.8. (i) Si |D| < 2, todas las soluciones de (L2.1]) estdin acotadas en (—oo,00).

(it) Si |D| > 2, todas las soluciones no triviales de (L21]) son no-acotadas en (—oo, 00).

DEMOSTRACION. Si |D| < 2, estamos en el Caso 3 anterior y (LZ29). Asi, |¢;(x)| = |p;(z)| para
todo z, ¢ = 1,2. Dado que p; y pe son periodicas, estan acotadas en (—oo, 00). Luego, ¥ y s
estan acotadas en (—o00,00) y, por lo tanto, también todas sus combinaciones lineales.

Si D > 2, estamos en el Caso 1y (LZ8). Es claro que toda combinacioén lineal no trivial de
() y 12(x) es no-acotada cuando x — 0o o cuando x — —oo (0 ambos).

El argumento para D < —2 (Caso 2) es similar. O

Definicion 1.9. La ecuacion (L21) se dice
w estable si todas sus soluciones son acotadas en (—oo, 00).
= condicionalemente estable si hay una solucion no-trivial que es acotada en (—oo, 00).

» inestable si toda solucidn no trivial estd no-acotada en (—o0, 00).
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Asi, una ecuacion que no es estable es condicionalmente estable y puede o no ser estable.

Del Teorema [L.8, la ecuacion (L2.1) es estable si |D| < 2 y es inestable si |D| > 2. Dado
que las funciones periddicas y semi-periddicas estan acotadas en (—oo, 00), los casos 4.1 y 5.1
muestran que (L2T]) es también estable si |[D| = 2y ¢|(T') = ¢2(T) = 0. Finalmente, si |D| = 2
v @1 (T) y v2(T) no son ambas cero, los casos 4.2 y 5.2 muestran que (L2.1)) es condicionalmente
estable, pero no estable.

De los casos 4 y 5 anteriores, tenemos el siguiente teorema de existencia de soluciones pe-
riodicas y semi-periodicas de (LZ.T]).

Teorema 1.10. La ecuacion (L2T)) tiene soluciones no triviales con periodo T si y sdlo si
D =2, y con semi-periodo T si y solo si D = —2.

Toda solucion de (LZI) tiene periodo T o semi-periodo T si y sdlo si, ademds, ©y(T) =

1.2.2. Sistemas de ecuaciones diferenciales

La teoria de Floquet de la Seccion [L1] se puede extender a sistemas lineales
u'(z) = O(x)u(x), (1.2.19)
donde C' es una matriz de orden n X n a valores complejos, continua por tramos y tal que
Clz+T)=C(z),
con T' constante diferente de cero.

En esta seccion, las funciones denotadas con letras mintsculas seran funciones vectoriales
con n componentes, mientras que las letras maytusculas denotaran matrices.

Teorema 1.11. Existe una constante no nula p y una solucion no trivial ¢ de (L2ZI9) tal que
V(@ +T)=pi(z). (1.2.20)

DEMOSTRACION. Es andloga a la del Teorema [[L1l Sea ¢ la matriz fundamental (ver Observacion

[L4) de soluciones de (L2.19) tal que
0(0) =1, (1.2.21)

donde I denota la matriz identidad de orden n x n.

Dado que ¢(x + T') es también una matriz fundamental de soluciones de (I.Z.19)), existe una
matriz A constante y no singular tal que

ol +T)=p(x) A. (1.2.22)
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Toda solucion ¢ de (LZI9) tiene la forma

donde ¢ es un vector constante.

De (LZ222), se tiene (L.2.20) si
Ac=pec.

Esta ecuacion tiene solucién para ¢ distinto de cero si
det(A—pl)=0. (1.2.23)

Este es un polinomio de grado n para p y se satisface para al menos un valor de p, que es
diferente de cero ya que A es no singular. Queda asi demostrado el Teorema [L.T1l O

1.2.3. Intervalos de estabilidad y de inestabilidad

La teoria de las secciones y [L2.0] toma un nuevo sentido cuando (Q involucra un nuevo
pardmetro A de la forma

Q(x) = Mo(a) — V(x)

donde w y V' son continuas por partes, tienen periodo 7Ty existe una constante wg > 0 tal que
w > Wy.

Si escribimos p en lugar de P, (L2.I)) es ahora
(p(x)u'(2)) + (Aw(x) — V(x))u(z) = 0. (1.2.24)

Para senalar la dependencia de A en la ecuacion (L2.24), escribiremos sus soluciones que
satisfacen la condiciones iniciales (LT3 como

e1(5A) Yy e A) (1.2.25)

Asi, de (L2.6)), definimos el discriminante como
D) = o1(T5 \) + 05 (T5 N). (1.2.26)
Aunque el parametro \ aqui es considerado real, a veces es necesario permitir que sea com-
plejo. Sin importar si A es real o complejo, p1(+; A), w2(+; A) v sus derivadas en x son, para x fijo,

funciones analiticas en \. Por ende, de (L2.26), D(A) es una funcion analitica de A\. A menos
que se establezca lo contrario, A serd considerado como un real.

Ya que, en particular, D()) es una funcion continua de A, los valores de A tales que [D(\)| < 2
forman un conjunto abierto en R. Este conjunto, que veremos es no vacio, puede ser expresado
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como la unién de una coleccion contable de intervalos abiertos disjuntos. Asi, por parte (ii)
del Teorema [[L8 la ecuacion ([L2.24]) es estable cuando A estd en uno de estos intervalos, y
por lo tanto los intervalos son llamados intervalos de estabilidad de (L224]). Similarmente, los
intervalos tales que |D(A)| > 2 son llamados intervalos de inestabilidad de (L2:24)). Finalmente,
los intervalos formados por la clausura de intervalos de estabilidad son, como veremos, aquellos
en los que D(\) < 2y son llamados intervalos de estabilidad condicional de (L2.24]).

1.2.4. Problemas peri6édicos y semi-peridédicos de valores propios

Introduciremos aqui dos problemas de valores propios asociados a (L224) y el intervalo
[0, T]. El parametro A es considerado como el valor propio.

Problema 1: Consideremos el problema periddico de valores propios que consta de la ecuacién
(I224) considerada en [0, T], con las condiciones de borde periddicas

w(T) = u(0), u(T) ='(0). (1.2.27)

Este es un problema autoadjunto y la existencia de infinitos contables valores propios puede
ser establecida por el método estandar de construccion de una funcién de Green y definiendo
un operador lineal simétrico compacto en un espacio con producto interior. Aqui, es el espacio
funcional L?([0,T]) con el producto interior:

(f17f2)=/0 fi(x) fa(x)w(z) de.

Denotaremos las funciones propias por ¢, y los valores propios por a,,, n = 0,1, ..., donde
ag<a;<ay<---, v a, = oo cuando n — oc.

Todo valor propio doble es contado dos veces. Las funciones 1, pueden ser elegidas entonces
de manera que sean a valores reales y formen un conjunto ortonormal sobre [0, 7] con funcion
peso w. Asi,

[ @ a={

De ([2.27), las funciones v, pueden ser extendidas a todo R como funciones continuamente
diferenciables con periodo T. Por lo tanto, los «, son los valores de A para los que ([2.24)
tiene una solucion no trivial con periodo T. Ademas, los valores propios dobles (si hay) son los
valores de A para los cuales toda solucion de (L2.24)) tienen periodo 7T'. Del Caso 4 de la Seccion
sigue que los a,, son ceros de la funcion D(A) —2 y que un «,, dado es un valor propio doble
si y solo si

pa2(T, an) = 1T, o0n) = 0.
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Problema 2: Consideremos el problema semi-periédico de valores propios que consta de la
ecuacion (L2.24)) considerada en [0, 7], con las condiciones de borde semi-periodicas

w(T) = —u(0) , u'(T) = —u'(0). (1.2.28)
Este también es un problema autoadjunto. Denotaremos sus funciones propias como &, y sus
correspondientes valores propios como f3,, n = 0,1, ..., donde
Bo< B <Ps<---, v By — 0o cuando n — oo.

Nuevamente, todo valor propio doble es contado dos veces y las funciones &,, pueden ser escogidas
de manera que sean a valores reales y formen un conjunto ortonormal sobre [0, 7| con funcion
peso w.

De (L2:28), las &, pueden ser extendidas a todo R como funciones continuamente diferen-
ciables con semi-periodo T'. Por lo tanto, los 3, son los valores de A para los que (L2.24]) tiene
una solucion no trivial con semi-periodo 7. Ademas, los valores propios dobles (si hay) son los
valores de \ para los cuales toda solucion de (LZ24]) tienen semi-periodo 7. Del Caso 5 de la
Seccion sigue que los (3, son ceros de la funcion D(\) + 2 y que 3, € R es un valor propio
doble si y solo si

0a2(T, Bn) = 1(T, By) = 0. (1.2.29)

1.2.5. La funcién D(\)

Ahora usaremos la existencia de los valores propios «,, v 3, del Problema 1 y del Problema
2 de la Seccion [[.2.4] para examinar la funcion D(N).

Teorema 1.12. Con la notacion senalada anteriormente, se tiene
(i) Los nimeros o, y B, estin ordenados:

"'<Oéo<ﬁo§61<041§042<52§63<043§Oé4<"'. (1230)

(ii) En los intervalos (o, Bam], D(N) decrece de 2 a —2.
(iii) En los intervalos [Pomy1, Qoms1], D(N) crece de —2 a 2.
(iv) En los intervalos (—oo, ag) ¥ (Qami1, Qami2), D(A) > 2.

(v) En los intervalos (Bam, Bamyi1), D(A) < —2.

DeMOSTRACION. Haremos la demostracion en diferentes etapas.

(a) Existe un nimero D(\) > 2, para todo A < A.
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[
%) 50 51 a1 = Oy 52 53 Qa3 Oy 54

Fig. 1.1: Los nimeros «,, y 3, ordenados en intervalos estables e inestables.

Ya que w(z) > wy > 0, podemos escoger A, negativa si es necesario, tal que
V(z) — Aw(z) >0 (1.2.31)
en (—o0, 00).

Sea u cualquier solucion no trivial de (L2.24)) tal que «(0) > 0y «/(0) > 0. Entonces existe
un intervalo (0,d) en el que u es mayor que cero.

Ahora consideremos un intervalo (0, X) en el que u > 0. En (0, X), tenemos
(p(x)u'(z))" = (V(z) = Aw(z))u(z) > 0

para todo A < A, por (L231]). Asi, pu’ es creciente en (0, X). De aqui, v’ > 0 en (0, X) y, por
lo tanto, u es creciente en (0, X). Sigue que u no tiene un cero en z = X en (0, 00). Luego, pu’
y u son crecientes en (0, 00). En particular,

P1(T;0) > 2(0:0) =1y @h(ThA) > h(0;0) =1,
dado que a(7T) = a(0).

Asi, D(A\) > 2, para todo A < A.

(b) D'(\) es diferente de cero para valores de A tales que |D(M)] < 2.

Si derivamos ([L2:24]) con respecto a A\, poniendo u = ¢1(+; ), obtenemos

%p(x) % (%(L )\)) + (Aw(z) — V(x)) %(:p, A) = —w(x) pr(x; N). (1.2.32)
Ademas, de (LIL3) para pi(-;N),
%(0; A = % (%(o;m) 0, (1.2.33)

De la variacion de formulas constantes aplicada a (L2Z32) y (L233),

Op1

L0 0) = (pla) / lor@ N ealt:N) — pa(w N (N w(t) N dE (1.234)

pues pW (g1, ¢2) es constante y vale p(0).

Similarmente,

%@; A) = (p(x)™ /O [e1(2: 2) a8 2) = o A) o (8 M w(t) (B A)dt (1.2.35)
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y derivando (L2.33]) con respecto a z,

T2 ) = 0o [ ) eat ) = o N er (6 MO ealt Nt (1:2:30)

De esto junto a (L2.34]), podemos escribir

D'(\) = (p(O)l/O (] @5t A) + (01 — ©h) e1(t; N) @2(t; N) — @2 5 (55 A)] w(t) dE,  (1.2.37)

haciendo x = T. Aqui, p;(T;\) = ¢; y ¢i(T5;\) =l i =1,2.

Ya que @1 ph — oy = W1, p2)(T) = ig—? = 1, tenemos

~ =

D(N) =4+ (o1 — )" +4e2 ).
Por lo tanto, (I.2.37) puede ser escrita como

Loap(0) D) = — / 22 01t 0) + (o1 — ) alt; N w(t) dt
0 (1.2.38)

T
~(a=D0) [ EN ) i
0
Ahora, supongamos que |D(\)| < 2. Entonces, de (LZ38), @2 D'(A) < 0 vy, en particular,
D'(A\) #£ 0.
(c) En un cero a,, de D(A) — 2, D'(cv,) = 0 si y solo si
0o(T, ) = 1 (T, vy)) = 0. (1.2.39)
Ademés, si D'(«,) = 0, entonces D" (a,) < 0.
Si son vélidas las ecuaciones (L2.39), también tenemos
01(T, ) = oh(T, o) = 1, (1.2.40)
como en el Caso 4.1 de la Seccion Entonces, de (L.237), D'(a,) = 0.
Inversamente, si D(cay,) = 0, el primer integrando de la derecha de ([L2:38)) es idénticamente
cero. Dado que ¢1(t; \) v 2(t; A) son linealmente independientes, esto implica que ¢o(7T', cv,) =
0y o1(T, ) = 05T, o). Asi, de (L23T), también tenemos que @} (T, a,) = 0.

Para probar el resultado relacionado con D”(a,), derivamos (LZ31) con respecto a A para
expresar D”(\) en términos de A-derivadas de ¢; y ¢%, i = 1,2. Luego, hacemos A = «a,, y

reemplazamos las «a,-derivadas usando (L2Z34) y (LZ35).
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De (LZ239) y (LZ40), los célculos nos dan la ecuacion
2

D'(an) = 2(p(0))~" [(/OT%(L%)%(L%)w(t)dt)

- [ Aanuwa [ o) ua]

Asi, por la desigualdad de Schwarz, D"(a,,) < 0. Ademas, la igualdad es descartada porque
©1(;A) ¥ w2(+; A) son linealmente independientes.

Tenemos también un resultado correspondiente a (c) para los ceros 3, de D(\)+2, la tinica
diferencia es que si D'(3,,) = 0, entonces D"(3,,) > 0.

Hemos probado que un cero «,, de D(\) —2 es de orden dos sélo si D(A) alcanza un maximo
en oy, mientras que un cero (3, de D(\) + 2 es de orden dos s6lo si D()\) alcanza un minimo en

B

(d) Usaremos los resultados anteriores (a)-(c) para determinar el comportamiento de D(\)
cuando A crece de —oo a 0o.

Cuando A es grande y negativo, D(A) > 2 por (a). Asi, como A crece desde —oo, D(\) sigue
siendo mayor que 2 hasta que A alcanza el primer cero oy de D(A) — 2. Dado que D(A) no
tiene un maximo en ag, podemos concluir que ag es un cero simple de D(A) y de esto sigue
que D(A) < 2 inmediatamente a la derecha de ag. Entonces, cuando A crece desde aq, por (b)
D(\) decrece hasta que A alcanza el primer cero 5y de D(A) + 2. Por lo tanto, D(A) > 2 en el
intervalo (—oo, ap) y D(A) decrece desde 2 a -2 en el intervalo (ag, fp) -

En general, 8y sera un cero simple de D(\) 4+ 2 y entonces D(\) < —2 inmediatamente a la
derecha de fy. Cuando A crece desde fy, D(\) permanece menor que -2 hasta que \ alcanza el
siguiente cero §; de D(\) 4+ 2. Ya que D(\) no alcanza su minimo en (i, tenemos que (3 es un
cero simple de D(\) 4 2, y sigue que D(A) > 2 inmediatamente a la derecha de /3. Entonces,
cuando A crece desde f31, por (b) D(\) crece hasta que A alcanza el siguiente cero oy de D(\) —2.
Por lo tanto, D(A) < —2 en el intervalo (8y, 81) vy D(A) crece de -2 a 2 en el intervalo (01, ay).

En general, aj sera un cero simple de D(A) — 2 y entonces D(A) > 2 inmediatamente a la
derecha de a1. Cuando A crece desde g, D(A) permanece mas grande que 2 hasta que A alcanza
el siguiente cero ay de D(\) — 2.

El argumento usado arriba, comenzando con «g, puede ahora ser repetido comenzando con
s v lo mismo continuard repitiéndose cuando A — oc.

Esto prueba (i)-(v), excepto cuando D(\) + 2 tiene ceros dobles.

Si, por ejemplo, [y es un cero doble de D(\) + 2, entonces D(\) > —2 inmediatamente a la
derecha de 3y y el anélisis previo para D(\) sigue siendo valido, con la diferencia que ahora el
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intervalo (po, 41) no es parte del argumento. Para probar (LZ30) en esta situacion, debemos
ver que By = 1 o, en otras palabras, que 5y es un valor propio doble en el problema semi-
periodico. Este caso sigue inmediatamente de ([.2Z29) y la correspondiente condicion (239
para D(\) + 2. O

El Teorema establece que los intervalos de estabilidad de ([C2Z24) son (o, fom) v
(Bom+1, ¥omy1), ¥y que los intervalos de estabilidad condicional son las clausuras de estos. Los
intervalos de inestabilidad de (L224) son (—oo, ap) junto con (Bom, fom+1) V (Qomi1, Xami2),
pero omitiendo cualquier intervalo que desaparezca debido a que D(\) 4 2 tiene un cero doble.
Ningtn intervalo de estabilidad estard ausente, ni tampoco el intervalo inestable (—oo, ag). Es
conveniente llamar (8o, fom+1) ¥V (Q2mi1, @2mi2), sin importar que estén ausentes o no, a los
(2m + 1)-ésimos y (2m + 2)-ésimos intervalos de inestabilidad, mientras que (—oo, ap) sera
llamado intervalo de inestabilidad cero-ésimo.

Notemos que la ausencia de un intervalo de inestabilidad significa que existe un valor \ para
el que todas las soluciones de (L2224 tienen periodo T o semi-periodo T'; en otras palabras, la

coexistencia de soluciones de (L2.24)) con periodo T o semi-periodo T ocurre para ese valor de
A

Observacion 1.13. Si las funciones p, w y V de la ecuacion (L224) son simétricas, esto es
p(T—z)=px), wT—2)=w(x) y V(T —x)=V(z), VreR,
entonces, de[.Z13, para ¢1(1; ) definida en (L225), se cumple
p1(1;A) = %D()\)-

Ast, podemos reescribir (ii)—(v) del Teoremal .12 como

- En los intervalos [aom, Bam], p1(1; ) decrece de 1 a —1.

- En los intervalos [Pomy1, doms1], ©1(1;A) crece de —1 a 1.

- En los intervalos (—oo, ap) Y (Qomi1, ®omi2), ©1(1; ) > 1.

- En los intervalos (Bom, Pom+1), p1(1; ) < —1.
Ademds, del Teorema L8,

- Si lp1(1;N)] < 1, todas las soluciones de (L2ZI)) estdn acotadas en (—oo,00).

- Sile1(1; )] > 1, todas las soluciones no triviales de (L21) son no-acotadas en (—oo, 00).

Ejemplo 1.14. Consideremos la Fcuacion de Hill
(p(z)u'(x))" + (A = V(2))u(z) =0, (1.2.41)

con coeficientes 1-periodicos y continuos por tramos dados por
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3 3

1, 0<z<55 2, 0<x<;

1\2 3 7 3 7

p(x) = (Z)’ 5SS , V(z) = 5, ;5<x <15
7 7

1, —10<x§1 2, —10<x§1

Notar que p(z) = p(1 —x) y V(x) = V(1 — ), para todo x € R. Dependiendo del valor de

A, tendremos diferentes formulas para p1(1;\) = 2D()), como se muestra a continuacion (ver

2
Figura [L3).

1(1;X)
o
T

ITANAVAW,
V \/ \/

_5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400
A

Fig. 1.2: La funcion ¢;(1;X) = 3D()), para la ecuacion (LZAT).

= S \< 2,

1 4
©1(1; ) = cosh (g w2) cosh (g wl) + 3 (Z—ui + wl;) sinh <§ w2) sinh (g wl)

con wi =V2—Ayws=+vVH— A

. Si\=2,

8 3 . 8
©1(1;A) = Lcosh (3 w2) + 4—0w2 sinh (5 wz)

con wy = V5 — A.
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= 512 < A<Db,

8 3 1 4 3
©1(1; ) = cosh (S w2) cos (S wl) + +§ (4w_w21 — u%l) sinh (g w2) sin (S wl)

con wi = VA—2yws =+vH— A

= ST A=05,

con w; = VA — 2.

= Si\> 5,

(1;\) = cos §w cos §w —+1 ﬂ—i—@ sin §w sin §w
A 50) 7 T2 Ay 52 5

con w1 = VA —2 1y con wy =+ A— 5.

1.3. Estructura de bandas en la Ecuacion de Hill

Nos centraremos ahora en el resultado mostrado por Allaire y Orive en el articulo 3] para
retomar el problema de encontrar intervalos de estabilidad e inestabilidad en una ecuacion de
Hill. Es sabido que los intervalos de estabilidad corresponden al espectro de Bloch |11, 117, 1, 18],
lo que se propone en dicho articulo es caracterizar los intervalos de inestabilidad.

La clausura de cada intervalo de estabilidad es llamada banda de Bloch, mientras que los
intervalos abiertos no vacios entre dos bandas de Bloch son llamados gaps (huecos, espacios).

1.3.1. El espectro de Bloch

Consideremos la ecuacion de Hill definida en ([.2.24) con p = w = 1, es decir
—u"(z) + V(z)u(z) = Mu(x). (1.3.1)

Aqui, la funcién V es a valores reales, continua por tramos y de periodo 7" = 1. De la Seccion
(LI), sabemos que (L3.J) tiene una base de dos soluciones linealmente independientes, o1 (+; \)
v p2(;A), que dependen de X y satisfacen (LI.3).
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Recordemos también que el discriminante de (L3.0]) esta definido en (L2.6]) como
D(A) = ¢1(L;A) + 9515 A).

Ademés, es posible clasificar la solucion de ([L30)): diremos que una solucion es estable si es
uniformemente acotada e inestable si es no acotada. Del Teorema [[L12] sabemos que existe una
sucesion infinita contable {a,, }ren de raices de D(A) = 2 y una sucesion finita contable {3, }nen
de raices de D(\) = —2 tales que

<< << <a <[ <fi<az<oy<---

(ver Figura[[L1)). Los intervalos abiertos disjuntos de la coleccion

]040,50[, ]ﬁlaal[a ]052,52[, ]ﬁg,ag[, ce

son llamados intervalos de inestabilidad de (L3J) y la union

S =Jag, Bo[U]B1, cau[ U], B[ U]Bs, az[U - - -

es llamada region de estabilidad. Andlogamente,

U :] - 007aO[U]BOaﬁl[U]O‘DQQ[U]ﬁ?aBZ’»[U

es llamada regidn de inestabilidad. Por lo tanto, se tiene que |[D(A\)| < 2para X € S,y |D(\)| > 2
para A € U.

De los casos 1, 2 y 3 analizados en la Seccion [L2] se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.15. (i) Para A € U, existe § € R\ {0} tal que (L30) tiene dos soluciones
linealmente independientes del tipo € pi(z) y e % py(x), con pi, po I-periddicas y mul-
tiplicadores caracteristicos p; = € y py = e %; o bien, con pi, py semi-periédicas y
multiplicadores caracteristicos py = —e% y py = —e™?

(ii)) Para A\ € S, existe 0 €)0,7[, o bien 6 €] — 7, 0], tal que (L3J) tiene dos soluciones
linealmente independientes del tipo €p,(z) y e=%py(x), con p1, py 1-periddicas y mul-

tiplicadores caracteristicos p; = € y py = ™.

De los casos 4 y 5 de la Seccion [LL2] podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 1.16. (i) Si aopi1 = Qopra, entonces para X = aopyq = Qogre la ecuacion (L3.1)
tiene dos soluciones linealmente independientes py y ps 1-periddicas. Si aopi1 < Qopyo,
entonces para A = Qa1 Y para X = Qoo la ecuacion (L30) tiene dos soluciones lineal-
mente independientes del tipo pi(x) y xpi(x) + po(x), con py y py 1-periddicas.

(ii) Si Bor, = Bary1, entonces para X\ = Loy, = Bopy1 la ecuacion (L3J) tiene dos soluciones
linealmente independientes p1 y pa semi-periodicas. Si Por < Boky1, entonces para A = Poy,
y para X = Popr1 la ecuacion (L30) tiene dos soluciones linealmente independientes del
tipo p1(x) y xp1(x) + pa(x), con py y py semi-periddicas.
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En esta seccion, expondremos resultados clasicos de una teoria relacionada con la estructura
de valores propios de la ecuacion (L3.0), conocida como Teoria de Descomposicion de Bloch
|1, [18]. Si consideramos (I.3)) como un problema espectral de L*(R), es natural preguntarse
cual es su espectro y tratar de definirlo. Para este fin, consideremos el siguiente problema
espectral de Bloch parametrizado por 6 € R:

Encontrar A = \(0) e Ry ¥ = ¥(z,0);
—U"(z,0) + V(x)¥(z,0) = \0)¥(z,0) en R (1.3.2)
U(z+1,0) =e%V(x,0), V.

Es claro de (IL3.2)) que la condicion de periodicidad no se altera si reemplazamos 6 por 6+m,
con m € Z, y por lo tanto, 6 puede ser reducido a la celda dual § € Y’ =] — 7, 7]. Sabemos que
para cada 6 €] — 7, 7], el problema espectral ([3:2) admite una sucesion discreta de valores
propios tal que

0< M) < < An(B) < - oo,

para todo m > 1, A,,(f) es una funcion de Lipschitz de 6 € Y.
Podemos escribir ¥(xz, ) = e%¢(x,0), con € 1-periddica en x. Asi, (L3.2) es equivalente a

Encontrar A = A(0) e Ry & = £(z,0);

- (% + i@) (% + i@) £(2,0) + V(2)&(x,0) = A(0)E(x,0) en R (1.3.3)

o +1,0) = £(n,0), Vi
Tomando el conjugado en (L33)), es claro que \,,(0) = A\, (—6), Ym > 1.

Definimos el espectro de Bloch como

op={ n(0):0 €Y' m>1}= U [min )\m(ﬁ),méx)\m(ﬁ)].

oey”’ oey”’
m>1

El siguiente resultado relaciona el espectro de Bloch con los intervalos de estabilidad de

(C3.0).
Proposiciéon 1.17. Para todo k > 1, ap = M\(0), Br = M\(7) y
op = |, Bo] U [B1, ] U [az, B2] U [B3, as] U - -
En particular,
(1) Xok—1(0) es el minimo de \op_1(0), mientras que \og_1(m) es el mdazimo de Agx—1(0).

(11) Ao (0) es el mdzimo de Ao (0), mientras que Aok () es el minimo de Aoy (0).
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Esta proposicion nos da una caracterizacion para las regiones estables S de la ecuacion de
Hill (I.3.1). La clausura de los intervalos de estabilidad son precisamente las llamadas bandas

de Bloch, es decir,
[y Bn] = | min Ay, (0), méx )\m(e)].

ocy”’ oy’

Los intervalos abiertos no vacios entre dos bandas de Bloch son llamados gaps. Su unién, junto
con el intervalo abierto no acotado que pertenece a la primera banda de Bloch, es exactamente
la region inestable U.

DEMOSTRACION Proposicion [LT7. Para 6 = 0, el par (A,,(0), &, (z,0)) satisface (L31]), con A\ =
Am(0) v u(z) = &,(2,0). Notar que &, (+,0) es 1-periddica. Gracias a la parte (i) de Teorema

[LI6] se tiene
am = An(0),  Vm > 1.

Por otro lado, para 6 = 7, el par (A, (7), €™, (z,m)) satisface (L3.I), con A = A\, (7) vy
u(z) = e™E,,(x, ), que es semi-periodica. De (i7) del Teorema [L16],

Bm = Am(m), VYm > 1.

Ahora, consideremos A\ €|agg11, forr1], £ € N, un intervalo de estabilidad cualquiera. Para
intervalos estables de la forma |fa, agi[ el siguiente razonamiento es analogo. Gracias a (iz) del
Teorema [[LTH] existe 6 €]0, 7], o bien 6 €] —, 0], tal que (L3.]) tiene dos soluciones linealmente
independientes del tipo e®p,(x) y e **py(z), con py, py 1-periddicas. De aqui, p; y ps satisfacen
([C33) con A(0) = A y A(—0) = )\, respectivamente.

Asi, como Agg11(0) = agri1, Aokr1(m) = Pogs1 ¥ Aogr1(60) es una funcion de Lipschitz de
0 €Y', se tiene

[a2k+1, 52k+1] = {)\2k+1(9) RS YI}, k=0,1,---

Anéalogamente, se tiene

[52;:7042;3] = {)\2k+1(9) NS Y/}, k=1,2,---

1.3.2. El espectro exponencial

En esta seccion, definiremos el espectro exponenial de la ecuacion (L3.1)). Consideremos los
siguientes problemas espectrales parametrizados por 6 € R.

Encontrar = pu(0) e Ry ¥ = U(x,0);
—U"(2,0) + V(2)¥(x,0) = u(0)¥(z, ) (1.3.4)
U(z+1,0) =eV(,0), Va.
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Encontrar v = v(f) e Ry ¥ = U(z,0);
—V"(z,0) 4+ V(2)¥(z,0) = v(0)¥(x,0) (1.3.5)
U(z+1,0) = —e"V(x,0), V.

Haciendo W(z, ) = ¢’*£(z,0), estos problemas son equivalentes a

( Encontrar = u(f) € Cy & = €£(x, 0);

_ (% + 9) (% + 9) £(2,60) + V(2)(x, 0) = u(6)é(x, 6) en R (1.3.6)

( L+ 1,0) =¢&(x,0), V.

( Encontrar v =v(0) e Cy ¥V = ¥(z,0);

_ <% + 9) (% + 9) £(x,0) + V(2)E(2,0) = v(0)E(z, 0) en R (1.3.7)

[ {(z+1,0) = —&(x,0), V.

La existencia del primer valor propio del problema (L3.6) estd dada en el siguiente lema,
cuya demostracion esta basada en el Teorema de Krein-Rutman.

Lema 1.18. Para todo 6 € R, existe un primer valor propio minimal py de (L3.6) que es real,
simple y tal que
0 — po(0) es analitica, concava y par

lim po(0) = —o0

0—+o0
méx 11o(0) = 110(0) = Ao(0) = .
0eR
Este resultado muestra que el primer intervalo inestable es {po(6) : € R\ {0}} =] — 00, ap),

que es asi parte del espectro exponencial de (L3.J).

Para continuar con la descripcion de la estructura del espectro exponencial, usaremos el
siguiente resultado de continuidad espectral.

Lema 1.19. Sea {K,},>1 una sucesion de operadores compactos en un espacio de Hilbert H
que converge uniformemente a un compacto K. Sea v un contorno suave que encierra j valores
propios de K (contando sus multiplicidades) y tal que todo N € v no pertenece al espectro de
K. Entonces, existe ng tal que para todo n > ng, v contiene exactamente j valores propios de
K,.

Gracias al Lema [[LT9] es posible caracterizar los otros intervalos inestables de U, pues nos

permite demostrar las siguientes proposiciones. Hay dos tipos diferentes de intervalos de ines-
tabilidad: (ﬁgk, 52k+1) y (oz2k+1, oz2k+2), para k’ Z 0
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Proposicién 1.20. Supongamos Ba, < Bogy1. Entonces existe Oop0p41 > 0 tal que, para 0 €

| = Ookoki1, Ok oki1], existen vor(0), vari1(60) valores propios reales y simples de (L3.1) que
satisfacen
0 — vor(0), vor11(0) son analiticas y pares

Vor(0), var11(0) son estrictamente mondtonas en [0, Oay op41]
min = vor(0) = v (0) = Agg () =
0€(0,025 2541] 21 (0) 2(0) 2k( ) = Bk

max  Vopr1(6) = vor+1(0) = Aoy () = ok
0€(0,025 25 +1]

lim I/Qk(e) = lim Vok+1 (0) = ok 2k+1
|0| =021, 2541 |0| =025 2541

{var(0) : 0 € [0, Oak 2141]} = [bok, Vo 2611
{var+1(0) : 0 € [0, Oop 2k41]} = [Vor 2641, Dok

Observacion 1.21. [y < Bori1 significa que hay un gap en el espectro. Cuando Bor, = Pogi1,
es decir, no hay gap aqui, extendemos la notacion de la Proposicion[L.20 haciendo Oy 211 = 0.

Proposiciéon 1.22. Supongamos a1 < Qaopro. Entonces existe Oapiq 2k42 > 0 tal que, para
0 €] —O2k112k+25 O2k+1,26+2], existen pog1(0), pror+2(0) valores propios reales y simples de (L.3.6))

que satisfacen
0 — pok1(0), poks2(0) son analiticas y pares
pok+1(0), vor42(0) son estrictamente mondtonas en [0, Oopi1 2%-+2]
min par1(0) = pory1(0) = Aag g (7T) = Q241
0€[0,025+1,2+2]

max pakt2(0) = pori2(0) = Aggyo (7T) = (242
0€[0,025+1,2+2]

lim M2k+1(9) = lim M2k+2(9) = H2k+1,2k+2
|0]=02+1,25+2 |0]=02+1,25+2

{12k+1(0) - 0 € [0, Oop11.9612]} = [a2k41, Hok+1.26+2]
{12k42(0) = 0 € [0, O2pt1 2612]} = [Hok+1,26+2, Q2kta).

Observacion 1.23. Si asp1 = aopia, s decir, no hay gap aqui, extendemos la notacion de la
Proposicion haciendo Oap41 2512 = 0.

DEMOSTRACION ProprosicioN [L221 (la demostracion de la Proposicion es similar). Estudia-
remos primero el problema de valores propios (L3.6) con 6 = 0. Gracias a la parte (i) del
Teorema [[L16], el problema (L3.6) con § = 0 tiene s6lo dos valores propios reales simples en
(g 41, Qopra], & saber aggi1) ¥ aopio), que denotaremos fiop11(0) v piory2(0), respectivamente.

33



Aplicando el Lema[[.J9 en una vecindad de # = 0, el problema (I.3.6)) admite un tnico valor
propio simple fior11(6) cerca de pior41(0) = agpy1. Similarmente, el problema (L3.6]) admite un
tinico valor propio simple pigy2(0) cerca de pigr12(0) = qopi2. Si estos valores propios fueran
no reales, dado que el problema (L3:0]) tiene coeficientes reales, ellos iran en pares conjugados,
Tokr1(0) # pogs1(0) 0 Topr2(0) # porso(f), lo que es una contradiccion, pues el Lema
implica que hay solo valores propios de ([L3.6) cerca de pigr1(0) 0 fiogr2(0). Asi, pori1(0) y
ok+2(0) son reales y simples para 6 cerca de cero.

Gracias a la teoria de perturbacion de valores propios en un espacio finito dimensional,
los valores propios simples son funciones de 6 analiticas. De la parte (i) del Teorema [[I5], es
inmediato que po11(0) = pors1(—0) v prari2(0) = porr2(—0). Ademas, 0 — pigpy1(0), por12(0)
son estrictamente mondtonas para € > 0 o 6 < 0, pues de otro modo habriamos obtenido dos
valores diferentes 0 y 6 (del mismo signo) dando el mismo valor propio A €]asyi1, aop o, lo que
es imposible por (i) del Teorema

Ahora podemos continuar este argumento de perturbacion para valores de # méas grandes
hasta que los valores propios fior11(6) v piors2(0) permanezcan simples y reales. La tnica posi-
bilidad de un cambio en sus multiplicidades es cuando son iguales. Mas precisamente, probemos
que

{p2r41(0) 1 0 > 0} U {pon42(6) : 0 > 0} =Jaogs1, okl

Definimos 6oy 1 = méax{0 : existe pgy1(0) € R}, que satisface 0o,11 > 0, y andlogamente
definimos 69,5 > 0. No podemos tener piogi1(0oxtr1) < pogs2(forio), pues, para todo A €
((ptor+1(O2k41), poks2(Ooryo)), la parte (i) del Teorema implica la existencia de § > 0 tal
que A = pgr41(0) 0 A = poky2(0), lo que es una contradiccion con la definicion de Ogg 1 0 Oopio.

Asi, piog11(0okr1) = poki2(Pori2), v por unicidad del exponente # > 0 en (i) del Teorema
[L.I5] también tenemos fo 41 = Box12 < 00. Denotamos su valor comin por Oy ok+2 = bop1 =
Ok 2 H

Como consecuencia de los resultados de la Secciéon [1.3.1] del Lema[[.18y de las Proposiciones
201y L22] se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 1.24 (Caracterizacion del Espectro Exponencial). Si o, denota el espectro exponen-
cial y op el espectro de Bloch, entonces tenemos

—+00

R=05Uo, Y O’BQUQIU{OJ@'}U{B@'}’
=0

y usando la notacién de las Proposiciones .20 y [1.22 anteriores,

oe = {10(0) : 0 € RYU{paor11(0), pror42(0) : 0 € [0, Oopr1 2p42) FIH{ 12k (0), var41(0) = 0 € [0, Oop 241] }-
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Corolario 1.25. Sean u solucién de la ecuacion (L3J) y w1(;A) la funcion definida en
(L2258). Entonces existen tres conjuntos, A, B y &, tales que

Aed & |pi(t M) <1, VteR (1.3.8)
AEDB & ¢t A)>1, VieR (1.3.9)
Ael€ & o) <—1, VteR (1.3.10)

DEMOSTRACION. De la Proposicion [LI7, se tiene que existe un conjunto 2 tal que

A= |J {N(0):ieN}=[ag,Bo) U[Br, 1] U oz, Bo] U[Bs, 5] U - -
be(—mm)*

De (L271) y de la parte (i) del Teorema [[.15, el discriminante D()\) = e¥ + e~ = 2 cos 6. Asi,
usando (LZI3)), es posible escribir ¢q(1;\) = cosf y se tiene (L3.).

Por otro lado, del Teorema [[.24] existen dos conjuntos B y € tales que

B = U{/M(@) i€ N} ={po(0) : 0 € R} U{piog41(0), pan+2(0) : 0 € [0, Opy1,2042] }
= ]_— 00, ap[U]ay, ap[U]as, ay[Ulas, ag[U - -+ | ¥

¢ = (J{wi(0) :i € N} = {vai(0), vars1(6) : 0 € [0, O 2411}

0>0

= ]50761[U]ﬁ2753[u]ﬁ4,65[U]56,67[U cee

De (L27) y de la parte (i) del Teorema [LI5] el discriminante D(\) = € + e~? = 2cosh 6, o
bien D(\) = —e? — e7? = —2cosh §. Asi, usando (L2I3)), es posible escribir ¢;(1; \) = cosh 6,
o bien p1(1;\) = —cosh @ y se tiene (L3.9) y (L3.10). O
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Capitulo 2

El operador Hamiltoniano en el grafeno

En este capitulo se define el grafeno G geométricamente, con sus respectivos componentes:
vértices y aristas. Vemos como actiia el operador Hamiltoniano H a lo largo de G y la pa-
rametrizacion que nos permite identificar cada arista con el segmento [0, 1]. De esta manera,
buscamos caracterizar acertadamente las funciones W = (WU, ),c4 que satisfacen ciertas condi-
ciones de continuidad y flujo. A continuacién, para analizar el espectro del grafeno, nos interesa
estudiar las funciones ¥ que satisfacen dichas condiciones de continuidad y flujo, la ecuacion
HY = AV y ademas ciertas propiedades de cuasiperiodicidad. Determinaremos para qué valo-
res del parametro A estas soluciones son acotadas o no acotadas, analizando la correspondiente
relacion de dispersion. Nos interesa obtener un resultado analogo al escrito en [3] explicado
en la Seccion [IL3] donde se caracterizan completamente los intervalos de estabilidad y los de
inestabilidad utilizando valores propios de un problema en R, pero esta vez con valores propios
de un problema definido en la red hexagonal G.

2.1. El grafeno

El grafeno es una substancia formada por carbono puro, donde los 4&tomos estan dispuestos
en un patron regular hexagonal. Por tal motivo, en su descripcion mateméatica estos atomos los
consideraremos dispuestos en un conjunto de vértices YV C R? tal como se muestra en la Figura

21
Para una descripcién més precisa, se introducen dos vectores e; y es, mediante las relaciones:
e=(42) v e=(0v3), (2.1.1)
De este modo, el conjunto de vértices V esta definido por
V={vl,9 ijeZ}, (2.1.2)
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/ \ / \ / \ / \

Fig. 2.1: Vértices 'vg y '1")2] en el grafeno G.

donde las familias de vértices (v}); jez v (0]); jez estan definidas por las relaciones:

v 1e) + jesg

= vl +(1,0)

ST, ST,

(3

Tal como se muestra en la Figura[2.1] los vértices anteriores estan conectados por un conjunto
de aristas A, que forman una red hexagonal, definido por
SN QO 75/ B 2% B 7% N 7% N PO B/ B 2% S O B/ 15 IS 2V B O B Y .
A={ay,ay,ag s af = [v],9]],a5 = [v],9]1]], a5’ = [v],]_1],i,j € Z}, (2.1.5)

como muestra la Figura 2.2

Fig. 2.2: Aristas agj, a?{,j y ailj, y sus respectivos vértices.
Usando esta notacion, la estructura del grafeno queda definida por el grafo no orientado G
dado por
G=(V,A.
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Para realizar calculos en el grafeno, notamos que cada arista del grafeno es biyectiva con el
segmento [0, 1] C R. En efecto, para visualizar esta biyeccion, basta con considerar la parame-
trizacion o, orientada de v a w, definida por:

o:0,]] xR* xR* — R?
(2.1.6)

(tv,w) — ot;v,w)=v+t{w—v).

De este modo, cada arista [vy, ve] € A puede escribirse como o ([0, 1]; v, v2). La funcion inversa

es tal que

_ X—v
X € [v1, 9] = o (x; 01, v0) = H (2.1.7)
2 — V1

Usando la parametrizacion (2.1.6), de inversa de (ZI.7), para cada arista [v,vs] € A se
puede definir el espacio L?(vy,v;) como sigue:

L2(vy, v3) = {\i oo (v, v) : U e L2(0, 1)},

dotado de la norma |[Voo (- vy, V2) || 22 (01 00) = ||\Tf||Lz(0,1). Con esto, se define L*(A) del modo
siguiente:

L2(A) = {(\pa)aeA €@ L) Y [ Wallo < oo}. (2.1.8)

acA acA

Este espacio tambien suele llamarse L?(G).

Anélogamente, para cada arista [vy, vs] € A se puede definir el espacio de Sobolev H?(vy, v5)
como sigue:

H?(v1,05) = {Cf: oo (v, vs) 1 T € HA(0, 1)},

dotado de la norma ||¥ o o~ 1(-; vy, V2)|| 2 (01 00) = ”E]HHQ(OJ). Con esto, se define el espacio de
Sobolev H?*(G) como el subconjunto de funciones (¥,),ea € @, 4 H*(a) que cumplen las tres
condiciones siguientes:

D Wl < oo (2.1.9)

acA

Vv € V,Vay,as € A v €ayNay = Y, (v) =V, (v)], (2.1.10)

YweV Y DUpu,(vivs —v) = 0. (2.1.11)
['u?'lQJ;]\E}A

Las condiciones (2.1.10)—(2.1.17) se suelen llamar condiciones de Neumann en el grafeno o, segin
algunos autores, condiciones de Kirchhoff. La primera, (2.I.10), corresponde a la condicion de
continuidad en cada vértice al pasar de una arista a otra. La segunda condicion, (2.1.17)), en la
cual se ha denotado por DWy, ,,1(v; v, — v) a la derivada direccional de la funcion Uy, ,,) en el
punto v en la direccion [vs — v], corresponde a que la suma de flujos que salen del vértice v
debe ser nula.
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2.2. El Hamiltoniano en el grafeno

Definamos ahora el Hamiltoniano del grafeno en L?*(G). Sea V(t) una funcién L?(0,1) tal
que
V(t)=V(1-1t). (2.2.1)

El Hamiltoniano del grafeno H : D(H) C L*(G) — L*(G) es el operador con dominio
D(H) = H*(G) tal que a cada U = (U,,)4ea € H*(G) le asocia HV € L*(G), HY = ((H¥),)aea,
tal que

(H)a(x) = (—513;’ + V\T’a) oo (x;a), (2.2.2)
donde para cada arista a € A, U, = U, 0 o(-;a) € H2(0,1).

El objetivo de este capitulo es analizar el espectro del operador H, es decir, estudiaremos el
pardmetro A en la ecuacion

HY = A\U.

Para ello, caracterizaremos las diferentes funciones W que se clasifican como soluciones acotadas
o no acotadas. Para ello buscamos funciones no nulas ¥ = (¥,),c4 que cumplan (ZI10)-
(2I°11) y las ecuaciones diferenciales siguientes

— (1) + V() Wu(t) = AT, (t), Yaec AVte(0,1), (2.2.3)
donde A € R es un pardmetro.

Nuestro objetivo es clasificar las soluciones de (2.2.3]) de acuerdo a diferentes valores de A
buscando soluciones acotadas y no acotadas en el grafeno. Observemos que la condicion (2.1.9)
no sera satisfecha por nuestras soluciones ya que el operador H tiene un espectro continuo.

Nos interesa estudiar soluciones de (Z2.3) que cumplan las propiedades

\I/(X + 61) = Rlllf(X), Vx € G
\I/(X + 62) = RQII!(X), Vx € G

donde R; y R, son ntmeros reales o complejos que pertenecen al conjunto

{ReC:|R|=1V ReR"}.

Notemos que si |R1| = |Ry| = 1 las soluciones buscadas son acotadas en el grafeno, mientras
que si alguna de las dos constantes tiene modulo diferente de uno, la solucién buscada sera no
acotada en la direccion +e; o +es, segiin corresponda.

Para estudiar el problema planteado procederemos del siguiente modo: en la Seccion 2.3
estudiaremos la forma de imponer las condiciones de Kirchhoff (2.1.10)—(2.1.11)) y en la Seccioén
la caracterizacion de los valores de A para cada caso de las constantes R, R».

39



2.3. Condiciones de Kirchhkoff

El objetivo de esta seccion es caracterizar apropiadamente las funciones ¥ = (¥,).c4 que
satisfacen las condiciones de Kirchhoff (Z1.10) - (2.1.11]). Para ello, comenzamos observando que
cada vértice v € V tiene exactamente tres aristas adyacentes, como se muestra en la Figura
2.3l Por este motivo, las condiciones de continuidad y flujo seran escritas explicitamente en los
vértices de tipo v/ y &/ de V, donde 4, j € Z (ver (ZI2)).

A j41 j
Vi1 v

J
Caso (a) Caso (b) "

Fig. 2.3: Aristas que concurren a los vértices del tipo v! (Caso (a)) y a
los del tipo ¥] (Caso (b)).

El resultado principal de esta seccién lo enunciaremos en dos teoremas, que separan los casos
©a(L;N) £ 0y wa(1;X) = 0, donde pa(+; A) es la funcion descrita en (L2.25). La importancia de
esta separacion es que en el segundo caso A esta incluido en el espectro de Dirichlet. El primer
teorema, caracteriza completamente las funciones que satisfacen las condiciones de continuidad

y flujo establecidas en (ZII0)—(2I.IT).

Teorema 2.1. Si po(1;\) # 0, toda funcion U = (V,)eca que cumpla 223), satisface las
condiciones (2I1I0)-R2II1) si y solamente si para todo 1,5 € Z se cumplen las siguientes
relaciones:

=31 (1) (8]) + W (v]) + W (v],) + V(0]
donde ©1(+; \) y pa(+; ) son las funciones descritas en (L2Z25]).

=301 (LN (v]) + W(8)) + V(o)) + V(&
v) v

7

Teorema 2.2. Si po(1;\) = 0, toda funcion U = (V,)eca que cumpla 223), satisface las
condiciones (2.110)-([.111) si y solamente si se cumplen las dos condiciones siguientes:

(1) Existe ky € R, que depende de WV, tal que se cumple
V) =ky y V@) =kepi(1;)), Vi, jeLZ (2.3.3)

(2) Si en cada arista a € A las funciones U, se escriben como

Uo(t) = Ua(0)ipr (5 A) + capalt; V), (2.3.4)
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donde la parametrizacion t se escoge describiendo la arista de izquierda a derecha, enton-
ces las constantes (cq)aca Satisfacen las relaciones siguientes:

2k (1 A) + Cloret o) F Cap i) = Cp o P1(L1A), Vi € Z, (2.3.5)
k‘q;(,@ll(l; )\) + C[vf,ﬁf}¢1(1; )\) = C[@z,vfﬂ] + C[ﬁf,f)ﬁ:ﬁ]’ Vi, j € 7. (236)

2.3.1. Demostracion del Teorema [2.1]

Comenzaremos por enunciar el siguiente lema, donde se introducen dos funciones auxiliares
que seran utilizadas en el resto de esta seccion.

Lema 2.3. Si@o(1; ) # 0, existen dos soluciones ¢1(; N) y ¢a(+; ) de (L3T) que cumplen las
condiciones de borde

y
$2(0;A) =0, ¢2(1;A) = 1. (2.3.8)
Ademds, ¢1(-; ) y ¢o(+; ) son dnicas y estdn dadas por las relaciones

e1(1; )
Pa(15 )

) P2(t; A). (2.3.10)

SN = ot ) - ( ) ) (2.3.9)

1

DEMOSTRACION. Probar la existencia es simple, evaluando las relaciones (2.3.9)—(23.10) en t = 0
yent=1.

Para la unicidad de ¢;(-; \) (para ¢2(-; A) es andlogo), supongamos que existe una funcion
é1p(+; A) solucion de (L3)), que satisface (2.3.7). Esta solucion puede escribirse como combina-

cion lineal de ¢1(+; A) v p2(+; A) como sigue (ver (LIH)
O1(t; N) = cro1(t; A) + capa(t; ).

Reemplazando en ¢ = 0 y usando (2.3.7) obtenemos ¢; = 1. Ahora, haciendo ¢t = 1, de (2Z3.7))
y (239), se tiene

;A
_<2&WD¢AhM:@@GM) (2.3.11)
de donde resulta que ¢; = — (;‘28:\\;), es decir ¢1(t; A) = d1(t; N). O

Utilizando las funciones ¢1(-; A) v ¢2(+; A) definidas en el Lema 23] podemos demostrar el
Teorema [2.1] como sigue.

41



DEMOSTRACION DEL TEOREMA I La condicion (2.I.I0) se cumple si y solamente si la funcion
U = (U, )4ea tiene una traza definida y tnica (independiente de la arista considerada) en cada
vértice v € V del grafeno. Este hecho esta implicito en la escritura de las igualdades (Z3.1) y
([23.2) donde se han usado explicitamente los valores de las trazas de ¥ a cada vértice de la
forma v}, d] € V. Para terminar la demostracion, nos enfocaremos en la propiedad de flujos

@LID).

Probaremos que la identidad (Z3.0) es equivalente a la condicion de flujo (2.I.1T]) establecida
en los vértices v} (ver Figura2.3] Caso (a)). Para simplificar la notaci()n, denotemos por f, gy h
a las restricciones de la funcion ¥ a las aristas [v!, 977/, [v/, 'vZ 1y [v], 9], respectivamente, y

1 A A~ .
por A, B, C'y D alas trazas de la funcion W en los vértices v; 'vf+1 , O] | v 0], respectivamente

(ver Figura 2.4)).

U(9]7)) =B

Fig. 2.4: Vértices en los que la funcion ¥ vale A, B, C'y D.

Como la funcion ¥ = (¥, ),c4 satisface las identidades ([2.2.3), tiene trazas bien definidas
en los vértices y ¢2(1; A) # 0, podemos usar las funciones ¢;(-; A), gbg( A) definidas en (23.7)—
([Z38), para encontrar sus valores en cada arista [v/, #/"], [v/, %7 ] y [v/, %] en términos de
sus correspondientes valores en los vértices, del modo siguiente

f(t) = Ap1(t; N) + Boo(t; A)
) = Agr(t; ) + Ca(t: \) (2.3.12)
h(t) = Ady(t; A) + Dea(t; \)

donde f,g y h representan la composicién de las funciones f, g, h con la parametrizacion o
definida en (ZI.6) para cada arista. Con esta notacion, la condicion ([ZITIT) escrita en el
vértice v es equivalente a

F1(0) + 3'(0) + 1'(0) = 0. (2.3.13)

Luego, derivando en (223.12) y reemplazando en (2:3.13)), resulta

3AP1(0; ) + (B + C + D)gh(0; \) = 0. (2.3.14)
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Los valores ¢7(0; \) y ¢4(0; \) se obtienen directamente derivando las definiciones (23.9)-
(2310, reemplazando en ¢ = 0 y usando las propiedades (I.I.3). De este modo la identidad

(2:3.14)) es equivalente a

BA| ———= | +(B+C+D =0
<¢z(1;k) ( ) p2(1; )
Multiplicando esta expresion por ¢o(1; ), obtenemos finalmente

—3Ap(L,N)+B+C+ D=0,

que corresponde exactamente a la identidad (2.3.]) con los respectivos cambios de nomenclatura.

La demostracion para (2.3.2)) es andloga, pues la ecuacion (2.3.2)) es equivalente a la condicion
de flujo (ZI_TT]) establecida en los vértices @] (ver Figura 23 Caso (b)). O

2.3.2. Demostracion del Teorema

En esta seccion estudiamos el caso particular en que po(1; A) = 0. Como la funcion pa(+; \)
también es nula en t = 0 (ver (LI3))), resulta que ¢s(+; A) es una solucion no trivial del problema
con condiciones de borde de Dirichlet siguiente:

—5(; A) + V(2)pa(2;X) = Apa(a; A), en (0,1)
©2(0; \) = @o(1; ) = 0.
Por lo tanto, el caso que nos interesa en esta seccion corresponde a los valores de A del espectro

del operador de Dirichlet asociado al operador diferencial H.

En el lema siguiente, resumimos algunas propiedades adicionales de las funciones p;(-; A) y
wa(+; A) que se tienen en este caso.
Lema 2.4. Si po(1;\) =0, entonces
(L A) =i (L;N) =1 y D) =2, o bien
(1) = i) = =1y D) = -2
donde D(X) ha sido definido en (L2I3).

DemosTRACION. De (L2.16)—(L2.I7), se tiene
Po(1A)? = pi(1;0)? =1 (2.3.15)
y, de (LZI2), se concluye que
Oy(1;0) = @1(1;0) =1, o bien ¢h(1; M) = p1(1;\) = —1.

Asi, de (LZI3),
D(\) =2, o bien D(\) = —2,

respectivamente, y estamos en los casos 4 y 5 analizados en la Seccion [L2L O
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2. Para probar la parte (1) del teorema, consideremos una arista
arbitraria a = [v1,v3] € A que une los vértices vy, vo. Como ¥ satisface (2.2.3), de (LI.4), es
claro que podemos escribir

\11[111,'02}(75) = \Ij['vhm](o)@l (t; )‘) + \I/I[vl,vg}(O)SOQ(t; )‘)7 vt € [07 1]'
Ya que ¢o(1;\) = 0, se tiene que

\I’[mm](l) = \I’[m,vz}(O)@l(lS A).
Es decir,
U(va) = U(v1)er(1; ). (2.3.16)

Como esta relacion es valida en todas las aristas y ¢1(1; A)? = 1, se concluye que al recorrer
dos aristas consecutivas [vi, vs]-[vs, vs] se obtiene W(v3) = ¥(v;). Luego, usando la notacion
ky = ¥(v)) y observando que todos los vértices v estan conectados por la unién de dos aristas

consecutivas, se obtiene que .

Asi (23.3) se obtiene usando esta identidad junto a la relacion (2:3.16), la que permite vincular
los vértices v] con los vértices ;.

Para probar (2.3.3), estudiaremos la condicion de flujos en los vértices del tipo ’vf € V. Para

simplificar la notacion, escribiremos como f, g y h las restricciones de la funcion ¥ a las aristas

A+ 9 Tad J Jond ; 34 ATt
[0, 'vl-],' [0} 1, v]] v [v],©]], respectivamente, y por A, la traza de la funcion ¥ en el vértice

central v] (ver Figura [25]). Usando la relacion (2.3.16)), se tiene que las trazas de la funcion ¥

. ~7+1 A A~ . .
en los vértices externos @7, ) , y ¥/, son iguales a Ap;(1; ). Para usar la escritura (2.3.4),

denotaremos por ¢y, ¢ ¢p, las correspondientes constantes ¢ .i+1 .1, Ciai .51 V Crg i 1: ).
PO Cf, Cq Y Ch p 8wl ol 0] Y ot i1 #1(15A)

Con esta notacion, usando (2Z.3.4]), podemos escribir

f@t) = Api(LA) wiBA) + cp palt; )
t) = Api(LA) @it A) + ¢ waltsA) (2.3.17)
nt) = A e1(BXN) + o ot M),

donde f,fq' y h representan la composicion de las funciones f, g, h con la parametrizacion o
definida en (2.1.6) para cada arista.

De este modo, la condicion de flujo (ZIIT]) en el vértice vg se escribe como
— (1) =g (1) + 1'(0) =0. (2.3.18)
Luego, derivando en (Z3I7) y reemplazando en (Z3.I8]), de las condiciones ([LI3]), resulta
2401 (L )@ (13 A) + (¢ + cg)a(15A) = c.
Multiplicando por ¢1(1; A) y utilizando (L2.12) y (23.15), se concluye que
2AQ1 (L N) + ¢ + ¢y = cppr(1; M),
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U(8]) = Api(1;2)

Fig. 2.5: Vértices en los que la funcion ¥ vale Ay Ap;(1;\), v la
respectiva orientacion de la parametrizacion t.

Con los correspondientes cambios de notacion, hemos demostrado que la condicién de flujo
(ZI.17)) escrita en el vértice v] es equivalente a la identidad (2.3.3]).

En forma anéloga se demuestra que la condicion de flujo (Z.1.IT]) escrita en el vértice 'fJf es
equivalente a la identidad (2.3.6).

Por lo tanto las condiciones (ZZLT0)—(2I.11) se cumplen si y solamente si las identidades

233),[235) y ([23.0) son satisfechas. O

2.4. Teoria espectral en el grafeno

En esta seccién nos interesa caracterizar todas las funciones W = (WU, ).c 4, que satisfacen

223), las condiciones de continuidad y flujo (ZTI0)-(ZIII), y que ademéas cumplen las
propiedades de cuasiperiodicidad (22Z4)-(223). En el siguiente analisis, consideraremos el

caso de los valores A € R que cumplen ¢5(1; A) # 0, pues su estudio es mas interesante.

~Utilizaremos el resultado mostrado en el Teorema 2.1l aplicado también a los vértices 'vf y
o], para todo i, j € Z (ver Figura 2.6).

De las definiciones (ZL3)—(2.1.4) se tiene que

J__ o j=1 _ .
V; =V — €1, Uiy T U €
7 a7 ~j+l _ ~j
v, =v;_;t+e, vU;_| =7_;+ e



NS j
Vi1 Vi
j ]
v; v;
. j—1
U;_, Vit

Fig. 2.6: Vértices v] y ©] y sus correspondientes vértices adyacentes.

Por lo tanto, las propiedades (Z.2.4)—(2.2.5), transforman las identidades (23.1)—(23.2) en
=31 (ND(]) + (14 B+ By R ) W(8]) =0,
3o (LN U(8)) + (1 + R+ R1R2‘1>\If(fvf) —0.

Si multiplicamos la primera ecuacién por R; y ordenamos el sistema dejando como variables
las cantidades Ry U(v]) y W(9]), se obtiene

301 (L R () + (1 YR+ Rz>\p(fag') —0, (2.4.1)

(1 YRt R;l)Rlxp(vg) ~ 3p1(1; M) W(#)) = 0. (2.4.2)

)

Estas identidades nos permiten obtener las soluciones buscadas en términos de A\, Ry y Ra,
como un sistema de ecuaciones lineal homogéneo. Asi, se concluye que su solucion existe y es
no trivial, si y solamente si su determinante es igual a cero, esto es,

9p1(1; N = (14 Ry + Ro)(1+ Ry + Ry ). (2.4.3)

La ecuacion (2.43) constituye la relacion de dispersion del grafeno, para soluciones acotadas
o no acotadas que tienen el comportamiento cuasi-periddico indicado en (224)—(2Z23). Esta
ecuacion, relaciona la forma de las funciones buscadas, representadas por las constantes Ry y
Ry (forma de onda), con los valores de A € C (frecuencias) por medio de la funcion ¢;(1; \).

En las secciones siguientes, investigaremos para qué valores de A se obtienen soluciones
acotadas y no acotadas del problema.

2.4.1. Soluciones acotadas

En esta seccion estudiaremos la relacion de dispersion (2.4.3)) en el caso en que Ry, Ry son

tales que la solucion ¥ = (U, ).c4 es acotada. Claramente, se debe cumplir necesariamente que
|Ra| = |Ra| = 1.
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Para este anélisis, es conveniente introducir las variables auxiliares 0y, 65 € [—7, 7| de modo
que
Ry=¢e"  Ry=¢". (2.4.4)

De este modo, la relacion de dispersion del grafeno ([2.4.3) se reduce a
9p1(1; A)? = (14 € 4 ) (1 + 7 4 e7if2), (2.4.5)

Donde, observando que el lado derecho es el producto de un complejo por su conjugado, podemos
rescribirla como

o1 (N2 = F(61,05) = L1+ e 4 ¢ (2.4.6)

Calculos simples muestran que
0§F(91,02)§1, ‘v’01,926[—7r,7r].

Ademés,
{F(91,92) 291,92 S [-71',77']} = [O, 1]

Esto se resume en el siguiente lema.

Lema 2.5. Para todo 61,0, € [—7, 7], las soluciones p1(1; ) de (Z23) que cumplen (LI3)
también satisfacen
e1(1; M) € [-1,1].

Con esto, usando la teoria desarrollada en el Capitulo [l (ver Proposicion [[L7), se concluye
que

Corolario 2.6. Para cada 0,05 € [—7, 7|, los valores de X asociados a las soluciones ¢1(1; \)
de 223) que cumplen (LI3), estin dados por la relacion

re it (VEO:,0)) Uit (—VFE:,0)
donde o7 denota al conjunto preimagen de la funcion o1(1; ).
Observacion 2.7. Del Corolario [1.23, se tiene que

AeAy URA g

donde
0 = cos ' \/F (61, 0,)

y los conjuntos Ay estdn definidos por

Ay = {Ni(0) : i € NY.
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2.4.2. Soluciones no acotadas

Estudiaremos ahora la relacion de dispersion (2.43)) cuando Ry, Ry € R*. En este caso, la
expresion de la derecha puede tomar diferentes valores cuando Ry y Ry recorren los reales. Por
esta razon, nos interesa caracterizar las siguientes regiones:

Rs = {(RuR)€R:0<(+Ri+R)I+RT+R) <0} (247)
Ry = {(Rl,RQ) ER*:9<(1+ R +R)(1+ R+ R;l)}. (2.4.8)

Respecto de estas zonas, demostraremos el Teorema 2.9 de méas abajo.

Observacién 2.8. Notemos que el andlisis de la region donde (1+ Ry +Ry)(1+R; '+ Ry;') < 0
no es de interés, ya que en tal caso no existe solucion no trivial del sistema (2.4.71)—(2.4.2).

Teorema 2.9. Las regiones Rs y Ry definidas en (2.47)-2.4.8) son no vacias. Ademds, se
caracterizan por (ver Figura[Z7):

(i) Si Ry, Ry > 0, entonces (Ry, Rs) € Ry .

(it) Si Ry € (—o0, —1), entonces
—R
(Rl, RQ) c RS < Rl € 72, RLQ U [—(1 —+ RQ), Rl,l)
14+ Ry
(Rl, RQ) € RU <— R, € [RLQ, 0) U [Rl,la —|—OO)

(1ii) Si Ry = —1, entonces (R1, R2) € Rs.

(iv) Si Ry € (—1,0), entonces
—R
(Rl, Rg) < RS ~— R, € (R171, —(1 + Rz)] U RLQ, 2
1+ Ry

(Rl, Rg) c RU ~— R, € (—OO, Rlvl] U (0, RLQ].

(v) Si Ry € (0,7 — 4+/3), entonces

—R
(Ri,Ry) € Rg <= Ry €[—(1+ Ry),Ri1)U | Ryo, 2
1+ R,

(Rl, RQ) € RU <~— R, € [RLl,RLQ] U (0, —|—OO)

(vi) Si Ry € [T — 43,7 + 4/3], entonces

—R,
—(1
(Rl,RQ)ERS < Rle |: ( +R2>71+R2:|

(Rl,Rg) € RU <~ Rl € (O, OO)
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(vii) Si Ry € (7 +44/3,00), entonces

—R
(Rl,Rg) < RS — R, € [—(1 + RQ),RLQ) U (Rl,h 2 :|

1+ Ry
(Rl, Rg) c RU — R, € [RLQ, R171] U (0, +OO)

En (i7), (iv), (v), y (vii), R11 y Rio estdn dadas por
B (R§—6R2+1) (Ry —1)y/R3 — 14Ry + 1
1= =

2(Ry + 1) 2(Ry+ 1)
R <R§—6R2+1) (R —1)y/R}— 4Ry +1
b2 2(Ry 4+ 1) 2(Ry + 1)

DemosTRACION. Para demostrar (7) basta con observar que
-1 —1 -1 —1 Ry Ry !
(1+Ri+R)1+R +Ry)=3+(Ri+R )+ (Ro+ Ry )+ = Tl g :
2 2
Asi, si Ry, Ry > 0, cada paréntesis de la derecha es superior o igual a dos y, por lo tanto,

(R1, R2) € Ry.

Para estudiar el resto de los casos, comencemos por caracterizar aquellos puntos que perte-
necen a Ry U Rg, es decir, aquellos puntos del plano que satisfacen

Gi(Ri,Ry) == (1+ Ry + Ry)(1+ R{' + Ry') > 0. (2.4.9)

Primero, es conveniente reordenar la expresion G1(R;, Rs) de (2:4.9) del modo siguiente:

(Ri+ R+ 1)(Ri(Re + 1) + Ry)
G1(Ry, Rs) = .
1(R1, Ry) R Ry
Aqui, el numerador corresponde a una expresion cuadratica cuando Ry # —1. En este caso,

G1(Ry, Ry) cambia de signo en los puntos

R,
—(1+R 0
y hacia —oo tiene el mismo signo que R;fjl. Con esto, podemos resolver la inecuacion (Z.4.9)
para los diferentes valores de R,:
—R
Si Ry < —1, se tiene que Ry € |————,0 ) U[—(1 + Ry), ). (2.4.10)
14+ Ry
—R
Si Ry € (—1,0), se tiene que Ry € (—o0, —(1+ Ry)]U (0, ——=| .  (2.4.11)
14+ R,
—R
Si Ry > 0, se tiene que Ry € |—(1 + Ra), 21U (0, 00). (2.4.12)
1+ Ry
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Zona (vii)

T+4v3

Zona (vi)

Zona (1)




En el caso particular Ry = —1, la desigualdad (2.4.9) se transforma en
G1<R1, —1) =1 Z 0, (2413)
la cual se cumple para todo R; € R*.

Para encontrar la separacion entre las zonas Rg y Ry, basta con encontrar la solucion de la
inecuacion

Go(Ri,Ry) == (1+ R+ Ro)(1+ R{' + Ry') —9 >0,

que es equivalente a

1
Go(Ry, Ry) = R (R} (R + 1)+ Ri(R; — 6Ry + 1) + Ra(Ry + 1)) > 0. (2.4.14)
112
Nuevamente, el caso Ry = —1 es especial, pero aqui (2.4.14) se reduce a

GQ(Rh RQ) = -8 Z 07
que es falsa para todo R; € R*. Con esto y ([2.413) se deduce (ii1).

En el caso general Ry # —1, si factorizamos (2.4.14) por R, + 1, se tiene que

Ry +1
R R

GQ(Rla RZ) -

2 _6Ry+1
(R%+R1M+Rg).

B (2.4.15)

Entonces, para resolver la inecuacion (2.4.14), podemos ver que es conveniente factorizar pre-
viamente la expresion cuadratica

R:—6Ry+1

R+ R
1+ 1 R2+1

+ Ry, (2.4.16)

cuyo discriminante es

A — (B> — 1)*(R5 — 14R> +1) (R2 — 1)2<R2 —(7+ 4\/5)) <32 — (71— 4\/§)> |
(Fp +1)7 (Ry + 1)?

Asi, si Ry € [T —4v/3,7+4v/3] C R*, la cuadratica (2Z.4.10) es siempre mayor o igual a cero, y
por lo tanto la inecuacion (2.4.14)) es equivalente a la inecuacion

(2.4.17)

cuya solucion es (0, 00). Con esto y (Z4.12), se deduce (vi).
Si Ry ¢ [T — 443,74 4v/3], la cuadratica (Z4.16) es factorizable como
(R1 — Ri1)(Ry — Rig),
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donde R;; y R estan dadas por

R (Rg —GRQ+1) (Ry —1)\/R3 — 14Ry + 1
1,1 = —

2(Ry + 1) 2(Ry + 1)
R (R§—6R2+1) (R —1)y/R}— 4Ry +1
b2 2(Ry + 1) 2(Ry + 1) '

Por lo tanto, podemos factorizar (2:415) del modo siguiente:

Ry +1

GQ(RlaRQ) - R R
142

(Ri — R11)(Ry — Ry2).

En este caso, la expresion Go(R;, Ry) cambia de signo en los puntos

Riy, Ria, O
y hacia —oo tiene el mismo signo que R;fjl. Con esto, podemos resolver la inecuacion (2414

para los diferentes valores de R,, del modo siguiente:

Si Ry < —1, se tiene que Ry € [Ry2,0) U[Ry1,+00),

Si Ry € (—1,0), se tiene que Ry € (—o0, R11] U (0, Ry o,

Si Ry € (0,7 —4V/3), se tiene que R, € [Ry1, R12) U (0, 400),
Si Ry > 7+ 43, se tiene que Ry € [Ry9, R11] U (0, +00).

Comparando este resultado y (Z4.10)-(2Z4.TT), se obtienen los casos restantes (ii), (iv), (v) y
(vid). ]
Observacion 2.10. Del Corolario [1.25, se tienen tres posibles casos:
» Si (R, Ry) € Rg, N €Ay URA,_y, con 0 =cos™! \/G(6y,0,) € (0,7/2]
= Si (R, Ry) € Ry, A € By Uy, con O = cosh™ \/G(0;,0:) € (0,00).
Aqui, los conjuntos Ag, By y Cg estan definidos por
R ={Xi(0) : 1 € N}, By = {1;(0) : i € N}, &g ={v3(0) : i € N},

donde \;(0), 11;(0) y v;(0) son los valores propios mencionados en los problemas (L3.2)), (L3.4)
y ([L33), respectivamente, y la funcion G estd dada por

1
G(61,05) = 5(1 + Ry + Ro)(1+ Ry + Ry1).

Observacion 2.11. Los vectores propios obtenidos para cada valor de A = ARy, Ry) satisfacen

@A) y @43). Por lo tanto sus valores en los vértices (v!) y (6)) satisfacen la relacion

; 1+ R+ R
U(d)) = & 1 2 y(v)). 2.4.1
() Rl\/ Y@ (2:4.18)
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Usando (22.4)—(223) y (Z4I8) se obtiene que los vectores propios estdn caracterizados por
las relaciones:

U(v]) = RI R}V (v)),

1+ Ry + Ry!
14+ R+ Ry

U (vp)-

U(6]) = iRi“R%\/
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Capitulo 3

Bases para el Grafeno

El objetivo de este capitulo es estudiar en forma mas detallada la estructura del espacio
de funciones ¥ = (¥,),ca que satisfacen las condiciones de Kirchhoff (ZI.I0)-(ZI1.I1) y las
ecuaciones (2.2.3). Consideraremos en todo el capitulo este tipo de funciones y que el parametro
A es tal que @o(1;\) # 0, donde @a(+; A) es la funcion descrita en (L2.25), y por lo tanto las
conclusiones dadas en el Teorema[2.I]son ciertas. En la Seccion [3.1l veremos que estas condiciones
son suficientes para construir una base del espacio (G, donde es necesario conocer tnicamente
los valores de la funcion ¥ = (¥, ),c4 en los vértices ubicados en una linea unidimensional del
grafeno, que seré bien definida méas adelante. En la Seccion se estudian las propiedades de la
base candnica encontrada, que en particular son funciones que tienen soporte no acotado y son
no acotadas. Después, en la Seccion [3.3] se cambia de estrategia buscando funciones base que
sean de soporte compacto. Encontramos asi una estructura polinémica al interior del grafeno,
que permite definir bases cuyo soporte estd restringido a un semiplano.

3.1. Una base canénica del grafeno

Definicién 3.1. En la red hezagonal G, llamaremos perfil Ly, q € Z, al conjunto de vértices
siguiente (ver Figura[3.1):

_ [0k ma—k a—k  aq—k |
Ly ={vg, ", 03,7 vy 1, Oypy k€ L} (3.1.1)
Ast, todos los vértices de G pertenecen a uno de estos conjuntos, es decir

v=_JL.

qEZ

54



Fig. 3.1: Conjunto L,, g € {—1,0,1} C Z, y sus respectivas aristas.

Observacion 3.2. El perfil L, estd formado por cuatro vértices generadores, los cuales se
repiten periodicamente con un periodo de 2e; — ey. Es decir, para todo k € N,

viF = vl 4 k(2e; — ey) (3.1.2)
85 = Bl 4 k(2e; — ey) (3.1.3)
'vg,;fl = o]+ k(2e; — ey) (3.1.4)
oLt = o1+ k(2er — ey). (3.1.5)

Proposicioén 3.3. Sea ¥ € L*(G) tal que HY = V. Si se conoce el valor de U en los vértices
de Ly, entonces se puede determinar el valor de U en todo vértice y en toda arista de G usando
las formulas recursivas siguientes:

G
w (o) w (a0
N (vg?jl)fk) N (vg;k>
. (v é}i“"’“) =M \If(Ag,;’“) (3.1.6)
(i) (o5t
o (k)
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( ~(g—1)— k)
2(k—1)

—k
( Z(k 1 +1> q’("’g(k—uﬂ)
< (k+1> = M \Il(”]_k ) , (3.1.7)
(k +1 2(k—1)+1
k+1) (k41
T w(og )
wg—(k+1
W(vgk( + )>
donde
s s2—1 s 1 S 1
-1 -5 -1 0 0 0
M= 0 o 0 1 -« 1l (3.1.8)
1 s 1 s s2—1 s
)

= _3S01(17 )‘)7
con p1(+; A) definida en (L2.25).

DEmOSTRACION. Para ¢,k € Z, consideremos los vértices ubicados en L, y L,1; como muestra
la Figura 3.2l Recordemos que L, tiene periodo cuatro, para todo g € Z.

. < pati=(k=1) . :
N 2(k—1)+1 R ‘.
, 2%k+1 N
~q+1—k
q+1-k - V2k
vl -
. . "q_(k_l) .Aq—k:
/o a—(k—1) Y2(k-1)+1 oI~ F . U2k+1
/" Va—1)41 2%+1 N
~q— k
S oq—k g Y2k
- Vg :

Fig. 3.2: Vértices de Ly y Lgy1, k € Z.

Para simplificar la notacion, escribiremos W/ en lugar de W(v!) y W/ en lugar de W(%?).
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Utilizando 23.2), coni=2(k—1)+1yj=q—k,y @3I),coni=2k+1yj=k—q,se
tienen las siguientes ecuaciones (ver Figura [3.2):

( +1) k (k—1) T q—(k—1) —k
vl = (Wil + s+ gt (3.1.9)
2 1 k k k
BT = (gt sk ). (3.1.10)

De la misma manera, de (23.)) y (2.3:2), ambos con i = 2k 'y j = (¢ + 1) — k, se obtiene el
sistema

7 (g+1)—(k—1) _ (k—1) ( +1) ( +1)
qj?%kfl)ﬂ - <‘I’q(k 1t sy y + ‘If y ) (3.1.11)
\Iféﬁ?‘k —— <\Ijé?g+1)_k + S\ijgi-i-l) ko \Ij2k+1> (3.1.12)

Reemplazando (B.1.9) y (31.10) en (BLI1) y (BIL12), y factorizando se obtiene (B.1.6]).

Analicemos ahora los vértices en L, (ver Figura B.3). Haciendo el mismo razonamiento
anterior, de (Z3.J),con i =2(k—1)+1yj=(¢—1)—k,y @32),coni=2(k—1)y j=q—k,

se tiene X
B = = (M + oW + L),

2(k—1)+1 2(k—1)+1
(—1)—k —k k k
\Ij2%k71)+1 - (‘Ijg(kq) +s \Ijg(k 1) + \Ijq(k 1)+1>

Usando (Z3T), con i = 2k y j = q — k, y (Z3Z), con i =2(k— 1)+ Ly j = (q— 1) — k, se

tiene también
(g—1)—k k
b %k D+1 = (‘I’ 2(k—1)41 T 3“1’% + “I’gk )

(¢-1)—k _ (g=1)—k (g=1)—Fk
‘I’Q?c - (qlzzk 1)+1 t+s \Ilz(k 1)+1 + \I’ ) :

lo que completa la demostracion de la proposicién. O

Corolario 3.4. Si VU € L*(G) tal que HY = AV es igual a cero en todo vértice de L,, para
algin q € Z fijo, entonces ¥ = 0.

DemosTRACION. Es directa, pues si U(x) = 0 en los vértices de L,, entonces de (23.0)) y (2.3.2)
podemos concluir que ¥(x) = 0 en los vértices de Ly, para todo k € Z. Asi, U es la funcion
nula en toda arista de GG, y por tanto en todo G.

U

Observacion 3.5. La Proposicion [3.3, nos permite decir que el perfil L, es una base del gra-
feno G, pues toda funcion ¥ € L*(G), tal que HV = \U, se puede generar a partir de los
valores de W en cada vértice de L.
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py 'U2(k 1)+1
Vok—1)+1
\ /
\ ~g— ! g—
» C kk 1 < Dy (D)
gk - B S a— (k1) 3
o . T
T Uok-1) Uy '
~q—1—(k+1)
2(k—1)+1
\
\ //
. J
: 1 (k11 S
2%k

Fig. 3.3: Vértices de L, y L,—1, k € Z.

Observacion 3.6. Como todos los perfiles L, pueden ser elegidos para definir una base del
grafeno, sin perdida de generalidad, definiremos en forma mds explicita las funciones base para
el caso ¢ = 0. Para ello, usando la estructura unidimensional de Lo, sabemos que una funcion
arbitraria en este perfil se puede generar introduciendo una base candnica, la que estd formada
por funciones cuyos valores en cada vértice de Lo son iguales a cero salvo en uno de ellos, donde
vale uno. Ademds, como los vértices de Ly estdn definidos en [B.II) a partir de cuatro vértices
basicos y la periodicidad observada en (B.I12)-B.L15), las funciones de la base candnica en Ly
serdn denotadas por @y, oy, P3i, Puy, k € Z, tales que

Di(v) =0 Yoe Lo\ {vy}, Pip(vyf) =1, (3.1.13)
Dyp(v) =0 Yo € Lo\ {0y}, Por(d;F) =1, (3.1.14)
3p(v) =0 Vo€ Lo\ {vyl . Pan(vylh) =1, (3.1.15)

(v) =0 ( )

Vo€ Lo\ {Dy, ), @an(D,) = 1.

Una vez definidas estas funciones en el perfil Ly, se extienden a todo G gracias a la Proposicion
2.3, y asi permiten formar un base candnica de todo el grafeno G.

Fig. 3.4: Funcion @, j en algunos vértices de Ly, incluyendo
el vértice v, donde es igual a uno.
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3.2. Propiedades de la base candnica

En la Observacion se han introducido las funciones &4, oy, 3y, Puy, k € Z, que
forman la llamada base canoénica del grafeno. También, por definicion, sabemos cuanto valen
estas funciones en los vértices del perfil L. En esta seccién no interesa calcular los valores de
estas funciones en los otros perfiles L,, para ¢ € Z \ {0}.

Una de las preguntas que quisiéramos abordar es si el soporte, que es bien acotado en el
perfil Ly, continta siendo acotado en el resto de los perfiles y en el grafeno completo. Usando
la periodicidad del perfil L todo el andlisis de esta seccién puede concentrarse en el estudio de
las funciones ®;,P20, P30 ¥y Pso. Una vez conocidas completamente estas cuatro funciones,
las demas corresponden a traslaciones horizontales (segin el vector 2e; — ey).

Teorema 3.7. Consideremos la funcion @1 definida en (B1I3) y el vector X = 2e; — ey =
(3,0).

(i) En todos los perfiles L,, con ¢ > 1, se cumple que para todo j > q

(Dl’()(’i}g —+ (] — 1)X> = (I)LO(Ug +]X) = (I)L(]('ﬁg +]X) = (I)Lo('vg —|—jX) =0. (321)

(it) En todos los perfiles L,, con g > 1, se cumple que para todo j > —q

(I)l,()(/i}(l] —+ (] — 1)X> = (I)L(]('Ug +]X) = (I)I,O(’ﬁg +]X) = (I)Lo('vg —|—jX) =0. (322)

(iii) En todos los perfiles L,, con g > 1, se cumple que para j =q —1

Do+ (1 —1)X) =5, Pio(vi+iX)=-1,

" . , (3.2.3)
(Dl’()(’vg —|—jX) = 0, CI)LO(’v;I +]X) =1.
(iv) En todos los perfiles L,, con g > 2, se cumple que para j = —q + 1
(Dl’()(’i}? + (] - 1)X> = S, (I)Lo('vg +]X) = 0, (3 5 4)
Dy 0(08 + 7 X) = —s, Dy o(vf +jX) = s% o
(v) En todos los perfiles L,, con q > 2, se cumple que para j = q — 2
C1o(0f + (j — 1)X) = (2 — 3)s(s* — 1),
C1o(vg + i X) = —(2¢ = 3)(s* = 1), (3.2.5)
(I)L()(’i}g +]X) = —S, o
Cio(vf +7X) = (20— 2)(s* — 1)



vi) En todos los perfiles L,, con q > 3, se cumple que para j = —q + 2
q

(I)Lo('ﬁi] + (] — 1)X) = (2q — 3)5(52 + 1),
O, o(vl+ X)) = =52,
I’O(AO J ) (3.2.6)
Qo0 +5X) = —(29 — 4)s(s* + 1),
Py o(vi+5X) = (2¢ — 4)s*(s* + 1).

(vii) Los valores de 1 en los perfiles L, con ¢ < 0 se obtiene de las partes anteriores consi-
derando la antistmetria siguiente:

Y1+ Yo V3

5 T o = ®10(z,y1) + P10(z, y2) = 0. (3.2.7)

DEMOSTRACION. (i) Probaremos que (B.2.)) es cierta para todo ¢ > 1 por induccién sobre g.
Para ¢ = 1, debemos demostrar que
Dy o(0f + (j — 1)X) = Pro(vg + 5 X) = P10(d + jX) = Pro(vy +5X) =0,Vj > 1,
es decir,
(I)LO(Q};(_]'(—jl_):-)l) = By 9(vy;7) = Pro(By;7) = ro(vy; 1) =0, Vj>1. (3.2.8)
Usando (B.1.6) con ¢ =0y k = j, se tiene que

P, 0(,02—(0—1) )

: j—1)+1
L1 (1) (-1
@1,0(7)2@_]1)“) (I)LO(UQ(S’j—l))—f—l)
L »
(bl,o('ij ]) (I)LO('UMJ)
L1 =M o=
qDl,O('Uzj ) (I)l,O('Uzj )
L L
@1,0(’02‘7'4‘,71) ¢1,0(02‘j‘7—|—1)
®10(057,1)

El lado derecho hace intervenir los valores de la funciéon ®; ¢ en el perfil Ly, que estan dados

por (B.I.I3)), y se observa que todos son nulos cuando j > 0, de donde se obtiene que (B.2Z.8)) es
cierta.

Supongamos ahora que la identidad (B.2.J]) es valida para cierto valor de ¢. Veamos que
también es valida para q + 1, es decir, demostremos que para todo j > ¢+ 1

(Dl,()(’l}(lﬂrl —+ (] — 1)X> = (I)Lo('vngl +jX) = ®1,O(ﬁg+1 —|—jX) = (Dl,()(’v(lfrl —|—jX) = 0,
esto es,

o A(g+1)—(—1)y _ d (g+1)—jy _ d ~(g+1)—jy\ _ d (g+1)—jy\ _ 0 Vi > 1

1,0(”2(];1)“ )= 1,0('02j ) = 1,0('02j )= 1,0('02j+1 )=0, Vj>q+1
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Utilizando la identidad (3.1.6) con k = j,

A~ (q+1)—(j—1) o—(i—
(131,0(7)2(j71)+1 ) ¢170(vg(j91)21)
@170(’0%—’—1)_]) CIDLO(vgj_j)

~(g+1)—j = M ~g—j
D10(By; ) Dy 0(Dg;7)
Oy (v ) ®y0(v 7))
®y0(03,71)

Aqui nuevamente el lado derecho de la igualdad es el vector nulo. En efecto, los cuatro términos
centrales son nulos usando directamente la hipotesis de induccion con el indice 7, que por
transitividad es mayor o igual a ¢g. El término inferior es nulo, usando la hipétesis de induccion
para el indice j + 1 > ¢. Por tltimo, el primero es nulo usando la hipotesis de induccién para
el indice 7 —1 > q.

De este modo, la igualdad (3.2.)) es cierta para todo ¢ > 1.
(77) Probaremos que ([B.2:2)) es cierta para todo ¢ > 1 por induccion sobre q.

Para ¢ = 1, debemos demostrar que
O1o(07 + (7 — DX) = Pro(vg +5X) = P1o(¥ +jX) = ig(v; +jX) =0,
es decir,

~1—(5—1 1—7 ~1—7j 1—7 .
‘I>1,0("’2(j(31)+)1) = D1 0(vy;7) = Pro(Dy;7) = Pro(vy; ;) =0, Vj<—1 (3.2.9)

Para ello, usamos (B.1.6) con ¢ =0y k = j, y asi se tiene que
—(i—1
D10, )

' (J—-1)+1
~1—(j—1) L —(j—1
(bl,o(vQ(jjl)+1) (1)170(02(5’]—1))4—1)

s ]
®y0(vy;7) Py 0(vy))
Al*j = M "7.]‘
qDl,O('Uzj ) (I)l,O('Uzj)

- .
@1,0(’02‘7'4‘,71) ¢1,0(02‘j‘7—|—1)
®10(057,1)

Como el lado derecho hace intervenir los valores de la funciéon ®; o en el perfil Ly, que estian
dados por (B.I.I3), se observa que todos son nulos cuando j < —1, de donde se obtiene que

(B29) es cierta.

Supongamos ahora que la identidad (3.2.2]) es valida para cierto valor de g. Demostremos
que también es valida para ¢ + 1, es decir, demostremos que para todo j < —q — 1

(Dl,()(’l}(lﬂrl —+ (] — 1)X> = (I)Lo('Ungl -+ jX) = (I)l,O(’ﬁ(()hLl —+ jX) = (Dl,()(’v(lfrl —+ jX) = 0,
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esto es,

D10(® é‘Zﬂﬁ’”) = D(v31 ) = @y (8 ) = @y (0] ) =0, Vi< —g—1.

Utilizando nuevamente la identidad ([B.1.6]) con k = j.

(I)I,O('Ugi‘(jil) )

(G-D+1
- (q+1)—(j—1)

Dy 0(D Vai-1)+1 ) D1 0(D (j(]l)ir)l)
+1 L
¢1,0<v§3 - ) D, O(Ugj ])
(g+1)—j =M q—7
@1’0(’0% ) @170(’02] )

1 i

@y (05 ) ®y0(v5;74)

D10(0%7)

Aqui otra vez el lado derecho de la igualdad es el vector nulo. En efecto, los cuatro términos
centrales son nulos usando directamente la hipotesis de induccion ya que 7 < —g — 1 < —q. El
término superior es nulo, usando la hipotesis de induccion para el indice j—1 < —¢. Finalmente,
el altimo término es nulo, usando la hipotesis de induccion para el indice 7 + 1 < —q.

De este modo, la igualdad (3.22) es cierta para todo ¢ > 1.

(17i) Para demostrar que (B.23) es cierta para todo ¢ > 1, procederemos nuevamente por
induccion.

Para ¢ = 1, debemos demostrar que, para j =q¢—1 =0,

@17(](’8% + (j — 1)X> =S, @170('1]5 —|—jX) = —1,
@17(](’85 —|—jX) = 0, @170('1]% —|—jX) = 17
es decir,
(DI,O(ﬁ%l) =S, (I)L()('Ué> = —1, (Dl 0( ) 0 (I)l,()(’vi) = 1. (3210)

Para ello, usamos (B.1.6) con ¢ = 0y k = 0, y asi la igualdad (B2I0) es una consecuencia
directa del siguiente célculo:

‘1)1,0(’051) 0
(bl,o(ﬁ%l) @1,o(ﬁ£1) 0
®1,0(vp) D1 0(vp) 1
oot | =M ey | =M o [T M
Dy 0(vy1) Dy o(v7) 0
(I)l,o(f??) 0




Supongamos ahora que la identidad (3.2.3]) es valida para cierto valor de g. Demostremos
que también es valida para g + 1, es decir, demostremos que, para j = (¢ + 1) — 1 = g,

(Dl,()(’l}(lﬂrl + (j - 1)X> =S, (I)Lo('vngl +jX) = —1,
O (90 +jX) =0, oo +iX) =1,
esto es,
(I)Lo(’l}g(qil)Jrl) =S, (Dl,o(’véq) = —1, (I)L()(’l}%q) = 0, @1,0<U%q+1) =1. (3211)

Utilizando una vez mas la identidad (B.1.6]) con k = g,

D1,0(03(-1)11) D1,0(D305-1)41)
Py 0(v3,) Dy 0(v3,)
bl | M| e G212
Py 0(v3g41) Py 0(v9,11)
®10(09,41)

De la identidad (EZI) con j = g se tiene que ®10(dy, 1y,,) = Pro(vy,) = Pio(d3,) =
®10(v9,,,) = 0. Ademés, también de la identidad (B.2.I)) con j = g+1 se tiene que 1 ¢(0Y,,,) =
0. Por ltimo, usando la hipotesis de induccion (B:22Z3) se tiene que @170('05((1_1)“) = 1. Asi, la
identidad (B.2.12) se reduce a

D1,0(D54-1)41)
Py 0(vy,)
D, o(3,)

®10(v5,41)

o O o o o =

Por lo tanto, ([B2.11]) es cierta gracias a la formula ([B.L8]), donde se puede ver el valor de la
primera columna de la matriz M.

Asi, queda demostrada la formula (8:22:3) para todo ¢ > 1.

(iv) Para demostrar que ([B:24]) es cierta para todo ¢ > 2, procederemos nuevamente por
induccion.

Para ¢ = 2, debemos demostrar que, para j = —¢+ 1 = —1,
(I)I,O(’ﬁ% -+ (j — 1)X> = S, (I)Lo('vg +jX) = O,
(I)l,O(i}g +jX) = —8S, (I)LQ(’U% +jX) = 82,
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es decir,

3
} | (3.2.13)

Para ello, usamos ([B.I.6]) con ¢ = 1y k = —1, y asi la igualdad (32Z13) es una consecuencia
directa del siguiente célculo:

D19(v2;)
IR CTARY) D10(925)
(I)l,o(’v?ig) <I>1vo(v32)
(1)170(1,}3:2) =M @170(632) , (3.2.14)
D1 (v2,) D1 9(v2,)
D10(92,)

DeﬂBIQI)conj:—l, (I)L(](’l}i)_q)l()( 2) (I)(]( )_(I)10< )—0 de(M)con
j=-2,®19(v3;) =0y de B23) con ¢ =1, $;(d*,) = 5. Asi, el lado derecho de (B2T4) es
igual a

0

0 s

0 0
M o | -s

0 52

S

Supongamos ahora que la identidad (3.2.4]) es valida para cierto valor de g. Demostremos
que también es valida para g + 1, es decir, demostremos que, para j = —(¢+ 1) + 1 = —g,

(o + (- 1)X) =5, DPiovi +jX) =0,

@1,0(138+1 +jX) = —s, Py o(v] o +jX) =5,
esto es,
~2q+2 2q+1
D10(0%g11)41) = 5 Pro(vTh ) =0, (3.2.15)
q)1,0(772q221) =5, @, 0<'U2q2241r1) = 5%
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Utilizando una vez més la identidad (B.1.6) con k = —q,

(I)LO(”iqu(rqu)H)
D1 o(D2 1)) Oy (875, 141
®y0(v?%") 0y 0(v*%h,)
%y | =M By (87, (82.16)
<I>1,0(v3q24q'}r1) q)1,0(93q2q+1)
®10(6%%,11)

De B.2.2) con j = —q, @1’0@?;(21“)“) = ‘Pl,o(’vzng) = ¢>1,o(ﬁ3q2q) = ¢>1,o('v3qzq+1) =0, de (3.2.2)
con j = —q — 1, CIDLO(viq;(qu)H) = 0 y de la hipétesis de induccion (B2.4), <I>1,0(ﬁzq2q+1) = s.

Asi, la identidad (3.2.16) se reduce a

0
LTICRAY 0 s
Dy o(v>%h) 0 0
By o(5°%01) i T Bl
(bl,o(v%q;q—}rl) 0 s
S

Por lo tanto, (3.2.17) es cierta gracias a la formula (3-18]).
Asi, queda demostrada la formula (8:2:4) para todo ¢ > 1.

(v) Para demostrar que (3.2.5)) es cierta para todo g > 2, procederemos nuevamente por induc-
cion.

Para ¢ = 2, debemos demostrar que, para j = q —2 = 0,

(I)LO ’lA7 + (j — ]_)X) = 8(82 — 1),
_'_jX) = _(82 - 1)7

es decir,

(3.2.17)



Para ello, usamos (B.1.6) con ¢ = 1 y k = 0, y obtenemos que

D1 9(v2)
¢170(1}il) ¢170(’i}31)
D1 0(v5) D1 0(vg)
Oo(83) | M @1 ()
®1(v7) ®1(v7)
D1(97)

Para determinar los valores del vector de la derecha de esta igualdad, primero usamos (3.2.9)
con j = —1 y deducimos que ®;o(v?;) = 0, después usamos ([B.2.8) con j = 1 y obtenemos
que @ 5(d]) = 0, y finalmente usamos toda la identidad (B:2I0). De este modo la expresion se
transforma en

0
Dy o(D3) s
Py o(v3) ~1
Oio(03) | M 0
Py o(vi) 1

0

Por lo tanto, la identidad (B.2.17) resulta del producto matriz vector, considerando la definicion

de la matriz M dada en (B.1F]).

Supongamos ahora que la identidad (3.2.5]) es valida para cierto valor de g. Demostremos
que también es valida para g + 1, es decir, demostremos que, para j = (¢+ 1) — 2 =¢q — 1,

Oy o(dT 4+ (- 1)X) = (2¢ — 1)s(s> — 1),
O1o(vf™ +5X) = —(2¢ —1)(s* - 1),

Dy o(08 +jX) = —s,
Dy (v "“+JX)—261(8 - 1),

esto es,

D100y _py1) = (20— D)s(s? — 1), Dro(vd,_y) = (2 1)(s> 1),

2 . , (3.2.18)
‘bl,o(%(qq)) = -5 ¢170(v2(q—1)+1) =2q(s* —1).
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Utilizando la identidad (B.1.6) con k = ¢ — 1,

(I)l,O('Ug(q—z)H)
D1,0(D5(4_0)41) D1,0(0542)41)
q)l,O('Ug(qﬂ)) q)1,0<v%(q71))
1 o(83, 1) | M D1,0(Dy(,-1)) (3.2.19)
D10(V3(-1)11) D1,0(Va(4-1)41)
D1,0(Dy4-1)41)

De la hipotesis de induccion (B.23), tenemos que él,o(vg(q_z)ﬂ) = (2¢ — 2)(s% — 1). Ademés,
usando la identidad ([B.2I)) con j = ¢ se tiene que CIDLO('B%(q_l)H) = 0. Por tltimo, gracias a
la identidad (B.2.3)) completa, se deduce que la expresion ([B.2.19) se puede escribir del modo
siguiente:

(2¢ =2)(s* = 1)

D10(93(,_9)11) s
D1,0(v35,1)) ~1
D1 0(93, 1)) =M 0 ’
¢1,0(”§(q—1)+1) 1
0

de donde, multiplicando por la matriz definida en (B.1.8), se obtiene que (B.2ZI8) es cierta.
Con esto, ([B.2.3) es cierta para todo g > 2.

(vi) Para demostrar que (B.2.6)) es cierta para todo ¢ > 3, procederemos nuevamente por
induccion.

Para ¢ = 3, debemos demostrar que, para j = —q¢ + 2 = —1,

es decir,
©10(025) = 3s(s? + 1),
O, o(vt,) = =52,
1’°<A42> ; (3.2.20)
D1 0(02,) = —2s(s” + 1),
(13170(1)%1) = 282(82 + ].)



Usamos ([3.1.6) con ¢ =2 y k = —1, y obtenemos que

S

Dyo(vlsy)

D1(0°5) Dyo(0ts)

(I)LO(viQ) (I)l,o(’v?iz)
~d - M ~3

D10(02,) D10(07,)

(I)l,o(’vfl) (I)l,o(’v?il)

o(0%))

i
o

Utilizando (B2:2)) con ¢ = 2 y j = —2 para obtener & o(v?;) = 0, B2I3) completa y (3.2.17)
para obtener ®(9%,) = s(s* — 1), la expresion anterior se transforma en

0

Dy (D) s

Dy o(v?s,) 0

Dy o(0,) | M —s

D (v2)) s?
s(s?—1)

Por lo tanto, la identidad (3.2.20)) resulta del producto matriz vector, considerando la definicion

de la matriz M dada en (B.1.8]).

Supongamos ahora que la identidad (3.2.6]) es valida para cierto valor de g. Demostremos
que también es valida para ¢+ 1, es decir, demostremos que, para j = —(¢+1)+2 = —(¢—1),

0@ 4+ (= 1) X) = (20 = 1)s(s” + 1),
o(of™ 4+ jX) = =5,

Dy oI+ X) = —(2¢ — 2)s(s*> + 1),
o+ X) = (2¢ - 2)5*(s” + 1),

esto es,

q>1,0<ﬁ2q2:+1) = (29 — 1)3<32 - 1), (I)l,O('Uiqz(q—U) = —5%,
2
@1,0(1)72((171)) = —(2q —2)s(s* — 1), D1 0(v7, 1y41) = (20— 2)s%(s* —1).
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Utilizando la identidad (3.1.6) con k = —(¢ — 1),

Dy 0(v —2q+1)
D, 0("72q22i1) 10(6%:1)
Oy (v, ) P10(v7, 1))
1 0('” 2(q71)) M qDlO(Aiq;(ql 1)) (3222
10(0h 1y 41) RICE TN
®1o(87%, 1))

De (B21) con j = —g, CIJLO('vquqH) = 0. De la hipdtesis de induccion ([B26]), tenemos que

Dy (D 2_(ql ) = (20— 3)s(s* — 1). Por tltimo, gracias a la identidad (3.2.4) completa, se

deduce que la expresion (B2ZT19) se puede escribir del modo siguiente:

0
Py 0("72q2241r1) s
Oy (v —2(q 1) 0
Py O(U 2(q71)) =M - ’
@, 0( (q 1)+1) s*
(2q = 3)s(s* — 1)

de donde, multiplicando por la matriz definida en (B1.8]), se obtiene que (B.2.2T) es cierta.
Con esto, ([8.2.6) es cierta para todo g > 2.

(vii) Usando (B.2.0), (B22) y (B.23), se tiene que la propiedad es cierta para todos los vértices
del grafeno de ordenada y = /3.

La simetria total se obtiene considerando que la linea formada por todos los vértices de
ordenadas y = v/3/2 e y = /3 es una base del grafeno, simétrica a la base Ly, pero con
componente ®;(0,1/3) = —1. Esta nueva base genera las mismas soluciones encontradas en
BZI)-([B.2.6)), pero con signos opuestos. De donde surge la simetria buscada. O

Observacion 3.8. También podemos caracterizar las funciones ®q, P30 y Pyo. Considerando
las respectivas simetrias, es posible escribir

(I)Z(xay) = (1 - {L‘,y)
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Observacion 3.9. Se tiene que

» De la parte (iti) del Teorema [374 y de la Observacion [3.8, podemos concluir que @1,
Dy, P3o y Papo son no acotadas.

» De la parte (v) del Teoremal3 7y de la Observacion[3.8, podemos concluir que ®1 o, $o0,
D30 y Pyo no tienen soporte compacto.

» Fs posible probar que las combinaciones lineales finitas de ®1 9, Pog, P39 y Pso son no
acotadas y no tienen soporte compacto.

3.3. Base con soporte en el semi-plano

Buscamos ahora soluciones ¥ € L?(G) tales que H¥ = AV con soporte compacto. En esta
seccion, usaremos las letras A!, B!, C! y D!, i € Z, para denotar el valor de ¥ en los cuatro
vértices generatrices del perfil L,, es decir

Al=T(vg "), Bl =0(85"), Cf =¥(vi)). Di= (o5} (3.3.1)

7

Para mas detalles, ver la definicion del perfil L, en (B.1.1) y la Figura 3.5

Ci = \I’(vgi_—l-il)

7

B! = U(dg ")

Uy,

A= w(eg)

7

Fig. 3.5: Definicion de las constantes A, BY, C! y D].

De BL6) y (BI1), podemos escribir todos los valores de U en los vértices de L, y de
L, en términos de sus valores en los vértices de L, como sigue. Para todo i € Z,
Ag“ =—-C | —sD} | - A]
B{*' = —B — sC{ — Df
Cot =8 +sDI | + A+ sBY + (s> — 1)C + sD!
DIt = 50 4 (s> — 1)D? + sAj + B, +sCl, + DYy
AN = AL 4+ sBL, + CLy + sDL + (s* = 1)A] + sBf
BI' = sA 4 (s* = 1)B! + sCY + D! + sAL | + BY, |
Cil = —AY — sBI — !
—1
Di™ = -D} — sAl,, — B},

Recordemos que s = —3p;(1; A), con ¢1(+; A) definida en (L2.25]).
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Fig. 3.6: Funcién ®, o en los vértices de G. Los diferentes colores ilustran por
separado las partes (i)—(vi) del Teorema B.7 Aqui, S = s* — 1.



De existir soluciones ¥ € L?(G) tales que H¥ = AU con soporte compacto, entonces existe
19 € Z de modo que
Al =B! =C! = D! =0, Vi <iy,Vq € Z. (3.3.10)

Sin perdida de generalidad, podemos suponer que iy = 0. Es decir, estudiaremos el caso en
que la funcién ¥ se anula en toda la zona gris de la FiguraB.7. Ademas, escribiremos “—n, con

n € N” en lugar de “¢ < 0, con i € Z".
\ / \ / \ / \ /
\ / \ / \ / \ /
oatl et
0 0 Lo .Dg+1 .Cl .D(1;+1 o
q+1 1
B 0 o / Bit! AT /Bt \ /
0 0 ~0 . Dg 1 . D‘ll -— — —
q Aq
B /0 _.AO / B - /B ) /
ot e
0 ‘0 Co .Dg—l %1 'DTl L
-1 q—1
B 0 Ao /g A /e . .
Vo L L\ T
/ \ / \ / \ /
/ \ / \ / \ /
j,Bg,CZ]ny,Z,jEZ,'LZO

Fig. 3.7: Los valores no nulos de A]

Para demostrar los resultados en esta seccion y determinar la estructura de todas las fun-
ciones ¥ que satisfacen ([B.310) (con iy = 0), los polinomios P, definidos recursivamente a

continuacioén jugaran un rol crucial.

Definicién 3.10. La familia de polinomios (P,)nen, se define por la recurrencia siguiente:

Py(s) = —s (3.3.11)
n—1
P,(s) = P,1(s)+ SZ Pi(s)Py—1-k(s) paran > 1. (3.3.12)
k=0
Observacion 3.11. Notemos que para n = 1 se tiene
(3.3.13)

Pi(s)=Py+sPi=—s+5=s(s*—1) = (s — 1)s.

Observacion 3.12. Cada polinomio P,, n € N, tiene grado 2n + 1.
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Usando estos polinomios, podemos enunciar el teorema siguiente, que representa el resultado
principal de esta seccidn.

Teorema 3.13. Para V € L*(G) tal que HY = AU, sean A?, B, C%, D! los valores de U en los
vértices generatrices de L, definidos en (3.3.1). Las siguientes proposiciones son equivalentes:

(a) Para todo q € Z se cumple que

A’ =B!, =C? =D =0 VneN. (3.3.14)

(b) Eziste qy € Z tal que A®, = BY, = C% = D% = 0 para todo n € N y se cumplen las

formulas
Bl =) Al  Pis) VneNVqeZ (3.3.15)
k=0
y n
Di=> C!  Pis) YneNVqel (3.3.16)
k=0

(c) Eziste qo € Z tal que A®, = BY, = C% = D% = 0 para todo n € N y se cumplen las

formulas
B =Y A" Pi(s) YneN (3.3.17)
k=0
y n
DP =>"C® Pi(s) YneN. (3.3.18)
k=0

(d) Para todo q € 7 se cumple que

Al =B! =C1, =D, =0 VneN, (3.3.19)
Bl =Y Al ,Pis) VneN (3.3.20)
k=0
y n
Di=> C! Pis) VneN. (3.3.21)
k=0

Para demostrar este resultado, comenzaremos por probar una serie de resultados previos,
que combinan las definiciones de los polinomios P, con las condiciones (23.1) y (2.3.2)). Empe-
zaremos con un lema algebraico.
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Lema 3.14. Si existe ng € N tal que

Bl =Y Al Pis)  Vne{0,..,no}

=>"C!_Pu(s)  Yne{0,..no},
k=0

donde P, son los polinomios dados en (3.3.11)), entonces

n

Z (A?_, +sBl_,) Pu(s) = sAl + Bl VYne{0,..,ng— 1},
k=0

n

> (CY +sDE_)Puls) = sCyy + D2,y W€ {0,..,mp — 1}

k=0
)
70 no+1
E E q
S no k Ano+1 k Bn07
k=0
no+1

no
q q
8§ : no— k: E :CnoJrl k Dno'
k=0

(3.3.22)

(3.3.23)

(3.3.24)

(3.3.25)

(3.3.26)

(3.3.27)

DEMOSTRACION. Para demostrar (3.3.24) usamos la hipotesis (8.3.22) para deducir que para todo

n c {0,...,7’1,0}

n n n n—=k
Z(AikaFSthk)Pk = ZA Pk+SZZAn (k+r
k=0 k=0 k=0 7=0

n n t
= > Al Pit+s> Y Al PP
k=0 t=0 j=0
n k
= YAl (R+sY PR).
k=0 Jj=0

Ahora, incorporando la formula de recurrencia (3.3.12) resulta que

n

D (Al +sBL )P = Y Al Pin
k=0 k=0
n+1

= ZAn-l—l k
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De aqui se deduce directamente ([3.3.27), usando la hipotesis ([3.3.22) en la suma del lado
izquierdo.

Para deducir (3.3.24)) restringimos el rango de la variable n al conjunto {0,...,no— 1} y asi
podemos usar la hipotesis ([3.3.22) en la sumatoria de la derecha en (3.3.28)), resultando

n

Z(Ai—k + 8By )Py = —AL 1 Po+ By
k=0

De aqui la igualdad (8:33:24) es directa consecuencia de la definicion (3.3.17).

Las igualdades (33.25) y (B3.27) son idénticas a las ya demostradas, intercambiando los
nombres de las variables. O

Lema 3.15. 5%

AL =B =C?, =D =0, Vn e N, Vq € Z. (3.3.29)
entonces
Bg = AgPo, VYq € 7, (3.3.30)
Dg = CgPO, Vq € 7, (3.3.31)
Bf = A‘fPO + AgPl, Vq € Z, (3.3.32)
Di’ = C{’PO + CgPl, Vq € 7. (3.3.33)

DeMosTRACION. Usando la identidad (3.3.9) para ¢ = —1, y la hipotesis (8.3.29) se obtiene
0=0-sA}— B¢,

de donde resulta (3.330), dado que Py = —s.

Para probar (3.3.31)), comenzamos usando la identidad (3.3.5]) con i = —1, para obtener

0=040+ sAj+ Bj + sC§ + Dg.

Asi, la propiedad (8.3.31)) resulta como consecuencia de (3.3.30) y de que Py = —s.

Dado que la igualdad (33.30) es valida para todo ¢ € Z, podemos escribir

Bi' = AR, (3.3.34)
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Por lo tanto, usando las identidades (8.3.7) y (8.3.6), para i = 0, en (8.3.34), se obtiene que
sAL+ (s = 1)Bl + sCl + DI 4+5A + BI = —s(04+ 0+ 0+ 0+ (s> — 1)AL + sBY), (3.3.35)
—_———

=0

de donde se deduce que

sAY 4 BY = —s(A% + sBY) — (s* — 1)(sAS + BY), (3.3.36)
=0

y entonces (3.3.32)), considerando que P;(s) = (s* — 1)s (ver B.3.13 en Observacion B.11)).

Finalmente, para deducir (33.33), usamos (B331)) para ¢ + 1, es decir
Dt = CiT'R,. (3.3.37)

Asi, usando las identidades (3.3.3) y ([8.3.4), para i = 0, en ([8.3.37), se tiene
sCd + (s> = 1)Dg + sAl + Bl + sC{ + Di = —s(0 + 0 + A} + sBi + (s> — 1)C¢ + sDY).

Usando (B.3.36]), la igualdad anterior se reduce a
sCl+ (s> = 1)Dg + sCf + D] = —s((s> = 1)C¢ + sDJ).

Como esta igualdad es analoga a la identidad (B.3.33]), el resto de la demostracion es analoga
al caso anterior. O

En lo que sigue, veremos como generalizar estos resultados. Probaremos el siguiente lema.

Lema 3.16. Supongamos que

AL =B =C?, =D =0, Vn eN, Vq e Z. (3.3.38)
Si existe ng € N tal que
= > Al Pi(s) VgeZ,¥ned{0,.. . no} (3.3.39)
y n
D¢ => C!_ Pis) VgeZvne{0,... no} (3.3.40)
k=0
entonces
no+1
n0+1 Z Ano+1 k (3341)
Y
no+1

no+1 Z no+1— k : (3342)
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DEMOSTRACION. Para probar (8.3.41]) comenzamos por escribir la hipotesis (8.3.39) para g — 1y

ng, es decir,
no

Bl = ZAgmlk 1 (5)-
k=0

Usando las identidades (8.3.7) con i = ng y ([3.3.6) con i = ng — k, se tiene que
sAL + (s> = 1)BY +sCl + Di +sAl .+ Bl .| =

no

D (AL sBL +C 8D+ (87— 1AL+ sBL )P (3.3.43)
k=0

Usando la hipotesis (3.3.38)) las sumas anteriores pueden ser reescritas del modo siguiente:

sAL + (s> =1)BL +sCI + DI +sAL .+ Bl . =

no—1 no no
Z(Aqo w F8Ba x + O 8D )P+ (87— I)ZAZO—kPk+SZBZO—kPk'
k=0 k=0 k=0

(3.3.44)

Aqui, gracias a las hipotesis (3.3.39)-(B.3.40), podemos usar el Lema B.I4] en la primera y
tercera sumatoria del lado derecho. La segunda sumatoria se calcula directamente usando la

hipotesis ([3.3.39). De este modo se obtiene que

sAY + (s> —1)BL +sCl + DI +sAl .+ Bl . =
no+1
B +sA% + DI +sCl + (s> —1)BY + Z AL Pu(s) — By, (3.3.45)

Simplificando se tiene que
no+1

sAnor1 T Brgr = Z Al 1 Pi(s). (3.3.46)
De donde (3347 se deduce directamente de la deﬁmmon B3IT).

Para probar (3.3.42)), escribimos la hipotesis ([B.3.40) para g + 1 en el caso n = ng, es decir

no

Dyt =Y ChliPi(s)

k=0

Reemplazando las identidades ([B.3.3]), con i = ng, y (3.34) con i = ng — k, esta expresion se
transforma en

SC’?LO =+ ( 1)Dq =+ 8Aq0+1 + Bn0+1 + SC no+1 + Dn0+1

no

(CT 4 sDE + AL 4 sBL (2= 1)CY 4 sDI ) P (3.347)
k=0
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Usando la hipotesis (3.3.38)) las sumas anteriores pueden ser reescritas del modo siguiente:

TLO*l no no
Z(qu po1 T sDp gy Pk"‘z mok T 5B _ k)Pk+(S2_1)ZCZO—kPk+SZng—kpk
k=0 k=0 k=0 k=0

(3.3.48)

Para la primera y tltima sumatoria del lado derecho, usamos (3.3.25) del Lema gracias
a la hipotesis ([B.3.40). Para la segunda sumatoria también usamos el mismo lema, ya que
la identidad (B3.41]) permite usar la igualdad (3.3.24)) hasta n = ny. Por ultimo, la tercera
sumatoria se calcula directamente usando la hipotesis ([B:3.40). De este modo se obtiene

no+1
sCL + DI +sAl .+ Bl . +(s>—1)D Z ¢ Pe— D2 (3.3.49)
Simplificando se tiene que
no+1
sCryir + Diy1 = Z KRN (3.3.50)

De donde (3.3.42)) es una consecuencia directa de la definicion (B3.1T)).

O

Lema 3.17. Supongamos que existe qo € 7 tal que en el perfil Ly, se cumplen las siguientes
propiedades:

A% = BP — % = D —( VieZi<0, (3.3.51)
Bl =Y A" Pi(s) YneN (3.3.52)

y n
D =>"C¥ Pis) YneN, (3.3.53)

donde Py(s), k € {0,...,n} son los polinomios definidos en (B.3I1)-B3I2). Entonces en los
perfiles Lyy41 Y Lgo—1 se cumplen las relaciones

APFL — gt — gwoth — pootl — e 7,0 < 0, (3.3.54)
Bt =) AP P(s) WneN, (3.3.55)

k=0
DPtt =3 " CPiP(s) Yn€N, (3.3.56)

k=0
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ALt = ot — 0%t = DOt =0 VneN, (3.3.57)

Bet =) AP Py(s) VneN, (3.3.58)
k=0

DP~t=>"C®'Pi(s) YneN. (3.3.59)
k=0

DEMOSTRACION. Comencemos por demostrar las propiedades en el perfil ¢o + 1.

Para probar (3.3.54) usamos las identidades (3.3.2)-(B.3.35]) con i < 0 y ¢ = go. Usando la
hipotesis ([B.3.51]), se obtiene directamente (3.3.54]) para todo i, salvo el caso siguiente

D! = sAL + B{* + sC{® + D’

el cual también resulta ser nulo gracias a las hipotesis (8.3.52)-(3.3.53)) para n = 0 y la definicion

(3.3.11).

Para demostrar (3.3.55]), comenzamos por calcular la sumatoria del lado derecho. Para cada
k € {0,...,n}, usamos la identidad (B32]), con i =n — ky ¢ = qo. De este modo obtenemos

que
n n

Z Agzojclpk(s) = Z(qu ko1 T 8DRl g + AR ) Pi(s).

k=0 k=0

Usando la hipotesis (3.3.51]), podemos escribir

3
,_.

n n

Y ANEIP(s) = (quk L+ D% )Pi(s) = ) AP Pi(s).

k=0 0 k=0

B
Il

Como la hipotesis (8.3.53) es cierta para todo n, podemos utilizar la identidad (3.3.25]) del Lema
[3.14] en la primera sumatoria del lado derecho. La segunda sumatoria se calcula directamente
usando la hipdtesis ([8.3.52). De este modo resulta que

Z AP P (s) = —(sC%® + DP + BD).
Asi, la igualdad (3.33.55) es una consecuencia directa de esta identidad y la igualdad (3:33)) con
los indices correspondientes.

En forma similar, para demostrar ([B.3.56]), comenzamos por calcular la sumatoria del lado
derecho. Para cada k € {0,...,n}, usamos la identidad (B.34), con i =n—k 'y ¢ = qo. De este
modo obtenemos que

Z cotlp, Z Cl,  +sDP, + AP 4+ sBP, + (s —1)CP, + sD¥ ) Py,
k=0
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que, en virtud de la hipotesis (3.3.51]), puede reescribirse como

» o criip = Z (C®,  +sDP, )P+ Z A%, +sB® ) P,
k=0 k=0

k=0

(s =1 ZCZ”kPk+sZD P.. (3.3.60)

Como las hipotesis (8.3.52)—(3.3.53) son ciertas para todo n, podemos utilizar las identidades

B324), (33.29) y (33.217) del LemaB.I4 para calcular la primera, segunda y cuarta sumatoria
del lado derecho. Con esto tenemos que

n n+1
S I P = 5O+ DI+ 5 AR, + BY + (57— 1) Z CoaPit 3Oy Pi= DY

Simplificando y utilizando la hipdtesis (3.3.53)), se calculan las dos sumatorias del lado de-
recho y se obtiene

Z CPEIP = sCO + sAL,, + BY,| + (s> = 1)DP + DI, — Cf, Py(s).
k=0

Como Py(s) = —s, (ver (83I1))), reordenando se obtiene que

n

Y CIP = sCo (52— 1)DP + AR, + B, + sCy + DE,,.
k=0

Comparando esta identidad con ([B.3.3), con i = n y g = qo, se obtiene la igualdad (3.3.56).

Probemos ahora las propiedades en el perfil ¢o — 1.

Para probar (33.57) usamos las identidades (B3.6)-(33.9) con i < 0y ¢ = ¢o. Usando la
hipotesis (B.3.51)), se obtiene directamente (B.3.57)) para todo i, salvo los casos

BQO*i — SAqO Bgo’ y
DQO —s Aqo Bgo’

pero, de (3330), sAL + BP = 0 y asi se tiene B, ' = D% ' = 0.
Para demostrar (8.3.58)), comenzamos por calcular la sumatoria del lado derecho. Para cada

k € {0,...,n}, usamos la identidad (3.3.6]), con i =n — k y ¢ = go. De este modo obtenemos
que

ZAZO:kIPk:ZAqu L SBY O A sDE (8P = 1AL+ sBY ) Pi(s)
—0 k=0
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Usando la hipotesis (3.3.51]), podemos escribir

n n—1
ZAZ()/:P ZAqu 1+8Bnk1Pk+Zquk L+ 8D )P
k=0 k=0 k=0
+ (s = 1)) AP Pi+sY B, Pus). (3.3.61)
k=0 k=0

Como las hipotesis (33.52) y (B3.53) son ciertas para todo n, podemos utilizar la identidad
(3:3:24) en la primera sumatoria del lado derecho, la identidad (B.3.23]) en la segunda sumatoria
y la identidad (8.3.26) en la ultima sumatoria. De este modo resulta que

n+1
ZAqu —sAq°+Bq°+SCqO+DqO+S—1 ZA Pk+ZAn+1k — By,
k=0 k=1

que, de (B:352), es equivalente a
N ARTP = SAD 4 B + sC + D + (s* — 1)BE + BL,, — AP, Py — B,
k=0

Como Py = —s, reordenando se puede escribir
ZAQO 'p. = = sAD 4 (s = 1)BL + sC% 4 D 4 sAP  + B .

Asi la igualdad (3.3.58) es una consecuencia directa de esta identidad y la igualdad (B:3.3) con
los indices correspondientes.

En forma anéloga, para demostrar (3.3.59) comenzamos por calcular la sumatoria del lado
derecho. Para cada k € {0,...,n}, usamos la identidad (8.3.8)), con i =n —k y ¢ = qo. De este

modo obtenemos
n n

Z O P Z(Aff_k + 8By + C ) P,

k=0 k=0

donde nuevamente usando ([3.3.24]), puede reescribirse como

Z ngo:klpk - ( Aq+1 + Bgz(jl—l) Z CZ(lkPk
k=0 k=0
y de (B.3.353) resulta
Z O Pa(s) = —(sAluy + Bifyy) — D
k=0

Asi, se tiene la igualdad (3359) directamente de la identidad (B3.39) usada con i = n y
q = qo- O
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA I3 Comencemos por demostrar la implicancia (a) = (b). Pro-
baremos que las identidades (3.3.15])-(3.3.16]) son ciertas para todo n € N usando el principio
de induccién sobre la variable n. El caso base, n = 0, es una consecuencia de las identidades
(B330)-(B3.3.3T) del Lema De hecho, en dicho lema también se ha estudiado en forma
explicita el caso n = 1. Ahora, suponiendo que las identidades (B3.15)—(3.3.16) son validas
hasta un determinado valor de n € N, usando el Lema se deduce que ellas son también
ciertas para n + 1. Con esto la implicancia (a) = (b) queda demostrada.

La implicancia (b) = (c) es directa, ya que (b) es una propiedad més general que (c).

Demostremos ahora la implicancia (¢) = (d). Para ello, usaremos una doble induccion sobre
la variable ¢ € Z. Primeramente, la hipotesis (¢) constituye el caso base de dicha induccion (el
caso ¢ = qo) para el cual se cumplen las igualdades (3.3.19)-(3.3.2T)). Ahora suponemos que las
identidades (B.3.19)—(3.3.21]) son ciertas para un cierto valor de ¢ € Z. Usando el Lema B.17 se
concluye que dichas igualdades son también ciertas para ¢+ 1y ¢ — 1. Por lo tanto se concluye
que la propiedad (d) resulta ser cierta para todo ¢ € Z.

Finalmente, la implicancia (d) = (a) es directa, ya que (d) es una propiedad mas general
que (a). O

De lo anterior, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.18. Las funciones ¥ € L*(G) tales que HY = AV son no acotadas y no tienen
soporte compacto.

Gracias a las propiedades encontradas en el Teorema B.I3] podemos deducir algunas pro-
piedades adicionales de las soluciones de HV = AV que son nulas para todo ¢ € Z,1 < 0.
Usando las identidades (3.3.2])-(B:33) recursivamente, se obtienen las propiedades enunciadas
a continuacion.

Teorema 3.19. Si A, B}, C!, D} satisfacen la hipdtesis (B.3.14) del Teorema 313 Entonces
se tiene

ATF — (—1)FAL Vg e Z,VE € Z, (3.3.62)
CIF — (—1)*(C 4 k(s* —1)AY), VqeZ,Vk e Z (3.3.63)

DEMOSTRACION. Primero supongamos k € N y probemos ([B:3.62)) por induccion sobre k. El caso
base (k = 0) es evidentemente cierto. Supongamos que (3.3.62)) es cierto para un cierto valor
de k € N. Para demostrar que esta igualdad también es cierta para k + 1, usamos la identidad
B32) parai =0y g+ k en lugar de g, es decir

qt+k+1 q+k q+k q+k
AR — gtk _ spath _ Adtk,

q+k+1 q+k
AO — AO .
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Usando la hipotesis de induccion, esta igualdad se transforma en
+h+1 k
AgT == (1) A,

es decir,
AFEED — ()R AL g € 72,

de donde se concluye que para todo k € N

ATTF — (—1)k AL (3.3.64)

Para probar que la igualdad (B:3:64)) es vélida también si k < 0 basta hacer r = ¢ + k en

(B:3.64)) y se obtiene
A6 = (_1>kA67k7

que es lo mismo que

ArTF = (=1)kAr, (3.3.65)

Por lo tanto, se tiene (B.3.62]).

Probemos ahora (8.3.63) por induccion sobre la variable k. El caso base (k = 0) se cumple
claramente. Supongamos que ([3.3.63) es valida para cierto k& € N. Para demostrar que esta
igualdad es valida también para k + 1, usamos la identidad (3.3.4]), con i =0y g + k en lugar
de g, es decir

CE™H = €y sDoy + AP 4+ 5B 4 (s = 1)CY + sDE™
De la hipotesis (3.3.14), se tiene
Coit = AFF + sBIT 4 (52 - 1)C8T + sD§™
que, de (B.3.30) y (B:331), con g + k en lugar de ¢, es equivalente a
CITRHL — ATHF _ 2 ATTF 4 (52— 1)CdTF — 20T

es decir,
CngkJrl _ —(82 . 1)Ag+k‘ _ Cg+k

Utilizando (B:3.62]) y la hipotesis de induccion, podemos escribir
CiHt = —(s* = 1)(=1)"A§ — (=1)"(CF + k(s> — 1) A7),

esto es,
CIHFH — (MO 4+ (k4 1) (s> = 1)AY), Vg e Z.

y se tiene que para todo k € N
CIF = (—1)F(CF + k(s* — 1) AD). (3.3.66)
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Para probar que la igualdad (8.3.60]) es valida también si k < 0 basta hacer r = ¢ + k en

(B.3.60)) y se obtiene
Co = (=DMCE™" + k(s — 1)AF™),

que de ([3.65]) es lo mismo que
Co = (=D)"(C5™" + (=1)"k(s* — 1) A7).
Despejando Cj " y factorizando, se tiene
Co ™" = (=D(Cp — k(s* — 1) Ap).

Por lo tanto, se concluye (3.3.63). O
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Conclusi6n

A continuacion resumiremos los resultados principales de esta Tesis, explicados con detalle
en los capitulos 2 y B

Sabiendo que el espectro de la ecuacion (L3.0)) se puede caracterizar completamente gracias
al Teorema buscamos un resultado anilogo para el problema espectral del Hamiltoniano
H, definido en (Z2:2]), en la red hexagonal del grafeno G. Primero, notamos que es necesario
hacer la diferencia entre @o(1,A) = 0y p2(1,\) # 0, por lo que separamos el estudio en dos
partes, obteniendo asi las ecuaciones de los teoremas 2.1l y que fueron de gran utilidad para
el analisis posterior.

Al considerar soluciones acotadas, es decir, con |R;| = |R2| = 1, que es equivalente a
analizar el espectro de Bloch, obtuvimos explicitamente la relacion de dispersion ([2.4.3). De
aqui, pudimos verificar que la funcion ¢q(1; \) es mayor que menos uno y menor que uno, para
todo 61,05 € [—m, 7|, como se establece el Lema Asi, este resultado coincide con la teoria
desarrollada en una dimension.

Sin embargo, cuando consideramos R, Ry € R*, es decir soluciones no acotadas en el grafeno
G, obtenemos diferentes regiones a las que pertenece el pardmetro A y no es posible concluir de
la misma manera que para una dimensioén. No obstante, estas regiones quedan completamente
definidas como se indica en el Teorema 2.9y asi el espectro del operador H queda completamente
determinado.

En el capitulo posterior, nos centramos en analizar el comportamiento del sistema de ecua-
ciones diferenciales en tres aristas unidas por el mismo vértice junto con las condiciones de
continuidad y flujo (ZII0) y [2.I.I1)), lo que nos llevo a definir el perfil L, dado en (B.LT).
Este perfil resulta ser de gran importancia, pues nos lleva a describir una base para la red
hexagonal G: si conocemos el valor de la soluciéon solo en los vértices del perfil L,, entonces
es posible obtener la solucion en cada vértice de V y en cada arista de A, es decir, en todo el
grafo G (ver Observacion B.3)). Esto nos lleva a concluir que basta con analizar un problema
unidimensional en una “cadena” de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden (un
perfil L, cualquiera) para obtener el comportamiento de la solucion en todo el grafeno, que es
bidimensional.

En la Observacion se definen las cuatro funciones que forman la base canoénica de G
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y, del Teorema [3.7] podemos deducir que estas funciones son no acotadas y no tienen soporte
compacto. Lo mismo para combinaciones lineales finitas de ellas.

Después, buscamos soluciones ¥ € L?(G) tales que H¥ = AU con soporte compacto. Obtu-
vimos asi el Teorema [3.13] que muestra que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) La funcion ¥ es igual a cero en todo vértice a la izquierda de ig = 0 y en todos los perfiles
L

q-

(17) Existe qo € Z tal que la funcion ¥ es igual a cero en todo vértice de L, a la izquierda de
ip = 0 y se satisfacen las formulas (B3.15)—-(B.3.16]), para todo n € N y para todo g € Z.

(i73) Existe gp € Z tal que la funciéon U es igual a cero en todo vértice de L,, a la izquierda de
ip = 0 y se satisfacen las formulas (B.3.17)—(3.3.18)), para todo n € N.

(1v) La funcion W es igual a cero en todo vértice a la izquierda de ig = 0 y en todos los perfiles
L,, y se satisfacen las formulas (3.3.20)-(3.3.21]), para todo n € N.
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Apéndice A
On the Graphene Hamiltonian Operator

C. Conca , R. Orive , J. San Martin [l and V. Solano [

ABSTRACT: We completely characterize the stability and instability intervals of a second-order
elliptic equation with periodic coefficients defined on a honeycomb lattice.

A.1. Introduction

Graphene is a honeycomb lattice of carbon atoms. Recently, it has attracted a lot of atention
due to its peculiar electronic and mechanical properties and broad range of aplications |28, 132,
39, 53]. To predict and understand this properties, mathematical models are not only useful
but necessary. This problem has been approched from different scientific fields such as quantum
networks (e.g., |9, 133, 134, 41]])), also called quantum graphs, in chemistry [51), 52| and physics
12, 18,119, 145, 147] (see also |37, 38| and references therein). The characterization of the dispersion
relation of the honycomb lattice is of particular interest for exploiting graphene electronic
properties. This is obtained from the solution of the energy eigenvalue problem given by the
lattice Hamiltonian. A method to completely characterize the set of solutions is to divide its
analysis in stability and instability intervals, previously done for a one-dimensional system in
R [3].

!Mathematical Engineering Department, Center for Mathematical Modeling - UMI 2807 CNRS-UChile and
Center for Biotechnology and Bioengineering, Universidad de Chile, Beauchef 851, Santiago, Chile. Email:
cconca@dim.uchile.cl.

2Institute of Mathematical Sciences ICMAT, Madrid, Espafia. Email: rafael.orive@icmat.es.

3Mathematical Engineering Department, Center for Mathematical Modeling - UMI 2807 CNRS-UChile and
Center for Biotechnology and Bioengineering, Universidad de Chile, Beauchef 851, Santiago, Chile. Email:
jorge@dim.uchile.cl.

*Mathematical Engineering Department and Center for Mathematical Modeling UMI 2807 CNRS-UChile,
Universidad de Chile, Beauchef 851, Santiago, Chile, and Engineering Faculty, Universidad del Desarrollo,
Avenida La Plaza 700, Santiago, Chile. Email: vsolano@udd. c1.

87



We will present the graphene GG defined as a graph, i.e., with its respective components: a
set of vertices V and a set of edges A. Then, we will define two spaces in the geometrical basis
G, L*(G) and H?(G), that allow us to solve the Hamiltonian in the edges of G as H : H*(G) C
L*(G) — L?*(G). Thus, the funtions ¥ = (¥,).c4 such that H¥ = AU have to satisfy the
following conditions:

(1) D aca ||\Ifa||§{2(a) < 0.
(17) For allv € V, for all aj,as € A, [v € a3 Nag = U, (v) = ¥, (v)] (continuity condition).

(iit) Forallv € V, )" wev DWW, (v;v2—v) = 0, where DV, 4,1 (v; v2 —v) is the directional
[

v,v2]€A
derivative of the function Wy, ,,) at the pointw in the direction of [v, —v] (flow condition).

From these special and particular conditions, we will obtain the important results presented
in this paper. We completely characterize the stability and instability intervals of a energy
eigenvalues problem in a honeycomb lattice GG, showing the versatility of this approch. However,
remarkable difference are present in the structure of the stability regions raising from the more
complex structure of graphene-like systems.

The paper is structured as follows. Section[A.2] explains the results known as Floquet Theory
applied to our particular case as it is developed in |3]. In Section[A.3] the graphene G is defined
geometrically. Section shows how the Hamiltonian operator H acts through G and the
parametrization that allows us to identify each edge with the segment [0, 1]. From the given
theoretical frame, in the Section [A.5 we look for a characterization of the functions ¥ = (¥, ),c4
that satisfies the conditions of continuity and flow (ii)—(7i7). To analyze the graphene spectrum,
in Section [A.6lwe study the functions ¥ that satisfies such conditions, along with the eigenvalue
equation HW¥ = AW and properties of quasiperiodicity. Finally, we determine for which values
of A\ these solutions are bounded or unbounded, analyzing the respective dispersion relation.

A.2. Theoretical framework

We will center our analysis in the result shown by Allaire and Orive in |3], where the authors
propose to find the stability and instability intervals of a second-order elliptic equation on the
real line with periodic coefficients (Hill’s equation). They introduced a new family of non-
self-adjoint operators, formally equivalent to the Bloch ones |11, 17] but with an imaginary
Bloch parameter, that they call exponential, proving that the problem admits a countable
infinite number of eigenvalues which, when they are real, completely characterize the intervals
of instability of Hill’s equation.

The closure of the stability intervals are called Bloch bands and the non-empty open intervals
between two Bloch bands are called gaps.
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A.2.1. The Bloch spectrum

Let us consider the Hill’s equation defined in [22| as
—u"(z) + V(z)u(z) = Mu(x). (A.2.1)
Here, the funtion V' is real, piecewise-continuous and 1-periodic. We know that equation (A.2.1))
has a basis of two linearly independent solutions 1 (+; \) and s(+; A), functions of the parameter
A, that satisfy
01(0;0) =1, 1 (0;X) =0, ©a(0; X)) =0, ©h(0; \) = 1. (A.2.2)

It is clear that any solution u of (A.2.]) can be written as a linear combination:

u(@) = w(0)p1(z; A) + ' (0)p2(; A). (A.2.3)

The discriminant of (A2.1) is given by
D(A) = @1(L;A) + 95(1; A).
If the function V satisfys the simmetry relation V(1 — z) = V(z), then
po(1;A) = @1(15N), (A.2.4)
implying
D =2p1(1;N). (A.2.5)

Furthermore, when we restrict ourselves to A € R (and since all coefficients in (A.2.1)) are
real-valued), it is possible to classify the solutions of ([(A.2.1)): a solution is said to be stable if
it is uniformly bounded, and unstable if it is unbounded. According to [17, 22|, there exist a
countably infinite sequence {ay, }nen of real roots of D(A) = 2 and a countably infinite sequence
{Bn}nen of real roots of D(A) = —2 such that

<< fh<fh<ag<a<fhIf<az<a <
(see Figure [A.T)). The collection of disjoint open intervals
Jao, Bol, 181, eu, Jea, Bof, 185, as, -+
are called the stability intervals of (A.2.]) and their union
S =lao, Bo[U]B1, a1[U]as, fo[ U5, as[U - - -
is called the region of stability. Analogously,
U =] — 00, ap[U]Bo, B[ U], az[U]Ba, B3[U - -
is called the region of instability. In consequence, |D(A\)| < 2 for A € S, and |D()\)| > 2 for
reU.

In adition, from the Floquet’s Theory [22], we have
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%) 50 51 a1 = Oy 52 53 Qa3 Oy 54

Fig. A.1: The numbers «,, and 3, organized in stability and instability intervals

(i) For A\ € U, there exists § € R\{0} such that (A.2.1)) has two linearly independent solutions
of the type ep;(x) and e~ %p,(x), with p;, po 1-periodic and characteristic multipliers
p1 = ¢’ and py = e7%; or, with p;, p, semi-periodic and characteristic multipliers p; = —¢’
and py = —e 7Y,

(it) For A € S, there exists 6§ €]0,7[, or § €] — 7,0[, such that (A2.1]) has two linearly
independent solutions of the type ¢®p;(x) and e~ ®*py(z), with p;, py 1-periodic and
characteristic multipliers p; = € and py, = e,

(i79) If qiopr1 = Qogae, then for X = qopi1 = agryo the equation (A2]) has two linearly
independent solutions p; y ps 1-periodic. If agry1 < aggyo, then for A = a1 and for
A = opy2 the equation (A2.J)) has two linearly independent solutions of the type p;(z)
and zp;(x) + po(z), with p; and py 1-periodic.

(iv) If Bop = Bary1, then for A = Bop = Bory1 the equation (A.2.7]) has two linearly independent
solutions p; y py semi-periodic. If By < Popi1, then for A = By and for A = SBoryq the
equation ([A.2.T)) has two linearly independent solutions of the type p;(z) and xp;(z) +
po(z), with p; and ps semi-periodic.

We recall other classical results of a theory on the eigenvalue structure of (A.2.1]), known as
the Bloch Decomposition Theory |1, [18]. If we consider (A2.]) as a spectral problem in L*(R),
it is a natural question to determine its spectrum. To this end, we consider the following Bloch
spectral problem parameterized by 6 € R:

Find A = \(0) € R and ¥ = ¥(x, 0);
0" (x,0) + V(x)¥(x,0) = \0)¥(z,0) in R (A.2.6)
U(z+1,0) =e%V(x,0), V.

It is well known that for each 6 €] — 7, x|, the above spectral problem (A.2.6) admits a
discrete sequence of eigenvalues with the following properties

0<A(0) <--- < A\p(0) < — 00,
for all m > 1, A\,,(0) is a Lipschitz’s function of § € Y.
The Bloch spectrum [1, [18] is defined as
o5 ={Aul0) 0 €Y m>1} = U [ min A (6), mix A (6)
Also, for all i > 1, ag, = A\(0), Br = Ap(7) and
op = [ag, Bo] U [Br, an] U [, Bo] U [B3, 3] U -+ - .
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In particular, Agx—1(0) is the minimum of Agy_1(), while Agi_1(7)is the maximum of \o;_1(6),
and A9 (0) is the maximum of Ao (6), while Agi(7) is the minimum of Ay (6).

Thus, we have a caracterization for the region of stability S of the Hill’s equation (A.2.1]).
The closure of the stability intervals are precisely the called Bloch bands, i.e.,

Qs B = | min A (0), mix Amw)] .

oey”’

The non-empty open intervals between two Bloch bands are called gaps. Their union, together
with the unbounded open interval below the first Bloch band, is exactly the unstable region U.

A.2.2. The exponential spectrum

In this section we define the exponential spectrum of the equation (A.2.1]). Let us consider
the following two spectral problems parameterized by 6 € R.

(Find g = pu(0) € R and ¥ = ¥(z, 0);
—U"(z,0) + V(2)¥(x,0) = u(0)¥(z,0) (A.2.7)
U(z+1,0) =eV(z,0), Va.

(( Findv=v(0) e Ry ¥ = VU(z,0);
—U"(x,0) + V(x)¥(x,0) = v(0)¥(x,0) (A.2.8)
( U(z+1,0) = —eV(x,0), Vaz.

We have the following results.

(i) For any 6 € R, there exists a minimal first eigenvalue p of (A27) which is real, simple
and such that 6 — po(0) is analytic, concave and even. Also,

limy_, o0 po(0) = —00 and
mzixeeR ,uo(Q) = ,uo(O) = )\0(0) = 9.

(17) Assume that o < PBogi1. Then, there exist Oop o1 > 0 such that, for 6 €] — 6oy 2541,

O, o+1], there exist vor(6), vory1(6) real and simple eigenvalues of (A2.8) which satisfy
0 — vor(0), var+1(0) are analytic and even, and vo(0), voy1(6) are strictly monotone on
[07 92k,2k+1]- Also,

MiNge(0,654 o1 11] Y2k (0) = v2r(0) = Aoy () = oy,
MEX0e(0,05p o 11] V2k+1(0) = Vor+1(0) = Aapyr () = Bok,
1M 9|50y 011 Yok (0) = 1Mjg 6y, o0, Vort1(0) = Vororgr,
{vor(0) : 0 € [0, Oop 2k41]} = [bok, Vor 2k+1] and
{vars1(0) - 0 € [0, O2k 2k41]} = [Vor 2641, bak41]-
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(i77) Assume that aopi1 < aopio. Then, there exists 6opi19612 > 0 such that, for 6 €] —

Ok 1.2k 12, Dok 11,2k +2[, there exist pogy1(0), paxr2(0) real and simple eigenvalues of (A2.7)
which satisfy 0 — popy1(0), pori2(0) are analytic and even, and pog11(6), vori2(0) are
strictly monotone on [0, fay41 9x12]. Also,

min9€[0,02k+172k+2] ,u2k+1(9) = ,u2k+1(0) = Aokt1 (7T) = Q2k+41,
MAXGe0,00111.0042] H2kr2(0) = por12(0) = Agpra () = Qzpra,
0| 500, 1 s M2kr1(0) = WM g 05 oo Mok 2(0) = Hoky1,2k42,
{12k41(8) - 0 € [0, 01 2642]} = [@2k41, fokt1,26+2] and
{1ok42(0) = 0 € [0, Oz 11 2612]} = [Hokt1,26+2, Qora).

Thus, the authors of |3] conclude that

R=opUo. y opNo.= U{ai} U{Bi}, (A.2.9)
i=0

where

oe = {po(0) : 6 € RYU{pok+1(0), pio+2(0) = 0 € [0, Oop1 2p+2] U{vak(6), vor41(0) = 6 € [0, Oap 20041]}-

We can see that if u is a solution of the equation (A.2.1)) and ¢1(+; A) is the function defined
in ([A.2.2), then there exists three sets, 2, B y €, such that

AedA < et N <1, VteR (A.2.10)
ANeB & pi(tA)>1, VEteR (A.2.11)
Ael & pibN)<—1, VteR (A.2.12)

A.3. The graphene

The graphene is a substance made of pure carbon, where the atoms follow a regular hexagon
pattern. This atoms are mathematically described by a set of vertices V C R? as Figure [A.2]
shows.

More precisely, let us introduce the vectors
e = (g@) y  ey= (0, \/§> . (A.3.1)
Then, the set of vertices V is defined by
V={vl,9 ijeZ}, (A.3.2)
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Fig. A.2: Vertices 'Ug and 'ﬁg representing the graphene G.

where the family of vertices (v!); jez and (97); jez are defined by the relations:

v ie; + jes (A.3.3)
o = vl 4 (1,0).

LS,

~

As Figure[A.2 shows, these vertices are connected by a set of edges A defined by

A= (g a0, a o = (o], 0], = (o], 0L o — [, 9iN) 0 € Z), (A3

as it is displayed in Figure [A.3] These set of edges and vertices constitute an hexagonal grid.

RN
Vi1

Fig. A.3: Edges a/, a}/ and o, and their respective vertices.

Using this notation, the structure of the graphene is represented by a non-oriented graph G
determined by the set of vertices and edges previously defined, i.e.,

G=,A).
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We notice that each edge of the graphene is bijective to the segment [0,1] C R. In fact, in
order to visualize this bijection, we consider the parameterization o, oriented from v to w,
defined by:

o:[0,1] x R* x R? — R?

(t;v,w) — o(tv,w)=v+t(w—v). (A.3.6)

Thus, each edge [v1,vs] € A can be written as o ([0, 1]; vy, v2). The inverse function is such
that

X—v
X € [v1, 9] = o (%01, v0) = H (A.3.7)
2 — V1

Using the parametrization (A.3.6]), whose inverse is (A3.7), for each edge [vi,v5] € A we
can define the space L%(vy,v,) as follows:

L2(v1,v) = {\i oo (v, v) : W e L2(0, 1)},
endowed with the norm |[¥ oo !(-; vy, V2) || 201 00) = |]E!|]Lz(0,1). Then, we can define L?(A) as:

L2(A) = {(¥a)uea € R L3(@) : D Wl < o} (A.3.8)

acA acA
This space can be also called L*(G).

Similarly, for each edge [v;,v;] € A we can define the Sobolev space H?(v;,vs) by:
H?(v1,05) = {Cf: oo (v, vs) 1 T € HA(0, 1)},

endowed with the norm || Voo~ (-; vy, Vo) || 201 ,00) = ||@||H2(071). Thus, the Sobolev space H*(G)
is defined as the subset of functions (¥,)een € @, 4 H*(a) which satisfy the three following
conditions:

Z ||\I[a||%{2(a) < 00, (A39)

acA

Vv € V,Vay,as € A v €ayNay = Y, (v) =V, (v)], (A.3.10)

YweEV Y DU, (vivs —v) =0, (A.3.11)
[v";f;:A

where we have denoted by DWy, ., 1(v; v, — v) the directional derivative of the function W, ,,
at the point v in the direction [v, —v]. These conditions are usually called Neumann conditions
of the graphene or Kirchhoff conditions. The condition (A.3.10) corresponds to the continuity
condition on each vertex going from one edge to the other. The second condition, (A.3.11]),
states that the sum of the outward fluxes from the vertex v must be zero.
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A.4. The Hamiltonian of graphene

Let us now define the Hamiltonian of graphene in L*(G). Let V(¢) be a function in L?(0,1)
such that

V{t)=V(1—1). (A1)

The Hamiltonian of graphene H : D(H) C L*(G) — L*(G) is the operator, with domain
D(H) = H*(G), that maps ¥ = (V,),ca € H*(G) to HY € L*(G), HV = ((HY)4)aca, such
that

(HW), (x) = (—Cﬁg + v\i}a) oo (x;a), (A.4.2)

where, for each edge a € A, U, = U, 0 o(-;a) € H%(0,1).

The goal of this section is to study the spectrum of the operator H, characterizing the
functions ¥ which are bounded or unbounded solutions. In order to do this, we seek for non-
zero functions ¥ = (¥, ),e 4 satisfying (A.3.10)-(A.3.11]) and the following differential equations

— () 4+ V() Wa(t) = AV,(t), Yaec AVte(0,1), (A.4.3)

where A € R is a parameter.

Our goal is to classify the solutions of (A.4.3]) according to the different values of \, looking
for bounded and unbounded solutions of graphene. We see that the condition (A.3.9) is not
satisfied by our solutions since the operator H has continuous spectrum.

We are interested in studying the solutions of ([A.4.3)) that satisfy the properties

U(x+e) = Ru(x), Vxed (A.4.4)
U(x +e) = Rou(x), VxeG (A.4.5)

where R; and R, are real or complex numbers belonging to the set

Dr={ReC:|Rl=1V ReR"}.

We notice that if |R;| = |Ra| = 1, the solutions will be bounded in the graphene, whereas
if one of the two constants has modulus different than one, the solution will be unbounded in
the direction +e; o *e,.

In order to study this situation we will proceed as follows: in Section [A.5we will analyze how
to impose Kirchhoft’s conditions (A.3.10)—(A.3.11]) and, in Section [A.6] we will characterize the
values of \ respect to the constants R;, Rs.
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A.5. Kirchhoff’s conditions

In this section we will properly characterize the functions ¥ = (¥,).c4 that satisfy Kirch-
hoff’s conditions (A.3.10)-(A.3.11]). First of all, we notice that each vertex v € V has exactly
three adjacent edges, as Figure [A 4] shows. Hence, continuity and flux conditions will be expli-
citly written at the vertices of type v} and &7 of V, where 4, j € Z (see [A3.2).

i :
7ah A
Caso (a) Caso (b)

5 j
j g ’UZ ’U,L ® ¢
Ui 0]

; i—1
] J
(A Vit

Fig. A.4: Adjacent edges to the vertices of type ¥! (Case (a)) and
type v] (Case (b)).

The main result in this section will be split in two theorems separating the cases po(1;A) # 0
and ¢o(1; A) = 0, where ¢o(+; \) is the function defined in (A.2.2)). This separation is important
because in the second case A is included in the Dirichlet spectrum. The first theorem completely
characterizes the functions that satisfy the flux and continuity conditions stated in (A.3.10)-

(A.3.10).

Theorem A.l. If oo(1;\) # 0, then every function W = (U,)een satisfying (A.43), also
satisfies (A.3.10)-(A.3.11) if and only if, for each i,j € Z, it holds

=301 (L N (v)) + U (&) + U (D)) + V(D
=31 (L \)U(9)) + U (v v! v

@) + \I’( @'+1) + \If( z+1) =

where @1(+; ) and @1(-; ) are the functions described in (A2.2]).

Theorem A.2. If po(1;\) = 0, every function U = (U,)eca satisfying (AL3), also satisfies
the (A.3.10)—-(A.3.11)) of and only if the following conditions hold:

(1) There exists ky € R, depending on ¥V, such that
V) =ke y WD) =kepi(1;)), Vi, jeLZ (A.5.3)
(2) If on each edge a € A the functions ¥, can be written as

U, (t) = Wa(0)pr(t; ) + capa(t; A), (A.5.4)
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where the parameterization t is chosen such that the edge goes from left to right, then the
constants (¢,)aca Satisfy the relations:

2k P (1;A) + Claret o)+ Clot i) = Cpp o P1(LA), Vi j € Z, (A.5.5)
o1 (1 A) + i o101 (15A) = Cat i 1+ Cod g1y Vi J €L (A.5.6)

A.5.1. Proof of Theorem [A.1]

We begin by ennunciating the following lemma, where we introduce two auxiliary functions
that will be used in this section.

Lemma A.1. If o(1;\) # 0, then there exist two solutions ¢1(-;\) and ¢o(+; ) of (A2.1)
that satisfy the boundary conditions

¢1(0;0) =1, ¢1(1;0) =0, (A.5.7)
and

Ga(0:0) = 0, (1 \) = 1. (A.5.8)
Moreover, ¢1(+;\) and ¢o(+; N) are unique and are determined by

e1(1; )
Pa(15 )

) wa(t; N). (A.5.10)

¢NM)=<m@M—< )mmm, (4.5.9)

1

DemosTRACION. Existence follows directly from evaluating (A.5.9)-(A.5.10) in ¢t =0 and ¢ = 1.
In order to prove uniqueness of ¢;(+;A), let us assume that there exists a function ¢15(-; \)
solution of (A2.7]) that satisfies (A.5.7). This solution can be written as a linear combination
of ¢1(; A) and ps(+; A) as follows

d1(t; A) = cro1(t; A) + capa(t; N).

Evaluating at ¢ = 0 and using (A.5.7)) we obtain ¢; = 1. Now, by taking ¢t = 1, from (A.5.7)
and (A.5.9), we get

B <901(1%)\)
P2(1;A)

1A
which leads to ¢, = — <§01§1f)\§), e, dup(t; \) = ¢1(t; A). Uniqueness of ¢o(+;A) can be
2\ 4,

obtained similarly. 0

)w@&zqwﬂﬂ) (A5.11)

S

Considering the functions ¢;(-; A) and ¢o(+; A) defined in Lemma[A 1l we can prove Theorem
[A.1] as follows.
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Proor or TueoreM [A1l The condition (A.3.10)) is satisfied if and only if the function ¥ =
(V4)aca has a well-defined and unique trace (independent on the edge) on each vertex v € V
of graphene. In expressions (A.5.1) and (A.5.2)) we have explicitly used the values of traces of u
at each vertex of the form 'vf , 132] € V. In order to finish the proof, we focus in the flux property

@310,

We will prove that the identity (A.5.1)) is equivalent to the flux condition (A.3.11]) at the
vertices v} of Figure[A4]- Case (a). To simplify notation, we denote by f, g and h to restrictions

of the function u to the edges [v!, o/ ™/], [fvzj, rag;l] and ['Ug, 'Bf], respectively; and by A, B, C and

19 Ti—1
. . ~7+1 A~ ~17 . .
D the traces of the function W at the vertieces v/, ¥", ¥ | and &/, respectively (see Figure

[A5).

Since the function U = (U,),c4 satisfies (A.4.3)), its traces are well-defined at the vertices
and @;(1;A) # 0, we can use the functions ¢1(-; A), ¢2(-; A) defined in (A.5.7)-(A.5.8) in order

to find its values on each edge [v/, #/1], [v/,4/_,] y [v/, 7] in terms of its corresponding values

29 Yi—1 i) Yi—1 R I
at the vertices as follows,

f(t) = Apq(t; X) + Boa(t; M)
g(t) = Ag1(t; \) + Cpa(t; N) (A.5.12)

h(t) = Ap1(t; N) + Doa(t; N)

where f,g and & represent the composition of the functions f, g, h with the parameterization
o defined in (A.3.6) for each edge. With this notation, the condition (A.3.11) written at the
vertex 9] is equivalent to

F(0) 4+ §(0) + 4 (0) = 0. (A.5.13)
Then, taking derivatives in (A.5.12)) and replacing in (A.5.13]), we get

D = u(v/))

Fig. A.5: Vertices where the values of function v are A, B, C' and D.

3AG(0;\) + (B + C + D)dy(0; \) = 0. (A.5.14)
The values ¢} (0; ) and ¢,(0; A) can be directly obtained by taking derivatives in the definitions
(A5.9)-(A.5.10), evaluating at ¢ = 0 and using the properties (A.2.2]). Thus, the identity
(A.5.14)) is equivalent to

34 <z;8§;) +(B+C+ D) (

1
) =0
902(1%)\))
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Multiplying this expression by s(1; A), we finally obtain
—3Ap1(1;\)+ B+ C+ D =0,
which is exactly the identity (A.5.0)) with the corresponding changes in nomenclature.

The proof for (A.5.2) is similar, since equation (A.5.2) is equivalent to the flux conditions
(A.3.11)) established at the vertices @] (Figure - Case (b)). O

A.5.2. Proof of Theorem [A.2

In this section we study the particular case where o(1; \) = 0. Since the function ¢o(-; \)
also vanishes at ¢ = 0 (see (A.22)), then ¢y(-;\) is a non-trivial solution of the following
Dirichlet boundary value problem:

{ —p5 (23 A) + V(2)p2(w; A) = Apa(x; M), in (0, 1)
©a(0; A) = p2(1;A) = 0.

Hence, the case we are interested in this secction corresponds to the values of A of the spectrum
of the Dirichlet operator associated to the differential operator H.

In the following lemma we summarize additional properties of the functions ¢;(+; A) and
©a(+; A) that are satisfied in this case.

Lemma A.2. If ¢5(1;\) =0, then

where D(N) has been defined in (A2.3]).

DeMosTRACION. From ([AL4.T]), we have that p1(1 —¢; A) and @o(1 — ¢; \) are solution of (A.2.1))
and, therefore, they can be written as linear combination of ¢1(; A) and ¢o(+; A) as follow

e1(L = A) = ei(L Nt A) — @ (1 M) a8 A) (A.5.15)
pa(1 =t A) = 2L N A) — @31 A)pa (8 ). (A.5.16)
Considering ¢t = 1 in (A.5.15)) and in the derivative of (A.5.16)), we have
L= @A) =i (1A)ea(154)
—1 = el NP (1A) = @n(154)%
ie.,

@1 (L A2l A) = er(1;0)? =1 (A.5.17)
@1 (L N)@2(1; A) = ph(1;0)* — 1. (A.5.18)



From (A.5.17)-(A.5.18), we have
Ph(1A)? = pi(1sA)? =1 (A.5.19)
and, from (A.2.4]), we conclude
Po(1;A) = ei(1A) =1, or pu(14) = @i (15A) = —1.
Thus, from (A.2.5)),
D(M\) = 2, o bien D(\) = —2,
respectively. O

Proor oF TueoreM A2l In order to show part (1), we consider an arbitrary edge a = [v1, vs] €
A joining the vertices vy, vy. Since U satisfies (A.4.3)), from (A.2.3), we can write

\11[111,'02}(75) = \Ij['vhm](o)@l (t; )‘) + \I//[vl,vg}(O)SOQ(t; )‘)7 Vt € [07 1]'

Since po(1; ) = 0, we get B N
\11[1117112](1) = \I’[vhvz}(O)@l(lS )\)-

That is,
U(v2) = V(vr)pr(L; ). (A.5.20)

Since this relation is true on each edge and ¢;(1;\)?> = 1, we conclude that going through
two consecutive edges [v1, vs]—[vy, v3] there holds W(v3) = W(wvy). Then, using the notation
kg = U(v)) and noticing that all the vertices v? are connected by the union of two consecutive
edges, we get that

V(v))=ky Vi,jeL

Thus (A.5.3) is obtained using this identity together with (A.5.20) which allows us to relate

the vertices v} with ©;.

In order to prove ([A.5.5]), we study the flux condition on the vertices of type ’vf e V.
To simplify notation, we denote by f, g and h the restriction of the function ¥ to the edges
['ﬁffll, 'vf], [ﬁf_l, 'vf] and ['vf, 'f)f], respectively, and by A, the trace of the function ¥ on the central
vertex v} (see Figure (A.6)). Using (A.5.20), we obtain that the traces of ¥ on the external
vertices o)1), ¥/, and 9/, are equal to Ap;(1;)). In order to use the notation in (A5.4), we
denote by ¢y, ¢, and ¢, the corresponding constants Clod* 1wl Clad_ o) and C[vgyﬁg]%(l; A).

Then, using (A.5.4), we write

f() = Api(L;A) @it A) + ¢p @a(t;s )
gt) = Api(LA) et A) + ¢g palts A) (A.5.21)
ht) = A e1(t;A) + on ot )

where f,g and h represent the composition of f,g,h with the parameterization o defined in

(A.3.6)) for each edge.
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() = Api(1;))

U(0]_;) = Api(L; A)

Fig. A.6: Vertices where the funtion u is A and Ay(1; A), and the
respective orientation of the parameterization .

Thus, the flux condition (A3.11) on the vertex v/ can be written as
—f(1) =g )+ () =0. (A.5.22)
Hence, taking derivative in (A.5.21)) and replacing in (A.5.22)), from ([A.2.2)), we get
2401(1; ey (1;A) + (cf + ¢ (13 A) = c.
Multiplying by ¢1(1; ) and using (A.2.4)) and ([A.5.19), we conclude that
2A01(L; A) + 5 + ¢y = crpr(1; M),

We have proved, with corresponding changes of notation, that the flux condition (A.3.1T])
written at the vertex v is equivalent to the identity (A.5.5).

Similarly, we can prove that the flux condition (A3.11) written at the vertex vértice &7 is
equivalent to the identity (A.5.6).

Thus, the conditions (A.3.10)—(A.3.11]) are satisfied if and only if the identities (A.5.3),([A.5.5)
and (A.5.6) are also satisfied. O

A.6. Spectral Theory in the Graphene

In this section we are interested in characterize all functions ¥ = (W,),c 4 that satisfy (A.4.3]),
the continuity and flux conditions (A.3.10)—(A.3.11)), and also the quasi-periodicity conditions
(A.4.4)—-(A.4.5). The analysis in this section is restricted to the case where the values A € R
satisfy @o(1; ) # 0.

We will use the result showed in Theorem [A.1l applied to the vertices 'vf and ﬁf , for all

i,j € Z (see[AT).
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~j+1 J

Vi1 Vi1
J ~ ]

. j-1

(T Vi1

Fig. A.7: Vertices 'vf and ﬁf and their corresponding adjacent vertices.

From the definitions (A.3.3)-(A.3.4)) it holds that

v = 'Ug+1 - €, ’vsz:ll = 'Ugﬂ — €2
j
K3

— Aj+1l o~
- vi 1 + €y, vi—l = vi—l + €s.

Hence, properties (A.4.4)—-(A.4.5), transform the identities (A.5.1))-(A.5.2)) to

=31 (N W) + (1+ B + By R ) W(#]) =0,

300 (1 N W(5)) + (1 + R+ R1R51>\I!(fvf) ~0.

If we multiply the first equation by R, and reorder the system leaving as variables the quantities
Ry ¥ (v]) and ¥(?)), we get

3o (LN R () + (1 + R +Rz)xp(fag’) —0, (A.6.1)

(1 R+ R;l)Rlﬁl(vg) ~ 3p1(1; M U(#)) = 0. (A.6.2)

These identities allow us to obtain the solutions in terms of A\, R; and R, as a homogeneous
linear system of equations. Thus, we conclude that it as a non-trivial solution if and only if the
determinant of the corresponding matrix is zero, i.e., if

9o (1N = (14 Ry + Ro)(1+ Ry + Ry ). (A.6.3)

Equation (A.6.3) constitutes the dispersion relation of graphene for bounded or unbounded
solutions having the quasi-periodic behavior (A.4.4)-(A.4.5)). This equation relates the type
of functions we seek, represented by the constants R; and R, (wave-type), with the values of
A € C (frequencies) through the function ¢;(1; ).

In the following sections we will investigate for which values of A bounded or unbounded
solutions of the problem are obtained.
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A.6.1. Bounded solutions

In this section we study the dispersion relation (A.6.3)) in the case where R; and R, are such
that the solution W = (¥,).c4 is bounded. Clearly, Ry and Ry must satisfy |R;| = |Ry| = 1.

For this analysis, it is convenient to introduce the auxiliary variables 0,6, € [—m, 7| such
that

Ry = R, = ', (A.6.4)
In this way, the dispersion relation of graphene (A.6.3]) becomes
91 (1; A)? = (14 € 4 ) (1 + 7 4 e7i2), (A.6.5)

Noticing here that the right hand side is the product of a complex number and its conjugate,
we can write

P1(1; )2 = F(6y,05) := L[1 4 ¢ 4 2|, (A.6.6)

Simple calculations show that
0§F(91,92) S 1, V€1,92 c [-71',77'].

In addition,
{F(Ql,ﬁg) : 01,02 € [—7T,7T]} = [O, 1]

This result is summarized in the following lemma.

Lemma A.3. For each 01,0, € [—7, 7], the solutions p1(1;\) of (A43) that satisfy (A.2.2)
also satisfy
e1(L;N) € [-1,1].

This result, together with the theory developed in Secction [A.2] implies the following coro-
llary.

Corollary A.4. For each 61,0, € [—m, 7], the values of X associated to the solutions ¢1(1; \)

of (A43) that satisfy (A22), are given by
Nepr! ( F(el,éz)) Ut (— F(91,92))

where ;" denotes the preimage set of the function ¢q(1; \).

Remark A.5. From (A.2.100), (A.2.11) vy (A.2.12)), follows that
AeAy URA g

where

0 = cos ' \/F (01, 0,)

and the sets Uy are defined by
Ao = {Ni(0) : i € N}.
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A.6.2. Unbounded solutions

We study now the dispersion relation (A.6.3) when Ry, Ry € R*. In this case, the expression
on the right hand side can have different values for different R; and Rs. That is why we are
interested in characterizing the regions:

Rs = {(Rl,Rg) ER?:0<(1+ Ry +R)(1+R "+ Ry < 9} (A.6.7)
Ry = {(Rl, R)) €R?:9< (14 Ry +Ro)(1+R"+ R;l)}. (A.6.8)
We will show Theorem [A.3].

Remark A.6. We are not interested in the analysis in the region (1+Ry+Ry)(1+ R + Ry ') <
0, because in this case the system (A.6.1)—(A.6.2) does not have a non-trivial solution.

Theorem A.3. The regions Rs and Ry defined in (A.6.7)—(A.6.8) are not empty. Moreover,
they are characterized by (see Figure[4.8):

(Z) If Rl,RQ > O, then (Rl,Rg) € RU.

(ii) If Ry € (—o0, —1), then

ticl
1+ Ry’
(Rl,Rg) c RU ~— R, € [RLQ,O) U [R1,1,+OO).

(Rl,Rg) €ERs <— R, € [ RLQ) U [—(1 + RQ),RLl)

(ZZZ) If RQ = —1, then (Rl,Rg) € RS-

(iv) If Ry € (—1,0), then
—R
(Rl, Rg) < RS — R, € (R171, —(1 + Rg)] U RLQ, 2
1+ Ry

(Rl, Rg) € RU — R, € (—OO, Rlvl] U (0, RLQ].

(v) If Ry € (0,7 — 4/3), then
—R
(Rl,Rg) < RS — R, € [—(1 + RQ)aRl,l) U RLQ, 2
1+ Rs

(Rl, Rg) € RU ~— R, € [RLl,RLQ] U (0, +OO)

(vi) If Ry € [T — 4v/3,7 + 4V/3)], then

—R,
—(1
(Rl,RQ)ERS < Rle |: ( +R2>71+R2:|

(Rl,Rg) € RU <~ Rl € (O, OO)
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(vii) If Ry € (T + 4/3,00), then

—R
(Ry,Ry) € Rg <= Ry €[—(1+Ry),Ri2)U | Riy, ——
1+ R,

(Rl, Rz) c RU ~— R, € [RLQ,RLl] U (0, +OO)

In (ii), (iv), (v) and (vii), Ry and Ry are given by

Rllz_(R§—6R2—|—1) (Ry — 1)\/R3 — 14Ry + 1

’ 2(Ry + 1) 2(Ry + 1)

Riy— — <R§—6RQ+1) (R —1)\/R3 — 4R, +1
2(Ry + 1) 2(Ry+1)

DEMOSTRACION. In order to show (i), it is enough to notice that

R R\ 1
(1+ Ry +R)(1+ R+ R;Y) =3+ (R +R{Y) + (Ro+ RyY) + (—Rl + (—Rl) ) .
2 2

Thus, if Ry, Ry > 0, each term in parenthesis of the right hand side is greater or equal than
two; hence, (Ry, R2) € Ry.

To study the other cases, let us begin by characterizing those points that belong to Ry URg,
i.e., those points in the plane that satisfy

Gi(Ri,Ry) :== (1+ R+ Ry)(1+ R* + RyY) > 0. (A.6.9)

First, it is convenient to reorder the expression G;(Ry, R) from ([A.6.9) as follows:

(R1+ Ry + 1)(Ri(Ry+ 1) + Ry)
G1(Ry, Rs) = .
1( 1 2) R1R2
Here, the numerator is a quadratic expression when Ry # —1. In this case, G1(R1, Rs) changes
sign at the points

il
14+ Ry’

. With this information we can solve inequality

_(1 + R2)a

and, towards —oo, has the same sign as

Ro+1
Ra
(A.6.9) for R, in different intervals:

If Ry < —1, it holds R, € 1 ,0) U[=(1+ Ry),00). (A.6.10)
1+ R,
If By € (—1,0), it holdse By € (—o0, —(1+ Bo)]U (0, —22.|  (A6.11)
1+ Ry
~R
If Ry > 0, it holds Ry € |—(1 4+ Ry), ———| U (0, 00). (A.6.12)
1+ Ry
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Zone (vii)

74+4v/3

Zone (i)

7-44/3
0

Zone (i)

Fig. A.8: Regions Rg (red) and Ry (yellow), separated by the curves a : Ry = —(1 4 Rs), f: Ry =
v: Ry =0, Ry = Ry and Ry = Ry . The white regions are not interesting (see Remark [A.6]).

14+ Ry’



If Ry = —1, inequality (A.6.9) becomes
Gl(Rl, —1) =1 Z 0, (A613)
which is valid for all R; € R*.

To find the separation between the regions Rg and Ry, it is enough to find the solution to
the inequality

Go(Ri, Ry) i= (1+ Ry + Ro)(1+ Ry + Ry') =9 >0,

which is equivalent to

Go(R1, Ry) = (R} (Ra+1) + Ri(R; — 6Ry + 1) + Ra(Ro + 1)) > 0. (A.6.14)

1
R Ry
Once again, the case Ry = —1 can be isolated and (A.6.14) becomes

Go(Ry, Ry) = =8 > 0,
which is false for all R; € R*. This, together with (A.6.13]), implies (7).

In the general case Ry # —1, if we factor out Ry + 1 in (A.6.14]), we have

Ry +1 R?2 —6Ry+1
Gy(Ry, Ry) = — ( —2+R2>.

R + R —2 A.6.15
RiR, 'Y Ry+1 ( )
Then, to solve inequality (A.6.14]), we can see that it is convenient to factorize the quadratic
expression

R2 —6Ry+1

2 2 A6.1
R1+R1 R2—|—1 +R27 ( 6 6)

whose discriminant is

A — (B> — 1)*(R5 — 14R> +1) (R2 — 1)2(R2 —(7+ 4\/5)) (32 —(7- 4\/§)> |
(Fp +1)? (Ry + 1)?

Thus, if Ry € [7 — 44/3,7 + 4y/3] C R*, the quadratic expression (A.6.16) is always greater or
equal than zero, and then, inequality (A.6.14)) is equivalent to

1
Ry — 7 ( )

whose solution belong to (0, 00). This, together with (A.6.12)), implies (vi).
If Ry ¢ [7 — 4/3,7 + 4V/3], the quadratic (A.6.16) can be written as

(Rl - R1,1)<R1 - R1,2)7
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where R;; and R, are given by

R (Rg —GRQ+1) (Ry —1)\/R3 — 14R, + 1
1,1 = —

2Ry + 1) 2(Ry + 1)
R (R§—6R2+1) (R —1)y/R}— 4Ry +1
b2 2(Ry + 1) 2(Ry + 1) '
Hence, we can factorize (A.6.15) as follows:
Ry +1
Ga(Ry, Ry) = (B — Ri)(Ry = Baa).
112

In this case, Ga(R1, Ry) changes sign at the points

Ry, R, O
and, towards —oo, has the same sign as R%?. Using this information we can solve inequality
(A.6.14) for R, in different intervals as follows:

If Ry < —1, it holds that Ry € [R;2,0) U[Ry 1, +00),

If Ry € (—1,0), it holds that R; € (—OO, Rl,l] U (O,RLQ],

If Ry € (0,7 — 4V/3), it holds that Ry € [Ry1, Ry U (0, +00),

TIf Ry > 74 43, it holds that R, € [Ry, R11] U (0, 400).

Comparing this result and (A.6.10)-(A.6.11)), we obtain the cases (ii), (iv), (v) and (vii). O

Remark A.7. From (A.2.10), (A.2.11)) y (A.2.12), the following cases hold:

L] [f (Rl,RQ> c RS, A€ Q[@ U Qlﬂ—,g, with 60 = COS_1 G<91,02) € (0,71'/2]
» If (Ry, Ry) € Ry, A € By Uy, with § = cosh™ \/G(0y,0,) € (0,00).
Here, the sets Ug, By and €y are defined by

Ag = {Ni(0) : 1 € N}, By = {u;(0) :i € N}, € = {w;(0) : i € N},
where X\;(0), 11;(0) and v;(0) are the eigenvalues mentioned in the problems (A2.6), (A2.71) and
(A.2.9), respectively, and the function G is given by
1
G(01,05) = 5(1 + Ry + Ro)(1+ R+ RyY).

Remark A.8. The eigenvectors obtained for each value of X = ARy, Ry) satisfy (A6.J) and
(A.6.3). Then, it values at the vertices (v]) and (0]) satisfy the relation

7

; 1+ R+ Ry
U(d)) =+ ! 2 (vl A6.1
(%) Rl\/ TR, ) (4.6.18)
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Using (A.4.4)-(A.4.5) and (A.6.18) we obtain that the eigenvectors are characterized by:

U(v]) = RI R} (v)),

1+ R+ Ry?
14+ R+ Ry

U(o)) = iR§+1R;\/ T(v)).

A.7. Conclusions

We solved the eigenvalues problem for the Hamiltonian of the electron wave function in
graphene considering Kirchhoff conditions, characterizing the stability of the solution.

Knowing that the spectrum of the Hill equation (A.2.1]) can be completely characterized in
one dimension by Theorem [A.2.9, we looked for an analogous result for the spectrum of the
Hamiltonian H, defined in (A.4.2), in the hexagonal network G for graphene.

We divided the problem in two cases depending on the boundary condition: Dirichlet con-
ditions when one of the basis function of the Hill equation is equal to zero, vo(1,A) = 0; and
a non-trivial case otherwise, p2(1,\) # 0. The analysis of both cases led us to the two main
theorems of this work, [A.1] and [A.2] respectively.

We obtained bounded solutions when considering normalized imaginary characteristic mul-
tipliers, ([A.6.4]), which are two dimensional analog of the one dimensional Bloch spectrum. We
explicitly obtained the dispersion relation of the problem ([A.6.3). From this we verified that
the basis function ¢;(1; \) is greater than minus one and less than one, as established by the
Lemma [A.3l Thus, this result coincides with the theory developed in one dimension [3]. Ho-
wever, when we consider real characteristic multipliers, R;, Ry € R*, the analogy breaks down.
In one dimension all the solutions are unstable, while in the graph G we obtained different
regions where the solutions can be stable or unstable depending upon the eigenvalues. These
regions are completely defined as indicated in Theorem [A.3]and the spectrum of H is completely
determined.
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Apéndice B
A mathematical basis for the graphene

C. Conca , J. San Martin ] and V. Solano A

ABSTRACT: In this paper we introduce the concept of mathematical basis for the graphe-
ne honeycomb structure, and thus the study of eigenvalues problem can be reduced to one
dimension.

B.1. Introduction

Graphene is a novel material with carbon atoms arranged in a honeycomb lattice. In the past
years it has caught the attention of the scientific community for its unique electronic properties
[2,18,119,128,132, 139, 53]. The behavior of the electrons in the lattice can be captured by solving
the Hamilton equations of the system as an spectral, or eigenvalues, problem HVU = AW.
However, a complete analytical solution stands as a mathematical challenge.

We present a new basis of representation for the graphene honeycomb structure G that
facilitates the solution of the eigenvalue problem by reducing it to one dimension. For this,
we define two spaces in the geometrical basis G, L*(G) and H?*(G), that allow us to solve the
Hamiltonian in the edges of G as H : H*(G) C L*(G) — L*(G).
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The paper is organized as follows. As part of this introduction, in Subsection [B.1.1] we show
a survey of the previous results and in Subsection [B.1.2] we define the basis of the graphene as
a set of edges L, of G such that every eigenfunction ¥ can be extended to all G from the values
of U in each edge L,. We also explicity show the canonical basis of the system and some of its
properties are presented. In Section [B.2], we present the proofs of the principal results exposed
in Subsection [B.1.2l Finally, in Section [B.3] we analyze bases with support in the half-plane,
i.e., we seek for solutions of H¥U = AV such that ¥ € L?(G) has a compact support.

B.1.1. Survey of the previous results

The mathematical definition of the problem has been set in previous works [16]. However,
here we summarize theorems and definitions necessaries to present our current results.

Floquet Theory

Let us consider the Hill’s equation defined in [22| as
—u"(z) + V(z)u(z) = Mu(x). (B.1.1)

Here, the funtion V' is real, piecewise-continuous and 1-periodic. We know that equation (B.1.1))
has a basis of two linearly independent solutions o1 (+; A) and ¢s(+; A), functions of the parameter
A, that satisfy

©1(0;0) =1, ¢1(0;0) =0, p2(0; X)) =0, ¢h(0; \) = 1. (B.1.2)

It is clear that any solution u of (B.II)) can be written as a linear combination:

u(x) = u(0)p1(z; N) + u'(0)p2(z; N). (B.1.3)

The discriminant of (B.1I)) is given by
D(A) = ¢1(L;A) + @5(1; A).
If the function V satisfys the simmetry relation V(1 — z) = V(z), then
Po(1A) = @1 (13 0), (B.1.4)

implying
D =2p1(1;N). (B.1.5)
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Fig. B.1: Vertices vg and 'ﬁg representing the graphene G.

The graphene

The graphene is a substance made of pure carbon, where the atoms follow a regular hexagon
pattern. This atoms are mathematically described by a set of vertices ¥V C R? as Figure [B.1]
shows.

More precisely, let us introduce the vectors
e = (%, @) y ey = (O, \/§> . (B.1.6)
Then, the set of vertices V is defined by
V={vl,9:4jeZ} (B.1.7)
where the family of vertices (v!); jez and (97); jez are defined by the relations:

v 1e; + jesg
o) = vl +(1,0).

LS.

~

As Figure [B.T] shows, these vertices are connected by a set of edges A defined by
A = {a’iE,'ja aé{/j7 agj : aiEJ = [/Uzj7 ’ﬁzj]v a?{/j = [/Uzja ﬁgfl]v ag'j - ['Ug, ﬁgjll]727j S Z}7 (BllO)
as it is displayed in Figure [B.2l These set of edges and vertices constitute an hexagonal grid.

Using this notation, the structure of the graphene is represented by a non-oriented graph G
determined by the set of vertices and edges previously defined, i.e.,

G=,A).
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Fig. B.2: Edges a}/, ay/ and a’, and their respective vertices.

We notice that each edge of the graphene is bijective to the segment [0,1] C R. In fact, in
order to visualize this bijection, we consider the parameterization o, oriented from v to w,
defined by:

) 2 2 2
o:[0,]]xR*xR* — R (B.1.11)
(tv,w) — ot;v,w)=v+t(w—v).
Thus, each edge [vy,vs] € A can be written as o ([0, 1]; vy, v2). The inverse function is such
that

_ lIx=w

X € [v1, 9] = oL (x; 01, 19) (B.1.12)

B | va — vy H'

Using the parametrization (BI.11]), whose inverse is (B.1.12)), for each edge vy, v5] € A we
can define the space L?(vy,vs) as follows:

L2(vy, v2) = {Ii: oo (v, vy) T € L2(0, 1)},

endowed with the norm |[¥oo~!(-; vy, V2) |22 (01 00) = ||\i||L2(0,1). Then, we can define L?*(A) as:
L2(A) = { (Wa)aen € Q) L2(0) + D [Walla) < o0 }- (B.1.13)
acA acA

This space can be also called L*(G).
Similarly, for each edge [v;,v;] € A we can define the Sobolev space H?(v;,vs) by:
H2(v1,05) = {\i oo (v, ) U € H(0, 1)},

endowed the norm || o o (01, 02) | H2(0100) = ”E]”H2(071). Thus, the Sobolev space H?(G)
is defined as the subset of functions (V,)eca € @, 4 H*(a) which satisfy the three following
conditions:

> Wl < o0 (B.1.14)
acA
Vv € V,Vay, a3 € A v € ayNay = Yy, (v) = T, (v)], (B.1.15)
Vv eV Z DV pp)(v; 02 — v) =0, (B.1.16)
vo EV
[v,vg]€A
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where we have denoted by DVy, ,,1(v; vo —v) the directional derivative of the function Wy, ,,) at
the point v in the direction [v;—wv]. This conditions are usually called Neumann conditions of the
graphene or Kirchhoff conditions. The first condition, (B.1.15]), corresponds to the continuity
condition on each vertex going from one edge to the other. The second condition, (B.I.16]),
states that the sum of the outward fluxes from the vertex v must be zero.

The Hamiltonian of graphene

Let us now define the Hamiltonian of graphene in L*(G). Let V(¢) be a function in L?(0,1)
such that

V()= V(-1 (B.1.17)

The Hamiltonian of graphene H : D(H) C L*(G) — L*(G) is the operator, with domain
D(H) = H*(G), that maps ¥ = (V,),ca € H*(G) to HY € L*(G), HV = ((HY)4)aeca, such
that

(HW)a(x) = (—513;’ + V\T’a) oo !(x;a), (B.1.18)
where, for each edge a € A, U, = U, 0 o(-;a) € H*(0,1).

The goal of this section is to study the spectrum of the operator H, characterizing the
functions ¥ which are bounded or unbounded solutions. In order to do this, we seek for non-
zero functions U = (WU, ),c 4 satisfying (B.115)—(B.1.16]) and the following differential equations

— U () + V() Wa(t) = AV,(t), Yaec AVte (0,1), (B.1.19)

where \ € R is a parameter.

Kirchhoff’s conditions

In this section we will properly characterize the functions ¥ = (¥,).c4 that satisfy Kirch-
hoff’s conditions (B.LI5)-(B.116). First of all, we notice that each vertex v € V has exactly
three adjacent edges, as Figure [B.3] shows. Hence, continuity and flux conditions will be expli-

citly written at the vertices of type v/ and &/ of V, where i, 5 € Z (see definition (B.I1T)).

The main result in this section will be splited in two theorems separating the cases po(1; \) #
0 and ¢2(1; \) = 0, where a(+; A) is the function defined in (B.1.2]). This separation is important
because in the second case A is included in the Dirichlet case. The first Theorem completely
characterizes the functions that satisfy the flux and continuity conditions stated in (B.II5)-

(B.1.16).
Theorem B.1. If @o(1;\) # 0, then every function ¥ = (VU,).eca satisfying (BII9), also
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ﬁffll 'vg_H
Case (a) Case (b)
- o 'ﬁlj ’Ug °
V] o]
o vl
Fig. B.3: Adjacent edges to the vertices of type o) (Case (a)) and
type v! (Case (b)).
satisfies (BL13)-(B.1.18) if and only if, for each i,j € Z, it holds
=31 (LA V(v]) + W(8)) + W(o]_)) + V(7)) =0, (B.1.20)
=31 (L) U(8]) + W (v]) + W(vly) + U(v]) =0, (B.1.21)

where @1(+; X) and @1(-; ) are the functions described in (B.1.2).

Theorem B.2. If p3(1;\) = 0, every function U = (U, ).ca satisfying (B.119), also satisfies
the (B.L15)—(B.1.16)) iof and only if the following conditions hold:

(1) There exists ky € R, depending on ¥V, such that

V) =ke y V@) =kepi(1;)), Vi, jeLZ (B.1.22)

(2) If on each edge a € A the functions W, can be written as

Uo(t) = Wa(0)1 (£ A) + carpa(t; N), (B.1.23)

where the parameterization t is chosen such that the edge goes from left to right, then the
constants (¢q)aca Satisfy the relations:

J+1 J} _'_ C[

(&7

2ky ) (L A) +¢ o] = (LX), Vi EZ, (B.1.24)
kui (1 A) + €1 o101(LA) = €t 11+ Cot i1y VinJ € L (B.1.25)

B.1.2. Presentation of new results

The goal of this article is to study in more detail the structure of the function space ¥ =
(Vo)aca that satisfies the Kirchhoff conditions (B.I113)—(B.1.16) and the equations (B.119).
Onwards we will consider these type of functions, and a parameter A such that o(1;\) # 0,
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where ¢o(+; A) is the function described in (B.1.2]), and therefore the conclusions in Theorem
B.1l hold true.

In the hexagonal grid G, we call profile L,, q € Z, to the following set of vertices (see Figure
B.4):

—k aq—k _a—k sq—k
Lg = {03, 031, 03 - k € L} (B.1.26)

Thus, all the vertices of G' belong to one of these sets, i.e,

v=_JL.

qE€Z

Fig. B.4: Set L,, ¢ € {—1,0,1} C Z and its respective edges.

The profile L, consists of four generating vertices periodically repeated with period 2e; — e,.
That is, for all £ € N,

vl " = vl+k(2e; —ey) (B.1.27)
85 = Bl 4 k(2e; — ey) (B.1.28)
vt = o+ k(2e; — ey) (B.1.29)
oLt = B+ k(2er — ey). (B.1.30)

Proposition B.1. Let ¥ € L*(G) such that HY = \U. If the values of ¥ at the vertices of
L, are known, then the value of U at every node and edge of G can be determined by using the
following recursive relations:
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—(k—1)
\D(’Ug(k(—l)—f—l)
 (g+1)—(k—1) < q— (k1)
\I/<'v2(ék71)+1 ) W(”S(kfl)ﬂ)
N <v§?€+1)7k) N <vg;k>
=M (B.1.31)
~(qg+1)—k ~g—k
w (ol ) w(o4")
1)~k —k
\Ij<vgl]c+1) ) \11(1)‘21 +1)
ng—k
w (o4t
@(vg(ﬁl)>
~(qg—1)—k ~q—k
‘1’(”%_1) ) \11( g( —1)>
(g—1)—k —k
\I/<'v2(ék71)+1> \D<v(21(k71)+1)
=M (B.1.32)
(q—1)—(k+1) ng—k ’
‘I'< 2((]k71)+1 ) \I’( g(kfl)Jrl)
o <v§%_1)_(k+1)> N (vgk—(k—l—l))
with
s s2—1 s 1 S 1
-1 -5 =1 0 0 0
M= 0 0 0 1 -« 1l (B.1.33)
1 S 1 s s2—1 s
and
s = —=3p1(1; N,

where ¢1(+; \) defined (B.12).

Corollary B.2. IfV € L*(G) is such that HV = AV and ¥ = 0 at each vertezx of L,, for some
fitr q € Z, then ¥ = 0.

Remark B.3. We say that the profile L, is a basis for the graphene G, because every function
U defined on G' can be generated from the values of ¥ at each node of L.
Remark B.4. Since all profiles L, can be chosen as a basis for graphene, without loss of

generality we explicitly defined the basis function for ¢ = 0. Using the one-dimensional structure
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of Lg, it is known that an arbitrary function in this profile, can be generated by introducing a
canonical basis. This basis is composed by functions, whose values on each vertex of Lo are
equal to zero, except in one of them where the value becomes one. The Ly vertices are defined in

(B-126)), from four core vertices and the observed periodicity on (B.1.27)-(B1.30). We denote

the canonical basis functions in Lo by @y, Pok, Pap, Pup, k € Z, such that

Prp(v) =0 Yo e L\ {vy}, Pix(vyf)=1, (B.1.34)
Dyp(v) =0 Yo € Lo\ {0y}, Por(d5F) =1, (B.1.35)
D3p(v) =0 Vo€ Lo\ {vyl .}, Pan(vyl ) =1, (B.1.36)
Dyp(v) =0 Vo€ Lo\ {0y}, Par(dyr,) =1 (B.1.37)

If we have defined this functions in the profile Ly, we can extend it to G thanks to Proposition
[B.1, and thus we obtain a canonical basis for the complete graphene G.

0 0 0 0 0

Fig. B.5: Function ®;; in some vertices of Ly, including the
vertex v;kk where is equal to one.

In (B.134)-(B.1.31) we introduced the functions ®y 5, Poy, P3k, Py, k € Z, that form the
canonical base of the graphene. Also, by definition, we know the value of these functions in the
vertices of the profile Ly. In this section, we are interested in calculating the values of these
functions in the others profiles L,, for ¢ € Z \ {0}.

The support is bounded in the profile Ly. One of the question that we want to address is
whether the support is still bounded in the rest of the profiles and in the complete graphene.
Using the periodicity of the Ly, all the analysis in this section can be concentrated in the study
of the functions ®; ¢,P2, P30 y Psg. Once we know completely these functions, the other ones
are horizontal translations (respect to the vector 2e; — es).

Theorem B.3. Let us consider the function ®1o defined in (BI34) and the vector X =
281 — €y = (3,0)

(i) In all the profiles L,, with ¢ > 1, we have that for all j > q

i) In all the profiles L,, with ¢ > 1, we have that for all j > —q
q
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(iii) In all the profiles L,, with ¢ > 1, we have that for j =q —1

(Dl’()(’i}f —+ (j - 1)X> =S, (I)Lo('vg +]X) = —1, (B 1 40)
(I)L()(’i}g —|—jX) = 0, (I)Lo('vi] +]X) = 1. o
(iv) In all the profiles L,, with ¢ > 2, we have that for j = —q + 1
(Dl’()(’i}? -+ (] — 1)X> = S, (I)Lo('vg +]X) = 0, (B 1 41)
Dy 0(B8 + jX) = —s, Dy o(v! +jX) = 5% .
(v) In all the profiles Ly, with ¢ > 2, we have that for j = q — 2
D10(d] + (j — 1)X) = (29 — 3)s(s” — 1),
D1o(vf +jX) = —(20 — 3)(s* — 1), (B.1.42)
Dy 0(B8 + jX) = —s, .
(Dl’()(’vf +]X) = <2q — 2)(82 — 1)
(vi) In all the profiles L,, with ¢ > 3, we have that for j = —q + 2
D1(0] + (j — 1)X) = (29 — 3)s(s* + 1),
(B.1.43)

(vii) The values of ®y o in the profiles L, with ¢ < 0 can be obtained from the previous items
considering the antisymmetry as follows:

- V3
o 5 Y2 = 7 = @170(1‘,’3/1) -+ (I)LQ(I‘,yQ) = 0. (B144)

Moreover, we can characterize the functions ®54, ®39 y ®40. Considering the respective
symmetries, we can write

Therefore, from here, we have that

» From (ii7) of Theorem [B.3] we can conclude that ®; ¢, P2, P30 and P, are not bounded.
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Fig. B.6: Function ®; evaluated at each vertex of G. The different colors
illustrate the respective parts (i)—(vi) of Theomre [B.3l Here, S = s* — 1.



» From (v) of Theorem [B.3] we can conclude that @4, ®29, P30 and @, do not have
compact support.

» [t is possible to prove that the finite linear combinations of ®;, ®9¢, P3¢ and P, are
not bounded and do not have compact support.

B.2. Proof of the main results

Now we will prove the main results stated in Section [B.1.2]

B.2.1. A canonical basis for the graphene

This subsection is devoted to the proof of Proposition [B.1l, and its respective corollary.

For ¢, k € Z, we consider the vertices in the sets L, and L1, as Figure [B.7 shows. We recall
that L, is 4-periodic, for all ¢ € Z.

. () . :
y 2(e—1)+1 T <
, 2%+1 N
~q+1—k
gk - Vg
R -
s Ceg—(k-1) gk
R _
/o a—(k—1) 2(k—1)+1 i F * Y21
/" Va—1)41 2%+1 \
~q—Fk
S og—k g Y2k
- Vg :

Fig. B.7: Vertices of L, and Ly, k € Z.

In order to make notation simpler, we write U7 instead of ¥(v/) and W/ instead of ¥(%7).

Using (B.L2T), withi =2(k—1)+1y j = q¢—k, and (BI20), withi =2k +1y j =k —gq,
we get the following equations (see Figure [B.7):

+1)—k (k-1 & g—(k—1 —k
Ptk (qu(k<_1) R e R ) (B.2.1)
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T 1 fk k k
\I]g;:) (“I’gk +sWh + \I,gk—f—l) (B.2.2)

Similarly, from (B.I1.20) and (B.IL21l), both with i« = 2k y j = (¢ + 1) — k, we obtain the
system

= (g+1)—(k—1 k-1 1 1
‘Iféqﬁ_)nil )= (qjq(k( 1)11 + \Ij(q+ 4 \Ij(q+ " ) (B:23)
1)—k Dk | _(q+1)—k
\Ijg;:—kl) =" <\I’g§€+ ) S\I’é?j =t \Ij2k+1> (B.2.4)

Replacing (B.2.1) and (B.2.2) in (B.2.3) and (B.2.4), and factorizing we obtain (B.1.31]).

We analyze now the vertices in L, ; (see Figure [B.8). Following the same procedure as

before, from (B.1.20), withi=2(k—1)+1y j= (¢ —1) — k, and (B.121)), with i = 2(k — 1)
y J=q—k, we get

S a1k K (e-Dk | &1k
Pl = (\Iﬂ( N 1 + gl )

2(k—1)+1 2(k—1)+1
plaD—k _ (mq k

2(k—1)+1 ok-1) TS sl

+ 3,

2(k 1) 2(k— 1)+1>

By using (B.1.20Q), with i = 2k y j = q—k, and (BL21), withi = 2(k—1)+1y j = (¢—1)—k,
we also obtain

(—D—k _ k
b %k D+1 = <\1; 2(k—1)+1 T 3\11% + \Ijgk )
(¢-1)—k _ (g-1)—k (g-1)—k —k
\1’2(5@ - <\I]2%k 1)+1 +s \112(19 1)+1 + \I’gk ) .

This completes the proof of Proposition [B.1l

.Aq k
py 'U2(k 1)+1
Vok-1)+1
\ /
\
\ ,l/)q—k J/,ﬁq—(k—l-l)
% o 2(k=1) S (k+1) U2k
ol . R :
T Ug(—1) Uy '
~q—1—(k+1)
2(k—1)+1
N /
\ /
A J
; “1—(k+1) -
2k

Fig. B.8: Vertices of L, and L,_1, k € Z.
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If ¥ =0 at each vertex of L,, then, from (B.1.20) and (B.1.21), we can conclude that ¥(x)
at each vertex of L,.y, for all k € Z. Thus, ¥ is zero on each edge of G, hence it is zero in all

G.

B.2.2. Properties of the canonical basis

In this subsection, we will prove parts (i)—(vii) of Theorem [B.3] one by one.
(i) We will prove that (B.L.38) is true for all ¢ > 1 by induction over g.

For ¢ = 1, we have to show that
Dy o(d) +(j — 1)X) = Py o(vg +jX) = Do +5X) = Pro(v) +5X) =0,V5 > 1,

ie.,
~1—(7—1 1—7 ~1—7 1—9 .
10(By; 71 01) = Pro(vy; ) = rg(0);7) = Bro(vy;f)) =0, Vj > 1. (B.2.5)

Using (B.131)) with ¢ = 0 and k£ = j, we have that

(1)170(02—(0—1) )

j—1)+1
~1—(j—1) (-1
(Dl,o(’UQ(j,]l)H) (I)Lo(vz(g'jfl))ﬂ)
1—j —j
qDl,O('Uzj 7) (I)l,O('Uzj])
1] =M =i
‘1)1,0(’Uzj ) (I)LO(ij)
L .
q)1,0<v2j4£1) ¢1,0(v2j]+1)
(I)I,O('ﬁ;jj—f—l)

In the right hand side we have the values of ®, o in Ly, that are given by (B.1.34)), and we can
see that they are all zero when j > 0. Thus, (B223) is true.

Suppose now that (B.1.38)) is true for ¢. Let is see that is also true for ¢ + 1, i.e., we will
show it for all j > ¢+ 1

(Dl,()(’l}(lﬂrl + (] — 1)X> = (I)Lo('vngl +jX) = ®1,0(ﬁg+1 —|—jX) = (Dl,()(’v(lfrl —|—jX) = 0,
ie.,
qDl,O('ﬁgg‘;ili)jEiil)) = (I)Lo(’véerl)ij) = (I)Lo('ﬁéerl)ij) = (I)Lo(’vézii)ij) = 0, VJ Z q + 1.
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Using (B.L31)) with k = j,

A~ (q+1)—(j—1) a—(i—
<I>1,0(’vz(j—1)+1 ) ¢170(”g(j91)21)
+1)—j o
(13170(’05(; )j) (I)l’o(’vgjj)
Cro(By ) D10(85;7)
1 o(v5 1) Py 0(vg;11)
®10(887,)

Here again the right hand side is the null vector. Indeed, from the induction hypothesis, the four
central terms are zero, because j > ¢. The lower term is zero using the induction hypothesis
for j + 1 > ¢. Finally, the first term is null using the induction hypothesis for j — 1 > q.

In this way, (B.1.38) is true for all ¢ > 1.
(it) We will prove that (B.1.39) is true for all ¢ > 1 by induction over g.

For ¢ = 1, we have to show that

Do)+ (- 1DX) =Dy o(vh +5X) = P1o(95 + 5 X) = Pro(vi +5X) =0,

ie.,
‘I>1,0(77;(j(3;)1+)1) = D1 (vy;7) = Pro(dy;7) = Pro(vy;{;) =0, Vj< -1 (B.2.6)

Using (B.131)) with ¢ =0 and k = j, we have that

P10(v3)4)
Dyo(6175) D1o(By )
‘1)1,0(v;;j) B (131,0(’027)
Bro(dy,7) | M 1 0(5;)
‘1)1,0(7);;Z1) q)l,o('U;j{Lﬂ
1 o(f’z_jﬁ)

In the right hand side we have the values of ®;, in the profile Ly, that are given by (B.1.34),
and we can see that they are all zero when j < —1. Thus, (B.2.6) is true.

Suppose now that (B.2.6]) is true for ¢. Let us see that it is also true for g + 1, i.e., we will
show it for all j < —q—1

(Dl,()(’l}?Jrl —+ (] — 1)X> = (I)Lo('Ungl -+ ]X) = ®1,O(ﬁg+1 —+ jX) = (Dl,()(’U?Jrl —+ jX) = 0,
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ie.,

(g+1)—j

A~ (q+1)—(5—-1) ) = (1)170(,02%1

1)
Pyo(Dy; 1)1y ) = (I’l,o(vé? )

Using (B.131) with k& = j.

)= @y o(05 0 )=0, Vj<—gq—1.

—(i—1
q)170(vg(j(jl)J21)
S(a+1) (1) (-
¢1,0<”2(j71)+1 ) <I>1,o(v§(j(fl)l+)1)
+1)—j _j
Py o(vht" ) Py o(v5;7)

A (q+1)—j =M ~q—]
Pro(Dy; ) D10(D3;7)
& (¢+1)—j B o i—j )

1,0('”23+1 ) 1,00U9;11
(I)l,O(i}gj_—il)

Here again the right hand side is the null vector. Indeed, from the induction hypothesis, the four
central terms are zero, because j < —q — 1 < —q. The lower term is zero using the induction
hypothesis for j + 1 < —q. Finally, the first term is null using the induction hypothesis for
J—1<—q

In this way, (B.1.39) is true for all ¢ > 1 by induction over gq.
(i77) We will show that (B.1.40) is true for all ¢ > 1 by induction over q.

For ¢ = 1, we have to show that

Dy 0(01 +(j —1)X) =5, Pig(vg+5X)=—1,
D10(0 +jX) =0, Dio(vi +7X) =1,
for j=q—1=0, i.e.,
D1o(9%)) =5, Provy)=—1, P10(y) =0, Po(vy) =1 (B.2.7)
Using (B.L31l) with ¢ =0 and k& = 0, (B.2.1) comes from the following calculation
®yo(vl) 0
(bl,o(ﬁ%l) @1,0(ﬁ£1) 0
©1,0(v5) ©1,0(vg) 1
Gro(dy) | M Gro(8)) | Mg | = Mes
®10(v7) ©10(v7) 0
Dy o(2Y) 0

Suppose now that (B.1.40) is true for ¢. We will see that it is also true for ¢+ 1, i.e., we will

show that

Oy o8I + (5 —

O (o0 +jX) =0,
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forj=(¢+1)—1=gq,ie.,
Dy 0(03,1)11) =5, Pro(vy) = =1, Pio(dy) =0, Pio(vy, ) =1. (B.2.8)

Using (B.131)) with k£ = ¢,

oy 0("’%@ 1)+1)
D10(954_1)+1) D10(B30_1)41)
D1 (v3,) D19(v3,)
Dy 0(03,) =M ®10(05,) (B.29)
D1 0(v311) Py 0(v9, 1)
D10(9941)

From (m with j = q we have (I)L()('l}%(qil)Jrl) = (I)L()(’qu) = @170(’1}3(1) = <I>1,0('vgq+1) = 0.
Also, from (B.IL38) with j = ¢ + 1 we have ®,,(®9,,,) = 0. Finally, using the induction
hypothesis (B.1.40) we have ®;(vy, y),,) = 1. Thus, (B.2.9) is reduced to

©1.0(B3g—1)11)
D o(v3,)
Dy 0(03,)

D10(v3441)

o O O O O =

Therefore, (B2.8) is true thanks to (BI.33).
Thus, we proved (B.1.40Q) for all ¢ > 1.

(iv) We will prove that (B.1.41)) is true for all ¢ > 2 by induction over g.

For ¢ = 2, we have to show that

(B.2.10)



Using (B.131) with ¢ =1 and k& = —1, (B.2.10) comes from the following calculation

Dy 0(v25)
D10(925) D10(92;)
D1 9(v2,) D19(v2,)
q)l,o('ﬁiz) =M q>1,o(’l332) , (B.2.11)
(I)l,o(’v?il) <I>1vo(v31)
Dy 0(02,)

From (BZB) with j = —1, by0(8%) = Byofvy) = Bro(d2y) = Bro(e,) = 0, from (BZD)
with j = =2, &1 9(v?;) = 0 and from (B1.40) with ¢ = 1, &1 ¢(9%,) = s. Thus, the right hand

side of (B.2.11)) is equal to

0

0 s

0 0
M o | -s

0 52

s

Suppose now that (B.I41)) is true for g. Let us see that it is also true for ¢ + 1, i.e., we will
show that
(Dl,()(’l}(lﬂrl -+ (] - 1)X> = S, (I)Lo('Ungl —|—jX) = 0,

Oy (B0 + jX) = —s, Dy o(viT 4+ X) = 52,
with j = —(¢+ 1)+ 1= —q, i.e.,

Po(E ) =5 Bro(025)) =0, (B2.12)
(I)Lo(’ﬁ%q%l) = -3 (I)LO(vzq;;Jlrl) = 57, -
Using (B.1.31]) with k = —g,
(I)lvo(vgq;(rqlﬂ)ﬂ)
ro(975:21),0) Oy 0(D2% 0 1141
Oy (v D1 0(v%,)
@1’0(1}@2:1) =M (I)l,O('ﬁ%q) (B.2.13)
O o(v?%h) D10V %41)
®10(6%%,41)
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. . ~2q+1 2 ~2
From (BI39) with j = —q, ®10(87%,,,),,) = Pro(v,) = $10(07%,

) = (bl,o(vz%q—i-l) = 07

from (B.1.39) with j = —¢—1, @170(113"22;1)“) = 0 and from the induction hypothesis (B.1.41]),

CIJLO(ﬁquqH) = s. Thus, (B.2.13) is reduced to

0
(I)LO("A’%Q;(F;H)H) 0 S
D1 (0% ") 0 0
By (87 a 0| —s
O (’UquZ}ﬂ) 0 s?
s

Therefore, (B.2.12) is true thanks to(B.1.33]).
Thus, we proved (B.1.41)) for all ¢ > 1.

(v) We will prove that (B.1.42)) is true for all ¢ > 2 by induction over gq.

For ¢ = 2, we will show that

for j=q¢q—2=0, i.e.,

D1o(0°,) = 5(s* — 1), Pro(vg) = —(s* = 1),
(1)1,0(63) = —S, (13170(’0%) = 2(82 — ].)

Using (B.131]) with ¢ =1 and k£ = 0, we have

Dyo(v?))

¢170(’0il) ¢170(’i}31)

Dy o(v5) D1 0(vp)
) == M ~1

D10(D5) D10(Dg)

®y(v}) Dy 0(v])

®10(01)

(B.2.14)

From (B.2.6) with j = —1 we have ®;4(v?;) = 0, from (B.2.5)) with j = 1 we have ®;,(d;) =0,
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and using (B.2.7)), we obtain

0
D 0(02) s
Py o(v3) ~1
Oio(03) | M 0
Dy o(v7) 1
0

Therefore, (B.2.14) comes from the product between a matrix and a vector, considering the

definition of M given in (B.1.33).

Suppose now that (B.I.42) is true for g. Let us see that it is also true for ¢ + 1, i.e., we will

show that
05

P10
P10

forj=(¢g+1)—2=qg—1,1ie,

qDl,O(ﬁg(q—z)H) = (2¢ — 1)s(s* — 1), qDLO(’Ug(q—n) =
5 ¢1,0(”§(q—1)+1) = 2q(s* - 1).

Using (B.131) with k = ¢ — 1,

( q+
(I)l 0 ( q+
( q+
( q+

T (- DX) = (20 - 1)s(s” — 1),

P4iX) = —(2¢ - 1)(s* - 1),
'+X) = —s,
1+jX) =2q(s*> — 1),

(I)l,O('Ug(q—z)H)

D1,0(05(4_9)41) D1,0(0542)41)
él,o(vg(qq)) (bl,O(v%(qﬂ))
él,o(ﬁg(qq)) =M CDLO( A%(qﬂ))

¢1,0(”§(q—1)+1) ¢170(’U%(q—1)+1)

©1.0(B3g-1)11)

From the induction hypothesis (B.1.42]), we have @170('03((1_2)“) =

—(2g = 1)(s* = 1),

(B.2.15)

(B.2.16)

(2¢ —2)(s*> — 1). Also, using

(B.1.38) with j = g we have ®,(dy, ),,) = 0. Finally, thanks to (B.1.40), (B.2.16) can be
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written as

D1,0(054_2)41)
D10(V3(,1)
. =M
D10(05,-1)

(I)l,()(v;(qfl)Jrl)

Multiplying by the matrix defined in (B.1.33), we have that (B.2.13)) is true.

With this, (B.1.42)) is true for all ¢ > 2.

(vi) We will prove that (B.1.43) is true for all ¢ > 3 by induction over q.

For ¢ = 3, we have to show that

©10(87 + (j — 1) X) = 3s(s* + 1),
Py (v + 7 X) = —5?
Dy o(03 +jX) = —2s(s* + 1),
Dy o(vi +jX) = 25%(s? + 1),
forj=—q+2=-1,1ie.,
Dy 0(0°5) = 3s(s? + 1),
Py o(vh,) = —5%,
©10(0L,) = —2s(s* + 1),
Dy o(vt)) = 252(s? + 1).

Using (B.139) with ¢ = 2 and j =
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(B:2214) to obtain @, o(9%,) = s(s* — 1), the expression above is equivalent to

0
Dy 0(0°5) s
Dy o(vl,) 0
Dy o(0,) | M —s
Dy o(v?*)) s
s(s? —1)

Therefore, (B:22.117) comes from the product between a matrix and a vector, considering the

definition of M given in (B.1.33).

Suppose now that (B.1.43) is true for g. Let us see that it is also true for ¢ + 1, i.e., we will
show that
O1o(df + (j — 1)X) = (20 — 1)s(s* + 1),
Pro(vf +jX) = 5,
10(0f" +jX) = <2q —2)s(s2 + 1),
1 o(vf ™ + 5 X) = (2 — 2)s%(s* + 1),

forj=—(g+1)+2=—(¢—1) ie

Dy 0<ﬁ2q2;+1) (2¢ — 1)3<32 - 1), 31 0( —z(q 1)) —s7,

52 (B.2.18)
By (07, 1) = —(20 — 2)s(s* — 1), P10, 1,,) = (2 —2)s%(s2 — 1)
Using (B131) with k = —(¢ — 1),
Py 0( —2q+1)
®10(825511) D10(0°%,1)
10(v 1)) 1o(v 1))
o, 0(1}2q2(q71)) =M B, o(® A2q7(q1 1)) (B.2.19)
1 0( 2(q 1)+1) (I)lvo(v2q2(ql 1)+ 1)
@, o(A2q2(1 1)

From (B.L38) with j = —q, ®10(v"%,,1) = 0. From the induction hypothesis (B-1.43), we have
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1 0(9°%,_1)41) = (2¢ — 3)s(s* — 1). Finally, thanks to (B.L4I), (B.2.I6) can be written as

—2(g—1)+1
0
®10(825511) s
(I)LO('U%qz(q—U) 0
<I>1,o(ﬁ3q2(q,l)) =M —S ’
®170(viq2(q71)+1) s*
(2¢ —3)s(s* — 1)

Multiplying by the matrix defined in (B.1.33)), we have that (B.2.18) is true.

With this, (B.1.43)) is true for all ¢ > 2.

(vii) Using (B.1.38)), (B.1.39) and (B.1.40]), we have that the property is true for all the vertices
of the graphene with y-coordinate y = v/3.

The total symmetry is obtained considering that the line composed by all the vertices of y-
coordinate y = v/3/2 and y = v/3 is a basis of graphene, symmetric to Ly, but with component
®,0(0,v/3) = —1. This new basis generates the same solutions found in (B.138)—(B.143), but
with opposite signs. Thus, we obtain the desired symmetry.
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B.3. Basis with support in the semi-plane

We seek for solutions ¥ € L?(G) such that H¥ = AU with compact support. In this section
we use A!, BI, C? and DY, i € Z to denote the value of ¥ € L?(G) such that HV = AU, at the
four vertices which generate the profile L, i.e.,

Al =T(vy "), Bl =0(85"), Cf =¥(vi ). Df=(o5)). (B.3.1)

7

See definition of the profile L, in (B.1.26) and Figure [B.9 for more details.

From (B.I3T)) and (B1.32)), we can write all the values of W at the vertices of L,,; and L,
in terms of its values at the vertices of L, as follows. For all 7 € Z,

A;‘Hl =—Cl, —sDi, — A]
Bt = —B! — sC? — D!
Ot =8 +sD! | + A+ sBY + (s> —1)C + sD!
D;Hl = SCZQ + (52 - 1)D3 + 3A3+1 + qu+1 + SngJrl + Dg+1
A;‘Fl = Al | +sB! | +CL 4 sD! |+ (s° = 1)A! + sB!
B ' = sA? 4 (s> — 1) B! + sC? 4+ DI + sA%,, + BY, |
Cit = —A! — sBf - Cf
DIt = —-D? - sAl,, — B}

i+1 i+1

Ci = \I’(”g;ril)

BY = w(3%)

AT=wg)

)

Fig. B.9: Definition of the constants A}, B, C{ y D].

If solutions ¥ € L*(G) such that HV = AU with compact support exist, then there is an
igp € Z such that
Al = Bl = (%= D! =0, Vi < ig,Vg € Z. (B.3.10)

Without loss of generality, we can assume ig = 0. In other words, we study the case in which
the function ¥ is zero in all the gray region of FigurdB.10l In addition, we write “—n, with
n € N” instead of “4 < 0, with ¢ € Z".

In order to prove the results in this section and determine the structure of all functions
VU satisfying (B.3.10) (with ig = 0), the polynomials P,, recursively defined as follows, play a
crucial role.
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Fig. B.10: Values non-zero of Ag, Bg, C’ij y Df, 1,7 € Z,1 > 0.

The family of polynomials (P,),en is defined by the recursive relation:

Py(s) = —s (B.3.11)
Pu(s) = Paui(s)+5Y  Pi(s)Paoi(s) forn > 1. (B.3.12)
k=0

For n = 1, we notice that

Pi(s)=Py+sPi=—s+5=5(s>—1) = (s* — 1)s. (B.3.13)

The degree of each polynomial P,, n € N, is 2n + 1.

By using these polynomials, we now present the main result of this section.

Theorem B.4. For U € L*(G) such that HV = \V, let A?, B, C, D} be the values of ¥ at
the vertices that generate L, defined in (B.3.1l). The following propositions are equivalent:

(a) For each q € Z it holds that

A1 =B, =C" =D, =0 VneNl. (B.3.14)
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(b) There exists qy € Z such that AY, = BY, = C% = D® =0 for all n € N. Moreover,
=> Al Pi(s) YneNVqeZ (B.3.15)

and

Z _Pi(s) VYneNVqgeLZ (B.3.16)

(¢) There exists qo € Z such that A®, = B®, = C* = D® =0 for all n € N. Moreover,

B =Y A" Pi(s) YneN (B.3.17)
and N
q _ 90
D =>"C® Pi(s) YneN. (B.3.18)
k=0
(d) For each q € Z it holds
A7 =B? =C? =D =0 VneN,i<O0, (B.3.19)
Bl =Y Al ,Pys) VneN (B.3.20)
k=0
and .
=> C!_,Pi(s) VneN. (B.3.21)

In order to prove this result, we will show first several previous results which combine the
definition of the polynomials P, with the conditions (B.1.20) and (B.I21). Let us begin with

an algebraic lemma.

Lemma B.5. If there exists ng € N such that
By =Y Al Ps)  ¥n€{0,....,no} (B.3.22)

and

Z o Puls vn € {0,...,no}, (B.3.23)

where P, are the polynomials given in (B.3.11), then

n

Z (AZ_, + sBl_,) Py(s) = sAl 4+ Bl VYne{0,..,no— 1}, (B.3.24)
k=0
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> (Cl_+sDi_)Pu(s) =sCly +Di,y Vne{0,..,ng— 1} (B.3.25)
k=0

and
no+1

ZBno 1 Er( ZAnoJrl k - B, (B.3.26)

no+1

o
Y Dl i Pl Z no+1—ke(s) = D . (B.3.27)
k=0

DEMOSTRACION. To show (B.3.24) we use the hypothesis (B.3.22)) to deduce that, for each n €
{0,...,n0}, we have

n n n n—k
Z(Aifk +sB, )P = Z ALy Prt+s Z Z A(rlzf(kJrr)P Py
k=0 k=0 k=0 r=0
n n t
- Z AP+ 5 Z Z An PP
k=0 t=0 j=0
n k
= YAl (R PR).
k=0 Jj=0

Now, by using the recursive relation (B.3.12)) we obtain

n

Z(Ai—k +sB, )P = Z A P
k=0 k=0
n+1

= ZAn+1 . (B.3.28)

This directly implies (B.3.27), using the hypothesis (B:3.22) on the sum of left-hand side.

To obtain (B.3.24]), we restrict the range of the variable n to the set {0,...,no — 1}, and
thus we can use the hypothesis (B.3.22)) in the sum of the right-hand side in (B.3.28)), hence

n

> (Al +sBl )P, =—Al P+ B,
k=0

The equality (B.3.24) is consequence of the last expression and the definition (B.3.1T)).

Finally, interchanging the name of the variables, the equalities (B.3.25) and (B.3.27) are the
same as the ones that we have just shown. O
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Lemma B.6. If

At =B =C?, =D, =0, Vn eN, Vq € Z, (B.3.29)

then
Bl =AlP,, VqeZ, (B.3.30)
D! =CiP, Vg€, (B.3.31)

DEMOSTRACION. Using the identity (B.3.9) for ¢ = —1, and the hypothesis (B.3.29) we obtain
0=0-sAf — B,
which implies (B.3.30), since Py = —s.
To show (B.3.31]), we begin by considering the identity (B.3.5) with i = —1, and obtain
0=0+0+sA}+ B + sCi + D{.
Thus, the property (B.3.31]) follows from (B.3.30) and the fact that Py = —s.

Since equality (B.3.30) holds for all ¢ € Z, we can write

BTl = AP, (B.3.34)
Hence, by using the identities (B.3.1) and (B.3.6]), for i = 0, in (B.3.34)), we obtain that
sA + (s> = 1)Bl +0+sA1 4+ Bl = —s(0+0+0+ 0+ (s* — 1) Al + sBY), (B.3.35)
which implies that
sAl 4+ B = —s(Al + sBl) — (s> — 1) - 0. (B.3.36)

Thus (B.3.32), considering that P;(s) = (s*> — 1)s (see (B.3.13)).

Finally, to obtain (B.3.33), we use (B.3.31) for ¢ + 1, i.e.,
DIt = CIT'R,. (B.3.37)

Hence, by using the identities (B.3.5) and (B.3.4), for i = 0, in (B.3.37), we get

sO¢ + (s> = 1)Dg + sA? + Bl + sC{ + D = —s(0 + 0+ Af + sBi + (s> — 1)C¢ + sDJ).

Using (B.3.36), previous equality becomes
sCl+ (s> = 1)Dg + sC{ + D] = —s((s*> = 1)C¢ + sD}).
Since this equation is analogue to the identity (B.3.33]), the proofs follows similarly to the proof

of the previous case. O
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We will now see how can be generalized these results. Let us show the following lemma.

Lemma B.7. Let us assume that

Al =B =C! =D =0, VneN, VqeZ. (B.3.38)
If there exists ng € N such that
=> Al Pi(s) Vq€Z, ne{0,. .. no} (B.3.39)
and .
= CI  Pi(s) VgeZne{0,... no}, (B.3.40)
then
no+1
n0+1 Z Ang—i—l k (B341)
and
no+1
n0+1 - Z erm-i-l k (B342)

DEMOSTRACION. To show (B.3.41]) we first write the hypothesis (B.3.39) for ¢ — 1 y ny, i.e.,
1
Bgzo ZAno k

Using the identities (B.3.7) with i = ng and (B.3.6) with i = ng — k, we get

sAL + (s> —1)BL +sCl + DI +sAl . +BI . =

no

Z(Aq() k—1 _'_ SBn() k—1 _'_ C no— k—1 + SDn() k—1 + ( 1>A —k + SBn() k;)Pk (B343)
k=0
Considering the hypothesis (B.3.38), these sums can be rewritten as:
sAY + (s> —1)BL +sCl +Di +sAl .+ Bl . =
no—1
Z(Agzofkfl +SBgLofk71 +C5 no—k—1 +SDn0 1) P+ ( s?—1) ZAno kPk+SZBnO 5 Pk-
k=0 k=0
(B.3.44)
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Here, thanks to hypotheses (B.3.40)—(B.3.39), we can use Lemma [B.3l in the first and third
sums of the right-hand side. The second sum can be obtained directly from hypothesis (B.3.39).
Thus, we get

sAL + (s> = 1)BY +sCl + Di +sAl .+ Bl .| =
no+1

BI +sAl + DI +sCl + (s —1)BL + Z A? . Pu(s) — By, (B.3.45)

Simplifying,
no+1

sAh1 T Bl = Z Al P (B.3.46)
This, together with definition (B.3.11J), implies.

To show (B.3.42)), we write the hypothesis (B.3.40) for ¢ + 1 in the case n = ny, i.e.,

no

Dt =2 Ol Pels).

k=0

Replacing the identities (B.3.3)), with i = ng, and (B.3.4)) with i = ng—k, the above expression

becomes
sCl + (s? —1)Di +sA} .+ Bl +sCh o+ D=

no
> (Co o+ sDL AL 4Bl 4 (s = 1)CY 4+ sDY ) P (B.3.47)
k=0

Considering the hypothesis (B.3.38)), these sums can be rewritten as follows:

sOp, + (s* = 1)Di + sAL .y + By +sCp oy + Dy g =

no—1
N (€ +sDE Pk+z ¢ etsBl )P+ (s*—1) cho kPkJrsZDno P
k=0 k=0 k=0 k=0

(B.3.48)

For the first and last sums on the right-hand side, we use(B.3.25) from Lemma [B.5] thanks
to hypothesis (B.3.40). For the second sum, we also use the same lemma, since the identity
(B.3.41)) allows us to use the equality (B.3.24) up to n = ng. Finally, the third sum can be
obtained directly from hypothesis (B.3.40). Hence, we get

cho (S - 1)Dq + SAn(H—l + Bgm-f—l + 807‘110-!—1 + Dglo-f-l =

no+1
sC4 + DI +sAL .+ BL L+ (s* - - Z ¢ P — DI . (B.3.49)
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Simplifying,
no+1

sCl L+ DI = Z i P (B.3.50)

Thus, (B.3.42) is consequence of definition (m
0

Lemma B.8. Suppose that there exists qo € Z such that the following properties are satisfied
in the profile Lg,:

AP — BT — 0 = D — () Vi€ Zi<0, (B.3.51)
B =Y A" Pi(s) YneN (B.3.52)

and .
D =>"C¥ Pis) YneN, (B.3.53)

where Py(s), k € {0,...,n} are the polynomials defined in (B3I1)-(B.312). Then, in the
profiles Ly 11 y Lgy—1 the follwing relations are satisfied

AP = protl — oot — DIt — i € 7,4 < 0, (B.3.54)
Bt =3 " AP Pi(s) Vn€EN, (B.3.55)

k=0
Do+l — Zc%“ .(s) VneN, (B.3.56)
A= Bt = gt = DBt =0 VneN, (B.3.57)
B! ZA"O 'P.(s) VneN, (B.3.58)
Dy~ = Z Cl7 P(s) VneN. (B.3.59)

DemosTRACION. We begin by showing the properties in the profile L, 1.

To prove (B.3.54) we consider the identities (B.3.2)-(B.3.5) with ¢ < 0 and ¢ = ¢o. Using
the hypothesis (B:3.51)), we obtain (B.3.54) for all 4, except for the case

DO = s AL 4 BE 4 sC + DL,
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which is also zero thanks to hypotheses (B.3.52)—(B.3.53)) for n = 0 and the definition (B.3.11]).
To show (B.3.53), we calculate the sum of the right-hand side. For each k € {0,...,n}, we

consider the identity (B.3.2]), with i = n — k and ¢ = go. Hence, we obtain that

n n

Z Agzojklpk(s) = Z(qu jo1 T SD gy + AR ) Pi(s).

k=0 k=0
Using hypothesis (B.3.51]), we can write
n—1
ZAqu — (C®,  +sDP, )Pu(s ZA

0

i

Since hypothesis (B.3.53)) holds for all n, we can use the identity (B.3.25) from Lemma [B.0]
in the first sum of the right-hand side. The second sum can be directly calculated by using

hypothesis (B.3.52)). Then,

n

S AR P(s) = —(sC + D + BY).
k=0

Thus, equality (B.3.53) is consequence of previous identity and equality (B.3.3) with the res-

pective indices.
Similarly, in order to show (B.3.56]), we first calculate the sum on the right-hand side. For
each k € {0,...,n}, we use identity (B.3.4)), with i =n — k and ¢ = ¢o. Hence, we obtain

ZC‘IOH Z Cl,  +sDP,  + AP 4+ sBP, + (s = 1)CP, + sD¥ ) Py,

which, thanks to hypothesis (B.3.51]), can be rewritten as

ZC%“ ZCq°k1+san1Pk+Z (A%, +sB™,) P,

k=0

k=0
+(s>—1) ZC"O P + SZD P,. (B.3.60)
k=0 k=0

Since hypotheses (B.3.52)—(B.3.53)) hold for all n, we can use the identities (B.3.24)), (B.3.25))

and (B.3.27) from Lemma [B.5 in order to calculate the first, second and fourth sums of the
right-hand side. Thus, we get

n
E go+1 _

Cn—k Pk -
k=0

n+1
SO+ DI+ s A + Bty + ( Z Ot D Oty Pe = DY
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Simplifying and using hypothesis (B.3.53), we calculate the two last sums of the right hand
side and obtain

Z Cg(jclpk = sCP +sAR + By + (s = 1)DP + Dity — CR% Po(s).
Since Py(s) = —s, (see (B.3.11])), reordering terms we get
Y PP, = sCP + (52— 1)DP + sAL,, + BY,, + sCX, + D,
k=0

Compering this identity with (B.3.5]), with ¢ = n and ¢ = ¢, we obtain equality (B.3.56]).
Let us now prove the properties the profile Ly, _;.

In order to show (B.3.57) we use the identities (B.3.6)(B.3.9) with i < 0 and ¢ = ¢o. By
using hypothesis (B.3.51)), (B.3.57) is directly obtained for all 4, except for the cases

Bq—ol_l _ SAgO + Bgo, y
DY = —sAL — BY.

However, from (B.3.30), sAL + B = 0 and thus we get B, " = D% = 0.
To show (B.3.58]), we begin by calculating the sum on the right-hand side. For each k €
{0,...,n}, we use the identity (B.3.6]), with i = n — k and ¢ = ¢o. Hence, we obtain

n

ZA% Pe= Y (AR B Ol sDE (87 = AR+ sBI ) Pi(s).
k=0

Using hypothesis (B.3.51]), we can write

n n—1

ZAZ()/:P ZAqu 1+SBnk1Pk+ZCqu  + 8Dy )Py
k=0 k=0
+(s>= 1)) AP P +5Y B P(s). (B.3.61)
k=0 k=0

Since hypotheses (B.3.52) and (B.3.53)) hold for all n, we can use (B.3.24)) in the first sum of
the right-hand side, (B.3.23)) in the second sum and (B.3.26]) in the last sum. Hence,

n+1
ZAqol —SAQO+Bq°+qu°+Dq°+S -1 ZA Pk+ZAn+1k - By,

which, thanks to (B.3.52)), is equivalent to

Py — B,

Z APUP, = sAD 4+ BD 4 sC 4 DI 4 (s — 1)BY 4 B, — A,
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Since Py = —s, reordering terms we write
Z AP P, = sAP 4 (s° — 1)BY + sCL + D® + sA® | + BY, .

This, equality (B.3.58) is a direct consequence from above identity and inequality (B.3.3) with
the corresponding indices.

Similarly, in order to show (B.3.59]), we begin by calculating the sum on the right hand side.
For each k € {0,...,n}, we use the identity (B.3.8]), with i = n — k and ¢ = ¢o. Hence, we

obtain
n n

Z Cro P = — Z(Aff_k + B+ CRly) P

k=0 k=0
Thanks to (B.3.24)), this can be rewritten as

Z Opy P = —(sARy + ByYy) Z Crl i P
k=0

and, from (B.3.53)), we get

Z Ol Puls) = —(sAf, + Biy) — D
Thus, equality (B.3.59)) is obtained directly from (B.3.9) with ¢ = n and ¢ = . O

Proor or TueoreMm B4l We begin by showing (a) = (b). We will prove that the identities
(B.3.15)—(B.3.16)) hold for all n € N by using induction over n. The case n = 0 is consequence
of identities (B.3.30)—(B.3.31)) of Lemma [B.6l In fact, in this lemma, the case n = 1 has been
explicitly studied. Now, let us suppose that the identities (B.3.15)(B.3.16) hold up to n € N.
Then, using Lemma we can deduce that they are also true for n + 1. Thus, we have shown
that (a) = (b).

On the other hand, (b) = (c) is true because the property (b) is more general than property

().

We now show that (¢) = (d). In order to do that, we use double induction over q € Z.
First of all, the hypothesis (c) is the case ¢ = ¢y for which the equalities (B.3.19)-(B.3.21))
are satisfied. Let us now assume that the identities (B.3.19)(B.3.21)) hold for ¢ € Z. By using
Lemma [B.§ we conclude that these equalities also hold for ¢ + 1 and ¢ — 1. Hence, property (d)
is true for all ¢ € Z.

Finally, (d) = (a) is true since (d) is a more general property than (a). O

Theorem B.5. From above result, the functions ¥ € L*(G) such taht HV = AU are not
bounded and do not have compact support.
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Using the properties in Theorem [B.4, we can deduce additional properties of the solutions
of H¥ = AV that are zeros for all i € Z, i < 0. Recursively using identities (B.3.2)-(B.3.5)), we
obtain the following properties.

Theorem B.6. If A?, B!, C{, D! satisfy hypotheses (B.314) of Theorem[B.4, then

ASTE = (“1)* AL, Vq e Z,VE € Z, (B.3.62)
CIF = (—1)*(C8 4 k(s* — 1)AY), VqeZ,Vk e Z. (B.3.63)

DemosTRACION. Let k € N and show (B.3.62) by induction on k. Clearly, the base case (k = 0)
is true. We assume that (B:3.62) holds for k£ € N. In order to show that (B:3.62) is also true
for k + 1, we consider the identity (B.3.2)) with ¢ = 0 and ¢ + k instead of ¢, i.e.,

gt+k+1 _ q+k q+k q+k

using hypothesis (B.:3.14), we get

g+k+1 q+k
AO — _AO .

By induction hypothesis, the above equality becomes
k41
AR = (1),

ie.,
ALY — (C)RAL L g e Z.

Hence, for all k£ € N,
AT — (—1)k A2 (B.3.64)
To show that (B.3.64)) is also true if k < 0, we take r = ¢ + k in (B.3.64)) and obtain
A6 = (_1>kA67k7
which is the same as

ArTh = (=1)kAr (B.3.65)

Thus, (B.3.62) holds.

We now prove (B.3.63) by induction on k. The base case is clearly true. Let us assume that
(B.3.63)) holds for k € N. We use the identity (B.3.4)), with i = 0 and ¢ + k instead of ¢, i.e.,

CIH = C Ly 4 sD_y + AZ™* + sBIT + (s> — 1)CITF 4 sDE,
From hypothesis (B.3.14), we get that
Coth+l _ qavk | potk | (2 )tk g gpoth
which is equivalent to

k1 k k k k
CI = AT — S2AF™ 4 (82 = 1)CgT — s*C,
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thanks to (B.3.30) and (B.3.31)) with ¢ + & instead of ¢. Thus,
Cg-l—k-l—l _ _(82 _ 1)Ag+k - Cg—l—k
Using (B.3.62) and the induction hypothesis, we can write
G = ~(5* = (=144 — (~1F(C + (s — 14D,

ie.,

CoH = ()N + (R + 1)(s* = 1) AY), Vg e
Then, for all £k € N we get

CIF = (=1)*(C8 + k(s> — 1) AY). (B.3.66)

In order to show that (B.3.66)) is also true for k < 0, we take r = g+ k in (B.3.66) and obtain
Co = (=D*(Cg™" + k(s* = DA™,
which is the same as
Co = (=DMC5™" + (=1)"k(s* — 1) Ap),
thanks to (B.3.65). From this expression we get

Co ™" = (=1)"(Cg — k(s — 1) A7),

which allows us to conclude (B.3.63)). O

B.4. Conclusions

We found a recursive solution for the electron wave function in a graphene-like hexagonal
lattice base on the physical conditions of wave continuity and flow incompressibility.

We defined the Hamiltonia H that describes graphene parameterizing the problem in three
edges joined by the same vertex. The eigenfunctions of H together with the conditions of
continuity and flow (B.113) and (B.LI6]), led us to define a more convenient mathematical
basis for the problem, namely the profiles L, in (B.1.26)). These profiles extend unidimensionally
across the lattice, parallel to each other, and can describe any eigenfunction in the hexagonal
network (G. This means that if we know the value of the solution only in the vertices of the

profile L,, then it is possible to obtain the solution in each vertex in V and in each edge in A
(see Remark [B.3)).

This leads us to conclude that it is enough to analyze a one-dimensional problem in a
“chain” of ordinary second-order differential equations (a L, profile) to obtain the behavior of
the solution in the whole graphene, which is two-dimensional.

145



We defined four functions that form the canonical basis of G in the Remark [B.4l and deduced
that these functions are unbounded and do not have compact support, as shown in Theorem
B.3l The same analysis is also valid for finite linear combinations of them.

We looked for eigenfunctions of H with compact support. Then we proved Theorem [B.4],
which shows that the following statements are equivalent:

(1) The eigenfunctions are equal to zero in all vertices to the left of an arbitrary vertex iq for
all the profiles L,, where the vertices ¢ in different profiles are simply connected.

(77) There exists a profile L,, such that the eigenfunctions are equal to zero in all its vertices to
the left 49 and satisfies the recursive formulas given in (B.3.13)) - (B.3.16]). These formulas
are valid for all profiles L,.

(¢4) There exists a profile L,, such that the eigenfunctions are equal to zero in all its vertices
to the left iy and satisfies the recursive formulas given in (B3.15) - (B.3.16) that are
unique for that profile.

(iv) The eigenfunctions are equal to zero in all vertex to the left of iy and in all profiles L,
and satisfies the recursive formulas given in (B.3.15))-(B.3.16).
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