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METODOS AVANZADOS PARA LA EVALUACION DEL DESEMPENO DE
ALGORITMOS DE ESTIMACION Y PRONOSTICO BASADOS EN METODOS
SECUENCIALES DE MONTE CARLO

Diagnosticar y pronosticar la evoluciéon del estado de un sistema dindmico es un problema
complejo que desde hace algin tiempo ha comenzado a tomar mas fuerza y relevancia den-
tro de la ingenieria. En este sentido, la comunidad de Prognostics and Health Management,
ha escogido a los algoritmos basados en métodos Secuenciales de Monte Carlo (SMC) como
los algoritmos de facto del estado-del-arte, por su capacidad de aproximar el filtrado éptimo
cuando se estudia un sistema no-lineal y con incertidumbre no necesariamente Gaussiana. Sin
embargo, el costo a pagar por estos algoritmos es la complejidad computacional que requieren
para generar sus resultados, lo que sugiere obtener versiones simplificadas de estos algoritmos
-en desmedro de la calidad de los resultados- que puedan resolver el problema en tiempo real
y con el objetivo de ser implementados en sistemas embebidos. De acuerdo con lo expresado,
nace la necesidad de desarrollar un marco de trabajo que posibilite la comparacion de algo-
ritmos basados en el enfoque secuencial de Monte Carlo y que permita, por una parte, incluir
las variaciones estadisticas inherentes de estos algoritmos, como también la implementacion
de medidas que incorporen la caracterizacion probabilistica de la evolucién del estado del
sistema y, de esta forma, cuantificar la degradacion en la calidad de los resultados producto
de las simplificaciones.

Es comiin observar comparaciones entre diferentes aproximaciones al método secuencial de
Monte Carlo mediante medidas como el MSE, o momentos de las distribuciones, pero, ;logran
estas medidas incorporar la descripcion probabilistica que se asume como caracterizacion de la
evolucion del estado?. En el presente trabajo de Tesis se aborda esta interrogante y se utiliza
como punto de partida para el desarrollo de un método de comparacion que desafia la forma
actual en la que se contrastan las diferentes aproximaciones a SMC. El método propuesto
incluye el desarrollo de un marco comparativo -mediante el andlisis PACC- donde se toma
en cuenta el comportamiento estocastico propio de los algoritmos basados en SMC, por lo
que es posible estimar el maximo error tebrico en el que incurren distintas aproximaciones.
Ademas, para abarcar la descripcion estadistica que generan los algoritmos sobre la evolucién
del estado del sistema, se introducen medidas de la informacién para cuantificar el desempeno
de distintas aproximaciones y, de esta manera, estimar el maximo error tedrico incorporando
toda la informacion sobre la descripcion estadistica del proceso.

En particular, para la implementacion y analisis de la metodologia propuesta en esta Tesis,
se utiliza la estrategia comparativa para estudiar el desempeno de distintas aproximaciones
de SMC al problema de estimar y pronosticar el estado de carga en baterias de Ion-Litio.
Se muestra la factibilidad de obtener un algoritmo de referencia para ambos casos. Ademas,
se concluye acerca del algoritmo mas preciso computacionalmente, en cuanto a pérdida de
informacion y representacion de la incertidumbre.
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“The important thing is to not stop questioning. Curiosity has its own reason for exristing.”
— Albert Einstein
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Capitulo 1

Introduccion

El desafio de cuantificar el desempeno de distintas aproximaciones al problema de esti-
macién y pronostico sobre la evolucion del estado de un sistema ain es un tema no resuelto.
En particular, al considerar los algoritmos de filtrado bayesiano basados en el método se-
cuencial de Monte Carlo, los esfuerzo realizados hasta el momento no han logrado incorporar
la descripcion probabilistica que entregan aquellos algoritmos, para comparar la calidad de
distintas aproximaciones.

Especificamente, existe un gran interés académico asociado al problema de la correcta
modelacién de baterias, en particular la estimacién y pronostico del estado de carga de
baterias (SoC' - del Inglés State-of-Charge). Para la resolucion del problema de la estimacion
y prediccion de autonomia, actualmente existen sofisticados algoritmos basados en inferencias
bayesianas y aproximaciones de Monte Carlo secuencial que destacan por la posibilidad de
aproximar el filtrado 6ptimo, atin cuando la dinamica del modelo es no lineal y la fuente de
incertidumbre no-Gaussiana. Sin embargo, al considerar las restricciones que deben cumplir
éstos algoritmos al momento de ser incorporados dentro de sistemas embebidos, se debe
tener especial atencién en cuanto a la capacidad de funcionamiento en tiempo real y el gasto
energético o complejidad computacional que requieren. De esta forma, emerge la necesidad
de simplificar algoritmos de estimacion y pronoéstico de fallas, junto con el desarrollo de un
marco de trabajo que permita comparar y cuantificar la degradacion que experimentan los
resultados producto de las simplificaciones a los algortimos.

El documento esta organizado como sigue. El capitulo [2| presenta las bases tedricas ne-
cesarias para la comprension del documento. Se define el problema que trata el Computo
Probablemente Ezxacto y Correcto, se introducen conceptos de teoria de la informacion y se
exponen las bases matematicas que permiten el desarrollo de algoritmos de estimacion y
pronodstico. Ademas, se entrega informacion sobre el caso particular a tratar; baterfas de Ton-
Litio y la estimacion y prediccion del estado de carga. En el capitulo |3] se destinan esfuerzo
al desarrollo de un marco tedrico apropiado para la evaluacion del desempeno de algoritmos
de estimacion y pronoéstico. Se contextualiza el Computo Probablemente Exacto y Correcto,
junto con medidas de informacion, en el problema de comparar simplificaciones a algoritmos
basados en métodos secuenciales de Monte Carlo. Finalmente, en el Capitulo [4]se implementa
la metodologia para contrastar diferentes aproximaciones; unscented Kalman filter, filtro de



particulas, filtro de particulas regularizado, filtro de particulas con propagacion de incerti-
dumbre via sigma-points, todas aplicadas al caso de baterias de Ion-Litio, y se utiliza el marco
comparativo para determinar el desempeno de cada uno. Se establecen posibles mejoras para
los algoritmos evaluados, y se presenta la posibilidad de extender la metodologia a casos mas
generales que el de filtrado bayesiano.

1.1. Objetivos

El objetivo de esta Tesis es definir un marco comparativo apropiado para el problema
asociado a la evaluaciéon de algoritmos de estimacion y pronodstico de fallas. En particular, se
desarrolla una metodologia que permite contrastar el desempeno de distintas aproximaciones
al problema de filtrado bayesiano mediante el método secuencial de Monte Carlo, incluyendo
el analisis PACC; herramienta que posibilita aproximar el maximo error teérico de algin
algoritmo -dada una funcién de pérdida-, en conjunto con medidas de informacién que per-
miten incorporar la descripcién estadisitica de la evolucion del sistema y, de esta manera,
cuantificar el desempeno de diferentes aproximaciones a SMC. Especificamente, se desarrolla
un caso de estudio donde se analizan distintas aproximaciones al problema de estimacion y
pronoéstico para celdas de Ion-Litio. El objetivo es definir un Ground Truth tanto para el
escenario de estimaciéon como para el de pronéstico, sujeto a un modelo en espacio de estado,
para luego utilizar esta referencia dentro del analisis compartivo y determinar la precision
computacional de aproximaciones més simples, sujetas al mismo modelo en espacio de estado.

1.2. Hipotesis

Las hipotesis a validar en este trabajo son las siguientes:

e Incorporar medidas de informacion para cuantificar el desempeno de algoritmos basados
en métodos secuenciales de Monte Carlo permite integrar adecuadamente la descripcion
estadistica que entregan aquellos algoritmos, dentro de un esquema comparativo.

e La factibilidad de obtener una aproximacién del maximo error tedrico -basado en me-
didas de informacion y anélisis PACC- en el que incurren distintas aproximaciones de
algoritmos de estimacion y pronoéstico de fallas, y asi evaluar su exactitud computacio-
nal.

e Es posible generar un algoritmo de referencia para el caso de estimacion del estado
de carga de celdas de Ion-Litio, asumiendo un modelo en espacio de estado y datos
observados de corriente y voltaje.

e Para el escenario de prondstico se puede generar un algoritmo de referencia para predecir
el estado en carga de celdas de Ion-Litio, teniendo acceso a la estimacion del algoritmo
de referencia en los instantes anteriores al prondstico y a datos reales de corriente para
el horizonte de predicciones, asumiendo un modelo en espacio de estado y ruido de
proceso independiente e identicamente distribuido.



Capitulo 2

Fundamentos (Generales

Incorporar complejos algoritmos dentro de un sistema embebido presenta problemas; los
algoritmos desarrollados a la actualidad han sido disenados para ejecutarse en hardware dis-
ponibles en computadores, es decir, con las herramientas y capacidades que de éste se tiene
disposicion. En contraposiciéon a estas cualidades, los hardware que deben ser considerados
para los sistemas embebidos deben responder a diversas restricciones: tamano, precio, reque-
rimiento de poco gasto energético, dentro de otros.

Las restricciones mencionadas anteriormente, cobran especial sentido al momento de ana-
lizar el problema de estimacién y pronostico de estado de carga en baterias, considerando la
importancia de conocer esta variable en sistemas energizados y la necesidad de obtener una
estimacion en tiempo real de ella. De esta manera, se hace necesario un importante desarro-
llo: La simplificacion y ajuste de algoritmos de estimacion de autonomia (estado-de-carga de
baterias) con miras a ser embebidos en dispositivos electronicos de tiempo real, mantenien-
do la precision y exactitud demostradas en condiciones controladas de experimentaciéon. En
este sentido, distintas simplificaciones a algoritmos de estimacién y prondstico generan un
impacto tanto en el gasto energético, como en la calidad de los resultados. En relaciéon a lo
anterior, surge la necesidad de incorporar herramientas que permitan cuantificar y describir
la degradacion en la performance de la aplicacion, es decir, la disimilitud que existe entre
el desempernio de la implementacion computacional sujeta a restricciones de arquitectura y/o
fisicas, con respecto al caso ideal sin restricciones. De esta forma, es posible evaluar el efecto
real producto de las simplificaciones e incertezas en el desempeno de algoritmos de estimacion
bayesiana.

Una herramienta que permite evaluar estadisticamente el desempeno de algin algoritmo,
mediante la aproximacion del méximo error tedrico en que incurre aquel algotirmo, es el
Computo Probablemente Fxacto y Correcto, como se explica en la proxima seccion.



2.1. Coémputo Probablemente Exacto y Correcto

El Computo Probablemente Exacto y Correcto (PACC - del inglés Probably Approxi-
mately Correct Computation) [3] es una metodologia que nace de la teoria de aprendizaje
estadistico (Statical Learning Theory - en Inglés) [34] v del estudio de Randomized Algorithms
[4], que permite estimar la pérdida en performance en algoritmos con niveles arbitrarios de
precision y confianza. En contraste al enfoque PACC, esta el worst-case analysis [8], esta
metodologia considera el peor escenario posible para cuantificar la pérdida en desempetio de
algtin Randomized Algorithm. La metodologia PACC permite cuantificar probabilisticamente
la pérdida en performance siendo, de esta forma, una metodologia menos conservadora.

Si se considera un algoritmo de referencia y se introducen perturbaciones afectando el
funcionamiento ideal del algoritmo, entonces se transforma en su contraparte aproximada.
Si se denota por f(x) -donde z € X es el espacio de entrada- al algoritmo de referencia, y
por fa(x) el algoritmo simplificado. Entonces, para caracterizar la precision computacional
del algoritmo simplificado con respecto al algoritmo de referencia, es necesario medir la
discrepancia entre f(z)y fa(z) por medio de alguna funcion de pérdida -que debe ser medible
de acuerdo a Lebesgue-, como se observa en la ecuacion :

u(z, A) = u(f(z), falz)) (2.1)

Entonces, para evaluar la pérdida en precision del algoritmo simplificado es necesario
conocer u(z, A). Sin embargo, por lo general esta funcion no puede determinarse de forma
cerrada. Para solucionar este problema se puede considerar la ecuacion 2.2 y probar si:

u(z,A) <+ secumple o no, Vo € X (2.2)

en correspondencia con todos los valores positivos que puede tomar ~. Si se denota por 7 el
minimo valor « tal que se cumple completamente, i.e. u(x,A) < 74 se cumple Vr € X.
Entonces 7 se identifica como la maxima pérdida en pérformance -o maximo error- inducida
por las perturbaciones (simplificaciones) y, por lo tanto, entrega un indice de precision en la
performance.

Mas alla de las dificultades en encontrar el valor exacto de 7, éste valor puede ser demasiado
conservador. De hecho, el maximo error surge, en general, con una probabilidad muy pequena,
lo que significa que encontrar 4 de esta forma, suele ser una opcion riesgosa, ya que se tiende
a sobredimensionar 4 con respecto a las necesidades de la aplicacion.

La definicion del computo probablemente exacto y correcto nace de formular el problema
probabilistico dual de 2.2}

Definicion 2.1 Se dice que PACC alcanza el nivel v > 0 con probabilidad n, cuando:

Priu(z,A) <~} >n,Vre X

El problema probabilistico dual es mas debil que el caso deterministico y tolera la existen-
cia de un subconjunto de entradas para las cuales la cota asociada a la périda de pérformance
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no se cumple (u(z, A) > v); la probabilidad de encontrar tales puntos criticos es mas peque-
na que 1 — 7. La idea detras de esto es que si se introduce una pérdida de pérformance -,
entonces se puede garantizar que el algoritmo simplificado no introducira un error mayor que
~ para al menos el n % de las entradas.

Si se denota por p, = Pr{u(f(z), fa(z) < v} la probabilidad de que la pérdida en pér-
formance sea satisfecha a un cierto nivel de pérdida v, el enfoque probabilistico necesita el
conocimiento de p., lo que implica explorar todo el espacio X; un problema computacio-
nalmente duro (computationally hard - en Inglés). Para sobreponerse a esta dificultad, una
opcion es aproximar p., por py:

P = Ni S 1(f (@), fal)
Donde:

L Siu(f(2), falz)) <y
0 Stu(f(z), fa(z)) >~

La adherencia de p, a pyn, depende del nivel requerido de presicion ¢, tal que |p, — py.| <
. Ademés, py. es funcion del nimero N de muestra (para distintos valores de Ng se
obtienen distintas estimaciones de p,). Estas fluctuaciones estocasticas pueden ser superadas
recurriendo a las probabilidades e introduciendo un grado de confianza 1 — §.

I(f(x), fa(x)) = { (2.3)

Finalmente, la cota de Chernoff [10] entrega el nimero minimo de muestras, como se
muestra en la ecuacion 2.4t

In?
Nog > 2 2.4
oz 2.9
Tal que se garantiza [2.5}
Pr{lp, — x| < £} > (1-0) 25)

- Entonces, se obtiene una aproximacion de py. que es funcion de v; pn, = pn.(7)
Vv > 0. Luego, se debe escoger el minimo valor 4 tal que py.(y) =1, Vy > 4.

- Finalmente el andlisis PACC permite “estimar la probabilidad p, por medio de py, con
precision €7 y esta declaracion es verdadera al menos con probabilidad (1 — 4). Enton-
ces, 4 (maximo error empirico) es una aproximacion de 4 (maximo error tedrico) que
depende del ntimero de muestras No. Considerando lo anterior, el valor que se obtiene
para 4 es un indicador de la exactitud computacional para el algoritmo simplificado.
Si Dy (algoritmo simplificado 1) obtiene una perdida en performance 4; y Dy (algoritmo
simplificado 2) una pérdida en performance ,, entonces:

La exactitud computacional de Dy es mayor que la de Dy <= 41 < 5.

2.2. Inferencia Bayesiana en Modelos ocultos de Markov

Un problema transversal en distintas disiplinas cientificas es la estimacion de cantidades
desconocidas a partir de observaciones de algin proceso, un caso particular es la modelacion



de series de tiempo. En general, los modelos ocultos de Markov entregan un marco extremeda-
mente flexible para la modelacion de series de tiempo. Sin embargo, el gran poder descriptivo
de estos modelos debe ser compensado por el problema de la intratabilidad computacional.
Ademas, es imposible obtener soluciones analiticas al problema de la inferencia salvo algunos
casos simples.

Si se considera un proceso de Markov [16], X-valuado y de tiempo discreto {X,,},>1 tal
que:
Xl ~ ,U(Il) Yy Xn‘(Xn—l = mn—l) ~ f($n|33n—l) (26)

Donde p(z) es una funciéon de densidad de probabilidad y f(z|z") denota la densidad de
probabilidad asociada a la transicion desde 2’ a x.

Entonces el objetivo es estimar {X,,},>1, pero solo teniendo acceso al proceso Y-valuado
{Y,}n>1. Donde se asume que, dado {X,},>1, las observaciones ruidosas {Y,,},>1 son esta-
disticamente independientes y su densidad marginal esta dada por:

Yol (X = 2n) ~ 9(Yn|zn) (2.7)

Los modelos que son compatibles con las ecuaciones y son conocidos como Modelos
ocultos de Markov (HMM - del inglés Hidden Markov Model) o modelos generales en espacio-
estado (SSM - del inglés general state-space Models).

Ademas, las ecuaciones [2.6] y 2.7] definen un modelo Bayesiano [14]. Mediante la ecuacion

(2.6) se puede definir una distribucion a priori (2.8)), mientras que por (2.7) se define la
funcion de verosimilitud (2.9):

P(r1n) = p(z) o f (2|28 -1) (2.8)

p(y1:n|x1:n) = szlg(yk|xk) (29)

En el contexto Bayesiano, inferencias sobre Xi.,, dada una realizacién de la observacion
Y1.. = y1., se basan en la distribuciéon a posteriori:

p(zlﬂu yl:n)
p(xlzn’ylzn) - (210)
p(ylzn)

Bajo supuestos Markovianos, la ecuacion (2.10) satisface la siguiente recursion:

p(xlznlylzn) - p(xlzn—1|y1:n—1) (211)
p(yn|y1:n—1)
Luego, integrando fuera xi., 1, se obtiene la distribucion marginal p(x,|y1.,):
G \Yn|Tn p(xn Y1:n—1

p(xnkyl:n) = ( ’ ) ‘ ) (2'12)

p(yn|yl:n—1)

En general, los métodos de inferencia bayesiana se apoyan en aproximaciones numeéricas
de la recursion como se explicard en las siguientes subsecciones.
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2.2.1. Filtro de Kalman

El Filtro de Kalman (FK) es uno de los alogirtmos méas simples que permiten estimar
recursivamente el estado de un sistema utilizando un modelo dinadmico y observaciones en
linea. Si el sistema que se estudia es lineal y Gaussiano, entonces el FK resulta una solucion
optima. Es decir, ningtin otro algoritmo de filtrado entrega una mejor estimacion, tomando
como criterio el minimo error cuadratico medio.

Los supuestos del FK, permiten representar la evolucion del sistema [6] segin las ecuacio-

nes T3] y LT3}

T = Fk—lxk—l + We_1 (213)

Yk = Grxp, + vy, (2.14)

donde Vk x, € R™ respresenta el estado del sistema, mientras que 3, € R” las mediciones.
F, € R™™ y (G, € R™ " son matrices variantes en el tiempos. Finalmente, las perturbaciones
wg ~ N(0,Qx) v vg ~ N(0, Ry) son secuencias i.i.d..
Se puede resumir la metodologia de FK segun el Algortimo [I}

Algorithm 1: Filtro de Kalman

1 Condiciones Iniciales :

Zolo P0|0
Prediccidén :

W N

Trp—1 = Fro1Tp—1pp—1

- _ T

Prk—1 = Fr 1 Po—ajp—1 Py + Qi

Innovacién :

Sk = GkPmk_lG}g + Ry,

Ganancia :
_ D Tao—-1

Kk = Pk‘kfle Sk

10 Actualizacion :

11 T = Thpp—1 + Ki(Ye — Gelrjp—1)
D _ T T

12 Py = Py — K Sk K,

© o N O w;

2.2.2. Unscented Kalman Filter

Frente al problema de la estimacién del estado de un sistema, FK permite obtener un
solucién o6ptima; la minimizacién del error cuadratico medio, asumiendo, por una parte,
la Gaussianidad en el sistema y, por otra, linealidad. Cuando la dindmica del estado del
sistema o las observaciones son no-lineales, entonces la funcién de densidad de probabilidad
condicional que obtiene el minimo error cuadratico medio no es necesariamente Gaussiana.
En este sentido, la aproximacién mediante FK puede presentar bastante sesgo al momento
de estimar el estado de un sistema. Frente a esta problematica se han propuesto diversas
extensiones suboptimas al FK; como los algoritmos Filtro de Kalman Extendido (EKF -
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del Inglés FEztended Kalman Filter) [29], Filtro de Kalman Unscented (UKF - del Inglés
Unscented Kalman Filter) [35].

La principal diferencia entre EKF y UKF radica en la manera en como la variable aletaroria
Gaussiana (GRV - del inglés Gaussian Random Variable) es representada en la propagacion
a traves de la dinadmica del sistema. En el algoritmo EKF la distribucion del estado es
aproximada por una GRV, que luego es propagada analiticamente a traves de la linearizacion
de primero orden del sistema no-lineal. Por otra parte, UKF asume este problema por medio
del enfoque de muestreo, utilizando una representaciéon minima de sigma point, escogidos
cuidadosamente. Estos puntos capturan completamente la esperanza y covarianza hasta el
segundo orden de exactitud para cualquier no-linealidad. En contraste, EKF so6lo alcanza
exactitud de primer orden. Considerando, ademés, que UKF tiene costo computacional del
mismo 6rden que EKF.

Asumiendo el sistema dindmico -con variable exégena u, para el instante k- segun las

ecuaciones y [2.16}
T = f(@Tr1, Up—1) + Wr—1 (2.15)

Y = g(xr) + vi (2.16)

Suponiendo que el estado del sistema es de dimensiéon n,, entonces se generan 2n, + 1
sigma points. En relacion a los pesos, estos se definen: W™ = A/(ng + A), Wi = A/(ny +
A+ (14 a?+ ), VVi(m) = Wi(c) =1/(2(n, +A)),i=1,...,2n,. Ademas se consideran los
siguientes parametros de escala: v = /n; +7, A = o&*(n, + k) — n, y k. La constante a
determina la dispersion de los sigma points en torno a , mientras que (3 corresponde a un
grado de libertad adicional que permite incorporar conociemiento a priori extra. Un resumen
de la rutina UKF se puede apreciar en la Algortimo

2.2.3. Meétodos Secuenciales de Monte Carlo

Los Métodos Secuenciales de Monte Carlo (SMC) [5] son una clase general de métodos
de Monte Carlo que muestrean secuencialmente desde una secuencia de densidades de pro-
babilidad objetivo {m,(z1.,)} de dimension creciente, donde cada distribucion m,(x1.,) esta
definida en el espacio producto X™. Si se escribe m,(x1.,) segin la ecuacion m

. fYn(xl:n)
Tn(T1m) = 7 (2.17)

Entonces, solo se requiere que 7, : X™ — R* sea conocida punto a punto. Ademas, si la
constante de normalizacién -que puede ser desconocida- cumple:

Z, = /’yn(xlm)dxl:n (2.18)

Entonces, si se considera el instante m, SMC entrega una aproximacion para 7, (Z1.,) ¥
una estimacion para Z,,.



Algorithm 2: Filtro de Kalman Unscented

1

Condiciones Iniciales :
Zolo P 0[0

Calculo de Sigma Points :

0 o~
‘Xk—1|k—1 = Tk-1k-1

li—llk—l = Tp-1fk—1 + (’V\/ Pk—1|k—1)i i=1,...
Xl;ﬂ;fk L= Beoaeer — (1 Pk—1|k_1)i i=1,...

Prediccion del estado :

8 in:|k:—1 = (X 1|k: 1vuk 1)

10
11

12

13

14
15

16

17

18

19

20

21

22

23
24

25

2N
xk\k 1 —Z VVl k|k 1

Calculo de Slgma Points para la observacion :

Xkuf 1= Tklk—1

bhot = Bk + (1 Prp1)i i=1,0 g
Xkl:r]_fnl‘l :i’k“g_l - (7\/Pk\k—1>i 1= 1,-..,7195

Prediccion de la observacion :
Vijk—1 = Q(Xk\k 1)

n i
-1 = Sps WV
Residuos de 1a observaicién :

ki1 = Vi1 — Jrlk—1

ce 2Ny ()

Hee1 = i Wi e (Ehgpmn) T+ Ruu(k)
Ganancia :

T 2Ny A i

Hk—1 = P Wl(c (Xk:\k: 1 xk\k—1>(€k|k—1)T
Ky = ifkﬂ( ikal)il
Actualizacion :
Tri = Trh-1 + Ki(Yr — Gje—1)
Pk|k = Pk\lc 1= KGRy K




Es importante destacar que SMC es una metodologia general, donde dependiendo de la
eleccion de v, v Z,, se pueden obtener distintas distribuciones objetivos. Esto es lo que permite
utilizar SMC para filtrado, donde se escoge, por ejemplo, v, = (1.0, Y1:0) ¥ Zn = P(Y1:n),
luego Wn(xlzn) = p(xlznwl:n)

Métodos de Monte Carlo

El objetivo es aproximar la densidad de probabilidad genérica m,(x1.,) para algun n.
Entonces, si se muestrean N variables aleatoria (VA) independientes, X1, ~ m,(z1.,) para

i=1,...,N, luego los métodos de Monte Carlo aproximan 7, (z1.,) mediante la medida
empirica:
1N
'ﬁ—n(ajl:n) = N Zéxin ($1:n) (219)
i=1

Donde §,,(x) es la funcion delta Dirac localizada en z.
Mediante esta aproximacion es posible aproximar cualquier marginal 7, (xy). [14].

En relacion a las aproximaciones por los métodos de Monte Carlo existen algunos proble-
mas que se pueden presentar: 1. Si m,(zy.,) es una distribucién de probabilidades compleja
de alta dimensionalidad, entonces no se puede muestrear desde ella. 2. Incluso en el caso de
que se pudiera muestrear exactamente desde 7, (z1.,), el costo computacional asociado a este
esquema de muestro es tipicamente, al menos, lineal en el numero de variables n. Por lo que
muestrear exactamente desde m,(x1.,) trae como consecuenca un alto costo computacional.

Muestreo de Importancia

En relaciéon al primer problema de los métodos de Monte Carlo; la imposibilidad de mues-
trear desde la distribucion de probabilidad objetivo, es que se desarrolla el método de Mues-
treo de Importancia (IS- del Inglés Importance Sample). IS se sutenta en la introduccion de
una densidad de importancia (importance density- en Inglés) ¢, (z1.,) tal que contenga el
soporte de la distribuciéon objetivo:

71-n(xl:n) > 0 = QTL(xl:n) > 0 (220)

En consecuencia, si se utilizan las ecuaciones y [2.18] se obtiene y

Wp, (xl:n)%(xlzn)

Tn(T1m) = 7 (2.21)

Zn = /wn(xl:n)Qn(xlzn)dxlzn (222)
Donde w,,(z1.,) es la funcién de pesos sin normalizar:
’yn(xlzn>

Wy (X1.) = —————= 2.23

( ' ) Qn(xlzn) ( )
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Entonces, si se extraen N muestras independientres de X1, ~ ¢,(z1.,), luego utilizando
la aproximacion de Monte Carlo de ¢, (z1.,) en y se obtiene:

N
. 1 i
Fulin) = 5 > Widxy (z1) (2.24)
i=1
X 1 &
i=1

Y de esta manera se puede obtener una aproximacion de la distribucion objetivo sin
muestrear directmanete de ella.

Muestreo de Importancia Secuencial

En relacion al segundo problema con los métodos de Monte Carlo; el aumento en la com-
plejidad computacional relacionada a la estimacion de la distribucion objetivo, el Muestreo
de Importancia secuencial (SIS -del Inglés Sequential Importance Sample) propone una alter-
nativa que admite una complejidad computacional fija. Esta solucién implica selecionar una
distribucion de importancia que tiene la siguiente estructura:

n

n(@10) = 1 (@10 1)gn (@0l 210 1) = @1 (21) | [ au(wnlorn) (2.27)

En la practica esto significa que para obtener muestras Xi:n ~ Gn(T1.,) en el instante n,
se muestrea X] ~ ¢1(z1) en el instante 1, luego X, ~ qx(zx|Xi,,_;) en el instante k, donde
k =2,...,n. Los pesos sin normalizar asociados pueden ser calculados recursivamente segiin

la ecuaciéon
n

Wy (1:0) = Wp—1(T1—1)Qn (21.) = wy (1) H ag (1) (2.28)

Donde a,,(z1.,) es la funcion incremental importance weight, como muestra la ecuacion
2.29]

O (T1m) = In(@1:n) (2.29)

’Ynfl(xlznfl)Qn(xn‘xlznfl)

Remuestreo

Ademas de los problemas que resuelven el Muestreo de Importancia y Muestreo de Im-
portancia Secuencial respectivamente, existe un tercer problema asociado a la estimacion
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mediante estos métodos; el incremento de la varianza a medida que se realiza el filtrado. Este
aumento en la varianza de los pesos significa que se asocian ponderaciones despreciables a
algunas particulas -es decir, hay particulas que representan estados muy poco probables, por
lo que son poco ttiles-, lo que conduce a la degeneracion en la poblaciéon. En este sentido, las
técnicas de remuestreo (Resample- en Inglés) buscan atacar esta degeneracion. El objetivo
es utilizar algtin criterio que permita cuantificar la dispersion de las particulas y, en base a
él, determinar si es necesario ejecutar una rutina de remuestreo.

Si se considera, inicialmente, una aproximacio IS 7,(z1.,) de la distribucién objetivo
Tn(Z1.m), es decir muestras ponderadas de ¢, (x1.,). Entonces, si esta aproximacion IS muestra
degeneracion en la poblacion es posible muestrear directamente desde 7, (x1.,) para aproximar
Tn(21.n). Esta nueva aproximacion (7,(x1.,)) consiste en seleccionar X! con probabilidad

Wi esta rutina se llama remuestro. Es importante mencionar que 7,(x1.,) es una aproxima-
cion insesgada de 7, (1., ).

Un criterio tipico utilizado para medir degeneraciéon en la poblacion de particulas es el
effective particle sample size, como muestra la ecuacion [2.30]

N () (2.30)

Nopp(k) = ——P
s1(k) L+ Varyy.,)

La desicion se toma al verificar si se cumple que Nesr(k) < Nipesn, donde Nieg, €s un
umbral fijo. Si se cumple esta relacion, entonces la poblacion de particulas ya se ha degenerado
lo suficiente como para ser necesaria una rutina de remuestro y, de esta forma, eliminar
particulas poco representativas y darle mas valor a aquellas representaciones mas probables
del estado.

2.2.4. Algoritmo secuencial de Monte Carlo genérico

Los métodos secuenciales de Monte Carlo son una combiacion de los algoritmos SIS y
Resample. En el instante n el algoritmo entrega una aproximacion de m,(z1.,) segun la

ecuacion 2311
.1'1 n ZWI(SXi "(11171) (231)

Luego, si se cumple el criterio para remuestrear, entonces se obtiene la aproximacion de

la ecuacion .32

N
w(T1m) = Z (1) (2.32)

Donde X1 se obtienen por medio de la rutina de remuestreo. Para resumir, un algoritmo
general para los métodos secuenciales de Monte Carlo se muestra en el Algoritmo

12



Algorithm 3: Monte Carlo Secuencial

B W N =

@ N o o«

En el instante n =1 :

Muestrear X1 ~ q;(x;)

Calcular los pesos w(X}) y Wi oc wy (X1)

Si el criterio de resmuestreo se cumple entonces remuestrear {W}, X1} para obtener N
particulas con el mismo peso {+, X1} y definir {W}, X1} + {+, X1}, de otra forma
(W, X0}« {1, X3}

En el instante n > 2 :

Muestrear X! ~ q,(x,| X}, )y definir X1+ (X1 XI)

Calcular los pesos o, (X1,) vy Wi oc Wi a, (X))

Si el criterio de resmuestreo se cumple entonces remuestrear {W! X!} para obtener N
particulas con el mismo peso {+, X}, } vy definir {W}, X1} « {3, X1}, de otra forma
(W, X} < (W, X}

SMC para filtrado Bayesiano: Filtro de Particulas

En el contexto del filtrado el objetivo es obtener una aproximacion numerica de la distri-

bucion {p(z1.n|y1:n) }n>1 secuencialmente en el tiempo. Esto es posible aplicando los métodos
secuenciales de Monte Carlo, descritos anteriormente, a la secuencia de distribuciones obje-
tivos 7, (21.) = P(1.0|Y1m)- Es importante destacar que al modificar la distribucion objetivo

es
de

posible obtener algoritmos mas complejos. SMC para el filtrado, también llamado Filtro
Particulas, se puede resumir en el Algoritmo [4}

Algorithm 4: Filtro de Particulas

1
2

3

En el instante n =1 :
Muestrear X! ~ q;(x;)

Calcular los pesos w;(X1) = % y Wi ocw (X1)

1 . .
Si el criterio de resmuestreo se cumple entonces remuestrear {7, X7} para obtener N
particulas con el mismo peso {y, X{} y definir {W}, X{} < {5, Xj}, de otra forma
{W, X1}« {7, X1}

5 En el instante n > 2 :

Muestrear X\ ~ g, (zn|yn, X1_;) v definir X1, + (X}, 1, XD)

Calcular los pesos o, (X1 ;) = (yn(IXX%)ly(X lX") J y Wy o< o (X))
< tn—1

Si el criterio de resmuestreo se cumple entonces remuestrear {W} X!} para obtener N
particulas con el mismo peso {, X},,} v definir {W}, X1} < {4, X} }, de otra forma
{Wo, X0} < {Wh, X5}

nl

De esta forma, en el instante n se puede estimar la distribucién a posteriori del estado

segtn la ecuacion [2.33}

p X1: n|y1n ZW 5X‘ €. n) (233)

13



2.2.5. Suavizado en SMC

Un problema que esta muy relacionado con el filtrado, pero computacionalmente mas
desafiante, es conocido como suavizado (smoothing- en Inglés). Mientras el filtrado correspon-
de a la estimacion de la distribuciéon del estado actual de un HMM basadose en observaciones
recibidas hasta el tiempo actual, el suavizado corresponde a la estimaciéon de la distribucién
del estado en un tiempo especifico dadas todas las observaciones hasta un tiempo futuro [14].

Formalmente, si se tiene acceso a las observaciones .7, entonces el objetivo es calcular las
distribuciones marginales {p(x,|y1.r)} donde n = 1,...,T. , o muestrear desde p(xy.7|y1.7).
En principio, las marginales p(z,|y1.7) se pueden obtener directamente al considerar la distri-
bucion conjunta p(z1.7|y1.r) e integrar fuera las variables (z1.,_1, Zpy1.7). Extendiendo este
razonamiento en el contexto de métodos de particulas, se puede utilizar la identidad

p(9€n|y1:T) = /p(iClzT\ylzT)dl'm1d3?n+1:T

y tomar el mismo enfoque utilizado en el filtro de particulas: Utilizar algoritmos de Monte
Carlo para obtener una caracterizacion aproximada de la distribucion conjunta y luego utilizar
las distribuciones marginal asociadas para aproximar la distribucion de interés. Uno de los
algoritmos que utiliza este enfoque es la variante Forward Filter-Backward Smoothing.

Forward Filter-Backward Smothing

El objetivo de este procedimiento es obtener {p(z,|y;.7) } muestreando desde {p(z1.7|y1.7)}-
El esquema que se muestra a continuacién genera muestras distribuidas aproximadamente
de acuerdo a p(x1.r|yi.r). Primeramente, se realiza un filtrado desde n = 1 hasta n = T,
de esta forma se obtiene {p(z1.7|y1.r)}. Luego, se muestrea Xr ~ p(rr|yi.r) v para n =
T—1,T—2,...,1 muestrear X,, ~ p(z,|X,11,¥y1.n). Entonces se puede realizar una aproxi-
macion de p(z,|y1.r) por medio de particulas, segin la ecuacion [2.34}

1 ~ £ X |
Pleelynr) = ZW [Z ST (X n+1er>]]5 () (230

Un esquema que permite obtener una realizacién de esta aproximacion es el Algoritmo
[31]. Para generar otras realizaciones independientes basta con repitir el procedimiento la
cantidad de veces que sea necesario.:

2.3. Pronéstico

El desafio de realizar pronostico sobre la condicién o estado de un sistema, puede com-
prenserse como un problema analogo al de estimacion del estado, pero cuando ya no se tiene
acceso a observaciones del proceso, por lo que no es factible obtener la distribucion a pos-
teriori, ya que no es posible modificar la distribucién a priori pues no hay informacion que
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Algorithm 5: Forward Filter Backward Smoothing; Realizacién por muestra

1 En el instante n =T :

2 Escoger la particula 27 = x\. con probabilidad w?.

3 En el instante n <7 :

4 Calcular wy, ,, o< wy f(Ty41]2)

5 Escoger ; = x; con probabilidad wj,

6 Finalmente:

7 T1.7 = (1, T2,...,27) es una realizacion aproximadamente distribuida segin

ﬁ(xl:T’yl:T)

permita manipular la creencia inicial del estado. En este sentido, el problema de predecir la
evolucion del sistema, también puede comprendeser como un caso particular de Monte Carlo
Secuencial, donde la distribucion objetivo a estimar, en el instante n + 7, (donde 7, > 1
es el Gltimo instante que se obtienen observaciones) es T,11, (T1m+1,) = P(Tni, |T1:75, Y173, )5
teniendo acceso solamente a {Y;}7,>x>1.

2.3.1. Pronoéstico: Basado en Monte Carlo Secuencial

Como se explica en la Subseccion [2.2.4] se puede aproximar cualquier distribucion objetivo
por medio de métodos Secuenciales de Monte Carlo. Ademas se dispone de una metodologia
genérica para realizar esta estimacion que consiste en una técnica que utiliza Resampling,
SIS v la aproximacion de Monte Carlo. Este enfoque permite, fundamentalmente, muestrear
secuencialmente desde una distribucion de importancia (¢,7, (*1:m+7,)) en miras a aproximar
una distribiucién objetivo (mny1 (141, )=P(@ni1,|T1:1,, Y1:1,)). Un esquema que permite
obtener esta aproximacion [5] es el Algoritmo @ Este Algoritmo es, basicamente, el Algoritmo
(Monte Carlo Secuencial), pero sin la modificacion de los pesos, e incluyendo un Resampling
en el primer paso, pero sin volver a ejecutar esta rutina. La densidad de importancia, para

Algorithm 6: Monte Carlo Secuencial Sin observaciones

1 En el instante n <7, :

2 Se aproxima 7, (71.,) & T1.,(%1.,) por medio del Algortimo

3 En el instante n =T, :

a4 Remuestrear {W7, , X } para obtener N particulas con el mismo peso {+, X'iTp} y
definir {W}p,)_(}p} — {%,)_{r}p}

5 En el instante n > T, + 1 :

6 Muestrear X! ~ ¢,(z,| X}, )y definir X{ <+ (Xi _, X1)

7 Definir {W}, X1} « {+, X}}

el instante n > T}, cumple con la ecuacion [2.35]

n

Qn('er:n) - Qn—l(pr:n—l)Qn(xn|$Tp:n—l) - QTP (pr) H Qk(xk|x1:k—1) (235)
k=2
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Donde qr,(z7,) = 7r,(71,) ¥ @n(@n|T1m-1) = f(2n|rn-1) (f es la densidad de probabilidad
asociada a la transicion de z,,_1 a z,). Luego, para las prediciones, se puede aproximar la
distribucion 7, (27,.,) por medio de la medida empirica (ecuacion [2.32)):

N
Wn(JJTp;n) IT,, = Z T,,n QIT,,

2.3.2. Pronéstico Mediante Filtro de Particulas: Regularizaciéon

Dentro de la literatura existen diversos métodos que permiten enfrentar el problema de
pronoéstico. Un algoritmo que también enfrenta este desafio es la generacicion de predicciones
a largo plazo basandose en el algoritmo de filtro de particulas regularizado [25]. En lugar
de recalcular los pesos de las particulas, se propone una representacion de la incertidumbre
en los instantes futuros mediante una aproximacion discreta, como se observa en la ecuacion
2,36l

N
P(ETy4nl 3Ty 4n1) = Z wi, Kn(&1,4n — El21, 0] 21, 1n-1]) (2.36)

i=1

Ademés, se definen:
1 1 prym
Ky — h—K<%> how = A- N7oF1, A= (8(;; (ny + 4)(2/7)" ) e (2.37)
21— ||z]?), siz]| <1

Ki(z) = {O (1= llzl?).  sillal| < (238

Donde K () es una funcion densidad que corresponde a la pdf de una fuente de incertidumbre
como una distribucion Gaussiana o una version del Kernel de Epanechnikov, E[-] la Esperanza,
Cn, €s el volumen de una esfera unitaria en R™ y n, la dimensiéon del vector de estado.

De esta forma, la informacion acerca de la distribucion del estado para los instantes futu-
ros esta dada solo por la posicion de las particulas, independiente del valor de los pesos. Es
importante destacar que esta metodologia asume que los ruidos de proceso no estan correla-
cionados. En resumen, el algoritmo de regularizacién para generar predicciones a largo plazo
es el Algoritmo [7}

2.3.3. Pronéstico Mediante Filtro de Particulas con propagaciéon de
incertidumbre via sigma-points

Inspirado en el algortimo Unscented Transform Approximation Clustering (UTAC) [19],
el pronostico basado en filtro de particulas con propagaciéon de incertidumbre via sigma-
points [2] es un algoritmo que intenta mejorar los esquemas de pronostico basados en PF al
caracterizar apropiadamente las colas de la pdf asociada al vector de estado del sistema de
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Algorithm 7: Metodologia basada en Filtro de Particula regularizado para pronoéstico

1 Aplicar el procedimiento de remuestreo modificado de la transformacién inversa.
i=1,...,N,wp ., =N -1
i N
2 Calcula ST +n, matriz de covarianza empirica de {E[mTp+n|pr+n 1])s pr+n_1}i:1

3 Calcular DT +n, de manera que DT + nDTT +n= STPM

4 Parai=1,..., N Obtener €' ~ K, de la dlstrlbuC1on de Epanechnikov y asignar

ik _ opt i
T4 ‘TT +n hT JrnDTernE

interés. Para esto, se tiene acceso a la estimacion del estado del sistema en el instante k = T,
mediante un filtro de particulas. Se utiliza la propagacion consecutiva de sigma-points y el
computo de modelos de mezcla de Gaussianas (GMMs- del inglés Gaussian Mizture Models),
como se indica en el Algoritmo [8}

Algorithm 8: Filtro de Particulas con propagacion de incertidumbre via sigma-points

1 Paso 1: Transicion de estado con Sigma-Points.

2 Se aproxima la pdf del ruido de proceso con N, componentes de una GMM
wi ~ 3 N G )

3 Luego, se representa cada componente de la GMM por un conjunto de 2n, + 1
81gma—p01nts as{ se obtiene la siguiente aprox1mac1on

& 2 N (s ) 20) = 00 T W6 ()

5 Entonces, si se tiene una poblacién de N, particulas para el instante k, se obtiene una

aproximacion para la dlstrlbumon de la transicion del estado:

6 p(rilyir,) = ZN’“_JYh(%IH) W 5:2,(j*>($k)

7 Paso 2: Ajustar una GMM

8 Tomando en cuenta que el Paso 1 aumenta la poblacion de particulas, ahora se utiliza
el algoritmo Weighted Expectation Maximization para ajustar una GMM con M}
componentes (GM My):

9 GMMy(xy) = Z]v*[k 1 ag/{/];MkN(xk’ N%%Mk ngng,)

10 Paso 3: Simplificacion utilizando Sigma-Points

11 Dado que se obtiene una representacion del estado por GM M, con M) componentes,
se vuelven a introducir sigma-points para representar GM M, con My (2n, + 1)
particulas, de esta forma el tamano de la poblacion queda definido por:

12 Nk+1 = Mk(2n$ + 1)

13 Finalmente, repitiendo los Pasos del 1 al 3 se puede obtener la predicciéon del estado
del sistema para un horizonte arbitrario.

El algoritmo Weighted Expectation Maximization es un método iterativo que permite
encontrar estimadores de maxima verosimilitud de los parametros de un modelo estadistico

asociado a datos incompletos [22]. Para el punto 6, x( N(2) = f(xgc) 1 Uk—1, X,il_’]i)) y Wéi*) =

I/Vk_1 @ W(l’]) -donde W}, es el peso asociado a las particulas Ni-. Ademaés, a i* se le asigna
una COIIlblIlaCIOIl tnica de i, j, [.
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2.4. Lazo de Correccion Externa

En general, cuando se realiza estimacion por medio de un modelo en espacio-estado, hay

parametros de dicho modelo que son desconocidos y, por tanto, afectan negativamente el
desempeno de la estimacion del estado pues entregan informaciéon errorea o poco certera. En
este sentido, lo ideal seria poder realizar la estimacion del estado del sistema en conjunto
con un proceso de aprendizaje relacionado a los pardmetros que se desconocen del modelo.
Un método que enfrenta este desafio, por medio de la extension del vector de estados para
incorporar aquellos parametros desconocidos, es la evolucion artificial [26].
Por otra parte estan los lazos de correccion externa (OFCL- del inglés Outer Feedback Correc-
tion Loops) [20]. Estos son una clase de algortimos cuya finalidad es manipular los hiperparé-
metros que caracterizan los modelos en espacio de estados. El objetivo de estos algoritmos es
permitir flexibilidad a los hiperparametros que definen al modelo y, de esta forma, incorporar
aquella informacion como un aprendizaje.

2.5. Medidas de Informacion

La Teoria de la Informacion estudia la cuantificacion, almacenamiento y comunicacion
de la informacion. Inicialmente, esta teoria fue introducida por Claude E. Shannon [30]. El
objetivo en ese entonces era encontrar limites fundamentales en el procesamiento de senales
y en comprension de datos.

Actualmente, la teoria de la informaciéon ha encontrado aplicacién en muchas otras areas
incluyendo [I1], |15]; inferencia estadistica, criptografia, evolucion, neurobiologia, compu-

tacion cuéntica, reconocimiento de patrones, deteccion de plagas, dentro de muchas otras.

Tomando en cuenta que, para cada instante de tiempo, los algoritmos de estimacién y pro-
nostico de fallas aproximan la distribucion de probabilidad del estado del sistema. Entonces,
se introducen las siguiente medidas de informacion.

2.5.1. Entropia

Un concepto fundamental dentro de la teoria de la informacién -que permite medir la
incertidumbre asociada a una variable aleatoria- es la entropfa [11]:

Definicion 2.2 La entropia H(X) de una variable aleatoria discreta X, con alfabeto x y
funcion de probabilidad de masa p(xr) = Pr{X =z}, x € x se define por:

H(X) == p(x)logp(x)

TEX

Es importante notar que la entropia es un funcional de la distribuciéon de X, por lo que
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no depende en los valores actuales tomados por la variable aleatoria X, sino solo en las
probabilidades.

2.5.2. Divergencia Kullback-Lieber

La entropia de una variable aleatoria es una medida de la incerteza de la variable aleatoria;
es una medida de la cantidad de informacién requerida en promedio para describir la variable
aleatoria. La entropia relativa o distancia de Kullback-Lieber D(p||q) es una medida de la
ineficiencia asociada a asumir que la distribucion es ¢ cuando la distribucion real es p [11]:

Definicién 2.3 La entropia relativa o distancia de Kullback-Lieber entre dos probabilidades
de masa p(x) y q(z) se define como:

= x)lo p(z)
D(pllq) =) p(x)l I )

TEX

La definicion utiliza la convencién que Ologg =0, Ologg = 0y plog§ = oo. Se debe
tener en cuenta que esta medida no es una métrica real, pues no es simétrica y no satisface
la desigualdad triangular.

2.5.3. Estimaciéon no-paramétrica de Medidas de Informaciéon

Si X es un vector aleatorio tomando valores en RY, f(x) y g(x) son funciones de densidades
de probabilidad del vector aleatorio. Entonces, se define la entropia diferencial y la divergencia
de Kullback-Lieber [30], [33], [18]:

Definicién 2.4 Entropia Diferencial:

H(f) = / f(@)log(f(2))dz = —E{log(f(x))}

Definicién 2.5 Divergencia de Kullback-Lieber:

Drcr(fllo) = [ Foog(123)ao = Bttoa (133

Se asume que H(f)y Dkr(f||g) estan bien definidas y son finitas.

La dificultad surge cuando se quieren estimar estas cantidades, pero sin conocer exac-
tamente las funciones de densidades de probabilidades asociadas a la variable aleatoria. Si
se tiene acceso a muestras Xi,...,X, del vector aleatorio entonces se puede obtener una
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aproximacion discreta y estimar la entropia [33] y la divergencia [I8], por las ecuaciones [2.39)
y [2.40] respectivamente:

H(f) ~ Zf Dlog(F(X) (2.39)

Xig ) (2.40)

Donde f y g son estimaciones de las densidades de interés, que pueden obtenerse por diferentes
métodos de reconstruccion de densidades, desde una distribucién empirica discreta.

Dxi(fllg) = Drr( f“g Zf (

Un método que permite obtener estas densidades estimadas es la estimacion de densidad
de Kernel, como se explica en la siguiente seccion.

2.6. Estimacion de densidad de Kernel

En estadistica, el concepto de funcion de densidad de probabilidad es crucial. Su objetivo,
principalmente, radica en condensar informacioén acerca del comportamiento de una variable
aleatoria.

Introducido Originalmente en 1962, por Emanuel Parzen [27], la Estimacion de Densidad
de Kernel (KDE - del Inglés Kernel Density Estimation) [17] es un método no-paramétrico
que permite estimar la funcion de densidad de probabilidad de una variable aleatoria, por
medio de una cantidad finita de muestras. Formalmente, dada una secuencia de variables
aleatorias i.i.d. (del inglés independent identically distributed) { X1, X, .., X,,}, con funcion
de densidad de probabilidad f(z) (p.d.f - del Inglés probability density function) desconocida,
pero comin, entonces, se define el estimador f(z) de f(z):

) = % ; K@ (2.41)

Donde K(-) es una funcion Kernel -no negativa, que integra uno y tiene media cero- y
h > 0 es un parametro suavizante llamado bandwith o, en espanol, ancho de banda. En
general existe un amplio rango de funciones Kernel ha ser utilizadas: triangular, uniforme,
Epanechnikov, normal, dentro de otras.

2.6.1. Seleccion del parametro de suavizado

En miras a construir una estimacion de la densidad de los datos observados es necesario
escoger un parametros de ancho de banda h. En general, una medida de la efectividad al
estimar f por medio de f se obtiene mediante el error cuadratico medio integrado (MISE)

Al
mrse(f) = B{ [1f) - rw)lay) (2.42)
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se puede aproximar por la ecuacion

MISE(f) ~ K) (2.43)

1 17

Mok / f(y)dy + —a(
Donde a(K) = [ K*(z)dz y o = [ 22K(z)dz denota la varianza de la funcion Kernel.

Considerando la aproximacion de se puede mostrar que el valor 6ptimo de h que minimiza

el MISE en un sentido asintético es [9):

C((K) s
o ={ 577

Donde v(K) = a(K)/o%, v B(f) = [ f (y)*dy. De esta forma, es claro que no es posible
encontrar el ancho de banda 6ptimo, pues es necesario saber la pdf que se quiere estimar,
y si ésta se tuviera entonces no existiria la necesidad de estimarla. Sin embargo, es posible
obtener informacién acerca de como decae h con el nimero de muestras, propocionalmente
an'/® ademés es posible cuantificar el efecto de la curvatura de f por medio del factor 3(f)

Ancho de Banda 6ptimo para Kernel Normal

En el caso particular cuando f es una densidad normal, entonces se puede aproximar h
mediante la simple formula [2.44}

h=(L)" (2.44)

Donde o refiere a la desviacion standard de la distribuciéon. Si bien el supuesto es asumir la
Gaussianidad de la funcion f a estimar, en general ésta resulta una aproximaciéon apropiada
para distribuciones unimodales [9].

2.7. Baterias de Ion-Litio

Para que cualquier sistemas energizado por baterias funcione correctamente es necesario
garantizar protecciéon y condiciones 6ptimas de operacion en la bateria. Como respuesta a
este desafio nace el concepto de sistemas de gestion de bateria (BMS - del inglés Battery
Management Systems) [7], estos tienen por objetivo alcanzar aquellas condiciones de ope-
racion en la bateria, por medio del seguimiento de ciertas variables que capturan el estado
actual de la ESD. Algunas de ellas son; Estado de Carga (SoC) [7], Estado de Salud (SoH -
del inglés State-of-Health)[7], vida ttil remanente (RUL - del inglés Remaining Useful Life)
[26]. Lamentablemente, en general, no es posible medir en linea estas variables directamente,
razén por la cual los sistemas BMS deben incorporar rutinas de estimacién y pronostico en
tiempo real para poder coordinar el sistema en conjunto, y asi lograr su objetivo.

Para resolver el problema de la estimacion y pronodstico de estas variables existe una
amplia variedad de métodos en la literatura [12]. Estos permiten modelar la bateria, tanto
en aplicaciones fuera de linea; modelos electroquimicos, por ejemplo- como implementaciones
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en linea que permiten representar la bateria; representaciones de circuito abierto (OCV - del
inglés Open Clircuit Voltage). Sin embargo, estos métodos muestran ser poco apropiados para
estimacion en tiempo real, pues necesitan de largos periodos de descanzo para las baterias.
Por otra parte, existen métodos que utilizan equipamiento especializado para medir ciertas
variables de la bateria; Electrochemical Impedance Spectroscopy (EIS). Pero este tipo de
equipamiento es muy costoso, por lo que es poco factible su implementacion en la practica.

Considerando lo expuesto anteriormente, un caso de particular interés en relacion a la
implementacion de algoritmos de estimacion y prondstico esta asociado al estado de carga
en baterias. En este escenario el desafio es obtener algoritmos simplificados que funcionen
en tiempo real, restringendo el gasto energético en que incurren e intentando mantener los
niveles de exactitud y precision de la solucion no simplificada.

2.7.1. Respresentacion en Espacio-Estado

En relacion a los diferentes métodos que existen para realizar estimacion, el enfoquer Ba-
yesiano muestra ventajas al ser capaz de incorporar informacion a priori sobre la dindmica
del sistema directamente por medio del modelo, ademas de ser capaz de introducir las incer-
tidumbres asociadas a dichas representaciones. También es posible determinar un modelo de
observaciones, relacionado a la representacién en espacio-estado y, de esta forma, permitir la
convergencia de los estimadores a traves del computo de la verosimilitud de datos medidos
secuencialmente.

El siguiente modelo para la bateria [28|, es una representacion en espacio-estado de celdas
de ion-litio:

e Modelo de Transicién de Estados

i1 (k), 22 (k) u(k)) - u(k) - T,
Ecrit

ok + 1) = x9(k) — + wy (k) (2.46)

e Modelo de Observacién

y(k) = o(x1(k), x2(k), u(k)) +n(k) (2.47)

con

oz (k), 2o (k), u(k)) = vy + (vg — vy) - er@®=D 4
a-vp - (x(k) = 1)+ (1 —a) vy - (e —e FVeR)y (2.48)

—u(k) - z1(k)
Donde wy (k) ~ N(0,01) y wa(k) ~ N(0,02) corresponden a ruidos aditivos Gaussianos,
mientras que n(k) ~ N(0, 0us) representa la incertidumbre en las mediciones. El tiempo de

muestreo es Ty[sec| y u(k) = i(k)[A] es la corriente de descarga, variable que se considera
entrada al sistema. Finalmente y(k) = v(k)[V] es el voltaje de la bateria y esta variable se
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considera la salida del sistema. El estado z; representa la impedancia interna de la bateria,
mientras que o representa el estado de carga de la baterfa. Finalmente, todos lo demas
parametros de la baterfa pueden determinarse segiin el procedimiento descrito en [2§], [12] .
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Capitulo 3

Metodologia de Comparacion para
algoritmos basados en SMC

En general, el desafio de comparar algoritmos que poseen un comportameinto estocastico
intrinsico puede ser abordado desde diferentes perspectivas. Si bien algunos analisis mas
conservadores proponen considerar el peor escenario posible para cuantificar el desempeno
-0 la pérdida de desempeno- asociado a algtn algoritmo [§], esta perspectiva no entrega
necesariamente la comparacion méas adecuada para la interpretacion de resultados, de hecho
el peor caso posible entrega un resultado que no tiene posibilidad de ocurrir. En este sentido,
se puede decidir por un esquema maés flexible que permita definir el peor escenario posible de
algtin algoritmo en probailidad. De esta forma se puede estudiar el desempeno del algoritmo
acercandose arbitrariamente al peor escenario posibles, pero siempre considerando que el
peor caso tiene probabilidad nula de ocurrencia, por lo tanto es poco realista utilizarlo; ; Que
ocurre si un algoritmo D; tiene un peor desempeno que otro D, en cuanto al peor caso
posible, mientras que D; tiene mejor desempeno que D el 99,99 % de las veces?.

Otro punto importante al momento de realizar comparaciones entre algoritmos, o apro-
ximaciones, que entregan descripciones estadisticas de eventos son las medidas que se van a
utilizar para comparalos. Un primer enfoque puede sugerir contrastar los primeros momentos
de estas distribucione [32]. Pero si se considera que el hecho de contrastar diferentes apro-
ximaciones estadisiticas de un evento, con respecto a una descripcién referencial del evento,
es un problema que puede interpretarse desde las comunicaciones; el decodificar un mensaje
ideal entregado por un emisor (algoritmo de referencia), mediante una aproximacion de aquel
mensaje (salida del algoritmo simplificado), entonces tiene sentido utilizar medidas de infor-
macién para contrastar el desempeno de cada algoritmo segtin como aproxima al mensaje
ideal. Es por esta razéon que la metodologia que se explica en este capitulo propone integrar
medidas de la informacién como formas naturales de mesurar la discrepancia que entregan
distintas representaciones de algin evento, dependiendo del algoritmo que se utilice.

En este capitulo de la Tesis, se explica y propone un método que pérmite comparar dife-
rentes aproximaciones al desafio de estimar la evolucién de un sistema dinamico, por medio
de una representacion estadistica. En primera instancia se recuerda el problema que resuelve
el andlisis PACC y se trae al contexto de métodos secuenciales de Monte Carlo. Luego, se
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explica y definen medidas de la Informaciéon y como pueden ser aplicadas a algoritmos que
entregan una descripcion estadisitica de la evolucion temporal de un sistema y cémo estas
medidas pueden ser utilizadas como funciones de pérdida para asociarlas a un anélisis PACC
de los algoritmos. Finalmente, se explica como aproximar las medidas de la informacién, con-
siderando la imposibilidad de calcularlas directamente segiin las descripciones que entrega
cada algoritmo, y se presenta un esquema de comparacion.

3.1. Analisis PACC en Métodos Secuenciales de Monte
Carlo

Como se explica en la Seccion la metodologia PACC es una herramienta atil al mo-
mento de comparar algoritmos; permite estimar la pérdida en performance que se obtiene
producto de modificar o simplificar algin algoritmo.

En este sentido, se puede utilizar la metodologia PACC para comparar diferentes aproxi-
maciones al problema que soluciona Monte Carlo Secuencial, y asi contrastar el desempeno
de diferentes algoritmos.

Recordando el problema que aborda PACC; la estimacion de p., donde p., es la probabi-
lidad de que la pérdida de performance sea satisfecha a cierto nivel ~:

Prilp, — pul <} > (1-9) (3.1)

Donde, considerando el escenario de comparar algoritmos que aproximan la evoluciéon de un
sistema mediante una descripcion estadistica:

- mn(21.,) = Distribucion objetivo. Esta descripcion representa al algoritmo de referencia.

- Tn(21.,) = Aproximacion de la distribucion objetivo. Esta descripcion representa a un
algoritmo simplificado.

- py = Pr(u(m,(z1.0), Tn(21.n)) < 7) donde uw es una funciéon de costo (loss function), y
depende del problema que se esta tratando, como se explica en la siguiente Seccioén
Ademas, 7 es el menor valor de « tal que u(m,(21.,), Tn(21.4)) < 7 se cumple Vzq., € R"

- oy =~ 2 I (mn(21m), 7on(21:)) Donde

1 Si u(ﬂ-n(xl:n)7’ﬁ-n($lin)) <7

0 Siu(mp(x1n), Tn(T1m)) > 7 (3:2)

I(mp(T1m), Tn(T10)) = {

De esta manera, y recordando lo que se explica en la Seccion es posibles utilizar la
metodologia PACC para comparar diferentes algoritmos que aproximan la distribucién ob-
jetivo m,(x1.,). Entonces, al determinar 4 como el minimo valor de v tal que py(y) = 1,
Vv > 4. Luego 4 (méximo error empirico) es una aproximacion de 4 (méaximo error teorico)

que depende del niimero de muestras N¢, y se puede utilizar N¢ segtn la cota de Chernoff;

In2 . . . ~ . .
N¢ > 54. Considerando lo anterior, el valor que se obtiene para 4 es un indicador de la

exactitud computacional para el algoritmo simplificado. Y como se explica més adelante, si
se utilizan medidas de informaciéon como loss functions, entonces el maximo error empirico
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puede asociarse, por ejemplo, a pérdida de informaciéon en la que incurre cierto algoritmo, o
a analizar el manejo de la incertidumbre segtin distintas aproximaciones.

Si D, (algoritmo simplificado 1) -que entrega 7. (x.,)- obtiene una perdida en performance
41y Dy (algoritmo simplificado 2) -que entrega 72(zy.,)- una pérdida en performance 9o,
entonces:

La exactitud computacional de Dy es mayor que la de Dy < 41 < As.

3.2. Medidas de Informaciéon en Métodos secuenciales de
Monte Carlo

En relacion a los algoritmos basados en métodos secuenciales de Monte Carlo, es importan-

te recordar que estos generan una estimacion del estado del sistema mediante la aproximacion
de una distribucién de probabilidades. En consecuencia, para cada instante de tiempo, se ob-
tiene una colecciéon de muestras con pesos - i.e. particulas - que representan la distribucién
objetivo.
Llevando esto al problema de comunicacion, se puede pensar en una fuente ideal, donde el
mensaje que ésta fuente emite es la distribucion objetivo m, (1., ), mientras que los algoritmos
basados en métodos secuenciales de Monte Carlo son receptores de aquel mensaje que deco-
difican 7, (z1.,). En este sentido, las diferentes simplificaciones que utilizan estos algoritmos
para tratar de aproximar la distribuciéon objetivo se pueden conceptualizar como el error que
corrompe al mensaje durante la transimision.

Al pensar el problema desde esta perspectiva, medidas de informacién como la Divergencia
y Entropia permiten cuantificar la pérdida en informaciéon que se produce al simplificar estos
algoritmos. Ademaés, si se utilizan estas medidas como loss functions en conjunto con la
metodologia PACC (Seccién , entonces es posible cuantificar en probabilidad la pérdida
en performance de los algoritmos, asociandolo a pérdida de informaciéon. En particular:

Consideremos las siguiente definiciones:

- mp(x,) := La distribucion marginal objetivo asociada al emisor ideal que define el
estado del sistema en el instante n.

- Tn(z,) = La distribucion marginal que se obtiene por medio del algoritmo sim-
plificado para el estado de carga, en el instante n.

- T := Cantidad total de instantes en los que se realiza estimacion o prediccion del
estado del sistema, n € 1,....T.

Se introducen las siguientes medidas para cuantificar la pérdida en el desempeno de los
algoritmos:

Definiciéon 3.1 Pérdida promedio de informacion:

Dy r(mir(zir)||fur(2ir) = %Z Dicp(me ()7 (k)
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Por medio de Pérdida promedio de informacion se cuantifica la cantidad de informaciéon
perdida al aproximar la distribucién objetido, por alguna version simplificada de ella. Con
respecto a la entropfa, parece interesante observar la evolucion de H durante el proceso
de estimacion y predicciéon y comparar tanto la diferencia en entropia, como la diferencia
de evolucion de la entropia para ambos algoritmos y, de esta manera, medir la incerteza
que caracteriza la evolucion de la estimacion y prediccion segiin la aproximacion que se
implemente.

Definiciéon 3.2 Incertidumbre promedio:

T
1
H(ﬂ'lT xlT = E H
k::l

Ademés de medir la incertidumbre asociada a la distribucion, es interesante medir la
diferencia absotula entre la incertidumbre asociada a cada aproximacion y la distribucion
objetivo. De esta forma, se puede incorporar la diferencia absoluta en entropia como una
forma de cuantificar la calidad, en cuanto a manejo de la incertidumbre, de las diferentes
aproximaciones.

Definicion 3.3 Diferencia Absoluta en Incertidumbre promedio:

A(H(Wl:T(f’Ul:T)» Trr(zir))) = [H(mer(zr)) — ﬁ(ﬁlzT(mltT))‘

3.3. Estimacion de Medidas de la Informaciéon en SMC

En general, la distribucion objetivo en el instante n - m,(x,,) - es un funciéon de densidad de
probabilidad continua que representa al estado del sistema. En este sentido, si se tiene acceso
a una representacion continua de las distribuciones marginales m,(x,) v 7,(z,) se pueden
calcular las medidas de informacion:

H(mp(x,)) = —/ﬂ'n(l'n)lOg(ﬂ'n(ZEn))dl‘n (3.3)

Dier(7n ()| 7 () = / wn(xn)zog(”"(x") )dxn (3.4)

Ton(20)

Sin embargo, la mayoria de las veces no se tiene acceso a m,(z,), s6lo a aproximaciones
de esta distribuciéon basadas en pesos y particulas. En este escenario, no es posible calcular
directamente ni Frente a esta dificultad se propone, en primer lugar, aproximar la
distribucion m,(z,) por medio de 7} (x,), ésta distribucion -que también se obtiene mediante
una aproximacion de SMC- se asume como Ground Truth y sera la referencia para comparar
contra otras aproximaciones de SMC, es decir 7} (x,) se asume como el mensaje ideal de
la fuente, mientras que 7, (z,) (aproximaciones mas simplificadas de m,(x,)) representa el
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mensaje que capta el receptor, y lo que se intenta mesurar es la discrepancia entre aquellas
representaciones.

Considerando que se asume una aproximacion de m,(x,) que respresentan el Ground Truth
.5 y otras aproximaciones de SMC mediante diferentes métodos con simplificaciones méas
significativas [3.6}

T () = 7 Z W6 st (3.5)

() & Fn(2n) = Y Widxi (o) (3.6)
i=1

Al ser estas representaciones discretas, entonces, en una primera instancia se puede intentar
aproximar la divergencia por

D (o () [7tn(20)) & Dicr (7 ()7 () Zw (X zog( g;) (3.7)

Esta aproximacion presenta dos problemas. Por un lado, las particulas asociadas a 7 (z,,)
son { X1 ... XN} mientras que para 7, (z,) son {X} ... XN}, Como consecuencia de las
diferentes particulas que representan estas distribuciones, no es posible determinar el super
indice de la sumatoria si N1 # N2. Ademas, en el mejor de los casos, cuando N1 = N2, no se
puede asegurar que X' = X! Vi e {1,...,n}, por lo que no es directo el calculo del término

log(%). Considerando estas dificultades se propone, antes de realizar la estimacion no-
paramétrica de la entropia y la divergencia, un paso intermedio que permita reconstruir pdf
continuas de las representaciones con particulas de 7% (x,) y 7,(z,), y luego muestrar de
ellas escogiendo {X,il, e ,ng } para evaluar las pdf y, en consecuencia, sea posible estimar
la divergencia y entropia. Entonces se construyen las siguientes aproximaciones por medio de

KDE para () y 7n(2,), respectivamente (3.8 y 3.9}

~ X*l)
(@) & 7 (2n) = — Z (3.8)

A X 1 - (xn - X711)
Tn(xn) = Tp () = o lz:; KT (3.9)
De esta forma ahora es posible determinar un rango de interés para evaluar las pdf estima-
das de la distribucién objetivo, escogiendo las muestras { X!, ..., XM}, Lo que permite evitar
las dificultades explicadas anteriormente en cuanto a las diferencia entre {X3! ... XN}y
{X} ..., XN2} En este contexto, M es el niimero de muestras, y es una pardmetro que se

puede modificar segtn el costo computacional de calcular estas aproximaciones y la resolucion
con la que se quieren evaluar. Ademas, permite evaluar la zona de interés donde se concentra
la informacion para la variable z,,. De esta manera, se estima la divergencia[3.10|y la entropia

B.11 B.12
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Dier () n(@a)) % Dicr (73 () |n(20)) Zw (X)) zog(g X i) (3.10)
H(mn(zn)) =~ H(%n(xn)) == ZWH<X1)ZOQ(7:T71(X3@)) (3.11)
H(r () ~ H(7 Zw (X)) log(7 (X)) (3.12)

Ademas, evaluando la pdf en la misma cantidad de puntos y en las mismas posiciones, se
puede contrastar de una manera mas justa la concentracion de informacion que entregan
distintas aproximacion.

3.4. Esquema Comparativo

Continuando con el esquema comparativo que se propone, éste cuenta con una primera
instancia, donde se obtiene una realizacion -segin el algoritmo de referencia- de la evolucion
del sistema dinamico; se considera s6lo una ralizacion de este algoritmo pues se supone
que este representa el Ground Truth de la evolucion del sistema. Luego se obtienen Ng
realizaciones, segin el algoritmos simplificado, de la evolucién del sistema. Considerando
estas realizaciones y utilizando KDE, es posible reconstruir las distribuciones marginales del
algoritmo de referencia, como también las distribuciones marginales del algoritmo simplificado
para cada una de sus realizaciones. De esta manera, se pueden calcular aproximaciones no-
paramétricas de la entropfa y divergencia, lo que permite el calculo de las funciones de
pérdida; Diferencia absoluta en Incertidumbre promedio y Pérdida promedio de Informacion.

Hasta el momento, el calculo de las funciones de pérdida entre el algoritmo de referencia y
una de las realizaciones del algoritmo simplificado, entregan una realizacién de cada funcion
de pérdida. Entonces, al disponer de N¢ realizaciones del algoritmo simplificado, se pueden
obtener N¢ realizaciones de la funcion de pérdida y, en consecuencia, es posible aproximar la
probabilidad de méximo error teérico (p.) a algin nivel 7, por la probabilidad empirica py,.
Donde py,. depende del maximo error empirico 4, quien, finalmente, es una aproximacién del
maximo error teérico 74, por lo que entrega un indicador del desempeno, o exactitud, asociado
al algoritmo simplificado.
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3.4.1. Procedimiento de Comparaciéon

Algoritmo de Algoritmo Obtener realizacion del
Referencia Simplificado Algoritmo de referencia y
T (T1.m) Tn(T1m) del algoritmo simplificado

Aproximar mediante KDE.

Apro.xurnar Apro.x Hmar Asi es posible estimar
marginales: marginales: o
7 () %n () no-parameétricamente
“ \ / Hy Dgy,
Calcular Medidas: Calcular las fun-
DKL(T‘-I:T(QH:T”|ﬁ1:T($1:T)) ciones de Qérdida:
A(H (my.r(217), Trr(2ir))) u(7 (10 ), Tn(T1:m))
Estimar p, por medio Obtener N¢ realizaciones
de pn. (%), segin € y d: del algoritmo simplificado
= aproximar 7y (méaxi- 7:Tn(961n) Asf calcular
mo error teorico) por 4 N¢ realizaciones de
(méximo error empirico) (T (21, Ton(T1m))

l

De esta forma se obtiene un
indicador de la exactitud compu-
tacional del algoritmo simplifica-

do 7, (21.,). Luuego, si se realiza
esta prueba para algoritmos
que entreguen otras aproxima-
ciones (7} (z1.), 72(x1:0), - - ),
es posible obtener indices

de exactitud para cada mé-

todo y por tanto comparar

diferentes aproximaciones

30



3.5. Comentarios Sobre el Esquema Comparativo

Considerando la metodologia propuesta, es importante tener en cuenta los siguientes as-
pectos:

e Ya que no es posible tener acceso a la distribucion objetivo 7, (x1.,), es necesario definir
un Ground Truth; 7} (z1.,). En este sentido, para esta metodologia, es importante la
eleccion del algoritmo de referencia, pues basandose en la calidad de éste resultado es
que seran contrastadas diferentes aproximaciones por otros métodos.

e Por otra parte, este método presenta varias ventajas con respecto a métodos anterio-
res que han sido aplicados para contrastar algoritmos. En primer lugar, presenta un
marco estadisitco apropiado para comparar algoritmos que presentan descripciones es-
tadisitcas de la evolucion de algtin proceso, pues estos algoritmos entregan diferentes
resultados atin cuando dispongan de los mismos datos observados y mismas condiciones
iniciales, por lo que parece sensato considerar una metodologia que entregue una apro-
ximacion estadisitica del mayor error en el que incurre algin algoritmo. Finalmente,
lo importante es asegurar el buen funcionamiento de los algoritmos en probabilidad
(con niveles de confianza y precision arbitrariamente escogidos) y no frente al cien por
ciento de los casos; lo que implica un analisis muy estricto y poco realista, ademas del
desafio tedrico. En segundo lugar, el incorporar medidas de informacion, a diferencia
de analizar los primeros momentos en las distribuciones marginales de cada algoritmo,
permite capturar mayor informacion estadistica en cuanto a la discrepancia o similitud
que presentan diferentes algoritmos (es decir, distintas aproximaciones estadisticas pa-
ra la evolucion de un sistema dinamico), como por ejemplo la cantidad de informacion
que se pierde entre un algoritmo y otro, a diferencia de calcular la discrepancia en la
esperanza. O la capacidad de contrastar la discrepancia en la entropia para diferentes
aproximaciones, en lugar de medir solamente la evolucion de la varianza al comparar.

e También es interesante destacar que por medio de la metodologia propuesta se puede
cuantificar el efecto que produce modificar distintas variables o parametros que definen
a cierto algoritmo simplificado, por ejemplo, el nimero de particulas o la distribucion
inicial del estado. Como también el efecto de modificar subrutinas del algoritmo, como
lazos de correccidon externa, esquemas de resampling, etc.
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Capitulo 4

Implementacion de Esquema
Comparativo en Algoritmos de
Estimacion y Pronoéstico: Baterias de
Ion-Litio

Un elemento clave para la apropiada implementacion de sistemas de administricacion de
pronoéstico y salud (PHM) es la correcta certificacion de rutinas que predicen y estiman el
estado del sistema de interés [I]. En este sentido, durante largo tiempo se han dedicado
grandes esfuerzos a la creacion de algoritmos que permitan estimar y predecir la evolucion de
sistemas dinamicos. Sin embargo, el trabajo que se ha dedicado a definir un marco adecuado
para comparar los diferentes enfoques atn es insuficiente.

Por otra parte, la comunidad de Prognostics and Health Management (PHM) ha escogido
a los algoritmos basados en SMC como los algoritmos de facto del estado-del-arte en esta
materia |21, pues ofrecen una alternativa eficiente frente a la simulacion de Monte Carlo en la
implementacion de esquemas de pronodstico en tiempo-real. Sin embargo, ain quedan muchas
interrogantes por responder al momento de implementar un PF y al mesurar su desempeno,
mas aun al intentar contrastar PF con otros métodos que tambien buscan solucionar el mismo
desafio de diagnostico y pronéstico.

En este capitulo de la Tesis, se implementa la metodologia propuesta para medir el desem-
peno asociado a distintas aproximaciones que permiten enfretar la problematica de estimar
y predecir el estado de un sistema dinamico. Para el caso de estudio se utilizan datos de
baterfas de Ton-Litio y el objetivo es, en primer lugar, la definicién e implementaciéon de un
algoritmo de referencia para ambos casos; estimacion y pronostico. Luego, se destinan es-
fuerzos al desafio de medir -incluyendo medidas que cuestionan el paradigma actual, el ciial
no incorpora una completa descripcion estadisitca de los estados- el desempeno de distintas
estrategias, tanto para el problema de diagnostico, como para el de pronostico.
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4.1. Metodologia comparativa en Estimacion

4.1.1. Datos y Parametros del Modelo

Los valores de corriente y voltaje utilizados corresponden a la caracterizacién del uso de
un vehiculo eléctrico dentro de la ciudad (Federal Urban Driving Schedule), apropiadamente
escalado al caso de una sola celda de ion-litio [13].

En la Figura[4.1]se puede observar tanto el perfil de corriente, como el de voltaje asociado
al set de datos. Tomando en cuenta el modelo para baterias presentado en la Subseccion

Perfil de Corriente Perfil de Voltaje

3

6B 1 36

a4r

dzr

o
T

Corriente [4]
o
Voltaje [V]

ry
=]
T

2B

24r

2zr

1 4
1 1 1 1 2L 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 0 4500 1] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 450

Tiempo [seq] Tiempo [seq]

Figura 4.1: Perfiles voltaje y corriente FUDS

2.7.1] v el procedimiento de [28] para estimar los parametros, se obtienen la caracterizacion
del modelo de la bateria segin los valores de la Tabla [4.1]

4.1.2. Algoritmo de Referencia para Estimaciéon

Como se ha explicado hasta el momento, en general, no se tiene acceso a la distribucién ob-
jetivo m,(x1.,). Este es el caso también para el desafio de estimar el estado de carga en baterias
de ion-litio. Dada esta situacion, surge de manera natural la interrogante sobre como definir
o construir una aproximacion de m,(x1.,) = 7} (21.,) tal que pueda utilizarse como marco
de referencia para realizar un estudio comparativo sobre distintas aproximaciones de aquella
distribucion. Si se recuerda lo expuesto en la Subseccion 2.2.5] el problema que enfrenta el
suavizado en SMC, es el de estimar la distribucion del estado en un tiempo especifico dadas
todas las observaciones hasta un futuro. Esto es equivalente a incorporar toda la informacion
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Tabla 4.1: Valores parametros del modelo en espacio-estado para datos FUDS

Parametro \ Descripcion Valor

E . Parametro modelo de bateria 46858

T Parametro modelo de bateria 1

vy, Parametro modelo de bateria 3.9974

Vo Parametro modelo de bateria 4.144

Q Parametro modelo de bateria 0.1469

15} Parametro modelo de bateria 17

~y Parametro modelo de bateria 10.4954

wy (k) Ruido de proceso: estado ~ N(0,0.0015)
wa (k) Ruido de proceso: estado x5 ~ N(0,0.0055)
n(k) Ruido de observacion ~ N(0,0.067)
To Resistencia interna experimental 0.1

a la que se tiene acceso del sistema (observaciones) para determinar la distribucion a poste-
riori del estado del sistema en todos los instantes de tiempo. Asumiendo que la capacidad
de incorporar mayor informacion para predecir se traduce en una distribucion a posteriori
més precisa sobre el estado del sistema, y considerando también la capacidad de las técnicas
de Smoothing para incorporar toda esta informacion y luego realizar la estimacion, es que se
propone e implementa el algoritmo Forward Filter-Backward Smoothing para ser utilizado
como el algoritmo de referencia al realizar las comparaciones.

En la primera etapa; Forward Filter, el algoritmo realiza el proceso de filtrado por medio de
una rutina SIR (Algoritmo . Un aspecto relevante a considerar es el ntimero de particulas,
ya que la varianza del error de aproximacion decrece a una tasa de O(1/N) [14]. Considerando
lo anterior, es que se decide realizar la etapa de filtrado con N = 10000 particulas.

Otra factor a considerar, es la posibilidad de incluir una rutina de OFCL en la etapa de
filtrado. En particular, se utiliza la rutina que se observa en el Algoritmo [9

Algorithm 9: Outer Feedback Correction Loops

1 51 kpin < k < Koz

2 Camum = Cacum + €]

3 Si €geum < €7h -

4 std(wi(k)) = max(pistd(wy(k)), stdy)
5 std(wy(k)) = maz(pestd(wsy(k)), stds)
6 De otra forma :

7 €gcum = 0

8 std(wi(k)) = qistd(wy(k))

9 std(ws(k)) = qastd(we(k))

Donde ki v kmaee indican los instantes durante los que se ejecuta la rutina de OFCL,
eops €s la diferencia entre la medicion de la observacion real del proceso y la esperada por
el algoritmo; error de observacion. e,.,, cuantifica el error acumulado de los errores de
observacion eqs, v se inicializa con valor cero. epy, es el criterio para tomar la decision sobre
como modificar los ruidos de proceso. std; y std, son las cotas inferiores sobre las cuales no

34



es posible continuar disminuyendo los ruidos de procesos. Finalmente, p; y p, son constantes
con valor entre cero y uno, mientras que ¢; y go son constantes mayores que uno. Los valores
especificos que toma la rutina de OFCL depende del algoritmo que se implementara. En
particular, para la etapa de estimacion mediante Forward Filter los valores son:

® Kkin = 200, ke = 1000 y e, = 0.15
e p1 =099, p =099 ¢ =110y po =1.01
e std; = 10~4 y stdy = 10~

En la segunda etapa; Backward Smoothing, el algoritmo realiza un suavizado de la esti-
macion por medio de simulaciones en reversa (Backward Simulation). Es decir, ya que por
medio de la etapa de Forward Filter se obtiene p(x1.7|y1.7), entonces es posible muestrear una
realizacion 1.0 = (21, Za,...,27) del proceso, como se explica en el algoritmo |5l La rutina
de muestreo en reversa es aplicada 10000, por lo que se obtienen 10000 realizaciones de Z1.p
que capturan la descripcion estadistica de la evolucién del proceso tomando en cuenta toda
las observaciones.

4.1.3. Algoritmos a Comparar

Con respecto a los algoritmos simplificados que se somenten a la comparacion, es impor-
tante destacar que son versiones modificadas de algoritmos que han venido desarrollandose
hace anos por estudiantes del departamento de Ingenieria Eléctrica de la Universidad de
Chile que han trabajado en el desafio de la estimacion y pronéstico del estado de carga en
baterias de Ion-litio, bajo la guia del profesor Marcos Orchard. Es por esta razon que se
escogen los algoritmos que se explican a continuacién, con la intenciéon de someterlos a un
andlisis comparativo que permita cuantificar la calidad de cada aproximacion.

Ademas, se debe destacar que todos los algoritmos implementados consideran la misma
modelacion en espacio de estado para la baterfa. Lo que cambia es la cantidad de particulas
o sigma points que representan la distribucion del estado, cémo se escogen estas particulas
y como se calculan los pesos asociados, como se describe en la Seccion2.2] para cada una de
las distintas aproximaciones.

Filtro de Particulas

Este algoritmo es una aproximaciéon de SMC mediante una rutina de SIR (Algoritmo
con N = 50 particulas. La implementacion de este algoritmo incluye la rutina de OFCL
(Algoritmo @, con los siguiente pardmetros:

® Kkin = 200, ke = 1000 y e, = 0.15
e pp =099, p =099 ¢ =110y ps = 1.01
o std; =107y stdy = 10~*
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Unscented Kalman Filter

Una observacion importante es que UKF no es filtro de particulas (algoritmo SMC). En
efecto, ésta es una descripcion méas simple y restrictiva del proceso. Este algoritmo realiza
una aproximacion de la evolucion del sistema mediante el Algoritmo [2J Considerando que el
estado del sistema es de dimension dos, entonces se escogen N = 5 sigma points.

Considerando que ésta es una aproxiamcion mas simple de la descripcion estadistica de la
evolucion del proceso, toma sentido evaluar el desempeno de ella por medio de la metodologia
propuesta. Para esta aproximacion se implementan dos versiones; una sin rutina de OFCL
y una que si incluye ésta rutina. Para la version de UKF que contiene la rutina de OFCL
(Algoritmo [9)), se utilizan los siguiente parametros:

® kuin =9, kpmae = 1000 y eq, = 0.15
e pp =099, p =098 ¢t =110y po =1.01
o std; =107% y stdy = 107°

La implementacién origininal se encuentra en [32].

Condiciones Inciales

Es importante mencionar que tanto al algoritmo Forward Filter-Backward Smoothing,
como a las otras tres aproximaciones se le entrega la misma condicién inicial para el estado
del sistema:

o 1 ~ N(0.10,0.05)
o 2, ~ N(0.85,0.10)

4.1.4. Resultados de la comparaciéon

Para realizar la comparacion entre los 3 algoritmos senalados y el Ground Truth, se deben
obtener N¢ realizaciones de la evolucion del sistema por cada algoritmo simplificado. Donde
se puede escoger N¢ segin la cota de Chernoff 2.4] En consecuencia, si se quiere estimar la
probabilidad del maximo error tedrico con precision € = 0.05 y confianza (1 —6) = 0.99, i.e.:

Pr{lp, — pn.| < 0.05} > 0.99

Entonces se deben obtener No = 1060 realizaciones.

Si se toma el 90 % de los datos para realizar la estimacion (comenzando en el instante
que la bateria esta cargada completamente) y se realiza la estimacion del estado del sistema,
entonces se puede obtener una descripcion estadistica de la evolucion del SoC para la bateria
segln las distintas aproximaciones a comparar. En la Figura [4.2| se observa una realizacion
de la evolucion de la Esperanza para el SoC, segtun los 3 algoritmos descritos anteriormente
y el Ground Truth .
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Figura 4.2: Evolucion de la esperanza del SoC, segiin distintas aproximaciones.

Reconstruccion de la densidad de probabilidad del estado

En la Figura [4.2| se observa la evolucién de la Esperanza del SoC, pero si se escoge un
instante cualquiera de la estimacion, lo que cada algoritmo entrega es una representacion de
la distribucion del estado mediante particulas y pesos. En la Figura se pueden observar
las particulas y pesos asociados de los 3 algoritmos a comparar, ademés se observa la recon-
truccién en el intervalo [0, 1] -por medio de KDE, asumiendo un kernel Gaussiano y el ancho
de bada 6ptimo para éste tipo de kernel, Seccion de las pdfs asociadas al estado del SoC
en este instante.

De la Figura [4.3| se puede observar el problema de calcular dirtectamente la divergencia
de Kullback-Lieber entre estas distintas aproximaciones considerando la representacién con
pesos y particulas. Es por esta razéon que, antes de calcular las medidas de informacion, se
procede a reconstruir estas distribuciones y, de esta forma, es posible realizar una estimacion
no paramétrica de la entropia y la divergencia para este instante de tiempo y para cada
algoritmo, como se explica en la Seccion [3.3]

En particular, luego de obtener las aproximaciones para un instante de tiempo de cada
pdf segin KDE (7 (25°C) asociada al Ground Truth, 7EF (25°C) para el filtro de particulas,
fr,?KF(xfoc) y %gKF(’fd(xfOC) para el algortimo UKF y UKF con rutina OFCL, respectiva-
mente), entonces se procede a escoger las muestras {X’,ﬁ, . ,X,i”} que permtien evaluar la

reconstruccion de estas pdf de forma que sea posible calcular no-paramétricamente H y Dg..

Con respecto a la reconstruccion del la pdf para cada algoritmo, debido al alto costo
computacional que requiere reconstruir la pdf del estado para cada instante de tiempo, para
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Figura 4.3: Representacion mediante pesos y particulas de la distribucion del SoC'y respectiva
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reconstruccion de pdfs mediante KDE. instante £ = 621.

cada algoritmo y ademas realiza esto 1060 por cada algoritmo simplificado, es que se decide
realizar la reconstruccion cada 10 instantes; es decir, T's = 10[seg| para la reconstruccion del

SoC mediante KDE.

Medidas de Informaciéon
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En este momento, se dispone -para cada algoritmo- de la pdf aproximada en cada instante

Para evaluar las pdfs en cada instante de tiempo se escogen 100 muestras equidistantes
en el intervalo donde esta definido el SoC' [0,1]. De esta forma M = 100 y {X},..
0,42

: 7Xliv[} =
1}. Es decir, siempre se esta evaluando la concentracion de informacion
que entrega cada algoritmo en el intervalo [0, 1], escogiendo las muestras adecuadas para
poder evaluar cada pdf en las mismas posiciones de manera que sea posible estimar no
parametricamente las medidas de informacion, como se muestra en las ecuaciones para la

divergencia [4.1] y la entropia [4.2]



H(tn(20)) & H(7n(20)) = — 12_003 o (%)zog(%n (i 9‘91)) (4.2)
H () = H(7(r0) = — Z (Lo tog(n (S0)) (13

Considerando las aproximaciones descritas, en la Figura [£.4] se puede observar el valor esti-
mado para la entropia en cada instante de tiempo, para cada algoritmo. Ademaés, se observa
como la aproximacién de la entropia captura la evoluciéon de la incertidumbre en el proceso,
lo que puede interpretarse como aprendizaje. En este sentido, todos los algoritmos, excepto
UKF, presentan una dismicucion de la incertidumbre en el tiempo, mientras que UKF mues-
tra un incremente. Esto ocurre, pues la distribucién inicial que se entrega presenta menor
incertidumbre que la que utiliza UKF para representar el estado del sistema. En efecto, al
incorporar la rutina de OFCL en UKF se observa una disminucion en la incertidumbre, que
también puede interpretarse como mayor aprendizaje, ya que la rutina de OFCL permite
incorporar informacion sobre algunos parametros del sistema que modela el proceso de des-
carga; en particular, las rutinas de OFCL implementadas modifican los ruidos de proceso.
Por otra parte, en la Figura |4.5| se observa la estimacion de la divergencia en cada instante
de tiempo, es decir la evolucion de la perdida de informacion que presenta alguno de los
algoritmos aproximados con respecto a la referencia, para la misma realizacion del proceso
de descarga que se observa en la Figura [1.4]

Evolucion H rate para una realizacion PACC Evolucion H para una realizacion PACC

5.5
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sT 1
4.5 7 :rf
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4 4 4 1
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Figura 4.4: Evolucion de la entropia para una realizacion del proceso de estimacion, para
cada algoritmo, por medio de estimacién no paramétrica. Ty = 10[seg]
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Figura 4.5: Evolucién de la Divergencia para una realizacion del proceso de estimacion, para
cada algoritmo, por medio de estimacién no paramétrica. Ty = 10[seg]

Considerando una realizacion del proceso de estimacién por cada algoritmo, y la aproxi-
macion de medidas de la informacion para cada instante de tiempo, se puede calcular una
realizacion de las loss functions para cada algoritmo. Por ejemplo, la pérdida promedio de
informaciéon (Definicion para cada algoritmo en la realizacion de la Figura es:

B jadt 3 (o] = [o] ~ bl
o Drr(7. (xigTC)||7Tf5(x1STC)) ~ 2,1[[5(:;]]

N o < o ~ bits
* Dk T(xfTC)HF?]I“(F(xfTO)) ~ 279[ o

[seg]
o DKL(ﬁ-T:T(:El:T

S

=R
=%

SoC\ || AUKFofel 1 SoC\Y ~, 1 [bits]
Luego, para aproximar la maxima probabilidad de error es necesario calcular estas medidas
Nc = 1060 veces.

Aproximacién del maximo error tedrico en probabilidad

Para contrastar el desempeno de los algoritmos de estimacion en diferentes rangos de
operacidon se los somete a cuatro pruebas con diferentes cantidades de datos. El objetivo es,
dado un rango de operacion, calcular las aproximaciones no paramétricas de las medidas de
la informacion para cada instante y realizacion de los algoritmos simplificado y contrastarlos
con el algoritmo de referencia. De esta manera, se obtiene por cada realizacion del algortimo
simplificado un valor para cada funciéon de pérdida. Luego de obtener N¢ realizaciones de la
funcién de pérdida por cada algoritmo simplificado, se puede aproximar la probabilidad p.,
por la probabilidad py (%), y para que se cumpla que py(%) = 1, ¥y > 4 se escoge § como el
méaximo valor que obtiene el algoritmo simplificado para alguna realizacion de la funcion de
périda tomando en cuenta todas las realizaciones.

Primeramente se realiza una estimacion considerando el 90 % de los datos; comenzando en
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el momento que la bateria esta completamente cargada (100 %) y hasta el momento en el que
queda 10 % de carga aproximadamente. Esta prueba incluye un amplio rango de operacion
para la baterfa. Los resultados asociados al maximo valor que obtiene cada algoritmo, luego
de las 1060 realizaciones para las funciones de pérdida, se puede observar en la Tabla

Tabla 4.2: Maximo error empirico tomando el 90 % de los datos. 1060 realizaciones

Maximo error Empirico 90 % ‘ FF-BS PF UKF UKF OFCL
H(7vr) ol 142 1.82 4.74 1.69

D (75 |[71r) T 0 14.87 2.86 0.99

A(H (7 g, 7)) 2L 0 0.82 (H(7*)> H(%)) 3.32 (H(7*) < H(%)) 0.26 (H(7*) < H(%))

[seg]

Considerando la no-linealidad del proceso y como cada aproximacion logra capturarla,
puede ocurrir que algin algoritmo presente un buen desempeno solo hasta cierto instante
de la estimacion. Por esta razon se procede a realizar el mismo proceso de estimacion, pero
considerando menor cantidad de datos para cuantificar el desempeno. Se debe recordar que
siempre se comienza estimando con la bateria cargada completamente. En la Tabla se
observan los resultados al considerar 70 % de los datos, mientras que en la Tabla [4.4]se utiliza

el 50 % y en la Tabla [4.5] el 30 %.

Tabla 4.3: Maximo error empirico tomando el 70 % de los datos. 1060 realizaciones

Méximo error Empirico 70 % ‘ FF-BS PF UKF UKF OFCL
H(fvr) o 154  2.09 4.70 1.8
Dir(Fillfvr) B 0 43.33 2.7 1.18
A(H(7 g, 7)) 2L 0 0.83 (H(7) > H(%) 3.15 (H(7*) < H(F) 0.25 (H(7*) < H(7))

[seg]

Tabla 4.4: Maximo error empirico tomando el 50 % de los datos. 1060 realizaciones

Méximo error Empirico 50 % ‘ FF-BS PF UKF UKF OFCL
H(fvr) o 177 2.27 4.59 1.96
Dir(Fillfrr) 0 44.07 2.42 1.08

A(H (7, 7)) 2] 0 0.93 (H(7*) > HGF)) 2.82 (H(F) < HF) 0.18 (H(F*) < HR))

[seg]
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Tabla 4.5: Maximo error empirico tomando el 30 % de los datos. 1060 realizaciones

Méximo error Empirico 30 % ‘ FF-BS PF UKF UKF OFCL
H(fvr) o 2.15  2.87 4.37 2.22
Dir(Fillfrr) Bt 0 40.52 1.84 1.24

A(H(7 g, T1r))) [[’”g]] 0 0.87 (A7) > H(F) 221 (A7) < HF) 0.06 (H(7*) < H(7))

Finalmente, con respecto a los resultados que se obtienen al incorporar medidas de infor-
maciéon dentro del anilisis PACC, cabe destacar:

e La funcion de Pérdida promedio de informacion (Dgp(7.p||71.r)), es una medida que
indica la cantidad de informacién promedio que se pierde al representar la distribucion
objetivo que entrega el algoritmo de referencia 7}..-(x1.77) por medio de la distribucion

) x ) . ZUKF,. )
aproximada 71.7(21.7). En este sentido, la distribucion 7)., (279¢) es la que obtiene

. . L . . JUKF,
el menor valor estimado para el méximo error teorico. Segin esta medida, vp, ofe <

ARl < ApE se cumple en todos los rangos comparados. Lo que permite concluir que el
algoritmo UKF con la rutina OFCL es el que obtiene la mayor exactitud computacional,
considerando la cantidad de informacién promedio que se pierde. Ademas de presentar
ventajas con respecto al algoritmo PF al considerar el tiempo de procesamiento, como

se puede observar en el Anexo A.

e Otra conclusion al realizar el andlisis y considerar la Pérdida promedio de informacion
(D (7t |71r)) ¥ la Diferencia absoluta en incertidumbre promedio (A(H (711, 71.1))),
es el efecto positivo que genera la rutina de OFCL en el algoritmo UKF. Esta rutina
es capaz de reducir la incertidumbre asociada al estado del sistema, pero sin represen-
tar menos incertidumbre que el algoritmo de referencia, por lo que incluir la rutina
tiene un efecto positvo en ambas funciones de pérdida y, por lo tanto, en la exatitud
computacional del algoritmo.

e Por otro lado, si se considera solamente la funcion de pérdida Diferencia absoluta en
incertidumbre promedio (A(H (755, 71.7))); que representa una medida en cuanto al ma-
nejo de la incertidumbre por los algoritmos. Entonces, en todos los rangos de operaciéon

(Ig;"f < ﬁgf ) < &g{% . Esto puede llevar a conclusiones precipitadas

se cumple que &Z
sobre la exactitud computacional si se toma en cuenta sélo esta medida, pues se puede
concluir que el manejo de la incertidumbre por el algoritmo PF es més adecuado -en
cuanto a la Diferencia absoluta en incertidumbre promedio- que el del algoritmo UKF.
Pero se debe tener en cuenta que para el algoritmo PF el maximo valor para la Dife-
rencia absoluta en incertidumbre promedio se obtiene cuando la entropia promedio del
algoritmo PF es menor que la del algoritmo Forward Filter-Backward Smoothing, mien-
tras que esto nunca ocurre para UKF. El hecho de que el maximo valor de Diferencia
absoluta en incertidumbre promedio para PF se alcance cuando su entropia promedio
es menor que la del algoritmo de refencia, se debe considerar como una pérdida de
informacion importante de la aproximacion, pues se esta representando el estado del
sistema con menor incertidumbre que el algoritmo referencial. La medida Pérdida pro-
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medio de informacion es capaz de incorporar esta pérdida en informacion penalizando
més fuertemente una representaciéon con menor entropia que la distribucién objetivo.

e [n relacion al punto anterior, es interesante analizar la relacion que existe entre el alto
valor en la Pérdida promedio de informacion del filtro de particula y como se relaciones
con una representacion incompleta de la incertidumbre del proceso. De hecho, para
diferentes realizaciones de PF, en algunos instantes la entropia es 0, lo que implica que
se concentra toda la informacién del proceso en un solo punto. Es por este motivo,
que se sugiere la implementacion de nuevas rutinas y estrategias que permitan atacar el
problema de empobrecimiento -y no solo la degenaracion- en la poblacion de particulas,
generando mayor diversidad en la representacion del estado.

4.2. Metodologia comparativa en Pronéstico

Para el escenario del pronostico se tiene acceso a los mismos datos que para la estimacion
(FUDS, Figura|.1)). Ademas, se utilizan los mismos valores de los parametros para el modelo
en espacio de estado (Tabla [4.1]).

4.2.1. Algoritmo de Referencia para Prondéstico

De manera analoga al escenario de comparacion en estimacion, para el pronodstico también
es necesario definir un Ground Truth que serd la referencia contra la cual se comparan los
algoritmos simplificados. En este sentido, y como se explica en la Seccion [2.3] las simulaciones
de Monte Carlo ofrecen una solucion al desafio del prondstico a un alto costo computacional.

Para el caso de la estimacion se dispone de un modelo dinamico de la forma:

Tpy1 = f(xr) + wy (4.4)

Donde x € R? 5 en la ecuacion (9°F) es el estado que representa la evolucion del
SoC, mientras que x; en la ecuaciéon (desde ahora se le llamara z7) se interpreta como
la impedancia interna del modelo, pero es un parametro desconocido que sigue un proceso
de aprendizaje segtn la evolucion artificial [26]. Es importante destacar que los ruidos de
proceso no tienen una interpretacion fisica directa, y su objetivo principal es dotar al estado
de diversidad y de esta forma permitir el aprendizaje. Por esta razon, no es directo incluir
los mismos ruidos de proceso que se utilizan en estimacion, en la rutina de pronoéstico. Pues
esto conlleva a incluir incertidumbre en la prediccion que no es propia del sistema modelado.
En particular, el incluir el ruido de zZ en el prondstico no es correcto, pues al ser ésta una
variable asociada a un proceso de evolucién artificial, que sélo aprende durante la estimacion,
entonces lo mas sensato para realizar pronostico es tomar el tltimo valor “aprendido” de x%
durante la estimacion y utilizar este valor para continuar con el pronostico, de otra manera
se inyecta incertidumbre al sistema que no es propia de él, sino de la incapacidad de modelar
correctamente la impedancia interna.

Tomando en cuenta lo expuesto anteriormente, y considerando que se tiene un Ground
Truth para el SoC durante la estimacion. Entonces, el objetivo es obtener un Ground Truth
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para el pronoéstico disponiendo de una secuencia de funciones de probabilidad -que se obtienen
mediante el algoritmo de Forward Filter-Backward Smoothing- ordenada {rj(xo), 7} (z1),
..., 77 (21,)} (con T), el tiempo donde se comienza a ejecutar el algoritmo de prondstico y
zp = [2Z, 27°C]T). Para lograr esto se debe tener en cuenta lo siguiente:

e Considerando que es incorrecto incorporar el ruido de 2% (w; en la ecuacion m Desde
ahora wy) en el pronostico, y considerando también que se tiene una estimacion para z%
contemplando todos los datos (Forward Filter-Backward Smoothing). Entonces, para
el pronostico se escoge z7 (k) = E{r}(z7)} Vk > T,.

e Ya que se quiere obtener una referencia para el pronoéstico, la variable exdgena del
modelo (u en la ecuaciéon , se escoge igual al valor de corriente real medida, es
decir u(k) = y(k) Vk > T,. Se debe recordar que en el esquema de prondstico, ain
cuando se entrega la variable ex6gena, no se modifican los pesos de las particulas;
Algoritmo [6] El hecho de entregar la variable exdgena igual al valor real de corriente es
con la intencién de generar una referencia adecuada, pero es incorrecto interpretar el
valor de la variable ex6gena en el pronostico como una observacion.

e Finalmente, tomando en consideraciéon que el ruido de proceso para el pronostico del
SoC no es el mismo que se utiliza en la estimacion, se propone la siguiente metodologia
para determinarlo. Tomando en cuenta que se tiene una coleccion de distribuciones para

.. ) *(.SoC *(.SoC * SoC
el estado de carga con anterioridad al pronéstico {mg(z5°"), 71 (27°7), ..., 7y (z7°7)},
entonces se construye un modelo dindmico de la forma:

T (2255) = f(mi(22°7)) + wy (4.5)

Donde f se mantiene de la ecuacion y solo se modifica el ruido. Entonces, si 23°¢
y wy, son variables aleatorias independientes, la secuencia debe respetar la ecuaicion

Var{m1(2359)} = Var{f(m;(z7°))} + Var{w} (4.6)
Por lo tanto, si el ruido wy, es i.i.d., la varianza debe cumplir con la ecuacion 4.7}

Var{m}(27°)} = Var{f(m5(25°))} + Var {wy}

Var{r;(e5°")} = Var{f(x}(z5°"))} + Var{wy}
(4.7)

Var{ry, (v7.9)} = Var{f (73,1 (x7,%))} + Var{w}

Lo anterior justifica la idea de definir la varianza del ruido wy, segin la ecuaciéon

Varlw) = 5p 3 Verlm 8} —Var(fa G0N (18)

Donde M son la cantidad de instantes que se escogen -anteriores al pronostico- para
aproximar la varianza de wy, y para este trabajo se utilizan los 100 instantes anteriores,
asi M = 100.

Finalmente, tomando en cuenta todas las consideraciones mencionadas, se aplica el Algoritmo
6}, utilizando 50000 particulas.
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4.2.2. Algoritmos a Comparar

Con respecto a los algoritmos simplificados para el pronodstico, se modifican versiones ya
existentes de algoritmos de pronoéstico para el estado de carga de baterias de Ion-Litio, que
se han desarrollado por estudiantes de Ingenieria Eléctrica de la Universidad de Chile, bajo
la guia del profesor Marcos Orchard. Todos los algoritmos consideran la misma funcién de
transicion de estado y de observacion asociadas a la modelaciéon en espacio de estado.

Con el fin de comparar diferentes modificaciones en cada uno de los métodos, se toman
Ne = 1060 realizaciones de cada algoritmo, por cada perfil de corriente. El objetivo es
mesurar como afecta la calidad de los resultados al incluir distinto perfiles de corriente para
generar la prediccion del estado en el tiempo. Especificamente, se utilizan tres perfiles de
corriente:

e Corriente Real: Considerando que se tiene acceso a los datos reales de corriente,
entonces se puede entregar el valor real de la corriente a cada algoritmo y realizar el
pronodstico. El objetivo de este perfil es incluir la informaciéon real del proceso, para
luego contrastar ésta aproximaciéon con perfiles de corriente que intentan representar la
evolucion de ésta sin tener acceso a su valor real.

e Corriente Promedio: Una de las aproximaciones més simples que se pueden generar
para realizar el prondéstico es tomar la corriente hasta el instante del pronéstico, pro-
mediarla, y utilizar este valor para construir la prediccion.

Es decir u(k) = #- 3277, 1(4), Yk > T,

e Corriente Cadena de Markov: Propuesto originalmente en [23], el objetivo es cons-
truir un perfil de corriente de descarga por medio de una realizaciéon de una cadena
de Markov homogénea de dos estados, los cuales son representados por transiciones
aleatorias entre niveles altos y bajos de corriente. De esta manera, se puede mesurar
el efecto de generar un perfil de corriente que capture caracteristicas estadisticas de la
evolucion de la corriente hasta antes del pronostico, y luego utilizar ésta caracterizacion
para determinar los niveles y las probabilidades de transicion asociadas a la cadena de
Markov.

Finalmente, ya que el pronodstico intenta predecir el momento en que fallara el sistema en
el futuro, entonces para cada realizacion de la rutina de prondstico se puede construir la
probabilidad de masa asociada al EoL (del inglés End of Life), ésta pmf caracteriza la proba-
bilidad de que el estado de carga de la bateria este bajo cierto umbral. Para calcular la pmf
se considera la deficion de EoL segtn [2]. Ademas, la hazard zone, para este caso, se define:

1 SiSoC(k) <20%

. (4.9)

p(failure|xy) = {
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Filtro de Particulas Regularizado

Implementado originalmente en [13], el esquema de prondstico por medio de PF regula-
rizado esta resumido en el Algoritmom [7] En esta implementacion se utilizan 50 particulas.
Ademaés, para medir el desempeno de este esquema se considera la realizacion del PF tomando
los tres perfiles de corriente explicados anteriormente.

Filtro de Particulas con propagacién de incertidumbre via sigma-points

El algoritmo basado en filtro de pariculas con propagaciéon de incertidumbre via sigma-
points, originalmente, fue implementado para el caso de baterias en [2]. Esta aproximacion
sigue los pasos descritos por el Algoritmo [§]y, al igual que con el PF regularizado, se somente
a este algoritmos a los tres perfiles de corriente mencionados, para evaluar el efecto que tienen
en la calidad de los resultados.

Se utilizan N, = 90 particulas, My = 10 componentes de la GMM y Y& =

M, 9 sigma-points.

Condiciones Iniciales

Para cada realizacion del pronéstico todos lo algoritmos comparten la misma condicion
inicial. Esta se construye definiendo una distribucién normal utilizando el Ground Truth que
se obtiene en la estimacion, en el instante donde comienza la rutina de pronéstico. Entonces,
si comienza el pronodstico en el instante k = T, la condicién inicial es:

1, (v1,) ~ N(E{nr, (27,)}, Var{rz, (27,)})

Donde 77, (27 ) se tiene de la etapa de estimacion, al generar el resutlado por Forward Filter-
Backward Smoothing.

4.2.3. Resultados de la comparaciéon

De la misma forma que para la estimacién, al momento de aproximar el maximo error
tedrico en las rutinas de prondstico, se deben obtener N¢ realizaciones del prondstico por
cada algoritmo simplificado. De esta manera, si se escoge No = 1060, se puede aproximar la
probabilidad de méaximo error tedrico con precision € = 0,05 y confianza (1 — ) = 0,99.

Si se toma la distribucion a posteriori que entrega el algoritmo de referencia para la
estimacion (FF-BS) en el instante k = T}, y se utiliza como condicién incial para el pronostico,
entonces se pueden generar trayectorias de la evolucion del estado del sistema. En particular,
en la Figura se observa la evolucion de la esperanza del SoC para el algoritmo PF,
considerando los tres perfiles de corriente descritos y comenzando la prediccion desde el 70 %
de los datos en adelante. De la misma forma, en la Figura [4.7] se observa la realizacion del
mismo experimento, pero ejecutando el algoritmo PFSG para generar la prediccion.
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Figura 4.6: Evolucion de la Esperanza del SoC' para el algoritmo PF, considerando tres
perfiles de corriente distintos: Ir = Corriente Real , I'm =Corriente promedio y mch =
corriente Cadena de Markov.
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Figura 4.7: Evolucion de la Esperanza del SoC' para el algoritmo PFSG, considerando tres
perfiles de corriente distintos:Ir = Corriente Real , Im =Corriente promedio y mch =
corriente Cadena de Markov.
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Reconstruccion de la densidad de probabilidad del estado

Entonces, si se escoge una realizacién del prondstico por cada algoritmo, y se analiza
un instante particular, se puede reconstruir la distribuciéon de probabilidades asociada al
estado, por medio de KDE (para este caso también se asume kernel Gaussiano y el ancho
de banda 6ptimo, como se explica en la Seccidén . Ademas, por cada realizacién del
pronostico se obtiene una probabilidad de masa asociada al EoL, para el caso de filtro de
particulas regularizado y filtro de particulas con propagacion de incertidumbre via sigma-
points, respectivamente como se ilustra en las Figuras y

Medidas de Informaciéon

Tomando la descripcion por particulas y pesos que genera cada algoritmo para la predic-
cién de la evolucion del sistema, se construyen las pdfs en cada instante de tiempo k > T

e Ground Truth = 7} (z3°%)

e Filtro de particulas regularizado= 7% (z5°C)

e Filtro de particulas con propagacion de incertidumbre via sigma-points = 75 F5¢ (z7°¢)

Luego, para estimar las medidas de informacién en el pronéstico, se utilizan las mismas
ecuaciones descritas para el caso de la estimacion; divergencia [4.1] y entropias

De esta manera, se aproxima la entropia como muestra la Figura 4.10[ para el filtro de
particulas regularizado y la Figura[d.I1] para el filtro de particulas con propagacién de incerti-
dumbre via sigma-points. Vale destacar que, a diferencia del caso de estimacion, al momento
de predecir la evolucién del estado de carga se observa un constante aumento en la entro-
pia; al no tener acceso a datos, no es posible modificar la distribucién a priori del estado
y, por tanto, incorporar nueva informacion del proceso, lo que conlleva un aumento de la
incertidumbre a medida que el tiempo avanza. Con respecto al efecto de la condicién inicial
-a diferencia de la estimacion- en la rutina de prondstico siempre se observara un aumento
de la entropia independiente de la condicion incial, siempre que la distribucion en k = T,
no describa la méaxima cantidad de incertidumbre posible asociada al estado del sistema.
Por otra parte, con respecto a la divergencia, en la Figura [4.12] se observa la evolucion de
esta medida para el algoritmo de filtro de particulas regularizado -considerando la misma
realizacion que para la Figura [4.10F, mientras que la Figura 4.13| muestra la misma medida
para la rutina PFSG, utilizando la misma realizacion del prondstico que el que se observa en
la estimacion de la entropia de la Figura 4.11
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Aproximacién del maximo error tedrico en probabilidad

Entonces, para constrastar el desempeno de los algoritmos, se generan las N. = 1060
realizaciones de los diferentes esquemas simplificados, segiin los distintos perfiles de corriente.
La Tabla muestra los resultados de la comparacion, cuando se implementan las rutinas
de pronostico desde el 70 % de los datos en adelante.

Para contrastar el desempeno de los algoritmos de pronostico bajo distintos rangos de
operacion se utilizan tres pruebas con diferentes cantidades de datos. El objetivo es, analoga-
mente al escenario de la estimacion, dado un rango de operacion, calcular las aproximaciones
no paramétricas de las medidas de informacién para cada instante y realizacion de los algo-
ritmos simplificado y contrastarlos con el algoritmo de referencia. Los resultados asociados a
comenzar el pronostico desde el 50 % de los datos en adelante se muestran en la Tabla
mientras que el mismo experimento, pero comenzando desde el 30 % en adelante se observa

en la Tabla [4.8]

Tabla 4.6: Maximo error empirico comenzando el prondstico desde el 70 % de los datos. 1060
realizaciones

Méximo error Empirico 70 % ‘ G.T Ieu Lyromedio Inron

H(ZEE) 12 2.24 2.98 3.13 2.9

H(z[55¢) 2l 2.24 5.71 5.53 5.71

D (#17TF) T 0 319 3.67 13.49

D (750 ||[F155¢) Bk 0 2191 11.95 24.7

A(H (750, 717))) o 0 108 (HG) < H(F) 115 (HGFE) < HF) 1.34 (HGF) < H(F))
AH (7, 70559))) e 0 347 (H(F) < H(F) 3.28 (H(F) < H(%) 3.46 (H(7*) < H(%))
Dy (ToF*||[ToFTT) [bits] |0 33.84 32.59 36.74

Dy (ToF*||ToFTF%) [bits] |0 45.7 45.7 45.7
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Tabla 4.7: Maximo error empirico comenzando el prondstico desde el 50 % de los datos. 1060

realizaciones

Méaximo error Empirico 50 % ‘ G.T I eu

Inrcn

7/~ bits
H(xI) B

F[( ;TPFSG) [bits]

1T @

Dy (75| |71s)

Dy (ToF*||ToFTT) [bits]

Dy (ToF*||ToFTTS%) [bits]

251 3.92

251 5.92

0

3.81

6.046

3.23

31.8

3.37

44.95

Tabla 4.8: Maximo error empirico comenzando el prondstico desde el 30 % de los datos. 1060

realizaciones
Méximo error Empirico 30 % \ GT ILea Inrcn
H(ZE) 2 3.58 5.03 5.05
H(#T75¢) 2o 3.58 6.13 6.02
Drcr (75 l|717) 0 2.06
Dy (71p||7EESC 0 35.86
A(H (77, 7470)) 0 (7)< H(%) 143 (H(7*) < H(7)
A(H (75, 7aDESG 0 2.55 (H(7*) < H( 2.03 (H(#) < H(7)) 2.43 (H(7*) < H(%))
Dy (ToF*||ToFTT) [bits] 0 6.2
Dy (ToF*||[ToFTTS%) [bits] | 0 44.15



De los resultados que se obtienen aplicando la metodologia propuesta al escenario de
pronostico, se desprende lo siguiente:

e A diferencia del caso asociado a estimacion, para el prondstico todos los algoritmos sim-
plificados obtienen el méximo de Diferencia absoluta en incertidumbre con (H(7*) <
H(7)). Es decir, los algoritmos simplificados representan la prediccién del estado con
mayor incertidumbre que la referencia. Esto es consistente considerando que los algo-
ritmos simplificados son una aproximaciéon mas simple de la evolucidén del estado del
sistema que la que entrega el algoritmo de referencia.

e En general, el filtro de particulas regularizado obtiene un maximo error empirico me-
nor que el que obtiene el filtro de particulas con propagacion de incertidumbre via
sigma-points. Considerando las tres medidas propuestas; Diferencia absoluta en incer-
tidumbre, Pérdida promedio de informacion y Pérdida de informaciéon en la pmf del
EoL. Entonces, como 477 < APFS¢ «— la exactitud computacional de PF es mayor
que la de PFSG, se concluye que el algoritmo PF es mas exacto computacionalmente
que el aloritmo PFSG, tomando las medidas de informacion propuesta para realizar la
comparacion.

e Tomando en cuenta la forma en la que estan implementados los algoritmos hasta es-
te momento, introducir en el pronoéstico la corriente promedio como variable exégena
es una simplificacién que implica un menor costo computacional sin comprometer el
desempeno del algortimo (Anexo A). Sin embargo, el valor de la corriente y la im-
pedancia interna estan relacionados. Es decir, distintos perfiles de corriente, inducen
diferentes valores para la impedancia. Esta relacion aun no esta bien definida, como
se puede observar en las ecuaciones de transicion de estado (particularmente, ecuacion
, y por ésto es que se utiliza un valor constante para la impedancia interna en
el pronéstico y asi no incorporar incertidumbre que no es propia del proceso. En este
sentido, se sugiere dedicar esfuerzo a definir apropiadamente la relaciéon que existe en-
tre la impedancia interna y la corriente, y asi poder introducir valores de impedancia
consistentes con el perfil de la variable ex6gena tanto para el pronostico, como para la
estimacion, lo que significara incorporar mayor informacion sobre la representacion del
proceso y, por tanto, una caracterizacion adecuada de la evolucion de los pardmetros
del modelo, que se concreta en un resultado que incluye un significado fisico del sistema
que aun no esta definido apropiadamente.

e Con respecto al desempeno que obtiene el Algortimo PFSG, cabe mencionar dos as-
pectos interesantes a tener en cuenta para mejorar su desempeno. A diferencia del
Algoritmo PF regularizado, PFSG asume el ruido de proceso al momento de realizar el
prondstico, sin que este ruido tenga un significado fisico directo asociado al sistema. En
este sentido, dedicar esfuerzos a la correcta modelaciéon del ruido de proceso a utilizar
en el prondstico posiblemente tenga un impacto positivo en el desmpeifio del Algoritmo
PFSG. En segundo lugar, el objetivo de PFSG es caracterizar apropiadamente las colas
de las pdfs asociadas al vector de estado. En consecuencia, efectivamente su estructura
le permite representar de mejor manera las colas de las pdfs, pero esto no significa nece-
sariamente una adecuada representacion de la distribucién de probabilidades del estado
de sistema, ni de la distribucion asociada al Eol.. Por lo tanto, si las medidas a utilizar
para contrastar el desempeno de los algoritmos consideran la totalidad de la descrip-
cion estadistica que entregan estas rutinas, entonces este algoritmo puede evaluarse

o4



con un desempeno pobre. Mientras que si se utilizan otras medidas para cuantificar
su desempeno, por ejemplo medidas que centren su atencion en las colas de las pdfs
(como la medida JITP,y), entonces pueden cambiar radicalemente las conclusiones
con respecto al desmpeno de PFSG.
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4.3. Comentarios sobre la metodologia

Es importante mencionar que el marco comparativo es bastante flexible en relacion a las
funciones de pérdida que se pueden incorporar. En este sentido, diferentes funciones de pér-
dida pueden ser mas apropiadas para medir ciertas cualidades interesantes de los algoritmos,
y de esta manera se pueden determinar funciones de perdida especificas para medir el efecto
de subrutinas de los algoritmos. Por ejemplo, al medir la entropia se pueden tomar decisiones
en cuanto al efecto que tiene en el desempeno de los algoritmos distintas subrutinas de re-
sampling y diferentes condiciones para ejecutarlas, o el nimero de particulas necesario para
incorporar la incertidumbre minima. En este sentido, también es posible realizar pruebas
donde cada vez se incluyan condiciones iniciales distintas en los algoritmos simplificados, de
esta manera se puede cuantificar la sensibilidad que tienen con respecto a una inicializacion
incorrecta en el estado del sistema.

La manera en la que se pueden aproximar las medidas de informacion no es tnica. En
este sentido, se sugiere el desarrollo, estudio e implentacién de nuevas técnicas que permitan
estimar medidas de informacion en el enfoque de la inferencia Bayesiana. Este punto es crucial,
pues hasta el momento las medidas que son utilizadas generalmente para medir el desempeno
de este tipo de algoritmos (MSE, por ejemplo), no incorpora una adecuada descripcion de la
caracterizacion estadistica que se asume para la evolucion del sistema.

En relacion al parrafo anterior, parece extramademente til el desarrollo e incorporaciéon de
una aproximacion de la informacién mutua como funciéon de perdida para cuantificar la perida
de desempernio en los algoritmos. Puede ser interesante explorar una manera de modificar la
Adjusted Mutual Information|24], para que sea aplicable al momento de comparar diferentes
aproximaciones a la evolucién del sistema en estudio.

Si bien el desafio original de la metodologia propuesta es comparar algoritmos de estima-
cion que aproximan la solucion de SMC, el método se puede extender para generar compa-
raciones de algoritmos que generen la estimacion de otra manera. En particular, otra forma
en la que puede ser 1til el marco comparativo es al momento de determinar las funciones que
definen el modelo en espacio de estado asociado a SMC. Por ejemplo, si se obtiene una apro-
ximacion de la distribucion a posteriori del estado de un sistema, por alguna metodologia
distinta del enfoque secuencial de Monte Carlo, y se utiliza este resultado como la distri-
buciéon objetivo, entonces se puede definir un problema de optimizacion, donde el objetivo
es minimizar el maximo error tedrico estimado segin PACC (utilizando alguna medida de
la informacion, como la divergencia), sujeto a un set de funciones que permitan representar
al sistema en el enfoque SMC asociado y a un rango para los hiperpardmetros de aquellas
funciones. Asi se puede estudiar el efecto de utilizar distintas funciones para representar la
evolucion del sistema en el respectivo enfoque SMC, y los parametros de aquellas funciones.
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Conclusion

La metodologia presentada permite, por una parte, generar un marco adecuado que facilita
el calculo del maximo error en probabilidad dada una medida, y por tanto permite concluir
en cuanto a la precision computacional de los algoritmos. Por otra parte, se cuestiona el
paradigma de comparar momentos de la distribucién para evaluar el desempeno, al incorporar
la caracterizacion completa de la distribuciéon al momento de cuantificar el desempeno. En
este sentido, se debe poner atencién en cuanto al desarrollo de nuevas técnicas que permitan
incorporar medidas de informaciéon dentro de la descripcion y comparacion de algoritmos que
realicen estimacion y prediccion del estado de sistemas.

En cuanto al Ground Truth para la estimacion, se implementa una aproximacion de Monte
Carlo secuencial que considera toda la informacién del proceso, para generar una estimacion
off-line. Sin embargo, se pueden proponer otros método como referencia para la comparacion,
pero, desde un principio, el objetivo de esta Tesis fue generar una referencia sujeta a un
modelo en espacio de estado. Ocurre de manera similar para el escenario de pronostico,
donde se asume el modelo y se genera una referencia tomando el Ground Truth que describe
la estimacion y utilizando Monte Carlo secuencial, con el valor real de la corriente, para
representar la evolucon del sistema. En ambas referencias, se considera el hecho de que la
varianza del error de aproximacion decrece a una tasa de O(1/N), con N el namero de
particulas. Es importante destacar que la construccion de un Ground Truth es un elemento
crucial para un analisis correcto del desempeno de distintos algoritmos, segiin la metodologia
propuesta.

También es importante destacar la posibilidad de aplicar la metodologia propuesta a un
amplio rango de problemas, comenzando por el hecho de que el filtrado bayesiano mediante
filtro de particulas es un caso particular de los algoritimos basados en Monte Carlo Secuencial.
Por otro lado, también existen diferentes enfoques que permiten resolver el problema de
estimar y predecir la evolucion de la distribucion de probabilidades asociada al estado de un
sistema, donde la metodologia propuesta puede ser utilizada para comparar estos enfoques
contras distintas aproximaciones de SMC u otros métodos.

Es interesante el hecho de que las medidas de informacién tienen una alta aplicabilidad
en cuanto a la forma en la que se asume la descripcién del mundo desde que se adopta
la perspectiva de la mecanica cuantica. Siendo consistentes con la descripcién y medicion
de fenémenos fisicos. En relaciéon a esto ultimo, se debe recordar que en tultima instancia
estos métodos intentan representar un fenémeno que ocurre en la naturaleza -como por
ejemplo la medicién de la corriente- y que, si se asume que la representaciéon que entrega la
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mecanica cuantica de la realidad es asertada, y que el enfoque probabilistico que asumen los
métodos secuenciales de Monte Carlo es consistente con ésta representacion (que los sistemas
se describen por una superposicion de estados que coexisten) entonces tiene sentido incorporar
medidas de informacién en algoritmos que intentan capturar una representacion probabilistica
de la realidad /estado de un sistema, antes que una vision deterministica del asunto, donde si
tiene sentido aplicar medidas que no logran capturar la descricion estadisitca del estado de
un sistema; como ocurre al utilizar s6lo los primeros momentos de la distribucion.
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Anexo A

Tiempos de Procesamiento de
Algoritmos

Otro aspecto importante para evaluar el desempeno de los algoritmos de estimaciéon y pro-
nostico, es el tiempo que les toma procesar la informacion, pues esta variable esta relacionada
con el costo computacional del algoritmo. Por esta razon, en la Figura[A.T]se observa la rela-
cion que existe entre la cantidad de datos a procesar (considerando que el tiempo de muestreo
del sistema es 1[seg], entonces 1 dato corresponde a 1[seg| en el eje instantes estimacion) y
el respectivo tiempo que le toma a cada algoritmo procesar aquella informacion.

Para establecer la relacion entre el tiempo de procesamiento y los instantes a estimar,
se toma el promedio de 100 realizaciones de la estimacion para cada algoritmo, tomando los
mismos 4 intervalos utilizados para comparar el desempeno de los algoritmos en el Capitulo
(30 %, 50 %, 70 % y 90 %) y luego se escoge la curva polinomial de grado 1 que mejor se ajusta
a los datos en el sentido de minimos cuadrados. En la Figura los circulos representan el
tiempo promedio de procesamiento de las 100 realizaciones, la linea vertical dentro de ellos
respresenta la desviacion estandar en el tiempo de procesamiento y la linea punteada es la
curva ajustada segiin minimos cuadrados. Ademas, en la Tabla[A.T]se detallan los coeficientes
del ajuste polinomial.

Tabla A.1: Coeficientes polinomio grado 1 asociado a cada algoritmo para estimacion

Algoritmo | Coef. a! Coef. 2°

PF 2,38 x 107* 1,685 x 1073
UKF 1,269 x 107 1,5 x 1073
UKF OFCL | 1,343 x 107* 1,065 x 1073

De manera analoga, para los algoritmos estudiados en la etapa de pronéstico, se obtienen
100 realizaciones del tiempo de procesamiento, considerando los intervalo 30 %, 50 % y 70 %;
se obtiene el promedio y la desviacion estandar, y luego se ajusta una curva polinomial de
grado 2 en el sentido de minimos cuadrados. En la Figura y la Tabla se observan
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Tiempo procesamiento [seg]

Tiempo procesamiento [seg]
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Figura A.1: Tiempo de procesamiento que demora el algoritmo en funcion de la cantidad
total de instantes a estimar. Se consideran los 3 algoritmos utilizados en [4.1.3]

los resultados asociados al algoritmo de pronostico filtro de particulas regularizado, mientras
que en la Figura y Tabla se observa la relacion que existe entre la cantidad de
datos a procesar y el tiempo que le toma al algoritmo filtro de particula con propagacion de
incertidumbre via sigma-points.

Tiempo de Procesamiento: PF prondstico
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Figura A.2: Tiempo de procesamiento que demora el algoritmo en funcion de la cantidad
total de instantes a pronosticar. Se considera el algoritmos PF Regularizado y los 3 perfiles
de corrientes descritos en [4.2.2]
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Tiempo procesamiento [seg]

Tabla A.2: Coeficientes polinomio grado 2 asociado a PF Regularizado, considerando 3 perfiles

de corriente distintos para pronostico
Algoritmo | Coef. 2? Coef. 2! Coef. 2°

Corriente Real 1,064 x 1077 4,47 x 107* 3,072 x 1073
Corriente Promedio | 9,937 x 107% 4,51 x 107* 2,561 x 10~*

Corriente C.Markov | 8,742 x 1078 6,451 x 107* 1,168 x 1073

Tiempo de Procesamiento: PFSG Prondstico
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Figura A.3: Tiempo de procesamiento que demora el algoritmo en funcién de la cantidad

total de instantes a pronosticar. Se considera el algoritmos PFSG y los 3 perfiles de corrientes
descritos en

Tabla A.3: Coeficientes polinomio grado 2 asociado a PFSG, considerando 3 perfiles de co-
rriente distintos para pronostico
Algoritmo | Coef. 2 Coef. ! Coef.

Corriente Real —1,187 x 1077 4,544 x 1073 —=3,776 x 1072

Corriente Promedio | —1,241 x 1077 4,842 x 1073  —2,168 x 1072

Corriente C.Markov | —1,698 x 10~7 7,611 x 1073 —4,537 x 1072
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