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CURVAS AUTOCONTRACTANTES Y A-CURVAS:
RECTIFICABILIDAD Y COMPORTAMIENTO ASINTOTICO

Las curvas autocontractantes (ver definicion han sido extensamente estudiadas debido
a su relacion con sistemas dinamicos de tipo gradiente y sus aplicaciones tanto en algoritmos
de optimizacion de tipo descenso (Convergencia del algoritmo Proximal), como de soluciones
a encontrar curvas que sean perpendiculares a foliaciones convexas del espacio (ver [4], [2]).
También, de manera independiente, en la década del 90 los mateméaticos Manselli y Pucci
trabajaron en estudiar el largo de ciertas curvas, que a posteriori, corresponden exactamen-
te a las curvas autocontractantes salvo porque estén revertidas en orientaciéon y supuestas
rectificables de antemano (ver [§]).

La rectificabilidad en curvas irregulares resulta ser un problema complicado dado que no
hay una caracterizacion de esta propiedad salvo hipotesis fuertes, como del estilo que sean
diferenciables, o bien, que posean curvatura finita (ver [13]|, Capitulo 5). Este trabajo esta
enfocado en extender lo mas posible una técnica que prueba rectificabilidad (en un sentido
que quedara claro en el capitulo 2), para el caso de las A-curvas, que a saber, son curvas en un
espacio métrico v : I C R — (X, d), tales que para tq,t9,t3 € I, con t; < ty < t3, satisfacen:

d(y(t1),7(t2)) < d(y(t1), v(t3)) + Ad(v(t2), v(t3))-

Se puede apreciar que una curva autocontractante con orientacién invertida corresponde al
caso A = 0, por lo tanto la clase de A-curvas es mas amplia y su estudio contiene lo anterior
mencionado.

También, se presentan propiedades geométricas de las A-curvas y su estrecha relacion
con curvas autocontractantes definidas en espacios de Banach de dimension infinita. En esta
misma linea, se muestran 2 ejemplos para probar que las curvas autocontractantes definidas
sobre espacios de Banach, contenidas en un compacto, no tienen por qué ser rectificables, ni
si quiera localmente rectificables.
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"Yo, que soy ignorante de tantas cosas,
S€ que tgnoro una mds..."
Jorge Luis Borges
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Introduccion

Las curvas autocontractantes presentan gran interés dada su relaciéon con sistemas diné-
micos de tipo gradiente y sus aplicaciones a diferentes algoritmos de descenso (por ejemplo,
convergencia del algoritmo proximal) y otros procesos (para ejemplos ver [2]).

Esta memoria se enfoca en el problema de rectificabilidad, es decir, estimar el largo de
una curva. Esta propiedad lamentablemente no posee una técnica general para su desarrollo,
salvo hipotesis bastante restrictivas, como diferenciabilidad cuando la curva se define sobre
R4, por ejemplo.

El estudio de la rectificabilidad de las curvas autocontractantes parte con el trabajo de
Daniilidis, Ley y Sabourau en el que se estudia el caso planar, es decir, curvas definidas sobre
R? (ver [4]). Dado que la técnica presentada en este trabajo, a priori, no es replicable para
mayores dimensiones, no serd parte del capitulo 1 de esta memoria, dedicado a presentar
algunas ideas de trabajos previos.

De manera independiente, Manselli y Pucci, consideraron una clase de curvas absolu-
tamente continuas (por lo tanto, rectificables) que, a posteriori, estan relacionadas con las
curvas autocontractantes (ver [8]). Daniilidis, David, Durand y Lemenant, extendieron la téc-
nica de Manselli y Pucci para asi demostrar la rectificabilidad de curvas autocontractantes
sin ninguna hipotesis adicional, incluyendo curvas discontinuas (ver [2]).

Esta memoria esta organizada del siguiente modo: el capitulo 1 es una introducciéon a las
curvas autocontractantes y un bosquejo del trabajo realizado por Manselli y Pucci (ver [§]) y
Daniilidis, David, Durand y Lemenant (ver [2]). El capitulo 2 comienza con la definicién de
las A\-curvas y desarrolla propiedades geométricas entorno a estas y su relaciéon con las curvas
autocontractantes en espacios de dimension infinita, para finalizar con una demostracion de
rectificabilidad, técnica que es una extension del trabajo de Daniilidis et al en para el caso
cuando estan definidas en R (ver [3]). El capitulo 3 consiste desarrollar la técnica para el
caso en que las curvas estén definidas sobre de variedades Riemanniananas, mientras que
el capitulo 4, en gran parte es una coleccion de lemas técnicos que nos permiten replicar la
técnica del capitulo anterior, pero ahora sobre A-curvas que no son necesariamente continuas.

El capitulo 5 es distinto al resto, este estd motivado por el trabajo de Stepanov y Te-
plitskaya en el que prueban que para todo espacio de Banach de dimension finita las curvas
autocontractantes acotadas tienen largo finito (ver [12]). En dicho capitulo se presentan dos
ejemplos que muestran la imposibilidad de extender este resultado a espacios de Banach de
dimension infinita separables generales, pero deja ain abierta la puerta para el caso Hilbert.






Capitulo 1

Curvas Autocontractantes

El proposito del siguiente capitulo es presentar las curvas autocontractantes y su relacion
con los sistemas dinamicos de tipo gradiente. Ademas, dar a conocer las ideas generales del
trabajo de Manselli y Pucci que otorgaron para definir las curvas autoexpandibles y dar un
bosquejo de la técnica que ellos implementaron (ver [8]). Si bien en este articulo, [8], se trabajo
sobre curvas ya rectificables, contiene una técnica que sirve para probar la rectificabilidad,
asumiendo que las curvas estan contenidas en un compacto de R4, tal como fue demostrado
por Daniilidis et al en [2].

Durante este capitulo, RY denotara al R-espacio vectorial de dimensién d dotado de la
norma euclidiana, mientras que a su norma por | - |.

1.1. Sistemas de Tipo Gradiente

Para comenzar, se dara la definicion de curva definida sobre un espacio topologico T

Definicién 1.1 Una curva es una funcion continua v : I — T, con I un intervalo no trivial
de R y T un espacio topoldgico.

Observacién En algunas referencias (ver [13], por ejemplo) las curvas corresponden a sub-
conjuntos del espacio topologico que son imégenes de una funcién continua definidas sobre
un intervalo no trivial de R, en nuestro caso v(I), y a la funciéon misma se le denomina
parametrizacion. Se ha decidido adoptar esta definicion de curva para simplificar la lectura
v no sobrecargar la notacion.

Definicién 1.2 (Curva Autocontractante) Sea v : I C R — RY una funcion continua. Se
dice que es una curva autocontractante si para todo ti, to ytz € I tales que t; < ty < t3 se
satisface:

Y(t1) = v(ts)] > |v(t2) — v(ts)],

3



es decir, que la funcion t — |y(t) — v(t3)| es decreciente para t € I N (—o0,t3).

Observacion Tal como se ve en la definicion, en un principio se podria omitir la continuidad,
o bien la estructura de espacio vectorial (s6lo es necesaria la de espacio métrico), aunque
veremos més adelante que una desigualdad de este tipo si implica continuidad en todos salvo
una cantidad numerable de puntos.

A continuacioén, se procede a definir las funciones quasi-convexas, para luego, probar que
las curvas que se generan de los sistemas tipo gradiente con potenciales quasi-convexos son
autocontractantes.

Definicién 1.3 (Funcion Quasi-conveza) Una funcion f : R™ — R se dice quasi-conveza si
para todo o € R se cumple que el conjunto {x € R" : f(x) < a} es convero.

Proposicién 1.4 Sea f: R" — R una funcion quasi-conveza de clase C*'. Sea v : I — R
solucion del problema de Cauchy:

B(t) = =V f(x(t))
z(0) =9 € R"

entonces x es una curva autocontractante.
DEMOSTRACION. Si la imagen de x fuese s6lo un punto (caso que ocurre solo si Vf(zg) = 0)

entonces no habria nada que probar, por lo que se asumira que no. Sea b € I, se probara que
la funcion g(t) := |z(t) — x(b)|?/2 es decreciente cuando ¢ es menor que b.

Dado que la funcion | - |? es derivable se deduce que la funcion g es derivable, y mas atn:
dg :
3 ) = (@), 2(t) — (b))

= —(Vf(z(t)), z(t) — (b)).

Recordando que V f(z(t)) es una direccion normal al conjunto de nivel:

{y eR": fly) < fla(t))},

que es convexo y contiene a x(b), se puede deducir que la derivada anterior es menor o igual
que 0y, por tanto, g es una funcién decreciente.

[]

Observacion Gracias a la proposicion se puede ver la estrecha relacion que hay entre
las curvas autocontractantes y los sistemas dinamicos continuos, lo que motiva a usar nomen-
clatura del tipo tiempo para un 7 € I y velocidad para la derivada . Esta notacién también
seréd llevada al caso de las A-curvas en los capitulos siguientes.

Para abordar el problema central en el que se desenvuelve esta memoria, se definiran los

conceptos de largo de curva y rectificabilidad. Para una curva v : I — R4, si J C I, se
llamara ~y|; a la restriccion de v a dominio J.
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Definicion 1.5 (Largo de curva) Sea vy : [ = [a,b] — RY una curva. Se denotard su largo de
curva por L(7), que corresponde al valor:

{(7y) := sup {Z_: Y (tis1) — v(ti)l} :

donde el supremo es tomado sobre todas las particion a =ty < t; < ... < t, =b, y cuando
I no es un intervalo compacto, el largo se definird por:

() = sup{l(V|@wp)) : [a,b] € I}

Ademds, se dird que 7y es rectificable cuando ((vy) < co.

Por ultimo, para cerrar esta seccion, una de las caracteristicas de las curvas rectificables
es que se pueden parametrizar por largo de curva, esto es, que existe una funcién continua
71 :[0,£()] = RY con la misma imagen que v : I — RY tal que:

{(1jap) =b—a, con [a,b] C I,
por lo que son funciones lipschitz, a lo que podemos usar el siguiente resultado:

Teorema 1.6 (Teorema de Rademacher, ver [I1]) Sea f : U C RY — R" lipschitz con U
abierto no vacio, entonces [ es diferenciable c.t.p.

Corolario 1.7 Toda curva rectificable es derivable c.t.p.

1.2. Técnica de Manselli y Pucci

A continuacion, se procedera a explicar las ideas del trabajo de Manselli y Pucci (ver
[8]), que utilizaron para probar que las curvas autocontractantes rectificables tienen su largo
acotado por una constante que depende de forma creciente de la dimension del espacio y de
la anchura media de un compacto en el que esta contenida, nocién que serd definida luego.

Lo fundamental del trabajo de Manselli es la relacion entre el desplazamiento de la curva
y el drea que va abarcando la envoltura convexa esta misma, técnica que serd explicada y
utilizada en los capitulos siguientes.

En este trabajo ([8]), se considerd la familia de curvas T', donde € T si es una curva
rectificable y lipschitz, tal que para todo tiempo ¢ € I donde la derivada 5(t) exista, esta
satisface:

(3(t),v(s) —(t)) <0, Vse I, s <t.

Gracias a que en la familia I' las curvas son rectificables, estas pueden ser consideradas
parametrizadas por longitud de curva, lo que nos dira que son 1-lipschitz y, por tanto, deriva-
bles c.t.p. (gracias al teorema de Radamacher). En la siguiente proposicion se vera la relacion
que existe entre las curvas pertenecientes a I' y las curvas autocontractantes.



Dada una curva v : I — RY, se define el conjunto I~ := {—t : t € I} y la curva
v~ I — RY como v~ () := y(—t).

Proposiciéon 1.8 Sea v : I — RY una curva Lipschitz. Entonces v es autocontractante si y
solamente si v~ € I

DemosTRACION. Considérese que vy es autocontractante. Se tiene asi que para u € I, la funcion:

furt = (1) = v(W)*/2

es decreciente cuando t < u. Luego, para todo punto ¢ € I tal que ~ es derivable, se tiene
que f, es derivable y por lo tanto:

0> f.(t) = ((t),v(t) — y(v)), parat,u € I,t <u L' — c.t.p.,

donde £! es la medida de Lebesgue sobre R. Por tltimo, al notar que y=(—t) := —4(t),
se concluye la necesidad.

Para la suficiencia, considérese que v~ € I'. Al revertir la orientacion, queda que 7y satisface
que para todo ¢t donde su derivada *(t) exista:

0> (3(t),7(t) = v(w)), Vi <u.

Asi, al fijar u € I y considerar la misma funcién f, se prueba que:

fl(t) <0, Vtel,t<uLl'—ctp.,

Con esto, gracias a que f es localmente lipschitz, se concluye que v es autocontractante. [

Con la proposicion anterior, es natural definir el siguiente conjunto de curvas que, a priori,
es mas grande que I'. Ademaés, es una extension a la definicion dada por Daniilidis et al en

2]

Definicion 1.9 (Curvas autoezpandibles) Una curva v : I — RY se dird autoerpandible si
para todo ty, to, t3 € I, tales que t| < ty < t3, satisfacen:

Y(t2) = v(t1)] < |y(ts) — v(t1)]-

Es decir v es autoexpandible si y solo si v~ es autocontractante.

Para seguir en la linea de Manselli, el conjunto I' corresponde exactamente a las curvas
autoexpandibles rectificables. Para continuar se definira la funcién anchura media, funcion
que juega un rol fundamental en la demostracion del teorema que nos da la cota uniforme
de la longitud de curva por parte de Manselli y Pucci en [§] y la rectificabilidad por parte de
Daniilidis et al en [2].



Sea K C Ry v € 841 El ancho de K con respecto a la direcciéon v correspondera al
valor:

Wo(K) = L'({{v,k): ke K}),

donde L' corresponde a la medida de lebesgue en R. Si K es convexo y compacto, entonces
el valor W, (K) se puede definir como el didmetro de {(v, k) : k € K}.

La anchura media de K sera el promedio del ancho en todas las direcciones de S, o
equivalentemente:

W(K) = C/ESd1 WU(K)defl(,U)’

donde H41(v) corresponde a la medida de Hausdorff d — 1-dimensional y ¢ := ¢(d) una
constante tal que W (S971) = 1.

El teorema principal del articulo de Manselli-Pucci corresponde a:

Teorema 1.10 (ver [8, IX]) Sea K C RY compacto convezo y v € T una curva contenida
en K, entonces eriste una constante cq dependiente solamente de la dimension tal que:

((7) < caW(K).

Si bien, dado que v € T" implica la rectificabilidad de la curva, la técnica fue comprendida
y replicada por Daniilidis, David, Durand y Lemenant en |2, Teorema 3.3|, donde se elimina
la hipotesis de rectificabilidad y esta pasa a ser parte de las conclusiones:

Teorema 1.11 (ver [2, Teorema 3.3]) Sea v : I — RY una curva autocontractante. Entonces
existe una constante cq (que sdlo depende de la dimension) tal que:

l(7) < caW(K),

donde K :=7co(y(I)). En particular, las curvas autocontractantes acotadas son rectificables.

Ambos teoremas pasan por demostrar un resultado de similares caracteristicas, que rela-
ciona el avance de la curva y el cambio sustancial en la anchura del menor conjunto convexo
compacto que contiene a la cola de esta misma.

Parat € I y z = 7(t), se denotara al conjunto Q(z) :=co({y(s) e RY: s €I, s>t}).

Lema 1.12 Para demostrar el teorema es suficiente encontrar un ¢ := €(d), que de-
pende sdlo de la dimensidn, tal que para todo x1 = Y(t1), xo = y(ta), con t1 <ty se cumpla:

W(Q(z2)) + elzy — x| < W(Q(x1))

DEMOSTRACION. Considérese una secuencia de tiempos g < t; < ... < t,, en I y fijese x; = v(t;).
Luego:



i [y (tir) — ()] = i |Tip1 — @] < éi W(Q(x;)) — W(Q(xi441)),
=0 11:0 i=0

= LW (Qa0) ~ W) < TW (o) < TW(K).

En lo anterior, se utiliza que la funcién W es creciente considerando el orden parcial de la
inclusion (C) de conjuntos. Asi el teorema queda probado con ¢q = 1/e. O



Capitulo 2

M\-curvas en R¢

En el presente capitulo se introduce el objeto principal de estudio de esta memoria, a saber,
las A-curvas. Estas corresponden a una extensiéon natural de las curvas autoexpandibles y, por
tanto, también de las curvas autocontractantes. El capitulo esta organizado de la siguiente
manera: primero se estudiaran propiedades geométricas de las A-curvas cuando estas no son
necesariamente continuas, luego se caracterizard la rectificabilidad de una A-curva con la
rectifibicabilidad de una curva autoexpandible en cierto espacio de Banach. Por tltimo, se
dara un estudio y extension de la técnica presentada en [3], para demostrar que las A-curvas
acotadas tienen largo finito para ciertos A, es decir, la rectificabilidad.

En lo que sigue RY sera dotado de un producto interno (-,-) y su norma respectiva | - |.
Ademas, S9! denotara a la frontera de la bola unitaria de R e I corresponderd a un
subconjunto conexo no vacio de R. Se dara la definicién de A\-curva y 7 siempre denotard una
A-curva, salvo que se senale lo contrario.

Definicién 2.1 (A-curva) Una curva v : I — RY se dice A-curva con A € [—1,1) si
Vi1, to, t3 € I tales que t; < ty < t3 se cumple que:

[v(t1) — ()] < [v(t) — v(Es)] + Aly(t2) — (E3)]- (2.1)

Observaciéon Cualquier curva continua es una 1-curva, dado que la propiedad consiste exac-
tamente en la desigualdad triangular. También se desprende de la definicion, que si v es una
A-curva, entonces para todo A > A se tiene que 7y es A-curva.

Por otro lado, si A < 0 se obtiene directamente que una A-curva es autoexpandible, y por
tanto, revertiendo la orientacion de la parametrizacion, autocontractante (=, ver capitulo
anterior). Por dltimo, una A-curva con A = —1 corresponde exactamente a una porcion de
recta.

Del mismo modo que las curvas autocontractantes, como la definicion de A-curva es pu-
ramente métrica, estas pueden ser definidas tanto en espacios normados como en espacios
métricos abstractos.



2.1. Propiedades de las A-curvas.

En esta seccion se veran propiedades de las A-curvas, que dada la observacion anterior,
también corresponden a propiedades de las curvas autocontractantes cuando A < 0. En los
enunciados de las siguientes proposiciones, se omitird la continuidad de la curva cuando
sea posible, es decir, veremos propiedades de funciones v : I — RY, tales que satisfaces la
desigualdad con A € [—1,1).

Proposicién 2.2 Sea v : I — RY una funcion tal que satisface R.1) con X\ € [—1,1).

Entonces para todo s,t € I tales que s <t y v(s) = (t), se cumplird que y es constante en
el segmento [s,t] e igual a y(s).

DEMOSTRACION. Sean s,t € I tales que s <ty y(s) = y(t). Sea 7 € (s,t), usando la desigual-
dad (2.1]) se deduce que:

[v(s) =y(M)] < Aly(m) =~ (1)1,
Como A < 1, implica que |y(7) —v(s)| = 0. O
Observacion Gracias a la proposicion se puede suponer sin perdida de generalidad que
las A-curvas son inyectivas, la idea cae en colapsar los intervalos de su dominio I donde la

curva puede ser constante.

Proposicion 2.3 Seay : [ = [a,b] — RY una funcion tal que satisface (2.1) para X € [—1,1).
Entonces v es acotada.

DEMOSTRACION. Supoéngase que existe una sucesion (t,)neny C I creciente tal que |y(t,)| > n
y t := limt,. Por la desigualdad (2.1)) se tiene que:

[v(t1) = vt < [v(t) —v@&)] + Ay (ta) — ()], ¥V n €N

Usando desigualdad triangular sobre el segundo termino del lado derecho, se concluye que:

(T =N y(t) = v(#t)] < (T+N)]y(t) — (@),

obteniendo una clara contradiccion. Para el caso en que la sucesion sea decreciente, el
razonamiento es andlogo intercambiando ¢; por . O]

Proposicion 2.4 Sea v : I — RY una funcion tal que satisface R.1) para X € [—1,1).
Entonces posee limites laterales en todo tiempo T € int(I).

DEMOSTRACION. Sea 7 € int([) tal que v no posee limite lateral izquierdo. Por la proposi-
cion se sabe que v es localmente acotada: en efecto, basta considerar ¢ > 0 tal que
[T —e,74+¢] C I. Como consecuencia de la compacidad se pueden obtener dos sucesiones
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(tn)n y (Sn)n convergentes por la izquierda a 7 tales que z := lim~(¢,) # y := limy(s,,). Sin
perdida de generalidad, las sucesiones pueden ser tomadas de modo que:

T <81 <lo<...<tp <8y <tpp1 <..

Usando la desigualdad (2.1)) con los tiempos t,, S,, t,i1m, tomando limite primero en m y
luego en n se obtiene:

Y (tn) = v(80)] < Iy(tn) = 7 )| + A1y (sn) — 7 (Engm)|
Y (tn) = v(sn)| < Iy(tn) — z[ + Alv(sn) — =
[z —y| < |z —af+ Ay — ],
lo que es a una contradiccion. Para los limites laterales derechos es analogo. O

De esta proposicion se desprende el siguiente corolario.

Corolario 2.5 Sea vy : [ — RY una funcion acotada tal que satisface [2.1)) para \ € [—1,1).
Entonces converge, es decir, los siguientes limites existen:

If t 1 t
t\lﬁ%ﬂ( ), Mggﬂ( )

Observacion Gracias al corolario , para cada A-curva acotada v : I — R se puede
considerar I := [0,7T), donde T, € RT U {400} y ademas se puede dar un valor a (7).
En la siguiente secciéon se entenderd porque es preferible dejar el dominio de v abierto por la
derecha, cuando se demuestre la rectificabilidad de la curva.

Corolario 2.6 Sea~y: I — RY una funcion tal que satisface [2.1)) para X € [—1,1). Entonces
posee a lo mds numerables discontinuidades.

DeMoSTRACION. Considérese que v posee no numerables discontinuidades. Se define la oscila-
cion de v en 7 € I por osc(r) := limsup,_,, |7(7) — v(¢)|. Es sabido que 7 es punto de conti-
nuidad de v si y s6lo si osc(7) = 0. Por la hipotesis, existe un n € N tal que osc™'((1/n, +00))
es no numerable. Asi, este conjunto tiene al menos un punto de acumulaciéon en I, llamese 7
a uno de estos. Esto es una contradiccion a la proposicion en el punto 7. O]

Por otro lado, con respecto a una vision mas topologica de la curva se encuentra el trabajo
Nekvinda y Zildunka en [I0]. En él, los autores definieron la nociéon de espacios métricos c-
monoédtonos, que asociaba a un espacio métrico totalmente ordenado, una desigualdad de
caracter métrico muy similar a la de autoexpandible.

Definicion 2.7 (ver [10]) Sea ¢ > 0, (X,d) un espacio métrico y (<) un orden total sobre
X. Entonces (X, <) se dice espacio métrico c-mondtono si para todo x1,x,x3 € X tales que
r1 < x9 < a3 Se satisface:

d(z1, 22) < ed(xq, x3).
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De la definicién se nota que las curvas autoexpandibles estan intimamente relacionadas
con los espacios métricos 1-mondtonos, mas atn, veremos que las iméagenes de las A-curvas
también corresponden a espacios mon6tonos.

Lema 2.8 Sea v : I — RY una funcion que satisface la desigualdad (2.1 para A € [0,1).
Entonces para ty,ts,t3 € I con ty < ty < t3, se cumple:

(1) = 2E)] < T2 () = A (83) (2.2
(t2) = (t3)] < g Py (t2) = (83 (23)

DemosTRACION. Considerando la desigualdad triangular:

[v(t2) — y(t3)| < [y(tr) — ()] + [v(t1) — v(E3)] (2.4)

y sumandola a la desigualdad (2.1)) para 1, ts y t3 se obtiene la desigualdad ([2.3)), mientras
que cuando a la desigualdad ({2.4) se la multiplica por ) y se le suma a (2.1]) se obtiene ({2.2)).

]

Corolario 2.9 Sea v : I — RY una funcion que satisface la desigualdad (2.1)) para X €
[—1,1). Entonces el espacio métrico (y(I),d) con la métrica heredada de RY y ordenado por
el orden heredado de I es un (14 \)/(1 — X)-mondtono.

Para terminar esta seccion, se vera que una A-curva sera rectificable siempre y cuando una
curva autoexpandible, definida sobre cierto espacio de Banach, también lo es. La idea sera
considerar a la A\-curva como espacio métrico, cambiarle la métrica por una equivalente que

la convierta en curva autoexpandible e inyectar el espacio obtenido en su espacio libre o de
Arens Eells. (ver [14] o AnexoA.1]).

Proposicion 2.10 Sea v : I — RY una funcidn tal que satisface la desigualdad (2.1) para
A\ € [—=1,1). Entonces existe una métrica sobre y(I), equivalente a la inducida por R, tal que
lo hace un espacio 1-mondtono con el orden heredado por I.

DEMOSTRACION. Llamese por d(-,-) a la métrica inducida sobre y(I) y p : v(I) x v(I) — R
definida por:

p(1(s),7(1)) := diam([y(s), y(1)]),

donde para s <, [7(s),7(1)] := {7(2) : 2z € [s,t]}, vy [v(1),7(s)] := [7(s), v (D)].

Es claro d(y(s),v(t)) < p(y(s),v(t)) por lo que se probara la desigualdad restante. Sea
21,29 € [s,] tales que z; < zs, entonces por la desigualdad triangular y proposicion se
obtiene que:

d(y(21),7(22)) < d(v(s),7(21)) +d(7(s), 7(22)) < 2%61(7(5),7@)),
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donde tomando supremo sobre 21, z5 se concluye que:

1+ A

p((s), (1)) < 2md(v(8)ry(t))-

Es simple ver que p consiste en una métrica sobre () y ademds que para ti, to, t3 € [
tales que t; <ty < t3 se cumple que:

p(v(t1),v(t2)) < p(v(t1), v(t3)).

[]

Observacion Dado que las métricas d y p son equivalentes, tenemos que la funciéon identidad
Id : (v(I),d) — (v(I),p) es bi-lipschitz. Con esto, se deduce que v es rectificable para la
métrica d si, y s6lo si, es rectificable para la métrica p.

Corolario 2.11 Sea v : I — RY una \-curva. Entonces eriste una curva autoezpandible
vy : I — X, con X un espacio de Banach, tal que existe una asociacion bi-lipschitz entre
ambas curvas.

DemosTRACION. Sin perdida de generalidad, dada la proposiciéon se puede asumir que
inf(I) € 1. Sea ((I),p) espacio métrico definido en la proposiciéon y sea la funcién
¢ : Y(I) — F(J(I)) isometria a su espacio Lipschitz libre con punto distinguido ~(min(/))
(ver Anexo [A.1)), usando la funcion Id : (y(I),d) — (y(I), p) de la observacién anterior, se
tiene que la funcién ® o Id es bi-lipschitz a su imagen. O

2.2. Rectificabilidad

En esta seccién, se probara la rectificabilidad de las A-curvas acotadas definidas en RY,
cuando A < 1/(1+ 2d). Lo principal sera comprender y extender la técnica para el caso euci-
deano presentada por Daniilidis et al en [3], donde prueba que las curvas autocontractantes
acotadas definidas sobre variedades riemannianas son rectificables cuando estan contenidas
en un compacto K C M. Las propiedades de las A-curvas sobre variedades riemannianas
seran el objeto de estudio del siguiente capitulo.

Para comenzar, dado que las A-curvas no son necesariamente derivables, se ocuparé la
nocion de secantes por la derecha que juega el rol de derivada en los puntos de la curva
cuando no es derivable.

Definicion 2.12 (secante por la derecha (ver [3)) Dada una curva v : I — R y 1 €I, se
define el conjunto de las secantes por la derecha en el tiempo T como el siguiente conjunto:

sec (7) = {q €S At C L ta \yT Yy q= h’gl%}
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Observacién Por la compacidad de S, se tiene que para todo tiempo 7 € I donde v no
sea localmente constante por la derecha (es decir que no existe un ¢ > 0 tal que (i) €s
constante), el conjunto no es vacio, es decir, secj(T) # (). Ademas, si v es derivable en 7 con
derivada §(7) # 0, se tendrd que sec’ (1) = {§(7)/[¥(7)|}.

Suponiendo, sin pérdida de generalidad, que las A\-curvas son inyectivas, gracias a la com-
pacidad de la esfera S4~! se puede deducir que para una A-curva, v : I = [0,T,,) — R, el
conjunto sec? (7) es distinto de vacio para todo 7 € I.

Si no hay riesgo de confusion se omitird el subindice v del conjunto de las secantes.

Proposicion 2.13 Sea v : I — RY tal que satisface 2.1) con A € [-1,1), 7 € I punto de
continuidad por la derecha de vy y q € sec™ (7). Entonces para todo s < T se cumple que:

+(s) = ()
<q’ () —v<f>r> =4 (25)

Y (7)
\ q

Figura 2.1: Esquema proposicion [2.13

DEMOSTRACION. Sea (t,), C I sucesion tal que define a ¢. Considérese s € [ tal que s < 7 < t,,.
Por la ley del coseno se obtiene que:

[V(7) = v () = 19(7) = ()] + [r(s) = ¥(t)[* = 2(7(7) = 4(ta), 7(s) = 7(ta))  (2.6)

Ademaés, tomando la desigualdad (2.1) de A-curva con los tiempos s, 7y t,, elevarla al
cuadrado, para juntarla con a expresion (2.6]) se obtiene:

2M7(s) = ()| [V (T) = Y (E)| + Ny (7) = 7 (ta) ] >
V(1) = ()P = 207 (1) = (), v(s) = Y(tn))

Dividiendo por |y(7) — ()|, tendiendo n al infinito y usando la continuidad de 7 en 7,
resulta:

2X[v(s) = (1) = =2(—=q,7(s) = v(7)),
de donde se obtiene el resultado. O
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Dada la proposicién anterior, si bien solamente requiere continuidad por la derecha, desde
ahora vamos a considerar todas las funciones v : I — RY que satisfacen (2.1]) son continuas,
por lo que corresponderan a A-curvas, que ademaés se consideraran inyectivas.

Proposicion 2.14 Sea v una \-curva y 7 € 1. Entonces para todo s1,89 € I, con sy < $o < T

se cumple que:
Y(s1) = (1) y(s2) — (1) B
<|7(31) —y(T)| [v(s2) — 7(7)|> 2 —A. (2.7)

—

DEMOSTRACION. Se denotard como & := y(s1) —¥(7) v 8 := v(s2) — (7). Por la desigualdad
de A-curva (2.1)) se obtiene:

[y(s1) = 7(s2)* < |al* + 2A1a]| ] + X*| 7, (2.8)

mientras que por la ley del coseno sobre el tridngulo con vértices y(sq),v(s2),v(%):

(s1) =7 (s2)” = @l + |5]* - 2(a. ). (2.9)

Juntando las expresiones (2.8)) y (2.9)), se deduce que:
B — 2(a, B) < 2Alal| 5] + XI5,

-

2(d, B) > —2)\|@||A],

&l 18]
Donde de la tltima linea, se concluye el resultado. O

En lo que sigue, se daran definiciones para fijar las ideas del tramo inicial de la curva y de
la apertura de un subconjunto de la esfera, donde la tltima corresponde a una nocién para
medir que tan grande es el cono generado por este con vértice en 0.

Definicién 2.15 (Tramo inicial de la curva) Dada una curva v : I — R™ y 7 € I, se
denotard al conjunto I'(T) como la imagen de la curva hasta tiempo T, es decir:

P(7) = v((=o00, 7] N 1).
Definicion 2.16 (Apertura de un conjunto) Sea C' C S471. Se define la apertura de C' como:

A(C) = inf{(x,y) : =, ye C}.

En particular, la apertura para el conjunto U'(T) estd dada por la formula:

ayr(ry) = it {( EEI B2y e T\ i)

[z =0 |y — (1)
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Si no hay riesgo de confusion, se omitird el subindice v que indica la curva involucrada

Observacion La apertura de un conjunto B con respecto a un punto x € B, en nuestro
caso ['(7) y (1), calcula la apertura del cono generado por B con vértice en x intersectado
con la esfera S9!, Por otro lado, la proposicion m puede ser reformulada en términos de
la apertura recién definida:

Corolario 2.17 Sea v una A-curva. Entonces para todo T € I, A(I'(1)) > —A.

Lo que sigue corresponde al argumento central para la demostracion de rectificabilidad
de las A-curvas. A saber, es controlar el conjunto de las secantes por la derecha de modo
que no se encuentren lejos de una direccion normal a la envoltura convexa del tramo inicial
correspondiente, ademas de realizar esto uniformemente en todo tiempo y toda secante.
Esta condicién bastara para poder utilizar la idea Manselli-Pucci, es decir, poder medir el
crecimiento de la curva en términos del crecimiento del espacio que va ocupando.

Lamentablemente, esta técnica no resultara ser suficiente robusta como para poder de-
mostrar la rectificabilidad de las A-curvas para todo A, sino que solamente para cuando es
menor que 1/(1 + 2d) donde d es a dimension del espacio euclideo.

Antes de continuar, por completitud se enunciara el lema de Caratheodory, que serd de
utilidad para el siguiente lema y también en los siguientes capitulos.

Lema 2.18 (Lema de Caratheodory) Sea A C RY un conjunto distinto de vacio. Entonces,
para todo x € co(A), existen {x;}L, C A y {8}, C[0,1] tales que:

d
Zﬁizl A «%’:Zﬁixi-
i i=0

Lema 2.19 (Lema de separacion) Sea C' C St tal que A(C) > —§, donde 0 < § < 1/d.

— —45d
Entonces co(C) N B(0,e) =0 cuando € < IIW'

DEMOSTRACION. Razonemos por contradiccion. Considérese que existe u € ¢o(C) tal que |u| <
g = 111—5;. Por el lema de Caratheodory existen (y,...,04 € [0,1] tales que .5 = 1y
{ui}, C C tales que:

< E.

d
Z ﬂiui
i=0

Seaip € {0, 1, ...,d} tal que B, > f para todo i, luego B, > 1/(14+d) y > i A < d/(1+d).

16



Usando la desigualdad de Cauchy Schwartz se deduce que:

d d
g > <U10, Z 5iui> = Z Uiy, /Blul 610 + Z i <uioa ui>
i=0 i=0

i£io

i(—0) > —0 > g,
—1+d+;ﬁ —1+d I+d~°
i#ig
lo que es una contradiccion. O]

Proposicién 2.20 Sea v : [ — RY una A-curva con 0 < A < 1/(1+2d) y 7 € I. Entonces,
existe a > 0 tal que para todo q € sect (1), existe &, € SV que satisface que para todo s < T:

<§q,%>s—za A (end) > 2 (2.10)

Figura 2.2: Esquema proposicion [2.20]

DEMOSTRACION. Gracias a la proposicion se sabe que A(I'(7)) > —A. Como 0 < A\ < 1/d,
se puede usar el lema sobre el conjunto:

RN
o= { <t S

Sea ¢ € @(C) la proyeccion de 0 € RY sobre el conjunto @o(C') que esta bien definido por
el lema Este punto satisface:

1—XMd
1+d

e = (—c,u—c) <0, Vued,

de lo que se deduce:

1—d\?
<—c,u>§—(1+d> , YueC.

17



0q — ¢
|0g — ¢

para todo u € Cp(;) se cumple que (g,u) < A, con lo que:

Sea ¢ € sect(t). Considérese § > 0y , := . Por la proposicion [2.13|se deduce que

oy = H0 e

< 0N+ (—c,u)
g =

1 1— A\
< |ox— | —2 .
_Mq—d( (1+d>)

Como se quiere que este producto interno sea negativo (uniformemente en 7, en ¢ y en u),
se impondra la siguiente condicién sobre d:

1 /1—=Md\?
5<X(1+d)‘ (2.11)

Con esto, usando ademés que |dg — ¢| < § + 1 se obtiene:
(6u) < L (s 1— A\’
v =5 1+d

Por otro lado, sean {u;}, € C'y {\}L, tales que ¢ = > \ju;, obtenidos por el lema de
Caratheodory. Al utilizar la proposicion [2.13] sigue que:

_ g+ (=cq)
<§q7Q>_ |6q—C|
— 5+2>\1<_U17Q>
0g — ¢
o— A
> —.
0 — ¢

Pero como se quiere que este producto interno sea positivo, se impondra nuevamente sobre

0:
0> A, (2.12)
con lo que se concluye que:
0—A
> —.
<§q7 q> — 6+ 1

18



Notando que las condiciones (2.11)) y (2.12]) sobre § son equivalentes a la siguiente condi-
cion:
Ul 1—Ad\?
A\1+d /)

Dado que A > 0, al desarrollar la expresion anterior se obtiene:

1
14 2d

A<
Por lo tanto si A < 1/(1 + 2d), se puede escoger un d que satisfaga (2.11)) y (2.12)), y a su
Vez (v Como:
1, N 1—Ad\?*) d—)
a=-mn{——r -
2 d+1 1+d R

de donde se deduce el resultado. O

Se fijara v : [0, Ts) — RY como una A-curva inyectiva con 0 < A < 1/(1+2d) y o como en
la proposicién m Para continuar, se considerara una n-red para la esfera S4~1 que jugara
un rol en la definicion de integral de Manselli pero en una version discreta. Por la proposicion
2.20, en (2.10) hay cierta holgura en la eleccion de &, lo que es necesario para que haya
un cambio sustantivo al momento de realizar la integracion. En la siguiente proposiciéon se
explicita esta idea:

Corolario 2.21 Sea q € sec (1) y &, definido como en la proposicion |2.20. Entonces para
todo € € B(&;, a/4) se cumple:

(€9(5)) < (€£1(7)) — aly(r) =2 (s)l, Vs €[0,7), (213)
€a) > (2.14)

DEMOSTRACION. Ambas desigualdades provienen de la proposicion més la desigualdad de
Cauchy-Schwartz. |

Definicion 2.22 (n-red de S™1) A un conjunto finito F C S se denominard n-red de

St g
B(z,n)NF #0, Yo € S

En lo que sigue del capitulo, F sera una n-red de S¢~! cualquiera, con n = /4.

Corolario 2.23 Para todo T € I, existe 6 > 0 tal que para todo t € [T, 7 + ) existe £ € F
tal que:

(€,7(t) = 7(7)) = aly(t) —¥(7)].
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Ademds, (1) se puede reemplazar por y(s) con s € [0, 7].

DEMOSTRACION. Sea 7 € [. Como sect(7) es el conjunto de puntos de acumulacion de la
funcion t — (y(t) — v(7))/|7(t) — v(7)| cuando t \, 7 y S¢! es compacto, entonces existe
d > 0 tal que para todo t € (7,7 + ), existe ¢ € sect(7) tal que:

Sea & € F tal que & € B(&,,n), donde £, se define en la proposicion Gracias al
corolario se tiene que:

v(t) — (1) () =)
<§“ Iv(t)—7(7)1> G ) + <§“ EOEEC] Qt>
Tao | y(t) —(7)
R P RETes TR
T «
> — —— 2«
4 4

Con lo que se concluye la primera parte del corolario, es decir, que para todo t € (7,749):

(&1 (t) = (7)) = aly(t) —y(7)l. (2.15)

Para t = 7, el resultado es exactamente el corolario

Por otro lado, si tomamos s < 7 y la proposicion con &, v &, esta se reescribe como:

(&, (1) = (s)) = aly(T) = 7(s)|. (2.16)
Por lo que sumando y , mas la desigualdad triangular, se obtiene que:
(&, v(t) =(s)) = al|r(t) = A7) + (1) = (s)]) = aly(t) —7(s)l;
para todo s,t € [ tales que s <7 <t <71+9. O]

Ahora se procedera a demostrar que toda A-curva acotada tiene largo finito cuando
A < 1/(1+2d), Para esto, se utilizara la siguiente version de funcién anchura, la que rescata
la idea de Manselli-Pucci, pero en forma discreta.

Definicion 2.24 (Funcion Anchura Direccional) Sea F C S971 una n-red y para £ € F y
K C RY se define:

We(K) = diam{(¢,x) : © € K}, (2.17)
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donde se usard la convencion de que diam(()) = 0.

Para no sobrecargar la notacion, se denotard por We(t) := We(I'(1)). Ademds, considera-
remos la funcion:

Wr=> Wk (2.18)
{eF

Observacion Notando que si ; < 7 = I'(m) € I'(72) nos dice que las funciones
T — We(7) y 7+ Wx(T) son crecientes.

Proposicion 2.25 Sea v : I — RY una A\-curva con A < 1/(1+2d) y [a,b] C I. Entonces
existe un o == o/(d,, \) > 0, tal que para toda particion:

a=ty <ty <ty<..<t,=>b, dela,b,

se cumple que:

- 1

> Ir(t) = (tia)| < —(Wr(b) — Wir(a)). (2.19)

j=1

DEMOSTRACION. Sea {t;}!", una particion del intervalo [a, b], esto es que:
a:t0<t1<...<tn:b.

Fijese i > 0, luego como t; € I, por el corolario [2.23] se tiene que existe un & € F tal que:

(& v(t) —(s)) = aly(t) —v(s)], Vs <t (2.20)

Por otro lado, por la proposicion , ecuacion (2.3), con s, t;_1 y t;, al reemplazarla en

(2.20) nos queda:

(6.7(6) = 7(5)) 2 @t hltia) = 2], Vs <t

Finalmente, Fijando o/ := a(1 — \)/2 y dada la definicién de W se deduce que:

We () = We (tia) > o |y(tioy) — ()],

y, como We(t;) — We(ti—q) > 0 para todo § € F, se concluye que:

Wr(t;) = We(tizg) > '|y(tir) —(t)], Vi> 1.

Y con esta ultima desigualdad, dado que o s6lo depende de o y A, sumando en i se
concluye lo que se desea probar. O
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Teorema 2.26 Sea v : I — RY una \-curva continua con X < 1/(1 + 2d). Entonces v
tiene largo acotado por una constante que depende proporcionalmente de una constante o/ :=

o (d,N) y de Wr(K) con K :=7¢o(v(I)), del siguiente modo:

() < LWr(K).

DEMOSTRACION. Sea K := ¢o(v(1)), si este no es compacto, es directo que Wx(K) = oo, por
lo que no hay nada que demostrar. Supongamos que K es compacto. Por la proposicion [2.25]
se tiene que para todo [a,b] C int(I) y toda particion {¢;}, de [a, b] se cumple que:

1

O[,

Z () — (i) £ = (Wx(b) — Wr(a)).

Por lo que, tomando supremo en las particiones se cumple que:

1 1

((V@p) < = Wx(b) — Wr(a)) < EW}'(K)a

Od/

donde ¢ representa la funcion largo de curva y 7|, es la curva «y restringida a [a, b]. De
aqui, se deduce que:

1
o

g(,ﬂ[a,b]) < WF(K)> VCL,bEth(]), a<b.

Tomando supremo sobre los intervalos [a,b] C I, se obtiene que:
1
() < ;WI(K>‘
O]

Observacion Si bien qued6 demostrado para ciertas A-curvas la rectificabilidad, que el valor
de )\ deba ser menor que una constante parece ser una restricciéon inherente a la técnica
empleada mas que una limitante real.

Como ya se menciond, la proposicion fundamental de esta técnica corresponde a la propo-
sicion que es equivalente a que co(I'(7)) tenga un cono normal con interior en el punto
v(T) ¥ que exista un o > 0 tal que para todo ¢ € sect(7) se cumpla que dist(q, Sr¢-y) > «,
donde:

i
SF(T) = {— T e CO(CF(T))},

]
ORI
Crn = {|v<s> e }

Por el lema [2.19, sabemos que Sr(-y esta bien definido ya que 0 ¢ ¢o(Cr(r)).
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La siguiente proposicion refleja la idea mencionada en la observacion anterior en pos de
una demostracion alternativa de la proposicion [2.20] pero se vera que también se va a obtener
la restriccion que A debe ser menor estricto a 1/(1 + 2d).

Proposicion 2.27 Sea v : I — RY una X-curva con X < 1/(1+2d), 7 € I. Entonces existe
un a > 0 tal que para todo q € sec™ (1), dist(q, Sr(r)) > a.

DEMOSTRACION. Sea ¢ € sect(7) y u € Sp(y. Por el lema de Caratheodory se sabe que existen
{51}?:0 - [0, 1] y {Ui}?:() - CF(T)) tales que:
d
=
| 2 im0 il

Al estimar la diferencia entre ¢ y u, usando la proposicion se obtiene que:

d
i= Bius
\q—U\2=\CJ!2+\UI2—2<%U>=2—2<q,—z 0 ,

L, Bl
d B d B
=22y — 2 guy>2-2y — )\
255 25 o

A
22— >2—2—.
|Eid:(] Bius] c(A)

Donde ¢(A) es una cota inferior para la norma de un elemento en co(C), que ya sabemos
del lema (de separacion) que ¢(A) := (1 — Ad)/(1 + d). Por lo que imponemos sobre A
que:

1—Ad

A<
14+d’

Con lo que se puede asegurar que la diferencia tiene norma uniformemente estrictamente
mayor que 0 cuando A < 1/(1 4+ 2d). O

Si bien nuevamente aparece la restriccion A < 1/(1+42d), es posible dar una mejora para el
caso planar, es decir, cuando d = 2, que permitira obtener la rectificabilidad de toda A-curva.

2.3. Rectificabilidad en R?

Esta seccion esta dedicada a probar que toda A\-curva acotada en R? es rectificable. Para
esto se va a emplear la misma técnica que en la seccidén anterior, es decir, en el momento que
se obtenga una alternativa a la proposicion [2.20] se tendra también la rectificabilidad de la
curva. Se comenzara por ver una alternativa al lema de separacion la que entrega que
el cono normal de co(I'(7)) en ~(7) es distinto de vacio y con interior. Se vera que para el
caso 2 dimensional esto no presenta una restriccion.
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Lema 2.28 (Lema de separacion) Sea C C S' conexo. Si A(C') > —1, entonces 0 # co(C).

DemosTRACION. Como la definicion de A(C) (definicion [2.16]) se extiende a los puntos de acu-
mulacion del conjunto sin cambiar el valor, podemos sin pérdida de generalidad asumir que
C es cerrado y conexo.

Considérese que 0 € co(C'), entonces por el teorema de Caratheodory, se tiene que existen
uy, Uz, uz € C'y By, B2, Ps € [0,1] tales que B1 + Fo+ B3 =1y:

0 = Brus + Baug + PBaus.

Si los u; viven en un mismo semiespacio, que contiene al origen en su frontera, entonces
necesariamente uno serfa el antipodal del otro y el 3 asociado al tercero seria 0, sin perdida
de generalidad, u; = —uy, por lo que A(C') = —1, lo que es una contradiccion. Luego, los u;
no pueden estar contenidos en un mismo semiespacio, al usar la conexidad C' se obtendria
que existe v € C' tal que —v € C, por lo que A(C) = —1, lo que es una contradiccion. ]

Observacion Seay : I — R? una A-curva (que se supone por defecto continua). Para aplicar
el lemaconsideremos el conjunto Cr(;) que es conexo gracias a la continuidad de -, luego,
dado que A(Cr(;)) > —Ay que Cr(;) corresponde a un arco de circunferencia tal que los puntos
maés alejados uno de otro (z, y) tienen producto interno mayor que —\. Asi, el peor de los casos
seria si (z,y) = —A, por lo que el 0 serfa proyectado sobre la secante que une x con y, mas
precisamente en (z+v)/2. Con esto, basta considerar ¢ := £(\) = |(z+v)/2| := ((1—))/2)"/?
tal que para todo 7 € I:
@<CF(T)) n B<0> 8) = (Z)a

de donde se rescata el lema

Antes de dar una versiéon de la proposicion veamos un resultado auxiliar con respecto
a la distancia de sec*(7) con co(Cr(-), el que corresponde a una mejora de la proposicion
2.2

Proposicion 2.29 Sea v una \-curva en R* y 7 € I. Entonces, para todo q € sec™ (),
dist(q, co(Cr(z))) > 1 — A

DEMOSTRACION. Sea ¢ € sec™ (1) y z € Cp(y), utilizando la proposicion se obtiene:
lg — 2> =2—2(q,2) >2(1 = \) > 0. (2.21)

Notando que la funcién distancia es decreciente en la segunda entrada para el orden parcial
de la inclusion (C), tomando el mayor conjunto posible como Cr(,y con respecto a la ecuaciéon
(2.21)) se concluye que la distancia entre co(Cr(;)) corresponde a la altura de un triangulo

isosceles inscrito en S' de lado comin igual a 1/2(1 — \) (ver figura , con lo que se deduce
que:

dist(q, co(Cr(r))) = 1 — A. (2.22)
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Crr)

Figura 2.3: Discontinuidad por la derecha.
]

Para no sobrecargar la notacion, para todo conjunto no vacio C' C S*, se denominara por
N¢ al cono normal del cono generado por C.

Corolario 2.30 Sea v : [ — R? una A-curva y 7 € int(I). Entonces, eriste a > 0 tal que
para todo q € sec™ (1), existe § € S que satisface que para todo s < T:

<gq, %> <20, A (&,9) > 20 (2.23)

DEMOSTRACION. Sea § = (1 —\)/4y Cﬁ(T) := (Cr¢r) + B(0,8)) N S*. Se cumple:

A(CY ) = A(Criy) =28 > =1 A dist(CF ), ) = dist(Criry,q) = 5> 0. (2.24)

Por (2.24) y el lema [2.28|se tiene que N5 es de interior no vacio y, como el cono normal

r(r)

B
de NCIQ(T) es exactamente el cono generado por CF(T), entonces por (2.24)) se deduce que para
todo ¢ € sec™ (1) existe un £ € Nos NS tal que (€, ¢) > 0. Notando ahora que por la
r(r)

definicion de C’g(T), existe un (' := f'(\) > 0 tal que:
(NCE(T) + B(()?ﬁ/)) nstc Nepr N 817
considérese &, € Ny NS de forma que sigue: si [§ — ¢| < ('/2, entonces & := g,
mientras que si este no es el caso, considérese &, tal que |{, —&| = /2y (&, q) > (£, ). Asi,

queda dnicamente definido y, mas atn, en el primer caso (§,,¢) = 1 y en el segundo se vera
a continuacion.

Es sabido que se puede definir el &ngulo entre dos vectores como:

a,b
) := arc cos <<i’ _,>> :
|allo]

Con esto, el angulo w = <(&,&,) = arccos(1 — 32/8) es restado del angulo entre ¢ y &
que es menor a /2 dado que su producto interno es mayor que 0, por lo tanto:

(q,&,) > cos (g — w) >0,

Sl

«(d,
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que es una constante que solo depende de \.

Por tltimo, como se sabe que B(&,, 3'/2) NS4~ C Ney,,, entonces el dngulo formado
entre & y un punto u € Cr(,) necesariamente es mayor o igual 7/2 4 w, por lo que:

(&g u) < cos(g +w) <0, Yu € Cr),
de donde finalmente se obtiene el resultado. O

Es importante recalcar que este argumento en RY no es vélido cuando d > 2 dado que
para dimensiones mayores Cp(;) # Sr(r).

Corolario 2.31 Toda \-curva acotada en R? es rectificable.
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Capitulo 3

A-curvas en Variedades Riemannianas

En este capitulo se extendera la demostracion del capitulo anterior para cuando las curvas
estan definidas sobre una variedad Riemanniana (M, g). La primera seccion correspondera a
dejar en claro la notaciéon con la que se va a trabajar y dar algunos resultados del area que
nos seran util en el teorema principal. En la segunda parte, vamos a extender lo realizado
por Daniilidis et al en [3] para A-curvas.

3.1. Notacion

Durante este capitulo (M, g) denotara una variedad Riemanniana completa de dimension
d > 2, cuyo espacio tangente serd llamado 7M. Un elemento de & € T M es de la forma
¢ = (x,v,) donde x € M y v, € T, M. La métrica g sobre M define sobre los fibrados tan-
gentes 7, M un producto interno que g,(+,-) := (-, ), y su norma respectiva |- |,. La distancia
geodésica de M con respecto a g se denotard como dgy, la bola abierta centrada en x y ra-
dio  por By(x,r) mientras que la bola abierta centrada en v, € T, M de radio r por B(va:, T).

Definiciéon 3.1 (Fibrado Tangente Unitario) Para KK C M denotaremos su fibrado tangente
unitario como:

UK ={{=(z,v;) e TM: 2€ K N |vg], =1},
mientras que una fibra para x € K serd UK == UK N T, M.

Observaciéon Cuando K es compacto, es sabido que UK también lo es para la métrica
canonica D, sobre UM. Ademés, la métrica D, sobre UM satisface:

dg(,y) < Dy((2,v2), (y,wy)) ¥ (2, 02), (y,0,) € UM. (3.1)

Para x € M, se denotara como exp, (ver [5]) a la funcion exponencial desde z, la que
para un v € T, M N dom(exp,) cumple que exp,(v) := 62(1), donde 67 representa a la
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geodésica que parte en x con velocidad v. Es sabido que la funciéon exponencial es una
funcién suave, y ademas, si r es suficientemente pequeno, esta es una difeomorfismo entre
B,(z,7) y B((z,0,), 7). Usando la regularidad del mapeo exponencial se obtiene el siguiente
lema como consecuencia de compacidad:

Lema 3.2 (ver [3]) Sea K C M compacto. Entonces existe un p > 0 tal que para todo x € K,
exp, es un difeomorfismo entre B(x,2p) y B((z,0,),2p).

Para no sobrecargar la notacion en lo que sigue del capitulo, para x € Ky z € By(x, p) se
denotara:

U‘T—(Z), si 2z # x, (3.2)

ve(2) = exp,'(2) A up = 0,(2)]2

donde cabe senalar que |v,(2)|, = dy(z, 2).

Tal como en el capitulo 2 fue importante la ley del coseno, para pequenos tridngulos en
variedades es posible demostrar una especie de ley del coseno, valiéndose del teorema de
Taylor, tal como lo realizado en [3].

Lema 3.3 (Ley del coseno, ver [J]) Existe un K > 0 tal que para todo x € K y todo
Y,z € B(z,2p),

[d5(y, 2) — dg(z,y) — (@, 2) + 2{vs(y), va(2))] < Kdj(x,y)dg(w, 2)

Por ultimo, las A-curvas quedan definidas a través de la distancia geodésica de la variedad,
a saber:

Definicion 3.4 (A-curva) Sea v : I :=[0,Ty) = M una curva con Ty, € [0,00) U {0} y
A€ [—1,1). La curva vy se dird A\-curva si para todo t; <ty <tz € I se satisface:

dg(v(t1),v(t2)) < dg(y(t1),7(t3)) + Adg(y(t2), v(t3)). (3.3)

Observacion Durante el capitulo, X C M sera un compacto que contiene a y([). Ademas,
el valor de p se ir4 ajustando siempre que sea necesario.

3.2. Rectificabilidad

En la primera seccion del capitulo 2 (Propiedades de las A-curvas), todas las propiedades
obtenidas fueron demostradas con argumentos puramente métricos, es decir, no se utilizaron
argumentos que involucraban a la curva en un espacio vectorial, por esto, todas ellas tam-
bién son validas en este nuevo contexto de variedades Riemannianas. Por lo tanto podemos
considerar v : I — M una A-curva inyectiva tal que I := [0, T.).
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Lo que resta del capitulo esti enfocado en probar que toda A-curva acotada es rectificable
cuando A < 1/(1+2d), donde d := dim(M). La demostracion sigue en la misma linea que en
el caso euclideano, es decir, vamos a trabajar esencialmente con las secantes por la derecha
y la apertura de una porciéon de esfera.

Definicion 3.5 (Secantes por la derecha) Sea v : 1 — M y 1 € I. Se denominard conjunto
de secantes por derecha de v en v = v(7) al siguiente subconjunto del espacio tangente T,M:

sect (1) := {q ceUM: q= tlir\nT Uz(’y(tk))} )

Para comenzar, se vera una version de la proposicién para el caso definido en varie-
dades, pero antes se definird una nocién local del tramo inicial de la curva, donde siempre
estaremos atentos a no escaparnos del dominio de la funcion exponencial dado por el lema

B.2

Definiciéon 3.6 (Tramo inicial de la curva) Sea v : I — M y 1 € 1. Se denotard al conjunto
imagen de la curva hasta tiempo T como I'(T), es decir:

['(7) = v((—o0, 7] N I).

Ademds, para una vecindad U de v(7) denotaremos por T'y(7) :==T'(1) NU.

Proposiciéon 3.7 Sea v : I — M una funcion tal que satisface (3.3), T € I yU C M
abierto tal que diam(U) < p. Si T es un punto de continuidad por la derecha, entonces:

(g ue(2))e <N\, V q € sect (1) Vz € Ty(z) \ {z}. (3.4)

DEMOSTRACION. Sea ¢ € sec™(7), (t,), C I tal que t, \( 7y ¢ = limu,(v(¢,)). Para no
sobrecargar la notacion se denominard vy, := y(t,). Sea z € I'y(7) \ {z}, por lema se
obtiene:

dg(z>7n)2 - dg(% z)g - dg(x>7n)2 + 2(v2(2), v2(7n)) < Kd, Z>2dg(x77n)2a

y por (33):
dg(z,7)* < dg(27)? + 2Xdg (2, 70 )dg (2, 7n) + A2dy(2, 7).

Suméndolas, para luego dividir por d,(z,~,), se obtiene:

Por ltimo, tendiendo n — oo, usando la definicién de ¢ y la continuidad de v en 7 se
puede concluir que:
—2)\dg(2’, I’) + 2<Ux(z)> Q> < Oa
de donde el resultado se obtiene dividiendo por 2d,(z, x). O
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Observacion Dado que la definicion de secante es local, no se ve modificada de su contra-
parte en R4, por lo que si queremos que sect(7) # (), es necesario que la curva 7 no sea
localmente constante por la derecha.

Del mismo modo que en el caso real, se definira la apertura del tramo inicial de la curva (ver
definicion [2.16)), que serd util para medir el crecimiento de la curva mientras va evolucionando.

Definicién 3.8 (Apertura de un conjunto) Sea © € M y C C M tal que C C B(z,2p),
entonces se define la apertura de C' con respecto a x como:

A (C) = mf{(uy(c1), up(c2)) : 1, o € C\{z}}.

Proposicion 3.9 Sea v una A-curva, U C M abierto tal que diam(U) < p. Entonces para
todo T € I tal que x := (1) € U, se cumple que:
K p?

Ay (Ty(7)) = =X = — (3.5)

DEMOSTRACION. Sea 7 € [ tal que z := (7)) € U 'y 21 = Y(s1), 22 := Y(s2) € [y(7) \ {z}.
Por lema [3.3] se obtiene que:

—d, (1, 29)? + dy(z, 2)? + dy(z, 29)? — 2(v,(21), v2(22))2 < Kdy(z, zl)ng(x, 2)?. (3.6)

Sin pérdida de generalidad se puede considerar que s; < so. Sumando la desigualdad de
A-curva al cuadrado con los tiempos s1, s2 y 7 a (3.6) queda:

(1= A2)d, (7, 22)* — 2Xdy (21, )y (22, 7) — 2(v,(21), ve(22)) < Kdy(z,21)2d, (7, 22)%.  (3.7)

Notando que (1 — A\?)d,(z,22)? > 0, se puede sacar de (3.7)) sin alterar el sentido de la
desigualdad, luego al dividir por 2d, (21, z)dy(29, ), para finalmente usar que d,(z,z) < p ya
que x, 21,2y € U, se obtiene que:

o(@,21)%dy (2, 2)°
g(xv Zl)dg(xv 22)/2 < Kp2/2,

donde en la segunda linea se utiliza que d,(z, z)u,(2) = v4(2).
Asi se concluye el resultado. O

Observacion Gracias a la proposicion [3.9] la idea es usar el lema y la proposicion 2.20]
del capitulo 2. En efecto, el lema sigue exactamente igual, dado que es una propiedad
inherente a la esfera de un espacio euclideo, tal como lo es T, M para todo r € M. Por
otro lado, la proposicion [2.20] sigue igual salvo detalles meramente técnicos, que resultan de
importancia ya que agregan una restriccion sobre la constante p.

Lema 3.10 (ver lema[2.19)Sea C C S tal que A(C) > —0, donde 0 < § < 1/d. Entonces

— -5
co(C) N B(0,¢) = 0 cuando e < =54
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Dado que cuando las curvas curvas estaban definidas sobre R4, se pudo demostrar la
rectificabilidad s6lo cuando A era menor 1/(1+ 2d). En este caso, dada la proposicion al
considerar A < 1/(1 + 2d) inmediatamente fijaremos p := p(\, K, d) tal que:

K p? 1

=\
B == <175q

(3.8)

Proposicién 3.11 Sea vy : 1 — M una A-curva con 0 < A < 1/(1+2d). Entonces existe un
a > 0 tal que para todo T € I, q € sec™ (1), existe un &, , == (, prq) € UM tal que para todo
abiertod C M con x € U, diam(U) < p y todo z € T'y(7) se satisface:

<pa:,qa Up(2))e < —20 A <px,qv 0z) > 20, (3-9)

donde x = ~(1).

DEMOSTRACION. Sea 7 € Iy Cp () = {us(2) : z € Ty(7)}. Por proposicion 3.9} lema y
que < 1/d, es posible proyectar el 0 en €0(Cry,(r)). Llamese ¢ a este punto. Por lema
y por ser proyeccion, el punto c satisface que:

1—pd
> —cu—c), <
el > T d AN (—c,u—c), <0, YueC,
con lo que se deduce que:
(—c,u)y < L —pdy’ Yu e C (3.10)
C7u x 1+d 9 u . .

Sea ¢ € sect (7). Para § > 0, que se fijara luego, se define el elemento p, , € U, M como:

0q — ¢

Dag - con 6 > 0.

B 6q — C‘m’

Por la proposicion se tiene que (g,u) < A para todo u € Cr(,y. Usando esto y (3.10)
se obtienen las siguientes estimaciones para u € Cp(;):

0{(q, u)z + (U, =€)y
’(Sq - C‘m

1 1—Bd\?
Sm(”‘(w—d) )

Como se esta buscando que este producto sea uniformemente negativo tanto en 7 € I,
q €sec’ (1) y en u € Cr(y), se impondra que:

1—Bd\? 1/1—8d\?
A_(1+d) <0H(5<X(1+d). (3.11)
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Ya impuesto (3.11)), usando que |dg — ¢| < 1+ § se deduce que:

@“@’“>55I{E§ <&X—-<{[;€f) >. (3.12)

Por otro lado, veamos ahora el producto interno de p,, con ¢ utilizando la proposicién
y la desigualdad triangular:

_ 0lglZ+{=c, @)

(Pgzs @)a 5g— <] (3.13)
F—XA _ 65—\

> > . 14

T log—c] T 149 (3.14)

Como se quiere que este producto sea positivo, en la dltima desigualdad de (3.13]) se
impone que 6 > A, restriccion que junto a (3.11) son equivalentes a:

1 /1—pBd\?
<X<1+ﬁ>‘ (3.15)

Luego de computar la desigualdad, se deduce que tal 6 de la definicion de p,, existe
siempre que:

1—dKp?/2

A
ST Ir2d

(3.16)

por lo que si p es suficientemente pequeno, esta desigualdad se satisface y, por ende, el «
del enunciado de la proposicién queda determinado por:

1 1—5012_5A )
MY T (U ra I

O

Observacion De este enunciado, con la ecuacion (3.16)) es necesario reducir la constante
p = p(A,d,K) a una tal que:
1—dKp?/2

A< g

y que ademas satisface (3.8).

Para continuar con la técnica presentada en R, se debe dar una versién para variedades
de las funciones (¢, -). Se presentaran las funciones be del mismo modo que fueron definidas
en [3]. Luego se considerard un n-red del espacio UK para finalmente con ellos probar la
rectificabilidad de las A-curvas.
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Definiciéon 3.12 Sea € := (z,w,) € UK. Consideremos la funcidon:

be :By(x,2p) = R
y = (wq, v2(y))

donde la funcion v, esta definida en[3.9. Cabe destacar que la funcion be estd bien definida
gracias la lema y es suave dada la suavidad de la inversa del mapeo exponencial.

Lema 3.13 (ver [3]) Las siguientes afirmaciones se satisfacen:

(i) Para todo & = (x,p) € UK se cumple que:

Vb(x’p) (l’) =pc 7;./\/1 (317)
(1t) Existe un L > 0 tal que para todo £ = (y,p) € UK y x, z € By(y, p) se cumple que:

[be(2) — (be(@) + (Vbe(2), va(2))a)| < Llva(2)[. (3.18)

DEMOSTRACION. Sea £ = (x,p) € UK. Gracias a que la funcién be se define como:

2 be(2) = (p,expy ' (2))a

v que Dexp,!(z) es la identidad sobre T,.M, sigue, por regla de la cadena que la derivada
de b¢ en x es:

Dbg(l‘)() = <p7 '>:c7

esto ya que (p, ), es una funcion lineal en 7, M.
Por otro lado, gracias a la suavidad del mapeo exponencial, la funcion:

(& ) == ((y,p), ) = b := (p,vy(x))y

es suave, siempre que d,(z,y) < 2p. Con esto, la segunda expresion sigue de la expansion del

polinomio de Taylor de orden 2 de la funcién b¢ en el punto x més la compacidad de K como
de UK. O

Corolario 3.14 (ver [3]) Sea o > 0 dado por la proposicion |3.11, Entonces existe un r €
(0,p/2) tal que para todo & = (x,p,) € UK, & = (y,p) € Bp(§, 1) y 2 € By(x,r) tenemos
que:

«
|Vb(y7p)(x> — Pele < 1

y también
1be(2) — (be() + (Vbe(@), va(2))a)] < S (2)].

DeMoSTRACION. Para la primera afirmacion, como la funcion:
(&, ) == ((y,p), ) = Dbe(x) := (p, Dy (x)(-))y,
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es continua gracias a la suavidad del mapeo exponencial. Por la compacidad de IC, de UK y
el lema (3-17), se deduce (gracias a la uniforme continuidad) que existe un r > 0 tal
que para todo § = (z,ps), £ = (y,p) € UK tales que Dy(&,&) < r se satisface:

«

[Vb(yp) (2) = Vb p,) (7)]e = [Vbyp) — Pzl < 1

Para la segunda afirmacion, sea L > 0 dado por el lema Ajustando r > 0 de ser
necesario tal que r < min{p/2, o/4L}. Como |v,(z)|, = d,(z, 2), si escogemos z € B,(z,r),
gracias a (3.18)) se concluye el resultado. O

Lema 3.15 Eziste un n € (0,p) tal que para todo 7 € (0,7T), q € sec™ (1) y & = (y,p) €
Bp(&,n), se cumple que:

be(2) < be(x) — ady(z,2), ¥ 2 € Ty (1),

y ademds:

7
<Vb§<l’), Q>x > ZO"

Donde € = (x,pzq) definido en la proposicion y Ue == B,(y, 2n).

DEmosTRACION. Sea 1 € (0, p/2) dado por el corolario y considérese n € (0,7/3). Sea
q € sect (1) y & := (x,psq) como en la proposicion Sea £ = (y,p) € Bp(&,n). Sigue que
dy(z,y) < ny luego:

Us == By(y,2n) C Bx,r) A diam(U) < p.

Por el corolario se sabe que |Vbg () — prgle < /4. Aplicandolo sobre la proposicion
3.11| méas la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se concluye que para todo z € I'y (7) \ {z}:

Q.

<Vb§<m>7ux(z)>x S _ZOZ VAN <Vb§(l’),q>x Z

| =

Por otro lado, utilizando el corolario y recordando que |v,(2)|, = dy(z, 2), se obtiene
que para todo z € Iy, (7) \ {z}:

be(2) = be(2) < (Vbe(2), v2(2))a + %va(z)lz

((Vte@), ual=)) + 5 ) dyfa.2)

T  «
(_Z + Z)dg(x, 2) < —ady(z, 2).

IN

]

Tal como en el capitulo 2, en lo que sigue se define una 7-red para simular una integral
en version discreta. Como cada espacio tangente tiene su propia esfera unitaria, no resulta
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conveniente que esta n-red sea sobre cada S~ C T, M, sino que sera sobre el conjunto UK
del que ya sabemos que es compacto con la métrica Dy. Se denominard F C UK como una
n-red finita, es decir:

V (z,p) € UK, Iy, q) € F tal que (z,p) € Bp((y,q),n). (3.19)

En lo que sigue, continuando con la notacion del lema [3.15, para & = (y,p) € UK se
denotara como U := By(y, 7).

Corolario 3.16 Para todo 7 € (0,T) existe § > 0 tal que para todo t € [T, 7 + ¢] existe
&(y,p) € F tal que:

be(7(1)) = be(v(7)) = ady(y(1), 7(7)).

Ademds, en la formula se puede reemplazar T por s € (0,7] tal que y(s) € Us.

DEMOSTRACION. Sea x = (7). Veamos que:

a

Vrel, 36 >0, Vt € (1,7 +0), 3s € sec™ (1), |q — uzs(7(1))|. < Ve

En efecto, si se supone lo contrario, entonces para todo € > 0, existe un ¢t € (7,7 + ¢) tal

que dist(u,(y(t)),sec™ (7)) > /4. Con esto, es facil construir una sucesion ¢, \, 7 tal que

uz(y(t,)) siempre esté a una distancia mayor que a/4 del conjunto sec™ (7). Dado que U, M
es compacto, se obtiene una contradiccion.

Sea t € (1,7 +0), q; tal que |g — uy(Y(t))| < /4y paq, asociado de la proposicion [3.11]
Como F es una n-red de UK, entonces existe £ := (y,p) € F y U := B,y(y,n) de modo que
satisfagan las hipotesis del lema [3.15] Del corolario se obtiene que:

«

be(1(8)) = belw) = ((Tbe(), a3 (O)e = T ) V(D) (3.20)

cuando t > 7y () € Us.

Como se quiere acotar el producto interno de (3.20)), utilizando la desigualdad de Cauchy-
Schawrtz y que |Vbe(2)|, < [Vbe(x) — &ugls + |€aglz < 2, resulta que:

(Vbe(2), e (Y(1))2 = (Ve (), gr)a = [Ve(7)]algr — u(y(1))l

Ta Ta a _ da
> — > — —2— > —.
> g w2 -2 2
Combinando con (3.20) se deduce que:
be(7(t)) — be(x) = alva(v(t)) ]2 = ady(z,7(?)), (3.21)
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con lo que se concluye la primera parte del corolario.
Para la segunda parte, al considerar el lema CON Ty Py g, Se tiene que:

be(V(s)) < be(x) — ady(x,v(s)), Vs <7, v(s) € U,

que al sumarla con la desigualdad (3.21]) resulta:

be(7(1)) — be(v(s)) = aldg(w,7(s)) + dg(,7(1))) = adg(v(2),7(s)),

para todo s < 7 tal que y(s) € U y t € (1,7 + J). El resultado para ¢t = 7 se obtiene
directamente del lema B.15 O

Ya se tiene todo lo necesario para proceder con la ultima parte de la demostracion. Antes
de seguir, se vera un simil a la funcion de anchura, para medir que tanto a variado la curva
y si ha tenido algin incremento significativo con respecto a las direcciones de la n-red. Para
el caso real, ver la definicion [2.24]

Definicion 3.17 (Funcion Anchura Direccional Local) Sea F una n-red de UK. Para £ =
(y,p) € F, considérese la funcion be definida en y ndtese que:

Us == By(y,2n) C By(y, 2p) := dom(be).

Se define la funcion de anchura local de K C M con respecto a la direccion & como:

We(K) = diam{be(2)] z € K NUe(T)}, (3.22)

donde se usard la convencion de que diam(() = 0.

Para no sobrecargar la notacion, se denotard por We(7) := We(I'y,(7)). Ademds, se con-
siderara la funcion:

Wr=> We. (3.23)

EeF

Observacién Notando que si 73 < 75 = Iy (1) C Ty (72), implica que las funciones
T — We(7) y 7+ Wx(T) son crecientes.

Proposicién 3.18 Sea v : I — M una A\-curva con A < 1/(1 +2d) y [a,b] C I. Entonces
existe un o > 0 tal que para toda particion:

a=ty <t <ty <..<t,=0b, dela,b,

se cumple que:

o,
<
)
=
AN
)
=~
C;/
=
IN

Q\| —

(Wr(b) = Wx(a)). (3.24)



DEMOSTRACION. Sea [a,b] C Iy a =ty <t <..<t,=>buna particion. Del corolario se
sabe que para todo 7 € [a, b], existe un J, > 0 tal que para t € [7,J,), existe un & € F que
satisface:

be, (Y(1)) = be, (7(5)) = ady(7(2),7(5)), Vs <7 <1, 5,1 € (T = 07,7 +07),

donde, si es necesario, hay que reducir la constante 0, para que y((7 — 6,,7 + 0;)) C Us,.

Considérese 1 € {0,...,n — 1}. Al recubrir [¢;,ti1q] con {(7 — 6,7 +6;) : 7 € [ti, tita]},
debido a la compacidad del intervalo, obtenemos un recubrimiento finito ordenado de forma
creciente en 7:

[th tiJrl] - Ugc:1<7—k - 5k7 Tk + (Sk)a

de donde se puede obtener una particion del intervalo [t;, t;41], a saber t; = t? < t! < ... <
tf = tiy1 que satisface:

Tk _5k < tik_l <7 < t? < Tk —|—($7-, Vk € {1,2,,l}

Gracias al corolario se tiene que para todo k € {1,2,...,1} existe un & € F tal que
al fijar 7 =1 y t =

be, (V(t7)) = be, (7(5)) = ady(v(t),7(s)), Vs € [0,7), 7(s) € U, (3.25)

donde la expresion anterior s6lo interesa cuando s < tik_l. Recordando que el lema
se demostraba con argumentos puramente métricos, su demostracion puede ser llevada al
contexto actual de variedades Riemannianas. De aqui:

dg(y(s),7(t)) = ——=dg (v (7 71), (1)), Vs <7,

de donde se concluye al combinaro con (3.25)) que:

(1-MNa

2, () (8), s <7 A(s) € U,

be, (7(t)) — be, (7(s)) =

Con esto, mas la definicion de la funcién de anchura local se obtiene:

B (1—-MNa N
W () = Wey (1) 2 S22, (10 1), 1 (68),
y luego, pasando a Wx:
_ 1—MNa _
W(th) ~ W) = T2, (0087, 408,
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Sumando sobre k, luego sobre i, notando que a la izquierda son sumas telescopicas y a la
derecha usando desigualdad triangula:

[y
[y

n—

W) = Wrla) 2 L0 Y S a0, 408) = EEY S 061 00)

I
o
I
o

con lo que se concluye la proposicion. O
Teorema 3.19 Sea v : I — M una A-curva continua con A < 1/(1+ 2d). Entonces vy tiene

largo acotado que depende proporcionalmente de una constante o = o/(d,\) y de Wx(K)
con K C M tal que y(I) C K.

DEMOSTRACION. La demostracion sigue igual que el caso real, teorema [2.26 [

Observacion Las restricciones sobre el valor de A en el teorema proceden, al igual que
en el caso real, del lema y la proposicion por lo que para el caso de variedades 2
dimensionales, gracias a la seccién del capitulo 2, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 3.20 Sea v : I — M una A-curva continua donde M es una variedad Rieman-

niana de dimension 2. Entonces v tiene largo acotado que depende proporcionalmente de una
constante o/ == o/(d,\) y de Wx(K) con K C M compacto tal que v(I) C K.
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Capitulo 4

A-curvas Discontinuas en Variedades
Riemannianas

En este capitulo se desechara la hipoétesis de continuidad sobre las A-curvas, es decir, se
trabajara con funciones v : I C R — M inyectivas, tales que satisfacen la desigualdad (2.1)),
tal como en la primera seccion del capitulo 2 (Propiedades de las A-curvas).

Se probara que toda funcion inyectiva v : [ — M con imagen contenida en un compacto
K € M y que satisface la desigualdad con A < 1/(142d), define una curva (no necesa-
riamente continua) de largo acotado, donde M es una variedad Riemanniana de dimension
d mayor o igual a 2.

Dada una curva v : I — M (no necesariamente continua), se extiende naturalmente la
definicion de largo de curva como:

{(y) == sup {Z dy(y(t:), v(ti—l))} , (4.1)

i=1

donde el supremo es tomado sobre todas las sucesiones creciente y finitas {t;}%, C I. Se dira
que 7 es rectificable si tiene largo finito, es decir, si ¢(7y) es finito.

La estrategia de demostracion es extender el resultado dado por Daniilidis et al en [3],
donde en gran parte corresponderan a proposiciones y lemas bastante técnicos, pero siempre
pensando en el desarrollo del capitulo 3. Uno de los resultados que se caen es la proposi-
cion [3.7] 1a que en su desarrollo deja en evidencia la necesidad de que la curva sea al menos
continua por la derecha, por lo que la parte central del estudio es ver que sucede con este
tipo de discontinuidades.

En la seccion [3.0] del capitulo 3 se dieron a conocer 2 resultados que resultan fundamentales
en el desarrollo de este capitulo, a saber, la ley del coseno (lema y el lema [3.2] sobre el
dominio del mapeo exponencial.
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4.1. Rectificabilidad

Gracias a la proposicion [2.6] se sabe que la cantidad de puntos de discontinuidad que puede
tener una A-curva es a lo mas numerable. En las expresiones que siguen a continuacion, se le
dard mayor relevancia a las discontinuidades por la derecha, dado que la perspectiva estara
en ocupar las secantes por la derecha y rescatar una version de la proposicion [3.7}

Para n > 0 denotaremos:
D (n) :={r € I: dy(y(7),7(77)) > n},

donde v(77) := limy, v(7), que siempre existe gracias a la proposicion

Proposicién 4.1 Sea v : I — M una A-curva (no necesariamente continua). Entonces para
n > 0, existe un o > 0 tal que para todo v € M:

max{|7(D"(n)) N By(x,an)|, |[7(D™(n)) N By(z, an)|} < 2.

DEMOSTRACION. Sea z € M. Sean {7;} € D" (n), denotemos por z; := v(1) y =} := y(7;") para
i=1, 2, 3. Considérese que {z;}? | C B,(z,an) para a > 0. Usando desigualdad triangular

mas la proposicion

4am
1—-X

2
(1 - 20&)77 < dg(l’2,$/2) - dg(x%x?)) < dg(xl27$3) < md(xlaxi’)) <
de donde se deduce que a > (1 —\)/(6 —2)). Escogiendo o menor esta constante, se obtiene
una contradiccion.

El caso cuando con discontinuidades por la izquierda es analogo. O

Observacion Dado que la curva v se considera contenida en un compacto X C M, tenemos
que para todo 7, el cardinal de DT (n) es finito, méas atn, esta acotado por 2N(n), donde
N(n) es el nimero de bolas de radio an necesarias para recubrir K.

Por otro lado, gracias a que la funciéon distancia es continua, las proposiciones que pro-
vienen de la desigualdad de A-curvas que en su resultado sean formulados con la funcion
distancia, se extienden a los puntos limites, en este caso, a 5.

En lo que sigue se va a ver el comportamiento de la curva v en un punto de discontinuidad
T € DT\ D*(n), para n > 0 adecuado. Siguiendo la notacion de la proposicion [4.1], para todo
7 € DT, llamaremos x := (1) y 2’ := v(7"). Gracias al lema se obtiene el siguiente
resultado como consecuencia de la continuidad de la inversa del mapeo exponencial.

Proposicion 4.2 Sea v : I — M una \-curva discontinua. Para 7 € DY\ D (2p), es decir
que d(z, ") < 2p, entonces sect (1) = {u,(2')}.

Debido a la proposicion [£.2] ya no es posible obtener una version de la proposicion en
los puntos de discontinuidad (del mismo modo que lo realizado en el capitulo anterior), por
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esto, se va a definir un nuevo punto T que va a estar entre x y 2’ en el que se realizara todo el
analisis. Para esto, supongamos que dg(z,2") < 2p, luego, por lema sabemos que existe
una tnica geodésica 0 tal que parte en 6(0) := x y 6(0) = u,(z'), donde la funcion u, fue
definida en la expresion 8.2} Con esto, se sabe 6(dy(x,2')) = 2/, por lo que para 8 > 0 fijo,
se define 7 := 6((1 — f)dy(x,2")).

Figura 4.1: Discontinuidad por la derecha.

A continuacion, tanto los lemas técnicos como proposiciones estaran enfocados en probar
que existe un § > 0 tal que al ver la evolucion de la curva desde z, el crecimiento de esta
pueda ser estimado por la funcion Wx (ver definicion . Para iniciar, se va a calcular el
valor de Az(['(7)) cuando 7 € DT\ DT (p), es decir, que 7 es un punto de discontinuidad por
la derecha y que d,(z,2") < p.

Lema 4.3 Sea v : I — M una A-curva y 7 € DY\ DT (p). Sea U C M abierto tal que
diam(U) < p. Entonces:
K 2
Ax/(ru(T)) S -\ — Tp,
donde Ay (T'y(7)) es el infimo de la definicion usando las funciones u,.

DEMOSTRACION. Como 2’ := limpy, y(t), existe un ¢t > 7 tal que z; = 7(t) € U. Gracias
a la proposiciéon y que la funcién sobre conjuntos A,, es decreciente con respecto a la
inclusion, se obtiene:

K 2

A (Tu(r)) 2 Au, (Cu()) 2 =X — ==,
La expresion anterior, sumada a la continuidad de la métrica y de la funcion u.(z) lejos de z
se concluye el resultado. O

Lema 4.4 Seay: 1 — M una A-curva , 7 € DT\ D" (p) y U vecindad abierta de x := (1)
de didmetro menor que p. Para € (0,(1 —X)/4), z := 0((1 — B)dy(x,2")) y z € Ty(7) se
cumple:

dy
2 = dy(z,2’)’ (42
1-45—-X _ dy(2, 2) 1—A (43)



DEMOSTRACION. Sea z € ['y(7). Por el lema y continuidad de la distancia d, se tiene que:

1—
T)\dg(x,x') < dy(z, ).

Como dy(z,2") = pdy(a’, x), se deduce usando ademas la desigualdad triangular que:

1—A
ng(a:, 2') < dy(Z, 2) + dy (7, 2") < dy(z, 2) + Bdy(x, '),

donde al dividir por d,(x,2’) se obtiene la primera parte del lema.

Antes de probar la desigualdad (4.3), se nota primero que gracias a la desigualdad (4.2)) y
la desigualdad triangular se obtiene:

1-28- X\

5 dy(z,2") < dy(7,2) < dy(z,2') +d,(a', 2)

< Bdy(z,2") + dy(2, 2).
de donde se deduce que:

1—45— A\ < dg(2', 2)

. 4.4
2 ~ dy(z,2") (4.4)
Finalmente, gracias a al expresion (4.4)) se puede estimar:
- / / 25 /
dy(7, z) < pdy(z,2") + dy(a, 2) < m +1)dy(a, 2).
y andlogamente:
/ / — 26 —
dg(2, z) < Bdy(z,2") +dy(Z, 2) < m—i—l dy(z, 2),
de donde se concluye el lema. O

Lema 4.5 Sea v: 1 — M una \-curva, 7 € DT\ D*( ) U vecindad abierta de x := ~(T)

de didmetro menor que p. Para € (0,(1 —X)/4),  :== 0((1 — B)dy(x,2")) y z € Ty(7) se
cumple:
d,(7,2)? — dy(2,2)* > —d,(z,2")*(Kp* + 1) — 2d,(z, 2")d, (7, 2), (4.5)
4y(@, 22 — Ao, 2)? < 24, (7, 2')2 + dy (7, /) (K + ). (16)

DEMOSTRACION. Sea z € ['y(7). Por la ley del coseno

d,(7,2)? — dy(2, 2)* > —Kd,(7,2")%d, (7, 2)* — dy(Z,2')? + 2(va(2'), v2(2)) 2

—dy(2, 2P (Kdy (2, 2)? + 1) + 2vs(2'), v (=)
> —d, (7,2 2(Kp* + 1) — 24, (7, '), (, 2),

donde en la tercera linea se utilizdé que z, z € U, la desigualdad de Cauchy-Schwartz y que
|vz(2)]z = dy(Z, 2) para obtener (4.5)).
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Para la segunda parte del lema. El lema dice que:

K 2
(@), tr(2))ar > =X = =1,

con lo que se deduce:

() (2D = Ayl ) (-2 = 2L (4.7

Por ultimo, usando la ley del coseno (3.3), (4.7) v que z,2/, z € U:
dy (7, 2)? —d(2/,2)* < dy(Z,2")? — 20 (Z), 00 (2)) e + Kd(Z,2')d(z, 2')?
< dy(7,2)(1+ Kdy(z,2")?) + 2d,(x, 2")d,(z,2") (A + Kp?/2)
< dy(z,2")(1 + Kp*) + 2d,(x, 2")d,(2,2") (N + Kp?/2).

Ajustando p tal que Kp? < 1, se concluye ([4.6). O

Proposicién 4.6 Sea v : I — M una A-curva discontinua, 7 € DT\ D (p) y U vecindad
abierta de x := (1) de didmetro menor que p. Para § > 0 pequerio, T := 0((1 — f)d,(z,2"))
se tiene que:

148(1 =) (1A K\ (B, 0=
AE(FM(T)) > — (1_26_)\)2 + (1_25_)\)2 (/\+T) +T (1+ (1—25—)\)4)} ‘

DEMOSTRACION. Sean 21, 24 € I'y(7). Para simplificar la notaciéon en el desarrollo de la pro-
posicion, se definirdn las siguientes cantidades:

e :=dy(21, 22), o= dy(z,2"),
y para i€ {1,2}:
d; := dy(z, %), di(z, z), di = dy(2', z).
En términos de lo anterior, al calcular la cantidad d,(z,z") resulta ser So.
Usando dos veces la ley del coseno, a saber, con z1, 29, Ty 21, 29, 2', se obtiene que:
—e? + d? +d3 — 2dydo(ug(21), uz(21))z < Kdid; (4.8)
e —d% — d'2 + 2d,d) (g (1), ugr (21))er < Kd'7d'7, (4.9)

al sumar (&.8) con ([£.9) y usar el lema[4.3[sobre el producto en 7,/ M, para luego dividir por
2d;ds, se deduce que:

Z-d7 -4 dd Kp?\ Kdid d7d;
1%, =% D% ([, Ay AAd 14_7;722 . (4.10)
2d,d, 2d;d, d;ds 2 2 dyds
Se procedera a acotar los dos primeros términos de la expresion (4.10)). Usando el lema
4.5, formula (4.5), se obtiene que:
’ ) q
A2 —d7? > —(B0)*(Kp?* + 1) — 280d,,

(uz(21), us(21))s >
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que al dividir por 2d;d, y usar el lema, , formula (4.2)) se deduce que:
4 —d7 _ (Bo)’(Ep*+1)  2Bod;

2d;dy, 2d;d, 2d;d,
> _ BKp"+1)4 45
= 2(1-28-X)2 2(1-23-)\)
o 432 B 283
— (1-268-)N2 1-23-2X
_ —2B8+28)
S (1-28-N)2

donde en la tercera linea se utilizé que Kp? < 1. Reemplazando en (.10]), usando que d; < p

y el lema formula (4.3)), se obtiene:

46(1 . )\) d/1d12 KpQ Kp2 d/2d/2
_ _ o> — = —
<Ux(21),ux(21)>x = (1 — 283 — )\)2 dqidy A+ 2 2 SRRy d2d2 ’

C[4B-N (- K\ | K (1)
= * ><” )* (”(1—26—A>4

= 1-28-X)2 (1-28-))?

En esta tultima expresion, al notar que si tomamos limite (3,p) — (0,0) el lado derecho
queda exactamente —\, méas la continuidad de la expresidon con respecto a estos parametros,
se concluye que para [y p suficientemente pequenos tales que:

2 2

(uz(z1),uz(z1))z > —A—e > — (4.11)

14 2d
]

Observacion La proposicion presenta una restricciéon implicita sobre las constantes p y
B, por lo que desde ahora se asumira que satisfacen (4.11)).

De la proposicion se sabe que sect(7) = {u,(2')}. Como se quiere hacer el analisis
sobre 7, mediante transporte paralelo a través de ¢ (ver [5]), se puede trasladar u,(z') € U, M
a un vector g € U M. Es facil probar que § = uz(2’) dado que 6(0) = wu,(z').

Se verd una proposicion analoga a la proposicion para T v ¢, siendo este uno de los
ultimos pasos para poder utilizar el argumento del capitulo 3:

Proposicién 4.7 Sea v : I — M una \-curva discontinua, 7 € DT\ D (p) y U vecindad
abierta de x := (1) de didmetro menor que p. Para § > 0 pequenio, T := 0((1 — 5)d,(z,2"))
se tiene que:

(@ uz(2'))z < 2Kp* + A +45. (4.12)

DEMOSTRACION. Sea ¢ = u,(z'), ¢ := "Y'y z € T'y(r). Usando la nomeclatura de la

R uz(x
proposiciéon , o = dy(z,2’), d := dg(f, z), d' = dy(2/,2). De la ley del coseno , se
deduce:
(60)232 d2 — d/2 N ﬂQUQ
2B0d 2B0d 2B0d’

(uz (), uz(2))z < (4.13)
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Del lema (4.6), al dividir por 230d se obtiene que:

dz — d/2 d’ K o2
&-dm _po IEp+A (4.14)
200d d d 2

por lo que juntando (4.13)) y (4.14) se deduce:

KBJC_I+360 i’KpQ—l—/\
2 2d d 2

En lo que sigue del desarrollo algebraico, se utilizard que Bod < p? y el lema para concluir
que:

=
8l
—~
H\
<
8l
&
&
(AN

K,O2+ 33 N 1—\ Kp* + )
2 1—-A=28 1—-X-28 2 ’

_ 30 A—B 1—)\
T1-a-25 KpQ(l— _25>* (1— —25)

< 4B+ 2K p* + ),

donde en la tdltima linea, de ser necesario, se ajustaron 3y p para que se satisfaga. O

Gracias a las proposiciones y ya se puede dar una version de la proposicion [3.11]
para el caso en cuando 7 € DT. La demostracion sigue casi igual a la dada en el caso en
variedades Riemannianas y curvas continuas (Capitulo 3, proposicion , por lo que sélo
se daran los puntos claves donde se diferencian, ya que serd necesario ajustar las constantes

py b

Proposicién 4.8 Sea v : I — M una A\-curva con 0 < XA < 1/(1 + 2d). Entonces eziste un
a > 0 tal que para todo T € D\ D (p), existe un & := (T,pz) € UM tal que para todo
abiertod C M con x €U, diam(U) < p, {z,2', 2} CU y todo z € I'y(T) se satisface que:

donde qz = uz(x).

DeMOSTRACION. De la proposicion se puede deducir que para 8 y p suficientemente pe-
quenos, que:

1
Az(D(1)) > — A—88—2Kp* > — :
(0(7)) 2 (BN~ 85— 2Kp* > — L
donde se recuerda que vy(f) — 1 cuando 5 — 0.
Sea Cr(ryz := uz(I'y(7)). Gracias a la proposicion , se puede proyectar el vector 0
sobre el conjunto ¢o(Cr,,(r)z). Llamese a este punto c, que satisface:
1+ pud
s > 1,
1+d
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donde p := vy (B)X + 88 + 2K p?. Ademés, para ¢ > 0, se define:

0q — ¢

T —
[6g — ¢

Del mismo modo que al proposicion [3.11], al estimar los productos entre p; contra q y
uz(2) para z € Cr,(r)z se obtiene las siguientes restricciones sobre d:

1 1+ pd\?
2Kp* + 4B+ X <6
prrABTAS <2Kp2—|—4ﬁ+)\(1—|—d)’

desigualdad que resulta ser equivalente a:

_ 1—-88—2Kp?—4B(1 +d) — 2Kp*(1 +d)

A 1+d+w(B)d

(4.16)

Se puede notar que la expresion del lado derecho tiende a 1/(1 + 2d) cuando (p, 3) — 0,
luego, existen p y 8 mayores que 0, tales que la desigualdad (4.16)) se satisface, y con esto,
se concluye esta proposicion. ]

Ya teniendo una alternativa de la proposiciéon principal del esquema de demostracion del
capitulo 3, se procedera a ver las propiedades respectivas de las funciones b (ver definicion
3.12) y asi concluir la rectificabilidad de las A-curvas.

Lema 4.9 (ver lema(3.15) Existe un n € (0, p) tal que para todo T € D\ D*(n) y para todo
§ = (y,p) € Bp(&,n), se cumple que:

be(2) < be(T) — ady(Z,2), ¥ 2 € Ty (1),

y ademds:

o 7
(Vbe(z), s > o

Donde € := (Z,pz) y q son los vectores definidos en la proposicion y Ue == By(y, 2n).

DemosTRACION. La demostracion sigue exactamente igual al lema [3.15] intercambiando = :=
~(7) por Z. O

Denominaremos por F a una n-red de UK, donde 7 esta definido en el lema [3.15

Corolario 4.10 Para todo T € D\ D*(n), existe £ := (y,p) € F y un § > 0 tales que para
todo t € [T, 7+ §) se satisface:

be((£)) = be(7(7)) = ady(v(1),~(7))-

Ademds, en la expresion anterior se puede reemplazar T por s € (0, 7] tal que v(s) € Us.
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DEMOSTRACION. Sea 7 € D*\ D ¢ € UK dado por la proposicion . Sea £ € F tal
que Dgy(&, &) < n. Por el corolario |3.14] se sabe que:

be(a') = be(@) = ((Vhe(@). uz(a). = T) loale)]s

Gracias al lema [4.9] se puede deducir de la desigualdad anterior que:
be(") = be(x) > alvs(a') |z = ady(Z, 27),

donde recordamos que |vz(2')|; = dg(Z,2”). Por altimo, al combinar lo anterior con el lema[d.9)
para z = z, resulta que:

be(a') — be(x) > aldy(. ') + dy(2,2)) > ady(2,2').

Como se tiene que la desigualdad anterior es estricta, be continua y que 2’ := lim;_,, y(t), se
concluye que debe existir un 6 > 0 tal que:

be(Y(t)) — be(z) > ady(z,y(t)). V t € [r,7+9).

La segunda parte del corolario es completamente analoga al corolario [3.16] [

Para lo que sigue, se retomaré la funcion de anchura local definida en el capitulo 3 (ver
definicion [3.17) para medir el crecimiento de la curva. La siguiente proposicion se demuestra
exactamente igual a su versién continua (proposicion [3.18) gracias al corolario [£.10]

Proposicién 4.11 Sea v : I — M una A-curva inyectiva con A < 1/(1 + 2d) y contenida
en un compacto K C M. Sea [a,b] C T\ (D" (n)UD™(n)). Entonces existe un o' > 0 tal que
para toda particion:

a=ty <ty <ty<..<t,=>b, dela,b,
se cumple que:

n

Z dg(y(tiz1), 7(t:)) <

J=1

1
o

(Wr(b) — Wr(a)). (4.17)

DEMOSTRACION. La demostracion sigue exactamente igual a lo realizado en la proposicion

B.18 O

Teorema 4.12 Sea v : [ = [0,T5) — M una A-curva inyectiva con X < 1/(1 4+ 2d) y
contenida en un compacto K C M. Entonces vy es rectificable, es decir, {(7y) < oo.

DemosTrACION. Considérese el conjunto N := D% (n) U D~ (n), por la proposicion se sabe
que N es un conjunto finito, se denotara por |N| a su cardinal y ¥ una constante tal que:

% > més{ma{dy (1(7), (), dyl(3(7), 27, dy((77), 2}

Como N es finito y la proposicion que dice que los limites laterales existen, se sabe que
existe un ¢ > 0 pequeno tal que:

dg(7(s),~(t)) < X
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Notando que, para T' < Ty, el conjunto [0,7]\ Uren(7 — &', 7 + ') es una unioén finita de
intervalos que satisfacen la hipotesis de la proposicion por lo que, se deduce:

1
(Yjo,m7) < EW]E(]C) + 2|N|%,

donde el segundo sumando, de la expresion anterior, proviene de las posibles discontinuidades.

Como la cota es independiente de T', tomando limite T — T, se concluye el resultado. [
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Capitulo 5

Curvas Autocontractantes en Espacios
de Banach

Como ya se ha mencionado en capitulos anteriores, las A-curvas (autocontractantes, y
también las autoexpandibles) pueden ser definidas en espacios métricos generales, lo que
gracias a la teoria de Arens-Eells (ver Anexo, , es equivalente a que las curvas estén
definidas en un espacio de Banach.

Recientemente, Eugene Stepanov y Yana Teplitskaya probaron que toda curva autocon-
tractante acotada (ver definicion , definida en un espacio de Banach de dimensién finita
es rectificable, es decir, que posee largo finito (ver [12]). El problema que se desarrollé durante
los capitulos anteriores hacia referencia a estudiar la rectificabilidad cuando se debilitaba la
propiedad métrica de la curva. Por otro lado, es natural preguntarse que ocurre con la curvas
autocontractantes que estan definidas en un espacio de Banach de dimension infinita, cuando
estas son acotadas, o mas atin, cuando estan contenidas en un compacto.

Gracias al coralario [2.11] se sabe que al estudiar la rectificabilidad de las curvas autocon-
tractantes (o autoexpandibles) definidas en un espacio de dimension infinita, indirectamente
también estaremos estudiando esta propiedad sobre las A-curvas.

Este capitulo esta centrado en probar una version negativa del resultado encontrado por
Eugene Stepanov y Yana Teplitskaya: vamos a ver un ejemplo de curva autocontractante,
definida en ¢'(N) y contenida en un compacto que no tiene largo finito.

Por ultimo, se definira la local rectificabilidad y se usard la curva creada anteriormente
para estudiar este caso.
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5.1. Ejemplo de Curva Autocontractante en /!(N) no Rec-
tificable

Sea {e, }nen la base candnica del espacio ¢!(N). Recordemos que para un z € (*(N), su

norma es:
Izl =11 zneall =) |2al. (5.1)

neN neN

Se define la curva v : I = [0,1] — ¢!(N) como sigue. Para T € [0, 1]:

e siT=0,
e, €nt1 . -l 1 2" —1
T):= 1—-p8)— =(1-— 0,1 N
W)= =)+ 5 s = (L= f) g + A, Be (0.1 ne
0 siT=1.

Esta curva es claramente continua, pero ademas satisface que:

(Bt ) - |2 2| = cotenmenfo s 1) v G2

n n+1

Gracias a que por su propia construccion 7 es una curva poligonal, podemos computar su
largo de manera precisa:

() =)

neN

€n en+1

n n+1

Z_

Ahora se probara que la funcién v es una curva autocontractante. Para esto, fijese un
tiempo 7 € [ y vamos a probar que la funcion f,(s) := ||v(s) —v(7)||1 es decreciente cuando
S es menor que 7.

Sea s € I tal que s < 7. El analisis sobre la funcion f. se puede subdividir en 4 casos,
a saber: cuando y(s) y v(7) estan en el mismo intervalo de la forma expresada en (5.2)),
cuando y(7) estd exactamente en el intervalo siguiente correspondiente a 7(s), cuando hay
una diferencia mayor o igual a 2 en los intervalos correspondientes a y(s) y (1), y, por
altimo, cuando 7 =1 (y(7) = 0).

Caso 1: Considérese que y(s) y v(7) pertenecen al mismo intervalo de la forma expresada
en (5.2), para algiin n € N. Como en este tramo 7 se comporta como si estuviese recorriendo
una linea recta, es directo que f, es decreciente cuando s es menor que 7.

Caso 2: Considérese que existe n € N, f,, 5, € [0,1], con 5, < 1, tales que:
€n
v(s) == (1 - BS) + Bs—— - )

+1
1) = (1= f) bk 4 5,

—l—2
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Con esto, la funcion f; queda definida como:

:1_ﬁs+lﬁs_(1_67)’ ﬁ‘r
n n+1 n+2

f+(s)

Como la derivada Bs es una constante positiva que depende solamente de n (mientra ~y(s) no
cambie de intervalo), es facil mostrar que la derivada por la derecha, f1(s), es menor que 0,
por lo tanto f es decreciente.

Caso 3: Considérese que existe n,m € N, m > 2, 5, 5, € [0,1], con 55 < 1, tales que:

I(s) = (1= B) 7 + Bt

Cn+m Cn+m+1
=(1—-p3  —
v(7) ( ﬁ)n+m+ﬁn+m+1

Al computar la funcién f,. resulta:

1 —p;s s 1 -0 T
=B B 1=B B
n n+1l n+m n+m-+1

f2(s)
la que también es facil ver que tiene derivada por la derecha menor que 0.

Caso 4: Basta con verificar que s — ||y(s)]| es una funcion decreciente, lo que es directo.

Gracias a que los 4 casos anteriores componen todos los casos posibles, se concluye que la
curva 7y es una curva autocontractante, que ya sabemos que no es rectificable.

5.2. Ejemplo de Curva Autocontractante no Localmente
Rectificable

En el ejemplo de la sesiéon anterior, si bien la curva v no posee largo finito, esta curva en
casi todo tiempo posee localmente largo finito. En efecto, el inico punto que causa problemas
es v(1) = 0. En lo que sigue, se definira formalmente la nocion de rectificabilidad local y se
construird un ejemplo de curva autocontractante donde esta condicién tampoco es satisfecha.

Definicion 5.1 (Rectificabilidad Local) Sea v : I — X una curva definida sobre un espacio
de Banach X. Se dird que ~v es localmente rectificable si para casi todo tiempo T € I, respecto
a la medida de Lebesgue sobre I, existe un € > 0 tal que:

€(7|(T—a,r+s)) < o0.

Es claro que la curva «y de la seccion corresponde a una curva localmente rectificable.
Sin embargo, para construir una curva autocontractante que no lo sea, nos basaremos en esta.
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Sea p € N un ntimero primo. Se define la curva v* como una curva similar a v, salvo que
se mueve solamente por las direcciones {e,» : n € N}, es decir:

ep si =0,
n 21 —1 2" —1
P(1) =4 (1-B)= P g =(1- 0,1 N
)= 1= BT+ BT sit=(1-f) g+ BEDI neEN,
0 siT=1.

Por otro lado, para ¢ € QN [0, 1], se define la curva 7¥, que correspondera a la curva 7¥
pero 1/q veces mas rapida, es decir:

» ok <Z> siT<gq
Vo (T) = q :

0 siT>q

Es claro que para todo p primo y ¢ € QN [0,1] las curvas 72 son autocontractantes,
acotadas y, mas atn, para cualquier real ¢ > 0, las curvas ¢y? también lo son. También cabe
destacar, que las curvas ¢y¥ no son rectificables, pero si son localmente rectificables dado que
el inico punto conflictivo en I es 7 = ¢. Gracias a esto, vamos a considerar una enumeracion
de los nameros primos, {p, }nen, v otra de los racionales en [0, 1], {¢, }nen, para definir la
curva 7 :

relm ) =Y onle(). (53)

neN

Que resulta ser continua, autocontractante y acotada, ademas, por la continuidad de la
misma y la compacidad de [0, 1], esta contenida en un compacto.

En efecto, la curva 7 esta bien definida ya que las curvas 77" son uniformemente acotadas,
lo que implica que la serie con que se define es absolutamente convergente, mientras que la
continuidad de 4 proviene de la continuidad de las curvas ~br.

Por ultimo, para probar que la curva 4 es autocontractante, basta notar que como las
curvas 7{1’ son autocontractantes, entonces:

[V (k1) — A Ea)lle > [|yhr (t2) — b (Es)[l1, Vn €N, by, ta, t3 € I con ty <ty <t

De la formula anterior, al primero multiplicar por 1/2" la expresion anterior, para luego
sumar sobre n, notando que para todo n las curvas 42" por coordenadas son independientes
unas de otras, méas la forma particular de la norma en ¢*(N), ver (5.1)), se deduce que:

17(t1) — 33l = Z v (t1) = e (t3) 1

neN

< Z QTLH’Y — i (t3)

neN
< |F(t2) = A(ts) s Y 1, t2, t3 € I con ty <ty < 3.
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Observacion Con el ejemplo, queda probado que en espacios de Banach generales, las curvas
autocontractantes no tienen por qué ser localmente rectificables, pero el problema para el
espacio de Hilbert ¢*(N) atn sigue abierto, ya que la curva v definida en la seccion falla
en ser autocontractante.

Ademas, como problema abierto sigue el descubrir si, al revertir la orientacion de 7, que
considerada esta vez sobre (?(N), queda una A-curva para algin \ € [0, 1).

Por tltimo, encontrar (de existir) una curva autocontractante no rectificable en ¢*(N), y
también, encontrar (de existir) una curva autocontractante ¢*(N) no localmente rectificable.
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Conclusi6n

Este trabajo se enfoc6 en desarrollar y extender la técnica presentada por Daniilidis et
al sobre la rectificabilidad de las curvas autocontractantes (ver [3]), ademéas de mostrar la
evolucion historica de esta misma. Con esto, fue posible demostrar que toda A-curva definida
en RY acotada, es rectificable siempre que A < 1/(1+42d). Ademés dicha restricciéon se eliminé
en el caso planar, es decir, toda A-curva acotada definida en R? es rectificable. Este tltimo
resultado nos hace conjeturar que toda A-curva acotada es rectificable cuando esta definida
sobre RY,

También, se probo la rectificabilidad cuando las curvas estan definidas sobre una variedad
Riemanniana de dimension d > 2, con las mismas restricciones que en el caso euclideo, e
incluso quitando la hipotesis de continuidad, es decir, a las curvas se les pide satisfacer la
desigualdad e inyectividad.

Por otro lado, en vista de descubrir que tan distintas son las A-curvas de las curvas autocon-
tractantes, siguiendo las ideas dadas por Nekvinda y Zindulka (ver [10]), se probo6 evocando
el teorema de Arens-Eells que toda A-curva esta asociada a una curva autocontractante defi-
nida sobre un espacio de Banach (de dimension infinita), tal que la funcién que lleva de una
a otra es bi-lipschitz, por lo que la rectificabilidad de las A-curvas estédn relacionadas con la
rectificabilidad de las curvas autocontractantes.

Por tltimo, se probd que existen curvas autocontractantes, contenidas en un compacto,
no rectificables. Mas atn, se construy6 otro ejemplo que viola la condicion de rectificabilidad
local (ver definicion . Con este ejemplo, se prueba que no puede seguir extendiéndose
el trabajo realizado por Stepanov y Teplitskaya (ver [12]) donde probaron que toda curva
autocontractante acotada definida en un espacio de Banach dimension finita es rectificable.

Como trabajo futuro, esta memoria deja varias aristas abiertas, entre las que se pueden
rescatar el encontrar una técnica més robusta para obtener una demostracion de que toda A-
curva es rectificable. Dicho objetivo se podria tal vez conseguir guidndose por lo realizado por
Stepanov y Teplitskaya en el articulo que trabajan con curvas autocontractantes en espacios
de Banach de dimension finita (ver [12]) o, tal vez, utilizando una técnica que estudia la
curvatura de una curva irregular (ver [I3|, capitulo 5), o en cambio, encontrar una A-curva
no rectificable. También quedé abierto el encontrar un ejemplo de curva autocontractante,
acotada, no rectificable en un espacio de Hilbert de dimension infinita.

En otra perspectiva de trabajo, se puede continuar con la relaciéon que existe entre los
sistemas dinamicos de tipo gradiente (con potenciales quasi-convexos) y las curvas auto-
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contractantes (ver proposicion . Los sistemas dindmicos de tipo gradiente pueden ser
formulados con propiedades puramente métricas (ver [I], Capitulo 1) y por tanto definidos
sobre espacios métricos. Con esto, una pregunta natural que se genera es si es posible repli-
car la proposicion en espacios meétricos generales, asociando al espacio métrico con una
definicion de convexidad adecuada.
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Apéndice A

Anexo

A.1. Espacios Lipschitz Libres

El espacio Lipschitz libre de un espacio métrico se define mediante el teorema de Arens-
Eells, a saber:

Teorema A.1 (Arens-Fells, ver [9]) Sea (X,d) un espacio métrico, entonces existe un es-
pacio de normado (Y, || - ||) tal que X se inyecta isométricamente un subconjunto cerrado y
linealmente independiente de Y .

En lo que sigue, se dard a conocer una construccion del espacio libre para un espacio
métrico (X,d). Sea (Y, p) un espacio métrico tal que ¥ = X U {0x}, donde Ox ¢ X y p
extiende la métrica d. Llamese Lipy(Y) como el espacio de funciones lipschitz f : Y — R
tales que f(0x) = 0. Se demuestra que corresponde a un espacio de Banach dual con la

siguiente norma:
11 = s { LTy e via ).
d(z,y)

Para x € X, considérese el funcional ¢, € Lip,(Y)* definido por 0,(f) := f(z). El espacio
libre de X, que se denota por F(X), queda definido por:
F(X) :=3span{d, : x € X}.

Teorema A.2 (ver [9]) Sea (X,d) un espacio métrico y Ox € X un punto distinguido de
X. Entonces 6 : X — F(X) es una isometria a su imagen.

Observacion Ademés, se demuestra que F(X)* es isometricamente isomorfo a Lipy(X)

(ver [7] o[14]) y, para ejemplos concretos, hay caracterizaciones del espacio libre de R¢, con
d € N (ver [6]).

28



	Tabla de Contenido
	Introducción
	Curvas Autocontractantes
	Sistemas de Tipo Gradiente
	Técnica de Manselli y Pucci

	-curvas en Rd
	Propiedades de las -curvas.
	Rectificabilidad
	Rectificabilidad en R2

	-curvas en Variedades Riemannianas
	Notación
	Rectificabilidad

	-curvas Discontinuas en Variedades Riemannianas
	Rectificabilidad

	Curvas Autocontractantes en Espacios de Banach
	Ejemplo de Curva Autocontractante en 1(N) no Rectificable
	Ejemplo de Curva Autocontractante no Localmente Rectificable

	Conclusión
	Bibliografía
	Anexo
	Espacios Lipschitz Libres


