
 

 

 

 

 

UNIVERSIDAD DE CHILE 

FACULTAD DE CIENCIAS FÍSICAS Y MATEMÁTICAS 

DEPARTAMENTO DE INGENIERÍA MECÁNICA 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ANÁLISIS DE VIBRACIONES DE UN REDUCTOR DE 

VELOCIDAD PLANETARIO A TRAVÉS DE MODELOS 

ANALÍTICOS 

 
 

MEMORIA PARA OPTAR AL TÍTULO DE INGENIERO CIVIL MECÁNICO 

 

NICOLÁS PATRICIO GUTIÉRREZ MUÑOZ 

 

 

 

 

 

 
 

PROFESOR GUÍA: 

EDUARDO SALAMANCA HENRÍQUEZ 

 

MIEMBROS DE LA COMISIÓN: 

VIVIANA MERUANE NARANJO 

HUGO LOYOLA MAUREIRA 

 

 

 

 

SANTIAGO DE CHILE 

2017



i 

 

 RESUMEN DE LA MEMORIA PARA OPTAR AL 

TÍTULO DE: Ingeniero Civil Mecánico 

POR: Nicolás Patricio Gutiérrez Muñoz 

FECHA: 2017 

PROFESOR GUÍA: Eduardo Salamanca Henríquez 

 

ANÁLISIS DE VIBRACIONES DE UN REDUCTOR DE VELOCIDAD PLANETARIO A 

TRAVÉS DE MODELOS ANALÍTICOS 

 

El mantenimiento predictivo es una herramienta muy poderosa a la hora de analizar equipos, ya 

que no es necesario detenerlos para efectuar el análisis. En el parque de diversiones Fantasilandia 

es necesario conocer la condición de los equipos con tal de disminuir la probabilidad de falla de 

algún equipo, para evitar poner en riesgo a los usuarios. Bajo este contexto, se busca definir 

modelos que representen el comportamiento de un reductor de velocidad planetario, para obtener 

el caso base de vibraciones (reductor sano) y entender la interacción del sistema con el lubricante. 

 

Se definen tres modelos teóricos de reductores: Un modelo dinámico, un modelo fenomenológico 

y un modelo torsional, cada uno con sus suposiciones. En cada modelo es posible añadir fallas y 

observar la respuesta, por esto se definen las fallas de fisura, pittiing y scuffing, con el fin de poder 

comprender los fenómenos y cómo afectan al sistema. Para el amortiguamiento se exponen las 

bases para comprender esta característica desde el lubricante, definiendo el modelo tribo-dinámico 

y elementos de la teoría de contacto de Hertz. 

 

Para resolver los modelos se utiliza el método de integración de Hilber Hughes Taylor y de 

Newmark. Los resultados para el modelo dinámico se dividen en tres: uno sin amortiguar, otro con 

amortiguamiento medio y el último con amortiguamiento normal. Para cada caso se obtiene la 

respuesta vibratoria sobre el Carrier y su respectivo espectro. Para los otros dos modelos solo se 

analiza un caso general, para comprobar su funcionamiento y verificar que describen el fenómeno 

correctamente. Finalmente, se agrega una falla por pitting desarrollado y fisura al modelo dinámico, 

con tal de obtener su respuesta vibratoria y su espectro. 

 

Los resultados obtenidos para los tres modelos muestran comportamientos esperados según la 

literatura. Además, es posible modelar exitosamente fallas, tales como pitting desarrollado y fisura, 

y obtener la respuesta vibratoria. Se relaciona la perdida de rigidez con fallas en el lubricante, 

debido al cambio de régimen y de área de contacto. Además, se concluye una relación entre las 

características del lubricante, tales como espesor de película y viscosidad, y el amortiguamiento. 

Como trabajo a futuro se propone ampliar las fallas impuestas, mejorar los modelos y realizar 

pruebas de laboratorio para validar las conclusiones sobre lubricación. 

 

Finalmente se obtienen las respuestas vibratorias teóricas de un reductor planetario de tres planetas 

y una etapa, las cuales pueden ser usadas como caso base para compararlas con mediciones 

experimentales.  
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1 Introducción 
 

En la actualidad, la disponibilidad de equipos en todo tipo de industrias es muy importante, por lo 

que cada vez que un equipo debe detenerse genera pérdidas de utilidades importantes. Esto motiva 

a la mantención de equipos, con el fin de lograr maximizar su disponibilidad. Mediante 

mantenimiento preventivo se pueden tomar medidas para programar paradas con tal de evitar fallas 

durante el funcionamiento del equipo y no incurrir en tareas correctivas. Durante los últimos años 

se ha comenzado a tener una visión más proactiva, con la finalidad de lograr predecir y detectar 

fallas incipientes en los equipos, pudiendo así tener una disponibilidad virtual del 100%. 

 

Esto cobra especial importancia cuando se tienen equipos que son importantes en la cadena de 

producción y una parada imprevista causa pérdidas elevadas. Para el caso del parque de diversiones 

Fantasilandia la falla de un equipo significa que se puede poner en riesgo a los usuarios y perjudicar 

la experiencia en el parque, por lo que es totalmente necesario evitar este tipo de fallas y mantener 

un conocimiento continuo sobre el estado de los equipos. 

 

El mantenimiento predictivo se basa en el monitoreo de condiciones para poder detectar fallas 

incipientes. Existen distintas técnicas para lograr esto, dentro de las cuales se pueden mencionar el 

análisis de vibraciones, análisis de aceite, termografías y análisis de performance entre otros. 

 

En este contexto, el objetivo de este trabajo de memoria consiste en desarrollar modelos analíticos 

de un reductor planetario, y analizar la lubricación para lograr determinar el caso base de la 

respuesta vibratoria del reductor planetario del sistema de impulso del juego MegaDisko. De esta 

forma, se puede un realizar análisis de vibraciones experimentales y comparar la respuesta teórica 

(reductor sano) con los datos obtenidos. 
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1.1 Motivación 
 

El presente trabajo de memoria tiene como motivación principal introducirse al área de 

mantenimiento predictivo, siguiendo la tendencia de la industria, ya que entrega herramientas 

poderosas para el diagnóstico y prevención de fallas en equipos críticos, logrando así maximizar 

su disponibilidad. 

 

1.2 Objetivos 
 

1.2.1.1 Objetivo General 

 

Realizar un análisis de vibración al sistema reductor del juego mecánico MegaDisko ubicado en el 

parque de diversiones de Fantasilandia, para identificar fallas incipientes. 

 

1.2.2 Objetivos Específicos 
 

 Comprender el funcionamiento del reductor y su interacción con los demás sistemas. 

 Realizar distintos modelos analíticos del reductor. 

 Obtener la respuesta vibratoria y espectro de un reductor planetario. 

 Identificar la influencia de la amortiguación en la respuesta. 

 

1.3 Alcances 
 

Obtener las bases necesarias para realizar análisis de vibraciones a un reductor planetario de manera 

empírica y, así, identificar fallas incipientes. 

 

.  
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2 Antecedentes 
 

2.1 Antecedentes Generales 
 

2.1.1 Mantenimiento en la Industria de Parques de Diversiones 

Alrededor del mundo, existe una gran cantidad de parques de diversiones, que tienen distintos 

tamaños y enfoques. Sin embargo, todos tienen como prioridad la seguridad en el parque, tanto 

para sus empleados como para los clientes. La seguridad debe estar en el tope de la lista de 

prioridades, tanto por razones humanas y económicas. Este es el factor crítico para la supervivencia 

de los parques, ya que un accidente o una serie de ellos puede significar una pérdida significativa 

de flujo de gente o el cierre del parque. La falta de seguridad podría llegar a tener implicaciones 

legales, por lo que se debe imponer en todos los niveles, desde las decisiones estratégicas, 

desarrollo de programas operativos y ejecuciones de tareas asignadas a los empleados. 

 

Es por esto, que muchos parques han optado por tomar una visión proactiva vs una reactiva, en 

cuanto a sus tareas de mantenimiento de equipos, de forma que se pueda aumentar la seguridad en 

el parque. 

 

El parque de diversiones Fantasilandia no ha estado exento de accidentes. Desde su apertura en 

1978, Fantasilandia ha tenido un número acotado de accidentes, con resultados de lesiones menores 

y otros fatales. En 2001 se provocó un incendio debido a una chispa desprendida de trabajos de 

soldadura. En 2003 un mantenedor resulto muerto al caer de una escalera de 3 metros al estar 

realizando labores de mantenimiento. El mismo año, la montaña rusa Galaxy sufre un desperfecto, 

lo que provoca que uno de sus carros se detenga bruscamente en lo alto de la estructura y, debido 

a esta detención, 3 pasajeros resultaron lesionados. Esto resultó en la clausura de la montaña rusa. 

El último accidente, registrado en 2015, consistió en el desprendimiento de un carro del juego 

Boomerang, donde hubo 22 lesionados [1]. 

 

Es por esto que Fantasilandia ha comenzado a incorporar estrategias predictivas en sus tareas de 

mantenimiento, con tal de identificar fallas incipientes y que recién comienzan a desarrollarse en 

diversos equipos. De tal forma, se puede prevenir el desarrollo total de la falla, la cual puede resultar 

en una falla catastrófica, que puede resultar en grandes gastos de recursos económicos, tiempos de 

reparación (ya que si son componentes mayores probablemente se deban importar) y, en el peor 

caso, puede afectar a las personas que mantienen, operan o utilizan el equipo en cuestión. 

 

2.1.2 Mantenimiento Predictivo 

El mantenimiento predictivo consiste en monitorear las condiciones de los equipos durante su 

operación y así poder predecir las futuras fallas que pueda presentar el equipo, pudiendo programar 

de mejor manera las tareas de mantenimiento preventivo y, virtualmente, eliminar las tareas de 

mantenimiento correctivo. 

 

Las principales técnicas en cuanto al monitoreo de condiciones son el análisis de vibraciones, que 

permite detectar un 80% de los problemas [2], y de aceite. Existen otras técnicas, como la 

termografía, que tienen aplicaciones más específicas. 
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A continuación, se hace una breve descripción de cada técnica mencionada. 

2.1.2.1 Análisis Vibratorio [3] 

Todos los equipos, incluso los que están en buen estado, generan vibraciones. Es por esto que tener 

un sistema de monitoreo basado en vibraciones puede entregar herramientas poderosas a la hora de 

programar el mantenimiento. 

 

Un sistema de monitoreo puede reaccionar de manera inmediata al cambio, por lo que se puede 

utilizar de forma permanente o intermitente. A diferencia de otros métodos, las vibraciones pueden 

identificar al elemento que está fallando. 

 

Las señales obtenidas por los equipos pueden ser procesadas en tiempo real o por técnicas más 

avanzadas. Para procesar en tiempo real el análisis puede ser bastante simple, aprovechando la 

pequeña ventana de tiempo para realizar un análisis, o complejo, por ejemplo por medio de 

algoritmos basados en aprendizaje supervisado. Para técnicas más avanzadas, se puede realizar un 

análisis mucho más profundo ya que se dispone de más tiempo para el análisis. 

2.1.2.2 Análisis de Aceite [3] 

Los análisis de aceite se utilizan para estudiar la composición del lubricante, ya que este se puede 

ensuciar y contener material particulado que provoca una interacción no deseada con las superficies 

que lubrica. Se pueden dividir en las siguientes categorías: 

1. Detección de partículas: Se utilizan filtros y plugs magnéticos para retener material 

particulado en el lubricante que circula en el sistema y se analizan para identificar la 

cantidad, tipo, forma y tamaño entre otras. 

2. Procedimientos de análisis espectro gráfico de aceite (SOAP): Se toman muestras 

regularmente del aceite y se someten a un análisis químico espectro gráfico, para detectar 

trazas de elementos que dan indicios de desgaste de materiales especiales. También se 

utiliza para detectar presencia de filtraciones de agua hacia el lubricante por medio de 

presencia de NaCl. 

3. Ferrografía: Corresponde al análisis de las partículas retenidas magnéticamente, pero no 

limitante, ya que partículas no magnéticas pueden haber quedado atrapadas. Cantidad, 

forma y tamaño de estas partículas son factores de alta importancia ya que dan luces del 

tipo y locación de la falla. 

2.1.2.3 Termografía [3] 

Este tipo de análisis consiste en medir de forma remota pequeños cambios en la temperatura. Para 

lograr esto, se debe contar con la temperatura de referencia, o bien, la temperatura de operación. 

Generalmente se utiliza más en equipos eléctricos para detectar “hot spots”. Esta técnica es útil 

también para medir el incremento de temperatura en rodamientos, ya que cerca del final de su vida 

útil, los elementos rodantes comienzan a deslizar y generan un aumento substancial de temperatura. 
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2.2 Antecedentes Específicos 
 

2.2.1 Discusión Bibliográfica 

Dentro de la bibliografía consultada para este trabajo, se destacan artículos de análisis de 

vibraciones con diversas técnicas avanzadas como kurtosis espectral, envolvente, time synchronous 

averaging y order tracking, entre otros. A continuación, se analizan los artículos más destacados. 

El libro de Robert B. Randall [3] se escoge por presentar los fundamentos del mantenimiento 

predictivo y la teoría que acompaña al análisis de vibraciones que se utiliza en este trabajo. 

 

El artículo de Lin y Parker [4] ha sido tomado como referencia debido a la presentación del modelo 

analítico del reductor. Este modelo es la base de estudios subsecuentes sobre reductores planetarios, 

ya que es posible realizar variaciones en los parámetros para representar distintas configuraciones 

(número de planetas, amortiguamiento, etapas, etc.). El modelo describe la ecuación de movimiento 

que gobierna al sistema, como se muestra más adelante. Se deja de manera explícita en la ecuación 

el cómo cada elemento interactúa con los demás (sol con planeta, planeta con ring-gear y la 

transmisión de vibraciones al exterior). Finalmente se obtienen los modos de vibración y 

frecuencias naturales según la cantidad de planetas presentes en el planetario. 

 

Como alternativa a esto, C. Molina ha desarrollado un modelo fenomenológico [5] [6] donde se 

describen las vibraciones que capta el sensor que monitorea el reductor planetario de una etapa, 

como se muestra en la figura 9. Luego de obtener la ecuación que describe las vibraciones 

observadas por el sensor, se calcula la transformada de Fourier para obtener el espectro 

característico del reductor. Con esto, se obtienen las vibraciones y espectros teóricos de un reductor 

sano. Este modelo se destaca por su simpleza, comparada con el de Lin y Parker, pero que no 

muestra de manera explícita la interacción de todos los componentes, sino solo la de planeta ring-

gear. 

 

Con los dos modelos presentados en los trabajos anteriores, no es posible realizar una comparación 

directa entre ambos, por lo que C. Molina realiza una mejora del modelo fenomenológico para 

lograr comparar ambos. Este trabajo fue seleccionado debido a la modelación de fallas y cómo se 

validan por medio de experiencias empíricas [7]. 

 

Los estudios anteriormente nombrados se centran en las relaciones de sol, planeta y ring-gear, pero 

dejan de lado el comportamiento del carrier. David Blunt y Jonathan Keller proponen 2 modelos, 

basados en el sistema de transmisión de helicópteros, para detectar fisuras en el carrier del 

planetario. Ambos modelos resultan satisfactorios en la predicción de fallas, pero no logran 

predecir correctamente la falla bajo condiciones de alto torque [8]. 

 

Finalmente, Parker y Ericson [9] examinan las propiedades modales de un reductor planetario y su 

respuesta dinámica. Este trabajo se destaca al comparar las frecuencias naturales y la respuesta 

dinámica obtenida de forma experimental con la predicha con el modelo analítico, donde 12 de 15 

pruebas poseen errores menores al 5%. 
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2.2.2 MegaDisko 

El presente estudio se centra en el juego mecánico MegaDisko, ubicado en el parque de diversiones 

Fantasilandia. El juego consiste en un disco que gira 360° y, durante sus giros, avanza de forma 

longitudinal por un riel. El juego es impulsado por dos motores que cumplen tareas específicas. 

Estas son: alimentar la rueda de impulso que permite el desplazamiento del disco a lo largo del riel 

y el otro motor se encarga de otorgarle el giro al disco. A continuación, se identificarán y detallarán 

los sistemas presentes en el juego. 

 

 
Figura 1: Juego mecánico MegaDisko 

2.2.2.1 Sistema de Giro 

Este sistema esta alimentado por un motor eléctrico de corriente alterna, el cual pasa por un reductor 

planetario para salir por un piñón que se encuentra engranando a una corona que va fija al disco, 

otorgándole movimiento. 

 

Este sistema es el único responsable del giro del disco, el cual posee cuatro niveles de intensidad, 

que al aumentar la intensidad también aumenta la cantidad de giros que da. Durante la operación, 

el disco solo puede girar en un sentido. 

 

2.2.2.2 Sistema de Impulso 

El disco, además de girar, se desplaza a lo largo de un riel gracias a una rueda de impulso. Para 

asegurarse de que la rueda se desplace de forma recta, el carro posee cuatro ruedas plásticas de guía 

que están instaladas de forma perpendicular a la rueda principal. Además, consta de sensores de 

posición que permiten vigilar y controlar la posición del disco en todo momento, de forma que el 

disco avance sin salirse del riel. 

 

Esta rueda de desplazamiento es alimentada por un motor freno de corriente continua que trabaja a 

2050 rpm. Luego se encuentra un reductor planetario de una etapa, el que se encarga de reducir la 

velocidad entregada por el motor y que sale a la rueda. El reductor presente en este sistema es el 

de interés para este estudio. 

 

El motor es fabricado por MGM cuyas especificaciones técnicas se encuentran en la tabla 1, las 

cuales son tomadas de la placa del motor (figura 2). 
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Tabla 1: Datos técnicos del motor MGM. 

Parámetro Valor Unidad 

Potencia 121 𝑘𝑊 

Voltaje 480 𝑉 

Corriente 273 𝐴 

Revoluciones por minuto 2050 𝑅𝑃𝑀 

Peso 495 𝐾𝑔 
 

 

 

2.2.2.3 Ramplas 

Las ramplas otorgan el acceso a la plataforma del disco para los usuarios y se encuentran dos 

ramplas para facilitar el ingreso y salida al juego. Estas son accionadas siempre y cuando el juego 

este completamente detenido. Ambas ramplas son accionadas por medio de un compresor. 

2.2.2.4 Cinturones de Seguridad 

Los cinturones de seguridad son accionados por medio de un compresor y son accionados los 40 a 

la vez, sin embargo, siempre se realiza un ajuste manual para todos los participantes. 

2.2.3 Reductor Planetario 

Un reductor planetario presenta muchas ventajas sobre reductores más tradicionales, como por 

ejemplo una alta razón torque/peso y el espacio reducido que ocupa. Sin embargo, también presenta 

algunas desventajas, como un alto nivel de ruido y vibraciones. 

 

Un reductor planetario posee cuatro elementos, a saber: sol, planeta, carrier y ring-gear. Esto se ve 

esquemáticamente en la figura 2. 

 
Figura 2: Esquema de un reductor planetario de tres planetas y una etapa. 
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El funcionamiento de un reductor planetario consiste en una entrada proveniente del motor, el cual 

le otorga el movimiento al sol. Este transmite el movimiento a los planetas que, al estar engranando 

simultáneamente con el ring-gear, tienen una velocidad de giro reducida. Cada eje pasante del 

planeta va fijo al carrier, que gira a la misma velocidad que los planetas y transmite el movimiento 

hacia la salida del reductor. Este proceso puede ser efectuado de manera inversa, es decir, que 

funcione como un multiplicador de velocidad. Para ello, el ingreso debe efectuarse por el eje del 

Carrier, el cual transmite la velocidad a los planetas, quienes transmiten la velocidad aumentada al 

sol, el cual puede ser acoplado a un generador, como es el caso de las turbinas eólicas. 

 

El reductor que se encuentra en el equipo es fabricado por Brevini y es un reductor planetario de 

una sola etapa, con un factor de reducción 𝑖 = 4,3, tal como se muestra en la siguiente figura. 

 

Fantasilandia facilitó el acceso a un reductor que está en desuso pero que es idéntico al que está 

montado en el juego, ya que no se cuenta con acceso a este reductor debido a que para verlo es 

necesario desmontarlo. 

 

El lubricante que utiliza el reductor es un aceite sintético Mobil SHC 630, el cual debe cumplir con 

todas las normas que involucren engranes en espacios cerrados. De la figura 3 hasta las 9 se 

muestran distintos componentes del reductor a estudiar, que se pudieron acceder gracias al reductor 

en desuso y a la reparación del reductor del juego que sufrió una falla en un rodamiento. 

 

En la figura 3 se muestran los componentes actuales del reductor planetario, menos el sol, que fue 

desmontado para poder observar los dientes de los planetas. 

 

 
Figura 3: Carrier, planetas y ring gear del reductor del juego. 

Este reductor posee una característica particular, ya que el eje de entrada del motor al reductor no 

es recto, sino que perpendicular, debido a que el motor se encuentra de manera perpendicular y el 

reductor debe realizar la reducción hacia la rueda que va por el riel. En la figura 4 se puede observar 

el reductor desarmado y en la figura 5 se observa un montaje preliminar. 
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Figura 4: Reductor desarmado. 

 

 
Figura 5: Montaje preliminar del reductor. 

El engranaje sol va montado sobre el eje perpendicular al eje que transmite el movimiento desde el 

motor. El acople es por medio de dientes más pequeños (eje estriado). Los dientes de la parte 

inferior (según figura 6) son los encargados de transmitir el giro a los planetas que, a su vez, reducen 

la velocidad de giro que se le otorga al Carrier. En la figura 7 se puede observar el montaje de 

planetas en el Carrier. 
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Figura 6: Piñón sol del reductor planetario. 

 

 
Figura 7: Planeta montado en el Carrier. 

A continuación, se presentan los modelos propuestos para analizar y obtener las bases para realizar 

análisis de vibraciones a un reductor planetario de las características anteriormente nombradas. 

 

2.2.4 Modelo Dinámico 

El modelo dinámico en el que se basa este estudio es el propuesto por A. Kahraman [4], donde se 

analiza una configuración general de un reductor planetario de una etapa, para entender el 

comportamiento las cargas presentes en este tipo de transmisiones. 

 

Para comprender de mejor manera el modelo planteado, en la figura 8 se representa 

esquemáticamente el modelo para luego presentar las suposiciones que se utilizan y, así, lograr 

obtener las ecuaciones de movimiento. 
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Figura 8: Esquema del modelo modal de un reductor de N planetas. 

Los elementos del reductor, es decir, sol, ring-gear, carrier y los 𝑁 planetas, se consideran como 

cuerpos rígidos. Cada rodamiento de los cuerpos se considera resortes lineales. La interacción entre 

cuerpos, ya sea sol-planeta o planeta-ring se representa por medio de resortes lineales a lo largo de 

la línea de acción. Cada componente consta de 3 grados de libertad, 2 de traslación y 1 de rotación. 

El amortiguamiento viscoso es considerado, para ello se agregada en paralelo a la rigidez de los 

rodamientos y la interacción. Con esto se da origen a la ecuación de movimiento como, 

 

𝑀𝑋̈ + (𝐶 + 𝐶𝑏)𝑋̇ + [𝐾𝑚 + 𝐾𝑏]𝑋 = 𝐹𝑚(𝑡) + 𝐹𝑎(𝑡)                                (2.1) 

 

Donde, 

𝑀: Matriz de Inercia. 

𝐶, 𝐶𝑏: Amortiguamiento viscoso y amortiguamiento referido a los rodamientos, respectivamente. 

𝐾𝑚: Matriz de rigidez. 

𝐾𝑏: Matriz de rigidez asociado a rodamientos. 

𝐹𝑚(𝑡): Fuerzas externas promedio. 

𝐹𝑎(𝑡): Fuerzas externas alternantes. 

 

Finalmente, 𝑋el vector de los grados de libertad, que viene dado por, 

 

𝑋 =

[
 
 
 
 
 
𝑞𝑐

𝑞𝑟

𝑞𝑠

𝑞𝑝1

𝑞𝑝2

𝑞𝑝3]
 
 
 
 
 

                                          (2.2) 
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Con, 

 

𝑞𝑗 = [

𝑦𝑗

𝑥𝑗

𝑢𝑗

]       (2.3) 

 

Donde 𝑥𝑗, 𝑦𝑗, 𝑢𝑗  representan el movimiento horizontal, vertical y de giro, respectivamente de cada 

elemento. El subíndice 𝑗 = 𝑐, 𝑟, 𝑠, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 indica Carrier, ring-gear, sol, planeta 1, planeta 2 y 

planeta 3 respectivamente. 

 

El sistema resultante es un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden de 18 grados de 

libertad. 

 

Cabe destacar que el sistema de referencia se encuentra al centro del reductor. Esto toma especial 

relevancia a la hora de comparar distintos modelos propuestos. 

 

Con esta ecuación se puede determinar la respuesta vibratoria de los distintos componentes del 

reductor para distintas configuraciones. En particular, el caso de interés es de 𝑁 = 3 planetas. 

 

Se considera que los planetas son idénticos y equiespaciados. Los rodamientos tienen igual rigidez 

en todas sus direcciones (isotrópico). Todos los planetas tienen la misma rigidez de rodamientos y 

la rigidez de interacción sol-planeta son iguales. La velocidad del carrier es pequeña, por lo que los 

términos giroscópicos son ignorados. Este modelo se encuentra definido en [10] y las expresiones 

para las matrices se encuentran en el anexo A.1. 

 

Para el cálculo de la solución del sistema 𝑋(𝑡) es necesario realizar una integración numérica, por 

lo que se utiliza el método de integración de Hilber Hugh Taylor (HHT). 

 

2.2.5 Modelo Fenomenológico 

Dada la complejidad de los procesos físicos involucrados en el sistema, se ha desarrollado un 

modelo fenomenológico, donde no se trata de modelar el problema en base a sus leyes físicas, sino, 

trata de describir matemáticamente el proceso que se está estudiando bajo observaciones 

experimentales [5] [6]. 

 

Experimentalmente (suponiendo que se toman mediciones en terreno y no en un ambiente de 

laboratorio donde se podría tener el reductor funcionando abierto y poner sensores directamente en 

el sol y planetas) el montaje de sensores tiene que ser en la parte exterior del reductor. 

Generalmente, esto es en la carcasa del planetario, directamente sobre el ring-gear tal como se 

muestra en la figura 9. 
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Figura 9: Esquema del montaje de un sensor. 

En este caso, como se trata de un modelo fenomenológico, se estudia la problemática desde la 

ubicación del sensor, es decir, exterior al reductor. Es esta razón por la que los resultados obtenidos 

por este modelo y el anterior descrito no son comparables entre sí [7]. 

 

Se acepta que la principal fuente de vibraciones es el error de transmisión [5], además se asume 

que las vibraciones solo son generadas en la interacción de planeta-ring. Como se tienen 𝑁 planetas 

(en este caso 𝑁 = 3), se asume que cada vibración generada por un par planeta-ring son periódicas, 

tienen la misma amplitud y no están moduladas por la amplitud. Finalmente, se asume que las 

vibraciones transmitidas desde la fuente hasta el sensor, solo se transmiten por el ring-gear. 

 

Este modelo considera las vibraciones de cada par de engranes (planeta-ring) como una función 

periódica con frecuencia fundamental igual a la frecuencia de engrane, esto es, 

 

𝑓𝑔 = 𝑍𝑟 ∙ 𝑓𝑐         (2.4) 

Donde, 

𝑓𝑔: Frecuencia de engrane. 

𝑍𝑟: Numero de dientes del ring-gear. 

𝑓𝑐: Frecuencia del carrier. 

 

Si se considera que un planeta, al pasar por la posición del sensor, genera la máxima vibración 

percibida por este y en la posición más alejada la menor perturbación, entonces, se puede construir 

la función vibración no modulada percibida por el sensor, 𝑣𝑟, como, 



14 

 

 

𝑣𝑖
𝑟(𝑡) = cos⁡(2𝜋𝑓𝑐𝑡 + 𝜃𝑖)                 (2.5) 

 

Donde 𝜃𝑖 es el desfase del planeta 𝑖 con respecto a la posición del sensor. 

 

Para el planeta 𝑖 = 1, se asume que parte justo debajo del sensor (𝜃1 ⁡= 0) y, además, todos los 

planetas poseen el mismo periodo. Como los planetas 2 y 3 se encuentran en otra posición en 𝑡 =
0, se define: 

 

𝜃𝑖 ⁡=
𝜓𝑖

2𝜋𝑓𝑐⁡
              (2.6) 

Donde, 

𝜓𝑖: Angulo relativo entre el planeta i y el planeta 1. 

 

𝜓𝑖 =
2𝜋(𝑖−1)

3
      (2.7) 

 

Se espera que las vibraciones no modulas sean de la forma presentada en la siguiente figura. 

 

 
Figura 10: Gráficos de las vibraciones v_i^r (t), i=1,2,3. [6]. 

El sensor, al estar ubicado en la parte externa fija del ring-gear, experimenta un aumento en la 

amplitud mientras el planeta 𝑖 se acerca. De la misma forma, mientras el planeta 𝑖 se aleja, el sensor 

experimenta una disminución en la amplitud. Como los planetas están montados en el carrier, se 

obtiene que la modulación de la amplitud, 𝑎𝑖
𝑟(𝑡), de los planetas es una función periódica con 

frecuencia 𝑓𝑐. 

 

Para esto, se utiliza una función de Hanning [11] como sigue, 

 

𝑎𝑖
𝑟(𝑡) =

1

2
−

1

2
(cos⁡(

2𝜋𝑁𝑡

𝑇𝑐
−

𝜓𝑖𝑇𝑐

2𝜋
))      (2.8) 
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Se espera que la modulación tenga la forma presentada en la figura 11. 

 

 
Figura 11: Gráfico de la amplitud a_i^r (t), i=1,2,3 [6]. 

Para obtener la vibración modulada, 𝑥𝑖
𝑟, que percibe el sensor debido al planeta 𝑖, basta con 

multiplicar las ecuaciones (2.5) y (2.8), que queda de la forma, 

 

𝑥𝑖
𝑟(𝑡) = 𝑎𝑖

𝑟(𝑡)𝑣𝑖
𝑟(𝑡)     (2.9) 

 

Como el sensor percibe las vibraciones de cada planeta en todo instante, la vibración modulada 

total 𝑥𝑟  viene dada por la suma total de la vibración modulada de cada planeta como, 

 

𝑥𝑟 (𝑡) = ∑ 𝑎𝑖
𝑟(𝑡)𝑣𝑖

𝑟(𝑡)𝑁
𝑖=1        (2.10) 

 

Con 𝑖 = 1, 2, 3. 
 

Con esta ecuación se pueden obtener las vibraciones características de distintas configuraciones de 

reductores planetarios de una etapa. Además, se puede obtener el espectro al calcular la 

transformada rápida de Fourier de la ecuación (2.10). 

 

2.2.6 Modelo Torsional 

Un tercer modelo se utilizará para obtener la respuesta vibratoria. El modelo se muestra de forma 

esquemática en la figura 12. 
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Figura 12: Modelo torsional de un tren planetario. 

El modelo consiste en una unidad de entrada, por lo general este es un motor, que posee un eje que 

conecta al engrane sol del planetario, el que a su vez conecta a los planetas que engranan con el 

ring-gear para reducir la velocidad. Cada planeta le otorga movimiento al Carrier, el que transmite 

su giro por medio de un eje a una unidad de salida, que puede ser un freno, un peso o una rueda, 

como en el caso del juego mecánico. 

 

Este sistema posee 9 grados de libertad. Las unidades de entrada, de salida, planetas y ring-gear 

poseen un grado de libertad de rotación, ya que se asume que están fijos. El sol posee tres grados 

de libertad, dos de traslación y uno de rotación. 

 

El sistema se desarrolla de la misma forma que en [12], donde al agrupar las ecuaciones de forma 

matricial se tiene que el sistema esta descrito por, 

 

𝐽𝑋̈ + 𝐶𝑋̇ + 𝐾𝑋 = 𝑇         (2.11) 

 

Donde, 

𝐽: Matriz del momento de inercia. 

𝐶: Matriz de amortiguamiento. 

𝐾: Matriz de rigidez 

𝑇: Matriz de torque y fuerzas externas. 

 

El vector 𝑋 es el vector de grados de libertad y está definido como, 
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𝑋 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜃𝑐

𝜃𝑠

𝑥𝑠

𝑦𝑠

𝜃𝑝1

𝜃𝑝2

𝜃𝑝3

𝜃𝑟

𝜃𝑜
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

         (2.12) 

 

Donde, 

𝜃𝑗: Rotación del componente 𝑗, 𝑗 = 𝑐, 𝑠, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑟, 𝑜. 

𝑥𝑠, 𝑦𝑠: Traslación del sol. 

 

Se considera que los planetas son idénticos, por lo que 𝜃𝑝1 = 𝜃𝑝2 = 𝜃𝑝3 = 𝜃𝑝. 

 

Al igual que el modelo dinámico presentado en la sección 2.2.4, se requiere de métodos numéricos 

para su solución. Para resolver este sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden se utiliza 

un método de integración numérica, en particular se resuelve con el método de Newmark, a 

diferencia del modelo dinámico, para diversificar la integración. De esta forma se espera encontrar 

𝑋(𝑡) que es la respuesta vibratoria del sistema. El desarrollo de las matrices se encuentra en el 

anexo A.2 

 

2.2.7 Modelo Tribo-dinámico de un par de engranes 
 

La lubricación es uno de los elementos más importante en sistemas de transmisión por engranes, 

ya que permite regular la temperatura y beneficia el contacto entre los dientes. Sin lubricación 

existiría contacto metal-metal entre dientes, aumentando considerablemente el desgaste y las 

vibraciones producidas. 

 

Los sistemas de transmisión por engrane pueden presentar tres condiciones de operación de acuerdo 

con la calidad de la lubricación [13], a saber: Lubricación de borde, lubricación mixta y película 

de lubricación. Estas condiciones se muestran en la figura 13. 

 

El modelo tribo-dinámico propuesto por A. Kahraman [14] puede ser utilizado como base para 

integrar a las ecuaciones de movimiento de un reductor planetario el comportamiento del lubricante 

para ver cómo afecta a la respuesta vibratoria y obtener el valor recomendado del amortiguamiento. 

 

Este modelo se basa en calcular parámetros en el modelo dinámico del reductor y utilizarlos en un 

modelo Elastohidrodinámico de lubricación (EHL) para obtener parámetros del lubricante, el cual 

son incorporados en el modelo dinámico, donde nuevamente se obtiene la respuesta dinámica. 
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Figura 13: a) Régimen de película de lubricante, b) Régimen mixto, c) Régimen de borde. 

 

El modelo se basa en un método iterativo, el cual realiza la primera iteración con la respuesta 

vibratoria sin amortiguar. Con la respuesta vibratoria es posible obtener las velocidades 

tangenciales instantáneas de superficie 𝑢𝑗(𝑡), donde 𝑗 se refiere a uno de los elementos del sistema. 

Esta velocidad está definida como, 

 

𝑢𝑗(𝑡) = 𝑢𝑗̅(𝑡) + 𝑅𝑗(𝑡)𝜃𝑗̇(𝑡) + 𝑥1̇(𝑡)    (2.13) 

Con, 

𝑢𝑗̅(𝑡) = 𝑅𝑗(𝑡)𝜔𝑗     (2.14) 

 

Una vez calculadas las velocidades de superficie, es necesario obtener el espesor local de la película 

de lubricante transiente ℎ(𝑥, 𝑡), el cual se define como, 

 

ℎ(𝑥, 𝑡) = ℎ0(𝑡) + 𝑔0(𝑥, 𝑡) + 𝑉(𝑥, 𝑡) − 𝑆𝑗(𝑥, 𝑡) − 𝑆𝑗+1(𝑥, 𝑡) (2.15) 

 

Donde ℎ0 es el grosor de la película referencial, 𝑉(𝑥, 𝑡) es la deformación elástica superficial, 

𝑔0(𝑥, 𝑡) es el espacio geométrico entre las superficies de los dientes sin cargar y 𝑆𝑗(𝑥, 𝑡) son la 

rugosidad de la superficie de los dientes. La viscosidad efectiva de Eyring 𝜂∗(𝑥, 𝑡) está definida 

como, 

 

𝜂∗(𝑥, 𝑡) =
𝜂(𝑥,𝑡)

cosh⁡(
𝜏𝑚(𝑥,𝑡)

𝜏0
)
    (2.16) 

 

Esta ecuación integra los esfuerzos de corte del lubricante en las superficies y, además, tiene en 

cuenta los efectos no newtonianos del lubricante. 

 

Finalmente, el amortiguamiento del sistema puede ser expresado en función de parámetros del 

lubricante como, 

 

𝑐𝑚(𝑡) = 𝐴 ∑ [
𝜂∗(𝑥,𝑡)

ℎ(𝑥,𝑡)
]𝑙

𝑖=1     (2.17) 
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Este resultado es importante, ya que de él se puede inferir que existe una relación entre la viscosidad 

del lubricante y el amortiguamiento del sistema. El desarrollo matemático para obtener la ecuación 

(2.17) se encuentra en [14] y no será detallada, ya que no es el objetivo principal de este trabajo. A 

continuación, se muestra un diagrama del proceso. 

 

 
Figura 14: Diagrama del proceso de iteración para obtener la respuesta tribo-dinámica. 

 

2.2.8 Métodos de integración 
 

Para poder resolver las ecuaciones de movimiento anteriormente planteadas (2.1) y (2.11) se 

requiere de métodos de integración numéricos, dado que su resolución analítica resulta bastante 

compleja. Para esto se pueden utilizar distintos métodos dependiendo de las condiciones del 

sistema. Uno de los métodos de integración más utilizados en reductores planetarios es el método 

de Runge Kutta de cuarto orden [15]. Otros métodos aplicables a ecuaciones diferenciales de 

segundo orden son el método de Newmark y el Método de Hilber Hughes Taylor (HHT). A 

continuación, se detalla cada uno. 

 

Método de Newmark 

 

El método de Newmark es uno de los más aplicados a sistemas mecánicos, tanto lineales como no 

lineales. Este método aproxima las velocidades y desplazamientos en un tiempo 𝑡 + ∆𝑡 utilizando, 

 

𝑋𝑡+∆𝑡
̇ = 𝑋𝑡̇ + [(1 − 𝛿)𝑋𝑡̈ + 𝛿𝑋̈𝑡+∆𝑡]∆𝑡   (2.18) 
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𝑋𝑡+∆𝑡 = 𝑋𝑡 + 𝑋𝑡̇∆𝑡 + [(
1

2
− 𝛼)𝑋𝑡̈ + 𝛼𝑋̈𝑡+∆𝑡]∆𝑡2   (2.19) 

 

Estas dos expresiones se utilizan en las ecuaciones de movimiento (2.1) y (2.11). A continuación, 

se muestra el desarrollo para la ecuación (2.1). 

 

[
𝑀

𝛽∆𝑡2
+ (𝐶 + 𝐶𝑏)

𝛾

𝛽∆𝑡
] 𝑋𝑡+∆𝑡 = 𝐹𝑡+∆𝑡 + 𝑀 [(

1

2𝛽
− 1)𝑋𝑡̈ +

1

𝛽∆𝑡2
(𝑋𝑡 + 𝑋𝑡̇∆𝑡)] + (𝐶 +

𝐶𝑏)[
𝛾

𝛽∆𝑡
(𝑋𝑡 + 𝑋𝑡̇∆𝑡) − 𝑋̇𝑡 − 𝑋𝑡̈∆𝑡 (1 −

𝛾

2𝛽
).  (2.20) 

Donde, 

 

𝛾 ≥ 0.5      (2.21) 
𝛽 ≥ 0.25(0.5 + 𝛾)2     (2.22) 

 

Para el caso del modelo torsional (2.11) la respuesta se obtiene de la misma forma. 

 

Método de Hilbert Hughes Taylor 

 

El método de Hilbert Hughes Taylor se diferencia del de Newmark al adicionar un parámetro “𝛼” 

en la solución. Este método es aplicable para sistemas dinámicos y que trabajan a altas frecuencias. 

Este parámetro define los coeficientes de Newmark de la siguiente forma. 

 

𝛽 =
(1−𝛼)2

4
      (2.23) 

𝛾 =
(1−2𝛼)

2
      (2.24) 

Donde, 

−
1

3
≤ 𝛼 ≤ 0      (2.25) 

 

Si 𝛼 = 0 se tiene el método de Newmark. Mientras menor sea el factor 𝛼, mayor es el 

amortiguamiento numérico [16]. 

 

Transformada de Hilber Huang 

 

La transformada de Hilber Huang sirve como método de integración que puede resolver problemas 

del estilo, 

 

𝑚(𝑡)𝑥(𝑡)̈ + 𝑐(𝑡)𝑥(𝑡)̇ + 𝑘(𝑡)𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡)     (2.26) 

 

Donde se tienen datos que son no estacionarios y no lineales [17]. Esta transformada es un 

algoritmo que es aplicado a un conjunto de datos más que análisis teóricos. Es debido a esto que se 

recomienda utilizar este método para mediciones empíricas. 

 

Esta transformada se encarga de descomponer las señales en dos partes. La primera es el modo 

empírico de descomposición, el cual se encarga de separar la señal en varios componentes, tal y 

como se puede hacer con la transformada de Fourier. Aquí se forman pequeños grupos de datos. 

Estos grupos son denominados Modo de funciones intrínsecas y, por lo general, el primero de ellos 

es el encargado de tener los componentes de alta frecuencia que más oscilan. Se pueden remover 
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estos componentes de altas frecuencias para mejorar el análisis. Cabe destacar que este método 

permanece en el dominio del tiempo. 

 

Este método tiene un gran número de aplicaciones, desde la ingeniería, medicina, economía, física 

y ciencias de la tierra. 

 

2.2.9  Rigidez variable en el tiempo 
 

Para el modelo dinámico, anteriormente descrito, se tiene que la rigidez de la interacción entre 

dientes es variable en el tiempo, debido a que existen ciertos intervalos de tiempo donde existe más 

de un par de dientes en contacto. Como la fuerza se distribuye entre las parejas de dientes en 

contacto, existe un aumento de la rigidez cuando dos dientes entran en contacto, tal y como se 

representa en la figura 15 [18]. 

 

 
Figura 15: Rigidez variable según la cantidad de dientes en contacto. 

Por otra parte, la posición donde se aplica la fuerza en el diente va cambiando con el tiempo, de 

acuerdo con la involuta del diente. El punto donde la fuerza es máxima es en la base del diente. 

 

La interacción de la rigidez del contacto entre dientes se puede representar como se muestra en la 

figura 16.a. y se puede modelar por medio de resortes lineales en serie, como se puede ver en la 

figura 16.b. 
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Figura 16: a) Esquema de un engrane real. b) Esquema simplificado de la interacción entre engranes. 

Se tiene que 𝐾𝑐 corresponde a la rigidez de la corona, 𝐾𝑝 es la rigidez del piñón y 𝐾ℎ corresponde 

a la rigidez de contacto de Hertz. Tanto la rigidez de la corona y como la del piñón se calculan en 

base a la deflexión que sufren y a la deformación de la base o raíz del diente. Estos fenómenos se 

subdividen en la rigidez a la deflexión y a la deformación, 𝑘𝑓 y 𝑘𝑏 respectivamente [19]. 

Finalmente, la rigidez equivalente 𝐾𝑒 viene dada por: 

 

𝐾𝑒 = (
1

𝑘
𝑓
𝑝 +

1

𝑘
𝑏
𝑝 +

1

𝑘𝑓
𝑐 +

1

𝑘𝑏
𝑐 +

1

𝐾ℎ
)−1     (2.27) 

 

En la ecuación (2.27) se representa la rigidez de la interacción entre los dientes de una corona y un 

piñón. Para el reductor planetario esto es aplicable para la interacción sol-planeta y planeta-ring. 

Gráficamente esta función se observa en la figura 17.a, donde la rigidez aumenta conforme el punto 

de aplicación de la fuerza se acerca a la base del diente y, por consiguiente, disminuye al alejarse. 

La variable 𝑇𝑔 corresponde al periodo del engrane y 𝑟𝑐 es la razón de contacto. En la figura 17.b 

se representa la interacción completa de un par de engranes, donde se tiene más de un par de dientes 

en contacto simultáneamente y las curvas comienzan a superponerse. 

 

 
Figura 17: a) Esquema de un engrane real. b) Esquema simplificado de la interacción entre engranes. 
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De la figura 16.b se tiene que las parejas de dientes en un sistema corona-piñón funcionan en serie, 

por lo que la rigidez equivalente total es la suma de estas interacciones. Al realizar la suma, se 

obtiene la rigidez equivalente total, 𝐾𝑒, tal y como se representa en la figura 18 [20]. 

 

 
Figura 18: Rigidez equivalente total de un engrane en el tiempo. 

Para sistemas de engranes planetarios, se tiene que existen 𝑁 planetas engranando al mismo tiempo 

y en diferentes posiciones. Por lo tanto, existen 2𝑁 funciones de rigideces variables en el tiempo, 

a saber, interacción sol-planeta e interacción planeta-ring. Para poder definir las funciones de 

rigidez de cada planeta es necesario conocer su posición con respecto a un punto arbitrario. Al igual 

como se define en el modelo fenomenológico, en 𝑡 = 0 se considera que el planeta 1 está justo 

debajo del sensor, ubicado en la parte externa del ring. En la ecuación (2.7) se define la variable 𝜓𝑖 

como el ángulo relativo entre el planeta 𝑖 y el planeta 1. Esta variable se utiliza para definir la 

función de la rigidez entre el ring y el planeta 𝑖, la cual es denominada como 𝑘𝑟𝑖(𝑡). De manera 

análoga se puede definir la rigidez entre el planeta 𝑖 y el sol, como 𝑘𝑠𝑖(𝑡). Para la demostración 

sólo se mostrarán los cálculos para 𝑘𝑟𝑖(𝑡) [21]. 

 

Por cada giro que entrega el reductor en su salida, o sea, por cada giro completo del carrier, cada 

planeta debe recorrer 𝑍𝑟 dientes. Se define 𝛾𝑟𝑖, fase relativa entre el ring y el planeta 𝑖, como: 

 

𝛾𝑟𝑖 =
𝜓𝑖𝑍𝑟

2𝜋
       (2.28) 

 

De manera análoga se puede definir para el sol como, 

 

𝛾𝑠𝑖 =
𝜓𝑖𝑍𝑠

2𝜋
      (2.29) 

 

Además de estos desfases, también se debe considerar el desfase que existe entre el ring y el sol, 

𝛾𝑠𝑟. De acuerdo con [21] si 𝑍𝑟 es par, se considera que este desfase es nulo. En este caso, se tiene 

que 𝑍𝑟 = 60, por lo que se considera que 𝛾𝑠𝑟 = 0. Finalmente, las rigideces en el tiempo de cada 

planeta se calculan en referencia a la rigidez del planeta 1, 𝑘𝑟1(𝑡), y un desfase dependiendo de la 

posición en que se ubique. Esto se expresa como, 
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𝑘𝑟𝑖(𝑡) = 𝑘𝑟1(𝑡 − 𝛾𝑟𝑖𝑇𝑔)    (2.30) 

 

La función (2.23) se puede ver representada gráficamente en la figura 18. La rigidez en el tiempo 

del sol con respecto a los planetas se obtiene de forma análoga y viene dada por, 

 

𝑘𝑠𝑖(𝑡) = 𝑘𝑠1(𝑡 − 𝛾𝑠𝑖𝑇𝑔)    (2.31) 

 

En la figura 19 se ve gráficamente la rigidez variable de los planetas con el ring, mientras que en 

la figura 20 se ve gráficamente la rigidez variable de los planetas con el sol. 

 

 
Figura 19: Rigideces de los planetas 1,2 y 3 con respecto al ring en el tiempo. 
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Figura 20: Rigideces de los planetas 1,2 y 3 con respecto al sol en el tiempo. 

2.2.10   Fallas comunes en reductores 
 

Uno de los principales problemas de este tipo de reductores son las fallas que pueden existir dentro 

de sus componentes. En particular, para un reductor montado en un equipo, es imposible 

desmontarlo para revisarlo y ver que no existan anomalías. Para desmontar el reductor es necesario 

parar el equipo, lo cual significa dejar de producir. Este factor tiene un gran impacto que va 

variando dependiendo del tipo de equipo. En Fantasilandia, no se puede correr el riesgo de utilizar 

equipos con fallas incipientes, ya que se pueden desarrollar de manera silenciosa y provocar una 

falla catastrófica. 

 

Debido a esto surge la necesidad de predecir estas fallas e identificarlas antes de tiempo. Los 

modelos presentados en este trabajo tienen la capacidad de incorporar distintos tipos de falla y 

entregar la respuesta vibratoria que cada una entrega o una combinación de ellas.  

 

Fisuras en los dientes 

 

Una de las fallas más comunes en sistemas con engranes son las fisuras de los dientes. Estas 

comienzan de forma incipiente y, por lo general, se dan en la base del diente, como se ve en la 

figura 21 [19]. 
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Figura 21: Esquema de una grieta en la base del diente. 

 

Este tipo de fallas afecta a la rigidez de la interacción piñón-corona. Como se vio anteriormente la 

rigidez de la interacción entre ambos componentes aumenta conforme el punto de contacto se 

acerca a la base del diente. Al existir una fisura en la base, el diente con problemas comienza a 

flectar, lo que provoca una separación prematura de los dientes en contacto, provocando una 

pérdida de rigidez de la interacción. Mientras mayor sea el área de la grieta, mayor será la perdida 

de rigidez. En la figura 22 se muestra el comportamiento de la rigidez de interacción para dos 

fisuras, siendo el área de la fisura 2 mayor al de la fisura 1. 

 

Al observar el sistema completo, es decir, la interacción de todos los dientes, para el mismo caso 

de fisuras, se obtiene la rigidez variable en el tiempo mostrada en la figura 23.  

 

Por lo tanto, una fisura en la base del diente provoca una disminución en el valor máximo de la 

rigidez de engrane variable. 
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Figura 22: Variación de la rigidez según el área de la fisura. 

 
Figura 23: Variación de la rigidez equivalente según el área de la fisura. 

Pitting 
 

Otra falla común en sistemas de engranes es el pitting. Este tipo de falla corresponde al 

desprendimiento de material de uno o más dientes en una o más zonas, que se genera al comenzar 

un fenómeno de grieta en la superficie del diente o a una baja profundidad.  

 

En sistemas de engranes que operan a baja velocidad, es común encontrar este fenómeno, ya que 

la película de lubricante es bastante delgada (régimen mixto o de borde). En cambio, para sistemas 

que funcionan a altas velocidades, estos poseen una película más gruesa lo que previene este 

fenómeno. El caso de un reductor planetario es complejo, ya que existen ambos casos: El sol gira 

a altas rpm, ya que no existe una reducción entre la velocidad de salida del motor y la entrada al 



28 

 

reductor. Por otro lado, los planetas engranan a baja velocidad con el ring, por lo que la película de 

aceite es más delgada. Por lo tanto, es más probable encontrar pitting en la interacción planeta-ring.  

 

Al existir desprendimiento de material, el área de contacto entre ambos dientes disminuye. Para 

entender de mejor manera esta disminución, se puede observar en la figura 24.a el perfil del diente 

con desprendimiento de material. 

 
Figura 24: Diente con desprendimiento a la izquierda y diente con pérdida de material excesiva a la derecha. 

 

Este desprendimiento puede ser de muy poco tamaño o tan grande que provoca una perdida en la 

involuta del diente tal y como muestra en la figura anterior. 

 

Según [22] esta pérdida de área de contacto provoca una disminución en la rigidez de la interacción, 

como era de esperarse. La función de rigidez de engrane variable en el tiempo va a cambiar de 

acuerdo con la gravedad de la picadura. Al ir variando el área del desprendimiento la rigidez 

variable toma distintos comportamientos. Por ejemplo, al aumentar el largo de la zona desprendida, 

no afecta a la rigidez máxima en modulo, sino que acorta el tiempo de contacto. Al aumentar el 

ancho de la falla se tiene una disminución en la rigidez máxima, pero sin afectar la duración del 

contacto entre dientes. El primer caso queda representado en la figura 25, mientras que el segundo 

caso en la figura 26. 
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Figura 25: Pérdida de rigidez debido a pitting. 

 

Figura 26: Aumento de la pérdida de rigidez debido a la gravedad del pitting. 

Esto toma especial relevancia a la hora de querer simular las fallas en los modelos, ya que, en base 

a estos gráficos, se puede modificar la función de rigidez variable para obtener la respuesta 

vibratoria con fallas de pitting. Esto es importante ya que, para altas velocidades, el fenómeno de 

pitting comienza bajo la superficie del diente, por lo tanto, no es posible identificarlo por medio de 

inspecciones visuales. 

Otros tipos de fallas 

 

Otra falla común en engranes es el scuffing. Este fenómeno está descrito por la Teoría de 

Temperatura de Contacto de Blok [23] y consiste en la soldadura de fase solida entre dos superficies 

que se deslizan, debido a que la película de lubricación no es lo suficientemente gruesa para evitar 
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la interacción metal-metal. A diferencia de los modos de falla por fatiga, este se puede dar desde 

el comienzo de la operación. 

 

Este fenómeno está directamente relacionado con la temperatura, por lo que existe una temperatura 

crítica para que se de scuffing. La temperatura critica 𝑇𝑐 está definida como: 

 

𝑇𝑐 = 𝑇𝑏 + 𝑇𝑓      (2.31) 

 

Donde 𝑇𝑏 es la temperatura de abultamiento y 𝑇𝑓 corresponde a la temperatura flash. Mientras que 

𝑇𝑏 es la temperatura en la superficie en equilibrio de un diente antes de que comience a engranar, 

la 𝑇𝑓 es la temperatura instantánea y de aumento local debido a la fricción mientras pasa por la zona 

de engrane. Al aumentar el grosor de la película de lubricante se reduce la fricción y, en 

consecuencia, el calor generado por ella, resultando en una disminución de 𝑇𝑓 y evitando que se 

alcance 𝑇𝑐. 

 

Esta temperatura critica no es constante para lubricantes sintéticos (caso de Fantasilandia), por lo 

que es necesario contar con pruebas experimentales para determinarla.  

  



31 

 

3 Metodología 
 

La metodología que se utiliza para desarrollar este trabajo corresponde a, 

1) Recolectar información técnica y teórica: Para poder enfrentar de manera óptima los 

desafíos del trabajo, se debe entender muy bien los equipos y cómo éstos interactúan entre 

ellos. Para esto se recopila información técnica de los equipos, por medio de catálogos y de 

entrevistas con el personal de Fantasilandia. Además, se buscan antecedentes de modelos 

analíticos de reductores planetarios. 

2) Desarrollar un modelo analítico del reductor: Una vez comprendida la interacción de los 

equipos, se desarrollan tres modelos analíticos en MATLAB, en base a los antecedentes 

recopilados, de esta forma se pueden obtener las señales teóricas de un reductor planetario 

sano, las cuales se utilizan como caso base al realizar un análisis de vibraciones experimental. 

Además, se puede modelar e incorporar fallas dentro del reductor, las cuales afectan la 

respuesta vibratoria. 

3) Simulación: Una vez se definidos y programados los modelos teóricos, se procede a simular 

el funcionamiento normal, donde es necesario iterar y mejorar los modelos hasta obtener 

resultados confiables. 

4) Análisis de resultados: Una vez estén los modelos completos, se procede al análisis de los 

resultados. 

5) Comportamiento de la respuesta vibratoria según el amortiguamiento: Se incorpora a los 

modelos una componente de amortiguamiento y se analiza para identificar cómo afecta el 

amortiguamiento a la respuesta vibratoria 

6) Caso base: Con los resultados obtenidos y el análisis realizado, se procede a entregar el caso 

base de un reductor planetario sano para ser utilizado como referencia en futuros análisis de 

vibraciones experimentales.  
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4 Resultados 
 

Para resolver numéricamente los modelos propuestos se consideran los datos del reductor y motor 

que se resumen las siguientes tablas. 

 
Tabla 2 . Información técnica del reductor 

Parámetro Valor 

Numero de dientes ring, 𝒛𝒓 60 

Numero de dientes planetas, 𝒛𝒑 20 

Numero de dientes sol, 𝒛𝒔 18 

Factor de reducción 4,3 

Numero de Planetas, 𝑵 3 

Etapas 1 

 
Tabla 3 Información técnica del motor 

Parámetro Unidad Valor numérico 

Potencia, 𝑷 𝑘𝑊 121 

Voltaje, 𝑽 𝑉 480 

Corriente, 𝑰 𝐴 273 

Revoluciones, 𝒏 rpm 2050 

 

Uno de los factores más importantes de determinar a la hora de analizar vibraciones y espectros 

son las frecuencias de engrane de los elementos del reductor planetario, ya que éstos deberían verse 

reflejados en el espectro. Para ello es necesario definirlos correctamente. 

 

Al tener las RPM de entrada (tabla 3) y el número de dientes de cada elemento, se puede calcular 

la frecuencia de engrane 𝑓𝑔, la cual viene dada por la ecuación (2.4). Para obtener 𝑓𝑐 se puede 

calcular como [5], 

 

𝑓𝑐 = (
𝑍𝑠

𝑍𝑠+𝑍𝑟
)𝑓𝑠      (4.1) 

 

Donde 𝑓𝑠 es la frecuencia del sol que, es igual a la velocidad de entrada al reductor, es decir, 𝑓𝑠 =
2050 RPM. Entonces reemplazando (4.1), 

 

𝑓𝑐 = (
18

18+60
) 2050 = 473⁡𝑅𝑃𝑀    (4.2) 

 

Utilizando (4.2) en (2.4), 

 

𝑓𝑔 = 60 ∙
473

60
= 473⁡[𝐻𝑧]     (4.3) 

 

Una de las simplificaciones que se toman para las simulaciones es que se pueden tomar las rigideces 

de la interacción entre elementos (planetas, sol y ring) como todas iguales, es decir: 

 

𝑘𝑟𝑖 = 𝑘𝑠𝑖 , 𝑖 = 1, 2, 3     (4.4) 
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Además, la rigidez de los rodamientos en los elementos es idéntica y constante en todas sus 

direcciones: 

 

𝑘𝑟𝑥 = 𝑘𝑟𝑦 = 𝑘𝑠𝑥 = 𝑘𝑠𝑦 = 𝑘𝑐𝑥 = 𝑘𝑐𝑦   (4.5) 

 

La rigidez torsional del sol y del Carrier se consideran nulas, al estar girando libremente, por lo 

tanto: 

 

𝑘𝑠𝑢 = 𝑘𝑐𝑢 = 0     (4.6) 

 

En cuanto a los valores que se utilizaron para las simulaciones, se utilizan los valores que se 

muestran en la siguiente tabla, los cuales son tomados de [14], [24] y [25]. Además, se incorporan 

algunos datos recopilados del reductor del juego mecánico. 

 
Tabla 4: Datos utilizados para el modelo modal. 

Parámetro Unidad Valor Numérico 

Masa ring 𝐾𝑔 0,588 

Masa sol 𝐾𝑔 0,46 

Masa planetas 𝐾𝑔 0,177 

Inercia ring 𝐾𝑔 0,759 

Inercia sol 𝐾𝑔 0,272 

Inercia planetas 𝐾𝑔 0,1 

Radio base ring 𝑚 0,056 

Radio base sol 𝑚 0,024 

Radio base planetas 𝑚 0,016 

Angulo de presión Grados 24,6 

Rigidez de rodamientos 𝑁/𝑚 108 

Rigidez de engrane 𝑁/𝑚 108 − 3 ∙ 108 

Rigidez torsional 𝑁/𝑚 109 

Amortiguamiento de 

rodamientos 

𝑁𝑠/𝑚 5360 

Amortiguamiento de 

engrane 

𝑁𝑠/𝑚 2980 

Error de posicionamiento 𝜇𝑚 0 − 40 

 

Para la rigidez variable en el tiempo de las interacciones de sol-planeta y planeta-ring se utilizó en 

MATLAB la función square(x) la cual representa bien el comportamiento de las funciones descritas 

en las ecuaciones (2.30) y (2.31). El resultado se muestra en las siguientes figuras. 
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Figura 27: Rigidez variable entre el carrier y el planeta 1. 

 

 
Figura 28: Rigidez variable entre el carrier y el planeta 2. 
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Figura 29: Rigidez variable entre el carrier y el planeta 3. 

Se observa que las rigideces muestran un comportamiento similar al mostrado en la sección 2.2.9. 

Se considera que la rigidez es constante durante todo el contacto entre diente, es decir, no existe un 

aumento de la rigidez conforme el punto de contacto se acerque a la base del diente. La rigidez 

variable entre sol y planeta se modela de la misma manera y se obtienen funciones idénticas, salvo 

el valor mínimo y máximo de la rigidez. 

 

A continuación, se presentan los resultados obtenidos al desarrollar los modelos mencionados 

anteriormente en MATLAB. 

 

4.1 Modelo Dinámico 
 

A continuación, se presenta la respuesta vibratoria obtenida del modelo dinámico para el Carrier. 

Para esto, se utilizan 𝑁 = 1000 puntos y un ∆𝑡 = 0.00254 en la integración numérica. Los códigos 

utilizados en MATLAB para resolver el problema se encuentran en el Anexo B. 

 

Para este modelo es posible variar algunos parámetros para modelar distintas condiciones de 

operaciones, tales como velocidad de giro, torque, coeficiente de amortiguamiento, fallas en los 

dientes y, además, incluir factores de errores de posicionamientos de los piñones (soles). 

 

Dentro del modelo es posible obtener la respuesta vibratoria de cada componente. Sin embargo, se 

estudiará la respuesta del Carrier, ya que es el elemento por el que se transmiten las vibraciones 

hacia el sensor. Debido a esto, para los gráficos obtenidos se normaliza el tiempo y frecuencia con 

respecto al periodo y frecuencia del Carrier, es decir con 𝑇𝑐 y 𝑓𝑐 respectivamente. Con este modelo 

se pueden obtener las respuestas en las tres direcciones de movimiento de cada elemento, sin 

embargo, sólo se analiza el movimiento en el eje 𝑥. 

 

Es importante identificar la influencia del amortiguamiento dentro de la respuesta vibratoria. Para 

esto, se utilizaron distintos valores para comparar resultados. 
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A continuación, se muestran los resultados obtenidos para distintos casos de amortiguamiento. 

 

 
Figura 30: Respuesta vibratoria del Carrier para amortiguamiento nulo. 

 

 
Figura 31: Respuesta vibratoria del Carrier para amortiguamiento medio. 
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Figura 32: Respuesta vibratoria del Carrier para amortiguamiento elevado. 

Para calcular el espectro de la respuesta obtenida, se crea una función en MATLAB, llamada 

fftmy(x), la cual se encarga de utilizar la transformada rápida de Fourier para obtener el espectro. 

Además, sólo considera valores positivos de la función de origen. 

 

Los espectros, para los tres casos, se muestran en las siguientes figuras. 

 

 
Figura 33: Espectro del Carrier para amortiguamiento nulo. 
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Figura 34: Espectro del Carrier para amortiguamiento medio. 

 

 
Figura 35: Espectro del Carrier para amortiguamiento elevado. 

 

4.1.1 Falla por pitting desarrollado 
 

Como se mencionó anteriormente, es posible incluir fallas en los modelos. En particular, para 

modelar una falla por pitting, según la figura 25 y figura 26, es necesario disminuir la rigidez 

cuando el diente con problemas engrane. Para esto, se divide el engrane en el número de dientes 

para obtener el ángulo de cada uno como sigue: 



39 

 

 

𝜃𝑝 =
2𝜋

𝑍𝑝
= 0.31416      (4.7) 

 

Se asume, además, que el diente con problemas comienza a engranar en 𝑡 = 0. La ecuación (4.7) 

es la condición que se utiliza para señalar en el modelo que el diente con problemas esta 

engranando. Se define el Angulo de giro en el tiempo 𝜃𝑔(𝑡) como: 

 

𝜃𝑔(𝑡) =
𝑅𝑃𝑀∙𝑡

2𝜋
      (4.8) 

 

Por lo tanto, la condición que se debe cumplir para que se tenga el diente con problemas engranando 

debe ser: 

 

𝜃𝑔(𝑡) < 𝜃𝑝      (4.9) 

 

Cabe destacar que (4.8) entrega valores mayores a 1 después de la primera vuelta. Esto es 

importante ya que se debe comparar sólo la parte decimal. Para esto, en MATLAB, se obtiene que 

la parte decimal de cada 𝜃𝑔(𝑡) utilizando la función floor(x), valor que se resta de (4.8). 

 

A continuación, se muestra en la figura 36 la forma que tiene la rigidez variable con falla por 

pitting. 

 

 
Figura 36: Rigidez variable modificada por pitting. 

Al incluir la falla por pitting en el modelo, se obtiene la siguiente respuesta para amortiguamiento 

alto que muestra en la figura 37 y su respectivo espectro en la figura 38. 
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Figura 37: Respuesta vibratoria del Carrier debido al pitting. 

 

 
Figura 38: Espectro del Carrier debido al pitting. 

 

4.1.2 Falla por fisura 
 

Para modelar la falla por fisura, se realiza una aproximación similar a como se hizo en la sección 

anterior, con la diferencia que solo 1 diente presenta la falla. A diferencia del pitting desarrollado, 
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donde varios dientes presentan desprendimiento de material, la rigidez del diente con problema 

disminuye completamente. Esto se ve gráficamente en la figura 39. 

 

 
Figura 39: Rigidez variable modificada por fisura. 

 

La respuesta vibratoria y el espectro del carrier al incluir falla por fisura se observan en las 

siguientes figuras. 

 

 
Figura 40: Respuesta vibratoria del Carrier debido a fisura. 
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Figura 41: Espectro del Carrier debido a fisura. 

4.2 Modelo Fenomenológico 
 

Para el cálculo del modelo fenomenológico no se requiere de métodos de integración, por lo que 

su solución es directa. Este modelo no incorpora de forma directa la rigidez de los dientes ni el 

amortiguamiento presente. El código utilizado en MATLAB para el cálculo se encuentra en el 

Anexo C. 

 

Se considera que la amplitud de la función es igual a 1 solo por simplicidad, ya que esto no afecta 

la forma de onda ni el espectro. 
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Figura 42 Respuesta vibratoria obtenida por modelo fenomenológico 

Por otro lado, el espectro obtenido se presenta a continuación. 

 

 
Figura 43: Espectro de la respuesta vibratoria obtenida del modelo fenomenológico. 
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4.3 Modelo Torsional 
 

Para obtener la respuesta vibratoria del modelo torsional se resuelve por medio del método de 

integración de HHT, con 𝑁 = 1000 puntos. Además, los datos que se utilizan en el modelo se 

encuentran disponibles en la siguiente tabla [12]. 

 
Tabla 4: Valores utilizados en el modelo torsional. 

Parámetro Unidad Valor 

Torque 𝑻𝒊𝒏 𝑁𝑚 470 

Número dientes planetas 𝑵𝒑 - 22 

Número dientes ring 𝑵𝒓 - 67 

Número dientes sol 𝑵𝒔 - 23 

Rigidez drive-sol 𝑲𝒅𝒔 𝑁𝑚/𝑟𝑎𝑑 100000 

Rigidez sol-salida 𝑲𝒐𝒔 𝑁𝑚/𝑟𝑎𝑑 100000 

Rigidez de engrane 𝑲𝒔 𝑁/𝑚 1,75 ∙ 102-1,75 ∙ 1010 

Razón amortiguamiento 

crítico 𝝃𝑮 

- 0,1 

Momento de inercia driver 

𝑱𝒅 

𝐾𝑔𝑚2 0,56 

Momento de inercia sol 𝑱𝒔 𝐾𝑔𝑚2 0,0045 

Momento de inercia planeta 

𝑱𝒑 

𝐾𝑔𝑚2 0,0037 

Momento de inercia ring 𝑱𝒓 𝐾𝑔𝑚2 0,23 

Momento de inercia 

elemento 𝑱𝒐 

𝐾𝑔𝑚2 0,56 

Masa sol 𝑴𝒔 𝐾𝑔 2,6 

 

El código utilizado para el cálculo de la respuesta vibratoria se encuentra disponible en el Anexo 

D. 
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Figura 44: Respuesta vibratoria obtenida por el modelo torsional 

Luego, la transformada rápida de Fourier se calcula de la misma forma que en los modelos 

anteriores, obteniendo el siguiente espectro. 

 

 
Figura 45: Espectro de la respuesta vibratoria obtenida por el modelo torsional. 
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5 Discusión 
 

A continuación, se discuten los resultados obtenidos por los distintos modelos y sus distintas 

aplicaciones y ventajas. 

 

Modelo Dinámico 

 

El primer modelo analizado muestra resultados bastante satisfactorios, ya que las figuras 30, 31 y 

32 muestran formas de ondas simulares y en el orden esperado. Si bien parecen formas muy 

distintas, esto se debe a la resolución con que fueron graficadas. Al hacer un zoom desde que se 

estabiliza la respuesta es posible encontrar formas de ondas casi idénticas. Cabe destacar que, para 

utilizar el método de integración, se definen como condiciones iniciales que los desplazamientos, 

velocidades y aceleraciones en 𝑥 e 𝑦 son iguales a cero. 

Se representan tres casos para el amortiguamiento. El primero es con amortiguamiento nulo, el 

segundo con amortiguamiento del orden de 103 ⁡
𝑁𝑠

𝑚
 y, el tercero, con amortiguamiento de orden 3 ∙

103 ⁡
𝑁𝑠

𝑚
. Este último es el orden común para engranes [14]. El objetivo de estos tres casos es 

identificar la influencia del amortiguamiento en la respuesta. Como es posible observar en las 

figuras anteriores la respuesta vibratoria no responde de manera lineal, ya que para el primer caso 

se tiene un desplazamiento máximo de 3 ∙ 10−5⁡𝑚, para el segundo 4 ∙ 10−4⁡𝑚 y, para el tercero, 

un desplazamiento de 1,1 ∙ 10−6⁡𝑚. Es esperable que, a medida que aumente el amortiguamiento, 

se reduzcan los niveles de vibraciones, sin embargo, este comportamiento podría cambiar al tener 

en cuenta las condiciones de operación. El modelo no toma en cuenta que al no tener 

amortiguamiento existiría contacto metal-metal entre dientes, aumentando considerablemente la 

vibración y el desgaste de los elementos del reductor. Por otro lado, en la simulación se varía el 

valor del amortiguamiento manteniendo constante el torque que recibe cada elemento. Es decir 

que, al considerar solo el segundo y el tercer caso, para el torque 𝑇 = 21⁡𝑁𝑚, el amortiguamiento 

de orden 105 ⁡
𝑁𝑠

𝑚
 genera menos vibraciones. Al aumentar el torque, probablemente este 

amortiguamiento no sea suficiente y es posible que exista un comportamiento mixto en el 

lubricante, generando una mayor vibración. Esto se puede corroborar realizando pruebas de 

laboratorio. Este estudio sólo se limita a un análisis teórico. 

En cuanto al espectro del primer modelo se observa que tienen el comportando esperado, ya que 

generan un harmónico en el 1𝑥, que representa la frecuencia del Carrier, y una componente menor 

en el 2𝑥. Además, se observa que, al ir aumentando el amortiguamiento, comienza a engrosar el 

espectro en la base. Al igual que con la forma de onda, las amplitudes de los espectros no tienen 

un comportamiento predecible, es decir que, conforme al ir aumentando el amortiguamiento 

debería existir una disminución de la amplitud. Es claro que hay un aumento de amplitud entre la 

figura 33 y 34. Nuevamente esto se debe posiblemente a que, dadas las condiciones de operaciones 

utilizadas, un amortiguamiento del orden del segundo caso sea más óptimo que el del tercer caso. 

Al realizar una comparación con los resultados obtenidos en [25] se observan que las formas de 

onda y los espectros son muy parecidos, lo que indica un buen comportamiento del modelo. Sin 

embargo, el valor alcanzado por las vibraciones es ligeramente mayor en este estudio. En la figura 

46 se muestra la forma de onda y el espectro del estudio citado. 
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Figura 46: Respuesta vibratoria y espectro de un reductor sano. 

Los resultados obtenidos tienen una mayor vibración, alcanzando valores de 10−6⁡𝑚, en el caso 

con mayor amortiguamiento. Las diferencias se deben mayormente al torque utilizado y algunas 

diferencias con el modelo, tales como la incorporación del amortiguamiento y la no consideración 

de los efectos giroscópicos. Al comparar la forma de onda de la figura 30 con la figura 46.b se 

observa que son idénticas. Esta forma se presenta en los otros dos casos de amortiguamiento, pero 

debido a la resolución se prefiere utilizar el primer caso. 

Como se indicó anteriormente, analizar las vibraciones de cada elemento pierde el contexto de 

pertenecer a un sistema planetario. Si se quiere recuperar este contexto, se pueden sumar las 

respuestas vibratorias de cada componente en cada instante de tiempo y, así, obtener un vector con 

el resultado total de vibraciones provocadas por cada elemento en el centro del reductor. 

Al modelar la falla por pitting desarollado se puede observar que la figura 25 y 36 son similares, 

por lo que la modelación es buena. Las diferencias se deben principalmente a la forma que obtiene 

la función de rigidez variable al utilizar la función square(x). Se observa en la figura 37 que las 

vibraciones aumentan en comparación al caso sin falla y la forma de onda cambia cada vez que se 

percibe la falla. Para el espectro se tiene una disminución considerable de 1𝑥 y un aumento del 2𝑥. 

También se tiene la aparición de una nueva frecuencia en 0,86𝑥 

Para la falla por fisura se observa de la figura 40 que la forma de onda de la respuesta vibratoria es 

más puntiaguda que la respuesta con pitting. Esto es esperable ya que la fisura sólo está presente 

en un diente, mientras que el pitting se presenta en varios dientes. En el espectro se ve una 

disminución aproximada del 38% de la amplitud de 1𝑥 con respecto al pitting. Por otro lado, la 

amplitud de 2𝑥 se mantiene en el mismo valor. En cuanto al espectro, se observa en la figura 41 

que aparecen nuevas frecuencias en 0.25𝑥, 0.55𝑥 y 1.25𝑥. 

Finalmente se recomienda utilizar la forma de onda de la figura 33 y su respectivo espectro 

mostrado en la figura 34 para ser utilizados como el caso base (reductor sano) para un análisis de 

vibraciones. 

Modelo Fenomenológico 

 

En cuanto al modelo fenomenológico, se tiene que muestra una forma de onda esperada, ya que el 

modelo describe lo que percibe el sensor instalado en la superficie exterior del Carrier. Es esta 
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naturaleza del modelo la que permite realizar modificaciones e incorporar distintos elementos, tales 

como fallas, errores de manufactura o presentar planetas no equiespaciados.  

De la figura 42 se puede observar como cada planeta (tres en el caso de estudio) produce un 

aumento en la vibración captada por el sensor, donde la vibración es máxima cuando el planeta 

pasa justo por el punto donde está. Además, la función utilizada y descrita en la ecuación (2.10) se 

encuentra modulada por la ecuación (2.8), lo que indica que en el espectro deberían aparecer bandas 

laterales. Esto es justamente lo que ocurre como se aprecia en la figura 43. Este fenómeno puede 

relacionarse con los resultados obtenidos del modelo dinámico y el ensanchamiento en la base del 

peak conforme se considera amortiguamiento, pudiendo indicar que el amortiguamiento cumple la 

función de modular la función de vibraciones. 

 

Modelo Torsional 

 

Este modelo es similar al modelo modal, con la diferencia que el único elemento que puede vibrar 

en dirección x, y y presentar torsión es el sol. Debido a esto el análisis de los resultados se hace en 

base al sol y no al Carrier como en los otros modelos. 

 

Si se observa la respuesta vibratoria en el eje x obtenida para el sol, presentada en la figura 39, se 

puede observar que tiene una forma de onda idéntica a la presentada en la figura 41. Esto indica 

que el elemento vibra de la forma esperada. Esta vibración presenta una magnitud similar a la 

esperada, sin embargo, existe una diferencia, la cual se debe posiblemente a que no se considera el 

amortiguamiento en el modelo realizado en este estudio. Este amortiguamiento puede ser incluido 

y calculado por el modelo tribo-dinámico, extendiendo el desarrollo para seis pares de engranes. 

Para lograr esto, es necesario contar con datos de laboratorio, como el espesor de la película de 

aceite de referencia y las rugosidades de las superficies. En este estudio no fue posible tener acceso 

a tales datos. 

 

A diferencia del modelo modal, este sistema matricial fue resuelto por el método de integración de 

Newmark en vez del método HHT. Se puede apreciar que ambos métodos cumplen 

satisfactoriamente la resolución del sistema y entregan respuestas confiables. Para el caso en que 

se necesiten resultados más finos y exactos, el método de HHT resulta mejor debido a la 

incorporación del factor de amortiguamiento numérico, el cual atenúa las altas frecuencia. 

 

También es posible incluir rigidez variable y fallas en este modelo.  

 

Amortiguamiento 

 

Si se considera que el lubricante falla al perder su grosor mínimo para mantenerse en régimen de 

película de lubricante y se da paso a régimen mixto o de borde, el lubricante deja de comportarse 

como un sólido rígido debido a sus características de fluido no-newtoniano (reopexia). Esta pérdida 

de grosor puede entenderse mejor observando la ecuación de Eyring (2.20) para viscosidad 

efectiva. Al salir del régimen de película de lubricante, el esfuerzo de contacto hertziano aumenta 

considerablemente, ya que aumenta el área de contacto. Al aumentar 𝜎𝐻 también se tiene un 

incremento de 𝐸, lo que conlleva el aumento de la rigidez de contacto de Hertz 𝑘ℎ, provocando que 

su reciproco disminuya (referirse al Anexo E para la ecuación completa). Por lo tanto, debido a 
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esta falla del lubricante, la rigidez total equivalente del sistema disminuye, lo que provoca que 

aparezca pitting en una o más zonas de contacto. 
 

Según el modelo tribo-dinámico se puede obtener el amortiguamiento óptimo para la interacción 

entre dientes en función de la viscosidad efectiva del fluido (Eyring) y el grosor de la película de 

lubricante. Por lo tanto, se tiene que el amortiguamiento de un sistema de engranes es directamente 

proporcional a la viscosidad e inversamente proporcional al grosor de la película. Debido a esto, 

las velocidades de superficie y la temperatura del lubricante determinan el grosos de la película, 

implicando que el amortiguamiento depende de la velocidad de operación y de la temperatura de 

operación. 

 

Visión general 

 

De los tres modelos vistos, el que mejor representa la situación de una medición empírica es el 

modelo fenomenológico. Esto se debe a que la respuesta obtenida es de todo el reductor planetario, 

manteniendo sus elementos unidos. A diferencia de los otros dos modelos, en que se obtiene la 

ecuación de movimiento de todo el sistema, pero se obtienen las respuestas vibratorias individuales 

de cada elemento. Es decir, se puede analizar el par sol-planeta y planeta-ring como si fuese un 

análisis simple de un piñón-corona. Por esto mismo, la respuesta vibratoria y el espectro pierden el 

contexto de estar presenten en un sistema planetario. En contraste, el modelo fenomenológico 

conserva este contexto y lo representa muy bien en la forma de onda. Al realizar una medición en 

terreno se obtendrá toda la información junta y, con un análisis posterior, se podrán separar las 

señales y obtener la de cada elemento. 

El caso base para un reductor planetario, en condiciones sanas, corresponde a la identificación en 

el espectro de un componente mayor en 1𝑥 de la frecuencia de giro del carrier, y sus harmónicos 

menores 2𝑥 y 3𝑥. El engrosamiento de la señal en la base puede indicar que existen problemas por 

lubricación. 

La pérdida de las condiciones óptimas del lubricante genera una pérdida de rigidez del sistema, 

provocando fallas talles como el pitting. Esto se debe a que aumenta la zona de contacto hertziana, 

provocando un aumento en los esfuerzos de contacto de Hertz, los que a su vez se relacionan 

directamente con el aumento de la rigidez del contacto (a través del Módulo de Young) y, así, 

disminuyendo la rigidez del sistema. 

Además, existe un aumento de la temperatura, ya que el lubricante pierde parte de su capacidad 

para transportar el calor. Esto, sumado al nuevo régimen mixto o de borde, puede provocar scuffing 

entre las superficies. 

Finalmente, es posible expresar el amortiguamiento de la interacción entre dientes en función de la 

viscosidad y el espesor de la película. Cabe destacar que esto no corresponde al amortiguamiento 

total del sistema, sino solo a un componente de la matriz de amortiguamiento. Este resultado no es 

posible interpolarlo al resultado del sistema completo sin pruebas de laboratorio. 

Se recomienda, como trabajo a futuro, realizar pruebas para validar los modelos y concluir sobre 

la presencia de bandas laterales y la calidad de la amortiguación.  
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6 Conclusiones 
 

Las conclusiones parciales de este trabajo son: 

 

 El modelo dinámico presenta resultados satisfactorios en cuanto a forma de onda y 

espectros obtenidos. Sin embargo, existen diferencias en cuanto al orden de los resultados 

debido a distintas consideraciones utilizadas. 

 Es posible incluir fallas en el modelo modificando la rigidez de engrane. Para esto, basta 

con disminuir la rigidez máxima en un 20% en la frecuencia de un planeta para poder 

simular una falla en un diente, por ejemplo, desprendimiento de material o fisuras. 

 Se puede modificar el modelo para distintas configuraciones de reductores planetarios y 

obtener las respuestas en cualquier elemento del equipo. Debido a esto es una poderosa 

herramienta para utilizar como caso base (reductor sano) para realizar un análisis de 

vibraciones experimentales y comparar formas de onda y espectros. 

 Al incluir pitting en el modelo dinámico, se observa un comportamiento deseable en la 

rigidez equivalente y se obtiene una componente en el espectro de 0,86𝑥, acompañado de 

una disminución de 1𝑥 y un aumento de 2𝑥. 

 Para la falla por fisura se tiene que el 1𝑥 disminuye en un 38% con respecto al pitting, 

mientras que el 2𝑥 se mantiene constante. Además aparecen peaks en 0.25𝑥, 0.55𝑥 y 1.25𝑥. 

 El espectro obtenido por medio del modelo fenomenológico presenta bandas laterales 

debido a que presenta modulación. 

 El modelo torsional se comporta de manera esperada. Este modelo resulta muy conveniente 

para incluir el modelo tribo-dinámico, ya que están planteados en el mismo sistema de 

coordenadas y sólo es extender el modelo a un sistema de engranes por medio de matrices. 

 La pérdida de las condiciones óptimas del lubricante genera una pérdida de rigidez en el 

sistema, provocando fallas tales como el pitting. Esto se debe a que aumenta la zona de 

contacto hertziana, provocando un aumento en los esfuerzos de contacto de Hertz, los que 

a su vez se relacionan directamente con el aumento de la rigidez del contacto  

 Es completamente necesario realizar ensayos y pruebas para comprender la relación y el 

comportamiento del lubricante y los engranes. 

 

Para trabajos futuros, se puede tomar este estudio como base para profundizar en sistemas 

planetarios mejorando los modelos y agregando más elementos, como carga variable, otros modos 

de falla e integrar el modelo tribo-dinámico para obtener el amortiguamiento. Además, sirve de 

base para realizar pruebas de laboratorio con tal de complementar y validar el estudio. 
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Anexo A 

A.1 Desarrollo matricial para el modelo modal [4] 
 

Para comprender del todo la ecuación (2.1) se presentan las matrices generadas a partir de las 

ecuaciones de movimiento. 

 

La matriz de masa M está definida como, 

 

𝑀 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑀𝑐, 𝑀𝑟 , 𝑀𝑠, 𝑀1, … ,𝑀𝑁) 
 

𝑀𝑗 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑚𝑗 , 𝑚𝑗 , 𝐼𝑗 𝑟𝑗
2⁄ ), 𝑗 = 𝑐, 𝑟, 𝑠, 1, … ,𝑁 

 

La matriz de efectos giroscópicos G está definida como, 

 

𝐺 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐺𝑐, 𝐺𝑟 , 𝐺𝑠, 𝐺1, … , 𝐺𝑁) 
 

𝐺𝑗 = [

0 −2𝑚𝑗 0

2𝑚𝑗 0 0

0 0 0

] , 𝐽 = 𝑐, 𝑟, 𝑠, 1, … ,𝑁 

 

La matriz de rigidez 𝐾𝑏, asociada a los rodamientos, está definida como, 

 

𝐾𝑏 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐾𝑐𝑏, 𝐾𝑟𝑏 , 𝐾𝑠𝑏 , 0, … ,0) 

 

𝐾𝑗𝑏 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑘𝑗𝑥, 𝑘𝑗𝑦, 𝑘𝑗𝑢), 𝑗 = 𝑐, 𝑟, 𝑠 

 

La matriz de rigidez 𝐾𝑚 está definida como, 

 

𝐾𝑚 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 ∑𝐾𝑐1

𝑛 0

∑𝐾𝑟1
𝑛

0 𝐾𝑐2
1

0 𝐾𝑟2
1

𝐾𝑐2
2 𝐾𝑐2

3

𝐾𝑟2
2 𝐾𝑟2

3

∑𝐾𝑠1
𝑛 𝐾𝑠2

1

𝐾𝑝𝑝
1

𝐾𝑠2
2 𝐾𝑠2

3

0 0

𝑠𝑖𝑚.

𝐾𝑝𝑝
2 0

𝐾𝑝𝑝
3

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

A continuación, se definen los componentes de la matriz 𝐾𝑚. 

 

𝐾𝑝𝑝
𝑛 = 𝐾𝑐3

𝑛 + 𝐾𝑟3
𝑛 + 𝐾𝑠3

𝑛  

 



54 

 

𝐾𝑐1
𝑛 = 𝑘𝑝𝑛 [

1 0 −𝑠𝑖𝑛𝜓𝑛

1 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑛

𝑠𝑖𝑚. 1

] 

 

𝐾𝑐2
𝑛 = 𝑘𝑝𝑛 [

−𝑐𝑜𝑠𝜓𝑛 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑛 0
−𝑠𝑖𝑛𝜓𝑛 −𝑐𝑜𝑠𝜓𝑛 0

0 −1 0

] 

 

𝐾𝑐3
𝑛 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑘𝑝𝑛, 𝑘𝑝𝑛, 0) 

 

𝐾𝑟1
𝑛 = 𝑘𝑟𝑛(𝑡) [

𝑠𝑖𝑛2𝜓𝑟𝑛 −𝑐𝑜𝑠𝜓𝑟𝑛𝑠𝑖𝑛𝜓𝑟𝑛 −𝑠𝑖𝑛𝜓𝑟𝑛

𝑐𝑜𝑠2𝜓𝑟𝑛 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑟𝑛

𝑠𝑖𝑚. 1

] 

 

𝐾𝑟2
𝑛 = 𝑘𝑟𝑛(𝑡) [

−𝑠𝑖𝑛𝜓𝑟𝑛𝑠𝑖𝑛𝛼𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑟𝑛𝑐𝑜𝑠𝛼𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑟𝑛

𝑐𝑜𝑠𝜓𝑟𝑛𝑠𝑖𝑛𝛼𝑟 −𝑐𝑜𝑠𝜓𝑟𝑛𝑐𝑜𝑠𝛼𝑟 −𝑐𝑜𝑠𝜓𝑟𝑛

𝑠𝑖𝑛𝛼𝑟 −𝑐𝑜𝑠𝛼𝑟 −1
] 

 

𝐾𝑟3
𝑛 = 𝑘𝑟𝑛(𝑡) [

𝑠𝑖𝑛2𝛼𝑟 −𝑐𝑜𝑠𝛼𝑟𝑠𝑖𝑛𝛼𝑟 −𝑠𝑖𝑛𝛼𝑟

𝑐𝑜𝑠2𝛼𝑟 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑟

𝑠𝑖𝑚. 1

] 

 

𝐾𝑠1
𝑛 = 𝑘𝑠𝑛(𝑡) [

𝑠𝑖𝑛2𝜓𝑠𝑛 −𝑐𝑜𝑠𝜓𝑠𝑛𝑠𝑖𝑛𝜓𝑠𝑛 −𝑠𝑖𝑛𝜓𝑠𝑛

𝑐𝑜𝑠2𝜓𝑠𝑛 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑠𝑛

𝑠𝑖𝑚. 1

] 

 

𝐾𝑠2
𝑛 = 𝑘𝑠𝑛(𝑡) [

𝑠𝑖𝑛𝜓𝑠𝑛𝑠𝑖𝑛𝛼𝑠 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑠𝑛𝑐𝑜𝑠𝛼𝑠 −𝑠𝑖𝑛𝜓𝑠𝑛

−𝑐𝑜𝑠𝜓𝑠𝑛𝑠𝑖𝑛𝛼𝑠 −𝑐𝑜𝑠𝜓𝑠𝑛𝑐𝑜𝑠𝛼𝑠 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑠𝑛

−𝑠𝑖𝑛𝛼𝑠 −𝑐𝑜𝑠𝛼𝑠 1
] 

 

𝐾𝑠3
𝑛 = 𝑘𝑠𝑛(𝑡) [

𝑠𝑖𝑛2𝛼𝑠 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑠𝑠𝑖𝑛𝛼𝑠 −𝑠𝑖𝑛𝛼𝑠

𝑐𝑜𝑠2𝛼𝑠 −𝑐𝑜𝑠𝛼𝑠

𝑠𝑖𝑚. 1

] 

 

La matriz de amortiguamiento 𝐶 y 𝐶𝑏 se obtienen de manera idéntica a la matriz de rigidez 𝐾𝑚 y 

𝐾𝑏, respectivamente. 

 

El vector de fuerzas promedio 𝐹𝑚 está dado por, 

 

𝐹𝑚 = [𝑓𝑐𝑚 + ∑𝑤𝑐𝑖 , 𝑓𝑟𝑚, 𝑓𝑠𝑚, 𝑤𝑐𝑝1, … , 𝑤𝑐𝑝𝑛]𝑇 

 

𝑓𝑗𝑚 = [0,0, 𝑇𝑗 𝑟𝑗⁄ ]𝑇 , 𝑗 = 𝑐, 𝑟, 𝑠 

 

𝑤𝑐𝑝𝑖 = [
𝑘𝑦𝑦(𝑅𝑐𝑖𝑠𝑖𝑛𝜓𝑖 + 𝑅𝑡𝑖𝑐𝑜𝑠𝜓𝑖)

𝑘𝑥𝑥(𝑅𝑐𝑖𝑐𝑜𝑠𝜓𝑖 − 𝑅𝑡𝑖𝑠𝑖𝑛𝜓𝑖)
0

] 
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𝑤𝑐𝑖 = [

−𝑘𝑦𝑦(𝑅𝑐𝑖𝑠𝑖𝑛𝜓𝑖 + 𝑅𝑡𝑖𝑐𝑜𝑠𝜓𝑖)

−𝑘𝑥𝑥(𝑅𝑐𝑖𝑐𝑜𝑠𝜓𝑖 − 𝑅𝑡𝑖𝑠𝑖𝑛𝜓𝑖)

−𝑘𝑥𝑥(𝑅𝑐𝑖𝑐𝑜𝑠𝜓𝑖 − 𝑅𝑡𝑖𝑠𝑖𝑛𝜓𝑖)𝑠𝑖𝑛𝜓𝑖 + 𝑘𝑦𝑦(𝑅𝑐𝑖𝑠𝑖𝑛𝜓𝑖 + 𝑅𝑡𝑖𝑐𝑜𝑠𝜓𝑖)𝑐𝑜𝑠𝜓𝑖

] 

 

 

 

A.2 Desarrollo matricial para el modelo torsional 
 

Para comprender del todo la ecuación (2.11) se presenta el desarrollo matricial del modelo 

torsional. 

 

La matriz de momento de inercia 𝐽 está definida como, 

 

𝐽 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐽𝑑, 𝐽𝑠 , 𝑀𝑠, 𝑀𝑠, 𝐽𝑝1, 𝐽𝑝2, 𝐽𝑝3, 𝐽𝑟 , 𝐽𝑜) 

 

La matriz de amortiguamiento 𝐶 está dada por, 

 

𝐶 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝐶𝑏𝑑 + 𝐶𝑑𝑠 −𝐶𝑑𝑠 0

−𝐶𝑑𝑠 𝐶𝑑𝑠 + 𝐶𝑏𝑠 0
0 0 𝐶𝑓

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

𝐶𝑓 0 0

0 𝐶𝑝1 0

0 0 𝐶𝑝2

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

𝐶𝑝3 0 0

0 𝐶𝑏𝑟 + 𝐶𝑜𝑠 −𝐶𝑜𝑠

0 −𝐶𝑏𝑜 𝐶𝑏𝑜 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

La matriz de rigidez 𝐾 está dada por, 

 

𝐾 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐾𝑑𝑠 −𝐾𝑑𝑠 0
−𝐾𝑑𝑠 𝐾𝑑𝑠 0

0 0 𝐾𝑓(𝑡)

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

𝐾𝑓(𝑡) 0 0

0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 𝐾𝑜𝑠 −𝐾𝑜𝑠

0 −𝐾𝑜𝑠 𝐾𝑜𝑠 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Finalmente, el vector de torque externo 𝑇 está dado por, 
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𝑇 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑇𝑖𝑛

0

−∑(𝐹𝑑𝑠𝑖 cos (𝜋 − 𝜙 −
(𝑖 − 1)2𝜋

3
))

3

𝑖=1

−∑(𝐹𝑑𝑠𝑖 sin (𝜋 − 𝜙 −
(𝑖 − 1)2𝜋

3
))

3

𝑖=1

𝑅𝐵𝐶′𝑝1𝐹𝑑𝑟1 − 𝑅𝐵𝐶′𝑝1𝐹𝑑𝑠1

𝑅𝐵𝐶′𝑝2𝐹𝑑𝑟2 − 𝑅𝐵𝐶′𝑝2𝐹𝑑𝑠2

𝑅𝐵𝐶′𝑝3𝐹𝑑𝑟3 − 𝑅𝐵𝐶′𝑝3𝐹𝑑𝑠3

−∑𝑅𝐵𝐶′𝑟𝑖𝐹𝑑𝑟𝑖

3

𝑖=1

−𝑇𝑜𝑢𝑡 ]
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Anexo B 

Código Modelo Dinámico 

 
close all; 
clear all; 
clc; 
%DEFINO VALORES DE ENTRADA (KG) 
mc=3; 
jrc2=1.5; 
mr=0.588; 
jrr2=0.759; 
ms=0.46; 
jrs2=0.272; 
mp=0.177; 
jrp2=0.1; 
%DEFINO MATRICES DE MASA 
Mc=[mc 0 0; 0 mc 0; 0 0 jrc2]; %MATRIZ MASA CARRIER 
Mr=[mr 0 0; 0 mr 0; 0 0 jrr2]; %MATRIZ MASA RING 
Ms=[ms 0 0; 0 ms 0; 0 0 jrs2]; %MATRIZ MASA SOL 
Mp1=[mp 0 0; 0 mp 0; 0 0 jrp2]; %MATRIZ PLANETA 1 
Mp2=[mp 0 0; 0 mp 0; 0 0 jrp2]; %MATRIZ PLANETA 2 
Mp3=[mp 0 0; 0 mp 0; 0 0 jrp2]; %MATRIZ PLANETA 3 
Mm=[mc mc jrc2 mr mr jrr2 ms ms jrs2 mp mp jrp2 mp mp jrp2 mp mp jrp2]; 
%DEFINO MATRIZ MASA GENERAL 
M=diag(Mm); 
%---------------------RIGIDEZ------------------------ 
alfar=24.6*pi/180; %ANGULO DE PRESION 
alfas=24.6*pi/180; %ANGULO DE PRESION 
psi1=0; 
psi2=2*pi/3; 
psi3=2*pi*2/3; 
psir1=psi1+alfar; 
psir2=psi2+alfar; 
psir3=psi3+alfar; 
psis1=psi1-alfas; 
psis2=psi2-alfas; 
psis3=psi3-alfas; 
kp=10^8; %RIGIDEZ DE RODAMIENTOS DE PLANETAS TODOS IGUALES 

  
omega_c=473*2*pi/60; 
f_c=omega_c/(2*pi); 
T_c=1/f_c; 
vueltas=20; 
Np=1000; %numero de puntos 
tmax=vueltas*T_c; 
dtt=tmax/Np; 
t=0:dtt:(Np-1)*dtt; %vector tiempo 
t=t'; %traspuesta 
f_e=473; 
Zr=60; %numero de dientes ring 
Zs=18; %numero de dientes sol 
Zp=20; %numero de dientes planeta 
%----------------falla------------------ 
rig=zeros(1,length(t)); 
angulo=2050*t/(2*pi); 
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angmax=2*pi/Zp; 
frac=zeros(1,length(t)); 
decimales=zeros(length(t)); 
for i=1:length(t) 
    decimales(i)=floor(angulo(i)); 
    frac(i)=angulo(i)-decimales(i); 
    if frac(i)<angmax 
        rig(i)=0.8; 
    else 
        rig(i)=1; 
    end 
end 
x1=zeros(length(t)); 
x2=zeros(length(t)); 
x3=zeros(length(t)); 
xx1=zeros(length(t)); 
xx2=zeros(length(t)); 
xx3=zeros(length(t)); 
s1=zeros(length(t)); 
s2=zeros(length(t)); 
s3=zeros(length(t)); 
ss1=zeros(length(t)); 
ss2=zeros(length(t)); 
ss3=zeros(length(t)); 

  
kc11=kp.*[1 0 -sin(psi1); 0 1 cos(psi1); -sin(psi1) cos(psi1) 1]; 
kc12=kp.*[1 0 -sin(psi2); 0 1 cos(psi2); -sin(psi2) cos(psi2) 1]; 
kc13=kp.*[1 0 -sin(psi3); 0 1 cos(psi3); -sin(psi3) cos(psi3) 1]; 
Kc1=(kc11+kc12+kc13); 
kc21=kp.*[-cos(psi1) sin(psi1) 0; -sin(psi1) -cos(psi1) 0; 0 -1 0]; 
kc22=kp.*[-cos(psi2) sin(psi2) 0; -sin(psi2) -cos(psi2) 0; 0 -1 0]; 
kc23=kp.*[-cos(psi3) sin(psi3) 0; -sin(psi3) -cos(psi3) 0; 0 -1 0]; 
Kc2=(kc21+kc22+kc23); 
kc31=[kp 0 0; 0 kp 0; 0 0 0]; 
kc32=[kp 0 0; 0 kp 0; 0 0 0]; 
kc33=[kp 0 0; 0 kp 0; 0 0 0]; 
%----------Crear cells arrays---------- 
K=cell(1,length(t)); 
kpp1=cell(1,length(t)); 
kpp2=cell(1,length(t)); 
kpp3=cell(1,length(t)); 
Kr1=cell(1,length(t)); 
Kr2=cell(1,length(t)); 
Kr3=cell(1,length(t)); 
Ks1=cell(1,length(t)); 
Ks2=cell(1,length(t)); 
Ks3=cell(1,length(t)); 
Km=cell(18); 
kr11=cell(1,length(t)); 
kr12=cell(1,length(t)); 
kr13=cell(1,length(t)); 
kr21=cell(1,length(t)); 
kr22=cell(1,length(t)); 
kr23=cell(1,length(t)); 
kr31=cell(1,length(t)); 
kr32=cell(1,length(t)); 
kr33=cell(1,length(t)); 
ks11=cell(1,length(t)); 
ks12=cell(1,length(t)); 
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ks13=cell(1,length(t)); 
ks21=cell(1,length(t)); 
ks22=cell(1,length(t)); 
ks23=cell(1,length(t)); 
ks31=cell(1,length(t)); 
ks32=cell(1,length(t)); 
ks33=cell(1,length(t)); 
%----------MATRIZ RIGIDEZ RODAMIENTOS-------------- 
krx=10^9; %N/m 
kry=10^9; 
kru=10^9; 
ksu=0; 
kcu=0; 
ksx=10^9; 
ksy=10^9; 
kcx=10^9; 
kcy=10^9; 
kxx=10^9; 
kyy=10^9; 
Kbm=[kcx kcy kcu krx kry kru ksx ksy ksu 0 0 0 0 0 0 0 0 0]; 
Kb=diag(Kbm); 
%---------Inicio el ciclo para completar matriz-------- 
for i=1:length(t) 
    x1(i)=square(cos(2*pi*f_e*t(i))); 
    x2(i)=square(cos(2*pi*f_e*t(i)-Zr/3)); 
    x3(i)=square(cos(2*pi*f_e*t(i)-Zr*2/3)); 
    s1(i)=square(cos(2*pi*f_e*t(i))); 
    s2(i)=square(cos(2*pi*f_e*t(i)-Zs/3)); 
    s3(i)=square(cos(2*pi*f_e*t(i)-Zs*2/3)); 
%----------- Funcion rigidez variable ----------- 
    xx1(i)=(10^8)*(x1(i)+2)*rig(i); 
    xx2(i)=(10^8)*(x2(i)+2); 
    xx3(i)=(10^8)*(x3(i)+2); 
    ss1(i)=(10^8)*(s1(i)+1); 
    ss2(i)=(10^8)*(s2(i)+1); 
    ss3(i)=(10^8)*(s3(i)+1); 

    
%------------------------------------------------ 
    kr11{i}=xx1(i).*[sin(psir1)*sin(psir1) -cos(psir1)*sin(psir1) -sin(psir1); 

-cos(psir1)*sin(psir1) cos(psir1)*cos(psir1) cos(psir1); -sin(psir1) 

cos(psir1) 1]; 
    kr12{i}=xx1(i).*[sin(psir2)*sin(psir2) -cos(psir2)*sin(psir2) -sin(psir2); 

-cos(psir2)*sin(psir2) cos(psir2)*cos(psir2) cos(psir2); -sin(psir2) 

cos(psir2) 1]; 
    kr13{i}=xx1(i).*[sin(psir3)*sin(psir3) -cos(psir3)*sin(psir3) -sin(psir3); 

-cos(psir3)*sin(psir3) cos(psir3)*cos(psir3) cos(psir3); -sin(psir3) 

cos(psir3) 1]; 

     
    Kr1{i}=(kr11{i}+kr12{i}+kr13{i}); %cell para guardar matrices 

     
    kr21{i}=xx2(i).*[-sin(psir1)*sin(alfar) sin(psir1)*cos(alfar) sin(psir1); 

cos(psir1)*sin(alfar) -cos(psir1)*cos(psir1) -cos(psir1); sin(alfar) -

cos(alfar) -1]; 
    kr22{i}=xx2(i).*[-sin(psir2)*sin(alfar) sin(psir2)*cos(alfar) sin(psir2); 

cos(psir2)*sin(alfar) -cos(psir2)*cos(psir2) -cos(psir2); sin(alfar) -

cos(alfar) -1]; 
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    kr23{i}=xx2(i).*[-sin(psir3)*sin(alfar) sin(psir3)*cos(alfar) sin(psir3); 

cos(psir3)*sin(alfar) -cos(psir3)*cos(psir3) -cos(psir3); sin(alfar) -

cos(alfar) -1]; 

     
    Kr2{i}=(kr21{i}+kr22{i}+kr23{i}); %cell para guardar matrices 

     
    kr31{i}=xx3(i).*[sin(alfar)*sin(alfar) -cos(alfar)*sin(alfar) -sin(alfar); 

-cos(alfar)*sin(alfar) cos(alfar)*cos(alfar) cos(alfar); -sin(alfar) 

cos(alfar) 1]; 
    kr32{i}=xx3(i).*[sin(alfar)*sin(alfar) -cos(alfar)*sin(alfar) -sin(alfar); 

-cos(alfar)*sin(alfar) cos(alfar)*cos(alfar) cos(alfar); -sin(alfar) 

cos(alfar) 1]; 
    kr33{i}=xx3(i).*[sin(alfar)*sin(alfar) -cos(alfar)*sin(alfar) -sin(alfar); 

-cos(alfar)*sin(alfar) cos(alfar)*cos(alfar) cos(alfar); -sin(alfar) 

cos(alfar) 1]; 

     
    Kr3{i}=(kr31{i}+kr32{i}+kr33{i}); %cell para guardar matrices 

     
    ks11{i}=ss1(i).*[sin(psis1)*sin(psis1) -cos(psis1)*sin(psis1) -sin(psis1); 

-cos(psis1)*sin(psis1) cos(psis1)*cos(psis1) cos(psis1); -sin(psis1) 

cos(psis1) 1]; 
    ks12{i}=ss1(i).*[sin(psis2)*sin(psis2) -cos(psis2)*sin(psis2) -sin(psis2); 

-cos(psis2)*sin(psis2) cos(psis2)*cos(psis2) cos(psis2); -sin(psis2) 

cos(psis2) 1]; 
    ks13{i}=ss1(i).*[sin(psis3)*sin(psis3) -cos(psis3)*sin(psis3) -sin(psis3); 

-cos(psis3)*sin(psis3) cos(psis3)*cos(psis3) cos(psis3); -sin(psis3) 

cos(psis3) 1]; 

     
    Ks1{i}=(ks11{i}+ks12{i}+ks13{i}); 

     
    ks21{i}=ss2(i).*[sin(psis1)*sin(alfas) sin(psis1)*cos(alfas) -sin(psis1); 

-cos(psis1)*sin(alfas) -cos(psis1)*cos(alfas) cos(psis1); -sin(alfas) -

cos(alfas) 1]; 
    ks22{i}=ss2(i).*[sin(psis2)*sin(alfas) sin(psis2)*cos(alfas) -sin(psis2); 

-cos(psis2)*sin(alfas) -cos(psis2)*cos(alfas) cos(psis2); -sin(alfas) -

cos(alfas) 1]; 
    ks23{i}=ss2(i).*[sin(psis3)*sin(alfas) sin(psis3)*cos(alfas) -sin(psis3); 

-cos(psis3)*sin(alfas) -cos(psis3)*cos(alfas) cos(psis3); -sin(alfas) -

cos(alfas) 1]; 

     
    Ks2{i}=(ks21{i}+ks22{i}+ks23{i}); 

     
    ks31{i}=ss3(i).*[sin(alfas)*sin(alfas) cos(alfas)*sin(alfas) -sin(alfas); 

cos(alfas)*sin(alfas) cos(alfas)*cos(alfas) -cos(alfas); -sin(alfas) -

cos(alfas) 1]; 
    ks32{i}=ss3(i).*[sin(alfas)*sin(alfas) cos(alfas)*sin(alfas) -sin(alfas); 

cos(alfas)*sin(alfas) cos(alfas)*cos(alfas) -cos(alfas); -sin(alfas) -

cos(alfas) 1]; 
    ks33{i}=ss3(i).*[sin(alfas)*sin(alfas) cos(alfas)*sin(alfas) -sin(alfas); 

cos(alfas)*sin(alfas) cos(alfas)*cos(alfas) -cos(alfas); -sin(alfas) -

cos(alfas) 1]; 

     
    Ks3{i}=(ks31{i}+ks32{i}+ks33{i}); 

     
    kpp1{i}=(kc31+kr31{i}+ks31{i}); 
    kpp2{i}=(kc32+kr32{i}+ks32{i}); 
    kpp3{i}=(kc33+kr33{i}+ks33{i}); 
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%-----------CONSTRUCCION MATRIZ RIGIDEZ M-------------- 

  
    Km{i}=([Kc1(1,1) Kc1(1,2) Kc1(1,3) 0 0 0 0 0 0 kc21(1,1) kc21(1,2) 

kc21(1,3) kc22(1,1) kc22(1,2) kc22(1,3) kc23(1,1) kc23(1,2) kc23(1,3); 
        Kc1(2,1) Kc1(2,2) Kc1(2,3) 0 0 0 0 0 0 kc21(2,1) kc21(2,2) kc21(2,3) 

kc22(2,1) kc22(2,2) kc22(2,3) kc23(2,1) kc23(2,2) kc23(2,3); 
        Kc1(3,1) Kc1(3,2) Kc1(3,3) 0 0 0 0 0 0 kc21(3,1) kc21(3,2) kc21(3,3) 

kc22(3,1) kc22(3,2) kc22(3,3) kc23(3,1) kc23(3,2) kc23(3,3); 
        0 0 0 Kr1{i}(1,1) Kr1{i}(1,2) Kr1{i}(1,3) 0 0 0 kr21{i}(1,1) 

kr21{i}(1,2) kr21{i}(1,3) kr22{i}(1,1) kr22{i}(1,2) kr22{i}(1,3) kr23{i}(1,1) 

kr23{i}(1,2) kr23{i}(1,3); 
        0 0 0 Kr1{i}(2,1) Kr1{i}(2,2) Kr1{i}(2,3) 0 0 0 kr21{i}(2,1) 

kr21{i}(2,2) kr21{i}(2,3) kr22{i}(2,1) kr22{i}(2,2) kr22{i}(2,3) kr23{i}(2,1) 

kr23{i}(2,2) kr23{i}(2,3); 
        0 0 0 Kr1{i}(3,1) Kr1{i}(3,2) Kr1{i}(3,3) 0 0 0 kr21{i}(3,1) 

kr21{i}(3,2) kr21{i}(3,3) kr22{i}(3,1) kr22{i}(3,2) kr22{i}(3,3) kr23{i}(3,1) 

kr23{i}(3,2) kr23{i}(3,3); 
        0 0 0 0 0 0 Ks1{i}(1,1) Ks1{i}(1,2) Ks1{i}(1,3) ks21{i}(1,1) 

ks21{i}(1,2) ks21{i}(1,3) ks22{i}(1,1) ks22{i}(1,2) ks22{i}(1,3) ks23{i}(1,1) 

ks23{i}(1,2) ks23{i}(1,3); 
        0 0 0 0 0 0 Ks1{i}(2,1) Ks1{i}(2,2) Ks1{i}(2,3) ks21{i}(2,1) 

ks21{i}(2,2) ks21{i}(2,3) ks22{i}(2,1) ks22{i}(2,2) ks22{i}(2,3) ks23{i}(2,1) 

ks23{i}(2,2) ks23{i}(2,3); 
        0 0 0 0 0 0 Ks1{i}(3,1) Ks1{i}(3,2) Ks1{i}(3,3) ks21{i}(3,1) 

ks21{i}(3,2) ks21{i}(3,3) ks22{i}(3,1) ks22{i}(3,2) ks22{i}(3,3) ks23{i}(3,1) 

ks23{i}(3,2) ks23{i}(3,3); 
        kc21(1,1) kc21(1,2) kc21(1,3) kr21{i}(1,1) kr21{i}(1,2) kr21{i}(1,3) 

ks21{i}(1,1) ks21{i}(1,2) ks21{i}(1,3) kpp1{i}(1,1) kpp1{i}(1,2) kpp1{i}(1,3) 

0 0 0 0 0 0; 
        kc21(2,1) kc21(2,2) kc21(2,3) kr21{i}(2,1) kr21{i}(2,2) kr21{i}(2,3) 

ks21{i}(2,1) ks21{i}(2,2) ks21{i}(2,3) kpp1{i}(2,1) kpp1{i}(2,2) kpp1{i}(2,3) 

0 0 0 0 0 0; 
        kc21(3,1) kc21(3,2) kc21(3,3) kr21{i}(3,1) kr21{i}(3,2) kr21{i}(3,3) 

ks21{i}(3,1) ks21{i}(3,2) ks21{i}(3,3) kpp1{i}(3,1) kpp1{i}(3,2) kpp1{i}(3,3) 

0 0 0 0 0 0; 
        kc22(1,1) kc22(1,2) kc22(1,3) kr22{i}(1,1) kr22{i}(1,2) kr22{i}(1,3) 

ks22{i}(1,1) ks22{i}(1,2) ks22{i}(1,3) 0 0 0 kpp2{i}(1,1) kpp2{i}(1,2) 

kpp2{i}(1,3) 0 0 0; 
        kc22(2,1) kc22(2,2) kc22(2,3) kr22{i}(2,1) kr22{i}(2,2) kr22{i}(2,3) 

ks22{i}(2,1) ks22{i}(2,2) ks22{i}(2,3) 0 0 0 kpp2{i}(2,1) kpp2{i}(2,2) 

kpp2{i}(2,3) 0 0 0; 
        kc22(3,2) kc22(3,3) kc23(3,1) kr22{i}(3,1) kr22{i}(3,2) kr22{i}(3,3) 

ks22{i}(3,2) ks22{i}(3,3) ks23{i}(3,1) 0 0 0 kpp2{i}(3,1) kpp2{i}(3,2) 

kpp2{i}(3,3) 0 0 0; 
        kc23(1,1) kc23(1,2) kc23(1,3) kr23{i}(1,1) kr23{i}(1,2) kr23{i}(1,3) 

ks23{i}(1,1) ks23{i}(1,2) ks23{i}(1,3) 0 0 0 0 0 0 kpp3{i}(1,1) kpp3{i}(1,2) 

kpp3{i}(1,3); 
        kc23(2,1) kc23(2,2) kc23(2,3) kr23{i}(2,1) kr23{i}(2,2) kr23{i}(2,3) 

ks23{i}(2,1) ks23{i}(2,2) ks23{i}(2,3) 0 0 0 0 0 0 kpp3{i}(2,1) kpp3{i}(2,2) 

kpp3{i}(2,3); 
        kc23(3,1) kc23(3,2) kc23(3,3) kr23{i}(3,1) kr23{i}(3,2) kr23{i}(3,3) 

ks23{i}(3,1) ks23{i}(3,2) ks23{i}(3,3) 0 0 0 0 0 0 kpp3{i}(3,1) kpp3{i}(3,2) 

kpp3{i}(3,3)]); 

         
        K{i}=Kb+Km{i}; 
end 
%---------------AMORTIGUAMIENTO----------------- 
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%valores iniciales %Ns/m 
Ccx=300000; %hasta 3000 
Ccy=300000;  
Ccu=300000; 
Crx=300000; %hasta 3000 
Cry=300000; 
Cru=300000; 
Csx=300000; %hasta 3000 
Csy=300000; 
Csu=300000; 
cp=5000000;    %hasta 5000 
csp=5000000; 
crp=5000000; 
%matriz de amortiguamiento asociado a rodamientos 
CBaux=[Ccx Ccy Ccu Crx Cry Cru Csx Csy Csu 0 0 0 0 0 0 0 0 0]; 
CB=diag(CBaux); 
%construccion matriz de amortiguamiento 
cc11=cp.*[1 0 -sin(psi1); 0 1 cos(psi1); -sin(psi1) cos(psi1) 1]; 
cc12=cp.*[1 0 -sin(psi2); 0 1 cos(psi2); -sin(psi2) cos(psi2) 1]; 
cc13=cp.*[1 0 -sin(psi3); 0 1 cos(psi3); -sin(psi3) cos(psi3) 1]; 
Cc1=(cc11+cc12+cc13); 
cc21=cp.*[-cos(psi1) sin(psi1) 0; -sin(psi1) -cos(psi1) 0; 0 -1 0]; 
cc22=cp.*[-cos(psi2) sin(psi2) 0; -sin(psi2) -cos(psi2) 0; 0 -1 0]; 
cc23=cp.*[-cos(psi3) sin(psi3) 0; -sin(psi3) -cos(psi3) 0; 0 -1 0]; 
Cc2=(cc21+cc22+cc23); 
cc31=[cp 0 0; 0 cp 0; 0 0 0]; 
cc32=[cp 0 0; 0 cp 0; 0 0 0]; 
cc33=[cp 0 0; 0 cp 0; 0 0 0]; 
cr11=crp.*[sin(psir1)*sin(psir1) -cos(psir1)*sin(psir1) -sin(psir1); -

cos(psir1)*sin(psir1) cos(psir1)*cos(psir1) cos(psir1); -sin(psir1) cos(psir1) 

1]; 
cr12=crp.*[sin(psir2)*sin(psir2) -cos(psir2)*sin(psir2) -sin(psir2); -

cos(psir2)*sin(psir2) cos(psir2)*cos(psir2) cos(psir2); -sin(psir2) cos(psir2) 

1]; 
cr13=crp.*[sin(psir3)*sin(psir3) -cos(psir3)*sin(psir3) -sin(psir3); -

cos(psir3)*sin(psir3) cos(psir3)*cos(psir3) cos(psir3); -sin(psir3) cos(psir3) 

1]; 

     
Cr1=(cr11+cr12+cr13);  

     
cr21=crp.*[-sin(psir1)*sin(alfar) sin(psir1)*cos(alfar) sin(psir1); 

cos(psir1)*sin(alfar) -cos(psir1)*cos(psir1) -cos(psir1); sin(alfar) -

cos(alfar) -1]; 
cr22=crp.*[-sin(psir2)*sin(alfar) sin(psir2)*cos(alfar) sin(psir2); 

cos(psir2)*sin(alfar) -cos(psir2)*cos(psir2) -cos(psir2); sin(alfar) -

cos(alfar) -1]; 
cr23=crp.*[-sin(psir3)*sin(alfar) sin(psir3)*cos(alfar) sin(psir3); 

cos(psir3)*sin(alfar) -cos(psir3)*cos(psir3) -cos(psir3); sin(alfar) -

cos(alfar) -1]; 

     
Cr2=(cr21+cr22+cr23);  

     
cr31=crp.*[sin(alfar)*sin(alfar) -cos(alfar)*sin(alfar) -sin(alfar); -

cos(alfar)*sin(alfar) cos(alfar)*cos(alfar) cos(alfar); -sin(alfar) cos(alfar) 

1]; 
cr32=crp.*[sin(alfar)*sin(alfar) -cos(alfar)*sin(alfar) -sin(alfar); -

cos(alfar)*sin(alfar) cos(alfar)*cos(alfar) cos(alfar); -sin(alfar) cos(alfar) 

1]; 
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cr33=crp.*[sin(alfar)*sin(alfar) -cos(alfar)*sin(alfar) -sin(alfar); -

cos(alfar)*sin(alfar) cos(alfar)*cos(alfar) cos(alfar); -sin(alfar) cos(alfar) 

1]; 

     
Cr3=(cr31+cr32+cr33);  

     
cs11=csp.*[sin(psis1)*sin(psis1) -cos(psis1)*sin(psis1) -sin(psis1); -

cos(psis1)*sin(psis1) cos(psis1)*cos(psis1) cos(psis1); -sin(psis1) cos(psis1) 

1]; 
cs12=csp.*[sin(psis2)*sin(psis2) -cos(psis2)*sin(psis2) -sin(psis2); -

cos(psis2)*sin(psis2) cos(psis2)*cos(psis2) cos(psis2); -sin(psis2) cos(psis2) 

1]; 
cs13=csp.*[sin(psis3)*sin(psis3) -cos(psis3)*sin(psis3) -sin(psis3); -

cos(psis3)*sin(psis3) cos(psis3)*cos(psis3) cos(psis3); -sin(psis3) cos(psis3) 

1]; 

     
Cs1=(cs11+cs12+cs13); 

     
cs21=csp.*[sin(psis1)*sin(alfas) sin(psis1)*cos(alfas) -sin(psis1); -

cos(psis1)*sin(alfas) -cos(psis1)*cos(alfas) cos(psis1); -sin(alfas) -

cos(alfas) 1]; 
cs22=csp.*[sin(psis2)*sin(alfas) sin(psis2)*cos(alfas) -sin(psis2); -

cos(psis2)*sin(alfas) -cos(psis2)*cos(alfas) cos(psis2); -sin(alfas) -

cos(alfas) 1]; 
cs23=csp.*[sin(psis3)*sin(alfas) sin(psis3)*cos(alfas) -sin(psis3); -

cos(psis3)*sin(alfas) -cos(psis3)*cos(alfas) cos(psis3); -sin(alfas) -

cos(alfas) 1]; 

     
Cs2=(cs21+cs22+cs23); 

     
cs31=csp.*[sin(alfas)*sin(alfas) cos(alfas)*sin(alfas) -sin(alfas); 

cos(alfas)*sin(alfas) cos(alfas)*cos(alfas) -cos(alfas); -sin(alfas) -

cos(alfas) 1]; 
cs32=csp.*[sin(alfas)*sin(alfas) cos(alfas)*sin(alfas) -sin(alfas); 

cos(alfas)*sin(alfas) cos(alfas)*cos(alfas) -cos(alfas); -sin(alfas) -

cos(alfas) 1]; 
cs33=csp.*[sin(alfas)*sin(alfas) cos(alfas)*sin(alfas) -sin(alfas); 

cos(alfas)*sin(alfas) cos(alfas)*cos(alfas) -cos(alfas); -sin(alfas) -

cos(alfas) 1]; 

     
Cs3=(cs31+cs32+cs33); 

     
cpp1=(cc31+cr31+cs31); 
cpp2=(cc32+cr32+cs32); 
cpp3=(cc33+cr33+cs33); 

  
Cm=([Cc1(1,1) Cc1(1,2) Cc1(1,3) 0 0 0 0 0 0 cc21(1,1) cc21(1,2) cc21(1,3) 

cc22(1,1) cc22(1,2) cc22(1,3) cc23(1,1) cc23(1,2) cc23(1,3); 
        Cc1(2,1) Cc1(2,2) Cc1(2,3) 0 0 0 0 0 0 cc21(2,1) cc21(2,2) cc21(2,3) 

cc22(2,1) cc22(2,2) cc22(2,3) cc23(2,1) cc23(2,2) cc23(2,3); 
        Cc1(3,1) Cc1(3,2) Cc1(3,3) 0 0 0 0 0 0 cc21(3,1) cc21(3,2) cc21(3,3) 

cc22(3,1) cc22(3,2) cc22(3,3) cc23(3,1) cc23(3,2) cc23(3,3); 
        0 0 0 Cr1(1,1) Cr1(1,2) Cr1(1,3) 0 0 0 cr21(1,1) cr21(1,2) cr21(1,3) 

cr22(1,1) cr22(1,2) cr22(1,3) cr23(1,1) cr23(1,2) cr23(1,3); 
        0 0 0 Cr1(2,1) Cr1(2,2) Cr1(2,3) 0 0 0 cr21(2,1) cr21(2,2) cr21(2,3) 

cr22(2,1) cr22(2,2) cr22(2,3) cr23(2,1) cr23(2,2) cr23(2,3); 
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        0 0 0 Cr1(3,1) Cr1(3,2) Cr1(3,3) 0 0 0 cr21(3,1) cr21(3,2) cr21(3,3) 

cr22(3,1) cr22(3,2) cr22(3,3) cr23(3,1) cr23(3,2) cr23(3,3); 
        0 0 0 0 0 0 Cs1(1,1) Cs1(1,2) Cs1(1,3) cs21(1,1) cs21(1,2) cs21(1,3) 

cs22(1,1) cs22(1,2) cs22(1,3) cs23(1,1) cs23(1,2) cs23(1,3); 
        0 0 0 0 0 0 Cs1(2,1) Cs1(2,2) Cs1(2,3) cs21(2,1) cs21(2,2) cs21(2,3) 

cs22(2,1) cs22(2,2) cs22(2,3) cs23(2,1) cs23(2,2) cs23(2,3); 
        0 0 0 0 0 0 Cs1(3,1) Cs1(3,2) Cs1(3,3) cs21(3,1) cs21(3,2) cs21(3,3) 

cs22(3,1) cs22(3,2) cs22(3,3) cs23(3,1) cs23(3,2) cs23(3,3); 
        cc21(1,1) cc21(1,2) cc21(1,3) cr21(1,1) cr21(1,2) cr21(1,3) cs21(1,1) 

cs21(1,2) cs21(1,3) cpp1(1,1) cpp1(1,2) cpp1(1,3) 0 0 0 0 0 0; 
        cc21(2,1) cc21(2,2) cc21(2,3) cr21(2,1) cr21(2,2) cr21(2,3) cs21(2,1) 

cs21(2,2) cs21(2,3) cpp1(2,1) cpp1(2,2) cpp1(2,3) 0 0 0 0 0 0; 
        cc21(3,1) cc21(3,2) cc21(3,3) cr21(3,1) cr21(3,2) cr21(3,3) cs21(3,1) 

cs21(3,2) cs21(3,3) cpp1(3,1) cpp1(3,2) cpp1(3,3) 0 0 0 0 0 0; 
        cc22(1,1) cc22(1,2) cc22(1,3) cr22(1,1) cr22(1,2) cr22(1,3) cs22(1,1) 

cs22(1,2) cs22(1,3) 0 0 0 cpp2(1,1) cpp2(1,2) cpp2(1,3) 0 0 0; 
        cc22(2,1) cc22(2,2) cc22(2,3) cr22(2,1) cr22(2,2) cr22(2,3) cs22(2,1) 

cs22(2,2) cs22(2,3) 0 0 0 cpp2(2,1) cpp2(2,2) cpp2(2,3) 0 0 0; 
        cc22(3,2) cc22(3,3) cc23(3,1) cr22(3,1) cr22(3,2) cr22(3,3) cs22(3,2) 

cs22(3,3) cs23(3,1) 0 0 0 cpp2(3,1) cpp2(3,2) cpp2(3,3) 0 0 0; 
        cc23(1,1) cc23(1,2) cc23(1,3) cr23(1,1) cr23(1,2) cr23(1,3) cs23(1,1) 

cs23(1,2) cs23(1,3) 0 0 0 0 0 0 cpp3(1,1) cpp3(1,2) cpp3(1,3); 
        cc23(2,1) cc23(2,2) cc23(2,3) cr23(2,1) cr23(2,2) cr23(2,3) cs23(2,1) 

cs23(2,2) cs23(2,3) 0 0 0 0 0 0 cpp3(2,1) cpp3(2,2) cpp3(2,3); 
        cc23(3,1) cc23(3,2) cc23(3,3) cr23(3,1) cr23(3,2) cr23(3,3) cs23(3,1) 

cs23(3,2) cs23(3,3) 0 0 0 0 0 0 cpp3(3,1) cpp3(3,2) cpp3(3,3)]); 

         
        C=CB+Cm; 
%--------------FUERZAS EXTERNAS----------------- 
%Errores de posicionamiento de piñon 
Rc1=0;  
Rc2=0; 
Rc3=0; 
Rt1=4e-5;  %metro, variable entre 0-4e-5 
Rt2=4e-5;  %metro, variable entre 0-4e-5 
Rt3=4e-5;  %metro, variable entre 0-4e-5 
%torque en los elementos en [Nm] 
Tc=21; 
Tp=21; 
Ts=21; 
%radio elementos en [m] 
rc=0.9; 
rr=0.056; 
rs=0.024; 
rp=0.016; 
%----------VECTOR FUERZA PROMEDIO----------- 
F=[(0-kyy*(Rc1*sin(psi1)+Rt1*cos(psi1))-kyy*(Rc2*sin(psi2)+Rt2*cos(psi2))-

kyy*(Rc3*sin(psi3)+Rt3*cos(psi3))); 
    (0-kxx*(Rc1*cos(psi1)-Rt2*sin(psi1))-kxx*(Rc2*cos(psi2)-Rt2*sin(psi2))-

kxx*(Rc3*cos(psi3)-Rt3*sin(psi3))); 
    Tp/rp-kxx*(Rc1*cos(psi1)-

Rt1*sin(psi1))*sin(psi1)+kyy*(Rc1*sin(psi1)+Rt1*cos(psi1))*cos(psi1)-

kxx*(Rc2*cos(psi2)-

Rt2*sin(psi2))*sin(psi2)+kyy*(Rc2*sin(psi2)+Rt2*cos(psi2))*cos(psi2)-

kxx*(Rc3*cos(psi3)-

Rt3*sin(psi3))*sin(psi3)+kyy*(Rc3*sin(psi3)+Rt3*cos(psi3))*cos(psi3); 
    0; 
    0; 
    Tp/rp; 
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    0; 
    0; 
    Ts/rs; 
    kyy*(Rc1*sin(psi1)+Rt1*cos(psi1)); 
    kxx*(Rc1*cos(psi1)-Rt1*sin(psi1)); 
    0; 
    kyy*(Rc2*sin(psi2)+Rt2*cos(psi2)); 
    kxx*(Rc2*cos(psi2)-Rt2*sin(psi2)); 
    0; 
    kyy*(Rc3*sin(psi3)+Rt3*cos(psi3)); 
    kxx*(Rc3*cos(psi3)-Rt3*sin(psi3)); 
    0]; 
%-----------INTEGRACION NUMERICA------------- 
%HHT 
%-----------condiciones iniciales------------- 
x_0=0*ones(18,1); 
xdot0=x_0; 
x2dot0=x_0; 
alpha=-1/3; 
beta=(1-alpha)^2/4; 
gamma=0.5-alpha; 

  
[x_HHT,xdot,x2dot]=HHT(K,C,M,beta,gamma,alpha,x_0,xdot0,x2dot0,t,dtt,F); 

  
for i=1:18 
    x_FFT(i,:)=fftmy(x_HHT(i,:)); 
end 

  
frec=1/dtt; 
f=0:frec:(length(t)-1)*0.5*frec; 
vibcarrier=x_HHT(2,:); 
freccarrier=x_FFT(2,:); 
%sumar todas las respuestas 
suma=zeros(length(t)); 
for i=1:length(t) 
    for j=1:18 
        suma(i)=suma(i)+x_HHT(j,i); 
    end 
end 
plot(t,xx1) 
axis([0 0.10 0 4*10^8]) 
title('Rigidez variable con pitting') 
xlabel('t [s]'),ylabel('kr1(t) [N/m]') 
pause 
plot(t/T_c,vibcarrier) 
xlabel('t/Tc'),ylabel('y(t) [m]') 
title('Vibración del carrier') 
axis([0 5 -4*10^-5 4*10^-5]) 
pause 
plot(f/f_c,freccarrier) 
xlabel('f/fc'),ylabel('X(f) (m)') 
title('Espectro del carrier') 
pause 
%plot(t,suma) 
%xlabel('t [s]'),ylabel('x(t) (m)') 
%title('Vibracion del sistema completo') 
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Anexo C 
 

Código Modelo Fenomenológico 

 
close all; 
clear all; 
clc; 

  
CF=1; 
Zr=72; 
Tc=500; %cpm 
fc=1/Tc; 
wc=2*pi/Tc; 
N=3; %planetas 
t=0:0.5:500; 
at=CF*(0.5*cos(Zr*wc*t)-0.25*cos((Zr+N)*wc*t)-0.25*cos((Zr-N)*wc*t)); 
plot(t/Tc,at); 
xlabel('t/Tc'),ylabel('a(t)') 
title('Vibración') 
pause 
AT=fftmy(at); 
df=1/Tc; 
f=0:df:(length(t)-2)/2*df; 
plot(f/fc,AT); 
xlabel('f/fc'),ylabel('|A(f)|') 
title('Transformada Rapida de Fourier') 
pause 
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Anexo D 
 

Código Modelo Torsional 

 
close all; 
clear all; 
clc; 
%DEFINICION PARAMETROS 
jd=0.56; %TODOS E KGM2 
js=0.0045; 
ms=2.6; 
jp=0.0037; 
jr=0.23; 
jo=0.56; 
Cbd=0; 
Cds=0; 
Cbs=0; 
Cf=0; 
Cp1=0; 
Cp2=0; 
Cp3=0; 
Cbr=0; 
Cos=0; 
Cbo=0; 
Tc=500; %cpm 
Kds=100000; %Nm/rad 
Kf=8.75*10^9; %N/m 
Kos=100000; %Nm/rad 
phi=22.5; %angulo de presion 
%MATRIZ MASA 
Mm=[jd js ms ms jp jp jp jr jo]; 
M=diag(Mm); 
%MATRIZ AMORTIGUAMIENTO 
C=zeros(9,9); 
C(1,1)=Cbd+Cds; 
C(1,2)=-Cds; 
C(2,1)=-Cds; 
C(2,2)=Cbs+Cds; 
C(3,3)=Cf; 
C(4,4)=Cf; 
C(5,5)=Cp1; 
C(6,6)=Cp2; 
C(7,7)=Cp3; 
C(8,8)=Cbr+Cos; 
C(8,9)=-Cos; 
C(9,8)=-Cbo; 
C(9,9)=Cbo; 
%MATRIZ RIGIDEZ 
K=zeros(9,9); 
K(1,1)=Kds; 
K(2,2)=Kds; 
K(1,2)=-Kds; 
K(2,1)=-Kds; 
K(3,3)=Kf; 
K(4,4)=Kf; 
K(8,8)=Kos; 
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K(9,9)=Kos; 
K(8,9)=-Kos; 
K(9,8)=-Kos; 
%MATRIZ FUERZAS EXTERNAS 
Tin=470; %Nm 
Tout=0.9*470; %Nm 
Fds1=10; 
Fds2=8; 
Fds3=7; 
Fdr1=10; 
Fdr2=9; 
Fdr3=5; 
RBCp1=0.1; 
RBCp2=0.1; 
RBCp3=0.1; 
RBCr1=0.08; 
RBCr2=0.08; 
RBCr3=0.08; 
F=[Tin; 0; -(Fds1*cos(pi-phi)+Fds2*cos(pi-phi-2*pi/3)+Fds3*cos(pi-phi-

4*pi/3)); -(Fds1*sin(pi-phi)+Fds2*sin(pi-phi-2*pi/3)+Fds3*sin(pi-phi-4*pi/3)); 

RBCp1*Fdr1-RBCp1*Fds1; RBCp2*Fdr2-RBCp2*Fds2; RBCp3*Fdr3-RBCp2*Fds3; -

(RBCr1*Fdr1+RBCr2*Fdr2+RBCr3*Fdr3); -Tout]; 

  
%FRECUENCIAS NATURALES 
[Phi,W]=eig(K,M); 
w=sqrt(diag(W))/2/pi; 
T=1./w; %periodos 
dt_cr=min(T)/pi; 

  
%definición del paso de tiempo 
dt=dt_cr/2.5; 
N=300; %pasos de tiempo 

  
%inicializar vectores 
x(:,1)=[0;0;0;0;0;0;0;0;0]; 
dx(:,1)=[0;0;0;0;0;0;0;0;0]; 
ddx(:,1)=inv(M)*(F(:,1)-K*x(:,1)-C*dx(:,1)); 
t=[0:dt:(N-1)*dt]; %vector de tiempo 
delta=0.5; 
alpha=0.25; 

  
a0=1/(alpha*dt^2); 
a1=delta/(alpha*dt); 
a2=1/(alpha*dt); 
a3=1/(2*alpha)-1; 
a4=delta/alpha-1; 
a5=dt/2*(delta/alpha-2); 
a6=dt*(1-delta); 
a7=delta*dt; 

  
hK=K+a0*M+a1*C; 
invhK=inv(hK); 

  
for i=2:N 
    hF=F+M*(a0*x(:,i-1)+a2*dx(:,i-1)+a3*ddx(:,i-1))+C*(a1*x(:,i-1)+a4*dx(:,i-

1)+a5*ddx(:,i-1)); 
    x(:,i)=invhK*hF; 
    ddx(:,i)=a0*(x(:,i)-x(:,i-1))-a2*dx(:,i-1)-a3*ddx(:,i-1); 
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    dx(:,i)=dx(:,i-1)+a6*ddx(:,i-1)+ a7*ddx(:,i); 
end 

  
plot(t,x(3,:)) 
Xf=fftmy(x(4,:)); 
df=1/Tc; 
f=0:df:(length(t)-1)/2*df; 
plot(f/df,Xf) 
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Anexo E 
 

El Módulo de Young es una forma de medir la rigidez, la cual está definida como, 

 

𝐸 =
∆𝜎

∆𝜀
       (E.1) 

 

Dentro de la teoría de contacto se encuentra el esfuerzo de contacto hertziano 𝜎𝐻, que se encuentra 

en la zona de mayor presión en la interacción de un par de dientes engranando. Este esfuerzo se 

define como [26], 

 

𝜎𝐻 = 𝑍𝐸√𝐹𝑡𝐾0𝐾𝑉𝐾𝑆
𝐾𝐻𝑍𝑅

𝑑𝑤1𝑏𝑍𝐼
     (E.2) 

 

Donde, 

𝑍𝐸: Coeficiente elástico. 

𝐹𝑡: Carga tangencial. 

𝐾0: Factor de sobrecarga. 

𝐾𝑉: Factor dinámico. 

𝐾𝑆: Factor de tamaño. 

𝐾𝐻: Factor de distribución de carga. 

𝑍𝑅: Factor de condición de superficie. 

𝑑𝑤1: Diámetro de la corona. 

𝑏: Ancho de la cara del piñón (en la interacción). 

𝑍𝐼: Factor geométrico de resistencia al pitting. 

 

Esta ecuación toma relevancia para poder interpretar la influencia del lubricante en el sistema a 

través del amortiguamiento.  

 


