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“It doesn’t matter how beautiful your theory is, it doesn’t matter how smart you

are. If it doesn’t agree with experiment, it’s wrong”.

- Richard Feynman.
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RESUMEN

En esta tesis se estudia, tedrica y experimentalmente, la propagaciéon de luz en
distintas redes foténicas. Experimentalmente se han implementado dos montajes;
uno capaz de crear redes foténicas mediante la técnica de induccion en un cristal
fotorefractivo, y otro, capaz de crear patrones arbitrarios de luz para excitar redes
fotonicas fabricadas con la técnica de escritura de laser de femtosegundos. Con estos
montajes, hemos podido observar importantes fenémenos en el area de sistemas dis-
cretos y, también, hemos llevado a cabo la primera observacion de estados localizados
lineales pertenecientes a una banda plana en cualquier sistema fisico. Por ultimo, se
ha estudiado tedrica y numéricamente una red foténica de Lieb con no linealidad

tipo Kerr, para el caso de una red homogénea y una binaria.
ABSTRACT

In this thesis we study, theoretically and numerically, light propagation throug-
hout different photonic lattices. Experimentally, we have developed two setups, one
of them is able to create photonic lattices by means of an induction technique using a
photorefractive crystal, and the other one is able to generate arbitrary light patterns
to study photonic lattices fabricated using the femtosecond laser writing technique.
With these setups, we have been able to observe fundamental phenomena in discrete
systems area, and we have also led to the first experimental observation of linear lo-
calized modes belonging to a flat band in any physical system. Finally, Lieb photonic
lattice with Kerr nonlinearity has been studied theoretically and numerically for the

homogeneous and binary lattice case.



Capitulo 1

Introduccion

En el ano 1960 en los laboratorios de investigacion Hughes en Malibu California,
se logré operar el primer dispositivo de amplificacion de luz por emisién estimulada
de radiacién (LASER por sus siglas en Inglés). Esta invencién fue el punto de par-
tida para el desarrollo de diferentes dispositivos de generacién de una luz coherente
monocromatica, que hoy en dia utiliza distintos materiales en distintos estados de la
materia. Ademas del natural perfeccionamiento que continua luego de una invencién,
esta llevo al nacimiento de diversas areas de investigacion en ciencias fundamentales,
como también aplicaciones en medicina y desarrollo de diversas tecnologias.

Un afno después de esta gran invencion, se reporto el descubrimiento de la gene-
raciéon de segundo armonico (second harmonic generation) utilizando un cristal de
cuarzo. A este cristal se le envié un haz enfocado proveniente de un laser de rubi a
potencias que antes no eran posibles y se observé una onda transmitida de una longi-
tud de onda igual a la mitad de la del haz del laser original [1]. Sin duda alguna este
ano marca un antes y un después en el campo de la Optica, ya que se considera como
el ano del nacimiento de la Optica no Lineal. A grandes rasgos, los fenémenos épticos
no lineales ocurren cuando la respuesta de un sistema material, bajo un campo 6ptico
aplicado, depende de una manera no lineal de la intensidad de este campo 6ptico [2].
El entendimiento de estos fenémenos en distintos medios materiales, llevd en el ano
1964 a la observacién del auto-enfoque (self-focusing) de un haz en medios con no

linealidad tipo Kerr generandose, con esto, una propagacion sin deformacion espacial



a través del medio [3]. Este fenémeno habia sido predicho tedricamente unos afios
antes y corresponde a una solucién de la ecuaciéon de Schrodinger no lineal, la cual
es llamada solitén [4]. Junto al desarrollo de esta disciplina y posterior observaciones
de muchos otros importantes fenémenos no lineales, vino de la mano la creacion de
laseres mas potentes. Esto ha permitido la precisa modificacién de la estructura de
ciertos materiales, lo que hoy en dia permite, por ejemplo, fabricar redes fotonicas o
arreglos de guias de ondas modificando ligeramente las propiedades del material.

Las redes foténicas son arreglos periddicos de guias de ondas Opticas evanescen-
temente acopladas. Estas estructuras pueden ser creadas en medios dieléctricos no
magnéticos, para los cuales la periodicidad es establecida por la constante dieléctrica
o el indice de refraccion del medio en cuestién. Las guias de ondas corresponden a las
zonas de la periodicidad donde el indice de refraccién es mayor y, por lo tanto, a los
lugares donde la luz tiende a ser guiada. Por lo general, la periodicidad es establecida
transversalmente a la direccion de propagacion de la luz, mientras que, la direccion
longitudinal puede o no tener periodicidad. Este hecho depende fuertemente de los
fenémenos fisicos que se quieran observar.

La propagacion de la luz en estos sistemas tiene un comportamiento fundamental-
mente diferente a la propagacién de la luz en medios homogéneos (continuos) [5,6]. La
periodicidad que experimenta la luz es andloga a la situaciéon que ocurre en un solido
cristalino, en los cuales los electrones interactiian con un potencial Coulombiano pe-
riddico. Como consecuencia, todas las caracteristicas esenciales del movimiento de los
electrones en un cristal, existen también en sistemas periédicos para la luz. A partir
de un enfoque discreto, aproximacién conocida como teorfa acoplada de modos (o
tight-binding approzimation en Fisica del estado sélido [7]), se llega a la ecuacién de
Schrodinger no lineal discreta que describe bastante bien la fenomenologia observada
experimentalmente en redes foténicas. Esta ecuacién ha sido estudiada en diferentes
contextos fisicos, pero es en el campo de la Optica donde ha encontrado un suelo
fértil, debido a la extraordinaria posibilidad de observar directamente la funcién de
onda. Debido a que la estructura matematica subyacente es la misma para electro-

nes, BECs (condensados de Bose-Einstein) [8] y luz, se sugiere que la mayoria de



los resultados pueden ser aplicados a sistemas discretos en general. Por lo tanto,
la demostracién experimental de fenémenos discretos en redes fotonicas revela pro-
piedades fundamentales de discretitud en general. Un ejemplo de esto ultimo, es la
primera observacion experimental de la bien conocida localizacién de Anderson en
una red foténica desordenada bi-dimensional [9] y la observacién de oscilaciones de
Bloch en una red uni-dimensional [10].

También, la comunidad trabajando en Optica discreta ha dedicado gran parte de
sus esfuerzos en el estudio del control del flujo de la luz a través de estas estruturas
fotonicas. Esto ha llevado a la busqueda de distintas formas de localizar luz en pocas
guias de ondas, lo que se ha alcanzado mediante la modificaciéon de distintos grados
de libertad que presentan estos sistemas; por ejemplo, la no linealidad, la inclusiéon
de desorden y la presencia de defectos o impurezas. Para redes fotonicas no lineales
se ha observado la existencia de soluciones localizadas llamadas solitones discretos,
en una y dos dimensiones [11-15], que corresponden a estructuras localizadas, en casi
una guia de la red, que se forman gracias a un balance entre la difraccion natural del
sistema y la no linealidad. Para una red foténica a la cual se le ha adicionado cierto
grado de desorden en la constante de propagacién de las guias (desorden diagonal)
o en los acoplamientos de estas (desorden no diagonal), se ha observado localizacién
de Anderson [9,16], fenémeno en el que la funcién de onda se localiza debido a multi-
ples interferencias destructivas. Para un arreglo de guias de ondas que presenta algin
defecto o impureza, también se ha observado la localizacion de luz en la region del
defecto ya que se modifica localmente el indice de refraccién [17,18]. Recientemente,
se ha sugerido tedricamente y observado numéricamente la existencia de estructuras
totalmente localizadas en arreglos de guias de ondas completamente periédicos, que
surgen por propiedades geométricas de la red [19,20]. La principal caracteristica de
estas redes es que poseen a lo menos una banda no dispersiva, o banda plana, en su
espectro de frecuencias lineales, cuyos autoestados son completamente degenerados.
Una superposiciéon de estos autoestados forma estructuras localizadas en pocas guias
de ondas, debido a la interferencia constructiva en estas guias e interferencia des-

tructiva en las otras guias de la red. Estas entidades siguen siendo autoestados de la



banda plana y, por lo tanto, se conservan completamente a lo largo de su propagacion
a través de la red foténica [20-22]. El estudio de las redes foténicas que presentan
bandas planas en su espectro de frecuencias constituye un objetivo central en esta
tesis; ademads, a estas redes las llamaremos redes fotonicas no convencionales.

En el ambito experimental se han desarrollado distintas técnicas para la fabrica-
cién de redes fotonicas o arreglos de guias de ondas. Estas técnicas incluyen arreglos
de gufa de ondas en semiconductores (AlGaAs), las que son altamente no lineales [11];
arreglo de guias de ondas en cristales de niobato de litio (LiNbOs3), en los cuales la
no linealidad tiene una respuesta lenta y crece con el tiempo de exposicién [23]; redes
foténicas inducidas 6pticamente en medios fotosensibles [12]; y redes foténicas escri-
tas con laser de femtosegundos en silica [24]. En particular, los medios fotosensibles
o cristales fotorefractivos permiten la induccion 6ptica de diversas redes mediante
la interferencia de ondas y un manejo de la no linealidad mediante la variaciéon de
un voltaje externo. Mientras que la técnica de escritura con laser de femtosegundos
ofrece una gran versatilidad para construir redes fotonicas de geometrias arbitrarias
y, ademas, los experimentos realizados en ellas muestran una gran concordancia con

los modelos discretos utilizados para su descripcién [24].

Esta tesis centra su estudio en la observacion experimental de fenémenos fisicos
fundamentales en redes foténicas. Para esto se han utilizado excitaciones arbitrarias
de luz, que se han propagado en arreglos de guias de ondas fabricadas con la técnica
de induccion 6ptica y con la técnica de escritura con laser de femtosegundos.

El capitulo 2 presenta el modelo que se aplica a sistemas periédicos para la luz.
Este parte con las ecuaciones de Maxwell, que al considerar ciertas aproximaciones
se reducen a la ecuacion de Helmholtz paraxial. Se continua con la descripcién del
efecto fotorefractivo y una variacion de la ecuacién de Helmholtz paraxial en medios
con este efecto. Posterior a esto, se establecen los principios de la teoria acoplada
de modos, con los cuales se llega a la ecuacion mas importante de este capitulo, la

ecuacion de Schrodinger no lineal discreta. Para llegar a esta ecuacion se consideran



una no linealidad tipo Kerr. Este capitulo termina mostrando las propiedades lineales
y no lineales de esta ecuacion.

El capitulo 3 presenta la implementacién de la técnica de inducciéon optica de
redes fotonicas, las cuales son excitadas con una condicién inicial de una sola guia
de ondas. Esta excitaciones son propagadas en el régimen lineal, tanto en las redes
1D y 2D, y también en el régimen no lineal para redes 2D. Mostrando la observaciéon
de fenémenos fundamentales en sistemas discretos.

En el capitulo 4 se muestra la implementacion de un sistema experimental capaz
de crear patrones arbitrarios de luz, en amplitud y fase, que son utilizados como con-
diciones de excitacién en redes foténicas no convencionales fabricadas con la técnica
de escritura con laser de femtosegundos. En particular, se muestra la excitacion de
los estados de banda plana para una red foténica de Lieb y de Stub. Ademas de esto,
se propone la implementaciéon de operaciones logicas totalmente épticas utilizando
superposiciones de estados de banda plana perteneciente a la red de Stub.

Un estudio numérico de la red foténica de Lieb es presentada en el capitulo 5. En
este se analizan distintas familias de soluciones no lineales, mostrando sus respectivas
regiones de existencia y estabilidad. En particular, se muestra que los estados per-
teneciente a la banda plana siguen siendo estados no lineales del sistema y, ademas,
se discute la movilidad de esta solucién a través de la red. Finalmente, se estudia si

es posible inducir movilidad en una red de Lieb binaria no lineal.



Capitulo 2

Modelo teodrico para la
propagacion de luz en redes
fotonicas

Este capitulo define el marco tedrico en el cual se basaran los experimentos y los
estudios numéricos mostrados en los proximos capitulos. Se presenta la ecuacion de
uno de los principales modelos que describe a los sistemas discretos no lineales, la
ecuacion de Schrodinger no lineal discreta. Nuestro analisis del comportamiento de
la luz en estos sistemas, tiene como punto de partida las ecuaciones de Maxwell en
medios dieléctricos no magnéticos.

Comenzaremos el estudio de la propagacion de ondas en un medio material arbi-

trario con las ecuaciones de Maxwell:

V-D = p, (2.1)
V-B = 0, (2.2)
S5 OB

E = —=—— 2.
V x Tl (2.3)
L oD -

H = —— 2.4
V X T J (2.4)

Donde D corresponde al vector desplazamiento eléctrico, que se relaciona con el

vector campo eléctrico E mediante la relacion,
D=¢E+P, (2.5)

6



7

donde P es la densidad de polarizacién inducida en el material y €; es la permitividad
eléctrica del vacio. En materiales no magnéticos, se cumple que el vector campo

magnético B se relaciona con el vector de magnetizacién H de la forma,

donde pg corresponde a la permeabilidad magnética del vacio. Como en el desarrollo
de esta tesis estudiaremos materiales sin conductividad eléctrica, ademaés de que sean
no magnéticos, tendremos que p =0y J = 0. Por lo tanto, si aplicamos el rotor a
la ecuacion (2.3) y consideramos las ecuaciones (2.4)-(2.6) se llega a la ecuacion de
ondas general

. o = 10E 1 9P

VXVxXxFE+— = — ,

* 2 Ot? €oC? Ot2

donde se ha definido la velocidad de la luz en el vacio como ¢ = 1/,/pg€g. Si con-
siderando la identidad vectorial V x V x E = ﬁ(ﬁ . E) — V2E, donde el término

—

V(V - E) es pequeiio para la mayorfa de los caso de interés [2], se obtiene:

L 10%E 1 9P
F— = = . 2.
v 2 Ot? €0 Ot? (2.7)

En general, la respuesta de un medio material en presencia de un campo eléctrico

viene determinada por la densidad de polarizacion inducida P. Entonces, en un medio

dieléctrico con respuesta local e instanténea se tiene [25],

P=¢ (X(l)ﬁ + X(Q)EE + X(g)EEE + - ) )
donde Y, y®, y®) . son el tensor susceptibilidad lineal, no lineal de segundo
orden (o cuadratica), no lineal de tercer orden (o cubica), ... respectivamente. Las
componentes de estos tensores en materiales donde no hay presencia de pérdidas y
ganancias son cantidades reales, mientras que, en el caso contrario son complejas.
Ademas, su forma estd restringida por las propiedades de simetria del medio material

(u 6ptico). Por ejemplo, para materiales centrosimétricos (con simetria de inversién)



el tensor no lineal de segundo orden y® tiene todas sus componentes nulas. Es im-
portante destacar, también, que la incapacidad de despreciar a los tensores de sus-
ceptibilidad no lineal da origen a interesantes fenémenos [2]. Por ejemplo, el termino
Y@ es el responsable de la generacién de frecuencia suma y resta (sum-frecuency
generation y difference-frecuency generation), como también de la generacién de se-
gunda arménica (second harmonic generation). Mientras que, x® es el responsable
de la generacién de tercera armonica (third harmonic generation) y el auto-enfoque
(self-focusing).

Ya con una expresion clara para la polarizacion inducida, es posible reescribir la

ecuacién (2.7) como
VE- S =50 <X<1> OB+ OB + - ) E,

obteniendo,
2

V2E — c%% (14+xW +xu) E=0,
donde x(I = |E]?) = xP|E| + x®|E|? + ---. Usando esta relacién, la constante
dieléctrica se define como € = 1+ x™) 4 y,.;, llegando a la ecuacién de ondas para un
medio dieléctrico:

. ¢ O’E
V2E — ——
c? Ot?

Esta ecuacién de ondas describe completamente cualquier fenémeno existente en

=0. (2.8)

medios dieléctricos; sin embargo, en el area de la Optica se suelen utilizar versiones

aproximadas de esta ecuacion, lo que describiremos en la siguiente seccion.

2.1. Ecuaciéon de Helmholtz paraxial

A partir de la constante dieléctrica, se define una de las cantidades de mayor
relevancia en el estudio del comportamiento de la luz en distintos contextos, este es

@,

el indice de refraccién “n”:

n*=e=[n+nu(I)].



Adicionalmente, aqui se ha separado este indice en su parte lineal n;, y en su parte
no lineal n,;(I), que tiene dependencia de la intensidad del campo eléctrico. Consi-
derando n; = ng + An(7), donde ng es el indice de refraccién nominal del medio y

An(7) es la modificacién espacial periddica del indice de refraccién, tendremos que
n? ~ nj + 2noAn(7) + 2nenu (1),

donde se han despreciado los términos de orden mayor a 2, ya que tipicamente
An =107y ny(I) ~ 1078 m*W—! [26].

Por otro lado, si consideramos una onda electromagnética propagandose en un
medio en la direccion 2 y polarizada linealmente en una de las direcciones transver-

sales, una solucién general de la ecuacién (2.8) puede ser escrita como
E(7,t) = W(r)ePozwntly

donde U (7) es la envolvente del campo eléctrico y Sy = kono = 2mng/\ es la constante
de propagacién en términos de la longitud de onda A = 27¢/wy. Reemplazando en la

ecuacion (2.8) se obtiene,

2 2,2
n wg

0 ., 0 , L
[Vi + -5+ 2150& - ﬁg} U(r) + > U(r) =0,

022

2 2 . . z
con V3 = % + 53_3,,2- Si consideramos que la envolvente del campo varia lentamente

en la coordenada de propagacion z, es decir
0?W(7)
022

U (F)

< |2if

y, ademas, consideramos la aproximacion realizada para el indice de refraccion en el
medio, se llega a

2w _

9> P—Qvi + An() + nm] U(7) . (2.9)

2n0

Esta ecuacion es conocida como la ecuacion de Helmholtz paraxial o ecuacién de
Schrédinger no lineal, en la cual se ha introducido la constante XA = \/27. Es impor-

tante notar que, esta ecuacion muestra una fuerte analogia formal con la descripcion
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de ondas de materia (matter waves) en redes épticas. Escogiendo n,; = £|¥(7)[* (no
linealidad tipo Kerr) y subtituyendo z — t, —An(7) — V() y A — h, donde V(7)
es cierto potencial, se transforma en la ecuacién de Gross-Pitaevskii describiendo a
un condensado de Bose-Einstein en una red éptica de dos dimensiones [8]. Ademas,
la version lineal de la ecuacion (2.9) (es decir, n, = 0) con la misma sustitucién
anterior, es la ecuacién para electrones sometidos a un potencial periddico en fisica

del estado sélido [7].

2.1.1. Espectro de bandas y gaps

Para entender la propagacién lineal de ondas en estructuras tranversalmente pe-
ridédicas, consideraremos una modulacion del indice de refraccién en una dimensién
estatica, por lo que An(7) = An(x). Insertando el ansatz V() = U(x, k, )e!F+=52)

en la version lineal de la ecuacion (2.9), esta se transforma en un problema de auto-

X [0 2
[2_710 (% + kx) — An(x)

donde S es la constante de propagacién. En un medio homogéneo (o continuo), esto

valores

es An(z) = 0, los autoestados o soluciones del sistema son ondas planas y se obtiene
la relacién de dispersién 3 = —k2/2. Esta relacién parabdlica es graficada en la
figura 2.1(a). Por otro lado, en presencia de una modulacién periédica, la relacién de
dispersién se modifica fuertemente debido a multiples reflecciones de Bragg (Bragg-
reflections). Como resultado, esta curva de dispersién G(k,) es divida en bandas de
transmisiéon separadas por zonas prohibidas (forbidden gaps) de tamano finito. En
este caso las soluciones de la version lineal de la ecuacién (2.9) estdn dadas por las

bien conocidas ondas de Floquet-Bloch:
U, (7) = \Ijm(x> kw)eikﬂ )

donde las funciones V,,(z,k,) tienen la periodicidad de la red y el indice m =
1, 2, 3,... denota el nimero de banda. La figura 2.1(b) muestra la relacién de dis-

persién resultante para una modulacion An(z) = Vjcos?*(rz/d) con profundidad
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n(x) An(z) =0 (a) n(x) An(z) = Vj cos?(rz/d) (b)

" N\/V\/\/\/V\/\/\
no
X } X

semi—inf. gap semi—inf. gap

gap |

- =

gap2

- 0 n —‘7r 0 7T

kyd kd

Figura 2.1: Relacion de dispersion o estructura de bandas para un sistema unidi-
mensional. (a) Cuando no existe periodicidad, An(xz) = 0. (b) Cuando el sistema
presenta una periodicidad de la forma An(x) = Vjcos?(rz/d).

efectiva V y constante de red d. En general, la relacién de dispersion muestra in-
varianza translacional k, — k, + 27 /d. Consecuentemente, esta totalmente definida
por sus valores en la primera zona de Brillouin, k, € [—7/d, 7 /d].

La estructura de bandas (relacién de dispersién) B(k.) describe totalmente la
propagacién lineal de luz a través de una estructura foténica determinada. Cada
punto a lo largo de la curva de dispersion pertenece a un onda de Floquet-Bloch
extendida con su constante de propagacion propia y direccion de propagacién definida
por la normal de la curva de dispersion en un punto particular. Cualquier onda o
paquete de ondas propagandose en la red es descompuesta en estas ondas de Floquet-
Bloch adquiriendo diferentes fases. Esta acumulacion de diferentes fases durante
la propagacion afecta el frente de ondas y como resultado la salida puede diferir

considerablemente del frente de ondas incidente.
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2.1.2. Efecto Fotorefractivo

Ey

Banda de Conduccion

difusién + drift + fotovoltaico

JWL) Np Ng

Banda de Valencia

Egc

Figura 2.2: Esquema del transporte de portadores de carga en cristales fotorefracti-
vos. Np se refiere a la densidad de donadores, N4 a la densidad de aceptadores y N,
a la densidad de electrones conductores.

Ya estudiado el comportamiento lineal de la propagacién de luz en un medio con
una variacién periddica del indice de refraccién, surge la necesidad de entender la
propagaciéon de ondas, primero en un medio no lineal, para posterior incluir la perio-
dicidad. Existen distintos tipos de no linealidad, pero en esta seccién nos centraremos
en entender la modificacién del indice de refraccion que produce la luz en un medio
fotorefractivo.

El efecto fotorefractivo es conocido por ocurrir en materiales electro-épticos fo-
toconductivos y describe el cambio en el indice de refraccién local en estos medios
como resultado de una redistribucién de portadores de carga debido a una induccion
optica. Este efecto es bastante diferente de la mayoria de los otros efectos épticos no
lineales y no puede ser entendido por algin orden superior de la suceptibilidad [2]. La

razén para este comportamiento es que, dentro de un ancho rango de parametros, el
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cambio en el indice de refraccién en estado estable es independiente de la intensidad
de la luz que induce el cambio.

Hoy en dia, es ampliamente aceptado que el modelo sugerido por N. V. Kukhta-
rev et al. [27] puede describir la fisica del efecto fotorefractivo. Este modelo asume
que un material fotorefractivo contiene impurezas como donadores y aceptadores,
cuya energia estd entre la banda de valencia y la de conducciéon. Cuando un haz de
luz coherente ilumina el cristal, fotoexcita portadores desde los centros de donadores
a la banda de conduccién, los cuales pueden moverse bajo la influencia de difusién
térmica, drift (producido por un campo eléctrico externo aplicado) o por efecto foto-
voltaico. Los portadores pueden recombinarse con aceptadores generando un campo
eléctrico estatico de carga espacial (space-charge field) que modula el indice de re-
fraccion via el efecto electro-optico lineal o efecto Pockels. La figura 2.2 muestra un

esquema de este modelo.

Efecto Pockels

En cristales electro-opticos, la presencia de un campo eléctrico estatico lleva a
una modificacién de la permitividad dieléctrica o, equivalentemente, a un cambio
en los indices del elipsoide 6ptico (optical indicatriz) [2]. En cristales fotorefracti-
vos, este cambio depende linealmente de la intensidad del campo inducido y por lo
tanto descrito por el efecto electro-Gptico lineal (efecto Pockels). Una descripcién
matematica! de este efecto es tradicionalmente dada como un cambio en el tensor de

impermeabilidad n, que corresponde al inverso del tensor de permitividad dieléctrica,
1

donde r;;, es el tensor que describe el efecto electro-6ptico lineal y FEj representa
la componente k-ésima del campo eléctrico total E = EO + Esc, que corresponde a
la suma del campo externo aplicado E, y el campo de carga espacial E,. generado

dentro del cristal. Ya que el tensor ¢;; es real y simétrico, su inversa 7;; debe también

La descripcién matemética completa puede ser encontrada en Ref. [2]
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ser real y simétrica, consecuentemente el tensor electro-éptico r;;, debe ser simétrico

en sus primeros dos indices. Utilizando la siguiente notacién contraida

para 15 = 11,
para 1j = 22,
para 1) = 44,

para 1j = 23032,
para 1j = 13031,
6 para ij =12021.

Uk~ W N+~

\
las modificacién de las constantes opticas queda

A (%)h = Zrthk. (2.12)

A lo largo de esta tesis, los experimentos correspondientes a la técnica de induccién
(Capitulo 3) serdn llevados a cabo con un cristal de Estroncio Bario Niobato (SBN) el
cual pertenece al grupo puntual de simetria 4mm. En notacién contraida el coeficiente

electro-6ptico para esta clase particular de simetria estd dado por?

[ 0 0 T13 T
0 0 T13
0 0 733
= 2.13
'SBN 0 7 0 ( )
T42 0 0
0 0 0

Los cristales SBN son altamente anisotrépicos, cumpliendose la relacién r33 > 713, 740°.
Por este hecho, el eje asociado al coeficiente r33 es denominado como eje extraordi-
nario del cristal o eje-c (c-azis). También, esta anisotropia permite describir los
cambios de la permitividad dieléctrica a partir de un coeficiente electro-éptico efec-
tivo, refs = r33. Por lo tanto, si la luz incidente estd extraordinariamente polarizada

el cambio efectivo del indice de refraccion es determinado por:

]_ —
Ny = —ireffnifE - €., (2.14)

2Aqui se ha asumido que el eje extraordinario del cristal (c-azis) es orientado a lo largo de la
direccién 2 (3) del sistema de coordenadas elegido y el campo total es paralelo a esta direccién.

3Por ejemplo, para un cristal SBN:75 el coeficiente 733 es 20 veces mayor que el coeficiente
13 [13]
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donde n, es el indice de refraccién nominal en el eje extraordinario, y €, es el vector
unitario a lo largo del eje c¢. Cabe destacar que para un haz de luz ordinariamente po-
larizado el cambio del indice de refraccion es determinado por esta misma expresion,

pero con la sustitucién n. <> ng y ress <> 713 en la coordenada ordinaria.

Modelo de Kukhtarev

Este modelo supone que el efecto fotorefractivo es debido solamente a un tipo de
portadores de cargas, los cuales por definicién serdn los electrones. Los materiales
fotorefractivos contienen impurezas donadoras con densidad Np, de las cuales N},
estan ionizadas. La densidad de atomos aceptadores es N4. Ya que sélo los electrones
son considerados como portadores de cargas moviles y los donadores ionizados o
atomos aceptadores son asumidos constantes, la generacion de electrones corresponde
a la tasa de la densidad de donadores ionizados

ON},
ot

:§<[+[d)<ND —Ng) —"}/RNQNE, (215)

donde N, es la densidad de electrones en la banda de conducciéon, g es la tasa de
recombinacion de portadores de carga, § es la seccién transversal de foto-ionizacion,
I es la intesidad 6ptica del haz e I; es la llamada intensidad de fondo que explica de
manera fenomenoldgica la tasa de electrones generados termalmente. En materiales
de nuestro interés, como los cristales SBN, los electrones en la banda de conduccién
estan influenciados principalmente por dos procesos de transporte diferentes: drift y

difusién térmica*. Por lo tanto, la densidad de corriente estd dada por

T = Javige + Juis (2.16)
= euN.E + eDVN,.
En esta ecuacién, D = pkgT/e es la constante de difusién térmica que contiene

la constante de Boltzmann kp, la temperatura absoluta 7', la carga elemental e y

la movilidad del electrén p. El primer término en (2.16) describe el transporte que

4En cristales SBN la contribucién del efecto fotovoltaico es despreciable [2].
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resulta de la presencia de un campo eléctrico F/, mientras que el segundo término
considera los efectos difusivos termales.
Asumiendo que todos los aceptadores N, estan ionizados, la densidad de carga es-

pacial puede ser escrita como

p=e(Nj—Ns—N.),

y la ley de Gauss para esta situacion es
V- (eB) =e (N = Na— No) . (2.17)

Como solo los electrones son los portadores de cargas méviles, la ecuacién de conti-
nuidad queda
0

1_ -
E(Ng—Ne)nLgV-J:O. (2.18)

Este conjunto de ecuaciones describen completamente el efecto fotorefractivo. Para
obtener una expresion simple del campo de carga espacial inducido consideraremos

la aproximacion isotrépica [28], la cual asume
Np, Ny> N, ; N> N,.

Si, ademas, asumimos que el campo F. solo tiene componentes en una de las direc-

ciones espaciales, sea la direccion . Para este caso, a partir de la ecuacién (2.17) se

obtiene
e OF
Nim Ny (14 ——= 2.19
s (14 ) (2.19)
Adicionalmente, en condiciones estacionarias (steady-state) de la ecuacién (2.15) se
tiene .
3(Np — Ny) € OFs\
Ne=—"7"—"—UI+1;) |1+ — . 2.20
YrNA U+ d)( +€NA dy (2:20)

Asumiendo que la intensidad del haz tiende asintéticamente a un valor constante en
los bordes del cristal, esto es I(y — d+w,z) = I, (2w es el ancho del cristal). En
estas regiones de iluminacién constante se requiere que el campo de carga espacial
también sea independiente de y, asi Fy.(y — w,z) = Ey. Por lo tanto, la densidad

de electrones libres en estas regiones sera



17

New = %(Lﬂ + 1) . (2.21)
Por otro lado, en estado estacionario se tiene que V- J = 0 en todos el cristal y en par-
ticular en los bordes. Asi la densidad de corriente es constante. Por lo tanto, a partir
de la ecuacién (2.16) para los bordes se cumple N, ,,Ey = N Eg.+ (kgT'/e)(ON./0y),

que es lo mismo
NewEo kT ON.
N, eN, Oy

Sustituyendo la ecuacién (2.20) en (2.22) y utilizando la expresién para N, ., se

E,. = (2.22)

obtiene la siguiente relacion:

(Iw + 1a) ( € 8ESC) kgT 0I/0y
Esc == (| I — + -
(I+1,) eNy 0y e (I+1y)
kT e e OB\ 'OF2
L eNy <1+6NA dy ) oy? (2.23)

Bajo un fuerte campo externo aplicado, Ey alcanzard valores apreciables y como
resultado la componente de drift de la corriente serd la dominante. En este caso
y a temperatura ambiente, todos los términos asociados con el término de difu-
sién térmica (kgT/e) pueden ser considerados pequenos y, por lo tanto, desprecia-
bles. Ademads, si la intensidad [ varia lentamente con respecto a y, se tiene que
(e/eN4)(0F./0y) < 1. Bajo estas condiciones el campo de carga espacial puede ser

determinado desde (2.23) y estard, apréximadamente, dado por

(Iw + Id)
(I+1)
Para configuraciones tipicas de laboratorio es posible asumir I,, = 0, obteniéndose

E,. = E, (2.24)

una expresion simplificada del campo de carga espacial

I 1

E,=E —E .
°T+1, 1+1/1,

(2.25)

Esta expresion da cuenta que el campo de carga espacial generado tiende a saturar
cuando la intensidad del haz en el cristal aumenta, es por esto que el efecto fotore-

fractivo es intrinsicamente saturable en este modelo. Con esta expresion de F. es
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posible obtener la variacién del indice de refraccién a partir de la ecuacién (2.14).
La cual sera
1 1 1

3 3
nl — — 3 Te Esc:__e Ey——r.
Nl 2rffne 2rffne Ol_"[/[d

Como la variacion de n depende de F,. y, consecuentemente, de la intensidad del
haz que se propaga en el medio, esta corresponde a una variaciéon no lineal respecto
a la amplitud del campo. De esta forma, la evolucion de la envolvente del campo
eléctrico que incide en este medio y que es governada por la ecuacion (2.9), para este
caso sera

2
ER - 2_novj_ = 5Tef M

Los cristales fotorefractivos, especificamente los cristales SBN, han sido ampliamente

U(F). (2.26)

e

utilizados para la creacion de redes foténicas o arreglo de guias de ondas. La principal
técnica para lograr la creacion de estas redes es conocida como método de inducciéon
[12,13], el cual consiste en modificar el indice de refraccién en estos medios utilizando
patrones de intensidades de luz espacialmente peridédicos, tanto en una como en dos

dimensiones. Esta técnica sera mostrada en el capitulo 3 de esta tesis.
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2.2. Ecuacion de Schrodinger no lineal discreta

En la primera seccion de este marco tedrico obtuvimos la ecuacion de Helmholtz
paraxial, la cual modela con gran éxito muchos fenémenos 6pticos en medios donde
el indice de refraccion es homogéneo o periddico y, ademas, en medios con algin tipo
de no linealidad. En esta seccién derivaremos la versién discreta de esta ecuacion
cuando consideramos no linealidad cibica o tipo Kerr. Para esto, modelaremos la
variacién periédica de An(z,y) como una red foténica o un arreglo de guias de on-
das [ver figura (2.3)] y estableceremos los principios de la teoria de modos acoplados
(un similar enfoque en fisica del estado sélido es conocido como tight binding ap-
prozimation). Las suposiciones de este modelo son: (1) El campo eléctrico u 6ptico
correspondiente a cada guia estd fuertemente localizado (o ligado) en ella; (2) Es
posible separar el campo de cada gufa en su componente transversal (el cual da la
forma espacial) y longitudinal (el cual determina la amplitud), asi s6lo la componen-
te longitudinal evoluciona (amplitud) mientras la componente tranversal permanece
constante al corresponder al modo de la guia; (3) Debido a lo localizado de los cam-
pos en cada guia, solo existe interaccién entre guias vecinas més proximas y, ademas,

esta interaccién es mediante la evanescente de los respectivos campos.

'T' ac‘o\plamiézo

Figura 2.3: Arreglo uni-dimensional de guias de ondas dstribuidas periédicamente a
una distancia d. Discos grises representan las guias de ondas y curvas rojas represen-
tan los respectivos campos eléctricos de estas.

Como punto de inicio de esta derivacion consideraremos la ecuacién de ondas para
el campo eléctrico, ecuacién (2.7), en un medio cuya respuesta es lineal y constante.

Con esto se tiene que
. 10*E 9P
V’E - —— = ,
2 Ot? ot?

(2.27)
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donde P° = eoxrﬁ y Xr €s constante. Asi, la ecuacién (2.27) toma la forma

L € 0°F
VIE - S92
2 ot?
Donde €, = (1 + x,) vy, ademds, se define v? = /¢, como la velocidad de la luz

en este medio. Asumiendo la propagacion del campo en la direcciéon 2 y que este se
puede expresar como una combinacién de distintos modos, se tiene que

1 - ; .
B =35> [ Fila,y)-a- et 4 cel |

J

[

donde ﬁ(m,y) y “a” corresponden a la forma tranversal y amplitud del modo j,
mientras que k; y w; representan la constante de propagacion y frecuencia del modo
J, respectivamente. Luego, incorporando este ansatz en la ecuacion de ondas anterior

se obtiene
1 2 2 WJZ r i(kjz—wjt)
52 Vi_kj"f_ﬁ fj(x,y)-a-e =T 4 ce| =0,
J
lo que implica que para cada modo j se cumple
wi\ -
(Vi -k + v—§> filz,y)=0. (2.28)

Si ahora consideramos P = 150—1-73, donde P = eoxﬁ , es posible suponer un ansatz en
el mismo espiritu que para el caso de suceptibilidad eléctrica constante, pero ahora
asumiendo una amplitud “a” dependiente de la coordenada de propagacién z. Asi

= 1

Bt) =53 [Hi@y) - ajz) - @) +eel . (2.29)

J

Ademas, el campo eléctrico total puede ser escrito como la suma de de los campos
individuales de cada guia, ya que asumimos que los modos de cada guia estan fuerte-
mente atrapados en ellas y que la componente evanescente es muy pequena. Entonces
tenemos E(7,t) = S E,(7,t), donde E,(,t) son los campos individuales de cada
gufa. Con esta consideracion es posible reescribir la ecuacién (2.29) para el campo

de la guia v,
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1 ,
v (T, y) - ay i (2) - ekiz=wit) 4 ¢ .
7 Z f 2] y 7]( ) ?

j
donde f;j(:p, y) describe la forma tranversal de la guia v y del modo j, mientras que
ay,,j(z) describe la amplitud del campo en la guia v y del modo j. De esta forma
también tenemos que P, = 1519 +P,. Luego, reemplazando estas expresiones en la
ecuacion (2.7), se tiene para la guia v que

2R /= 2
LIRGY _ (Vz—ia—) o3 [Foslw ) ay(e) - B e
J

ec?  Ot? 2 0t?
1 w2\
= 5 Z { |:a1/,j(z) (v2 - k]2 + U_;) fl/,j(xay>
J
v dal’ g i(kjz—w;
b (L0l g, L) e e

Considerando la ecuacién (2.28), podemos considerar al primer término dentro de
la sumatoria como aproximadamente nulo. Asumiendo, ademds, la aproximaciéon de

amplitud lentamente variable en la coordenada de propagacion,

d?a,, ;
ay;(2) <

dz? Qikj daVJ(Z)

dz

Y

la ecuacién anterior se reduce a:

1 82731/(7?7 t) 1 . dCL,j,j(Z’) s i(kjz—wjt)
2 oz 73 zj: {QijTfyyj(x, y)e + c.c.} : (2.30)

Por otro lado, la densidad de polarizacion inducida P en cada guia se puede separar
en su parte lineal PX y su parte no lineal PNE,
P, t) = P t) + BN ) = [ﬁjj (7, 1) + PN, t)] .

J
La densidad de polarizacion lineal de la guia v depende de todos los campos presentes
en ella, para nuestro caso por lo localizado de los campos individuales considerare-
mos que los campos de cada guia se veran afectado sélo por los campos de sus guias
més cercanas (aproximacién a primeros vecinos), mientras que, la densidad de pola-

rizacion no lineal se asumira como local, debido a lo débil del fenémeno en éptica.
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Figura 2.4: Minimo arreglo de guias de ondas conocido como Dimero.

Con el objetivo de simplificar la deduccién, nos reduciremos al arreglo de guias
idénticas més pequeno, conocido como dimero [ver figura 2.4]. Asi, es posible escribir

la polarizacién lineal del medio para la guia ¥ = 1 como,

> ond 1) 3 —
PIL,j(Ta t) = €OX§,])‘ET,j (7,t)
1

= et [(is@ s () + fos@,)azy(2)) =) e

En esta expresion se ha considerado la influencia de la guia v = 2 en la polarizacion

lineal que siente la gufa v = 1. Luego, la ecuacién (2.30) para la guia v = 1 queda

L PP 12 ik, 205 5 (z,y)
€c2  Ot? 25 Lode T
2 B . o .
n c—;Xf]) <f17j(flf,y)al,j(z) + f2’j(gj’y)a17j(2)>:| el(ng—w]t) + C.C.} .

(2.31)

Igual derivacién se obtiene para la guia v = 2 al, simplemente, intercambiar los

indices 1 < 2.

2.2.1. No linealidad tipo Kerr

Como se mencioné anteriormente la respuesta no lineal de un medio depende
de sus propiedades de simetria, por lo que para el caso especifico de un medio con

simetria de inversion tendremos que la respuesta no lineal de mas bajo orden es la
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cibica o de tercer orden®. Sin pérdida de generalidad, podemos considerar una onda
monocromatica de frecuencia w y polarizacién lineal Z en nuestro medio, ya que en
condiciones experimentales contaremos con una fuente de luz coherente continua.
Esto implica un sélo modo j en nuestra derivacién; por lo que consideraremos k; =

k(w) = n(w)ko. Asi, el campo de la guia v queda
11> ,
E,(r,t) = 5 [f,/(L y) - ay(z) - elFFeD 4 c.c.] .

Para este caso la polarizacion no lineal para la guia v = 1 se puede escribir como

— — 2 —
PINL(FJ t) = EOng) El (F, t) El(Fa t) )

entonces, elevando al cuadarado el campo eléctrico de la guia v = 1 y multiplicandolo

por su complejo conjugado queda

D — 1 1(kz—wt) -
PYEEG = {3 AP eGP Al pa)e 0

+X§??))w [fi(z, Z/)]3 [a1(z)]3 elBhe=3wt) 4 c.c.} )

Como se observa, la interacciéon no lineal cibica genera términos con frecuencia
w y 3w, fenémeno conocido como generacién de tercera armonica (third harmonic
generation). Esta generacion de una frecuencia 3w es producida por el término de
susceptibilidad no lineal Xﬁ,{w, que en general es despreciable en la dinamica debido
a que se requiere la condicion de Quasi-Phase Matching para su optimizacién. El
término resonante corresponde a un término de Auto-enfocamiento (Self-focusing) o
de Auto-modulacién de fase (Self-phase-modulation). Este término es resultado de la
ﬁ{ y posee degeneracion tres®. Por lo tanto, considerando solo

)

interaccién no lineal x

los términos en fase con w la densidad de polarizacion no lineal se reduce a

5] — 3 i(kz—wt) 2
PV ) = i A y) P la@)F fule,ga (e Vit ee. (232)

5Debido a que todos los 6rdenes pares de la susceptibilidad no lineal seran nulos.
(3)

1w

6Para una onda polarizada en & tenemos x;~), puede ser escrito en notacién tensorial como

X&?})m (Wwyw,w, —w) = Xé?;)m (Wyw, —w,w) = Xé?;)m (w; —w, w,w) resultando una degeneracién tres, ya

que hemos considerado un medio isotrépico.
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Luego, derivando dos veces con respecto al tiempo la ecuacién (2.32) nos entrega un

termino —w?, reemplazando en (2.31) queda

38w2 X1w|f1(f y)| ay (2 )|2f1(x,y)a1( )e' hz=wt) 3 4 e

— {0 o) + o o)) + ke aalal] 0 4 e
(2.33)

Reordenando los términos de la ecuacién anterior y dejando la parte compleja, ya

que no nos aportara mas informacién en adelante, se obtiene

w2 o) = S (e m ) + el
N A ) P Al ().

Como hemos asumido que las guias de nuestro dimero son idénticas, implicara que
los campos transversales de estas tendran el mismo perfil espacial. Eliminaremos la
dependencia tranversal multiplicando por el conjugado f;(z,y) e integrando en el

plano transversal. Haciendo esto se obtienen las siguientes integrales:

Py = / il )P dedy,

Vi

piw / fol, ) £ (0, y)dady,

T ,
bu = - / (e, y)|* dedy.

Pw es definida como la integral de potencia con unidades de area; V,, es definida como
la integral de acoplamiento lineal; y ¢,, se define como la integral no lineal. Ademas,
se definen las siguientes constantes:

Constante de propagacion:
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Coeficiente no lineal:
3w?

8kc?

donde ny = SwX(li)J /8kc. Por lo tanto, con estas definiciones la ecuacién para la guia

3 wng
X§,3;¢w = T¢w7

Y=

v =1 se reduce a

daq(2)
dz

—i = Bay(2) + Vas(2) +vlai(2)Pa1(2) .

Mediante un procedimiento analogo para la guia v = 2 se obtiene:

—i das(2)

dz Baz(2) + Vai(2) +vlaz(2)Pas(2) -

La extension al caso de un arreglo de N guias de ondas es simple y puede ser ge-
neralizado facilmente [29]. Por lo tanto, es posible escribir la primera forma de la

ecuacién de Schrodinger no lineal discreta (DNLS) para la guia n-ésima,

_im“;—f) = Ban(z) + V [an11(2) + an-1(2)] + 7|an(2)]?an(z) .

Queremos ahora expresar esta ecuacion en unidades mas practicas experimentalmen-

te; para esto, veamos primero las unidades de los distintos términos de esta ecuacion,

\Y 1 m
[an] _Bv [67‘/] _Bv [’7] _\77 [Z] =m
Haciendo la siguiente transformacién,
() = —=Au(:)e
an(z) = n(2)e®,
N
obtenemos la segunda forma de la DNLS,
dA,(z
STy 42+ A (] A GPAD) . (239)

con el coeficiente no lineal efectivo dado por

WMo

’Veff = CAeff 9

y el drea efectiva definida como Acpy = E2. Asi, los términos de la ecuacién (2.34)

tienen las siguientes unidades:
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[An]:W1/2§ [Vé]:é; [Veff]:mi; 2] =m.

Con estas unidades es posible obtener la potencia total de la luz en el arreglo en uni-
dades de Watts, la cual esta definida como la suma total de todas las contribuciones

del campo eléctrico en el arreglo:

P= Z | A, (2)?

Como ultimo paso queremos dejar esta ecuacién totalmente adimensional, ya que es-
to nos sera de gran utilidad al momento de realizar simulaciones numéricas y calculos
tedricos, ademas de poder definir mas facilmente un hamiltoniano del sistema. Consi-
derando los pardmetros experimentales, como la amplitud del peak A, y una longitud

caracteristica del arreglo L, realizamos una ultima transformacién
An = Ap ’ wn )

y multiplicamos la ecuacién (2.34) por L. Asi, obtenemos la versién adimensional de
la ecuacién de Schrodringer no lineal discreta:

0 (e)

T = V[¥na(2) + na (2)] 1 [0n(2)Pn(2) (2.35)

con
z=z/L; V=V, L; v= %ff|Ap|2L = [ =V]=N]=1[z]=1.

Es posible generalizar esta ecuacién a un sistema arbitrario de dos dimensiones (2D),

quedando:

d% = " Vamtha(2) + 16 (2) Pa2) (2.36)

MmN

donde la informacién de la geometria del sistema esta contenida en la posicién de la
guia 7. Para el caso especifico de una geometria 2D cuadrada, se tiene que para la guia

ubicada en el sitio (n, m) el término de acoplamiento serd V' [t 41.m + Yn—1.m + Ynm+1 + Ynm—1]-
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Figura 2.5: Esquema de redes foténicas o arreglos de guias de ondas finitos, (a)
uni-dimensional y (b) bi-dimensional con geometria cuadrada.

2.2.2. Difraccién discreta y propiedades lineales

La ecuacién (2.35) modela la evolucién de luz en un arreglo de guias de ondas
uni-dimensional [ver figura 2.5(a)] que se acoplan débilmente mediante la evanescente
de sus campos, en un medio con no linealidad tipo Kerr. A baja potencia, cuando el
término no lineal puede ser despreciado, se tiene:

_idwn(z)
dz

=V [wn+1<z) + %4(2)] . (237)

Este sistema de ecuaciones es analiticamente integrable para el caso de un arreglo
infinito’, dada una excitacién inicial de un solo sitio: 1,(0) = ¥y, (0)0,.0, [5,6]. Esta
solucion es:

P (2) = "0y (0) Jn—ng (2V2)

donde J,,_,, es la funcién de Bessel de primera especie y orden n — ny. Para una red
finita la Figura 2.6(b) muestra una simulacién numérica de la evolucién de [, (2)|* de
z; = 0 hasta z; = 10, para una condicién inicial localizada en la guia ny = 26. Como
es posible observar, el comportamiento de la luz en un arreglo de guias de ondas
(caso discreto) difiere completamente del caso homogéneo (o continuo). Ya que, en el

caso homogéneo la luz viaja manteniendo su centro y ensanchandose, mientras que

"También es posible encontrar solucién analitica para un arreglo semi-infinito y finito mediante
el denominado método de imagénes [30].
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en el caso discreto la mayor cantidad de energia dptica se concentra en dos lébulos
principales lejos del centro de arreglo [31], tal como se observa en el perfil mostrado

en la Figura 2.6(a) para z = z;. Este comportamiento particular de la luz en un

sistema discreto es conocido como difraccién discreta.

‘wn(zf)‘z

0.6

0.4

0.2

Figura 2.6: Patrén de difraccién discreta para redes foténicas 1D y 2D (normaliza-
das). (a) Perfil |4, (zf)|* para una condicién inicial localizada en una gufa del centro
de la red foténica 1D. (b) Evolucién de |1, (z)|* el mismo caso anterior, y (c) perfil

de difraccién en z = 5 para una condicién inicial localizada en una guia del centro
de una red foténica 2D.

La extensién para el caso de una red foténica 2D con geometria cuadrada [ver Figura

2.5(b)], dada una excitacién de la forma 1y, 1, (0) = ¥ng.me(0)0n.10Om.me» cOrresponde

a la superposicion de dos soluciones uni-dimensionales, asi

wn,m(z) = ineri(noero)wno,mo (0)Jn—no 2V 2) Sy (2V 2) .

La Figura 2.6(c) muestra el patrén de difraccién obtenido en una red 2D cuadrada
de 21 x 21 guias, en la cual la condicién inicial ha sido localizada en la guia central

de la red, esto es ng = my = 11, y ésta ha evolucionado hasta zy = 5.
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Figura 2.7: (a) Banda para una red foténica 1D infinita, (b) y (¢) muestran los modos
correspondiente a los borde de banda para una red finita.

La dinamica de la luz en un arreglo de guias de ondas o red foténica lineal, como
las mostradas en la Figura 2.6, depende de la estructura de bandas (relacién de
dispersion) de ésta y de la excitacién que se realiza. Para encontrar dicha estructura
de bandas es necesario hallar soluciones estacionarias tipo onda plana. Para el caso
de una red 1D infinita, las soluciones estacionarias de la ecuacion (2.35) lineal (y = 0)
tienen la forma 1, (2) = ¢oe!*"4=72) Reemplazando esta solucién en ésta ecuaciéon
se obtiene:

B(ky) = 2V cos(k,d) . (2.38)

En cualquier sistema periddico extendido, los modos lineales en una red foténica
corresponden a los modos extendidos de Floquet-Bloch, con un espectro compuesto
de bandas permitidas separadas por gaps [7]. La relacién de dispersién definida por
la ecuacién (2.8) difiere dramdticamente de la obtenida en el espacio libre o medio
homogéneo y, también, difiere de la estructura de bandas obtenida a partir de la
ecuacién de Helmholtz paraxial para una periodicidad en una dimensién [ver Figura
2.1]. Esto tltimo es debido a que el modelo discreto sélo representa fielmente los
fenémenos fisicos de primera banda del modelo dado por la ecuaciéon de Helmholtz
paraxial. La Figura 2.7(a) muestra la banda lineal definida por la ecuacién (2.8) en la

primera zona de Brillouin, esto es entre [—7, w|. Adicionalmente, la primera derivada
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de la relacién (2.38) corresponde a la velocidad de grupo de un paquete de ondas con
un determinado k,, mientras que, la segunda derivada determina las propiedades de

difraccién de este paquete durante su propagacién en la red [32]. Por lo tanto, se

tiene que:
ap : o)
vy = 8_ky = —2Vdsin(k,d) ; D = a_kg = —2Vd* cos(k,d), (2.39)
donde la méxima velocidad, |vy| = 2Vd, se alcanza para k, = %7, con n impar.

Dependiendo del signo del coeficiente de difraccién D la dispersion puede ser normal
(D < 0), anémala (D > 0) e incluso puede no difractar, esto dltimo ocurre cuando

lv,| = 2V d [32,33].
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Figura 2.8: (a)Banda para una red foténica 2D cuadrada infinita , (b) y (¢) muestran
los modos correspondientes a los borde de banda para una red finita de 21 x 21 guias.

Cuando se considera una red finita con N guias, la ecuacién (2.35) corresponde a
un conjunto de N ecuaciones. Resolviendo este conjunto de ecuaciones para el caso
estacionario es posible encontrar los N modos lineales del sistema. La Figura 2.7(b)
y (¢) muestra los modos de borde de banda para una red finita.
Para el caso de una red foténica 2D cuadrada infinita, las soluciones estacionarias
tendran la forma v, ,(2) = ¢ge'kend+kymd) =iz Reemplazando en la ecuacién (2.36)
se obtiene,

B(ky, ky) = 2V cos(k,d) + 2V cos(k,d) . (2.40)
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La Figura 2.8 muestra esta banda. También, por ser un sistema periédico tendremos
los modos extendidos de Floquet-Bloch. Para un sistema finito de N x N guias, la
ecuacién (2.36) lineal corresponderd a un conjunto de N? ecuaciones. Resolviendo
este sistema para el caso estacionario se obtendran los N? modos lineales extendidos,

dos de los cuales son mostrados en la Figura 2.8(b) y (c).

2.2.3. Soluciones no lineales estacionarias

La difraccion en redes foténicas es un fenémeno fundamental que lleva al haz de
luz incidente a la exploracién de la red (por ejemplo, un haz de luz incidente en una
sola gufa experimenta difraccién discreta). En redes que han sido creadas en un medio
que también presenta no linealidad, el efecto de auto-enfoque (self-focusing) reduce
esta tendencia natural de la luz a difractar. En ciertas condiciones, el auto-enfoque
produce un balance exacto con la difracciéon y un haz de luz incidente, localizado
en pocos sitios del arreglo de guias de ondas, puede propagarse manteniendo su
forma espacial. Este balance entre la no linealidad local y la difraccién no local es un
comportamiento de la red como un todo, que desde un punto de vista matematico
corresponde a un tipo de soluciones de la ecuacion DNLS, la cual es conocida como
solitén discreto®. La formacién de solitones puede ser también entendida via un
defecto no lineal. Como el sistema es no lineal, la excitacion éptica en una guia del
arreglo produce un cambio en el indice de refraccién de ésta y, por lo tanto, un
cambio en la constante de propagacién de la guia, que es localmente mayor que a las
otras guias del arreglo. Esta perturbacién local rompe con la periodicidad del arreglo
y permite la aparicién de estados de defecto no lineales inducidos, cuyas frecuencias
espaciales se encuentran en los gaps de la estructura de bandas [5,6]. Al igual que
en el caso de la propagacion lineal, la influencia de la no linealidad depende de la
curvatura de la relacion de dispersién. En regiones de difraccién normal, el balance de

la difraccion con el efecto de auto-enfoque puede ser logrado utilizando no linealidad

8En esta tesis el concepto de solitén se utiliza para entidades auto-atrapadas que preservan su
perfil transversal durante la propagacién. Una discusién sobre el origen, significado y acuerdo de la
comunidad cientifica hoy en dia para este concepto puede ser encontrada en la Ref. [34].
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enfocante (v > 0), mientras que en regiones de difraccién anémala el balance se
consigue mediante no linealidad desenfocante (y < 0) [35].

Para encontrar soluciones no lineales (o solitones discretos) para la ecuacién
DNLS generalizada, ecuacién (2.36), consideramos un ansatz con una amplitud inde-
pendiente de la coordenada de propagacién de la forma 15(2) = ¥z, con 7 € Ry
B la constante de propagacion o frecuencia espacial. Reemplazando este ansatz en la

ecuacién (2.36) con «y # 0, se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones algebraicas:

Bva =Y Vamtha + 705 (2.41)
i

Para la mayoria de las redes este conjunto de ecuaciones no tiene soluciéon analitica,
por lo que se deben desarrollar técnicas numéricas para encontrar estas soluciones.
Por lo general y para la mayoria de los sistemas periddicos en 1D y 2D, las soluciones
no lineales tienen sus frecuencias fuera de la regién de bandas lineales; esto quiere
decir que las soluciones no lineales “viven” en los gaps (semi-infinitos o finitos) del
espectro de frecuencias [5,6,11].
Para cada solucién encontrada es posible calcular diferentes cantidades ttiles para
su caracterizacion, las cuales seran usadas a lo largo de esta tesis. Por ejemplo, el

modelo (2.36) tiene sélo dos cantidades conservadas, la potencia éptica o norma

P=>"|vsl, (2.42)

y el Hamiltoniano

=— Z Z Vimthm | U5 + %Wﬁ‘4 ) (2.43)

i M

lo que también implicara que sera integrable sélo para dos grados de libertad.

Ademas, utilizaremos la razén de participaciéon como una cantidad para contar el

numero de guias (o sitios) con amplitud significativa en la red. Se define ésta como:
P2

R = m : (2.44)
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Esta cantidad es un indicador de cuantos sitios de la red estan efectivamente exci-
tados en un perfil particular; teniendo como limites los valores R = 1 para un perfil
localizado en una guia y R = N para un perfil totalmente deslocalizado o extendido
cubriendo todo el arreglo.

También, serd de utilidad definir el centro de masa en la direccién z e . Considerando

1= (Tn,Yn), se define:

Z*mnwﬁ‘Q Z*anﬁP
X== " Y==-"" 2.4
P ’ P ( 5)



Capitulo 3

Transporte en redes foténicas
inducidas opticamente

Una de las técnicas bien establecidas para la creacion de redes fétonicas, o arreglos
de guias de ondas, y el estudio de la propagacion de luz en ellas, es la técnica de
induccion éptica. Esta permite la modificacion del indice de refraccién de un cristal
fotorefractivo por medio del establecimiento de un campo eléctrico estacionario en él,
que mediante la utilizacion de patrones de interferencia periédicos no difractantes es
posible crear redes fotonicas de distintas geometrias. También, esta técnica muestra
una gran plasticidad debido a que la modificaciéon del indice de refracciéon no es
permanente, por lo que dentro del cristal es posible crear, en principio, infinitas redes.
Ademas, esta técnica ha sido ampliamente utilizada para el estudio experimental de
sistemas periddicos y desordenados, lograndose realizar observaciones de caracter
fundamental. Por ejemplo, localizaciéon de Anderson [9], formacién de solitones en
una y dos dimensiones [13,14], y estados de superficie conocidos como shockley-
state [36].

En este capitulo se mostraran los principales resultados obtenidos en el estudio del
transporte via excitacién de una sola guia de ondas (single-site excitation) en redes
foténicas inducidas en un cristal fotorefractivo, en particular uno de Estroncio Bario
Niobato (SBN). Primero, se explicara y desarrollard experimentalmente la técnica de
induccion, para luego mostrar la propagacion de luz en el régimen lineal y no lineal

en las redes inducidas experimentalmente.

34
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3.1. Técnica de induccién 6ptica

La técnica de induccion en cristales fotorefractivos es una herramienta ideal para
la creacion de redes foténicas reconfigurables y, por lo tanto, para la realizacion de
investigaciones fundamentales en estructuras periédicas [12]. Esta técnica consiste
principalmente en la modificacién del indice de refraccion de un medio fotosensible
mediante una iluminacién externa. Utilizando un haz de luz coherente, polarizado y
espacialmente peridédico (como puede ser un patrén de interferencia), el medio ad-
quiere una modulacién periédica del indice de refraccion similar a la del haz. Asi,
mediante la utilizacién de un haz adicional (haz de prueba) es posible estudiar la
propagacién de luz en la estructura periédica inducida. Debido a que los medios foto-
sensibles son intrinsicamente no lineales, cualquier patrén de interferencia periédico
inducird modulaciones del indice de refraccion no lineal, creandose también una red
fotonica no lineal. A pesar de esto, si se utilizan cristales fotosensibles que muestran
una fuerte anisotropia de polarizacién, como por ejemplo los cristales SBN, es posible
“escribir” redes foténicas lineales. Esto es resultado de la simetria del cristal y por
lo tanto del coeficiente electro-éptico rgpy [ver ecuacién (2.13)]. Como 13 < 733,
un haz ordinariamente polarizado, que creard la red (haz de escritura), se propagard
en el cristal SBN en un régimen efectivamente lineal y no mostrara ningtin efecto
no lineal (como por ejemplo, auto-enfoque); sin embargo, seguird induciendo una
modificacién del indice de refraccion, ya que la excitacion de los portadores de carga
a la banda de conduccion sélo depende de la intensidad y no de la polarizacion. Por
otro lado, para un haz extraordinariamente polarizado, que serd el haz de prueba, la
propagacién lineal o no lineal de éste dependera de su intensidad. Para la generacion
de redes fotoénicas, la distribucién espacial tranversal de la intensidad del haz de
escritura tiene que ser estacionaria a lo largo de la coordenada de propagacién. La
interferencia no difractante de ondas permite lograr estos requisitos y consiste en la
interferencia de un nimero determinado de ondas planas, cuya caracteristica comun
es que poseen el mismo vector de onda transversal y, consecuentemente, un mismo

vector de onda longitudinal. Como cada onda plana puede ser representada por un
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punto en el espacio de Fourier transversal (k,, k,), las ondas planas con un mismo
vector de onda transversal pertenecen a un mismo anillo centrado en el origen de

este espacio. Matematicamente, para una longitud de onda A determinada y para la

- / 2w

donde k7, = k7, +k;,. Esto implica que, ondas con la misma componente transversal

onda plana 7-ésima se tiene

ki1, necesariamente tendran la misma componente longitudinal k;,. La figura 3.1
ejemplifica el espacio de Fourier transversal de 2 ondas planas con su respectiva
propagacién no difractante y el patron de interferencia en el espacio real. Ademas,
la figura 3.2 muestra dos ejemplos de redes 2D, una diamante (cuadadra rotada en
45 grados) y una hexagonal.

Las variadas redes que se pueden crear utilizando patrones de interferencia no
difractantes van desde distintos tipos de redes foténicas 2D (por ejemplo, kagome

y honeycomb), redes cuasi periddicas [37,38] y stiper redes (superlattices) en 1D y

2D [39,40).
(b) ©
k1 ~
Y
Ry —
Z > z

Figura 3.1: Patrén de interferencia no difractante en una dimensién. (a) Espacio de
Fourier transversal (b) propagaciém no difractante en la direccién z y (c) patrén de
intensidad transversal en el espacio real.
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Figura 3.2: Patrones de interferencia no difractante en dos dimensiones. Parte su-
perior muestra el espacio de Fourier transversal con las respectivas ondas planas
que forman los patrones mostrados en la parte inferior. (a) 2D diamante y (c) 2D
hexagonal.

3.2. Realizacién Experimental

Para la creacion de redes foténicas o arreglos de guias de ondas en cristales foto-
refractivos, mediante la técnica de induccion e interferencia no difractante de ondas
planas, usamos un montaje experimental, esquematizado en la figura 3.3 [41], cuyos
componentes principales son los moduladores espaciales de luz (SLM). Un ldser de
longitud de onda A = 532 nm es separado en dos componentes de polarizacion, direc-
cién extraordinaria y direccién ordinaria. El haz con polarizacion ordinaria es usado
como haz de escritura de la red, este haz es enviado a un SLM que modula sélo en fase
(only-phase SLM Holoeye Pluto). Aqui, en el espacio real, el haz adquiere la fase del
patrén de interferencia no difractante buscado, que luego es dinamicamente filtrado
en el espacio de Fourier usando un SLM de amplitud (SLM Holoeye LCR-1080). Asi
se eliminan todos los vectores de ondas residuales que no pertenecen al anillo del

plano transversal de Fourier, del correspondientes patrén de interferencia. Estas dos
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Figura 3.3: Esquema de montaje experimental empleado para la realizacion de la
técnica de induccion 6ptica y la propagacién de luz en las redes fotonicas creadas.

étapas permiten obtener un haz modulado en fase y amplitud con un claro patrén
de interferencia no difractante, el cual se incide en un cristal fotorefractivo mediante
el uso de un sistema de lentes. Esta configuracién posee una alta flexibilidad, lo que
permite realizar redes no difractantes con cualquier geometria 2D, en contraste a la
configuracién de multiples Mach-Zehnder [26]. Por otro lado, el haz con polarizacién
extraordinaria es usado como haz de prueba, el cual es enfocado con una cintura en
el orden de 10 um en la cara de entrada del cristal mediante una lente. Utilizamos
un cristal SBN:75 dopado con 0.005 % de CeO2 y de dimesiones 10 x 5 x 2 mm? cu-
yos coeficientes electro-épticos relevantes son r33 = 1340 pmV ="' y ri3 = 67 pmV 1,
con una fuente externa de voltaje (Ej) en la direccion extraordinaria. Usando dos
camaras CCD (Coupled-Charge Display) somos capaces de observar el espacio real y

de Fourier de la cara de salida del cristal. Debido a que la modificacién del indice de
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refraccion en el cristal no es permanente y decae en el tiempo, los arreglos de guias
de ondas creados dejardn de existir después de unos dias', este proceso puede ser
acelerado iluminando el cristal con una fuente de luz incoherente o luz blanca.

La creacién de redes foténicas en cristales fotorefractivos no es una tarea trivial.
En primera instancia se necesita un estudio sistematico de los parametros que en-
vuelven este proceso, como lo son la intensidad del haz de escritura (1,.4), el campo
eléctrico externo aplicado al cristal durante esta iluminacién (Ey) y el tiempo que
este procedimiento toma (t,,) [41]. Esta tesis no se centrard en este estudio, sino sélo
en la utilizacién de estas redes para la observacién de dindmica lineal y no lineal
en ellas. Los parametros para la creaciéon de una optima red seran obtenido de la
referencia [41]. Pese a ésto, es posible determinar cualitativamente la modulacién del
indice de refracciéon mediante la utilizacién de las propiedades de guiaje que presen-
tan las guias de ondas. Para esto, iluminamos con una onda plana el cristal SBN,
que experimentalmente corresponde a un haz de luz ancho (del orden del cristal). Si
existe modulacién, la luz se guiard por las zonas de mayor indice de refraccion, por
lo que la luz a la salida del cristal mostrara cualitativamente el cambio del indice de
refraccion. Esta técnica es conocida como waveguiding [26]. Otra método importante
para investigar el cambio del indice de refraccién inducido es la espectroscopia de la
zona de Brillouin [42]. Como se menciond en el capitulo 1, una modulacién periddica
del indice de refraccién modifica la relacién de dispersion y lleva a la aparicién de
bandas y gaps las cuales se abren en los bordes de la zona de Brillouin. Este com-
portamiento es general de los sistema periddicos y no se restringe a sistemas épticos.
Sin embargo, en el contexto 6ptico, la aparicion de bandas y gaps en el espectro de
transmision en los bordes de la zona de Brillouin posibilita una directa visualizacién
de la estructura de la red en el espacio de Fourier, ya que las regiones de propaga-
ciones prohibidas aparecen como lineas oscuras en el espectro de potencia del haz

transmitido [42]. Es por esto que con la utilizacién de una cdmara CCD en el espacio

1Ya que no hay presencia de un haz de luz coherente, deja de haber excitacién de los donadores
hacia la banda de conduccién, por lo que los electrones que han sido excitados y que generan el
campo F,., comienzan a decaer a los sitios aceptadores. Esto produce que la presencia de este
campo alcance un valor nulo, lo que conlleva a una nula modulacién del indice de refraccién.
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de Fourier [ver esquema del montaje, figura 3.3] se puede observar la existencia o no

de modulacién en el cristal fotorefractivo.

3.3. Propagacion lineal de la excitacién de una so-
la guia de ondas

Como se menciono en la seccion anterior, el haz de escritura es polarizado ordi-
nariamente. Entonces, la propagacién de este haz en el cristal SBN es descrito por

la ecuacién (2.26),

O ,ea(7) X, 1 1
p gV PEATE v e N 0 ) —
) \al 2T13n0 0 (1 + Lea/ 1)

0z 2n WrealF)
con el término no lineal compuesto por el coeficiente electro-éptico r13 y el indice
de refraccion ng. Ademds, I,eq = |¥,cq|>. De esta forma el término no lineal no
es suficiente para observar fenomenos no lineales, pero si suficiente para producir
variaciones del indice de refraccién en el cristal fotorefractivo. Consecuentemente,
se establecerda una red fotonica en el cristal SBN. Una vez creada la red, el haz de

prueba se incide en el cristal y su dindmica serd modelada por la siguiente ecuacion

H() _ [N oo
50, = 2—nOVL+An($,y) r

1
(1+ |/ 1a)

donde v(7) representa la envolvente del campo eléctrico del haz de prueba, I' =

ix Y(7), (3.1)

(1/2)nr33Ey y An(x,y) corresponde al coeficiente no lineal y a la red foténica in-
ducida en el cristal, respectivamente. Para intensidades bajas del haz de prueba y/o
voltajes externos aplicado cercanos a cero, el término no lineal puede ser desprecia-
do, por lo que el haz presenta un comportamiento lineal en su propagacion. Ademas,
para una modulacién lo suficientemente profunda (esto es |An| ~ 107%, que depen-
de de los pardmetros del haz de escritura) la propagacion puede ser modela con la
ecuacion de Schrodinger Lineal Discreta (DLS) (2.37).

Empezando por la inducciéon de una red uni-dimensional, se consideré un patréon de
interferencia de la forma

Ired - ]0 COS2(kyy> )
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y

Figura 3.4: Difraccion discreta para una red foténica 1D inducida en un cristal SBN,
de periodo d = 10um. (a) Imagen de la cara de salida del cristal y (b) perfil de la
zona central de la imagen mostrada en (a).

donde k, = 27/d y d es el periodo del patrén de interferencia y que también es la
constante de red. Se fijaron los parametros de intensidad del haz de escritura [,.q =
60 uW cm™2, intensidad del campo eléctrico externo Ey = 0.75 kV cm™!, tiempo de
escritura t,, = 180 s y periodo de d = 10 um. Posteriormente, se excité la red con
un haz localizado en apréximadamente una guia de ondas y con una intensidad de
| = 0.3 W cm™2. La figura 3.4 muestra la cara de salida del cristal para esta
excitacion. En esta imagen es posible observar claramente que existe modulacion
periddica en el medio y, mas importante ain, la mayor intensidad de luz se concentra
en dos lobulos en el borde de la zona central, zona que esta delimitada por valles de
casi nula intensidad. Con esto se puede concluir, cualitativamente, que el patron de
luz emergente del cristal muestra una difraccion tipica de un sistema discreto. Por
lo tanto, los parametros utilizados en el proceso de escritura de la red crean una red
fotomica, en la cual el comportamiento de la luz puede ser modelado por la ecuacion
DLS [para mayor claridad comparar figura 3.4(b) con figura 2.6(a)]. Sin embargo,
es importante notar que el modelo discreto no predice la existencia de luz fuera de

la region delimitada por los dos 16bulos de mayor intensidad, debido principalmente
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a que sélo modela la fenomenologia de primera banda. Por lo tanto, ademés de ser
bien modelada por un enfoque discreto, las redes inducidas en cristales fotorefractivos
presentan excitacién de bandas superiores y, consecuentemente, presencia de luz en
regiones que corresponden a la excitacién de estas bandas. Para otros parametros
de escritura, esto es, intensidades del haz de escritura mas bajas; campo eléctrico
aplicado al cristal mas bajo; y para un mismo tiempos de escritura, la propagaciéon
de luz muestra un ensanchamiento del haz inicial con cierta modulacién periédica,
lo que da cuenta de la induccion de cierta estructura periodica en el medio. Un
ejemplo puede ser visto en la figura 3.5, la cual muestra el perfil de intensidad a
la salida del cristal para la misma excitaciéon anterior, donde se ha inducido una
modulacién periddica 1D con pardametros de escritura, I,.q = 154W cm~2; campo

eléctrico externo Ey = 0.25 kV cm™!; y tiempo de escritura t,, = 180 s.

L.

(b)

Intensidad

Yy

Figura 3.5: Difraccién de un haz inicialmente localizado para una modulacién pe-
riédica 1D inducida en un cristal SBN. (a) Imagen de la cara de salida del cristal y
(b) perfil de la zona central de la imagen mostrada en (a).

En el caso 2D consideraremos un patrén de intensidades no difractante con geo-
metria diamante y hexagonal. El primer patrén es generado por la interferencia de 4

ondas pertenecientes a un mismo anillo en el plano de Fourier transversal [ver figura
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3.2(a)], cuya expresién matemadtica tiene la forma
\Ilred — ‘1;0 (eikggw + e—ikzz + eik’yy + e—ikyy) ’

donde k, = k, = 2w /d y d el periodo de la red. Para la observacién de propagacién
lineal en este arreglo, se logré inducir una red de periodo d =5 pum y d = 17 um con
parametros de escritura de I,.q = 60 uW cm ™2, Ey = 0.50 kV ecm™! y ¢, = 180 s. Se
realizarén dos tipos de excitaciones iniciales, la primera un haz ancho que imita una
onda plana y un haz localizado en apréoximadamente una guia del arreglo, donde la

intensidad del haz en ambos casos fue de |¢|*> = 0.03 uW cm 2.

Figura 3.6: Propagacién de luz en una red foténica 2D diamante inducida en un
cristal SBN. Patrén de intensidades a la salida del cristal para (a) la excitaciéon con
una onda plana para la red de periodo d = 17 um (waveguiding) y (b) excitacién con
un haz localizado en una guia de la red con periodo d = 5 um.

La excitacién con una onda plana para una red de d = 17 yum es mostrada en la figura
3.6(a), en la cual es posible observar las propiedades de guiaje de la red inducida
mostrando un patron con geometria diamante. Por otro lado, el patrén de salida
resultante de la excitaciéon con un haz localizado para una red de d = 5pum es
mostrado en la figura 3.6(b), la cual confirma que la difraccién en esta red se puede
entender como una superposicién de dos difracciones uni-dimensionales debido a la
mayor excitacion de los 4 16bulos mas alejados del centro. Al igual que el caso 1D,
se observa luz en regiones que corresponde a la excitacién de bandas superiores.

También, se realizo una espectroscopia de Brillouin, que es mostrada en la figura
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3.7(b), en la cual se observan las esperadas lineas oscuras que dan cuenta de las
regiones prohibidas de propagacién. Ademads, esta imagen muestra la segunda y la
tercera zona mucho mas tenue que la primera debido a que la excitacion fue realizada
con un haz cuyo vector de onda logré excitar mayormente la primera zona. También
muestra que las lineas verticales, que dividen a la segunda con la tercera zona, no

estan presentes debido a la anisotropia del cristal SBN.

Figura 3.7: (a) Red reciproca y zona de Brillouin para una red diamante, (b) espec-
troscopia de Brillouin para la excitacion localizada en un sitio del centro de la red
diamante inducida de periodo d = 5um.

Para la creacion de un patrén hexagonal no difractante es necesario interferir 3
ondas con las condiciones mencionadas anteriormente [ver figura 3.2(b)]. La expresién

matematica del campo esta dada por

U,., = U, <eikzx 1 pilkar/2=V/3Ryy/2) efi(kza:/2+\/§kyy/2)) '

En el caso lineal, se logré inducir una red de periodo d = 10 yum y d = 20.4 pym con
parametros de escritura I,.q = 47uW cm™2, Ey = 0.50 kV cm™! y ¢, = 180 s. Al
igual que para la red anterior, se realizaron dos tipos de excitaciones, onda plana y
localizada en apréximadamente un sitio del arreglo, donde la intensidad del haz en
ambos casos fue de [¢|* = 0.03 yW ¢cm 2. La figura 3.8(a) muestra el patrén de inten-
sidades obtenido a la salida del cristal para la excitacion con onda plana en la red de
d = 20.4 pm, en la cual se observa una geometria hexagonal. Mientras que, la figura

3.8(b) muestra una difraccién discreta para una red de periédo d = 10 um. En esta
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Figura 3.8: Propagacion de luz en una red foténica 2D hexagonal inducida en un
cristal SBN. Patrén de intensidades a la salida del cristal para (a) la excitacién con
una onda plana para una red de periodo d = 20.4 pm (waveguiding) y (b) excitacién
con un haz focalizado en una guia de ondas de una red de periodo d = 10 um.

imagen es posible observar una diferencia notoria con las difracciones mostradas en
las geometrias precedentes, ya que la mayor intensidad permanece en el sitio de exci-
tacién. Adicionalmente, esta imagen muestra claramente el limite entre las regiones
de excitacién correspondientes a la primera banda con las regiones correspondiente a
las bandas superiores, que es delimitada por sitios con alta intensidad. Finalmente,
la figura 3.9(b) muestra la espectroscopia de Brillouin para la excitacién localizada,
mostrando las lineas oscuras que demarcan las distintas zonas de Brillouin. Al igual
que para la espectroscopia de Brillouin de la red diamante, la anisotropia intrinsica
del cristal SBN produce que las lineas verticales, que limitan la tercera zona, no estén

presentes.
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Figura 3.9: (a) Red reciproca y zona de Brillouin para una red hexagonal, (b) espec-
troscopia de Brillouin para la excitacién localizada en un sitio del centro de la red
hexagonal inducida de periodo d = 10um.

3.4. Propagaciéon no lineal de la excitacion de una
sola guia de ondas

Como se mencion6 previamente, la formacién de un solitén discreto surge como
resultado de un balance entre la difraccién discreta y el efecto de auto-enfoque no
lineal en arreglos de guias de ondas peridédicos, como fue predicho por Christodu-
lides y Joseph en 1988 [43]. En los experimentos pioneros de Eisenberg et al. un
solitéon discreto en 1D fue observado en un arreglo de guias de ondas no lineal de
AlGaAs [11], en el cual la luz comienza a atraparse en sélo unas pocas guias de ondas
mediante el auto-enfoque no lineal, como oposicién al esparcimiento lateral lineal que
es producto del acoplamiento evanescente de las guias. La primera observacién de un
solitén discreto fue en la llamada region de gap semi-infinito. Esto es, debido a que
la no linealidad induce una modificacion del indice de refraccién, asi la constante de
propagacién del solitén (frecuencia) fue localmente elevada al gap semi-infinito bajo
la nolinealidad auto-enfocante. En experimentos consecutivos, Morandotti et al. es-
tudié el transporte de un solitén discreto como también la dinamica de auto-enfoque
y desenfoque en un arreglo de guias de ondas 1D [35] basado en las propiedades de

difracciéon normal y anémala en estos sistemas [32,33].
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La estructura de bandas y gaps, vy las propiedades peculiares de difraccion de un

sistema discreto dptico provee muchas otras posibilidades para solitones espaciales
que no pueden ocurrir en sistemas épticos continuos. Un ejemplo tinico de solitén en
sistemas discretos es un soliton de gap. La existencia de un solitén espacial de gap
en redes fotdnicas fue sugerida por Kivshar en 1993 [44]. En contraste a la existencia
de un solitén discreto en el gap semi-infinito, este solitén requiere un balance entre
la difracciéon anémala y la no linealidad auto-desenfocante. En este caso, el cambio
del indice de refraccién produce que la frecuencia del solitén esté entre la primera
y la segunda banda (dentro del primer gap), cerca del borde de la primera zona de
Brillouin (BZ) del arreglo de gufas de ondas. El solitén de gap tiene una estructura de
fase escalonada (staggered), como fue primeramente observado en una red foténica
no lineal 1D épticamente inducida en un cristal no lineal fotorefractivo [13].
Los desafios de construir redes fotonicas de dimensiones superiores y, por consiguien-
te, la observacién de fendmenos no lineales en estos sistemas, no fueron superadas
hasta el ano 2003 cuando se reporté la primera observacion de un solitéon discreto
en una red cuadrada 2D construida en un cristal fotorefractivo anisotrépico [14].
Muchas de las ideas importantes para superar estos desafios fueron sugeridas por
Efremidis en 2002 [12], que basicamente consistian en la utilizacién del método de
induccién en un cristal SBN.

Motivados por estos acontencimientos fundamentales para el desarrollo del area
de la éptica discreta, en esta seccién se aborda la formacién de estas entidades
localizadas en las redes fotonicas 2D recién estudiadas en el régimen lineal.

Hemos nuevamente inducido una red fétonica con geometria diamante con una
constante de red d = 10 um, cuyo haz de escritura tenia una intensidad de [,.q =
8.4 uW cm~2 y estaba sometido a un campo externo aplicado de intensidad Ey = 0.75
kV cm ~!. El tiempo de escritura fue de t,, = 300 s. Una vez ya establecida la red en
el cristal SBN, el haz de prueba fue lanzado en una sola guia del arreglo en la cara de
entrada del cristal, con una intensidad que fue creciendo desde [¢]3,;...; = 0.03 uW
cm™? hasta [1[%;,,; = 0.13 W cm™2, durante 180 s y con un campo externo constan-

te de intensidad Ey = —0.65 kV cm™!. En este proceso de aumento de la intesidad
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Figura 3.10: Resultados experimentales para la formaciéon de un solitén discreto en
una red foténica diamante inducida, de constante de red d = 10 ym. (a) Difraccién

discreta con intensidad ||, .., (D) transiente que muestra el auto-enfoque del haz

y (c) solitén discreto con intensidad [¥]%;,,-

del haz de prueba y con un campo externo aplicado, se monitorio la cara de salida del
cristal. Para una intensidad baja, el haz de prueba experimenta difraccién discreta,
tal como lo muestra la figura 3.10(a). A medida que la intensidad va en aumento, la
respuesta no lineal comienza a ser relevante y lleva al haz a auto-enfocarse, produ-
ciendo la formacién de un solitén discreto, como bien lo muestran las figuras 3.10(b)
y (¢).

Con el objetivo de observar este mismo fenémeno no lineal en otra geometria, se
creo una red foténica hexagonal. Para este experimento, se indujo una red cuya
constante de red fue d = 12pum con parametros de escritura de I..q = 5.1 uW
em™ 2, Ey = 0.75 kV em ™!, ¢, = 90 s. Ya establecida la red hexagonal en el cristal
SBN, se procedié a excitar el arreglo con el haz de prueba enfocando en una guia

del arreglo en la cara de entrada del cristal. Inicialmente, el haz de prueba fue

injectado con una intensidad de [¢|2 ..., = 0.02uW cm™2 con un campo externo
de Ey = —0.65 kV cm™!, observandose una dindmica lineal de este. Posteriormente,
la intensidad del haz se aumenté continuamente hasta un valor final de [¢[3,,, =
0.13 pW cm™2, durante 210 s, tiempo en el cual fue posible observar la formacién de
un soliton discreto para esta geometria. La figura 3.11 muestra el transiente entre una

dinamica lineal a una no lineal debido al aumento de la intensidad del haz de prueba.
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Figura 3.11: Resultados experimentales para la formacion de un solitén discreto en
una red foténica hexagonal inducida, de constante de red d = 12 um. (a) Difraccién

discreta con intensidad 9|2, (D) transiente que muestra el auto-enfoque del haz

y (c) solitén discreto con intensidad [¢)]7;,,4-



Capitulo 4

Excitacion de estados de banda
plana en redes fotonicas escritas

Como se ha mostrado a lo largo de esta tesis, la localizacion debido a distintos
fenémenos fisicos como, por ejemplo, no linealidad o adicién de desorden, ha sido una
continua busqueda en el drea de los sistemas discretos. Recientemente, ha surgido
una nueva forma de conseguir estados completamente localizados o compactos via
la utilizacién de redes no convencionales [19-22,45-47]. La definicién de redes no
convencionales ha sido recien establecida [20] y se refiere a redes, completamente
periodicas, que en su estructura de bandas presentan, a lo menos, una banda plana.
La presencia de esta banda plana, cuya velocidad de grupo y coeficiente de difraccion
son idénticamente nulos, da origen a estados compactos y que estan completamente
localizados espacialmente, con nula difraccion.

La primera observacién experimental de modos (o estados) de banda plana fue
realizada durante el desarrollo de esta tesis, utilizando una red foténica de Lieb [21],
que es lo que a continuacion se detalla. Posteriormente, se mostrara la excitacion de
estados de banda plana pertenecientes a una red cuasi-1D, llamada red de Stub, y
la aplicacion de la superposiciéon de estos modos compactos en puertas logicas. Estas
redes no convencionales han sido fabricadas por la técnica de escritura con un laser
de femtosegundos [ver apéndice A.1], la cual permite crear estructuras 3D dentro de

un vidrio de Silica [24].

20
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4.1. Red fotonica de Lieb

La red de Lieb (patrén = — y en la figura 4.1(a)) corresponde a una red cuadra-
da que se le ha quitado periédicamente un sitio de la red. El principal interés en
el estudio de esta geometria viene desde la fisica de sélidos, donde el ejemplo mas
famoso son los planos superconductores de Cuprato CuO, [48,49], pero en realidad
muchas 6xidos se ordenan también de esta forma. El interés inicial en esta red co-
menzo cuando se predijo tedricamente que el ferromagnetismo podia existir en una
banda plana a medio llenar [50]. Posterior a esto, se probé que el ferromagnetismo
en esta red era robusto ante excitaciones de ondas de spin [51]. Esta red también
contiene propiedades topoldgicas inusuales; por ejemplo, en presencia de un campo
magnético uniforme la banda plana permanece plana debido a razones netamente
topoldgicas [52]. Ademds, la banda plana con las otras dos bandas lineales disper-
sivas se intersectan en un solo punto de Dirac, y en presencia de no linealidad tipo
Kerr el sistema puede exhibir difraccién cénica en los conos de Dirac [53,54]. Hoy
en dia existen diversas técnicas para construir esta red; por ejemplo, manipulando
atémos frios en redes 6pticas [55-57], usando la técnica de escritura de guias de ondas
con un léser de femtosegundos (femtosecond-laser written technique) [21,22,54,58] y
utilizando la técnica de induccién de guias de ondas [46].

La presencia de una banda plana en el espectro de la red de Lieb implica la exis-
tencia de estados completamente degenerados, por lo que la superposicién de ellos
sigue siendo un estado estacionario del sistema. Esto permite la formacién de anillos
localizados espacialmente, cuya estructura individual ocupa solo 4 guias del arre-
glo. La formacion de estos estados localizados surge desde la alta degeneracién de
los autoestados de cero frecuencia, como fue mostrado en el contexto de sistemas
con quiralidad conectados a un continuo [57]. Estas entidades localizadas compactas
no difractan durante la propagacién, permitiendo de esta forma la transmisién de
informacién sin difraccién a lo largo de un canal 6ptico [19].

La evolucién de la luz a lo largo de la direccion Z en una red fotonica de Lieb,

compuesta por guias de ondas épticas idénticas acopladas débilmente, es bien descrita
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por la ecuacién DLS [ver ecuacién (2.36) con v = 0], esta es:

dn(z) o
—1 P ﬁzﬁivn,mwm(z) )

donde el término de acoplamiento entre el sitio 7 y 17 de la red es denotado por Vi .
En este modelo consideramos sélo interaccién a primeros vecinos entre sitios A, B,
C (celda unitaria) [ver figura 4.1(a)].

El espectro lineal de la red de Lieb es obtenido resolviendo la ecuacién anterior
con un ansatz estacionario, ¥z(2) = 1ze’?*. Para ser mds general, consideramos una
red anisotrépica donde los coeficientes de acoplamiento horizontal (V) y vertical
(V) pueden ser, en principio, diferentes. Para los tres sitios de la celda unitaria,
construimos las interacciones de acoplamiento considerando un vector de de onda de

Bloch 2D, k= {ks, ky}, y encontramos las tres bandas lineales de este sistema,

B(k)=0; :I:Q\/Vgc2 cos?(k;) + V2 cos?(k,) .

(a)‘»A,AA»H_H A/

Figura 4.1: (a) Red de Lieb con sitios A, B, C definiendo la celda unitaria. La regién
de la linea punteada encierra un perfil del modo anillo de 4 sitios, en la cual los
colores representan diferentes amplitudes y diferentes fases. (b) Espectro lineal de
una red de Lieb anisotrépica para V, = 2V},

En la figura 4.1(b), el espectro lineal B(k) es mostrado dentro de la primera zona

de Brillouin. Dos bandas son dispersivas (curvatura distinta de cero), teniendo una
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simetria de particula-agujero [59], en la cual para cada k* hay dos autofrecuencias
iﬂ(E*). Observamos que, para V, > V, las bandas de dispersién muestran una
diferente curvatura dependiendo de la direccion de /;:, donde en general, ondas en
la orientacion z se propagan mas rapido. Estas dos bandas son conectadas por un
punto de Dirac en § = 0. Exactamente en este valor, una banda completamente plana
(sin dispersién) esta situada. Interacciones diagonales (segundos vecinos) pueden ser
consideradas despreciables en nuestro enfoque con el objetivo de preservar la no
dispersion de esta banda plana [53]. Ademas, esta consideracién es bien justificada
por el experimento.

En general, los modos de un sistema son completamente extendidos. Sin embargo,
un sistema con banda plana permite la formacién de estados compactos [59]. En
la red de Lieb, cualquier anillo cerrado del arreglo (formado por ocho sitios) puede
soportan un modo anillo, donde la amplitud de los sitios B es cero y las otras dos
amplitudes satisfacen la relacion V,C' = =V, A, como es esquematizado en la figura
4.1(a). Una medida que da cuenta de la localizacién de los modos anillos es la razén
de participacién (R) definida en la ecuacion (2.44), que para estos es R < 4. Esto
significa que, estos estados constituyen un estado muy localizado y compacto, apare-
ciendo sélo por virtud de simetria en una red completamente periddica. Este modo
anillo puede ubicarse en cualquier posicién de la red y se propagara sin difractar a

lo largo de la direccién longitudinal [19].

4.1.1. Robustez del modo anillo

Con el objetivo de conocer la viabilidad de observar experimentalmente el mo-
do anillo, hemos estudiado la robustez del modo anillo en una red de Lieb finita e
isotrépica, en presencia de ruido en el acoplamiento y ruido en la constante de pro-
pagacién. Esto es debido a que una red foténica del Lieb real puede presentar ciertas
diferencias en las distancias entre las guias de ondas, lo que se traduce en el modelo
como un ruido en el acoplamiento; o puede que las guias de ondas no sean exacta-
mente idénticas entre si, lo que se puede estudiar incluyendo ruido en la constante de

propagacién. Para una red foténica de Lieb finita de n sitios se tiene un conjunto de n
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Figura 4.2: (a) Red foténica de Lieb finita e isotrépica con el modo anillo simétrico;
en la cual la escala de colores va desde negativo negro a positivo amarillo, pasando
por amplitud cero verde. (b) Autovalores o bandas numéricas asociada a la red de
Lieb.

ecuaciones del tipo DLS. Utilizando un ansatz estacionario se obtienen n ecuaciones
algebraicas, las cuales pueden ser resueltas mediante el método de diagonalizacién,
obteniendo de esta forma los n autovectores y n autovalores asociados. La figura
4.2(a) muestra la red de Lieb a estudiar con el modo anillo simétrico que posee y en
la figura 4.2(b) se muestran los autovalores correspondiente a esta red, en la cual se
observan una degeneracion en 5 = 0 que corresponde a la banda plana del sistema.

Comenzaremos estudiando el ruido en el acoplamiento, para esto se ha examinado los
efectos de una perturbacion aleatoria en el acoplamiento, V' — V + 0V, donde 0V €
[—w, w] y se comporta acorde a una distribucién uniforme en este rango. Hemos fijado
V =1 y seleccionado dos valores representativos para w. Como se puede observar
en la figura 4.3(a) y (c) la banda plana no se destruye en presencia de ruido pero, al
contrario, las bandas dispersivas se ven afectadas. Esto implica que el modo anillo
sigue siendo un modo estacionario del sistema pero no necesariamente simétrico. La
figura 4.3(b) y (d) muestra la propagacién de un anillo simétrico a lo largo de la
coordenada z, para distintas magnitudes de ruido. Como se observa la propagacion

es casi perfecta. Esto es debido a que las amplitudes del modo anillo dependen de los
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Figura 4.3: Bandas numéricas para una red foténica de Lieb con ruido en el acopla-
miento de magnitud (a) w = 0.25y (¢) w = 0.5, con V' = 1. Dindmica hasta z = 300
para una condicién inicial tipo anillo simétrico en una red de Lieb con ruido en el
acoplamiento de magnitud (b) w =0.25y (d) w = 0.5.

acoplamientos, por lo que el modo simétrico no es un modo estacionario del sistema,
pero si estd muy cerca de este.

Nuestro segundo analisis de ruido es el asociado a la constante de propagacién. He-
mos también examinado este ruido como una perturbacién aleatoria a esta cantidad,
Bz — Pr + 08, donde 08 € [—w,w] y se comporta igualmente como una distribu-
cién uniforme en este rango. Como tenemos una red con guias de ondas idénticas,
podemos fijar Sz = [y = 0. Al contrario de lo que ocurre con la presencia de ruido
en el acoplamiento, la presencia de ruido en la constante de propagacion destruye
completamente la banda plana, incluso a valores pequenos de w. La figura 4.4 mues-

tra el caso para w = 0.075. Para valores mayores de w se observa una ausencia de
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Figura 4.4: (a) Bandas numéricas para una red foténica de Lieb con ruido en la
constante de propagacién de magnitud w = 0.075. (b) Dindmica hasta z = 300 para
una condicion inicial tipo anillo simétrico en esta red.

degeneracion a 8 = 0, lo que implica una ausencia de banda plana en el sistema. La
figura 4.4(b) evidencia esto, ya que muestra la inmediata destruccién de una condi-
cion inicial tipo anillo simétrico. Debido a que la banda plana de la red de Lieb no
se destruye en presencia de anisotropia, este mismo estudio en una red anisotrépica

entrega resultados muy parecidos.

4.1.2. Experimentos

El anédlisis descrito anteriormente sugiere que la banda plana (y, por lo tanto,
el modo anillo) es robusta ante ruido en el acoplamiento pero, no lo es, ante ruido
en la constante de propagacion. Por lo que, para llevar a cabo la observacion ex-
perimental de estos modos localizados lineales se requiere una técnica que fabrique
guias altamente idénticas. Para cumplir con estos requisitos hemos utilizado una red
foténica de Lieb fabricada mediante la técnica de escritura de guias de ondas con
un laser de femtosegundos, en un cristal de Silica fundido de 10 ¢cm de largo [24],
como es esquematizado en la figura 4.5(a) [ver apéndice A.1 para mayores detalles].
El periodo de la red es de d = 20 pm y una distancia de propagacién de L = 10 cm.
Consideramos luz verde de A = 532 nm, ya que esta lleva a un acoplamiento mas

débil entre los sitios de la red y, por lo tanto, a una fenomenologia mas discreta. Para
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Figura 4.5: (a) Esquema de la técnica de escritura con ldser de femtosegundos. (b)
Imagen microscopica de la cara de salida del cristal cuando es iluminado con luz
blanca incoherente.

observar las cualidades de la red, iluminamos con luz blanca la cara de entrada del
cristal y tomamos una imagen microscépica a la salida de éste, imagen que es mos-
trada en la figura 4.5(b). En esta, observamos los modos propagantes de cada guia,
los cuales muestran una notoria elipticidad, afectando fuertemente el acoplamiento
entre sitios vecinos. Observamos mas luz evanescente entre sitios verticales que entre
sitios horizontales, debido al acoplamiento anisotrépico efectivo (V,, > V).

La observacién experimental de los modos tipo anillo envuelve distintas etapas
para la preparacion de la condicién inicial apropiada. Esencialmente, requiere la crea-
cién de un patrén apropiado de amplitud y fase para ser utilizado como condicién
inicial de excitacién, en la cara de entrada del arreglo. En la figura 4.6 se esque-
matiza el montaje experimental utilizado. Usamos un SLM de transmisién (Holoeye
LC2012) que modula, simultdneamente, la amplitud y la fase de un haz ancho. Se-
paramos el SLM en dos partes. En el primer camino (recuadro rojo), modulamos la
amplitud del haz ajustando los angulos de dos polarizadores. Generamos un patrén
de muchos discos de luz de un determinado radio (que se ajusta para que sea el
mismo que el tamano que las guias de ondas en la cara de entrada) y determina-
da geometria (considerando la estructura de Lieb). Una vez que esta modulacién

es lograda, pasamos este patron de luz a través de la segunda parte del SLM para
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Figura 4.6: Esquema del montaje experimental empleado para la excitacién de los
estados de banda plana en una red fotonica de Lieb. Recuadro rojo encierra los com-
ponentes épticos necesarios para la modulacion de amplitud, mientras que, recuadro
azul encierra los componentes 6pticos para la modulacién en fase.

modular el perfil de amplitud en fase (0 o 7). Esta modulacién es realizada en la
region demarcada por el recuadro azul, donde se utilizan dos retardadores de cuar-
to de onda y dos polarizadores !. Adicionalmente, se incluyeron dos retardadores
de media onda para controlar la polarizaciéon del haz. Después de estas etapas, se
obtiene un patron de luz modulado en amplitud y fase, con una determinada polari-
zacion. En nuestro experimento, la luz es polarizada en la direccién horizontal ¢, con
el objetivo de observar una mayor area de difraccién [60]. Finalmente, injectamos
este haz modulado en la cara de entrada de nuestra red foténica de Lieb utilizando

un microscopio objetivo 4%, y observamos el perfil de excitacién con una camara

ITanto los polarizadores como los retardadores de onda fueron fijados en un angulo adecuado
para obtener la maxima modulaciéon de fase y minima modulacién amplitud.
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Figura 4.7: Perfiles experimentales de salida para diferentes excitaciones: (a) Un solo
sitio B, (b) anillo fuera de fase y (c¢) anillo en fase. En (a)-(c) inset abajo-izquierda
muestra la intensidad del perfil de entrada. Inset arriba en (b) y (c¢) muestra un
interferograma del modo anillo con un haz gaussiano para los perfiles de entrada
(izquierda) y salida (derecha).

CCD después de ser reflejado en un separador de haces (BS). Obtenemos el perfil de
salida utilizando un microscopio objetivo 10x y una cdmara CCD. Para obtener la
estructura de fase de diferentes perfiles, interferimos los perfiles de entrada y salida
con un haz gaussiano ancho y con un cierto angulo.

Empezamos estudiando la difraccién en el centro (o bulk) de la red foténica, me-
diante la excitacion de un solo sitio B, la cual es la condicién que mejor excita las
bandas dispersivas del espectro lineal [58]. Injectamos la luz en el centro de la red
y observamos el patrén de difracciéon mostrado en la figura 4.7(a). Observamos una
pequena area de difraccién, la cual es un indicador de un escenario de débil interac-
cién (modelo de tigh-binding). Adicionalmente, debido a la elipticidad de las guias de
ondas, observamos un patrén de dispersion anisotrépico y verticalmente orientado,
implicando que V, > V,, en nuestro experimento. Posterior a esto, preparamos una
excitacion simétrica del modo anillo, teniendo 4 discos de luz con igual amplitud y
una estructura de fase escalonada y observamos su casi perfecta propagacién a lo
largo de la red, ver figura 4.7(b). Como la condicién inicial es cercana pero no ne-
cesariamente el modo anillo exacto del sistema, la luz relaja a esta configuracién no
simétrica debido a la anisotropia presente. Al aumentar la exposicién de la camara

(imagen que no es mostrada), se observa una débil radiacién que es también genera-
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da a través de la red, la cual es manifestacion de la presencia de bandas dispersivas
en el sistema. Interfiriendo el perfil del modo anillo de entrada y salida con un haz
gaussiano ancho, observamos que la estructura de fase es exactamente la misma a la
esperada [ver figura 4.7(b)-inset]: Hay una diferencia de fase 7 entre sitios vecinos del
anillo, como es predicho por el modelo empleado. Esto muestra que la prediccion del
modelo discreto es vélida en el laboratorio y que las propiedades fundamentales de
la red de Lieb han sido observadas en este experimento. Ademas, hemos probado la
relevancia de la estructura de fase, en la condicion inicial, utilizando una excitacion
anillo de cuatro sitios en fase, como muestra la figura 4.7(c). El patrén de salida
muestra una destruccién del perfil inicialmente localizado debido a la excitacién pre-
dominante de las bandas dispersivas.

Finalmente, con el objetivo de probar la excitaciéon de los modos anillos como es-
tados estacionarios y su potencial uso para la transmisién de informaciom optica en
regiones acotadas de la red, realizamos diferentes configuraciones de modos anillos.
Primero, preparamos una condicion inicial compuesta por dos anillos verticalmente
sumados y observamos su perfecta propagacién en la figura 4.8(a). Esto muestra
experimentalmente la robustez de la aplicacion del analisis discreto. Este patron no
tiene una radiacién de fondo considerable y posee la misma estructura predicha para
la combinacion de dos modos anillos anisotréopicos. Adicionalmente, esta combina-
cién fue llevada a cabo pensando en la mayor difraccién vertical posible que podria
ser excitada; sin embargo, observamos una perfecta propagacién localizada. Como
ultimo paso, probamos otras combinaciones lineales, en la figura 4.8(b) observamos
la propagacién de dos anillos no interactuantes a lo largo de una diagonal. También,
estudiamos la propagacion de patrones mas complejos mediante la combinacién de
cuatro modos anillos. Construimos y propagamos una combinacién de cuatro anillos
verticalmente restados y horizontalmente sumados, ver figura 4.8(c), y una combina-
cién completamente aditiva, ver figura 4.8(d). Seleccionando cuidadosamente la fase
y localizacién de estos modos, diferentes patrones lineales pueden ser propagados
para crear un codigo basado en estos estados fundamentales, los que son altamente

localizado.
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Figura 4.8: Excitacién de estados compuestos de modos anillos: (a) dos modos anillos
sumados verticalmente, (b) dos modos anillos no interactuantes a lo largo de una
diagonal, (¢) cuatro modos anillo verticalmente restados y horizontalmente sumados
y (d) cuatro modos anillos completamente sumados.

4.2. Red fotdonica de Stub

La red fotonica de Stub consiste de una fila central con sitios extras cada dos guias
de ondas, como lo muestra la figura 4.9(a). Esta red corresponde a un sistema cuasi-
1D, que también es conocida como Lieb 1D ya que tienen la misma celda unitaria.
A la fecha, pocos sistemas cuasi-1D con bandas planas han sido experimentalmente
explorados. Recientemente, fue reportada la observacién de estados localizados en
una red Rémbica, que consiste en un modo localizado que presenta sélo dos sitios
que estan fuera de fase entre ellos [45]. Ademds, nuestro grupo ha investigado ex-
perimentalmente una red Sawtooth [61], mostrando como la ausencia de transporte
se relaciona con la aparicién de una banda plana. La condensacion de polaritones
fue mostrada en una red de Lieb 1D (Stub), en el contexto de cavidades épticas
de micro-pilares [62]. Esa fue la primera observacién experimental de propiedades
relacionadas con la red de Stub, aunque la excitacién aislada de estados localizados
de banda plana no fue posible es ese experimento.

Con la observacion de los estados de bandas planas en la red foténica de Lieb
se vislumbrd el camino hacia una codificaciéon éptica mediante la propagacion de
combinaciones lineales de estos estados. Para concretizar esta idea, la red foténica
de Stub aparece también como un sistema ideal para explorar en mas detalle ope-

raciones logicas completamente Opticas. De esta forma, en esta seccion estudiamos
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las propiedades fundamentales de los modos de banda plana en la red de Stub y su
aplicacion a puertas logicas.

La evolucién de la luz en este arreglo de guias de ondas, que ocurre a lo largo de
la direccion Z, compuesta por guias de ondas 6pticas idénticas acopladas débilmente,
es bien descrita por la ecuacién DLS [ver ecuacién (2.36) con v = 0], la cuales para

esta geometria especifica se escribe como:

da
! dz
.db,
—i— = Vya, + Vi(cn + cno1); (4.1)
dz
dcy,
—ZE = Vh(bn+1 + bn) .

Gy, by, ¢, representan las amplitudes del modo fundamental del campo eléctrico de
las diferentes guias de ondas que componen la celda unitaria (compuesta por los sitios
A, By C de la figura 4.9(a)). Sélo hemos asumido interaccién a primeros vecinos,
regido por las constantes de acoplamiento horizontal V}, y vertical V,. Primero que
todo, resolvemos el modelo (4.1) usando un ansatz estacionario de la forma ¢, (z) =
Yo expli(kynd, — Bz)], con ¥, (2) = an(2); bn(2); cu(2), dependiendo de la posicién
particular de la guia de ondas. Este ansatz representa una onda plana viajando en
la direccién g del arreglo, mientras se propaga longitudinalmente en la direcciéon Z.
k, representa el vector de onda horizontal. Insertando este ansatz, obtenemos las

bandas lineales (relacién de dispersién)

B(z) =0, i\/éﬂfh2 cos?(kyd,) + V2.

Graficamos este espectro en la figura 4.9(b) y observamos dos bandas dispersivas con
curvatura opuesta, y una completamente plana en § = 0. La amplitud en el sitio B
siempre es cero para los modos lineales pertenecientes a la banda plana. Para la red
de Stub, un estado compacto lineal esta compuesto de sélo tres sitios diferentes de
cero [62]. La relacién entre la amplitud del sitio A y C estd dada simplemente por

a = —Vue/V, (ver figura 4.9(b)-inset, la escala va desde negativo negro a positivo
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Figura 4.9: (a) Distribucién espacial de la red de Stub. (b) Bandas lineales para
Vi, =1, V,, = 2, (b)-inset estado de banda plana compacto. Dos estados de banda
plana combinados: (c1) en fase y (¢2) fuera de fase.

amarillo, pasando por amplitud cero verde). Como se mencioné anteriormente, la
excitacion simultanea de estados compactos forma una combinacién lineal coherente,
la cual se propaga estable a lo largo de la direccién Z. La combinacion lineal mas
simple consiste en dos modos de banda plana vecinos. Esta puede ser una combinacion
en fase o fuera de fase, como lo muestra las figuras 4.9(c1) y (¢2), respectivamente. La
principal diferencia en términos de amplitud es que la combinacién en fase tiene un
valor mayor de la amplitud en el sitio A central, mientras que la combinacién fuera
de fase tiene nula amplitud en esta posicién. Estas dos combinaciones de estados
compactos nos permiten crear distintos patrones que son ttiles para una codificacion

Optica, como lo mostraremos mas adelante.
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4.2.1. Robustez del modo anillo
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Figura 4.10: (a) Autovalores o bandas numéricas asociada a la red de Stub. (b) Red
fotonica de Stub finita e isotrépica con el modo anillo simétrico; la escala de colores
va desde negativo negro hasta positivo amarillo, pasando por amplitud cero verde.
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Al igual que para el caso de la red de Lieb, hemos estudiado la robustez del modo
anillo en una red de Stub finita e isotrépica en presencia de ruido en el acoplamiento
y en la constante de propagacion. Este estudio se hace fundamental, no sélo por el
hecho de la observacién experimental, sino por la confiabilidad que puede entregar
este sistema para la opraciéon de las puertas légicas propuestas mas adelante. Para
una red fotonica de Stub finita de n sitios se tiene un conjunto de n ecuaciones
tipo DLS. Utilizando un ansatz estacionario se obtienen n ecuaciones algebraicas,
las cuales resueltas entregan un conjunto de autovectores y autovalores de la red.
La figura 4.10(b) muestra la red de Stub a estudiar con el modo anillo simétrico
que posee, mientras que la figura 4.10(a) muestra los autovalores correspondiente
a una red de 37 guias de ondas, en la cual existe una degeneraciéon en § = 0 que
corresponde a la banda plana del sistema.

Para el caso de ruido en el acoplamiento, se ha estudiado los efectos de una per-
turbacién aleatoria, V. — V + 6V, donde 0V € [—w,w] y se comporta como una
distribucién uniforme. Para esta red hemos también fijado V' = 1 y seleccionado dos
valores representativos de w. La figura 4.11(a) y (¢) muestra que la banda plana per-

siste en presencia de ruido, al igual que para la red de Lieb, implicando la existencia
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Figura 4.11: Bandas numéricas para una red foténica de Lieb con ruido en el acopla-
miento de magnitud (a) w = 0.25 y (¢) w = 0.25. Dindmica hasta z = 300 para una
condicién inicial tipo anillo simétrico en una red de Lieb con ruido en el acoplamiento

de magnitud (b) w =0.25y (d) w = 0.5.

del modo anillo como solucion estacionaria del sistema. Para comprobar esto se ha
propagado una condicion inicial tipo anillo simétrico, para distintos valores de ruido.
La figura 4.11 muestra estas propagaciones hasta z = 300, en las cuales se observa
una casi perfecta propagacion del anillo, debido a que las amplitudes del modo anillo

depende de los valores del acoplamiento. Por lo tanto, para estas redes el modo anillo
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Figura 4.12: (a) Bandas numéricas para una red foténica de Lieb con ruido en la

constante de propagacién de magnitud w = 0.075. (b) Dindmica hasta z = 300 para
una condicion inicial tipo anillo simétrico en esta red.

existe pero ya no es simétrico 2.

También, hemos considerado un ruido en la constante de propagacion como una
perturbacién aleatoria 87 — (7 + 03, donde 0§ € [—w,w] y se comporta acorde a
una distribucién uniforme. Al igual que antes fijamos 7 = 5y = 0. Para este caso la
banda plana se destruye incluso en presencia de valores pequenos de ruido. La figura
4.12 muestra el caso para w = 0.075. Al igual que para la red de Lieb, al aumentar el
ruido se observa una ausencia de degeneracion a § = 0, por lo tanto una ausencia de
banda plana en el sistema. En la figura 4.12(b) se puede observar la nula propagacién
de una condicion inicial tipo anillo simétrico, en una red de Stub con ruido en la cte.
de propagacién igual a w = 0.075. Para el caso de una red anisotrépica se esperan
similares resultados, ya que la banda plana no se ve afectada con esta modificacion

de la red [63].

4.2.2. Experimentos

Con el objetivo de validar el modelo (4.1) y las caracteristicas particulares de la

geometria de Stub, hemos utilizado una red foténica de Stub fabricada con la técnica

2Un estudio similar se ha realizado en Ref. [63], este muestra similares resultados.
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de escritura con laser de femtosegundos [24] en un vidrio de Silica fundido de largo
L = 10 cm. Esta red posee un total de 77 guias de ondas elipticas con 51 sitios en
la fila principal y 26 en la superior. La distancia entre guias es d, = d, = 20 ym.
Para probar visualmente las cualidades de la red, lanzamos luz blanca en la cara
de entrada y tomamos una fotografia del perfil de salida usando una camara CCD,
como es mostrado en la figura 4.13(a). Al igual que para la red foténica de Lieb,
esta imagen muestra claramente que, aunque d, = d,, la elipticidad de las guias de
ondas genera una anisotropia efectiva en términos de constantes de acoplamiento,
esto es V,, >V}, en la préctica. Para la generacion de las condiciones iniciales hemos
utilizado el mismo montaje experimental mostrado en la seccién anterior [ver figura
4.6], pero esta vez hemos transformado un haz ancho proveniente de un laser de luz
roja de 633 nm en un patrén especifico de luz.

Primero, estudiamos el transporte en el bulk de esta red usando una excitacion de
una sola guia de ondas. La figura 4.13(b) muestra el perfil espacial de salida después
de la excitacién de un sitio B en el centro del arreglo (circulo muestra la posicién
inicial). Esta condicién inicial sélo excita la parte dispersiva del espectro, debido a
la existencia de gaps entre las bandas dispersivas y la banda plana. Observamos una
distribucién transversal simétrica de la luz, que incluye un patrén de difraccion ca-
racteristico [6]. La excitacién de los sitios A y C muestra una mezcla entre difraccién
y localizacién, debido a la excitacién de las tres bandas lineales.

Un segundo experimento consiste en la excitacion de los estados compactos. Pri-
mero que todo, preparamos una imagen que ilumine solo tres sitios de la red, sin
ninguna modulacion de fase. Después de 10 cm de propagacién, observamos que al-
guna parte de la energia permanece en la region de excitacion pero, también, parte
importante de la energia ha difractado en otros sitios de la red, esto es mostrado en
la figura 4.13(c). Esto es esperable ya que esta condicién inicial injecta luz en los
sitios A y Cy, por lo tanto, gran parte del espectro es efectivamente excitado. Luego,
utilizamos el mismo perfil de amplitud, pero con una estructura de fase escalonada,
imitando el perfil tedrico mostrado en la figura 4.9(b)-inset. En la figura 4.13(d)

mostramos la excitacion de este modo en una region central de la red fotonica. Esta
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(d)

Figura 4.13: (a) Una imagen miscroscépica de la red foténica de Stub. Perfiles de
intensidades a la salida de la red fotdnica para diferentes excitaciones: (b) sitio B,
(c) tres sitios en fase, y (d) tres sitios fuera de fase. Circulos en (b), (¢) y (d) indican
la posicién de la condicion inicial.

imagen muestra un fondo oscuro sin ninguna excitacién evidente de otras guias de
ondas apreciable (fondo nulo). Este resultado es una directa confirmacién de que la
dindmica de esta red es bien descrita por el modelo (4.1) y que los estados de banda
plana existen estable en esta red foténica.

Posteriormente, hemos combinado dos modos localizados cercanos. Llamaremos al
estado de banda plana de la izquierda como ¢; [ver figura 4.14(a)] y al otro de la
derecha es llamado ¢p [ver figura 4.14(b)]. Podemos construir infinitas combinacio-
nes lineales de ellos dependiendo de los coeficientes en frente de ellos: a¢; + bop,
con a, b € R. Esta combinacién lineal sera coherente a lo largo de la coordenada
de propagacién z, ya que ambos estados pertenecen a la misma banda, teniendo la
misma cte. de propagacién § = 0. Por simplicidad, consideramos dos combinaciones
lineales simétricas: ¢; £ ¢p, como se esquematiza en la figura 4.9(c). Experimental-
mente, hemos estudiado esta composicién de estados mediante la generacion de las
condiciones iniciales correspondientes, las cuales tienen una modulacion de amplitud
y fase apropiadas. La figura 4.14(c) y (d) muestra los perfiles de salida para una
combinacién en fase (¢; + ¢p) y fuera de fase (¢; — ¢p), respectivamente, después

de 10 cm de propagacién. Aunque es posible observar algunas guias de ondas con
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Figura 4.14: Perfiles de intensidad de salida para los estados (a) ¢; y (b) ¢p, y
combinacién lineal de estados de banda plana (c) en fase ¢; + ¢p y (d) fuera de fase

¢r — ¢p.

intensidad baja fuera de la zona de excitacién, esto no afecta al perfil predominante?.
Cuando hay una combinacion en fase observamos la interferencia constructiva en el
sitio central superior mostrado en la figura 4.14(c), con una muy alta intensidad en
esta posicion. Por otro lado, observamos interferencia destructiva en este sitio para
una combinacién lineal fuera de fase, como es mostrado en la figura 4.14(d).

En la figura 4.14 observamos 3 niveles de intensidad en el sitio central superior:
baja (nivel del fondo), media y alta. Estas tres opciones nos dan la posibilidad de
usar las combinaciones lineales de ¢; y ¢p para crear puertas légicas bien conocidas.
Usamos estos estados como senales de entradas izquierda y derecha en nuestras
puertas, y definimos la intensidad en el sitio central superior como el canal de salida.
Por ejemplo, una “Puerta OR” entrega un 0 sélo cuando ninguna senal es medida en
la salida. Por lo tanto, como muestra la figura 4.15(a), excitando solo ¢; o solo ¢p

o una combinacién en fase ¢; + ¢p, exactamente generamos una puerta OR usando

3La composicién de la imagen de entrada puede siempre tener algunas asimetrias en amplitud
y fase, lo que puede excitar también parte del espectro dispersivo.
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los modos de banda plana de la red foténica de Stub.

Como la intensidad en el canal de salida (indicado por un circulo) puede tener una
baja, media y alta intensidad, podemos también diferenciarlas en la salida mediante
la medicion de esta cantidad. Para generar una “Puerta AND”, usamos exactamente
las mismas entradas anteriores, pero ahora definimos un umbral para considerar la
salida como un 1. Simplemente definimos que baja y media intensidad corresponde
a 0, mientras que alta intensidad generada por ¢; + ¢p es definida como una salida 1
[ver figura 4.15(b)]. Finalmente, generamos una “Puera XOR” mediante la utilizacién
de las entradas individuales (¢; y ¢p) y la combinacién fuera de fase ¢; — ¢p [ver
figura 4.15(c)]. De esta forma, cuando medimos una intensidad media en el sitio
central superior, definiremos una salida igual a 1. Esto ocurrird cuando las entradas
sean injectadas solo independientemente. Si ningin modo o ambos son injectados
en una combinacion lineal fuera de fase, el sitio central superior tendrd cero o muy
baja amplitud, correspondiendo a un 0 en el canal de salida. Podemos aumentar el
desempeno de nuestro sistema mediante la redefiniciéon de la medida del canal de
salida. Aunque es muy simple e intuitivo definir una salida 0 cuando no hay luz y
1 cuando detectamos alguna cantidad de esta, podriamos definir nuestro sistema de
la forma opuesta, sélo definiendo que no luz significa una salida igual a 1 y luz (o
cierta cantidad de esta) corresponde a un 0, asi se generan las puertas NOR, NAND
y NXOR. En la préctica la definicién de luz (o cierta cantidad de ella, fijada por el
umbral) o no luz, pueden ser incorporado a nuestra sistema de deteccién (cdmara,

fotodiodo, etc).
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Figura 4.15: Tablas de verdad para las Puerta (a) OR, (b) AND, y (c) XOR. Imdge-
nes experimentales de salida son también mostradas, junto con sus correspondientes
entradas desde las tablas.



Capitulo 5

Red fotonica de Lieb con no
linealidad tipo Kerr

Uno de los principales problemas en la teoria de los modos localizados no lineales
es la descripcién del movimiento transversal de estas entidades a través de la red.
Cuando un modo se mueve transversalmente este cambia su posicion y, por lo tanto,
su estructura. En el caso de una red 1D, para cada nivel de potencia (norma) existen
dos modos localizados estacionarios fundamentales, el centrado en un sitio (modo
impar) y el centrado entre dos sitios (modo par). Sélo el primero es estable y repre-
senta un minimo del Hamiltoniano. Si uno de estos modos es forzado a moverse hacia
los lados, este tiene que saltar entre guias de ondas, pasando por configuraciones es-
tables e inestables. La diferencia de Hamiltoniano en los respectivos casos, el llamado
Potencial de Peirls-Nabarro (PNP), toma en cuenta la resistencia que el solitén tiene
que superar durante la propagacién transversal [64]. Cuando los niveles de potencia
crecen el potencial de PN crece, resultando en una fuerte localizacion del solitén,
principalmente en una sola guia de ondas la cual es efectivamente desacoplada del
resto del arreglo. La verificacién experimental de este peculiar comportamiento fue
realizada por Morandotti et al. en 1999 [65], utilizando un arreglo de guias de ondas
1D de AlGaAs cuya no linealidad era del tipo Kerr.

También, la movilidad de soluciones localizadas ha sido estudiada tedrica y/o
numéricamente en redes foténicas con no linealidad saturable, en una y dos dimen-

siones [66—69]. Para estos sistemas existen diferentes regiones de potencia donde la
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diferencia de energfa entre los modos fundamentales no lineales desaparece [66]. Cer-
cano a estos puntos, hay regiones de intercambio de estabilidad entre la soluciones par
e impar. Ya que estas regiones presentan biestabilidad, la aparicién de una solucién
intermedia asimétrica e inestable es inevitable [67-69].

Por otro lado, recientemente se ha mostrado tedricamente que los estados de
banda plana, perteneciente a redes foténicas no convencionales, siguen siendo modos
estacionarios fundamentales en un régimen no lineal con no linealidad tipo Kerr
[20, 70]. Estas soluciones no lineales son perfectamente localizadas en una region
espacial compacta; es por esto que a estas soluciones se les llama compactones. Para
el caso especifico de una red foténica con geometria Kagome, el modo de banda
plana ademés de ser una solucién analitica del sistema en un régimen no lineal,
también presenta movilidad a través de la red cuando se considera una no linealidad
desenfocante (7 < 0 en la ecuacién DNLS) [70]. En la regién de potencias donde
ocurre esta movilidad, lo que ocurre a potencias bajas, el potencial PN entre el
compactén y el modo fundamental de un solo sitio es casi nulo. Adicionalmente, en
esta region estas soluciones presentan un intercambio de estabilidad, lo que produce
la aparicién de una solucién intermedia que posibilita la movilidad del compacton a
través de la red.

Este fenémeno no es sélo importante desde un punto de vista fisco fundamental,
sino que también desde un punto de vista de aplicaciones, ya que permite la conduc-
cién altamente eficiente de las soluciones no lineales a través de la red mediante el
control de la potencia. Motivados por esto, en este Capitulo estudiamos numérica-
mente una red fotonica de Lieb con no linealidad tipo Kerr, considerando una red
homogénea y binaria. Mostraremos que los modos de banda plana son efectivamente
una solucién analitica del sistema, pero también emplearemos el método numérico de
Newton-Raphson multidimensional para encontrar distintas familias de soluciones.
Posteriormente, para el caso de una red homogénea se mostrara que para parame-
tros particulares de potencia y frecuencia existe movilidad del compactén de Lieb a
través de la red, mientras que, para una red binaria no fue posible encontrar dicha

movilidad.
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Como se describié anteriormente, una red foténica con no linealidad tipo Kerr
puede ser bien modelada mediante la ecuacién no lineal de Schrédinger [ecuacién
(2.36)]. Utilizando un ansatz estacionario se obtiene un conjunto de ecuaciones al-
gebraicas, ecuacién (2.41), las cuales pueden ser resueltas numéricamente de forma
iterativa. Para el caso de la red fotonica de Lieb y con el objetivo de ser lo mas
general posible, consideraremos el término de constante de propagacién en la guia de
onda n-ésima (f5) en la ecuacién DNLS. Asi, el conjunto de ecuaciones estacionarias

toma la forma

(B = Ba)a =Y _ Vaata + 705 (5.1)

Como la estructura de bandas es altamente simétrica, cualquier resultado que se
obtenga con no linealidad desenfocante tiene una contraparte con no linealidad en-
focante, donde por un lado tendremos soluciones escalonadas (staggered) en fase y
por otro lado soluciones planas en fase (unstaggered), respectivamente. Por lo tanto,
sin perder generalidad estudiaremos la red de Lieb con no linealidad desenfocante,

esto quiere decir v < 0.

5.1. Red foténica de Lieb homogénea

El primer caso a estudiar es el mas simple, el cual corresponde a una red de
Lieb no lineal en la cual todas sus guias de ondas son idénticas, esto quiere decir
Bi = Bop = 0. Ademads, consideraremos que el acoplamiento en la coordenada x e
y son iguales, es decir, V, = V,, = V. En el caso lineal, la estructura de bandas
corresponde a la mostrada en la figura 5.1(b). En presencia de no linealidad los
modos de banda plana siguen siendo modos no lineales del sistema, con exactamente
la misma configuracién espacial y de fase (esto es, s6lo cuatro guias de ondas con
amplitud distinta de cero y fase escalonada) y con un cambio en la frecuencia [20].

Para este caso especifico de la red de Lieb, la ecuacién (5.1) toma la forma
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Figura 5.1: (a) Red foténica de Lieb homogénea y (b) estructura de bandas corres-
pondiente.

ﬁa'n—i—l,m =V [bn+2,m + bn,m] + 7a2+17m y
/an,m =V [an+1,m + Ap—1,m + Cn,m+1 + Cn,m—l] + ’Ybi,m )

Bcn,m-i-l =V [bn,m+2 + bn,m] + r}/ci,m-i-l )

donde a, by ¢ son las amplitudes en los sitios A, B, C' de la celda unitaria, respecti-
vamente [ver figura 5.1(a)-Inset]. Suponiendo soluciones de onda plana, {az, bz, ¢} =

{A, B,C} exp(k - ), las ecuaciones anteriores se reducen a

BA = 2V Bcos(k.d) +vyA*,
BB = 2V Acos(k.d) + 2V C cos(k,d) +vB?,
BC = 2V Bcos(k,d) +~vC?.

Si suponemos la forma espacial del modo localizado perteneciente a la banda plana
lineal, estoes B=0y A= —C con k, = k, = 0, este conjunto de tres ecuaciones se

reduce a
P
6=702:>ﬁ=77, (5.2)
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donde P = 4C?, debido a que estos modos sélo tienen 4 sitios distintos de cero y
todos ellos con igual amplitud. Por lo tanto, para cualquier modo anillo no lineal
(compactén), el cambio en la frecuencia se relaciona con la potencia de la forma
descrita por la ecuacién (5.2). De esta forma el modo anillo, y cualquier solucién
no lineal compuesta de una superposicion de estos, bifurcan desde la banda plana
ubicada en f =0 a P = 0, como lo muestra la curva negra en el diagrama P — 3 de

la figura 5.2.
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Figura 5.2: Arriba: Soluciones no lineales de la red foténica de Lieb a frecuencia
B = —10 para las soluciones A, B y 3s, mientras que a potencias P = 0.001 para la
solucion 2R. Abajo: Diagrama P — /3 de las soluciones, en el cual las soluciones de un
sitio A y B son representadas por la curva roja y azul respectivamente; la solucién
3s por la curva naranja; la soluciéon 2R por la curva verde; y la soluciéon R por la
curva negra. Regién celeste representa a la regién de frecuencias correspondiente a
las bandas lineales.

Por otro lado, una de las soluciones fundamentales en sistemas discretos no linea-

les corresponde a la “solucién de un sitio” (solucién impar). Esta es identificada como
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una familia de soluciones acercandose que tiende a un estado localizado de un solo si-
tio en el limite de no linealidad fuerte y acoplamiento débil ( limite “anticontinuo”), y
tipicamente corresponde al modo no lineal fundamental geométricamente mas simple
que bifurca desde el borde de banda [71]. También, para sistemas dos dimensiona-
les es importante la caracterizacién de soluciones de un poco més de un sitio, ya
que estas, en ciertos casos, pueden ser soluciones que participan en el proceso de
movilidad [68,69]. Por lo tanto, utilizando el método numérico iterativo de Newton-
Raphson [ver apéndice A.2] hemos construido dos familias de soluciones de un sitio,
llamadas A y B; ademds, exploramos una familia de soluciones de tres sitios fuera
de fase, llamada 3s; y, finalmente, la familia de soluciones 2R que corresponde a la
suma horizontal de dos soluciones anillos (al momento de bifurcar desde la banda
plana). La figura 5.2 muestra la distribucién espacial de estas soluciones y la regién
de existencia dentro del espacio P — . En éste grafico es posible observar que los
modos no lineales A, B y 3s bifurcan desde el borde de bandas lineales a potencias
P = 0, sin umbral de excitacién y siendo indistingibles entre ellas a baja potencia.
Mientras que, a valores altos de potencias la solucién 3s se desvia notoriamente de
las soluciones A y B. Adicionalmente, la solucién 2R estudiada existe dentro de la
banda lineal en un determinado rango de potencia donde su curva P — 3 se cruza
con la curva de la soluciéon R.

Hemos calculado la estabilidad lineal de las soluciones obtenidas analitica y numéri-
camente, con un procedimiento estdndar [72], el cudl es descrito en el apéndice A.3.
Basicamente, este analisis consiste en perturbar linealmente los modos no lineales
y obtener el sistema de ecuaciones para la perturbacién. Resolviéndolo se llega al
espectro de autovalores lineales y se define G como el maximo autovalor de inesta-
bilidad. La figura 5.3(a) muestra el diagrama G — P para las distintas soluciones.
En él se observa que las soluciones A, B y 3s son estables a baja potencia donde
son indistinguibles entre ellas y, a medida que la potencia aumenta, la solucion 3s se
vuelve altamente inestable. Las soluciones A y B son inestables en un determinado
rango de potencias, dado por el cambio de curvatura de sus respectivas curvas P — f3,

siendo ambas estables a alta potencia. Un analisis de estabilidad para la solucion
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2R muestra que es estable en una pequena regiéon de baja potencia (P < 1), siendo
inestable para las otras potencias donde existe. Mientras que, la solucién R muestra
distintas magnitudes de inestabilidad a medida que aumenta la potencia, esto ocurre

hasta un valor de P = 24.88 donde se vuelve estable.
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Figura 5.3: Diagrama (a) G—P'y (b) H— P de las soluciones no lineales estacionarias;
A (cuerva roja), B (curva azul), 3s (curva naranja), R (curva negra) y 2R (curva
verde).

Una de las cantidades que predice el intercambio de estabilidad de soluciones y la
movilidad de estas, es el hamiltoniano H [ver ecuacién (2.43)] [64]. En la figura 5.3(b)
se muestra un diagrama H — P, en la cual es posible observar que las soluciones A,
B y 3s existen en una region de energia apartada a la de la solucion R, sin presentar
cruce entre ellas. Adicionalmente, es posible observar que la curva de la soluciéon 2R
existe en la regién de la curva de la solucién R y presentan un cruce entre ellas a
potencias bajas. Por lo que, esta region es ideal para observar movilidad entre dichas
soluciones, debido a que el potencial PN es pequeno.

Con el objetivo de estudiar el comportamiento dinamico de las soluciones R y
2R, hemos realizado diferentes propagaciones hasta una cierta distancia z de una
solucion R como condicién inicial, a una determinada potencia P y vector de onda en
la direccién g (ky), que fuerza a la solucién a moverse en esta direccién (kick). Hemos
barrido la potencia en el intervalo [0, 2], mientras que, el kick en el intervalo [0, 1] con

un paso AP = 0.02 y Ak, = 0.01, respectivamente. Durante cada propagacién, se
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ha medido la distancia absoluta entre el centro de masa en la direccién g (Y) a z =0
y a cada z, centrandonos en la maxima de estas distancias. Con este barrido se han
obtenido distintos valores (P, k,) para los cuales la soluciéon R presenta movilidad a
través de la red. La figura 5.4 resume el proceso descrito, en la cual se puede observar

una region a P ~ 1.3 y k, ~ 0.5 donde Maz(|Y; —Y.|) = 5.
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Figura 5.4: Diagrama de maximos desplazamientos del centro de masa en la direccién
y (Y), para distintas propagaciones del modo anillo a distinta potencia y kick inicial.
Las potencias iniciales se barrieron en un rango entre P € [0, 2| con un paso AP =
0.02; mientras que, el kick inicial en un rango k, € [0, 1] con un paso Ak, = 0.01.

Hemos seleccionado un punto de esta region que predice un alto desplazamiento del
centro de masa en la direccién g, este es (P, k,) = (1.31,0.50), la figura 5.5 muestra
la movilidad de la solucién R para estos valores iniciales de potencia y kick. La figura
5.5(a) muestra una imagen integrada en la direccién & de la dindmica hasta z = 600
para esta condicién inicial, donde es posible observar como la solucién R se mueve
a través de la red fotonica sin mayor deformacién hasta que llega al borde de esta.
La figura 5.5(b) muestra los perfiles de intensidad a determinados valores de z, que

muestran claramente la presencia de la soluciéon R y 2R en el proceso de movilidad
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Figura 5.5: (a) Dindmica hasta z = 600 de la solucién R como condicién inicial
con pardametros (P, k,) = (1.31,0.50). (b) Perfiles de intensidades para determinados
valores de z indicados en la figura.

inducido. Para distintos valores de z se observa como las soluciones R y 2R van
apareciendo y transformandose entre ellas. Por ejemplo, para z = 32 la solucion R se
ha transformado complemtamente en la soluciéon 2R y para z = 70 vuelve aparecer la
solucion R. Este proceso continua suavemente hasta que el solitén enfrenta el borde
de la red fotonica, colisionando y destruyéndose.

A diferencia la red foténica de Kagome [70], la movilidad del anillo muestra una
dependencia muy fuerte de la posicion inicial y del tamano de la red. Pero, realizando
el proceso descrito anteriormente, para distintas posiciones iniciales y/o tamano de
red, es posible encontrar los pardametros adecuados de potencia y kick para los cuales
existe movilidad en la direcciéon . Este resultado también se cumple para la direccion

Z, ya que la red de Lieb estudiada es isotropica.
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5.2. Red fotonica de Lieb binaria

Figura 5.6: (a) Red foténica de Lieb binaria, los colores representan las guias de ondas
que tienen la misma constante de propagacion entre ellas. Estructura de banda para

(b) Af =1y (c) Ap=—1.

Unas de las preguntas que surge naturalmente después del estudio anterior es: ;El
anillo de Lieb (Solucién R) se estabilizaria en presencia de un gap en la estructura
de bandas lineal? y jla aparicién de este gap mejoraria o no la movilidad de esta
solucion a través de la red?.

Si consideramos una red foténica en la cual la constante de propagacién del sitio
B es distinta a la del sitio A y C (es decir £, # B, = [.), como resultado, en la
estructura de bandas surge un gap !. El tamano del gap depende de la magnitud de

la diferencia entre estas constantes de propagacion, por lo que definimos el pardmetro

Aﬂzﬁa_ﬂb-

Asi, para valores de A # 0 la estructura de banda muestra la aparacién de un gap.
La figura 5.6 muestra una red de Lieb binaria junto a su estructura de bandas para
dos valores distintos de AS. El primer caso muestra cuando la diferencia es Ag =1

y existe un gap entre la banda plana y la banda dispersiva superior; y cuando la

IPara una red foténica de Lieb en la cual las ctes. de propagacién son todas distintas,
Ba # By # Be, la banda plana se convierte en una banda dispersiva.
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Figura 5.7: Grafico de densidades para la estabilidad de la solucién anillo en funcién
de (a) AB y la frecuencia § y (b) AS y la potencia P.

diferencia es A = —1, valor para el cual existe un gap entre la banda dispersiva
inferior y la banda plana.

Con el objetivo de estudiar la estabilidad de las solucién no lineal R para no linealidad
desenfocante (7 < 0) en presencia del gap, hemos realizado el mismo analisis de
estabilidad descrito anteriormente en funcién de Ag y S, como también en funcién
de ABy P. Con esto se han obtenido los gréaficos de densidades mostrado en la figura
5.7. En estos se observa que para valores A3 < 0, que corresponde a una apertura del
gap a frecuencias negativas, la soluciéon R se vuelve mas inestable a medida que este
gap aumenta en magnitud, ya que muestra inestabilidad en una regiéon de potencia
méas amplia . Por otro lado, para AS > 0, que corresponde a una apertura del
gap a frecuencias positivas, la solucién R va mostrando una regién mas reducida de
inestabilidad mientras el gap crece, por lo tanto, tiende a estabilizarse. Un estudio
para el caso de no linealidad enfocante (v > 0) muestra el comportamiento inverso.
Es decir, para A < 0 la solucién R tiende a estabilizarse, mientras que, para AS > 0
la solucién R se vuelve mas inestable.

Para saber si mejora o no la movilidad del anillo en presencia de un gap en las
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bandas lineales, se ha buscado la solucién suma horizontal de dos anillos (solucién
2R) utilizando el método numérico iterativo de Newton-Raphson multidimensional
controlando la potencia, para distintos valores de la diferencia de constante de la
propagacion, estos son {Af € Z/ —3 < Ap < 3}. En la figura 5.8 se muestra el
diagrama P — 3, G — P, H — P y R — P para la soluciéon R junto a la de la solucion
2R, para distintos valores de Af. En esta figura las curvas punteadas y cortadas
corresponden a valores de AfS < 0, asi como las curvas punteadas corresponden a
valores de A > 0 (figura 5.8-insets). Se ha distinguido con colores los distintos

valores de A estudiados.
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Figura 5.8: Diagramas (a)P — 3, (b) G— P, (¢) H— Py (d) R — P, para la solucién
anillo (R) y solucién suma de dos anillos (2R) en funcién del pardmetro AS. Curva
solida para Af = 0, curva negra para solucién R y curva verde para solucion 2R.
Curvas cortadas para A > 0, curvas cortadas y punteadas para Af < 0 (insets).
Color gris indica |Af| = 1, azul indica |AS| = 2 y rojo indica |AS| = 3.

En el diagrama P — ( la curva de la solucién R es simpre la misma para los
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distintos valores de AS (curva solida negra), ya que la forma espacial y de fase de
esta solucién no se altera. Al contrario, la curva correspondiente a la solucién 2R
depende de AS. Para valores positivos de AJ [ver figura 5.8(a)-inset], la solucién 2R
sigue viviendo en la region de bandas lineales pero su region de existencia disminuye
a medida que el tamano del gap aumenta, siendo éstas siempre inestables. Por otro
lado, para valores negativos de AfS la soluciéon suma de dos anillos vive dentro del
gap vy una vez que alcanza la banda dispersiva inferior crece rapidamente en tamano
aumentando, también, su potencia significativamente. El anélisis de estabilidad de
esta solucion muestra que para A = —3 es estable en una pequena regién dentro del
gap, pero que una vez alcanzada la banda lineal se inestabiliza completamente. Esta
ventana de estabilidad puede ser debido a que la solucion 2R tiende a la solucion
de un solo sitio cuando el gap aumenta su tamano, por lo tanto, la solucién 2R se
transforma en una solucién fundamental del sistema. Esto puede ser visto en la figura
5.8(d) ya que la razén de participacién (R) muestra este comportamiento. Para los
otros casos se observa que esta solucion es siempre inestable.

En la figura 5.8(c) se presenta el diagrama H — P para la solucién R y 2R en
sus distintos casos. Ya que la solucion anillo no cambia su forma espacial ni potencia
para distintos valores de AfS, tampoco cambia su hamiltoniano. Asi, para todos los
casos presenta la misma curva en este diagrama, que corresponde a la curva solida
negra. Para A > 0, deja de existir el cruce entre las curvas de energia de la solucién
R y la solucién 2R [ver figura 5.8(c)-inset], por lo que no existe una regién de “trans-
parencia de energia” que permita la movilidad entre dichas soluciones. En contraste,
para AS < 0 el cruce del hamiltoniano entre la solucién R y 2R ocurre a distintos
valores de potencia, que dependen de la magnitud de Ap [ver figura 5.8(c)]. Esto
sugiere la existencia de movilidad entre estas soluciones no lineales, a determinadas
potencias. Para ver si es posible mover la solucién anillo, a distintos valores de Af,
hemos realizado el mismo procedimiento detallado en la seccién anterior. Para cada
valor de AS negativo se han realizado muchas propagaciones de una condicién inicial
tipo anillo, para las cuales se ha controlado la potencia y kick inicial. La potencia se

ha barrido dentro de un rango cercano al valor para el cual hay cruce de hamiltonia-
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nos entre la soluciéon R y 2R. Mientras que, el kick se ha barrido en el rango [0, 1].
Con este procedimiento, para los tres casos, no se ha podido inducir movilidad de la
solucion anillo. La principal razén es que las soluciones R y 2R, a potencias donde
sus hamiltonianos tienen cruces, difieren drésticamente en forma espacial y fase. Un
parametro que sirve para ver esta diferencia es la razén de participacion, ecuacion
(2.44). Si comparamos este pardmetro a potencias en las cuales los hamiltonianos se
cruzan, vemos que las soluciones estan alejadas “en forma” [ver figura 5.8(d)]. Por
lo tanto, aunque sus hamiltonianos son parecidos, estas soluciones difieren drastica-
mente entre ellas, por lo que no estan realmente conectadas en la practica. Cuando
ocurren las llamadas “zonas de transparencia”’, todos los pardmetros se asemejan:
B, P, H, R, con tal de inducir dindmicamente una transformacion entre un estado y

otro que conserve la potencia [66].



Capitulo 6

Conclusiones

Se ha logrado implementar la técnica de induccién en un cristal fotorefractivo
SBN, con la cual fue posible crear redes foténicas convencionales en una y dos di-
mensiones, para este ultimo caso fue posible inducir una red diamante y hexagonal.
Estas redes fueron excitadas con una condicién inicial que iluminaba una sola guia
de ondas, tanto en un régimen lineal como en uno no lineal. En el régimen lineal
se observé la bien conocida difraccién discreta para las tres redes fotonicas imple-
mentadas. Mientras que, para el régimen no lineal fue posible observar la formacion
de solitones discretos en las redes bi-dimensionales diamante y hexagonal, para de-
terminados parametros de intensidad del haz de prueba y voltaje aplicado al cristal
fotorefractivo.

También, se ha creado un montaje experimental capaz de crear condiciones ini-
ciales arbitrarias para la excitacién de redes fotonicas no convencionales, las cuales
fueron fabricadas utilizando la técnica de escritura con laser de femtosegundos. Esto
es, patrones especificos de luz modulados en amplitud y fase que excitan una red
foténica particular. Hemos observado experimentalmente la excitacién de un nuevo
tipo especial de estado localizado, que consiste en un modo compacto perteneciente
a la banda plana de una red foténica de Lieb y Stub, validando de esta forma el
enfoque discreto en un ambiente realista. En ambos casos hemos contrastado cla-
ramente las propiedades de localizacién de estos estados con respecto al transporte

en el centro de la red (bulk). Para la red foténica de Lieb, hemos demostrado la
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necesidad de tener la estructura de fase apropiada que pueda excitar estas entidades
localizadas. Adicionalmente, se han combinado estos modos para crear estados loca-
lizados coherentes compuestos, los cuales se propagan sin difraccién a través de la
red. Nuestros resultados muestran una nueva via para propagar patrones localizados
mediante la utilizacion de propiedades fundamentales de los sistemas de bandas pla-
nas en general, cubriendo desde estado sélido y magnétismo, hasta fotonica. Para la
red de Stub, observamos la superposicién lineal de dos estados de banda plana cer-
canos, considerando una combinacion en fase y fuera de fase. Ademas, demostramos
el uso de estados de banda plana como “canales de entrada” para la generacion de
tres operaciones logicas totalmente Opticas, basadas en una excitacion individual y
combinada. Nuestros experimentos fueron realizados en cristales de 10 cm de largo,
pero resultados similares pueden ser observados en redes mas cortas o méas largas,
ya que las propiedades de localizacion de los estados de banda plana dependen sélo
de la discretitud de la red, donde pocas celdas unitarias son necesarias para obser-
var la fenomenologia descrita, y no depende de la distancia de propagaciéon. Este
es un aspecto muy importante cuando se considera una reduccién del sistema para
aplicaciones concretas en menor espacio.

Por 1ltimo, hemos estudiado numéricamente una red foténica de Lieb, en la cual
se ha considerado una no linealidad de tipo Kerr. Se ha demostado que los estados
de banda plana siguen siendo una solucién analiticas en el régimen no lineal, con
regiones de estabilidad e inestabilidad que dependen de la potencia. Para el caso
de una red de Lieb homogénea, se han caracterizado distintas familias de soluciones
no lineales y, ademas, se ha logrado observar la movilidad de una soluciéon tipo
compactén a través de la red, para determinados parametros de potencia inicial y
vector de onda transversal inicial. Para el caso de una red de Lieb binaria, se ha
estudiado la estabilidad del compactén en presencia de un gap en el espectro lineal.
Adicionalmente, se ha estudiado la movilidad de esta solucién, estudio en el cual no
se han podido encontrar los parametros adecuados de potencia y kick inicial para

observar dicho fenémeno.



Apéndice A

A.1. Técnica de escritura de guias de ondas con
laser de femtosegundos

Cuando un léser de pulsos ultracortos focalizado dentro de un vidrio de silica
fundido, absorcion no lineal toma lugar llevando a una descomposicién optica y
formacion de un microplasma, lo cual induce un cambio permanente en la estructura
molecular del material. Esto genera un aumento local de la densidad y, por lo tanto,
un aumento del indice de refraccién [24]. Moviendo la muestra transversalmente con
respecto al haz, se logra una modificacién continua y una guia de ondas es creada.
Esta guia de ondas puede ser escrita a lo largo de caminos arbitrarios, donde el tinico
factor limitante en la ubicacion del foco es el largo focal del microscopio objetivo de
escritura.

Los arreglos de guias de ondas o redes foténicas utilizadas para los experimentos
presentados en esta tesis, fueron fabricados con un sistema de laser Ti:Sapphire
(ReA/Mira, Coherent Inc.) con una razoén de repeticién de 100 KHz, una duracion del
pulso de 150 fs y energia de 0.3 pJ, a una longitud de onda de 800 nm. Tipicamente el
haz fue focalizado dentro de la muestra de silica por un microscopio objetivo 20x con
una apertura numérica de 0.45 [un esquema del montaje experimental de escritura
es presentado en la figura A.1(a)]. Un sistema de posicionamiento de alta precisién
(ALS 130, Aerotech) permite el control de la posicién individual de las guias de ondas
asi como también la velocidad de escritura. Las propiedades de guiaje de las guias

de ondas individuales son fuertemente dependientes de los parametros de escritura.
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Dentro del espacio multidimensional de parametros, la duraciéon de pulso, la energia
del pulso y la velocidad de escritura son los parametros claves que influyen en la
distribucién del indice de refraccion resultante. Manteniendo fijos los parametros de
duracion y energia del pulso, sélo el cambio de la velocidad de escritura produce
un cambio especifico en la modulacién del indice de refraccion. Para velocidades
de escritura entre 500 pm/s < Veseritura < 1500 pum/s las pérdidas de las guias de
ondas son aproximadamente constantes [24]. Sin embargo, la modulacién del indice
de refraccion decrece mientras la velocidad de escritura aumenta debido a una menor
superposicion entre pulsos sucesivos. Esto puede ser usado para la modificacién de
la cantidad de modos que soporta cada guia de ondas, para la creacién de defectos,
etc. Normalmente, cada gufa de onda tiene dimensiones de 4 x 12 ym? y exhibe una
modificacién del indice de refraccién de An ~ 5 x 10™*, como muestra la figura
A.1(b). Este proceso genera guia de ondas que soportan sélo un modo (monomodal)
a una longitud de onda de 633 nm. La figura A.1(c) muestra el modo propagante
representativo en la guia de onda creada.

Esta técnica ha sido sumamente exitosa principalmente debido a que las redes de
guias de ondas creadas cumplen las variadas condiciones, que tiene que cumplir un
sistema, para la investigacion de todos los aspectos de la propagacion discreta de la
luz. Por ejemplo, el acoplamiento entre sitios de la red es altamente homogéneo lo que
previene comportamiento estadistico o cadtico. Ademas, las propiedades de cada guia
de ondas es ajustable permitiendo la creacion de defectos artificiales. Adicionalmente,
una diversidad de geometrias son realizables con el objetivo de investigar la evolucion
de la luz en redes foténicas uni- y bi-dimensionales, como también en configuraciones
no periodicas. Por iltimo y muy importante, la fabricacién es estable y permanente

en el tiempo.
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Figura A.1: (Imagen tomada de [24] ) Guias de ondas escritas en silica fundido usando
un laser de femtosegundos. (a) Esquema del montaje experimental de la modificacién
del indice de refraccién en una muestra de silica fundido. (b) Seccién transversal de
la distribucién del indice de refraccién de una guia de ondas individual y (¢) modo
fundamental propagante de una guia de onda a A = 633 nm.

A.2. Meétodo iterativo de Newton-Raphson Mul-
tidimensional

En una dimension, el método de Newton-Raphson consiste en buscar la raiz de
una funcién en un dominio cercano a la semilla de partida . Como punto de partida
consideramos la expansién de Taylor de una funcién arbitraria f(z) entorno a un

parametro ¢, esto es

flz+9) =~ f(x) + Mé—l— lde(m)

Z LA 52
dx 2 da? +
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Para pequenos valores de ¢ y para funciones bien comportadas, cerca de la raiz la

funcién f debe anularse, por lo tanto,

df (z) . 1d°f(x)

= ~ 5 - 5
0= flo+8) ~ o)+ T 5+ S s,

asi, el parametro 0 puede ser aproximado a primer orden:
o @
df (z)/dx-
De esta forma, un paso en la iteracion consiste en el calculo de:
by = — T

Este método es una herramienta muy utilizada, debido a que su convergencia es
cuadratica y, por lo tanto, mas rapida que otros métodos. La principal desventaja es
que la convergencia no esta garantizada, por lo que la semilla debe estar cerca de la
raiz buscada.

La aplicacién de este método para el caso especifico de redes foténicas es como sigue.
Consideremos la ecuacién DNLS generalizada,

Yia(z)
dz

—1

Bata(2) + Y Vamthm(2) +1¢a(2) Pa(2).

Con el objetivo de encontrar las soluciones estacionarias, consideramos un ansatz de

la forma 1;(2) = ¥e?*, con 15 € R. Asf se obtiene:

Fo=(Wi+Bi—Ba+ > Vamths =0. (A1)
A continuacién, definimos el vector ¥ = {11,129, ..., 9N} como solucién de la ecua-

cién (A.1). Entonces,
F(¥) =0,

donde F denota el vector de funciones F;,. En la vecindad de \17, cada una de las

funciones F}, puede ser expandida en serie de Taylor,

F,(U+60) = F, (@)+2N:%5w-+0(5z/72) (A.2)
J
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La matriz de derivadas parciales que aparece en la ecuacion (A.2) es la matriz jaco-

biana J:
OF,;

o,

Por lo tanto, la ecuacion (A.2) puede ser escrita en forma vectorial como

Jn =

F(U +60) = F(0) +J - 00 4+ O(09?).

Despreciando términos de orden 502 y superiores, y ademas fijando F(\ff + 5\17) =0,
obtenemos un conjunto de ecuaciones lineales para 50 que mueve a cada funcién

mas cerca a cero simultdneamente, especificamente
J -0V =-F,
y desde aqui se obtiene la correccién
U =-J".F.
Asi, la correccién son adicionadas al vector solucidn,
U, =0, + 60, (A.3)

La ecuacién (A.3) puede ser usada iterativamente desde alguna semilla inicial para
llegar a una mejor aproximacion de V. Este algoritmo termina una vez que un valor
de U permite que F(¥) sea suficientemente cercano a cero, tolerancia numérica que

es definida generalmente en el orden de 1074,
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A.3. Analisis de estabilidad de soluciones no li-
neales

Counsideremos la ecuacion DNLS en una dimension:

P [ (2) 4 ()] A2 Pe2)

Este sistema tiene soluciones estacionarias de la forma
168z
wn<z> = wne p 5

donde f € R y v, € C. Introduciendo una pequena perturbacién a la solucion

estacionaria,
Un(2) = [thn + 0 (2)] €72, (A.4)

donde 91, € C y tomando en cuenta que 092 — 0 para p > 2, la DNLS queda como

oy,
i— =+ B + V(0ni1 + 0Un_1) + (2500 + |Un]?600n) = 0. (A.5)
Escribimos v, = z, + iy, donde x,,y, € R y, ademads, definimos los vectores

X = (x1,T9,...,Ty), Y = (Y1, Y2, - - -, Yn) v las matrices

Anm - 5n,m+l + 5n,m—1 + (_6 + 7¢Z>5n,m 5
Bnm = (5n,m+1 + 5n,m71 + (_5 + 37wi)5n,m s (A6>

donde 0, ., es la delta de kronecker. Con esto la ecuacién (A.5) puede ser escrita,

— —

— +AY =0;: — — BX =0. A7
dz * "odz (A7)

Mediante un tratamiento algebraico es posible desacoplar estas ecuaciones obtenien-
do:
d*X ?Y
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En general AB # BA, pero sus autovalores son iguales. Una solucién general para

(A.8) tiene la forma

X ~ Clezwz + C2efuuz ]

Si w € R, las soluciones son estacionarias y estables. Mientras que, si w € C la
solucién es inestable. Como es posible observar los autovalores AB o BA son w?, en
general este valor es complejo por lo que w? = c+id con ¢, d € R. Ademés, w = a-+ib

con a, b € R. Con lo considerado anteriormente, tenemos que

bi(m(;)”

Definimos G = Maxz{b} como el maximo autovalor de inestabilidad de la solucién.
Una solucién estable (inestable) corresponde a G = 0 (G # 0). Este tratamiento
puede ser facilmente extendido a dos dimensiones, reescribiendo las matrices A y B

como sigue

A = V-3-T+~(¥- 1),
B = V—-38-T+3y(¥-1)?, (A.9)

donde ¥ = (¢1,%9,...,1,) es el vector con la amplitud de las n guias de la red

fotomica, V' es la matriz de acoplamiento e I representa la matriz identidad.
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