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MODELO PARA EL CAMPO DE TEMPERATURAS EN LA CARA SUPERIOR DE
UNA PILA DE LIXIVIACION EN PRESENCIA DE EVAPORACION.

En este trabajo se presenta y estudia un modelo para el campo de temperaturas en la cara
superior de una pila de lixiviacién en presencia de evaporacion e irrigada de forma puntual.
El modelo consiste en un sistema de ecuaciones en derivadas parciales deducido del balance
de los flujos de calor y masa en la cara superior de la pila. En estas ecuaciones las incognitas
son el flujo de masa en la superficie de la cara superior de la pila y la temperatura de la pila.
Se muestran distintos resultados acerca de la existencia de soluciones para estas ecuaciones
evaluando tres casos:

e Modelo radial: La cara superior es un circulo.

e Modelo geometria general sin evaporacion: La cara superior es una superficie plana con
borde suave y evaporacion nula.

e Modelo geometria general con evaporacion: La cara superior es una superficie plana
con borde suave, tomando en cuenta evaporaciéon no nula.

En cada uno de los modelos se estudian las condiciones bajo las cuales los sistemas de
ecuaciones en derivadas parciales tienen solucién y ademas que propiedades cumplen estas
soluciones.

En el modelo radial se demuestra la existencia y unicidad del campo bajo ciertas condi-
ciones. También obtiene la existencia y unicidad de soluciones en el modelo con geometria
general sin evaporacién asumiendo que el riego no es puntual, en caso contrario solo se puede
asegurar la existencia. En el modelo con geometria general y evaporaciéon no nula, solo se
logra demostrar la existencia de soluciones en un sentido débil.

En todos los modelos se obtienen cotas que permiten entender el comportamiento del
campo de temperaturas en funciéon de las variables del problema.
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Introducciéon

0.1. La mineria del cobre en Chile

La mineria ha sido importante a lo largo de toda la historia de Chile, pasando por distintas
etapas. Como un primer antecedente de la importancia de la mineria se puede mencionar la del
salitre entre los anos 1880 y 1920, donde la contribucion de esta industria al PIB (producto
interno bruto) fluctué en torno al 30%. Producto de la aparicion del salitre sintético, la
produccion de salitre cae bruscamente en el ano 1930.

En contraposiciéon, en la década de 1930 el cobre comienza tomar impulso en la mineria
chilena por la creciente demanda internacional, debido entre otras cosas a la urbanizacion,
la industria eléctrica, etc. Este aumento en la demanda hace rentable la explotacion de
yacimientos de cobre con baja ley (1 %-2 % de cobre). Previamente solo se explotaba en minas
con una alta ley [13]. Actualmente la mineria del cobre es una de las principales industrias
de Chile, representando un 10 % del PIB, ademas de representar un 30 % de la produccién
de cobre en todo el planeta.

Uno de los principales métodos de extraccion del cobre utilizados en Chile es el de lixivia-
ciéon en pilas, el cual seré descrito en la siguiente seccion. Para ejemplificar la importancia de
este método, se puede notar que el aumento entre 1981 y 2010 la produccion total de cobre
se puede explicar en un 50 % por el proceso de lixiviacion. En este periodo la produccién
aumento desde 1.1 millén a méas de 5.4 millones de toneladas [7].

0.2. Lixiviacion en pilas

El proceso de lixiviacion consiste en disolver de forma total o parcial un sélido con el fin
de extraer un mineral, en este caso, cobre. Una de las formas méas utilizadas para aplicar este
método es la lixiviacion en pilas utilizando una soluciéon de acido sulfdrico y agua, la cual
consiste en los siguientes pasos [5]:

e Chancado: El material es extraido de la mina y luego es chancado para que quede de un
tamano adecuado para dejar expuestos los minerales oxidados de cobre a la infiltracion
de la solucion.

e Formacion de la pila: El material chancado es llevado por correas transportadoras al



lugar donde se llevara acabo la lixiviacion. En este trayecto el material es irrigado con
la soluciéon para iniciar el proceso previo a la formaciéon de la pila. Esto se llama proceso
de curado. En el destino final el material es depositado en forma de trapezoide de entre
6 v 8 metros: esta es la pila de lixiviacién. Sobre las pilas existe un sistema de riego
por goteo para irrigar la soluciéon y bajo esta existe una membrana impermeable junto
con un sistema de recoleccion.

e Riego de la pila: A través del sistema de riego sobre la pila se vierte lentamente la
solucion acida, la cual se infiltra por la pila hasta llegar a la base, proceso en el cual
se forma una disolucién de sulfato de cobre, que luego es extraido por el sistema de
recoleccion. Este riego se mantiene por entre 45 y 60 dias, extrayendose la mayor parte
del cobre. Luego de este tiempo se transportan los restos de la pila a un botadero para
extraer lo que queda de cobre.

Aspersores

Lisiaadao
Ha[AgiCH]

Pendiente 3*

Plataforma de kxnaacion (geomembrana) R il

Figura 1: Esquema pila de lixiviacion
extraido desde www.arquimed.cl el 21 de octubre del 2016

Uno de los aspecto que afecta la extraccion del cobre es la temperatura al interior de la
pila. En [14] se prueba el proceso de lixiviacion con 3 temperaturas distintas (50°C, 60°C' y
70°C"), llegando a la conclusion que la temperatura en la cual se produce la mayor velocidad de
recuperacion es a los 60°C'. Por esta razon es de especial interés determinar el comportamiento
del campo de temperaturas en la pila. Una forma comin de hacer esto es modelar la pila
como un medio poroso y utilizar la ecuacion del calor en medios porosos.

0.3. Ecuacién del calor en medios porosos

Como referencia para la ecuacion del calor en medios porosos se puede revisar |15]. Para
simplificar, se modela la pila de lixiviacién como un dominio Q x [0, H], es decir, un cilindro
de base Q C R? y altura H. Se considera ademas que la pila es un medio poroso.

Un medio poroso se refiere a un material solido que contiene vacios. Estos se pueden
caracterizar por la porosidad, que es la relacion entre el volumen vacio y el volumen total del
material (¢):

Volumen vacio

Y= Volumen total

Si se asume que hay un fluido con una velocidad v por unidad de area, dada por la ley de



Darcy, que se difunde a través del medio, la ecuacion del calor esta dada por:

(pc)ma—T + div((pe) fTv) — V - (£, VT) = q en Q x [0, H]

ot
T(0) =T; en Q x [0, H]
Donde
e ¢: Calor especifico. e 7. Campo de temperatura de la pila.
e p: Densidad. e Ti: Temperatura inicial de la pila.
e /: Conductividad térmica. o (pC)m = ppscy + (1 — @) pscs.

v: velocidad del fluido por unidad de e (pc)y = prey
area. (K)m = ks + (1 = p)ks.

q: fuentes de calor interna.

El sub-indice f se refiere a propiedades relativas al fluido y s se refieren al sélido. En lo
anterior se asume un equilibrio térmico local, es decir, que localmente el fluido y el medio
poroso se encuentran a la misma temperatura. Como condiciones de borde se asume que se
conoce la temperatura en la parte superior de la pila:

T =Tg,enQx {H}
En la parte inferior de la pila se asume que también se conoce la temperatura:
T =T,y en 2 x {0}

También se puede asumir que se produce un intercambio de calor con el medio producido
por la salida del fluido, lo cual se formula como:

T
kg—n = pVgalidaT en ) X {O}

donde Viuiqq s la velocidad por unidad de area con la que sale el fluido.

Las paredes de la pila estdn en contacto con el medio ambiente (aire) y por lo tanto
existe un intercambio de calor con el mismo, es decir, se permite un flujo de calor que es
proporcional a la diferencia de temperatura de la pila con el medio ambiente que esta dado
por:

oT h

—=—(T,-T)

on  ky,
donde T, es la temperatura ambiente, g—: es la derivada normal con respecto a la pared de la
pila y h es la constante de conveccion, especificamente en este caso se considero h la constante
de conveccion del aire.

En la parte superior de la pila se producen varios intercambios de calor de caricter no
lineal que hacen dificil conocer la temperatura Ty,,. En este trabajo solo consideraremos la
evaporacion.



0.4. Estudios numéricos previos

En [6] se estudia de manera numérica el campo de temperaturas en una pila de lixiviacion
tomando en cuenta los efectos de la radiacion y la evaporacion, pero asumiendo que la tem-
peratura solo depende de la profundidad en la pila. Bajo esta hipotesis la temperatura debe
cumplir una ecuacién en derivadas parciales en una dimension.

En [12] se da un modelo méas complejo de la pila utilizando la ecuacion de temperaturas
en medios porosos y la ley de Darcy,que se refiere a la velocidad de un fluido que se infiltra
en un medio poroso. En este caso se estudia la temperatura en una seccién trapezoidal de la
pila.

Tanto en [12] y como en [6] se asumen condiciones de borde sobre las derivadas normales
del campo de temperaturas y ademas se asume que el fluido es irrigado de forma uniforme en
la cara superior de la pila, lo cual no es necesariamente cierto, pues el riego es realizado por
goteo. En contraposicion a esto, en este trabajo estudiaremos cual es la temperatura en la
cara superior de la pila en presencia de evaporaciéon y asumiendo que la irrigacion se produce
en un punto de la cara superior de la pila.

0.4.1. Temperatura en la cara superior

Como fue mencionado anteriormente, la temperatura en la parte superior de la pila es
dificil de determinar por la presencia efectos no lineales. En este caso solo se considerara la
evaporacion.

Para estudiar la temperatura se establecera un sistema de ecuaciones en derivadas parciales
utilizando la conservacion de la masa y la energia. Estas ecuaciones seran de caracter no lineal
por la presencia de evaporacion.

Para hacer el balance de calor y masa se modelara la evaporacion por unidad de area
como un funcion @ : (R, T,,.:) — R diferenciable, creciente y acotada inferiormente, tal que
en T,,.. la evaporacion es infinita, esto es:

lim &(x) = +o0

= Tmaz
Es importante notar que ® puede ser negativa, lo cual se interpreta como condensacion.

Como la irrigacion de la pila es realizada por goteo, se asumira que el liquido llega solo a
un punto de la cara superior. Claramente esto se puede generalizar cuando el liquido entra
en una cantidad finita de puntos mayor a 1, pero por simplicidad se trabajara con uno. Esto
se traduce en la presencia de un delta de Dirac en las ecuaciones, lo cual anade una dificultad
adicional al modelo.

Se asumira ademés, que el fluido se infiltra en la pila a una velocidad constantes corres-
pondiente a la masa no evaporada y ademés no cae por lo bordes.
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0.5. Objetivo General

El objetivo de esta tesis es estudiar la temperatura en la cara superior de la pila de
lixiviacion en presencia de evaporacion.

0.5.1. Objetivos especificos

e Determinar la ecuaciéon para la temperatura en la cara superior de la pila.

e Eistablecer bajo que condiciones se tiene la existencia y unicidad de la soluciéon de la
ecuacion.

e Utilizar la ecuacion para ver propiedades de la temperatura en la cara superior, espe-
cialmente ver la diferencia con respecto a la temperatura de irrigacion.

0.6. Estructura de la Tesis

En el Capitulo 1 se plantea un modelo para determinar la temperatura Ty, en presencia
de evaporacién y conveccion con el ambiente, que tiene como resultado una ecuacién en
derivadas parciales, ademas se reduce la ecuacién a un caso estéandar.

En el segundo Capitulo se estudia las propiedades del campo de temperaturas cuando €2
es un disco, es decir, cuando la pila de lixiviacion es un cilindro de base circular.

En el tercer Capitulo se asumira un dominio méas general, pero en ausencia de evaporacion.
En este caso se lograra demostrar que la ecuacion para la temperatura tiene una tinica solucion
y ademas establecer la distancia del campo de temperaturas a la temperatura de irrigacion.

Finalmente en el cuarto Capitulo se establece un problema aproximado, en el cual se logra
demostrar la existencia de soluciones y propiedades similares a las vistas en el capitulo 2 y
3. A través de estas propiedades se logra demostrar la existencia de soluciones en un sentido
débil para el campo de temperaturas.



Capitulo 1

Modelamiento

Este capitulo esta dedicado a la descripcion y deduccién del modelo, que da origen a la
ecuacion de la temperatura en la cara superior €2 de una pila de lixiviacion. En la primera
seccion se presenta el problema, luego en la siguiente seccion se deduce un sistema de ecua-
ciones para el campo de temperaturas y el flujo méasico. También se deduce una condiciéon de
borde para la temperatura en €2 y finalmente se reduce el problema a un caso estandar.

1.1. Descripcién del problema

El problema consiste en determinar la temperatura en la cara superior de una pila de
lixiviacion, considerando que hay un goteo de liquido a temperatura 7j en el centro de esta.
Las hipotesis para el modelo son las siguientes

e El liquido se infiltra desde la cara superior de la pila, hacia el interior, con una velocidad
constante V.

e Se considera que la cara superior de la pila esta en equilibrio térmico con respecto al
interior de la pila y el fluido.

e Se produce un intercambio de calor entre la cara superior de la pila y medio ambiente
por conveccion, dado por una constantes de conveccion h.

e El fluido no cae por el borde externo de la cara superior.



En lo que sigue la cara superior corresponde a una superficie Q C R? que contiene al
origen. Para este modelo se consideran los siguientes parametros

c capacidad caldrica del fluido
Densidad del fluido

T Temperatura de irrigacion

T, Temperatura ambiente

h | Coeficiente de conveccion con el ambiente

Co Caudal del fluido inyectado

L Calor latente de evaporacion

Tabla 1.1: Constantes

Todos los los parametros de la tabla son constantes y no negativos. Ademas el modelo
considera una evaporacion por unidad de area y unidad de tiempo como funcién de la tempe-
ratura. Dicha funcion se denota por @ : (00, Tjne:) — R, donde 7,4, es una constantes mayor
a 0 que representa una temperatura a la cual la evaporaciéon por unidad de érea y tiempo se
indefine (es infinita). Se asume que ® cumple las siguientes propiedades:

e ® es una funcion creciente.

e & es una funcion continuamente diferenciable entre [0, T},0z )-
(0) <0y ®(Ty) > 0.

lim, ;- ®(t) = +oo0.

Para t < 0, ®(t) = ®(0)

De estas propiedades se puede deducir que ® es una funciéon Lipchitz en su dominio y que
ademés existe una temperatura 7" € R en la cual la evaporacion es nula:

Lema 1.1 FEuxiste una temperatura T™ a la cual se anula la evaporacion y tal que 0 < T < Tj.
Ademds para ty y to tales que t1 < ty < 100, se tiene:

|[B(t) — B(t2)] < max |D(£)[[tr — to

te[0,t2]

DEMOSTRACION. Como ®(0) < 0y ®(7p) > 0, entonces por el Teorema del valor medio debe
existir un 7% en [0, Ty| tal que ®(7T*) = 0. Por otro lado, asumamos que t,t; > 0, entonces
por el Teorema del valor intermedio, se tiene que:

[D(t1) — P(t2)] < méX} |'(t)||t, — ta] < tg%éf] | ()|t — to
2

tG[tl,tQ

)

Para tl, t2 <0
0

|[B(t1) — (ta)] = [®(0) — (0)] SW& — to]

Ahora supongamos que t; < 0y ty > 0, entonces

[B(t) = B(t2)] = |2(0) — D(t2)| < max (1)t

t€(0,t2]



Como t; < 0y ty > 0, entonces |to| < |t; — t3| y por lo tanto.
|[©(t1) = @(t2)] < max | (2)|[t — L2
t€[0,t2]

)

1.2. Balance de calor y masa

Para encontrar la temperatura y tener suficientes ecuaciones se hace un balance entre el
flujo mésico y el flujo de calor. Se denota M por el flujo de masa por unidad de largo en la
superficie de la cara superior y T la temperatura en la cara superior de la pila. En lo que
sigue w C () es una superficie de control en la cual se hace el balance de calor.

e Si se considera que el liquido es irrigado en (0,0), entonces el flujo de masa que entra
en w producto de la irrigacion es My = pCjy si (0,0) € wy 0 si (0,0) ¢ w, de forma
resumida el flujo masico que entra en w debido a la irrigacion es:

/ 50M0d£l§'
donde ¢y es el delta de Dirac.

e De forma analoga a la parte anterior, el flujo de calor que entra en w debido a la
irrigacion es:

/(50CMO(T0 — Ta)dl‘

M,

Figura 1.1: Flujo de masa por la irrigacion

e Kl flujo de calor debido a la convecciéon con el ambiente solo ocurre en la parte superior
y esta dado por

/ hT —T,)dx,
w
donde h es el coeficiente de convecciéon con el medio ambiente.
e El flujo de masa que sale por la escorrentia de w es
M - adl,
Ow

donde dl es el elemento diferencial asociado al borde de w y n el vector normal.



e El flujo de calor debido a la escorrentia es dado por

/ eM - (T —T,)ndl
ow

Figura 1.2: Flujo de masa por escorrentia

e Asumiendo que se conoce la velocidad con la cual se infiltra el liquido V' en la pila, los
flujos de masa y calor debidos a la infiltracién son:

/ pVdx

/ epV (T —T,)dx

— Flujo de masa
— Flujo de calor

e Los flujos de masa y calor debidos a la evaporacion son:

— Flujo de masa por evaporacion

/w O(T)dx

— Flujo de calor por evaporacion
/ B(T)(L + o(T — T))da

Donde ®(7T') es la evaporacion por unidad de érea a temperatura 7.

I hi

Figura 1.3: Flujo de masa por evaporacion



De lo anterior, el flujo de masa que entra en w es

/ 50M0dl’

M—ﬁdl+pV/

Ow w

y el flujo de masa que sale es

dz + /w B(T)dx

Luego por la conservacion de la masa

/50M0— M~ﬁdl+pV/dw+/<I>(T)dx
w Ow w w

Ahora usando el Teorema de la divergencia en lo anterior, queda:

/ SoModx = / VMdz + pV / dz + / (T)dx

Ademas, asumiendo que M proviene de un potencial, es decir M = —V1, se obtiene:

/(50M0dx: —/Azpdx+pv/dm+/q>(T)dx

Como esto es para todo w C 2, entonces se debe cumplir la siguiente ecuacion en el sentido
de las distribuciones:

SoMy = —Ap + pV + &(T)

También de lo anterior, el flujo de calor que entra es
/500M0(T0 - Ta)d[I)

y el calor que sale

/h(T—Ta)dx+/ cM(T—Ta)ﬁdl+/ch(T—Ta)dx+
w Ow w

/ B(T)(L + (T — T,)de

Usando la conservacion de la energia podemos igualar el calor que sale de w y el que entra:

/ SocMy(Ty — Tp)dax = / WT — T,)dz + / cM(T — T,)adl
w w ow

+ / cpV (T —T,)dx + / O(T)(L+ (T —T,)dx

Usando el Teorema de la divergencia tenemos que

M(T - T,)ndl = / V(M(T - T,))dz
ow w

10



reemplazando esto en la ecuaciéon anterior, se obtiene:

/w SocMo(Ty — T,)d = /w WT — T,)dz + / cV(M(T —T,))dz+

w

/ cpV(T —T,)dx + / O(T)(L+ (T —-1T,)dx

w

Desarrollando el termino V(M (T —1,))
V(M(T —T,)) = VM(T —T,) + MVT

y reemplazando en la ecuacion anterior, obtenemos
/ SocMy(Ty — Tp)da = / WT — T,)dz + / cVM(T — T,)dz + / cMVTdx
+ / cpV (T —T,)dx + / O(T)(L+ (T —T,)dx
Reemplazando M = -V, queda:

/w SocMo(Ty — T,)dx = /w h(T — T,)dzx — /w cAY(T — T,)dx — / VYV Tdzr

w

+ / cpV(T —T,)dx + / O(T)(L+c(T—-1T,)dx
Ahora usando que doMy = —Av) + pV + ®(T) y reemplazando, se llega a

/ SocMo(Ty — T,)dz = / hT —T,)dx — / c(—=6oMy + pV + O(T))(T — T,)dz

w

- /wcvawa + /w cpV (T — T,)da + / O(T)(L + (T — T,)da

Podemos cancelar el termino [ c(pV +®(T))(T—1T,)dz a ambos lados de la ecuacion anterior

/w SocMy(Ty — Tp)dzx = /w WT — T,)dz + / (6o Mo)(T — T,)dz

w

- /w cVYVTdz + / &(T)Ldz

w

Si pasamos restando [ (6o My)(T — T,)dz del lado derecho de la ecuacion al lado izquierdo,
se obtiene

/w SocMy(Ty — T)dx = /w T —T,)dx — /w VYV Tdr + / (T Ldx

w

Como esto se cumple para todo w C €2, entonces se debe cumplir la siguiente igualdad (al
menos en el sentido de las distribuciones)

SocMo(Ty — T) = W(T —T,) — cVNVT + O(T)L

11



Por lo tanto el sistema de ecuaciones a resolver es

—AY + pV + O(T) = Mydy (1.1a)
—cVYVT + W(T —T,) + ®(T)L = 6o Moc(Ty — T) (1.1b)
Donde ¢ y T son las incognitas. Ademas, como el fluido no coe por el borde externo de €2,

entonces se pide que Mn = 0 y por lo tanto g—:ﬁ = 0 en el borde del dominio. Si integramos
la ecuacion [L1al en Q

/ Mybodz = — / Aypdr + / pVdz + / (T)dx
Q Q Q Q

Como p y V son constantes, entonces
My = —/A¢dx+ \Q|dex+/<1>(T)da;
Q Q

donde [Q = [, dx. Luego, usando el teorema de la divergencia

0

/ Apdz = %
Q 50 ON

My = |Q|dex+/(I>(T)dx
Q

y por lo tanto

Esta tltima relacion dice que el flujo de masa que entra debe ser igual al flujo que se infiltra
més la evaporacion. De lo anterior es razonable tomar V' como una constante que depende
de T'y My, dada por la expresion:

_ ﬁ (MO —/Q(P(T)dx)

Con esto se puede definir el siguiente problema

v

Problema 1.1 Sean My, h,L,c,p > 0, Topaw > To > T, > 0y @ : (=00, Trnaz) — R una
funcion diferenciable, creciente, acotada inferiormente y tal que ®(0) < 0. Sea también {2 un
conjunto abierto y acotado de R? de frontera de clase C'!. El problema (P) es encontrar
T € C(Q)y v e WH(Q) tal que cumplen

— A+ pV + O(T) = 6o M, en Q (1.2a)
—cNVYNVT + (T —T,) + ®(T)L = oc(Ty — T) en () (1.2b)
y g—% = 0 en el sentido de las distribuciones, donde V' = ﬁ (MO - 4 @(T)dx)

La idea es estudiar propiedades de T" y 1) soluciones del problema (P) y con esto obtener
conclusiones que puedan ayudar a entender el fenémeno. La primera complicacién que aparece
es la existencia y unicidad de soluciones del problema (P). Para esto necesitaremos debilitar la
regularidad de estas soluciones y /o resolver problemas aproximados que ayudan a comprender
el comportamiento de T" y 1.
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1.3. Campo de temperaturas en el borde

Para resolver las ecuaciones , no vamos a trabajar directamente con el delta de Dirac,
sino con una sucesion de funciones f., tales que f. — dy en el sentido de las distribuciones
y ademas f. € C§°(£2), entonces en vez de estudiar una condicion de borde para el sistema
, se estudia una condiciéon de borde para un sistema de la forma

—AY+pV +O(T)=f en ) (1.3a)
— VYT + (T —-T,) + (1)L = fe(To —T) en €2 (1.3b)

Donde f es una funcion C§°(§2) daday 1"y 1 son las incognitas, ademas vamos a considerar
que 92 es una curva simple cerrada de clase C!.

Teorema 1.2 Sean My, h, L, ¢, p > 0, Topaw > To > T, > 0 y & - (=00, Trnae) — R una
funcion diferenciable, creciente y acotada inferiormente con ®(0) < 0. Sea también 0 un
conjunto abierto y acotado de R? de frontera de clase C*. Siv € CHQ)NC%Q) y T € CH(Q)
cumplen Y g—z =0 en 00. Entonces T =T en 09, tal que T es el inico nimero que

cumple la igualdad B B
MT —T,)+ L®(T)=0

ademds T* < T < Ty, donde T* > 0 es la temperatura en la cual la evaporacion se anula, es
decir, ®(T*) = 0.

DEMOSTRACION. De la continuidad de las funciones y de la ecuacion (|1.3b)), se puede deducir
que en el borde de 2 se cumple que

fe(To —T) = —cVyYNVT + h(T - T,) + (1)L
Pero f|,, = 0, entonces
0=—-cVyYVT +h(T -1T,)+P(T)L

Por otra parte, si denotamos por t al vector tangente a 0f2, entonces

oYoT  oyYoT
T = —— Q
VONT =55 on T o ar ¢

Pero g—}f = 0 en 012, entonces

VyYVT = %8T en Of)

at ot
y por lo tanto
o oT
= —Cc—— T-T, +®(T)L Q
0 68t8t+h( )+ @(T)L en 0

Como 0N es acotado en en R?, entonces T' debe alcanzar su minimo y su maximo en Of).
Luego si ©min : [0,1] = 9Q es una parametrizacion C* ([0, 1]) de 99, tal que el minimo de T
en ([0, 1]) se alcanza en un t,,;, € (0, 1), entonces

0
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y por regla de la cadena

0

Esto quiere decir que

vT‘(xmina ymm) = Amlnﬁ

donde Amm € Ry (Zmin, Ymin) € 02 es un punto donde se alcanza el minimo. Luego en el
minimo se debe cumplir

0

dy dT
0= ¢SS o)+ W i i) = Ta) (T (i i)

0= h(T(xmma ymin) - Ta) + CI)(T(xmma ymin))L

Analogamente se puede ver que si 7' alcanza su maximo en (Zaz, Ymaz) €0 02 entonces

0 = MT(@maz; Ymaz) — Ta) + (T (Tmaz, Ymaa)) L
Pero si ®(z) es una funcion creciente, entonces
9(x) = bz — T,) + Lo (x)
debe ser estrictamente creciente y por lo tanto inyectiva, luego como

h(T(«rmaxa ymar> - Ta) + (I)(T(Q:ma:m ymaaL"))L = h(T(xmma ymm) - Ta) + (I)(T<Imm7 ymm))L

entonces
T(xmaza yma:c) - T(Imina ymin) - T
donde
WMT —T,) + LO(T)=0

Podemos asegurar la existencia de T por el teorema del valor medio, pues por las propiedades
de ® sabemos que T* < Ty y ademés

O(1") =0y ©(Tp) = 0

entonces
9(T.) = MT" = Tp) <0y g(To) = LO(Tp) > 0
y por lo tanto se cumplen las hipotesis del Teorema del valor medio, con lo cual concluimos

que existe Ty que T* < T < T, O

Este teorema nos da una condiciéon de borde sobre T dada por T, que es la temperatura

a la cual se anulan el calor aportado por la evaporacion y la conveccion, que por definicion
de T es la soluciéon de ([1.3b)) cuando f = 0 en 0.
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1.4. Problema estandarizado

Antes de seguir, por comodidad, vamos a reducir el problema a uno equivalente en que

T =T, = 0 para hacer los calculos més simples.

Teorema 1.3 Sean Mo,h,L,c,p >0, Tae > To > T, >0y ®: (—00,Thaee) — R una
funcion diferenciable, creciente, acotada inferiormente y tal que ®(0) < 0. Sea También S
un conjunto abierto y acotado de R* de frontera de clase C'. Entonces T € C'(Q) y i €
WhH(Q) son soluciones del problema (P) para MO, h,To, To, Ly ¢, p, @ si y solo si T e CHQ)

y ¥ son soluciones del problema (P) para Moy, h, T, = 0, TO,L c, P, <I> donde

A J— ~ J— ~

T:T_T> TOZT_T7 Tmaz:Tmam_T

DEMOSTRACION. Definamos

y T =T —T. En la ecuacion
—AY + pV 4+ O(T) = Mydy
Reemplazamos T=T-T
—AY 4 pV +O(T +T) = Mydy

Ahora sumando y restando %(T —T,) al lado izquierdo

h — N _ .
—A 4 pV = Z(T = T) + (T +T) + 7 (T = T.) = Mody

&~

Ahora reemplazamos ®(T) = ®(T +T) + T -T,)
h — A a .
—Alb + pV — Z(T — Ta) + (I)(T) = M050
Por otro lado

v—‘QL<MO_ (@T+T (T T))dx)

:ﬁ(MO—/QCD(TJrT)dm) —p|Q|/ T - T
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Como V = m (MO - /5 @(T)dx) = QL ( — [(®(T+T) dx) entonces

Como (T — T,) es constante, entonces

1h
——(T-T
V=V (T =T

Luego reemplazamos esto en la ecuacion
h — A A .
—AY 4 pV = £ (T = T) + (1) = Moy

y queda ) o .

Para la ecuacion
SoMoc(Ty — T) = —cVONVT + WT —T,) + ®(T)L

Reemplazamos 7' =T — T y To=Ty—T y obtenemos

~ J—

SoMoce(Ty =T —T) = —cVYVT + WT +T —T,) + ®(T +T)L

= —cVYVT +hT + (T —T,) + &(T +T)L

Ahora reemplazamos . _ _
LO(T) = LO(T +T)+ h(T —T,)

en

SoMoc(Ty — T) = —eNyNT + hT + W(T = T,) + (T + T)L

y obtenemos L ) ) R o

Luego resolver el sistema (1.2)) para 1, T es equivalente a resolver
— A+ pV 4+ O(T) = Myd

y definir T = T —T, donde ahora T es la nueva incognita.

O

Lo importante del teorema anterior es que para el sistema para 1, T la condicién de borde

de T es T' =0 en 0f) y ademés hay menos términos en las ecuaciones.
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Capitulo 2

Modelo radial

Recordemos que el problema consiste en dadas las constantes M, h, Ty, Ty, Tonaz, L, ¢, p >0,
la funcion @ : (—00, T)ne:) — R diferenciable creciente y acotada inferiormente con ®(0) < 0.
Sea también ) un conjunto abierto y acotado de R? de frontera lipschitz. Debemos encontrar
TeC)yypeWh Q) con g—:ﬁ: = 0 en 09, tales que cumplan (1.2), es decir,

—AY + pV + O(T) = §o M, en €

—cVYVT + h(T —T,) + ©(T)L = docs(To — T) en
donde M, representa el flujo mésico, h la constante de conveccion, Ty la temperatura de irri-
gacion, L el calor latente de vaporizacion del liquido irrigado, ¢ capacidad calérica del liquido,
p densidad del liquido y ¢ una funcién de la temperatura que representa la evaporacion por

unidad de area. En este caso se asume que la cara superior de la pila es un disco de radio R,

esto es
Q= B(0,R) = {z € R? | ||z|]» < R}

Para simplificar los calculos asumiremos que ademés T, = 0y ®(0) = 0, ya que la ecuacion

()

Figura 2.1: Dominio, modelo radial

siempre se puede reducir a este caso por el Teorema [I.3] Estas simplificaciones nos permiten
asumir que las funciones deben ser radiales, es decir, solo dependen del radio en coordenadas
polares.

En la primera seccion se realiza el cambio a coordenadas polares y se redefine las incognitas
en la ecuacion, en la segunda se dan algunas propiedades importantes que deben cumplir las
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soluciones de la ecuacion en este modelo y en la tltima seccion se demuestra la existencia y
unicidad de la solucién.

2.1. Ecuacién en coordenadas polares

Lo primero es hacer el cambio de coordenadas y definir el problema en coordenadas polares.
Para esto consideremos, T € C*(Q) y 1 € W1(Q) soluciones de(P), donde M, h, Ty, Thae,
T, =0, L, ¢, p > 0 son las constantes del modelo y ® : (—00, Tjne) — R una funcion
diferenciable, creciente, acotada inferiormente y tal que ®(0) = 0. Entonces se debe cumplir:

— A+ pV + (T = 6o M, en
—cVYNVT + T —1T,) + O(T)L = docg(To — T') en )
tal que
s 1.
= O, V=—=(M— | ®T)d
T =0 0V = (0 /Q (T)da)

Lo anterior en coordenadas polares queda

: 190, 0
Moo = —;E(TE@D) +pV +&(T)
or o .

Definamos M = % y reemplazamos en las igualdades anteriores, con esto las igualdades se
transforman en:

_%%(TM) FpV 4 O(T) = My, (r,0) € [0, R) x [0, 2] (2.1a)
—Caa—ZM + hT + L(I)(T) = C(SoMo(TQ — T) (T, 0) < [0, R) X [O, 27T] (21b)

Ademas como g—z = 0 en 012, entonces M(R) = 0. Entonces el problema es encontrar T'y M

tales que cumplan (2.1)):

Problema 2.1 Sean My, h, Ty < Tiaz, L, ¢, p >0, & : (—00,The:) — R una funcion
diferenciable, creciente, acotada inferiormente y tal que ®(0) = 0. Sea también 2 = B(0, R)
con R > 0. El problema (P,.q) es encontrar T' € C*(Q) y M € C*(Q2\ {0}) funciones radiales
tal que cumplen en el sentido de las distribuciones:

1 .
—;%(TM) + pV + ®(T) = Mydy (r,0) € [0, R) x [0, 27]
—cg—ZM + hT + LO(T) = cdoMo(Ty — T) (r,0) € [0, R) x [0, 27]

y M(R) =0, donde V = L. (MO s @(T)dx).
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Notemos que, intuitivamente, el campo de temperaturas T € C*(2) deberfa ser T en el
origen para mantener el balance de energias en ([2.1b)).

Teorema 2.1 Sean My, h, Ty < Tmas, L, ¢, p > 0 y @ : (=00, Thaz) — R una funcion
diferenciable, creciente, acotada inferiormente y tal que ®(0) = 0. Sea También Q = B(0, R)
con R > 0. Consideremos (T, M) € C*(Q) x C*(Q\ {0}). Si T, M resuelven el problema
(Praa), entonces

M) = - / r oV + &(T)) dr,

v oo ([ o) ([ (- [ o) Lo o)

DEMOSTRACION. Si multiplicamos por r e integramos entre r y R (2.1a)), nos queda

0= — B orMm
, Or

R
0= —W— M(r)r + / r1 (pV + ®(T)) dry

R
dr—l—/ r (pV + O(T))dr

de donde

1 R
M = —;/ r (pV + &(T))dr

Ahora en (2.1b)) dividimos por —cM y obtenemos

T L
0 hT

c .
or cM~ cﬂq)(T) B CW(SOMO(TO -7

Si multiplicamos la expresion anterior por exp (— for ﬁdrl), nos queda

0 " h " h L c .
— —dr | T ) = —d —®(T) — —dgMy(Ty — T
or (exp< /0 cM Tl) ) exp( /0 cM Tl) (cM (T) cM° o(Ty ))
Integrando esto ultimo entre 0 y r se obtiene
exp < / —d?“1> T—-T(0) =

" " h L c :
/0 exXp (-/O Cﬂdrl) (CW®<T) — méoMg(Tg — T)) d?”g

Notemos que

(SQMO (T() — T)dTQ

e .
— [ —60My(To — T)dr /
/0 cM™ oTo - 2 f To pV—|—<I>(T))d7“2

19



Luego por definicion del delta de Dirac la integral anterior es

A1

_O‘ﬁmwv+mﬂmm

1 2m r .
= — / / i3 " 60Mg (To - T)d’l"ldg
™ Jo 0 le Tg(pv + @(T))drg

Ahora utilizando que dz = rdrdé en coordenadas polares, queda

50M0 (TO — T)d?“l

" . M, Ty —T M, To —T(0
/ iéOMO(TO —T)dry = ialY - 0 Soda = Mo 0 (0)
o M 2 Ja [ Tra(pV 4 ©(T))dry 2m f ri(pV + ®(T))dr

Pero ademés fOR r(pV + ®(T))dry = 5= [,(pV + ®(T))dx = ];/[—7? y con esto se obtiene

(A1

_Ogﬁﬁwv+ﬂﬂMﬁ

(SoMo(To - T)dTQ = TO - T(O)

y por lo tanto

o r 2R L
exp <—/0 mdﬁ) T — T(O) = /0 €xXp (— ; Wdrl) mq)(T)dTQ + 1o — T(O)

Luego
T r 2 p L
T = exp (/0 mdrl) (/0 exp <—/0 —CMdT1> —CM(I)(T)dTQ -+ T0>

Segiin esto, T' es continua y de clase C' para 0 < r < Ry en particular T(0) = Tp. O

De lo hecho anteriormente se deduce una férmula para las soluciones del problema
(Praa) vy ademaés se tiene que T'(0) = Tp, con esto podemos resolver el problema buscando T'
y M que cumplan las formulas y que ademas T'(0) = Tp. Definamos ahora los operadores:

Definicién 2.2 Sean My, h, Ty < Tmas, L, c, p >0, : (—00,Thew) = R una funcion
diferenciable, creciente, acotada inferiormente y tal que ®(0) = 0. Sea ademds 2 = B(0, R)
con R > 0. Se definen los operadores

M ([0, R]) — C((0, R))

S :C(]0,R]) = C(]0, R))

M) = == [ n(pV (0 + 2

axmq:mp(o (M)(Aem< Awé%mogﬂ%amxm@+%)

para X continua en [0, R], donde V(X) = LQ <M0 -/ <I>(T)da:>
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Ahora definamos el espacio donde buscaremos el punto fijo
E={XeC(0,R]) | X(0) =Ty ,X(r) <To Vr € [0, R]}

En el Teorema se ve que el campo de temperaturas T que soluciona (P,,q) es un punto
fijo de S. Pero falta ver que efectivamente un punto fijo de S restringido a £ soluciona el
problema (Prqq).

Teorema 2.3 Sean My , h, Ty < Taz, L, ¢, p >0y ® : (=00, Trnaz) — R una funcion
diferenciable, creciente, acotada inferiormente y tal que ®(0) = 0. Sea también Q = B(0, R)
con R>0. ST € E es tal que

S(T)=T
Entonces T y M(T) solucionan (Pqq)-
DEMOSTRACION. Veamos que T(x,y) = T(r(z,y)) vy M(z,y) = M(T)(r(z,y)) resuelven el
sistema de ecuaciones en el sentido de las distribuciones. Sea ¢ € C*(Q), entonces

/ / M (r)—ao(r,0)rdrdd = hm/ / M(r i (r,0)rdrdd
=0 J, dr

_1 (R
= h’m/ / —1/ r(pV + @(T))drldiqb(r, 0)rdrdd
.o, r

e—0 0

27 R R d
~ limy /O / . / PV + ®(T))dry L6, 6)drde

Usando el teorema de Fubini, queda

27 27 R
/ / M (r)—ao(r,0)rdrdd = —ll_r% (/0 /6 r1(pV + ®(T))p(r1, 0)drdo

[ oteomiov + omyanas)

Como ¢(g,6) — ¢(0) y ¢ es continua, entonces por el Teorema de convergencia dominada

/ / M) L o(r, 0)rdrdd = / / r(pV + (T))(r1, 0)dryd
+/027f/0 ¢(0)r1(pV + &(T))dr1dé

Pero por definicion de V, se tiene que

A”A H(0)r(pV + B(T))dridd = $(0) Ly

luego

/ / M (r)—¢(r,0)rdrdd = — / / L(pV + ®(T)) (11, 0)dr1df + Myg(0)



Por lo anterior =4 (rM) = —pV — ®(T) + Mo, en el sentido de las distribuciones. Para T
vemos que
—V - (TVM) + hT + cpVT + LO(T) + ¢®(T)T = eMyTy

en el sentido de las distribuciones, es decir,

¢ / TMV ¢da + / (KT + cpVT + LO(T) 4 c®(T)T)pdx = / cMoTydy®dx
Q Q Q

En coordenadas polares, esto es

2 R 2t R
—c/ / TMdi(brdrd@ + / / (KT + cpV'T + LO(T) + c¢®(T)T)¢rdrdd = cMyTyp(0)
o Jo r o Jo

Notemos que por la definicién de M tenemos

2 R d 2 R R d
c/ / TM—¢rdrdd = —c/ / T(r) / (pV + ®(T))r1dr;—odrdd
o Jo dr o Jo r dr

Vamos a calcular esto como el siguiente limite

R R R—¢ R
/0 T(r) / (0V -+ (D))rdry Sodr = lim [ () / PV + BT radry o

e—0 c

Usando integraciéon por partes

R—e¢ R d
lim T(r)/ (pV + O(T))r1dry d—gbdr =
, r

e—0 c
R—e¢

e—0
€

lim (/ h T(T)/ (pV + ®(T))ridrio(r, 6)

_ / R / (PV + ®(T))rydry6(r, 6)dr

R—e¢
+/ T(r)(pV + &(T))ro(r, 0)dr>

Para0<r < R

d 1 r

ar ) = T+ Le(T) = —— JE(pV + @(T))rydry

(hT + LO(T))

Luego

R—e R ' R
lim T(r) / (pV + @(T))rldm%gbdr =— %TOQS(O) + % / (hT + L®(T))o(r, 0)rdr
r 0

e=0 J,_
R
—I—/ T(r)(pV + ®(T))reo(r,0)dr
0
Entonces por el Teorema de convergencia dominada
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21 R d . 1 21 R
c /0 /0 TM S prdrdd = eIy Ty (0) ~ - /0 /0 (WT + LO(T))o(r, 0)rdr

) /O 2” /0 TV + (D))o, 0)dr

y por lo tanto T' cumple lo deseado. O

Con esto nos limitaremos a estudiar la existencia de puntos fijos de S restringidos a E.
Para esto primero estudiaremos algunas propiedades de S y sus puntos fijos.

2.2. Propiedades operador S

En este seccion se demuestran propiedades del operador S y de sus puntos fijos, en parti-
cular se demostrara que los puntos fijos de S son funciones acotadas, lo cual es necesario, ya
que la evaporacion ®(-) presenta una discontinuidad.

Lema 2.4 Sean My, h, Ty < Tpmas , L, ¢, p>0yd: (—00,Tha) — R un funcion
diferenciable, creciente, acotada inferiormente y tal que ®(0) = 0. Sea ademds 2 = B(0, R)
con R>0. SiT € FE es tal que

S(T)=T
y ademds .
Mo 5 &(1y) - max(0, fuf ®(a)
— — méx(0, inf &(x
o = 7 ' 2eR
Entonces 0 < T <Tj.
DeEMOSTRACION. Si S(T) = T, entonces
dr
hT — cd—M(T) + LO(T)=0 (2.2)
r

Denotemos la parte positiva de una funcién v como v™, es decir,

vt = méx(v, 0)

Multiplicamos (2.2]) por (T — Tp)*r e integramos entre 0 y R:

R R dT R
h / T(T = Ty)trdr — ¢ / CMT)T ~ To)rdr + L / O(T)(T — Ty)*rdr = 0
0 0 r 0

Notemos que
(T —Ty)" dT

pr— _1
dr dpr T=To
Entonces T —Ty)*" dT
— g
-~ 2 (T-T)"=—(T-=Ty"
dr ( 0) dr ( 0)
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Por lo anterior se tiene que

/0 i—fM(T)(T—TO)JFrdr:/O %WM(T)MT

Luego integrando por partes se obtiene

[Ty,

2 dr
5 (@ =Tty - [N - e
Como T(0) =Ty y M(T)(R) = 0, resulta
R _ +\2 R
/0 MBSy ryrar = - /0 (7~ TS (D))

Por definicion de M(T') sabemos que

d

< (M(T)r) =r(pV(T) + ®(T))

Entonces integrando se tiene

/0 %Wﬂaﬂmr = —% /0 (T = To)")*r(pV(T) + &(T))dr

por lo tanto podemos escribir

/0 iTZM(T)(T —Ty)rdr = —%/0 (T =To)")*r(pV(T) + &(T))dr

Con esto obtenemos que
f + c [f 2 f +
h | T(T—-Ty) rdr+ 5 (T —=To)" ) r(pV(T)+S(T))dr+ L | O(T)(T—To) rdr=0
0 0 0

Notemos que V(T') > 0, ya que

V(T) > =2~ &(Ty) >0
Ademés para T > Ty tenemos que ®(7') > 0, entonces

R
h/ T(T —Ty)trdr <0
0
y por lo tanto
R R
h/ (T - T())(T - T0)+T’d7“ + h/ T()(T - T0)+Td7” S 0
0 0
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Esto tltimo permite concluir que

R
h/ (T — Tp)*)*rdr <0
0
Por lo tanto (7' — Tp)* = 0 c.t.p. en [0, R]. Como T es continua, entonces T' < Ty en [0, R].
Denotemos la parte negativa de v como
T~ = min(7,0)

Integrando ([2.2) por T~ r entre 0 y R, se obtiene

R R g7 R
h/ TT rdr — c/ —M(T)T" rdr + L/ ST rdr=0
0 o dr 0

Como ®(-) es una funcion creciente, entonces (7)1~ > 0, luego
R R dT
h/ (T~ )?rdr — c/ —M(T)T " rdr <0
0 o dr

Notemos ademas que

dar— ] dT
ar — 0ar
Esto implica que
dT dT-
—T = T
dr dr
y por lo tanto
fdr Rar-
/ —M(T)T rdr :/ M(T)T rdr
o dr o dr

Integrando por partes, obtenemos
Rar- 1 R [F d
—M(T rdr = = TY?M(T)|. — T —(M(T)r)d
|G ra =3 (v puen)i - [Cargonmne)

Por definicion de M (T') sabemos que

d

3, M(T)r) =r(pV(T) + ®(T))

entonces

/0 dj;jM(T)Trdr = % (r(T)zM(T)Kf — /O (T7)*r(pV(T) + CID(T))dr)
Como T'(0) =Ty > 0, entonces T~ (0) = 0, ademéas M(R) = 0:
r(T7)2M(T)|; =0

y por lo tanto

R R
/0 dg; M(T)T rdr = —%/0 (T r(pV(T) + (T))dr
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Entonces
h /0 (T~ Y2rdr + g /0 (T7)2r(pV (T) + (T))dr < 0

Para terminar, veamos que pV (7T') + ®(T") es no negativo. En efecto

pV(T) +&(T) = ;2 (MO _ /Q @(T)dx) +&(T)

Como T < Ty, entonces ¢(T') < ®(Tp) y por lo tanto
1 1
—= (Mo - e(n)ds )+ (1) 2 Mo — | @(Ty)de ) +(T)

1 1 3

pV(T) + ®(T) =

Con esto se concluye que
R
/ (T~ )*rdr <0
0
yasi T~ =0 c.t.p en [0, R]. Como T es continua, esto implica 7" > 0 en [0, R)]. ]
Con lo anterior vemos que cuando la temperatura ambiente es nula y ademés la evapo-

racion se anula a temperatura nula, entonces el campo de temperaturas debe ser positivo y
menor a la temperatura de irrigacion, si se cumple la relacion

Mo

Esta tltima relacion nos asegura que la velocidad con la que se infiltra el fluido es estric-
tamente positiva.

Notemos que para t; < to < Ty sabemos que

|©(t1) — (t2)| < max [ (1)[[t1 — to] < mdx [D(t)[[t1 — L2
te(0,t2] t€[0,To]

Como ademas trabajaremos con T' < T}, entonces podemos suponer que el dominio de ® es
(—o0, To] y por lo tanto

|9 = mix [#(0)] . [9] = mix [2()

y en consecuencia

|[B(t1) = D(E2)] < [[¥[locltr — to]

Ahora veremos algunas propiedades de S que serédn de utilidad en la demostracion de la
existencia de puntos fijos.
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Lema 2.5 Sean My, h, Ty < Thaz, L, ¢, p >0y ® : (—00,100) — R una funcion diferen-
ciable, creciente, acotada inferiormente y tal que ®(0) = 0. Sea también Q@ = B(0, R) con
R > 0. Supongamos que

M
] = ®(0) ~ mix(0, nf &(2))

S1 X € F, entonces
o S(X)(0)=Ty,S(X)(R)=0

S(X) € C([0, R)
S(X) € CH(0, R) y

S(X) < To y [1S(X)]lee < méx{3®(Tp), To}

DEMOSTRACION. Sea X € E. Veamos que S(X) € E, es decir, veamos que S(X) es una funcion
continua en [0, R], S(X)(0) =T(0) y S(X)(R) = 0. Notemos que la expresion

1M(X)(r) = —r/ / r(pV(X) + B(X))dry

esté bien definida para r entre tal que 0 < r < R, pues er r1(pV(X) + ®(X))dr; > 0 para
0 <r < R,y por lo tanto 1/M(X) es una funcién continua para 0 < r < Ry ademaés
1/M(X)(0) = 0. Mas aun

S(X)(r) = exp ( /0 ' cMLmdrl) ( /0 Cexp (— Om CiMdrl) CM—L(X)cp(X)er + TO)

define una funciéon continua para 0 < r < R con S(X)(0) = Tj. Por otro lado, como X < Tj
y ® es creciente, se tiene la desigualdad

R R 1
/ r1(pV (X) + ®(X))dr; < / ri(pV (X) + ®(Ty))dry = S (R =) (pV + @(Ty))

de esto dltimo se tiene que

1 2
_ < _

[Er(pV(X) + @(X))dr, — (B2 =12)(pV + 2(Ty))

Entonces

/T h dr </T— 2hr dr
o M(X) Ty B =) (pV + 0(Ty)

/o Wd < loglF* =) 2 +h¢><To>> , s (1 - (%>2) oV +h<1><To>>

Entonces ,
T h P2\ VT
—d <[|1—(—=
o </ cM(X) ) —( <R)>
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y por lo tanto

" h . _
exp(/o CM—(X>dr1>—>051r—>R

Supongamos que el término

/0 Cexp (- /0 N CiMdrl) ML(X)cp(X)drz

es no acotado para r cercano R, entonces

/ eXp( / —drl) ]\/L[<X><I>(X)dr2—>oosir—>R‘

Luego por la regla de L’Hopital tenemos que

. Jo exp (= [y Sedry) _CJ(X)é(X)drg . 2 [exp (= [i7 ddr) — (X)(ID(X)drg
o eXp( fO cM dTl) e eXp( fO CM d?”1>
R ) )
= lim .
r—R — X exp< fO cM dT1>

Lo(X)

= lim

r—R~

=0

Por lo anterior S(X)(R) = 0. Claramente S(X) es derivable para 0 < r < R con

h o o LEX(r)
dTS( ") = arcom 0 Jrom

Como S(X), 1/M(X) y ®(X) son funciones continuas en (0, R), entonces S(X) es de clase
C' en (0, R). Para ver que la norma de S(X) es acotada debemos acotar el maximo y el
minimo de S(X). Estos tltimos se pueden alcanzar en 0, en R o en (0, R), en los primeros
dos casos sabemos que S(X)(0) = To y S(X)(R) = 0, pero si el maximo o el minimo se
alcanzan en r* € (0, R) entonces

d ]
S0 =0
Esto implica que
SX)(r7) = =—(X(r"))

y por lo tanto se tiene
N L
1S )] = 5 @(To)

En cualquiera de los tres casos, sabemos que

ISCOlle = s IS(X)(0)] < mix( 0(70). )

rel0,R
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2.3. Existencia y unicidad

En esta seccion se demuestra la existencia y la unicidad del punto fijo de S, bajo ciertas
hipotesis sobre las constantes del modelo.

Teorema 2.6 (Existencia modelo radial) Sean My , h, Ty > Toaw, L, ¢, p > 0y ® :
(=00, Trnaz) — R una funcion diferenciable, creciente, acotada inferiormente y tal que ®(0) =
0. Sea también Q2 = B(0, R) con R > 0. Supongamos que

‘ﬁ(l) > O(Tp) — maX(O,;gﬂi;@(x))
Entonces existe un T € C([0, R]) N C*([0, R)) tal que T(0) =Ty y
S(T) =T

. . 2|9 oo L.
Si ademds, Mlzee oz DTy < 1, entonces T es tunico.

M,
Tal —2(Tb)

DEMOSTRACION. Para probar la existencia de la solucion, argumentamos como sigue. La suce-
sion de funciones S,, definida de manera recursiva por

s (- (3))

Spar(r) = exp ( /0 ' CML(Sn)drl) ( /0 "exp (— /0 - : M]Z Sn)dr1> - Mf 57 ¥(Sudn + TO)

Claramente Sy € E, ademas usando induccion y el lema anterior se tiene que S, € EVn € N
y en particular ||S,|.c < C para alguna constante positiva C. Luego debe existir T' €
L>([0, R]) tal que existe una sub-sucesion de S,, converge débil-* a T. Es decir, para todo

¢ € L'([0, R]) se tiene
R R
Spod Tod
/0 0] 7’—>/0 odr

Sin perdida de generalidad no se hara distincién entre la sub-sucesion y la sucesion. Ademas
como (S, (r)) también es una funcion acotada, entonces se puede extraer otra sub-sucesion
de S, tal que ®(S,(r)) converge débil-* a una funcion ® € L>([0, R])

(S,) >

Por lo anterior

V(Sy) = ﬁ (MO —/QCIJ(Sn)dx) — ﬁ (Mo - /QME) —V

Notemos ademas que para r > 0 fijo:

M(S,) = 1 /R r1(pV (Sn) + ®(S,))dr; — —% /R ri(pV + ®@)dr, = M

r
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Entonces M(S,) — M c.t.p. en [0, R]. Ademéas M (S,,) # 0 para 0 < r < R, entonces

Ademas

r T 1
<

TF oV (5) + (S — (B —mr(aV(S,) 1 8(1) = (B —r)(pV(S,) + $(1h)

Entonces por el Teorema de convergencia dominada se tiene que

@ . % en £7([0, 7))

para todo 0 <r < Ry 1 < p < oo. De esto obtenemos que

" h " h
—d —d
/0 cM(S,,) T1_>/0 MY
Entonces por continuidad

/TLd . /rid
exp M) 71 exp oM 1
T h " h
exp (—/0 —CM(Sn)drl) — exp (—/0 mdrl)

para 0 < r < R fijo. Ademas,

eXp( /0 arEy ) exp ( /TR cp<R22 ]}g;/(sn)>

pero pV (S,) > <M0 — QP (1) ), entonces

exp (— ) < exp 2hrydry
0 r ep(B2 = )% (Mo — 12/0(Ty))

—h
< (1 _ (ﬁ)Z) & (Vo192 #(T0))
- R

Luego por Teorema de convergencia dominada resulta

o (- [ tisin) o (- [ ) o)

Para 0 <r < Ry 1 < p < oo, juntando todo lo anterior se tiene que S,, converge c.t.p. a T
en [0, R] y nuevamente por el Teorema de convergencia dominada se tiene que S,, — T en
L?([0, R]), entonces como
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se obtiene que ®(S,,) — ®(T") en LP([0, R]) y por unicidad del limite
® = d(7T)

_Tl /R ri(pV + ®(T))dr;

V= ﬁ (MO — /Q(P(T)dx)

T h T T2 h L
T R ) T T,
exp (/0 chrl) (/0 exp < /0 chm) i (T)dry + 0)

Para ver la unicidad, consideremos T} y T puntos fijos de S con M; = M(T}),V; = V(T})
y My = M(T5), Vo = V(T3). Derivando T; y Ty y después restando ambas expresiones, se
obtiene:

M =

d d
—c (M15T1 — M25T2> + h(Ty = T3) + L(®(Ty) — ®(13)) =0

Esto implica que

d 1 d h L
—(Th —Ty) — M@TQ(MI — M) — c_Ml(Tl - T5) — M(q)(Tl) —®(73)) =0

Multiplicando a ambos lados por T} — T3 queda

(%(Tl - T2)> (Th —T3) — MLI%TﬂMl — M) (Th — T»)
h s L _
“ar BB = (@) - () (G - T2) = 0

Como ® es una funcién monoétona creciente y M; es negativa, entonces

1d , h , _1.d
— _ - _ < — _
s3I = g (=) < (M = M)(T = T)

1
M,

1d o [T 1
(T =T)exp (-2 [ = <
2 dr <( 1~ 1) exP( c /0 Mldm)) -

2h [T 1 1 d
exp <—? ; Md’l“1> M&TQ(MI_M2>(TI_T2)

Integrando lo anterior entre 0 y R se obtiene

Multiplicando la expresiéon anterior por exp (—% fOT drl) a ambos lados, se obtiene

1 2h [T 1
—(Ty — Ty)? — | —dr ) <
2( 1 2) eXP( c ), M, 7“1) S

" 2h [ 1 1 d
/0 exp <—? ; Md?ﬁ) M@TQ(Ml — MQ)(Tl — TQ)dT’Q
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Notemos que

1 R
My (r) — My(r) = ;/ ri((p(Va = V1)) + @(Ta(r1)) — ®(T1(r1)))dr
Entonces
2420~ 245()] < T (ol WA+ [ 0(T) - 2T
Pero

V= Vil < [ 19(T3) — (T)lde < 10(T3) — (T

Juntando lo anteior se obtiene la siguiente cota para |M;(r) — May(r)|

R2 _ 7"2
[Mi(r) = Ma(r)] < ————|[(11) — &(12)
ademés
1 B r < 2r B 2r
~— R > = :
| M| [ (pVi 4+ (Th))radr (B> —r2)pVi (R2 — TQ)ﬁ (Mo ~ I, @(Tl)dx)
Entonces
1 2r

VTS (e (e - o))

2 I8 .
Como ademas exp | —22 Ji? L.dr,) es creciente, entonces
C 0 M1 I

1 , 2 "1 d
S0 T < s [ G| le(n) — @I~ Tl
€2 0
Como %Tg = ﬁ(hTQ + L®(T3)) < 0, entonces ‘%Tg‘ = —%Tg y por lo tanto
(T~ T)? < (Ty — () [O(T3) — O(Ty) | |T; — T
L1 —42) > — 0 — 42T 1) — 2)loo][L1 — L2]|co
2 o — (T

Tomando supremo a ambos lados se obtiene que

T — T < To||@(T1) — @(T13)| 0o

1l — @(To)
Como |®(T7) — O(T2)| < ||'||co||Th — T2|00, entonces

2[[ @]

1Ty = Tl < 7————Tol|ITh — T2l
ol — 2(To)
Como %Tg < 1, entonces se tiene la unicidad del problema.
Tl 0
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De lo anterior y del Teorema - 2.3| podemos concluir del problema (P,..q) tiene solucion.
Ademés del lema [2.4] sabemos que el campo de temperaturas esté entre 0 y Ty. Cuando los
parametros M , h, TO , L, ¢ y p> 0 cambian, tenemos el siguiente resultado que ayuda a
entender el comportamiento al interior del dominio:

Teorema 2.7 Sean My, h, Ty < Thas, L, ¢, p>0y®: (—00,Tha) — R una funcion
diferenciable, creciente, acotada inferiormente y tal que ®(0) = 0. Sea también Q@ = B(0, R)
con R > 0. Supongamos que

M, o
s > &(Tp) — max(0, ;gﬂg@(x))
SiT € F tal que
S(T)=T
Entonces
5 ((h]\'f/}Ll‘I"loc>)) A2 ﬁ
r e 220 —a (1) o 22 +a (1)
(1= G ) <ram (1o () 5
(- ) T <reni-;

DEMOSTRACION. Notemos que como 0 < T' < Tj, entonces
O(T) < ||| T

Luego si multiplicamos por % la desigualdad se invierte, pues M < 0, entonces podemos
asegurar que

d 1 1
o= T+ ) 2

(hT + L[| ®']|T),

ya que T es un punto fijo de S. Por lo anterior:

4 Th+ L)
dr cM(T) -

d "h+ L||?]
— | T — - = >
. ( exp ( /0 M (T) dr; >0

Integrando lo anterior entre 0 y r se obtiene

T(r) exp <— /0 ' %dm) ~T(0) > 0

"h+ L]
T > T ————d
(r) > Toexp (/0 aiT O

" d?”l

Entonces

Notemos que

0 / Jiira pvﬁdﬁ O(T))dr
/ I d drf‘/o (R2 —Qrﬁggv@):pvl@) o8 (1‘(%)2)
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Como V(T') > 0, se tiene

" d?”l

i e (1 - @2)

r

R

h+L||®' | 0o

>2) vV (T)

Entonces
h+ L||?|| s 7\ 2
T(r) > PRI Moo 10 (11— (—) —(1- (
(r) = eXp( v(T) 8 R
Ademés
1 0
VI(T) = M—/@de>> — O(T;
(1) = g (310 [ amyae) = 16t~ oz
Entonces
, (h;ILn@’noo)
T(T) > T, (1 _ (1) )C(QOMTOO
- R
Por otro lado, tenemos que
d
—T —hT <0
dr cM(T) —

Entonces multiplicando la expresiéon anterior por

o[ sy
b (ron [ ) =

Integrando entre 0 y r < R, se obtiene

T(r) exp (— /0 %mdr,»l) STy <0

queda

y por lo tanto

T(r) < Ty exp ( /0 ' Whmdm)

Por la definicion de M (T') tenemos que

" dT‘l

/ TldTl
0 f ro(pV(T) + ®(T))drs

Como ®(T) es una funcion creciente y 7' < T, entonces

T d7’1 / 7“1d7'1 o 1 log (1 _ <
0 f ro(pV (T) + ®(Tp))drs pV(T) + @(Tp)

Por la definicion de V(7))



Entonces como log (1 — (%)2> < 0 para r < R, se tiene

" odrg 1 7\ 2
) M) S Ty (1‘ (7) )

y con esto podemos concluir que

y se concluye lo deseado. O

Una consecuencia inmediata de este teorema es que en el caso sin evaporacion ® = 0, la
Unica solucién esta dada por

r 2\ h|Q
T:T0<1—<—>) o=l
R CM()
Esto es interesante, pues permite ver graficamente el comportamiento del campo de tempe-
raturas en funcion de h, My, Ry c.

Campo de temperaturas, modelo radial sin evaporacion
T T T

70 d
| SN — =01
60 | II'-I “‘*\“\\ 1l — a=0.3
\\ — =05
@ 50 II|I \ — (’t=0.7
BT | 1| — =09
E I' \ 1
Q 'II \\ =
E ol \, || — a=10
N\ — =30
\‘\._ — a=50
\ \
30 - \ — =70
| — a=100
20 - \‘“~——
0.0 [172 [174 [J.I(_i [J.IB 1.0

distancia radial
Figura 2.2: Comportamiento campo de temperaturas en funcién del coeficiente de conveccion
h, modelo radial con evaporacion, Ty =70, T, =0, My =10, p=c=R=1
En la figura se puede observar que si h crece, el campo de temperaturas se acerca a

0 en casi todas partes, excepto en 0, donde siempre vale Tj, por otra parte cuando h tiende
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a 0, entonces T tiende a Ty casi en todas partes, excepto en el borde, donde siempre vale 0.
De manera similar, cuando M, crece, se tiene que 1" se acerca Ty y cuando M, decrece a 0,
el campo de temperaturas se aproxima a 0.

Para el caso con evaporacion se puede ver una comportamiento parecido utilizando
como

B(z) = exp (100;_33)

funcién que cumple las hipotesis del teorema. Ademaés se considera una solucién numérica
dada por

i i R i i 1 .
Tkill Thopr + N(thill + L@(Tk+1)) ML i=0,....N
k+1
, 1~ R
My = 7 Z](PV(Tk> + (I)(Tk))ﬁ

J=0

donde T} aproxima al campo de temperaturas T} en el punto iAx con Az = R/N, cabe
mencionar que esta ecuaciéon es no lineal y por lo tanto se puede resolver con el método
de iteraciones de Picard. En este contexto T} se refiere al campo de la k-ésima iteracion de
Picard, lo mismo aplica para el termino M.

Se puede apreciar que cuando h tiende a oo ambas cotas tienden a 0, pero cuando h tiende
a 0 la cota inferior no tiende a Ty como sucedia en el caso sin evaporacion, lo cual se puede
apreciar en la ﬁgura. 3} Andlogamente, en se observa que cuando M, crece, ambas cotas
tienden a T}, pero cuando M, tiende a ®(T 0)\9\ la cota mferlor se acerca a 0, pero la cota
superior no, ya que el exponente de esta cota se acerca Ademés, en ambos graficos se

) . (T )’
puede ver que la soluciéon de la ecuaciéon cumple las cotas

Como se observa, este teorema es muy relevante, pues da una idea del comportamiento
del campo de temperaturas al interior del dominio en funcién de todos los parametros del
problema. En particular se puede ver que la temperatura decae desde T} hasta 0 en el borde
del disco B(0, R). Otra cosa interesante es que la temperatura solo es Ty(temperatura del
liquido irrigado) en el origen y que luego en todos los puntos es menor estrictamente a esta
temperatura.

En el siguiente teorema se puede apreciar una cota para la norma L*(Q2) del campo de
temperatura y también una cota para la norma L*(Q) de T — Ty, es decir, de la distancia de
T a Ty en L*(Q).
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Cotas campo de temperaturas, modelo radial

h=0.01 5 ;
E E ' - ' ——— 1| — Cotainferior
g afr 1| — Cota superior
%) — .
E N 1|  Campo de
i C . - . . Temperaturas
& 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.( P
Distancia al borde
h=0.5 ; ;
E 2 ' - ' ' 7| — Cota inferior
= r 1| — Cota superior
T 20F ]
g - 1| Campo de
CRT, L ! I . Temperaturas
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.(
Distancia al borde
h=2 ; -
E E . . 7| — Cota inferior
= 1| — Cota superior
%) - .
) 1| Campo de
-1 ! . . . Temperaturas
= 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 L.( P
Distancia al borde
h=50 . ;
E ' - ' ' 7| — Cota inferior
= 1| — Cota superior
[¥] -
E 1| _ Campo de
& . . . I Temperaturas
0.2 0.4 0.6 0.8 1.(

Distancia al borde

Figura 2.3: Comportamiento cotas campo de temperaturas en funcion del coeficiente de
conveccion h, modelo radial con evaporacion, Ty = 70, T, = 0, My =10, p=c= R =1,
L = 2000
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Cotas campo de temperaturas, modelo radial

My = ®(T)[Q]-1

' — Cota inferior
—— Cota superior

Campo de

. . . . Temperaturas
0.0 0.2 0.4 0.6 0.3 1.0

Distancia al borde

M, = ®(T;)|02]-10
' ' ' — Cota inferior

1| — Cota superior
1 ~ Campo de
. . . Temperaturas

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Distancia al borde

My = ®(T3)[2]-100

Temperatura
'I—‘ L g TR ey o

Temperatura

T — Cota inferior
Cota superior

Temperatura
‘l—‘ [ g ONTEE w28 voa)
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Figura 2.4: Comportamiento cotas campo de temperaturas en funciéon del coeficiente de
conveccion My, modelo radial con evaporacion, Ty = 70, T, = 0, h = p = ¢c = R = 1,
L = 2000
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Teorema 2.8 Sean My , h, Ty > Tz, L, c, p>0y®: (—00,The) — R una funcion
diferenciable, creciente, acotada inferiormente y tal que ®(0) = 0. Sea también Q@ = B(0, R)
con R >0. 51 _

Mo - (1) — max(0, inf d(2))

o = ° =

y ademas, T € E es tal que

S(T)=T
Entonces
M,
1Tl 220 < To TO
2(h + D(T)) |02
Moy — [Q[®(Th)
DemMosTRACION. Como S(7T') = T', entonces
dT
hT — cM(T)d— + LO(T)=0 (2.3)

r

Multiplicando por Tr e integrando entre 0 y R se obtiene
R R 47 R
h/ T?rdr — c/ d—M(T)Trdr + L/ O(T)T'rdr =0
0 o ar 0

Notemos que

Rar 1 a4
— M(T)Trdr = = —(THYM(T)rd
/Odr (T)Trdr Q/Odg \M(T)rdr

Integrando por partes resulta

/O tar M(T)Trdr = % (T?M(T)r e /0 ’ T2i(M(T)r)dr>

dr 0 dr
Como d
3, (M(T)r) =r(pV(T) + &(T))
’ R MT?
T*M(T)r|, = 2°7r°
entonces

/OR %M(T)Trdr = % (]\IOTO2 _ /OR T*r(pV(T) + @(T))dr>

y por lo tanto

R cMoT2 c R R
h/ T?rdr — - —=-2 +—/ TQT(pV(T)JrCI)(T))errL/ O(T)Trdr =0
0 2 21 2, 0
Asi " -
h/ T?rdr < CMOTO

0 4

7
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De lo anterior y el hecho de que T sea una funcién radial, se tiene que

9 CM()TOQ
17720y < —n

CMO
Tl 72 < Ty —
17N z20) < Toyf 5%

Si se multiplica (2.3)) por (Ty — T)r y se integran entre 0 y R, entonces queda

que es lo mismo que

h/OR T(Ty — T)rdr — C/OR %M(T}(TO —Tyrdr+ L /OR B(T)(Ty — T)rdr = 0

Notemos que

| GME@ = Trar = 5 [ (@ = Ty ()

y usando integracion por partes se llega a

R R
/0 %M(T)(T — To)rdr = —%/0 (pV(T) + @(T))|(T — Tp)*rdr

y por lo tanto
R ¢ (R R
h/ T(To — T)rdr — 5/ (pV(T) + ®(T))(T — Tp)*rdr + L/ O(T)(Ty —T)rdr =0
0 0 0

que es lo mismo que

§ /OR(pV(T) +®(T))(T — Tp)*rdr = h /OR T(Ty —T)rdr + L /OR O(T)(Ty — T)rdr

Como ®(T") > 0, entonces

g/OR pV(T)T — Ty)?rdr < h /OR T(Ty — T)rdr + L /OR O(T)(Ty — T)rdr

Podemos integrar en 6 entre 0 y 27 y se obtiene

27 R 27 R
: / / PV (T)(T = Ty)Prdr < / / (WT + LO(T))(Th — T)rdr
0 0 0 0
Usando el cambio de variables a coordenadas cartesianas

g/QpV(T)(T — Tp)dx < /Q(hT + LO(T))(Ty — T)dz

Usando la desigualdad de Holder en el lado derecho, se subentiende

C
5 [ VT = Tds < (0T + LO(T) ooy To ~ Tl
Q
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es decir

cpV(T)
— T = Tollrx) < I(WT + LE(T))l| 2o
Como |T| <Tyy pV(T) > ﬁ(MO — ®(Tp)) > 0, entonces

2(h + &(To)) |2

T — Tol| 2 < :
=0 — 191 (Ty)

]

Lo anterior se puede ver como una distancia entre el campo de temperaturas 7' con respecto
a Ty v a la temperatura nula en funciéon de My, h, la evaporacion @ y el area de donde se
esta irrigando. Los resultados vistos hasta ahora son para el caso en que T, = 0y ®(0) =0,
sin embargo, utilizando el teorema se pueden obtener los mismos resultados para el caso
en que (0) <0y T, #0:

Teorema 2.9 Sean Mo s hy Ly, p>0, Thae >To > T, >0y & (—00, Thnas) — R una
funcion diferenciable, creciente, acotada inferiormente y tal que ®(0) < 0 y ®(Ty) > 0. Sea
también Q = B(0, R) para R > 0. Si

v
WT > O(Ty) — mix(0, inf &(x))
Entonces el problema (P) tiene al menos una solucion T, radiales. Si ademds
2|9 || oo
I
o — ®(To)
Yy

/dex:o

En este caso el campo de temperaturas esta entre T > 0y Tp, ademéas T =T en el borde
y T = Ty en el origen. Si ®(0) < 0 hay un cambio en la temperatura en el borde 0 a T > 0
con respecto al caso ®(0) = 0. La explicacion de esto se encuentra en que una evaporacion
negativa( condensacion) significa una ganancia de energia y por lo tanto la temperatura
aumenta en T’ con respecto al caso ®(0) = 0. También se puede obtener el comportamiento
limite del campo de temperaturas en funcién de h, Mp, |2|(area que esté siendo irrigada),
Ty, T, y ® usando el Teorema [2.8] dicho comportamiento se puede resumir en lo siguiente

entonces la solucion radial es unica.

e Notemos que si h — 0o, entones
T =1,

ya que T cumple con

_ L

T—Ta—l—E(I)(T):O
Luego de esto y del teorema [2.8] vemos que T' — T, cuando h — 0o. Esto quiere decir
que si el coeficiente de conveccion con el ambiente es muy alto, entonces la temperatura

estard muy cerca de la temperatura ambiental. Mas atin tenemos una estimacion de esa
distancia.
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e Si asumimos que no hay evaporacion, entonces del teorema se obtiene

2h[Q|3/2

|T" = Tol| 20y < vV

ya que T = T,. Luego es claro que cuando h — 0, entonces T — Ty, es decir, mientras
mas pequena sea la conveccion con el ambiente, méas cercano sera el campo de tempe-
raturas a Ty, pero esto es casi en todas partes, ya que para h > 0y ® = 0, en el borde
siempre se tiene T' = T,. En presencia de evaporacién no se obtiene lo mismo, de hecho
si T € CY(Q) es solucion de (P) cuando h = 0, se debe cumplir la ecuacion

—cVTVY + LO(T) = cMy(Ty — T)

y por lo tanto no se puede tener T' = Tj. De hecho, en este caso la temperatura en el

borde es
T=T"*

donde T es la temperatura a la cual se anula la evaporacion.
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Capitulo 3

Modelo geometria general sin
evaporacion

Consideremos My, h, L, c, p>0,Ty>T, >0y Qun conjunto abierto y acotado de R? de
frontera de clase C! como en el Capitulo 1, y una funcion f € L>(Q) tal que || f|| 1) = 1.
El problema en este modelo es encontrar ¢ € H*(Q) y T € L>(Q) con VI'Vy € L*(Q) tales

que cumplan lo siguiente

— A+ pV = cM, en {2 (3.1a)
KT — VTV + cMofT = My fTy en (3.1b)

5 :
dondea—zé:OenﬁQyV:%.

(2

Figura 3.1: Dominio general

Notemos que este problema es similar al problema (P) con ® = 0, sin embargo en este
caso se cambia el delta de Dirac por la funciéon f, que se interpreta como la distribucion
que sigue la irrigacion sobre €. Lo importante de este nuevo problema es que permitira
demostrar existencia y unicidad de las soluciones y obtener propiedades similares a las vistas
en el Capitulo 2 para las soluciones radiales del problema (P).

En la primera secciéon se define le problema en el nuevo modelo y que se entenderé por
solucion del mismo, en la segunda seccidon se ven resultados teoricos relacionados con la
existencia de las soluciones y finalmente en la tercera seccién se muestran resultados relativos
a la existencia y unicidad de soluciones del problema.
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3.1. Definicion del nuevo problema

Al igual que lo hecho en el Capitulo 1, vamos a considerar € C R? como un abierto acotado
de frontera C'!, las constantes My, h, ¢, p > 0, Ty > T, > 0, donde estas representan los
mismo que en el Capitulo 1, pero ademés vamos a asumir que la evaporacion es nula (esto es
® = 0) y que la irrigacion esta distribuida en 2 segin una funcion f € L*() tal que f >0
¥ || fllz1(@) = 1, con esto se representa el flujo masico irrigado por unidad de 4rea como f M,
en lugar de doM,. Lo anterior significa que en este modelo la irrigaciéon no esta limitada a
un punto, sino que esta distribuida en el drea de 2. Segun esto, el problema que se desea
resolver en este modelo es:

Problema 3.1 Sean M, h,e,p >0, Ty > T, >0, Q un conjunto abierto y acotado de R?
de frontera de clase C*' y sea f € L>(Q) con f > 0y || fllz1 = 1. El problema (Pj) es
encontrar 7' € L>(Q) y v € H'(Q) tal que VI'V1 y cumplen

—Aep + pV = fM, en ) (3.2a)
— VYT + WT = T,) = fMoc(Ty — T) en (3.2b)
y?—%zOen@Q,dondeV:ﬁ.

Notemos que pedir VI'Vy € L*(Q) tiene sentido, pues para u € (H'(2))* y T € L*(),
se puede definir VT - u como una distribucion, de manera de que para ¢ € C§°(§2) se tiene
la expresion:

/QVT~u¢d:z:: —/Qdiv(u)Tgb—/QV¢-qux

La principal diferencia de este problema con lo visto en los capitulos anteriores es que se
cambia el delta de Dirac por una funcién f, la cual es acotada, positiva y con norma unitaria
en L'(Q), ademés se pide que el campo de temperaturas este en L®(Q) en vez de ser una
funcién continua. Estos dos cambios son para tener un problema mas facil de resolver, mas

aun, si se considera por ejemplo
9= = 1B(o,e) // dw
B(0,e)

donde 14 la indicatriz del conjunto A, se obtiene un problema aproximado (P, ), tal que g.
tiende a dg en el sentido de las distribuciones cuando ¢ tiende a 0, los cuales tienen asociado
una sucesion de soluciones que, como veremos mas adelante, tienden a una soluciéon del
problema (P).

Para resolver el problema (P;) se define el operador S de L*(Q) en L*(Q) y se va a
demostrar que es una biyeccion desde su dominio en L*(€2).

Definicién 3.1 Sean My, h,c,p > 0, Ty > T, > 0, Q un conjunto abierto y acotado de R?
de frontera de clase CY' un f € L®(Q) con f > 0 y ||f|lr1q) = 1. Se define el operador
S:D(S)C L*Q) — L*(Q) para f € L=(Q) como

S(T) = hT — VTV + cMyTf , T € D(S)
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donde D(S) = {T € L*(Q) |[VTVy € L*(Q)} y ¢ € H*(Q) es la tinica funcion que cumple
— AY+cpV = Myf enQ (3.3)
conaw:O en 002, V = m‘yfgd)dx—()
Para que el operador anterior este bien definido, hay que ver la existencia y unicidad del
Y € H*()) que cumple (3 Y3 (w = 0 en 0f2, para lo cual se tiene el siguiente Teorema

demostrado en [10]:

Teorema 3.2 Sea Q0 un conjunto abierto y acotado de R™ de frontera de clase CY' y sea
también g € L*(Q) con fQ gdx = 0. Entonces existe una unica funcion u € H tal que

—Au=g en )
8u_0 en OS2
n

Donde

H:{UEHQ(Q) ‘/dex:[)}

Ademas existe una constante que depende de ) tal que

[ull a2(2) < Cliglc2 @ (3.5)

En el teorema anterior, la hipotesis de que € tenga frontera de clase C'! puede ser
cambiada por §2 conjunto poligonal o €2 convexo. Lo importante para este trabajo es que la
hipétesis sea tal que la solucion de (3.1a)) este en H?((Q).

En la definicién de S se pide fQ dzr = 0 para tener la unicidad de 1. Esto no afecta
el problema, pues lo que lo que realmente interesa es —V1) que representa el flujo mésico.
Ademas en este operador no aparece T,, pero como vimos en el teorema (en este caso
las soluciones son menos regulares, pero el procedimiento es analogo) el problema se puede
reducir al caso T, = 0 usando el cambio T = T+1T uy Ty = T, o+ T,. En lo que viene se
demostraran propiedades necesarias para ver la biyectividad del operador S.

3.2. Espacios X,(Q2) e Y,(Q2)

Como se vio en la secciéon anterior, para T € L*(Q) y u € H' () se puede definir VT - u
como una distribucién, a partir de esto se puede pedir que dicha distribucién sea una funcion
en L*(Q) y por lo tanto se pueden definir los siguientes espacios:

Definicion 3.3 Para Q C RY yu € (H'(Q))4, tal que Q es un abierto acotado de frontera
Lipschitz de RY, se definen los espacios de Banach

X (Q)={vel*(Q) | Vv-ue L*(Q)}
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Y, (Q)={veLl*Q)| Vv-uec LYQ)}

con sus T@Sp@CtanS normas

lollx,@) = y/llol2) + V0wl

lollvie) = y/llol3aq) + V0 - ullf )

Con estas normas, ambos espacios son espacios de Banach.

Segun la definicion del operador S, es claro que para u = Vi se tiene X, (2) = D(S), luego
como S es un operador no acotado, se necesitan resultados relativo al limite de funciones en
los espacios X, (€2) y también para Y, ({2) para estudiar las propiedades de S, los cuales se
presentan a continuacion:

Teorema 3.4 Sea Q2 C RY tal que Q es un abierto acotado de frontera Lipschitz y u €
(H'(2))4, entonces para todo z € Y,(Q) existe una sucesion (z,)nen C C°(Q) tal que
lim z, = 2z en L*(Q), lim Vz,-u= Vz-u en L'(Q)

n—oo n—oo

Este teorema fue demostrado en la Seccion 3 de 9] y fue utilizado para resolver ecuaciones
de transporte en estado permanente cuando la velocidad del transporte tiene componente
normal 0. El Teorema [3.4 m 4l basicamente dice que las funciones con soporte compacto en €2 son
densas en Y, ().

El siguiente teorema nos dice que L>(2) N X, () es denso en X, (£2). Esto es importante
pues, junto con el Teorema , permitira integrar por partes funciones de X, (). Este
resultado fue demostrado en [1] y fue usado para integrar por partes funciones es X, (1)
cuando div(u) = 0. En nuestro caso en lugar de asumir div(u) = 0, se supondra que div(u) €
L>(Q).

Definicion 3.5 Se define la truncatura de nivel n > 0 para t € R como

t —mnm<t<n
B,(t) = n t>n
—n t<—n

Proposicién 3.6 Sea Q C RY tal que Q es un abierto acotado de frontera Lipschitz, u €
(HY(2))4. Sea z € X,(Q) y definamos

E(c)={x € Q] z(x) =c}
para ¢ € R, entonces B, (z) € X, mds ain se tiene que

u-VB,(z) =0 ctp. en E(n)U E(—n)

uV B, (z)



Proposicién 3.7 Sea Q C RY tal que Q0 es un abierto acotado de frontera Lipschitz y u €
(HY(2))4. Entonces las siguientes propiedades se cumplen

1. B, es fuertemente continua de X, en X, ().

2. Sea z € X,(Q2). Entonces, se tiene que

lim B, (2) = z fuerte en X,(2)

n—00

Junto con lo anterior se puede obtener una nocion de traza de las funciones en X, ()
dado por el siguiente teorema:

Proposiciéon 3.8 Sea Q C RY tal que Q es un abierto acotado de frontera Lipschitz y u €
(HY(2)) con div(u) € L>®(Q) y r > d un nimero real. Denotemos por v’ al mimero real tal

que 1/r+1/r" = 1. La funcion v, : z = (zu)nl|,q, definida en C°(Q2) puede ser extendida por
continuidad a una funcion lineal continua, que sigue llamando ,, desde Y, en W=7 (9Q).

DEMOSTRACION. Para z € C®(Q) y ¢ € W (Q) se cumple

/QVzungdx—i-/QV(buzdx—i-/Qdiv(u)zqﬁdx—/Q(zu)n¢d5

Entonces

/Q (zu)ngde‘ <

IVzullir@lidllz= + zllz@llull 2z o 1Vl + l12ll 2@ lldivel oo [ €]l 20

Luego por las desigualdades de Sobolev, existen C} , y Cy, tales que

Jull 2 < Cypllull oy

[l zo () < Copll@llwrr ()

Por lo tanto

/Q (zu)ngde‘ <

(V0ulanopeCr + Cor/Mdivalm )+ G, ) el

Sea € W(1—1/r,r)(09), entonces debe existir ¢ € W' (Q) tal que ¢ = u en 952, entonces

/Q (zu)nudS‘ <

(mewwafumwmwwmmm+@0wmmmmm@

Entonces zun debe cumplir la siguiente cota para lo norma dual de W!'=1/"7(Q)
||UZ””W71/T’»T’(Q) <
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(VullanansCr -+ Cor VRl i~@)? + . ) sl
Luego como C®(€2) es denso en Y,, entonces 7, puede ser extendida de manera continua y
Unica tal que

H%||c(yu;wfl/r’m’(ﬂ)) <

VUl apaCur + Cor/ 1 dival e ey)? + C3,

]

Este teorema fue demostrado en |1| para dar sentido a a las funciones de X,(Q2) en el
borde de € cuando div(u) = 0 y asi poder pedir una condiciéon de borde sobre soluciones de
ecuaciones de transporte en estado permanente, cuando la componente normal de la velocidad
del transporte no es nula en todo el borde.

Ahora veamos la integracion por partes de funciones en Y, () parau € H'() con div(u) €
L>(Q):

Proposicién 3.9 Sea Q C R tal que Q es un abierto acotado de frontera Lipschitz y u €
(HY(Q))Y con div(u) € L®(Q) yu-n =0 en Q. Entonces para todo v,w € X, se tiene la
siguiente formula

/Q(qu)vdw+/Q(qu)wda: = —/Qdiv(u)vwdx

y ademads

/Q(qu)vdx = —%/ div(u)v*dzx

Q

DEMOSTRACION. Sean (vy = T1,(v))r>0 ¥ (w;)r>0 sucesiones en X, y C%°(Q) respectivamente,
tales que
v, — ven X,

w; — w en Yy,

Entonces

A&N@MWM+Amwwmﬁuz—/&wwﬂwmx

Q
Tomando 7 — oo
w; — w en L*(Q)

Vwju — Vwu en L'(Q)

Como div(u), v, € L*(2), entonces la igualdad anterior se sigue manteniendo en el limite

AWVWWMM+L@WWWMx:—L&WMWWMx

Tomando k — oo
v — v en L*(Q)
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Vuru — Vou en L*(9)

Entonces como div(u) € L®(2) y w € Y, se puede pasar al limite en la tltima igualdad

/Q(UV(w))vdx—l—/Q(qu)(w)dx = —/div(u)v(w)dx

Q

De esto ultimo, tomamos w = v y queda

/Q(qu)vdx: —%/div(u)iﬂdx

Q

]

Este tltimo teorema es importante pues va a permitir demostrar la epiyectividad del
operador S. Para demostrar propiedades del operador, necesitaremos ver que la parte positiva
y el modulo de una funciéon en Y,(Q2) esta en Y,(Q2), para lo cual se tienen los siguiente

resultados:

Lema 3.10 Sea Q C RY un abierto acotado de frontera Lipschitz y u € (HY(2))? con
u-n=0endQ, seaT € Y,(Q) y G:R — R una funcion C*(R) tal que G’ es acotada.

Entonces G(T) € Y, () y
VGT) u=G(T)VT -u

DEMOSTRACION. Sea C' > 0 tal que
|G [zoe(o) < C

Entonces para todo x,y € R
G(z) — G(y)| < Clo =y

Luego, sea T,, € C*(Q) tal que

lim T, = T en L*(Q) , lim VT,u = VTu en L'()

n—oo n—oo

Notemos que en el sentido de las distribuciones

/Q VG(T)upds = — /Q G(T)uVeda — / G(T)div(u)dx

Q
Para todo ¢ € C§°(2). Por otra parte, por regla de la cadena
VG(T,)u=G(T,)VT,u

y por lo tanto se obtiene

/Q VG(T,)updr = — /Q G(T,)uVepdr — /

Q

para todo ¢ € C§°(£2). Luego, como T,, — T, entonces

lim G(T,,) = G(T) en L*(Q)

n—oo
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por lo tanto

_ /Q G(T,)uVdz — /Q G(T) édliv(u)de — — /Q GTYuV i — /Q G(T)pdiv(u)dz

es decir,
/ VG(T,)updr — / VG(T)updx
Q 0
para todo ¢ € C§°(€2). Ademas

/ V(T — G(T)VTulde — / G (T)VTyu — G(T)VTu|dz
Q Q

= / \G'(T,)VT,V¢ + G'(T,,)VTu — G'(T,,)VTu — G'(T)VTuldz
Q

< / G(T) ||V Tu — VTnu|dx+/ G(T,) — G(T)||VTulda
Q Q
Por otro lado, como G es acotada
G(T,) = G(T)||VTul < C|VTul

y como G(T,,) — G(T) c.t.p. en 2, del Teorema de convergencia dominada se tiene que
/Q IG(T,) — G(T)||VTu|ldz — 0
cuando n — oo. Como VT,u converge a VT'u en L*(Q) y G’ es acotada, entonces
/Q |G (T)|IVTu — VT,uldz — 0
y de esto se concluye que
/Q \VG(T,)u — G"(T)VTu|dx — 0 cuando n — oo

es decir, VG(T,)u converge a G'(T)VTu en L'(2). Como G'(-) es una funcién acotada,
tenemos que G'(T)VT'Vy € L'(Q). En particular, esto implica convergencia débil:

lim [ VG(T)updr = / G'(T)VTugdz para todo ¢ € C5°(Q)

pero como
/ VG(T,)updr — / VG(T)ugpdzx para todo ¢ € C3° ()
Q Q
se debe tener que VG(T)u = G'(T')VTu en el sentido de las distribuciones. Esto implica

VG(T)u e LYQ) y
VG(T)u = G'(T)VTu
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Lema 3.11 Sea Q C RY tal que Q es un abierto acotado de frontera Lipschitz yu € (H(£2))4
conu-n=0endQ, T € U,(), entonces |T| € Y,,(Q) y

VI|T|u = sign(T)VTu

donde
1 stx >0
sign(z) = 0 siz=0
-1 s1x<0

DEMOSTRACION. sea G(x) = Va? 4 € para € > 0. Notemos que

, x
Gi(r) = \/332:4—52
Como
2] = Va2 < Va2t ¢
Entonces

|GL(z)| <1
Por el Lema anterior
G.(T) € Yu(Q)

Yy
VGA(T)u=G.(T)VTu

Por el Teorema de convergencia dominada
lii% GL(x) = sign(z) en LP(Q)
para todo 1 < p < oo, por esto
VG(T)u=G(T)VTu — sign(T)VTu

en L'(Q), pero ademas

/ VG.(T)uds — — / G.(TYuVods — / div(u) G (T) bz
Q Q Q
Nuevamente por el teorema de convergencia dominada
’ _ p
ll_I)I(l)GE(x) = |x| en LP(Q2)
para todo 1 < p < oco. Por lo anterior

lim [ G(T)uVédz — / AGG.(T)pdz
Q Q

e—0

= / TuVede — / div(u)|T|pdx = / VT |ugpdx
Luego por unicidad " ) "
/ VI|T|updx = / sign(T)VTu¢dx
Como lo anterior es para tod(i2 ¢ € C° (), engt)onces
VI|T|u = sign(T)VTu
y ademés V|T|u € L}(Q) O
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Lema 3.12 Sea Q C RY tal que Q es un abierto acotado de frontera Lipschitz yu € (H*(€2))4
conu-n=0endQ, T e€Y,(Q), entonces TT € Y, (Q) y ademds

VT+U = 1T>0VTU

DeEMOSTRACION. Notemos que
L1
= 5(!36\ + )

Por el lema anterior

Tt € X, (Q)
y ademas

1
VTu = §(sign(T) +1)VTu = 1r-0VTu

3.3. Existencia y unicidad

En lo que viene se demostrara la existencia de solucién para el problema (Py). Para esto
primero se verd que S es un operador no acotado de dominio denso y luego usando resultados
de la seccion anterior se demostrara que es un operador sobreyectivo, con esto se tendra la
existencia de soluciones del problema y también la unicidad. También se demostrara que el
campo de temperaturas debe cumplir que 7, < T < Tj al igual que en el modelo con simetria
radial y que debe cumplir las mismas cotas en L?(Q). Luego se vera que para f € L*(Q)
también se tiene existencia y unicidad y que para el problema (P) (con ® = 0) solo se puede
asegurar la existencia. Para esto vamos a utilizar los siguientes teoremas y definiciones que
se encuentran en [4]

Definicion 3.13 Sea X un espacio de Hilbert, sea A : D(A) C X — X un operador lineal,
se dice que es no acotado si existe C' > 0 tal que

[Az]| < Cllzl| , Yz € D(A)

Si D(A) es denso en X se dice que A es un operador de dominio denso y si ademds el grafo
de A es cerrado, se dice que A es cerrado.

Definicion 3.14 Sea X un espacio de Hilbert y A : D(A) — X un operador no acotado
densamente definido, se define el adjunto de A como A* : D(A*) — X tal que

D(A*) ={v e X | ¢ > 0 tal que (Au,v) < c||lu|| Yu € D(A)}

en lo anterior (-, -) es el producto interno en X. Parav € D(A*), se define A*v como el 1inico
operador lineal

(A*v,u) = (v, Au) para todo u € D(A)

Teorema 3.15 Sea X un espacio de Hilbert y A : D(A) C X — X un operador lineal no
acotado cerrado y de dominio denso, las siguientes son equivalentes:
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e A es sobreyectivo.

e FKuxiste una constantes C' > 0 tal que

lv|| < C||A™v|| para todo v € D(A™)

Segun lo anterior nos centraremos en probar que S es un operador no acotado cerrado de
dominio denso en L?(Q).

Teorema 3.16 Sean Mo,h,c,p >0, Ty >T, >0, Q un conjunto abierto y acotado de R?
de frontera de clase CY' y sea f € L®(Q) con f >0y || flli@ =1. S es un operador lineal
cerrado con dominio denso en L*(Q).

DEMOSTRACION. Sea T' € C§°(£2), claramente
VyVT € L*(Q)

Entonces C5°(Q) C D(S), luego como C§°(€2) es denso en L?(f2), entonces D(S) es denso en
L*(Q).

Ahora veamos que S es cerrado: sea (T},),>1 C D(S) un sucesion tal que T,, — T en L?*(Q)
v S(T;,) — y en L*(R2), sea ademés ¢ € C5°(£2), entonces

/Q S(T,)pdx = /Q hT,¢dx — ¢ /Q VT, Vipodz 4+ cM, /Q fT,odx

Integrando por partes el término fQ ViyVT¢dx se obtiene:

/Q S(T,)pdx = /Q hT,édz + ¢ /Q T,VVédz + cpV /Q T, éda

Luego por la convergencia de S(7T,) y T,, queda:

/ngbdx:/Qthzde—|—c/ﬂTV¢ngdx+ch/QT¢dx

De lo anterior se puede deducir que div(T'V)) = hT + cpVT + y en el sentido de las distri-
buciones y por lo tanto VT'Vy € L*(2), es decir, T € S(L), ya que

/ VTVieds — — / dio(TV) ez — / AUTods , Yo € C2(Q)
Q Q Q

De lo anterior se deduce que
/ ypde = / hT¢dx — ¢ / VTViodz + M, / fTodx = / S(T)¢dx
Q Q Q Q Q

con esto y = S(T) y se concluye que S es un operador cerrado con dominio denso en L?(Q2) [J

Teorema 3.17 Sean M, h,e,p >0, Ty > T, >0, Q un conjunto abierto y acotado de R?
de frontera de clase V' y sea f € L®(Q) con f >0 y || fllr1 = 1. El operador adjunto de
S es

S*(v) = hv + cVuVY + cpVu , para v € D(S¥)

y D(5") = D(S)
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DEMOSTRACION. Primero veamos cual es el dominio de S*. Por definicion sabemos que

D(S*) = {U € L*(Q) | 3C > 0 tal que / S(T)vdx
0

< Il VT € D(5)
Sea ¢ € D(S) y T € D(S), se tiene que

/Q S(T)pdz = /Q hTédz — c /Q VTViédr + cM, /Q FTédx

Como D(S) = Xvy(€2), entonces podemos integrar por partes y queda

/Q S(T)pdx = /Q hT¢dz + ¢ /Q VoVyTdz + ¢ /Q AYT¢dx + M, /Q fTédx

= / hT(bda:—l—c/ TV¢V¢dx+ch/ Todx
Q Q 9)
entonces

< ((epV + ) 19l L%(Q) + e VOV r2) 1T |2y

/Q S(T)da

Luego D(S) C D(S*). Sean v € D(S*) y ¢ € C§°(2), entonces por definicién del operador
adjunto se tiene

/ﬂ $S*(v)dz = /Q S(¢)vndz = /Q hovdz — c /Q VéViv,da + cMy /Q Fovnda

Ademas, como ¢ € C5°(£2), se tiene que

/QVUV1/J(/§dx— —/(vangvdx—/QAl/Jqﬁvdx

y por lo tanto
/ng*(v)dac = / hovdz + c/ VoViyodr + ch/ pvdx , Vo € C5°(Q)
) Q Q Q

De esto tltimo, como S*(v) € L*(€2), entonces
VoV € L*(Q)

y por lo tanto v € Xy, (2) = D(S) y se concluye que D(S*) = D(S) y ademas

S*(v) = hv + cVoVyu + epVu
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Teorema 3.18 Sean Mo,h,c,p >0, Ty > T, >0, Q un conjunto abierto y acotado de R?
de frontera de clase Ct' y sea f € L™(Q) con f >0y || fllr1 = 1. Para todo T € D(S):

<h+ %ch) HT||%%(Q) < /QS(T)de = /QS*(T)Td:c

DEMOSTRACION. Para T € S(L) = Xy, (12) se tiene

/ VyVTTdz = 1 / AYT?*dz = 1 / (Mof — pV)Tdx
Q 2 Q 2 Q

Entonces
/ S(T)Tdx = h / T?dz — ¢ / VTVYTdz — cM, / fTr2da
Q Q Q Q
/ S(T)Tdzx = h/ T%dz + - /(Mof + pV)T?dz
Q Q 2 Ja
Como f > 0, entonces se concluye lo pedido. O]

Teorema 3.19 Sean My, h,c,p > 0, Ty > T, > 0, Q un conjunto abierto y acotado de
R? de frontera de clase C' y sea f € L®(Q) con f > 0 y ||l = 1. El operador
S D(S) — L*(Q) es biyectivo.

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior sabemos que

1 « ¥
(4 o0V ) Ty < [ 80700 < 18° (D)o T

por lo tanto
1

1 - *
Il < (et geav ) 18" (D azen
analogamente
1 1
1T L2@) < <h+ ECPV) 1S(T) | 220

De la primera desigualdad se concluye la epiyectividad de S y de la segunda, si S(T") = 0,
entonces 1" = 0 y por lo tanto S es un operador inyectivo. O]

Con lo anterior ya se puede asegurar la existencia y unicidad para el problema (Py), pero
ademaés se pueden demostrar propiedades sobre estas soluciones, como las vistas en el capitulo
anterior:

Teorema 3.20 Sean Moy, h, c,p>0,Ty >T, >0, Q un conjunto abierto y acotado de R? de

frontera de clase CV' y sea f e L®(Q) con [ >0 y ||fllriq) = 1. Entonces existe un wnico
T en D(S) tal que ‘
S(T) = CMoTof

Ademds T cumple las siguientes propiedades
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1. 0<T <T,
2. || z2() < %TO
3. IT = Tl gy < 22T,

cMy

DEMOSTRACION. La existencia y unicidad del T' se tiene de la biyectividad del operador S.
Probemos que 7' > 0: Definamos v = min(7,0) = —(—7')" , entonces

1 .
/ S(v)vde = h/ v2dr + = /(fMO + pV)vidx
Q Q 2 Jo
Ademaés por definicion de Sy del Lema [3.12]
/S(U)Udl’ = h/ 1T<0T2d$‘ —C/ ].T<0VTTdJI+CMO/ fT21T<0dl’ = / S(T)Udl‘
Q Q Q Q - Q

Luego como S(T') = ¢MyT, f, entonces

. 1 .

CMO/ Tofvdr = h/ vidz + = /(fMo + pV)v*dz
Q Q 2 Jo

Notemos que
CMO/TOfvdx = cMO/ ToT fdx <0
Q T<0

por lo tanto
1 .
0> h/ vidr + —/(fMO + pV)vda
Q 2 Ja

Entonces |77 |2 = ||vllz2@) = 0, es decir, T > 0 c.t.p. en 2. Ahora demostremos que
T < Ty, para esto escogemos v = min(Ty — T,0). Andlogamente a la parte anterior

/ S(v)vder = h/ v?dx + L /(fMO + pV)vida
Q Q 2 Jo

/ S(v)vdr = h/ lyy<r(T — Ty)*dz — ¢ V(T — T)Vy(Ty — T)dz
Q Q To<T
+ CM()/ f(T() — T)QdZL’
To<T
Como Ty es constante V(T — Ty) V) = VTV, entonces
/ S(v)vdr = h/ Iy, <r(T — Tp)*da + c/ VTVY(Ty — T)dx
Q Q To<T
+ M, / f(Ty — T)%da
To<T

Desarrollando los términos del lado derecho se llega a que

/QS(v)vdx = —h/Q S(T) Ty —T)” — h/QTO(TO — T)~dx + T /Q(fMO)(TO —T)"dz
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Entonces

h/QUQda;Jr%/Q(fMO + pV)vidz
= —/ S(T)((TO - T)_)dx — h/ 1T0§TT0(T - Tg)dZE + CT()/ (fMo)(To - T)dﬂf
Q Q To<T

= —CT()/ (fMo)(TO — T)dZE — h/ ]-TOSTTO(T — To)dl’ + CT()/ (fMo)(TO — T)dl’
To<T Q

To<T
= —h/ 1T0§TT0(T — To)dl’ S 0
Q

Entonces [[(To — 1)~ |2 = [|v]|r2() < 0, es decir, T < T c.t.p en €2. Ahora veamos que

17N 220y < 3/ 52 To

1 . .
/S(T)de = h/ T?dx + 5/(fM0 + pV)T?dx = cMO/TOdex
Q Q Q Q

Entonces
h / T?dz < M, / ToT fdx < T2eM,
Q Q

[eM,
17| 220y < TOTO

2h|Q|3/2
Ahora veamos que || T — Tol|z2(0) < c‘pJ\!Jo

Esto implica

Ty, para esto notemos que

/QS(T ~T)(T — T)dar = h/

(T — Tp)*dz + % /(fMO + pV (T — Ty)*dz
Q Q

por otra parte, por definicion de S y utilizando que S(T') = eM, fTh se tiene que
/QS(T ~T)(T - Ty)dz = — /Q S(T)(Ty — T))dz — h /Q To(T — Th)da
+eTy [ (F0) (T - T
= h/QTo(To —T)dx

Entonces

h/QTO(TO —T)dx = h/Q(T — Tp)*dz + 3 /Q(fMo + pV (T — Ty)*dx

Luego utilizando que pV = |M|1

v
% (T — To)Zdl’ < h/ To(Tg — T)diL' < h\/ ‘Q‘T()”TO — T”LQ(Q)
Q Q
De lo anterior se concluye que
2h|Q[3/2
|To — Tl 220y < C’]W|0 Ty
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Antes de dar una interpretaciéon al problema anterior, vamos a ver que la funciéon f puede
tener menos regularidad y que sigue existiendo una tnica solucion:

Teorema 3.21 Sean My, h,c,p > 0, Ty > T, > 0, Q un conjunto abierto y acotado de R2
de frontera de clase CV' y sea f € L*(Q) con f > 0 y || fllr1@ = 1. Existe un tnico par
(T,v) € L*(Q2) x H*(Q) tal que [, dx =0, VIV € L*(Q) y

RT — VTV 4 cMofT = cMyTyf en Q

—AY + pV = Myf en Q , g—:i:O en 02

Ademas T cumple las siguientes propiedades
1. 0<T <T,

2. T2y < 1/ ST,

3T = Toll ooy < 22T,

cMy

DEMOSTRACION. Sea g, (z) = min(f(z),n), con esto claramente g, es acotada y positiva, para
n € N. Ahora tomemos

. gn(ZE)
W) = oo

Con esto f,, es una funcién acotada, positiva y con | f,||z1@) = 1. Luego por los Teoremas
v 8.2 existen (T,,,%,) € L*(Q) x H%(Q) tales que
KT, — cNT, N, + cMofT, = cMyThf, en Q

—A¢n+an:M0fnenQ, %:Oenaﬁ
n

Ademas 0 < T,, < Tp. Por el Teorema de convergencia dominada f,, — f en L?(£2). De esto

podemos deducir que
Un — b en H*(Q)

donde v es la tnica funcién en H que cumple

O = (0 en 0N
n

—AY + pV = Myf en Q ,

Ademas {7, },en es un conjunto acotado de L>°(£2), entonces debe existir un 7' € L*>°(2) tal
que

/ T,pdx — / T¢dx para todo ¢ € L'(1)
Q Q

Luego, esto implica que

/ T,.V¢,Vodr — / TVV¢dx para todo ¢ € C>°(Q)
Q Q

/ T, fnodr — / T f¢dx para todo ¢ € C°(Q)
Q Q
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y por lo tanto

h / oT,dz + ¢ / T,V Vodx + cpV / T, odz — cM,yTy / fopda
Q Q Q Q

—h / oTdz + ¢ / TVYNV ¢dz + cpV / Todx — eM,yTy / fodx
Q Q Q Q

cuando n — oo. Entonces T' cumple

h / oTdz + ¢ / TVYV odz + cpV / Todx — eMyT, / fodr =0
Q Q Q Q
Ademas
— / ToAYdz + pV / Todx = M, / Tofdx
Q Q Q

Luego como se cumple la siguiente igualdad en el sentido de las distribuciones

/QVTV1b¢dx:—/QVd)dex—/QAw¢wa

entonces T cumple
h / ¢Tdz — ¢ / VTVipds — M, / [Tédx = cM,yTy / foda
Q Q Q Q

Por densidad lo anterior se cumple para todo ¢ € L*(Q) y con esto VI'Vy € L*(Q2). Para la
unicidad, sea g € L*(Q) N L*°(Q) tal que VgV € L*(Q) y tal que
hg — VgV + cMogf = 0
Como VgV € L'(Q), entonces existe una sucesion g, € C*(Q) tal que
gr — g en L*(Q) y Vg,V — VgV en L'(Q)

Definamos r;, como .
e = hgr — VgV + cMogr f

Tomando limite obtenemos
lim 7, = 0 en L'()

k—o0

Multiplicando por sgn(gy) tenemos

resgn(gr) = hlge| — cV|gr| Vb + M| gil f

Integrando lo anterior y usando el Teorema de la divergencia, obtenemos

/ resgn(ge)de = h / gelda + / gl A + ey / gulfda
Q Q Q Q

Como A = pV — fM,, entonces

/rksgn(gk)dx— h/ ]gk\d:v—i-ch/ |gr|dz
Q Q Q

lim / lgr|dx =0
k—o0 Q

Por lo tanto g = 0 c.t.p en ) y con esto concluimos la unicidad de 7. O]

Lo que implica que
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Al igual que en el modelo radial, el Teorema anterior entrega una cota para la distan-
cia entre el campo de temperaturas T con respecto a T, y Ty en norma L?*(f2). Ademas,
de estas desigualdades se puede concluir una convergencia segtin el comportamiento de las
constantes del modelo. A diferencia del caso radial, en este modelo no se puede asegurar la
unicidad cuando f tiene poca regularidad, para esto hace falta poder integrar adecuadamente
el termino fQ VYV TTdz, pero esto no es posible con los teoremas antes expuestos.

En la figura se puede apreciar que la solucién del problema (P) con f = g. aproxima
adecuadamente para un € pequefio, ya que se tiene convergencia en norma L*({2), al menor
de forma numeérica.

En lo anterior la solucién numeérica corresponde a resolver le ecuacion

0.3 Convergencia numerica para o« = 10
b T T T

0.30

0.25 1

015+

Error en norma L*(f})

0101

0.05

0.00 . L . L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.2: Distancia solucién utilizando FEM vs solucion analitica para o = 10, T = 1 y
R=1
S(T) = CMOQETO

mediante elementos finitos de Lagrange de primer orden, es decir, dado un mallado triangular
de €2, encontrar Ty € Vy, ¥ny € Qn v a € R tales que

/ VinVoidr + pV / $rdx + / aprdz + / bydz = / gedax My dx (3.7a)
Q Q Q Q Q

/thngdZE—C/ V¢NVTN¢2d$+CM0/gETN¢2dJ):CMoTo/gggbzdI (37b)
Q Q Q Q

para todo ¢1 € Qn, ¢2 € Vy y b € R, donde Vi es el espacio de elementos finitos de Lagrange
de orden 1y @ es el espacio de elementos finitos de orden 2, ambos sobre el mallado de Q2. El
significado de N, es que cuando N tiende a infinito el radio de la circunferencia circunscrita de
cada uno de los triangulos del mallado de 2 tiende a 0. Notemos que se agregan la incognita
a€c€Ryel terminon byyydx en (3.7a)) para asegurar que

/@ZJNdJZ:O
Q
6
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La existencia v y Ty se puede asegurar viendo que las matrices involucradas en la resolucion
son definidas positivas, ademaés se puede asegurar que 0 < Ty < Tj

Teorema 3.22 Sean My, h,c,p > 0, Ty > 0, Q un conjunto abierto y acotado de R? de
frontera poligonal y sea f € L>=(Q2) con f >0y ||fllrr@) = 1. Sean Vi y Qn los espacios de
elementos finitos de Lagrange de primer y sequndo orden respectivamente, sobre un mallado
triangular de ). Existe un unico elemento (Tn,¥n,a)Vy X Qn X R) tales que cumplen

Q Q Q Q Q
/ hT,podz — ¢ / Vi VTydadz + cM / fTnododa = eMy T, / fooda (3.8b)
Q Q Q Q
para todo (¢1,de,b) € Qn X Viy x R. Ademds, se tiene

0<Ty <1y

DEMOSTRACION. Encontrar a y ¢y € @Qn que cumplen (3.8a) es equivalente a resolver el
problema de minimizacion (3.9) (ver [3]) utilizando multiplicadores de Lagrange.

min {% /Q Vel2dz — /Q @b(MggE—pV)d:E} (3.9)

YEH(Q), [, Ydz=0

Ya que ([3.8a)) son las condiciones necesarias de primer orden asociadas a este problema. Con
esto ¥ es el minimizante de (3.9)) y a es el multiplicador de Lagrange asociado a fﬂ Uy = 0.
Ahora veamos que a = 0; tomando b =0 en (3.7a) y ¢; = 1 queda:

PV Q| + a|Q| = M,
pero pV || = M, luego a = 0. Con lo anterior la ecuaciéon que cumple ¥y es

Q Q Q

para todo ¢; € Q. Para encontrar Ty que cumple (3.7b]) consideremos la siguiente funcion
bilineal definida en Vy x Vy

A(T, ¢) = /Q hT¢dx — ¢ /Q VinVTodz + M, /ﬂ fTnédz

para (T, ¢) € Vy x Viy. Veamos que a es un operador coercitivo, para esto primero notemos
que si ¢ € Vy, entonces ¢? € Qu, va que Qu es el espacio de elementos finitos de primer
orden. Luego podemos tomar ¢, = ¢? en (3.10]) y se obtiene

2 _ y 2
p /Q VinVoodz + pV /Q P2dz = /Q fdaMyp*da

y por lo tanto

/Q VinVoodr = % ( /Q fMop*dz — pV /Q ¢2dx)
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Con esto
B cpV c - cpV
A(g, ¢) _/Qh¢2dx+7/Qqﬁzd:z:jLiMO/quﬁdez <h+7) /Q¢2dx

Como Vi es un espacio de Hilbert con el producto interno de L*(f2), entonces por el teorema
de Lax-Milgram existe un tnico Ty en Vy que cumple (3.8b). Notemos que ¢ € Vy puede

ser expresado como
ngly

6= d(a)os
=1

donde {gﬁlvi}&qil son la funciones base de Vi, nlg; es el nimero de nodos y a; son los nodos
asociados al mallado. Con esto, lo demostrado anteriormente es equivalente a demostrar que
la matriz M dada por

(M)Lj = / hq?)lgb]dl' — C/ VwNVgglqgjdx + CM()/ fggigzgjdx,
Q 9 Q
es una matriz invertible.

Notemos que las funciones de la base de Vy son positivas y por lo tanto la parte positiva
de ¢ € Viy es

ngly

¢ = Z¢+(ai>§£1,i
i=1

De esto tenemos que ¢T esta en V. Luego, por las construccion de las funciones de la base,
se tiene que Z:ﬂl ¢1:(x) = 1 para todo = € Q, entonces las constantes estan en Vy. Luego,
para demostrar que 0 < Ty < Ty basta ver que Ty, = 0y (T — Tp)™ = 0 y esto se puede

hacer de igual manera como fue hecho para demostrar el Teorema : O

En el teorema anterior se vio que a = 0 en , pero esto no es necesariamente cierto
cuando se resuelve el problema computacionalmente, pues las integrales no son calculadas
de forma exacta. Sin embargo, si las aproximaciones de las integrales son suficientemente
buenas, se puede esperar que a sea menor estricto a %pV + h y con esto también se puede
asegurar la existencia de las soluciones.

Para poder comparar con una soluciéon conocida, se resolvié la ecuaciéon numeérica en
Q2 = B(0,R) con R = 1, utilizando el programa Fenics 1.6. Por los visto en el Capitulo 2,
sabemos que la solucién es:

N2\ h
Ton=To(1— (= , tal = —
( <R>) aea = o

En la figura |3.3] se logra apreciar que tanto la soluciéon numérica, como la solucién conocida
tienen un comportamiento similar para distintos exponentes «, en todos los casos tomando
e =0,001.

Si ahora se considera Q = (0,1) x (0, 1), tal que la irrigacion esta en el punto (1/2,1/2),
se puede apreciar el mismo comportamiento que el predicho para el modelo radial, es decir,
la temperatura es Ty = 1 en el centro del dominio y decae a T, = 0 en el borde del mismo,
lo cual se puede apreciar en la figura
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_ 7 Compal‘acion deltemperatml‘as para o =0.01 Temperatura
E UH 3 ]| — numerica ¢ =0.5
5 ol i Temperatura
2 gH - — numerica ¢ =0.01
E T[J] - Temperatura
( L L L L . .-
0.0 0.2 0.1 0.0 0.8 L analitica
Distancia radial
70 Comparacion de temperaturas para o =0.1 Temperatura
i T T T o
g f_il} B 1| — numerica ¢ =0.5
e o[ \ Temperatura
2 %H - — mnumerica ¢ =0.01
E 10 F Temperatura
[] ! ! ! L _ ..
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.( analitica
Distancia radial
70 Comparacion de temperaturas para « =10 Temperatura
i T T T T 0
E Gl} 3 4| — numerica ¢ =0.5
2 il ] Temperatura
g gH - 41| — numerica ¢ =0.01
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Figura 3.3: Comportamiento campo de temperaturas en un disco en funcién de o = VAT
0

paral,=1,Ty =70y R=1
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Campo de temperaturas, solucion FEM, o =1

g0

0.0

0.
0.2 0.4 0-6y

O'ﬁ 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2
Campo de temperaturas, solucion FEM, o =10

& :

0.8
0.6y
0.4
0OX 06 o8 ;4 0002
Campo de temperaturas, solucion FEM, o =100

00 o2

Figura 3.4: Soluciéon numérica FEM en un el cuadrado = (0,1)? para a = 1,10,100 y
Ty =1
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Capitulo 4

Modelo general con evaporacion

Resolver el problema (P) para My h,L,c,p>0, Thaw >To > Ty, > 0; ® (—o0, Thhax) —
R una funcion diferenciable, creciente, acotada inferiormente y tal que ®(0) < 0 y ©Q un
conjunto abierto y acotado de R? de frontera de clase C'!, no es trivial incluso cuando la
evaporacion es nula, como se vio en el capitulo 3. En lugar de resolver el problema P se
resolvera un problema aproximado en cual se regulariza el delta de Dirac y se agrega un

término viscoso —kAT a ((1.3b]), con lo cual queda:

— A+ pV + O(T) = Myf. en
—cVVT + hT + ®(T)L — kAT = f.Myc(Ty — T) en Q

donde f. — Jy en el sentido de las distribuciones. A estas ecuaciones les hace falta una
condicién de borde para T'. Siguiendo el teorema (|1.2)) una condicién de borde razonable es
T =T en 09. Como se vera luego, estas aproximaciones permiten demostrar las mismas
propiedades para T' que las vistas en los capitulos anteriores. Més atn, es posible demostrar
que existe al menos un solucioén una sentido débil para el problema (P), pero con T € L>()
en lugar de T € L>(Q).

En la primera secciéon se define el problema aproximado y se demuestran propiedades de
las soluciones del mismo, con estas propiedades se puede definir un nuevo problema apro-
ximado equivalente al anterior, pero en el cual la evaporaciéon se encuentra truncada. En
la segunda seccion se demuestra la existencia de soluciones del problema aproximado utili-
zando un método de punto fijo y finalmente utilizando las propiedades de las soluciones del
problema aproximado, se demuestra la existencia de una soluciéon en un sentido débil de la
ecuacion, la cual se define en la misa seccion. Como trabajo futuro queda ver la regularidad
de las soluciones y demostrar su unicidad.

4.1. Problema aproximado

Como ya fue mencionado, en esta secciéon se definird un problema aproximado en el cual
se regulariza el delta de Dirac y se agrega un termino de viscosidad:
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Problema 4.1 Sean My, h,L,c,p > 0, Thae > To > To >0y @ : (=00, Thae) — R una
funcion diferenciable creciente acotada inferiormente y tal que ®(0) < 0. Sea 2 un conjunto
abierto y acotado de R? de frontera de clase C!. Para k,e > 0 se define el problema (P);. .
como encontrar T' € H'(Q) con Ay € L*(Q) y T € H'(Q) con AT € L'(Q) tal que

—Atp+ pV 4+ &(T) = My f. c.t.p. en () (4.2a)
—cVYNVT 4+ h(T = T,) + ®(T)L — kAT = f.Moc(Ty — T) ct.p. en Q (4.2b)

Con g—ﬁ: =0y T =T en 99. Donde f. es una funcion en C5°(Q) tal que

’ o /
ll_r%fs = 0o en D'(2)

vV = oy (0~ [, @(T)dx)

El problema (P)y.. es mas facil de resolver que el problema (P) por el término —kAT'. La
idea es demostrar que para €, k — 0 la soluciones de este sistema tienden a una soluciéon de
(P). Este método es conocido como “wanishing viscosity method’ (como referencia se puede
ver |11]), donde se resuelve la ecuacion de transporte en régimen permanente en un dominio
abierto D C R"

av+v-Vu=fen D

En esta ecuacion la incognita es una funcion escalar v y los datos son: a una constante real,
f funcion escalar y v es un campo vectorial. Dependiendo de las regularidades de f, v y el
borde de D se puede probar la existencia de u, bajo la hipotesis de que a sea suficientemente
grande con respecto a las normas de f y v.

Ahora vamos a ver que las soluciones del problema (P). cumplen 0 < T < Tj para ¢ tal
que ®(0) =0y T, = 0. Recordemos que por el Teorema el problema siempre puede ser
reducido a este caso.

Teorema 4.1 Secmk:>0,5>0,M0,h,L,c,p>0,Tmam>TOZO,Ta:Oy
O (=00, Thae) — R un funcion diferenciable, creciente, acotada inferiormente y tal que
®(0) = 0. Sea Q un conjunto abierto y acotado de R? de frontera de clase CYt. Consideremos

T € HY(Q) y v € HY(Q) que resuelven el problema (P)g.. Si
ﬁ > (7)) — mln(O,;gﬂg@(:E))

entonces
0<T < Ty, ctp. end

DEMOSTRACION. Definamos ¢ = (T — Ty) ™, usando esta como funcion test en (4.2al)

/ f-Moce(Ty — TYT — Tp)dz = —c / ViV T ¢da + / hT(T — Ty)da+
T>To Q T

>To

(4.3)
/ O(T)L(T — Tp)dz + k VTV(T — Tp)dz

T>Ty
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Notemos que

/ VYVTodr = / VYVT(T — Ty)dz =
Q

T>To
/ VYV(T — To)(T — Ty)da = / ViV opdz
T>To Q

Ahora integrando por partes y reemplazando Ay = pV + &(T) — M, f-

/Q VYV Todr = —% /Q Appida

_ _% /Q (pV + &(T) — My f.)6*da (4.4)

Reemplazando (4.4)) en (4.3]) y reordenando

- / FNpe(T — Ty)2da — c% / (pV + ®(T) — My f.)(T — Ty)?da
T>To

T>Ty

(4.5)
+/ hT(T — Ty)dx + / O(T)L(T — Ty)dx + k:/ VT[> dz
T>Ty T>To T>To
Juntando todo al lado derecho y reordenando
1 .
0=c- / (pV + ®(T) + My f)(T — Ty)*dx
2 Jr>m,
(4.6)
+/ RT(T — Ty)dz + / O(T)L(T — Tp)dz + k:/ VT |*dz
T>T T>T) T>Tp
Si asumimos que ®(7) > 0, entonces
/ O(T)L(T — Ty)dz > 0
T>Tp
y ademas
k / VT |*dz >0
T>Tp
Luego podemos restar estos términos de (4.6]) y se obtiene
1 .
0> c—/ (pV + ®(T) + Mo f-)(T — T)*dx
2 Jr>m,
(4.7)

+ / WI(T — Ty)dx
T>To

Como pV 4+®(T)+Myf. > 0,si T > Ty, entonces c% fT>T0(pV—{—<I>(T)+M0f5)(T—Tg)2d$ >0,
luego restamos este termino de (4.7))

0> / WT(T — Ty)dx (4.8)
T>Th
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Ademas
/ RT(T — Ty)dx = / h(T — To)2 + To(T — Ty)dx
T>T,

T>To

Como T > 0, entonces To(T — Tp)dz > 0 y por lo tanto
T>T)

T2 2
0> /T T Tde = /Q pdz (4.9)

entonces ¢ = 0 c.t.p. y se concluye que T" < Ty. Ahora vamos a demostrar que 7" > 0, sea
¢ = (=T)*, utilizando esta funcion como funcion test en ([4.2D)

F-Moc(Ty — T)(~T)dz = —c /Q VoV Tédr + / hT(~T)dz+
0

0>T >T
(4.10)
/ O(T)L(-T)dx + k VTV (-T)dx
0>T 0>T
Desarrollando ambos lados, la ecuaciéon queda
f-MycTyTdz + foMycT?dz = —c / ViV Tdz
0>T 0>T Q
(4.11)

—/ hT2dx—/ cb(T)LTda:—k/ VT |*dz
0>T 0>T 0>T

Notemos que
/VTV¢¢dx :/ VITVY(=T)dx = —/ V(=T)Vi(-T)dx = —/ VoVipodx
Q 0>T 0>T Q
Luego integrando por partes y se obtiene

/ VoViodr = —/ AppPda — / ViV opdx
Q Q Q
y por lo tanto
/ VoVipodr = L / App*da (4.12)
Q 2 Jq
Gracias a que ¢ cumple ([4.2b)), reemplazamos
Ay = pV + ®(T) — Myf-

en (4.12) y ¢ = (=T)7 y se tiene

[ vovvods =3 [ (v + a(@) - Moo

“ L (4.13)

=5 [V 8) - Mo
2 0>T
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Reemplazando (4.13) en
/ VTViodr — — / VoViede
Q Q

se obtiene .
/ VITViyedr = = / (pV +O(T) — Mofe)Tzdx
0 2 Josr

Luego reemplazando en (4.11]), queda

c fEMOTOTd:E + c/

0>T 0=>-T

—/ hT2dx—/ @(T)Lde—k;/ VT |*dx
0>T 0>T 0>T

Ahora multiplicando por -1 ambos lados queda

. 1
f-MyT?*dx = —¢5 / (pV + ®(T) — Myf.)T*dz

0>T

. . 1
c feMyTyTdx — ¢ f-MoT?*dx = 05/ (pV +®(T) — Myf.)T*dx

0>T 0>T 0>T
+ / hT?dz + / O(T)LTdz + k / VT |*dz
0=T 0>T 0>T

Pasando f0>T f.MycT?dz sumando del lado izquierdo al lado derecho

. 1
fEMoCToniC = C§ / (pV + @(T) + MofE)T2d.T

0>T 0>T

+/ hT2dx+/ <I>(T)Lde+k:/ VT |*dz
0>T 0>T 0>T

Como fO>T faMocTonx < 0, entonces
1
0> c—/ (pV + B(T) + Mof.)T?dx
2 Jost

+/ hTdeJr/ <I>(T)Lde+k:/ VT |*dz
0>T 0>T

0>T
Por el crecimiento de ®(-) tenemos que
O(T)<0siT <0
y por lo tanto

/ ®(T)LTdz > 0
0>T
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luego de (4.17)) podemos deducir que

1
0> c—/ (pV + ®(T) + My f.)T?dx
2 Jo>t

(4.18)
+/ hT?dx + k/ IVT|?dx
0>T 0>T
Claramente k fOZT |VT)?dz > 0 para k > 0, entonces
1
0> c—/ (pV + ®(T) + Mo f-)(T)*dx +/ hT*dx (4.19)
2 Josr 0>T

Ahora veamos que 3 [i..(pV + ®(T) + Mo f.)(T)*dz > 0, como f. > 0, entonces basta
demostrar que -

%/OZT(/)V + ®(T))(T)*dx > 0

y para esto basta que
pV +o(T) >0
para T" < 0, esto se cumple si

-
Vg

Como V = ﬁ (MO - Jq @(T)dx), entonces lo anterior es

ﬁ (MO—/Q(P(T)dx> > — inf (x)

Como T < Tp, entonces lo anterior es cierto si

1 .
_ > _q
|Q|Mo > ®(Tp) — inf &(z)

Lo cual es parte de las hipotesis, entonces (4.19) queda

02/ hT2d$:/¢2d£L‘ (4.20)
0>T 0

Entonces ¢ = 0 c.t.p. en 2 y por lo tanto 7" > 0 [

Luego en vez de considerar ®(T) en (4.2), se puede tomar ®(T) : [0,7] — R definido por
3 O (1) six > Ty
O(x)=( P(x) si0<z<T
0 siz <0
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4.2. Solucién problema aproximado

Para resolver el problema (P);. con ®(0) = 0y T, = 0, utilizaremos un argumento de
punto fijo, para esto se va a definir un operador S : H} x H — H} x H de tal manera que si

S(T,y) = (T,v)
entonces 1’1 sean soluciones del problema (P) .. Al igual que en el Teorema el espacio

H esta dado por:
/ Ydx = O}
Q

Definicion 4.2 Seank > 0,e >0, My, h, L, ¢, p> 0, Tppaz > To > 0y ® : (=00, Thnae) — R
una funcion diferenciable, creciente, acotada inferiormente y tal que ®(0) = 0. Sea Q un
conjunto abierto y acotado de R* de frontera de clase C*'. Sean ademds X € H(Q) e
Y € H, se define el operador

H= {Y € H*(Q)

S:Hyx H— Hyx H

dado por S(X,Y) = (T,v) € H} x H, donde (T,1)) son las tunicas funciones en H}(Q) x H
que cumplen con:

/§2V¢V¢1dx+/ﬂpv¢1dx+/QCID(X)gbldx:/QMofagzﬁldx (4.21a)

—c / VY VX pyda + / hX ¢oda + / ®(X)Lppdz+k / VTV ¢odz
@ @ @ @ (4.21b)

= /QfEMOC(TO —X)¢2dx

(1, 62) € HY(R) x H'(Q) Donde V = -1 (MO - I, (I)(X)dx).

Por Teorema sabemos que existe un unico ¢ € H que cumple (4.21a) para todo
¢ e HY(Q) y T € H}(Q) dado.

Para la ecuaciéon (4.21b)), notemos que usando la desigualdad de Holder, las inyecciones
de Sobolev y la desigualdad de Poincare (asumiendo que 0f) es suficientemente regular)

/ VYVXdr
Q

< |IVY |3 ll@ll o @)l VX 220

< CllYll @101y @) | X N1 1y 0
Luego por el lema de Lax-Milgram existe una tnica solucién T del sistema anterior y por

esta razon el operador S esta bien definido.

La idea ahora es encontrar un punto fijo de S. Para probar la existencia de este punto fijo
se puede utilizar el Teorema del Punto Fijo de Schaefer(ver [8]):

Teorema 4.3 (Teorema del Punto Fijo de Schaefer) Sea X un espacio de Banach. Suponga
que

A: X = X
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es una funcion compacta y continua. Ademds asuma que el conjunto
{ue X | u=MA(u) para un A € [0,1]}

es acotado. Entonces A tiene al menos un punto fijo, es decir, existe un u € X tal que
A(u) = u.

En el contexto del teorema anterior, una funcion A : X — X es compacta si para cada
sucesion acotada {ux},~,, la sucesion {A(ux)},~, es pre-compacta, es decir, que existe una

subsucesion {uy, }jzo de {u};5, tal que {A<uk1)}j20 converge.
Teorema 4.4 Sean k >0, £,My, h, L, ¢, p > 0, Tipae <Tp >0 y P : (—00, Trnaz) — R una

funcion diferenciable, creciente, acotada inferiormente y tal que ®(0) = 0. Sea Q un conjunto
abierto y acotado de R? de frontera de clase CH'. Si

Mo PPN
Q) 2 O(Th) mm(O,;gﬂfg@(m))

Entonces existe al menos un punto fijo de S.

DEMOSTRACION. Sean X,, € H}(Q) y Y, € H convergentes a X en H}(Q) y Y € H, debe-
mos probar que (T},,%,) = S(X,,Y,) converge fuerte a (T,v¢) = S(X,Y) en H}(Q) x H.
Denotemos por v, y V,, las soluciones de

/Q My f.¢dx = /Q Vi, Vodr + /Q pVooda + /Q O(X,)pdx (4.22)

V, = @ </Q M, — (I)(Xn)dx) (4.23)

Notemos que como ® es diferenciable y ademaés

(@) = (0)] < (|l apn|a = b < [[locla — | (4.24)

Donde [|']|cc = [|®'[| oo (o 77, @demas como X, converge en Hg(€2), entonces por el teorema
de inyeccion continua se tiene que X, converge fuerte en LP({2) para 1 < p < oco. Entonces,

por ([4.24) y la convergencia de X,, en L*(Q)
[ 1006) — e(0)Pde < [ @15, - XP -0
Q Q
Con esto ®(X,,) — ®(X) en L?(Q). Por otro lado

/Q My f-¢pdx = /Q ViVodr + /Q pViapdx + /Q d(X)opdz (4.25)

V= @ (MO - /Q @(X)dx) (4.26)
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Restando las ecuaciones (4.26)) y (4.23)) y acotando adecuadamente, queda
1
V. =V| < ;HCD(Xn) — (X)) 20 (4.27)

Entonces por la convergencia de ®(X,,), se obtiene que V,, — V. Notemos que, restando

y , 1, — ¥ cumple la ecuacion
0= /QVU/J — ) Vodr + /Qp(vn — V)¢dz + /Q(<I>(X) — ®(X,))odx

Luego gracias a (3.5)), tenemos

[V = Unlla2i) < CllpV = pVi + (X)) = S(X)|| 220
< C(plVa = VI + [ 2(Xn) = ©(X) [ r2(0)) — 0

Luego 1, converge fuerte a ) en H. Para T,,, se debe cumplir la ecuacion

k /Q VT,Vodzr = ¢ /Q F-Mo(Ty — X,,)pda — /Q hX,édx

(4.28)
- / O(X,)Lodz + c / VY, VX,odx
Q Q

Por otro lado T" debe cumplir

k /Q VIVedr = c /Q F-Mo(Ty — X)pdz — /Q hX pdx

(4.29)
—/@(X)L¢dx+c/V¢Vngdx
Q Q

Como X, converge débil en Hj(2) se tiene que
/ f-Moc(Ty — X,,)pda — / hX,¢dx — / f-Moce(Ty — X)pdx — / hX ¢da
Q Q Q Q
para cualquier ¢ € H} (). Como ®(X,,) — ®(X) en L*(2), entonces

L/QCI>(X,L)¢dx—>L/Q<I>(X)¢dx

Ahora por otro lado

/VYnVXnde—/VYVXqﬁdx
) Q

_ / V(Y, - Y)VX,pdz — / VY (VX, — VX)édx
Q Q

Para el primer termino, podemos usar la desigualdad de Holder y obtener

< Yo = Yo I VXl L2 |6l 30

/ V(Y — Y)VX,0
Q
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Usando las desigualdades de Sobolev y el hecho de que X,, es acotada por ser convergente,
entonces queda

< ClYy = Yllrz@) 9/l m@) — 0

/ V(Y ~ Y)VX,0
Q

Como Y € H*(Q) y ¢ € H}(Q), entonces por las desigualdades de Soboblev

1/2 1/2
2 2 4 4
/Q|VY| l¢[*dz < (/Q|VY| dx) (/Q|¢| dx)

1/2
< C (V@) (N6l ) (4.30)

Por lo tanto VY ¢ € (L?(Q))3, entonces por la convergencia débil de X,, en H} () se tiene
/ VY (VX, — VX)éde — 0
0

y por lo tanto
/ VY, VX,¢pdx — / VYV Xaopdz
Q Q

Por lo anterior, tomando limite n — oo en (4.28)), y recordando la ecuaciéon (4.29)), se
obtiene:

k /Q VT, Védzr — ¢ /Q f-Mo(Ty — X)pdz — /Q hX ¢dz

—/@(X)L(bdx—l—c/VYVX(bdx:k’/VTngd:c
Q Q Q

y por lo tanto T,, converge débil a T en Hj(f2). Para ver que la convergencia es fuerte,
podemos restar las ecuaciones (4.28) y (4.29)) y ver que T,, — T cumple la ecuacion

k/QV(Tn — T)Vedz = C/Q FMy(X — X,)édw — /Qh(Xn — X)pdz

(4.31)
— / (®(X,) — ¢(X))Lodr + C/(VYnVXn — VYVX)pdx
Q Q
Usando ¢ = (T,, — T') en (4.31)

k:/ﬂ IV(T,, — T)|*dz = c/ﬂ f-Mo(X — X, )(T,, — T)dz — /Q h(X, — X)(T,, — T)dx

- / (®(X,) — ®(X))L(T, — T)dz + ¢ / (VY, VX, — VYVX)(T, — T)dz
Q Q

Los términos del lado derecho convergen a 0 de manera evidente, excepto el dltimo, para este
hay que trabajar un poco mas

/ (VY. VX, — VYVX)(T, — T)dz =
Q
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/(V(Yn ~Y)VX, - VYV(X — X,))(T, — T)dz

El primer termino converge a 0 por la convergencia de Y,,. Para el segundo termino, podemos
integrar por partes

/ VYV(X — X, )(T, — T)dz =

—/AY(X—X)(T de—/VYX X)V(T, — T)dz

Entonces

/ VYV(X — X,)(T, — T)dz

< Yo IVX = VXl 2@ T — TllL3@) — 0

Luego T,, — T en H} () y por lo tanto S es una operador continuo. Para demostrar que S es
compacto la demostracion es anéloga, pero asumiendo que X,, — X débilen H}(Q)y Y, = Y
en H débil, luego la demostracion es la misma pues la convergencia de S(X,,,Y,) depende de
la convergencia de X,, y VY,, en L?(£2), lo cual se tiene por el Teorema de inyeccién compacta.

Ahora, sean T y v tal que (T,v¢) = AS(T, ), para 0 < XA < 1. Por la definicién de Sy
(4.21b)), esto significa

T .
k/QVXngdx:/QfeMoc(To—T)gbdx—/Qthﬁdx

—/ O(T) Lodz + cl/ VyVTodx
Q AJa
Luego usando ¢ =T

1 : .
k / IVT|*~dx + / f-MocT?dx + / hT%pdx = / f-MycT,Tdx
Q A Q Q Q

i (4.32)
- / O(T)LTdz + e~ / VYVTTdz
Q AJa
Anélogamente a (4.12)), se tiene
1
/ VyVTTdr = —= / AYT?dx
Q 2 Jq
Reemplazando en la ecuacion (4.32)), queda
1 . .
k / IVT|*~dx + / f-MocT?dx + / hT?pdx = / f-MycTyTdx
0 A 0 0 (4.33)

—/cb( )Lde+—/AwT2dx
Q 2A Q

Como %Az/) = pV — Myf-+®(T), en L*(Q2), gracias a que %@D debe cumplir (4.21a)). Entonces
reemplazando en (4.33)) se obtiene

1 . .
k / IVT|*~dx + / f-MycT?*dx + / hT?¢pdx = / f-MycT,Tdx / O(T)LTdx
Q >‘ Q Q Q Q
~ 5 [V - dng. + o)
Q
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Reordenando los términos queda

1 . .
k/ \VT]QXdJH—g/(pV+Mofg+<I>(T))T2d:c+/hT2¢dyc :/fSMocTonx
Q Q Q Q
(4.34)
- / O(T)LTdz
Q

Luego usando Hélder, el lado derecho de (4.34]) se puede acotar como
[ £dtetirds - [ @(T)L7d0 < CONA| L0 + 12T iy
Q Q

Entonces, volviendo a la igualdad (4.34) y eliminando los términos que no nos interesan (se
pueden sacar porque son positivos) queda

k .
3 [ IV < OBl ey + LI®) T g

Entonces )
17| 2) < EC(TOMOHfa”m(Q) + L||®][ o)
Como 0 < A < 1, entonces

o
1T 2 ) < E(TOMOHJCEHL%Q) + L||®| o)

Por otro lado, como %Aw = pV — Myf- + ®(T), por (3.5)
1 .
||X¢||H2(Q) < pVIQ + Mo fellLz@) + |19(T) [ r2(q)

Ahora usando que V = m (Mo -5 @(T)dw) < ﬁ) (MO - HCID(T)|]L1(Q)>, tenemos la cota

[l < A (Vo1 + 1 £ ll2c0) + 21QA9(T) 1210
Como 0 <A<
[l < (Mo(L+ 1 fellz2cey) + 20 B(T) (0

Por lo tanto, los elementos de H} (Q)x H que cumplen (7', 1)) = AS(T, 1) estan uniformemente

acotados, entonces por el Teorema del punto fijo de Schaefer existe al menos un punto fijo
de S. ]

Para concluir, veamos que todo punto fijo de S soluciona el problema (P)g. con ®(0) = 0
y 1, =0.

Teorema 4.5 Sean k> 0,e> 0, My, h, L, ¢, p >0, Thae > Ty <0 y & : (—00, Tinae) — R
una funcion diferenciable, creciente, acotada inferiormente y tal que ®(0) = 0. Sea Q un
conjunto abierto y acotado de R? de frontera de clase C*'. Si el par (T,+) € HY x H es un
punto fijo de S, entonces (T,1) soluciona el problema (P)y. con T, = 0.
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DeMosTRACION. Notemos que si para u € H'(Q) y g € LP(Q)( 1 < p < o0) si

/ VuVedr = / godz para todo ¢ € C5°(Q)
Q Q

Esto implica que

Au=g

en el sentido de las distribuciones y por lo tanto Au € LP(€2). Luego como (7',7) es punto
fijo de S, entonces se deduce que (7,1) cumplen

— / f-Moc(Ty — T)odz
Q

V(¢1,¢2) € H&(Q) X Hl(Q) Con

V= ﬁ (MO - /QCD(T)dx)

Luego esto implica que

—Aip+ pV + &(T) = My f. c.t.p. en Q
—cVYNVT + W(T = T,) + ®(T)L — kAT = f.Myc(Ty — T) c.t.p. en

en el sentido de las distribuciones, por lo tanto AT € L'(f2), ya que
VTV @) S T ll¢ @) [1fT ) < 1T @)

Y con esto (T, 1) cumplen todo lo pedido para resolver el problema (P)y. con T, =0. O

Con esto podemos ver que el problema aproximado tiene al menos una solucién. Para
finalizar esta seccion vamos a ver unas cotas para el campo de temperaturas como en los
Capitulos anteriores:

Teorema 4.6 Sean k >0, >0, My, h, L, ¢, p >0, Tz > Tp < 0y & : (=00, Thnaa) — R
una funcion diferenciable, creciente, acotada inferiormente y tal que ®(0) = 0. Sea Q un
conjunto abierto y acotado de R?* de frontera de clase C*'. Si (T,v) € H} x H son soluciones
de (P)y con T, =0, entonces:

o I Tllzze) < /52T

2(h+L3(T0))|Q|3/?
* 1T = Dol =~ Saimemy 10
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DeMosTRACION. Multiplicando (4.2b|) por T' (lo cual se puede pues T' € L*(f)) e integrando:
k:/ |VT]2dx+h/T2da:—c/ VvaTda:JrcMo/ ngdeJrL/ ®(T)Tdx
Q Q Q Q Q
= CM()T()/ fETdLE
Q
Como ya vimos se tiene:
1 1 :
/ VIVYTdr = —= / AYT?*dr = — / (Mof. — ®(T) — pV)T?dx
Q 2 Ja 2 Ja

y por lo tanto

k/ ]VT|2dx—|—h/Tzd:c—l—g/(pV—l—(I)(T))Tzdx—irL/
Q Q Q

O(T)Tdx + EMO/ f-T*dx
Q 2 Q

:CM()T()/ ngdZL’
Q

Luego como ®(T') >0, T >0, f. > 0y || f:|lz1() = 1, se obtiene:

C]\Z()T’O2

17|72 <

[eM,
|7 20y < T TO

Para probar la otra desigualdad, multiplicamos (4.2b)) por T' — Tj e integrando por partes:

Lo que implica

k/Q V(T — Ty)|Pdx + h/QT(T — Tp)dx — c/Q VIVY(T — Tp)dz
+cM0/ £(T = Ty)2dz + L/ B(T)(T — Ty)dz = 0
Q Q

Notemos que

1 2, _ 1 T _ AR
| TV~ Tiar = =3 [ Ao~ Topde = 5 [ (s - () = pV)(T ~ T

ademaés
h/ T(T — Ty)dz = h / (T — Tp)*dx + h/ Ty(T — Ty)dx
Q Q Q
por lo tanto

k:/ |V(T—T0)|2dx+h/(T—T0)2dx—l—ch/
Q Q

Q(T — Tp)?dz + 3 / O(T)T — Tp)*dx

Q

De esto se deduce que
cpV
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Usando la desigualdad de Holder y que 0 < ®(T") < ®(7}) en lo anterior, se obtiene

cpV
LT = ol < (WTo + LOT)Ty — T2y | 2

y por lo tanto
2(hTy + LO(Tp))

T — T <
IT - Toll oo o7

‘Q‘l/Q

Por definicién

1 1 .
M, — ( My — |Q|P(Tp) ) >
pV = ml(o /Q()dff> |Q|<0 ||(o)>_0
Con lo cual se concluye que:
2(hTy + LO(Ty))| Q|2
17— Ty < 20T+ LRI
¢ (A — [0l0(Ty)

]

Con esto el campo de temperaturas que soluciona (P); . cumple propiedades similares a
las vistas en el capitulo anterior.

4.3. Soluciéon en el limite

Ahora la idea es encontrar una solucion del problema (P) como limite de soluciones del
problema (P);. cuando k,e convergen a 0, caso en el cual f, converge al delta de Dirac
y la viscosidad se anula. Para esto se necesitan acotar las soluciones del problema (P)j .
independientemente de k y € en espacios que permitan pasar al limite.

Lema 4.7 Seank >0, >0, My, h, L, ¢, p> 0, Thae > Ty <0y ® : (=00, Thaz) — R una
funcion diferenciable, creciente, acotada inferiormente y tal que ®(0) = 0. Sea Q un conjunto
abierto y acotado de R? de frontera de clase C*. Si (Ty.c, ¥r ) solucionan el problema (P),

entonces
Mo

’|VTk5||L2 <17y k’

DEMOsSTRACION. Multiplicando la ecuacion por T} . e integrando en 2 tenemos

_k/Tk’eATk7€dx_C/ VTkﬁlek,sTk,sdl‘—FL/ (I)(Tk,s)Tk,sdl‘
Q Q Q

+ cM, / fTi. = cMy / f-ToT, -dx
Q Q

integrando por partes queda

k / VT?.dx +g / T2 (Vie + fo)dz + L / O(Tj,) Ty odz =
Q Q Q

CM() / fET()Tk7€dZE
Q
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Como @ es una funcién creciente y ®(0) = 0, entonces ®(7}.)1. > 0. Como ademés
|Ty.c| < Tp, reemplazando en lo anterior queda

k / VT dx < eMyT;
Q

y por lo tato

cM,
IV Tkellze) < Toyf ==

Para pasar al limite vamos a necesitar el siguiente teorema

Teorema 4.8 Sea f € L*(Q), u € H*(Q) tal que

/ VuVeédr = / fodz | Vo € HY(Q)
Q Q

Entonces existe C' > 0 que depende de Q0 y de || f||11(q), tal que

[VullLa) < C
para todo 1 < q < 2.
DEMOSTRACION. Definamos
noox>n
glz)=4 z |z[]<n
-n < -—n

Claramente g(u) € H*(£2), entonces, podemos tomar ¢ = g(u)

[ wupgtads = [ fotuods

Notemos que

0 z>n
gx)y=q 1 [z[<n
0 < —n
Entonces
/ |Vu|2dx:/fg(u)gbdx (4.37)
n Q
donde

By = {x € Q| [u(x)] <n}

por la definiciéon de g se tiene |g(u)| < n, entonces

/ Vuldz < nllfllzve
By,
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Ahora tomemos

1 r>n+1
r—n n<rxr<n+1
g(x) = 0 7| <n
r+n n—1<z<-—-n
—1 r<—n-—1
Luego usando ¢ = g(u) nos queda
[ 1vuPds <1l (4.38)

donde
D, ={xeQn<|ux) <n+1}

Ahora por la desigualdad de Holder

a/2
/|Vu|qu§(/ |Vu|2> |Dn|(2—q)/2

para 1 < ¢ < 2. Ahora tomando q% =

L _ 1 entonces por la definiciéon de D,
q 2

1
|Dn|ﬁm/ lu

Luego con lo anterior y (4.38) se obtiene

(2—-q)/2
/2 ]_ *
[ 1walras < (1) (7 [ uira)
Dy ntJB,

Ahora tomemos un ng € N, sumando sobre n > ng y usando la desigualdad de Holder con
exponentes 2/(2 — q) y 2/q en el lado derecho

o (2—q)/2
/2 1
> / Val'de < (| ll@)’ (Z nq*@_qw) (Z / )
n=ng n=ng n=no

Agregando a lo anterior (4.38|) para n = ng y utilizando la desigualdad de Holder, se obtiene

[e o]

a/2
/2 2 _ 1 *(2— 2
R e P e I

n=ng
ahora aplicando la desigualdad de Sobolev y por lo recién demostrado, se obtiene

o0

q/2
/2 2 1 2—
e gy < € (I 2) ™ | mg 2072 4 (Z n(—)/) a0

n=ng

Notemos que ¢*(2 — q)/q =2y ¢*(2 — q)/2 = q. Entonces lo anterior queda

. q/2
/2 2y (2— 1
ey < € (1) [ 4?1020 q)/”(Z —) e

n=ng
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Ahora tomando ny suficientemente grande para que

© q/2
2
(Z ﬁ) ¢ (||f||L1(Q))q/ <l

n=ng

se tiene que

donde Cy > 0 depende de || f||2:(€2) y ©. Ahora reemplazando en (4.39))
[VullLa) < Cs

donde C3 > 0 depende de || f|[1:(Q2) v Q. O

Este Teorema también es valido cuando la igualdad se cumple solo para funciones ¢ estéan
en H} con u € H}, ya que lo tinico relevante es poder tomar la norma del gradiente como la
norma del espacio de Sobolev correspondiente. Un resultado mas general para el caso en que
u € H}(Q) es demostrado en [2]. También vamos a usar el siguiente teorema

Teorema 4.9 Suponga que K es un conjunto acotado de RY y Q un abierto en RY. Sea
U, : Q — RY tal que u,(r) € K c.t.p. Entonces existe una subsucesion {u,,} y una familia
de medidas de probabilidad {v,}.cq sobre RY con supp(v,) C K, tal que si F es una funcion
continua en R y

Flz) = / O ()

Entonces
F(up) = F en L™(Q)

El Teorema anterior puede ser revisado en [16|. En dicho articulo el resultado es utilizado
para ver la existencia para ciertas ecuaciones diferenciales no lineales, de manera similar a
como se haréd en lo que viene. En el teorema anterior, las medidas v, asociadas a la funcién
limite u son 1nicas y se conocen como las medidas de Young asociadas a u. Con lo anterior
podemos demostrar el siguiente resultado de existencia para el campo de temperaturas:

Teorema 4.10 Sean My, h, L, ¢, p > 0, Tz > To < 0y & : (=00, Thaz) — R una funcion
diferenciable, creciente, acotada inferiormente y tal que ®(0) = 0. Sea 2 un conjunto abierto
y acotado de R? de frontera de clase CV'. Existe al menos un T € L>(Q) y v € WP(Q) tal
que para todo ¢ € CL(Q), ¢y € CH(Q)

/Q VyVeodz + pV /Q dod + /Q Dodr = /Q Sodrda

Q Q Q Q Q
+C/E¢1dx
Q
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donde I es la funcion identidad en R, V(T') = m (Mg - /5 de) y ademds

szkﬂmmm

para {v;}req una familia de medidas de probabilidad, para F : R — R continua. Dicha
solucion cumple también

.OSTSTO

o |72 </ 52T

2(h+L®(T0))|Q|3/2
o 1T = Dol < =~ =iy 20

DEMOSTRACION. Para k,e > 0 sabemos que existen Ty € Hg(Q) y ¥r. € H*(Q) tales que

/vak,gv¢2dx+p\//9¢2dm+/QCD(Tk,a)gzﬁgdx:/Qfsgzbdx

—k‘/ ATk78¢1dx+/ hTy, . p1dz —c/ V) VT p1de = CM()/ fe(To — T . )1 d

VL / (T} )1 da
Q

1 .
V(Tk75) = m (M@ — /Q @(Tkﬁ;)dl‘)
para todo ¢; € CL(), ¢ € C1(Q), donde

z . /
ll_I)I(l)fE = dp en D'(QY)

Sabemos que 0 < T}, . < Tj, luego por el Teorema existe una familia de medidas de
probabilidad {v, }.eq con supp(v,) C [0,To], tal que para F': R — R continua y

W@zAFMWMM

se tiene
F(Ty.) = F en L™(Q) cuando k,& — 0

en particular esto implica que

/ O(Tyc)prdr — /5¢1dx cuando k,e — 0
Q Q

/ThE(I)(Tk,e)(bldx — /E(bldx cuando k,e — 0
Q Q
Ademas, existe T' € L*(2) tal que

Tre = T en L™() cuando k,e — 0
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Por otro lado, notemos que
[ 1001 = pV (31 + oo < 208, + 21000(1h)
Q

Luego por el teorema (4.8)), existe una constantes C' > 0 tal que
IVbrella@ < C

para 1 < g < 2. Por la desigualdad de Poincare se obtiene que

|[Vrellwra@y < C

En este caso C' absorbe la constante de la desigualdad de Poincare. Por lo anterior, debe
existir un ¢ € WH4(Q2) y una sub-sucesion de v . (que se denotara de la misma forma), tal
que

Ve — ¥ en W(Q) cuando k, e — 0

Y. — ¥ en LY(Q) cuando k,e — 0

Ahora vamos a demostrar que Vi, . converge fuerte a Vi en L'(Q2). Para § > 0 definamos

6 x>0
glz)=4¢ x [z[<§
—0 <=6

Ahora sean k; # ky > 0y €1 # €9 > 0 y denotemos por LF¢ = &(T},.) — pV (Trc) + My f-,
entonces

/ VQSV(wkl,el - 'Qbk;%gQ)d:L‘ = / ¢(Lk1,a1 _ Lkz,EQ)dI
Q@ Q

podemos tomar ¢ = g(Vg, e, — Ukye,), con lo cual queda

/le(iﬂkl,al - ¢k2782>|v(wk1,€1 - ¢k2762)|2dm = /{29(¢k1751 - ¢k2782)(Lk17€1 - Lk27€2)dw

Por la definicién de g y por la cota que debe cumplir L*¢, entonces

/ [V (ks 21 — r ) Pl < 26C
D

k1,kg,e1,69,0

donde
Dkl,k27€1,€275 = {x € | ‘wklﬁl - 2/%2,52’ < 5}

Utilizando Hélder en lo anterior queda

/ |v(¢k1761 - ¢k2,62)|dx < V 2|Q|6C
D

k1,ko,e1,69,0

Luego

/ |V(77Z)k1,€1 - ¢k2,€2)|dx :/ |v<¢k1,€1 - ¢k2,62>|dx
Q D

k1,ko,e1,€2,6

_'_/ ’v<wk1,€1 - wkz,t?z)’dx
Q\Dkl,kg,el,ag,é
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Por lo anterior y la desigualdad de Hoélder

/ |v(¢k1161 - ¢k2,62)|dm < V 2|Q|5C+ CH‘T € | W}kl,&l - ¢k2,€2| > 5}|1—1/q
Q

donde [ 4, dr = [A| para A C R?. Luego como v . converge en medida, entonces debe ser una
sucesion de Cauchy en medida y por lo tanto

/ IV (s — Daa) e < /2IQPSC + 6
Q

entonces Vi, . es una sucesion de Cauchy en L(2), luego se puede extraer otra sub-sucesion
tal que V. converge c.t.p. a Vi) y por el Teorema de convergencia dominada vy, — ¢
en W14(Q). La demostraciéon de la convergencia de Vi) ., mediante una subsucesion, esté
basada en lo hecho en |2], con la diferencia que en nuestro caso la condicion de borde para
es tipo Neumann y en |2 es Dirichlet. De la convergencia de Vi, . se deduce que

Q Q Q Q
Por otro lado, podemos usar integracion por partes en el lado derecho de (4.40|) y obtener
—k’/ ATk7£¢1dZL' + / th7€¢1de + C/ V¢k7gv¢1Tk7adZE = CM()/ f5T0¢1d$
Q Q Q Q

+L/®(Tk7s)¢1d$+CpV(Tk7€>/Tk,€¢1d$+c/Tkﬁq)(Tk’E)(ﬁl
Q Q Q

Notemos ahora que para ¢; € C} ()

—k / ATy ¢ydz = k / VT, Vide
Q Q

Luego

‘k/ATk,e(bldx S K| VTl 2| Vén |l L2
0

Entonces por el Lema 4.7

‘k/ATkﬁqbldx STO kCM()HV(ﬁluLz(Q)
Q

y por lo tanto

lim k& / ATy cprdz =0
Q

k,e—0

para todo ¢, € C3(Q). Ahora, como V. — Vb en LU(Q) y Ty, — T en L>(f2) cuando
k,e — 0, entonces

/ Vi Vo Ty, dx — / VyYV¢,Tdzr cuando k,e — 0
Q Q
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para todo ¢; € C3(€). y por lo tanto se obtiene que

/Q ViV odx + pV /Q dodz + /Q Dpodr = /ﬂ Sodadx

/ hTéidx + c / ViV Tdr + L / Bpyda = cMyT, / Soprda
Q Q Q Q

+cpV(T) / Todx + c/ 1®¢dx
Q Q
O

Este Teorema solo da la existencia en sentido muy débil, sin embargo, lo que falta para
demostrar que la existencia es més fuerte hay que probar que las medidas de Young asociadas
a T son deltas de Dirac. En este contexto hay problemas similares en los cuales esto se puede
demostrar a través de un argumento de compacidad compensada. En [16] se afronta un
problema de condicién inicial:

Qo dio(f(u)) =0, € Rt >0 (4.41)

dt
u(0) = ug (4.42)

donde f es una funcién de clase C'(R) y la incognita es u. En este caso el argumento de
compacidad compensada se utiliza para demostrar que soluciones de

—k:Au—Fi—?;—l—div(f(u)) =0,zeR,;t>0
u(0) = ug

convergen a una solucion del problema original cuando k& — 0. En el mismo articulo |16] se
estudia la ecuacién

d
d—TZ+v-Vu:F(u),xER,t>O (4.43)

U =ug (4.44)

para v un campo vectorial y F una funcién de clase C'(R) y se llega a la existencia de sub-
soluciones para F' convexa. Las ecuaciones y (4.43) son similares a , sin embargo,
pero los términos div(f(u)) y v- Vu son més faciles de trabajar que Vi)VT, ya que 1) depende
de T' y ademas esta la no linealidad por la presencia de evaporacién. Otra alternativa para
estudiar la convergencia de las soluciones del problema (P)g . es utilizar la monotonia de ®
y ver que ® (7} ) converge a ®(T) en el teorema anterior.

Para tener una mejor idea del efecto de agregar un termino viscoso, esto se puede apreciar
en los siguientes graficos de soluciones numéricas del problema aproximado para h = 1y
h = 100 en el disco unitario y una evaporacion dada por
B 1 1
~ 100 —z 100

O(z)

Se escoge h = 1 y h = 100 para lograr apreciar el comportamiento cuando el campo de
temperaturas es cercano a Ty y cuando es cercano a T (en este caso T = 0).
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En ambos graficos se calcula las soluciones para ¢ = k = 1/N, en el caso de h = 100 se logra
apreciar que para € pequeno la solucion aproximada es constante cerca de lo origen y menor
a Ty, a medida que € decrece la temperatura comienza a acercarse a Tj cerca del origen, este
comportamiento no se logra ver para h = 1, ya que como vimos en los teoremas anteriores,
se espera que para h pequeiio la solucién sea cercana a Ty en L?(€2). Por otra parte, los dos
casos, el decrecimiento de k se traduce e una perdida de regularidad de las soluciones, esto
se puede ver de forma clara en el caso h = 1, lo cual es esperable, pues en general agregar un
termino viscoso o difusivo aumenta la regularidad.

Solucion aproximada k = e = +, N=10

[Sey—
[==T

Temperatura

= T e ~100

0.4 0.6 0.8 1.0

. Distancia radial
Solucion aproximada k = ¢ =

[

[S—
[ =

Temperatura

0.4 0.6 0.5 1.0

e TN O ~1 00 o

[

. Distancia radial
Solucion aproximada k = ¢ = % N=1000

[Sr—
O

Temperatura

e N D~ G0 O

0.4 0.6 0.8 1.0
Distancia radial

)

Figura 4.1: Solucién numérica problema aproximado usando FEM para h = 1, L = 2000,
p=1yTy=1.
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Solucion aproximada k = ¢ = +, N=10
E Eg F T T T T ]
A F —
£ nbt ]
8 0df ]
g Ej;é: ]
= EJE L ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
. Distancia radial
Solucion aproximada k= ¢ = IT N=100

1.2 . T T - T
2 1.0 -
£ 08 |
E 0.6 e
0.4 y
E 0.2 e

0.0 - -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
. Distancia radial

Solucion aproximada k = € = -, N=1000

1.2 . T — T
gL §
543; i
EJ—' -
g i
e . . |

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Distancia radial

Figura 4.2: Soluciéon numérica problema aproximado usando FEM para h = 100, L = 2000,
p=1yTy=1.
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Conclusion

El objeto de este trabajo fue dividido en el estudio de tres modelos:

1) Modelo radial
2) Modelo con geometria general, sin evaporacion.

3) Modelo con geometria general, con evaporacion.

Estos tres modelos estdn ordenados de forma creciente en funcién de su complejidad. De
esta manera el modelo radial es més simple, pues se reduce a analizar las propiedades de
las soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. En este caso se logro
demostrar la existencia de soluciones bajo las siguientes hipotesis:
My
®(Ty) — max (0, inf &(x)) < —
( 0) ( ' 2eR ( )) = ’Q’
2[| ]| Lo (jo,10)

)TO <1
o — @(To)

La primera sirve para asegurar que la velocidad de infiltracién en presencia de evaporacion
es positiva y la segunda es 1til para demostrar la unicidad de soluciones del problema. Ademas
se logro demostrar las siguientes propiedades para T' (el campo de temperaturas):

1. Se tiene que

(To—T) (1 _ (%))M <T-T<(h-T) (1 - (%))M (4.46)

Donde
h(T —T.) + L@(T) =0

=

T 200 < T TO (4.47)
2(h + ®(Ty))|Q*?

(4.48)
Mo — [Q]2(Tp)

|T — Tol|z2(0) <
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En el segundo modelo se obtuvo la existencia y unicidad del problema de las soluciones
de (Py) (problema [.1). Recordamos que (Py) consiste en encontrar el flujo masico y el
campo de temperatura en ausencia de evaporacion y con irrigacion distribuida en €2 por
una funcion acotada f. Al igual que en el modelo radial, se demostraron las cotas (4.48) y
(4.47) para el campo de temperaturas. Mas atn, se comprobd numéricamente que el campo de
temperaturas que soluciona (Py) con 2 = B(0, R) y f = ¢. (una funciéon que aproxima el delta
de Dirac cuando ¢ — 0), esta cerca del campo de temperaturas que soluciona el problema
radial. También se comprob6 de forma numérica, que para el caso de Q = [0,1] x [0, 1] la
temperatura tiene un comportamiento similar al de la temperatura del modelo radial, vale
decir, la solucion vale Ty en el origen y decae a T, en el borde.

En el modelo con geometria general y evaporaciéon no nula, se obtuvo que el problema
aproximado (P). (problema tiene al menos una solucién y que cumple con las cotas
y . El problema (P)j. consiste en agregar un termino difusivo a la ecuacion
para la temperatura y cambiar el delta de Dirac por una sucesion {f.}.~o de funciones a
soporte compacto que converjan al delta de Dirac en D'(€2) cuando ¢ — 0. Utilizando lo
anterior se demostro que las soluciones del problema (P) . convergen a una solucion de (P)
en un sentido débil y que ademas dicha soluciéon debe cumplir con , y estan entre
T y Ty. También se puedo ver numéricamente que las soluciones del problema aproximado
vale T} en el origen y decae a T en el borde de €, al igual que en los dos primero modelos.
Como trabajo futuro queda propuesto analizar la regularidad de la soluciéon encontrada y su
unicidad.

Todo lo demostrado en los tres modelos permiten tener una idea del comportamiento del
campo de temperaturas, en especial es importante ya que permite medir que tan lejos
esté el campo de temperaturas de la temperatura de irrigaciéon en funcion de los parametros
del problema.
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