\A\l//ﬂ/ UNIVERSIDAD DE CHILE
! FACULTAD DE CIENCIA FiSICAS Y MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE INGENIERIA ELECTRICA

DISENO DE CONTROLADORES ADAPTABLES DE ORDEN REDUCIDO
PARA EL SISTEMA GENERALIZADO DE LORENZ EN FORMA
CANONICA

MEMORIA PARA OPTAR AL TITULO DE INGENIERO CIVIL
ELECTRICISTA

FELIPE ALEJANDRO AMAYA TORRES

PROFESOR GUIA:
MANUEL DUARTE MERMOUD

MIEMBROS DE LA COMISION:
JUAN CARLOS TRAVIESO
ANDRES CABA RUTE

SANTIAGO DE CHILE
2018



Resumen

Los sistemas cadlticos presentan comportamientos que no corresponden a sistemas
estocasticos y tampoco a sistemas deterministicos y que frente a pequefios cambios en sus
pardmetros su evolucion temporal varia radicalmente. Esto sistemas aparecen en diferentes
ambitos de las ciencias, tales como estudio de dinamica de fluidos en fluido dindmica, analisis de
sistemas climatico-atmosféricos en meteorologia, andalisis de electrocardiogramas Yy
encefalogramas en medicina, solo por nombrar unos pocos. Tanto 0 mas importante que saber
analizar el comportamiento caotico de ciertos sistemas, resulta ser el disefio de esquemas de
control que inhiban la aparicion de este fendmeno.

El principal objetivo de este trabajo es disefiar esquemas de control para el sistema cadtico
denominado sistema de Lorenz Generalizado en forma candnica, utilizando la menor cantidad de
informacion posible, en términos de sefiales de control y parametros ajustables. En la literatura
técnica existen metodologias para el control de caos de este tipo de sistemas, que hacen uso de
mucha informacion, la cual no siempre esta disponible para el disefio del controlador, lo que las
hace impracticables.

La principal contribucion de este trabajo es el disefio de tres estrategias de control originales
para el sistema de Lorenz generalizado. Las dos primeras emplean dos sefiales de control (ui-uy y
ui-us) mientras que la tercera solo emplea la sefal de control u;. En todos los casos es posible
demostrar analiticamente que todas las sefales del sistema de Lorenz generalizado, convergen
asintéticamente a cero, mediante un controlador que ajusta un maximo de dos parametros.

El uso de dos sefales de control garantiza que inmediatamente se estabilice el sistema. En
cambio el uso se una sefial de control tiene la desventaja que requiere esperar a que el sistema
este cerca del origen para aplicar control. Este acercamiento esta garantizado que ocurriré por las
propiedades cadticas del sistema generalizado de Lorenz en forma canonica.
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1. Introduccion

El presente trabajo se lleva a cabo porque representa un infimo avance en el area de
control de sistemas. Pese a eso se espera que este trabajo beneficie a interesados en el tema
tratado, y que potencialmente despierte el interés por el tema en los lectores. Este documento
pretende ser Util para estudiantes que estén preparando su memoria y que necesiten una referencia
en el tema de control adaptivo para sistemas cadticos. El control de sistemas cadticos ha
despertado gran motivacion en los Gltimos veinte afios, siendo un tépico cuyos desarrollos han
crecido en forma rapida a partir de los trabajos pioneros a comienzos de la década de 1990.

Debido a la atencidn que el tema ha generado se han hecho numerosos y rapidos avances
en el tema, asi han surgido métodos de control que son especificos para los sistemas cadticos, que
se han expandido y mejorado constantemente. Cada afio se hacen numerosas publicaciones que
muestran que el campo de estudio aun puede ofrecer caminos nuevos para explorar. Muchas
técnicas se han usado para controlar sistemas cadticos, asi tenemos técnicas nuevas y especificas
para sistemas caoticos, como el método OGY, y otras no tan innovadoras pero igualmente
valiosas como backstepping. Pese a los avances, el tema sigue sin agotarse y es de esperar que en
los préximos afios surjan nuevos enfoques que continGen aportando al control de sistemas
caoticos.

En el presente trabajo se propone controlar el sistema generalizado de Lorenz en forma
candnica. Dicho sistema no ha sido controlado en la literatura previamente, por lo que aparece
como un desafio encontrar esquemas de control que permitan hacer control asintético en él. Aun
que es un objetivo de control modesto se ha agregado la restriccién de hacer control de orden
reducido para el sistema, lo cual vuelve mas interesante el problema de control. EI control de
orden reducido significa usar menos sefiales de control que el tamafio del estado del sistema a
controlar.

Los resultados obtenidos muestran que es posible hacer control de orden reducido sobre el
sistema generalizado de Lorenz en forma canénica. Dicho objetivo se logra usando dos sefiales de
control y usando una sefial de control. Para complementar los resultados se haran simulaciones
que ejemplifiquen la convergencia asintotica de los sistemas bajo control.

Los objetivos de este trabajo son estudiar el sistema generalizado de Lorenz forma
candnica, para luego examinar con que combinaciones de sefiales de control se puede estabilizar
el sistema. Ademas se propone usar simulaciones para corroborar los resultados. En particular se
propone construir dos estrategias de control usando dos sefiales de control y que ajustan dos
parametros, y una estrategia usando sélo una sefial de control ajustando solamente un parametro.
También se busca descartar aquellas combinaciones de sefiales que con las que no se puede
controlar el sistema.

Este trabajo comenzard con una breve introduccion donde se hablara de los sistemas
calticos en general, para dar paso a un resumen con los desarrollos mas importantes de la
literatura. Posteriormente habra una rapida descripcion del sistema de Lorenz y del sistema de
Lorenz generalizado en forma candnica, para luego presentar los desarrollos hechos durante esta
memoria consistente en tres esquemas de control para el sistema generalizado de Lorenz.
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1.1. Breve historia de los sistemas cadticos

El afio 1887 el rey Oscar Il de Suecia planteé un concurso y ofrecid una considerable
suma de dinero por demostrar si el sistema solar es 0 no estable. Los trabajos debian ser
presentados en 1888 y el resultado seria anunciado en 1889, durante los festejos del sexagésimo
cumpleafios del rey. EI matematico Henri Poincaré presentd un trabajo donde, mas que resolver
el problema, mostraba en forma muy interesante las dificultades asociadas a semejante empresa.
Uno de los jurados, Karl Weierstrass, afirmé que: «Si bien este trabajo no puede ser considerado
como la solucion completa del desafio presentado, es de tal importancia que su publicacién
marcara el comienzo de una nueva era en la historia de la Mecanica Celestial.» [4]

El trabajo de Poincaré efectivamente abrié nuevas lineas de investigacion, seguidas por
personas como Kolmogorov o Birkhoff [5], y hoy en dia es considerado como pionero. En él
aparece esbozado que un pequefio cambio en las condiciones iniciales del sistema lleva a grandes
diferencias en el resultado final. En el trabajo de Poincaré se aprecian muchas de las ideas que
hoy en dia asociamos con los sistemas dinamicos no lineales y con el “caos”. Pero en ese tiempo
se carecia de una herramienta muy importante: el computador. Muchos sistemas dindmicos no
lineales s6lo pueden ser resueltos en forma numérica y los computadores nos permiten graficar
cdmo evolucionan los sistemas no lineales [10].

El siguiente hito es el trabajo que Edward Lorenz, un meteorélogo del MIT. Usando un
computador, Lorenz simuldé un “sencillo” sistema de ecuaciones no lineales y mostré que su
comportamiento, en el largo plazo, es impredecible para efectos practicos. Lo que Lorenz
presentd ya habia sido esbozado por Poincaré, en relacion a que en los sistemas no lineales
pequefios cambios pueden tener grandes consecuencias. Este trabajo fue mas alld del mundo
académico, en Diciembre de 1972, durante una reunion de la “American Association for the
Advancement of Science” (realizada en Washington DC), Lorenz dio una charla titulada
“Predictability: Does the Flap of a Butterfly's Wings in Brazil set off a Tornado in Texas” [10].
Es probable que a partir de este titulo el “caos” haya pasado a la cultura popular con el nombre de
“efecto mariposa”.

En la década de 1960 el trabajo de Lorenz pasé relativamente desapercibido por dos
razones: la revista donde fue publicado (“Journal of the Atmospheric Sciences”) no era muy
conocida fuera del &mbito de la meteorologia y los computadores eran relativamente escasos.
Durante la siguiente década el trabajo de Lorenz empezé a difundirse entre los fisicos y
matematicos, y los computadores fueron volviéndose mas accesibles. Cientificos de otras
disciplinas empezaron a aportar en este ambito. En 1976, Robert May mostr6 comportamiento
“cadtico” en ecuaciones que describen poblaciones de seres vivos [10]. En 1978, Mitchell
Feigenbaum mostrd que al parecer en el “caos” hay regularidades, posteriormente llamadas
“constantes de Feigenbaum” [10]. Cuatro afios después Benoit Mandelbrot publicé su libro
“Fractal Geometry of Nature” donde se exponen los principios de la geometria fractal [2],
herramienta de gran ayuda en el estudio del “caos”. Leon Chua presentd en 1983 un sencillo (y
barato) circuito eléctrico, bautizado con su nombre, que presenta comportamiento “caético” [3].



1.2. Caracterizacion de los sistemas caoticos

Hasta el momento la pregunta ¢Cuéndo un sistema dinamico es cadtico? No tiene una respuesta
universalmente aceptada. Desde los pioneros trabajos de Lorenz sobre el clima [30] hasta hoy se
sigue estudiando el “caos”. Frutos de estas investigaciones ([10], [16], [19]) se han encontrado
varias propiedades interesantes, sobre las que una aceptacion significativa, y que se atribuyen a
los sistemas “cadticos”:

- No Linealidad: el comportamiento de los sistemas lineales nunca puede presentar
comportamiento “cadtico”, es necesaria la presencia de no linealidades para que haya
“caos”

- Determinismo: Para que haya “caos” no es necesaria la presencia de elementos aleatorios.

- Sensibilidad a las condiciones iniciales: Las trayectorias divergen de manera exponencial,
por tanto condiciones iniciales cercanas se alejan rapidamente.

- Estabilidad global: Los sistemas cadticos tienen sus trayectorias encerradas en una region
acotada, llamada atractor “cadtico”.

- Ergodicidad: Todos los estados posibles del sistema en una region definida tienen igual
probabilidad de ser visitados.

- Orbitas densas: En un atractor cadtico existen muchas 6rbitas muy cercanas entre si, se
dice que las orbitas son “densas” en el atractor.

- Atractor fractal: El atractor de un sistema cadtico suele ser un conjunto de dimensién
fractal, razon por la cual a veces se les llama “atractor extrafio”. Esta interesante
propiedad geométrica ha estado historicamente ligada al estudio de los sistemas caoticos,
pero hoy se considera menos importante que las anteriores.

Una definicion interesante que pretende abarcar todas las ideas mencionadas fue dada por
Strogatz [16]:

“Chaos is aperiodic long-term behavior in a deterministic system that exhibits sensitive
dependence on initial conditions”

Otra definicion interesante fue propuesta en [9]:

“A continuous map f:X — X of a metric space is said to be chaotic if it is topologically
transitive and its periodic points are dense”

La primera definicion es mas sencilla de entender, especialmente para personas sin
formacién matematica avanzada, y describe como deben ser las trayectorias para que un sistema
sea cadtico. La segunda definicion en cambio impone condiciones sobre la funcidn que genera las
trayectorias.

Es muy posible que ambas definiciones sean matematicamente equivalentes, pero desde un punto
de vista practico la primera parece ser mas Util, por que en muchas situaciones de la vida real sélo
es posible tener acceso a las mediciones de ciertas variables, desconociendo informacion
necesaria para usar la segunda definicion.



1.3.  Aplicacion de los sistemas caoticos

Al comienzo se pensaba que el caos era un tipo de comportamiento infrecuente, pero se ha
encontrado que esta presente en un amplio rango de sistemas dindmicos naturales, y también en
sistemas creados por el hombre. A continuacion se presenta un resumen de los fendmenos
naturales y artificiales que se han descritos como caéticos, y de los beneficios que se puede
obtener de ellos:

En Astronomia el movimiento de los cuerpos bajo la accién de la fuerza de gravedad fue el
primer caso donde se vislumbré el comportamiento caotico. En 1978 la NASA se aprovecho de
este fendbmeno para mover el satélite ISEE-3, hacia un cometa, usando poco combustible. Esto
fue posible porque el sistema formado por la Luna y la Tierra hizo que el movimiento del satélite
fuera caotico [5].

En fluido-dinamica se han reportado diversos sistemas cadticos, aunque todos ellos se derivan
de las ecuaciones de Navier Stokes. El caso més famoso es el sistema de Lorenz, un modelo
extremadamente simple del clima pero muy ilustrativo del comportamiento ca6tico ([10], [30]).

En quimica la reaccion de Belousov y Zhabotinsky es un ejemplo de un sistema cadtico [16].
Otro caso importante es la mezcla sustancias, donde se busca que el mezclado sea cadtico para
mejorar la pureza del compuesto final [23].

En sistemas eléctricos también se ha reportado la presencia de caos, siendo el ejemplo
emblematico el circuito de Chua [5]. También se ha reportado caos en conversores dc - dc [34] y
en sistemas de potencia [38].

En telecomunicaciones se ha reportado que el trafico de datos a través de Internet puede
comportarse en forma cadtico [8]. También se ha estudiado la posibilidad de encriptar datos
usando caos [16]. La modulacion de sefiales usando sistemas cadticos se ha investigado [8].

En el ambito de la medicina se ha encontrado que, bajo condiciones de arritmia, los latidos
del corazén presentan comportamiento cadtico [10]. También se ha estudiado que las neuronas
pueden presentar comportamiento caotico [16].

En el ambito de la biologia se ha encontrado que las poblaciones de insectos poseen
comportamiento cadtico [31]. También se puede encontrar caos en los modelos que representan
la poblacién de animales cuando se trata de depredador y presa [10].



1.4. Control de sistemas caodticos

El estudio y descripcion del caos ha llevado a la comunidad cientifica a interesarse en
controlar este tipo de fendmeno, es decir cambiar el comportamiento de estos sistemas para que
sigan trayectorias definidas de antemano. A luz del desarrollo historico esta idea no parece obvia
ni sencilla, los primeros sistemas cadticos descritos, como el movimiento de los planetas o el
clima, sélo podrian haber sido controlados en simulaciones o en experimentos de laboratorio.
Simular un sistema cadtico, sin sistema de control, es mas sencillo y requiere menos carga
computacional.

Ademas la gran sensibilidad de los sistemas cadticos hacia parecer el control de ellos
como algo dificil. (Cémo controlar un sistema si un pequefio error de medicion puede
amplificarse en forma exponencial? La respuesta es que en el “corto plazo” un sistema caético se
ve como si no lo fuera. Entonces, si hay una medicion frecuente, de las variables de interés, el
error nunca se incrementa significativamente y el control se hace posible.

En 1990 un trabajo fundamental en control de sistemas cadticos fue presentado por
Edward Ott, Celso Grebogi y James Yorke en “Physical Review Letters” [33]. Su desarrollo
(posteriormente Ilamado “Método OGY” o “Linealizacion del mapa de Poincaré”) logré atraer
gran atencion, gatillando el interés por esta materia. El control de sistemas no lineales ya existia,
pero este método era especialmente disefiado para sistemas que fuesen cadticos. En su trabajo
ellos se aprovechaban de las singulares propiedades del caos para lograr llevar un sistema a una
Orbita periddica inestable. Este método inmediatamente report6 un gran interés en el tema. Yang,
Liu y Mao lograron extender este método [13]. Otro enfoque diferente y original, basado en
realimentacion con retraso, fue propuesto en 1992 por Pyragas ([35], [36]), para controlar
sistemas caoticos.

Durante estos ultimos veinte afios el campo de control de sistemas caoticos ha crecido en
forma répida, tal como se aprecia la cantidad de literatura publicada, donde diversos enfoques
han sido propuestos en esta area. Se han aplicado métodos de control no lineal mas clésicos, y
combinaciones de ellos, por ejemplo el método “open-plus-closed-loop” ([17], [26]) , Speed
Gradient [7], Backstepping [11], Feedback Linearization [14], Control por Estructura Variable
([13], [14]), Redes Neuronales [15] y Logica Difusa [15].



1.5.  Objetivos y alcances

El principal objetivo de este trabajo es disefiar esquemas de control para el sistema cadtico
denominado sistema de Lorenz Generalizado en forma candnica, utilizando la menor cantidad de
informacion posible, en términos de sefiales de control y parametros ajustables. En la literatura
técnica existen metodologias para el control de caos de este tipo de sistemas, que hacen uso de
mucha informacion, la cual no siempre esta disponible para el disefio del controlador, lo que las
hace impracticables.

La principal contribucion de este trabajo es el disefio de tres estrategias de control originales
para el sistema de Lorenz generalizado. Las dos primeras emplean dos sefiales de control (u;-uy y
ui-us) mientras que la tercera solo emplea la sefal de control u;. En todos los casos es posible
demostrar analiticamente que todas las sefales del sistema de Lorenz generalizado, convergen
asintéticamente a cero, mediante un controlador que ajusta un maximo de dos parametros.



2. Control Adaptivo para Sistemas Caoticos

El control adaptivo, o adaptable, es una técnica que se desarrollé desde fines de los afios
cuarenta en adelante, principalmente en Europa y Estados Unidos, hasta hoy en dia. Se pretende
controlar pese a desconocer informacién del sistema. El término control adaptable surgid
inspirado en la biologia, donde los seres vivos se adaptan a su medio ambiente pese a no
conocerlo completamente.

En el disefio de sistemas de control es frecuente encontrarse con incertidumbres sobre el
sistema a controlar. Esto ocurre por distintos motivos, a veces no existen instrumentos de
medicion adecuados 0 estos son muy caros; otras veces es imposible medir ciertos parametros; a
veces las mediciones son muy lentas; a veces los parametros cambian en el tiempo por factores
externos, como el clima o la iluminacion; etc.

En el desarrollo del control adaptable es posible mencionar dos importantes corrientes. La
primera es llamada control adaptable indirecto, que busca estimar la informacion faltante para
luego controlar como si todo fuera conocido. El segundo método, control adaptable directo, busca
identificar y controlar en una sola instancia.

Un hito importante en el desarrollo de esta técnica fue presentado en 1980, donde varios
autores, trabajando en forma independiente, aplicaron en forma exitosa el control adaptable a
sistemas lineales e invariantes, demostrando ademas la equivalencia entre control adaptable
directo e indirecto para ese tipo de sistemas. A partir de entonces el control adaptable ha ido
expandiéndose en diferentes direcciones, por ejemplo se ha expandido fuera del area académica
hacia la industria y el mundo militar [12].

En el plano tedrico se pretende aplicar a sistemas no lineales, como los sistemas caoticos,
debido a las ventajas que promete este enfoque. Los sistemas caoticos son sensibles al cambio en
sus parametros, porgue el comportamiento de un sistema dindmico puede pasar de no caético a
cadtico, y viceversa, segin como cambia un parametro, incluso cuando el cambio es pequefio.
Hoy es posible clasificar las técnicas adaptivas en tres grandes grupos:

e Control adaptivo directo: Pretende controlar sin conocer los pardmetros y sin intentar
identificarlos en forma explicita.

e Control adaptivo indirecto: Pretende controlar un sistema sin conocer los pardmetros pero
realizando una identificacion explicita de los parametros.

e Métodos para caja negra: pretenden controlar un sistema teniendo solo acceso a datos de
entrada y salida.

Varios de los métodos ya mencionados han sido modificados para ser adaptivos, en forma
directa o indirecta, por ejemplo existe Adaptive Backstepping [11] y Adaptive Feedback
Linearization [14].

En el ambito del control adaptivo directo también se han modificados técnicas no
adaptivas, pero en este trabajo se presentan principalmente técnicas basadas en funciones de
Lyapunov, principalmente “Direct Cancellation” [6], para control adaptivo de sistemas cadticos.
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A continuacion se presenta una revision de los trabajos mas importantes, de los Gltimos
diez afios, en el ambito de control adaptable para sistemas cadticos:

2.1. Sistemas de parametros desconocidos y constantes
El control, y la sincronizacién, de sistemas caéticos con parametros desconocidos y
constantes es un topico de gran interés por su posible aplicacion en diversos ambitos. EI método
que se presenta a continuacion ha sido usado por varios autores ([25], [27], [39], [40], [45], [46],
[47]) para controlar y sincronizar sistemas caoticos. Sea el sistema caotico:

x=f(X)+G(x)-0+u (.1)

Donde xeR" es el estado del sistema; f(x)eR" y G(x) e R™ son funciones
conocidas; @ € R™ es el vector de pardmetros del sistema, que se asumen desconocidos pero

constantes; y ueR" corresponde al controlador. Se asume que sin controlador el origen es el
Unico de punto de equilibrio y es inestable. Se propone usar el siguiente controlador:
U=-f(x)-G(x)-0 —a-x (.2)

Donde o >0 es una constante arbitraria y 0 es un estimador de 0 cuya expresion se
deducira mas adelante. Reemplazando (.1) en (.2) se tiene:

Xx=G(X)-0-G(x)-0 —a-x (.3)

La justificacién de este método se basa en construir una funcion de Lyapunov semi
definida negativa tipo cuadratica:

V =05(x"x+0"6) (.4
Donde 6 =0-6 y por lo tanto se tiene que 0 = —5 . Calculando la derivada de V:
V=x"%+0"9 (5)
Reemplazando (.3) en (.5) se obtiene lo siguiente:
V =x"G(x)0-x"G(x)0 —ax"x+079 (.6)
Agrupando términos se tiene lo siguiente:
V=xX"G(X)@-0)-ax"x+878 (7)

De esta expresion inmediatamente se sugiere que 8 =—-0" =-x"G(x), con lo cual se
cumple que V es semi definida negativa:



V =—ax"x (.8)

Este método permite estabilizar un sistema en el origen. Cuando el punto de equilibrio no es el
origen, para aplicar este método, es necesario conocer el punto equilibrio, como puede apreciarse
en ([21], [44]).

Este método requiere un controlador de dimension igual al estado. En [42] una variante
del método anterior es usada para disminuir la dimension del controlador, pero con el
inconveniente de un, potencialmente exagerado, aumento en las acciones de control.

2.2. Sistemas de parametros desconocidos y variantes en el tiempo

A continuacion analizaremos el caso del control de caos cuando los parametros del
sistema caotico son desconocidos y varian con el tiempo.

2.2.1. Parametros variando en forma acotada y arbitraria

Tomando como punto de partida el trabajo de [29] en [22] se propone usar un esquema
para estabilizar sistemas cadticos de parametros desconocidos, variantes en el tiempo pero
acotados. El esquema es valido para sistemas de la forma:

Xx=f(x)+F(x)0+Bu

Donde x € R" es el estado del sistema; f(x) e R" y F(x) e R™ son funciones conocidas
y continuamente diferenciables; B € R™ es una matriz constante, invertible y desconocida;
ueR" corresponde al controlador; y 6(t) e R™ corresponde al vector de parametros, el cual es
variable y desconocido, pero cumple que:

B eR,[oM)| <

Siendo S desconocido. Se asume que f(0)=0y F(0)=0, con lo cual el origen resulta

ser un punto de equilibrio. Con esto se pretende estabilizar el sistema en el origen usando un
controlador acotado. Para esto se define:

P () = 109 - A,x(1)

Donde A, € R™ es cualquier matriz asintéticamente estable. También es necesario definir como
P a la matriz positiva definida y simétrica que es solucién de la ecuacion:

ALP+PA, =-Q

Donde Q € R™ es cualquier matriz simétrica y definida positiva, tal que 0<2¢ < 4. (Q), con
Amin (Q) €l menor valor propio de Q. Se propone usar el siguiente controlador:

U= KO- () + (e, x, A)]
9



Donde las funciones o y K, se definen:

alx, f) = ——FOROIB” ¢ i oI (0~ ax AT KIK,
()| + ]|

A su vez las funciones S y u quedan definidas por:

B=7|u() (r>0) ' (x)=x PF(x)

Con esto es posible demostrar dos cosas, primero el controlador es local y uniformemente
acotado; y segundo el controlador logra que limx(t) =0.
tow

Una variante del método anterior es propuesta en [22], la cual permite el seguimiento de
trayectoria, pero requiere mas informacion a priori del sistema a controlar.

2.2.2. Parametros variando en forma aleatoria

En [37] se presenta un esquema para controlar sistemas cadticos cuyos parametros varian
en forma aleatoria en el tiempo. Este método se aplica sistemas de la forma:

X=f(x)+F(x)0+G(x)u

Donde xeR" es el estado del sistema, f(x)eR", F(x)e R™ y G(x) e R™ son

funciones conocidas; u e R" corresponde al controlador; 8 € R™ es el vector de parametros y
cumple que:

0=6+AW
Considerando que A e R™ es una matriz arbitraria y conocida, que puede variar con el
tiempo o con el estado, pero que es siempre acotada; W es un vector proceso de Wiener (también

llamado proceso browniano estandar) y @ es un vector constante.
Se asume que:

- G(x) essiempre invertible.

- Las funciones f(x), F(x) y G(x) son funciones derivables y con primera derivada
continua.

- Se conoce una cota para 0 : H§ HZ <0

- Se conoce una cota para F(x): |F(x)[, <M
- Se conoce una cota para A: [A[, <N
Sea € =X—X y k>0 yna constante arbitraria. Se define:

2 2
S ={e eR" E[ete]su}

10



Sea X una érbita inestable y periddica definida por:
X=f(X)+F(X)-6

1/2

Se busca que [x—X|, >0,t > (en este caso [x(t)], = (E[x" (t)x(t)]"?). Para esto se

propone usar el siguiente controlador:
Uu=-G(X)-[f(x)- f(X)+(F(X)-F(X))-a + 2-/1-®-||F(x)— F(Y)||2 -sign(x —X) + k(x—X)]

Donde las funciones A y a se definen como se muestra a continuacion:

l_{o,(x—x)es

L,(x-x)eS

o= [F()-FX)] (x=X),(x=X) &S
0,(x-X)e S

Con esto se logra que:

n-N2.-M?

E[(x(®) - x(t)" (x(t)—x(t))]sT

t—> 00

2.3. Controladores con incertidumbre en la componente no lineal

Se presentan dos enfoques; uno de orden completo (cuando se tiene acceso al vector de
estado completo del sistema) y otro cuando se tiene acceso solamente las variables de salida del
sistema.

2.3.1. Control adaptivo de orden completo

El siguiente método propuesto en [41] pretende estabilizar el sistema en el origen, solo el
estado del sistema. Sea un sistema cadtico de la forma siguiente:

X=Ax+ f(x)+u

Donde x e R" es el estado del sistema; f(x) e R" es una funciéon desconocida; u € R"

corresponde al controladory A e R™ es una matriz de parametros desconocidos.
Se asume:

- ft)eL,nL,y f(t)eL,, locual implicaque lim,__ f(t)=0

- Existe K* tal que (A=k=1) es una matriz definida o semi definida negativa.
Sea k =diag(k,,...,k,) una matriz diagonal, tal que los elementos de la diagonal son de la
siguiente forma:

t—o0

12



Se propone usar el siguiente controlador:
u=-k-x

Con lo cual es posible demostrar que el sistema resulta estable o asintticamente estable
segun la matriz (A—k* 1) sea semi definida o definida negativa.

2.3.2. Controladores adaptivos de orden reducido

En general no es siempre posible aplicar acciones de control a un sistema completo. A
veces es fisicamente imposible, otras veces resulta muy caro, puede ser riesgoso, etc.

En [43] se propone un método para disefiar controladores de orden reducido. Sea un
sistema dinamico de la forma:

X =—AX + f(X,Y)
Y =g(X,Y)+U

Donde X eR", Y e R™ son los vectores de estado del sistema. La matriz A< R™. Se asume
que f:R"XR"™ - R" y g:R"XR™ — R" son funciones no lineales de X e Y, y cumplen que
f(0,00=0 vy g(0,0)=0. Para poder controlar el sistema los autores requieren los siguientes
supuestos:

e Existen una matriz definida positiva P y una matriz definida positiva diagonal Q
(Q =diag[q;], j =1,...,m), satisfaciendo la siguiente desigualdad:

XTPf(X,Y)+YTQg(X,Y) < XT®X +Y QWY , con @ una matriz simétricay ¥ una matriz
diagonal (¥ = diag[¥;], j =1,...,m).
e Existe u>0 tal que la matriz PA+ AP —uP —2d es definida positiva y se cumple que
X
V)

controlador:

sMexp(—%tj,paratzo,con M >0.Con esto se cumple que el siguiente

U(Y) =—K(1)Y con K(t) = diag(k; (1))
k,(t) =0,y exp(ut) j=1,...m

Que el sistema y su controlador forman un nuevo sistema, el cual es global y
exponencialmente estable. A continuacion se presenta un resumen de la demostracion, sea la
siguiente funcion de Lyapunov:

V(t) = (XTPX +YTQY)eXp(ut)+Zm:%(kj K2
im0

V =|XTP(=AX + £ (X,Y))+(=AX + £ (X,Y))" PX +2YTQg(X,Y) - 2Y"QKY |exp(ut)
13



+ u(XTPX +YTQY)exp(ut) + 22%&j )6, y2 exp(ut)
1

i
— - XT(PA+ATP— 1P)X +2XTPF (X,Y)+2YTQQ(X,Y) + 1Y QY —2YTQK'Y fexp(ut)
<—{XT(PA+ATP— 1P —20) X +2YTQ(K" =¥ — 1l )Y Jexp(ut)

Definiendo 4, como el minimo de los valores propios de las matrices
(PA+ATP— P -2d) y Q(K —W¥ —pul) se tiene lo siguiente:
. oot X
V<-AIXT YT]C lexp(u)

Definiendo A, como el minimo de los valores propios de las matrices P y Q (las cuales
por ser definidas positivas tiene valores propios positivos), se tiene que:

X
[XT YT]{Y } < /%(XT PX +YTQY) < %V (t)exp(—put) < /%V (0)exp(—pt)

)

Con lo cual se obtiene el resultado.
En [48] se presentan dos esquemas de control adaptivo de orden reducido para el sistema
de Lorenz, que se presenta a continuacion:

1
<M exp(—ﬁtj con M :—QN(O) >0
2 VA

X=0o(y—Xx)+u,
y=pX—-y—-Xz+u,
Z=Xy—-pz+u,
En el trabajo ya mencionado se proponen dos esquemas adaptivos de control de orden
reducido para el sistema de Lorenz. El primer método consiste en:

u, =—k,x, u, =u; =0, con k, =

Donde y es una ganancia adaptiva. El segundo controlador adaptivo de orden reducido es
el siguiente:

u, =0, u,=-k,y, u, =0, con k, =’
Donde y es, de nuevo, una ganancia adaptiva. Este esquema es solo aplicable al sistema

de Lorenz, pero su sencillez y elegancia lo hacen un referente interesante a la momento de hablar
de control adaptivo para sistemas caoticos.
14



En [49] los autores proponen un nuevo método para estabilizar un sistema cadtico, sin
perder generalidad se asume que:

% = f(x)

Sin pérdida de generalidad se puede asumir que el origen es un punto de equilibrio. Para
alcanzar estabilidad se asume que existe un cambio de coordenadas no singular y=Tx, tal que
el sistema anterior puede reescribirse como:

2, = 91(21122)
2, = 92(21122)

También se asume que el subsistema z, = g,(0,z,) es uniformemente exponencialmente
estable cerca del origen z, =0 paratodo z. Ademas se requiere que g,(z,,z,) Sea suave en una
vecindad de z, =0.

Para lograr estabilizar el sistema en el punto de equilibrio x, =0 se agrega el siguiente
control:

Z'1 = 91(211 Zz)+u1 = 91(211 Zz)+ klzl
22 = 92(21122)

Donde se el parametro k, se ajuste de acuerda a la siguiente ley de ajuste:

k, = _7”21”2

Con y una ganancia adaptiva arbitraria pero de signo positivo. Con esto es posible
estabilizar el sistema a su punto de equilibrio x, =0

2.4. Controlador en presencia de perturbaciones

En [32] se propone un controlador para un sistema que puede ser no lineal en los
parametros. Considérese un sistema de la forma:

% = f(x,1)+G(x,t)+d(t)

Donde x e Q < R" es el estado del sistema, el cual se asume disponible para medirlo. El
vector u € R" corresponde al controlador. El vector d e R" es una perturbacion externa, con cota
superior & tal que ||d(t)| <& <o, siendo § desconocida. Se asume que f :Qx[0,50) - R" es
una funcioén no lineal desconocida, que satisface la condicion Lipschitz:

|f ot = £ 0] < Lx=x|
15



Donde L es un escalar positivo y desconocido; x™ es un punto de equilibrio, es decir f(x)=0y
f(X)=0; G:Qx[0,0) - R™ es una funcién suave, tal que para asegurar la controlabilidad del
sistema se requiere que G(x,t) = 0vx € R", y se asume que:

G(x,t) > in}c A(G)I >0vxeR"

Donde A(G)=g representa el menor valor propio de la matriz G e | representa la
matriz identidad de la dimension apropiada.

Sea X(t) una sefial arbitraria de referencia, con primera derivada acotada, es decir
Hi(t)” < y . El objetivo de control es encontrar una entrada u tal que todas las sefiales en el lazo
cerrado sean acotadas y que se cumpla que:

imfe(®)] = limx() - X(0] =0

Es decir se busca un seguimiento asintético de la trayectoria de referencia. Para esto se
proponen dos esquemas de control similares.

Esquema 1:
U=6e+usgne) 0= —k1||e||2 fr=—ky[e],

Donde sgn(-) corresponde a la funcion signo; k,,k, son constantes arbitrarias positivas.
Para demostrar que el controlador es estable se propone la siguiente funcion de Lyapunov:

3 0-6) + > (u- i)

1
V(e 6, u)==e"e+
©O.n)=5eero 2k,

Cuya derivada se presenta a continuacion:

V=€ (f +Gu+d—§)+%9(9—é)2+%p(u—ﬁ)
1 2

Acotando de forma adecuada se prueba que:

V< (L+g0)e] + (S +y+Lo+gae,

Como existen 6 y /i, tales que (L+g§)<0 y (6+y+Lo+gu)<0 se tiene el
resultado.
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Esquema 2

Sea el siguiente controlador:

=Ko+ @, +sone) 6= K[, =Kol

Donde k,, k,y k son constantes arbitrarias positivas. Para probar el resultado se usa la
siguiente funcion de Lyapunov:

3 0-67+ > (u-j)

1
V(e 6, u)==e"e+
©O.n)=7eero 2k,

Con derivada:

V=€ (f +Gu+d—§)+%9(9—é)2+%p(u—ﬁ)
1 2

Expresion que puede acotarse de la siguiente manera:
V < —kglel" + (Lyn+ gh)fel, x|, + (& + 7+ gilel,

(Lvn+gd) <0 y (6+y+9gf) <0

Como existen € y # | tales que se tiene el resultado.
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3. El Sistema de Lorenz y su Generalizacion

En este Capitulo se describe en detalle el sistema de Lorenz generalizado y sus principales
propiedades. Este sistema sera nuestro objeto de estudio para el disefio de estrategias de control
que se describen en el Capitulo 4.

3.1. Sistema de Lorenz

Un interesante punto de partida para el estudio del caos son las ecuaciones de Lorenz,
tanto por su historia como por sus propiedades matematicas. Ademas se ha reportado que el
mismo conjunto de ecuaciones modela el comportamiento de algunos laseres y dinamos, como se
aprecia en ([24], [28]).

El sistema de Lorenz se obtiene como resultado de modelar el comportamiento de un
fluido, aire en el caso de la atmdsfera, que se mueve entre dos placas paralelas. La placa de abajo
representa la tierra, y estd a una temperatura T,. La placa superior representa otra capa de la

atmosfera o el espacio exterior, y se encuentra a temperatura T,, con T,<T,. Se asume que el
sistema es infinito hacia la derecha y hacia la izquierda, como se muestra en la Figura 3.1.

T

¢

fluid h

T

w

Figura 3.1.- Esquema que representa un modelo simple atmosférico.

Si la diferencia de temperatura es pequefia el fluido se mantiene quieto por su viscosidad,
y el calor fluye lentamente a través del aire hacia arriba. Pero cuando la temperatura aumente el
fluido empieza a moverse, como se muestra en la Figura 3.2.

T,

SEOC

T

w

Figura 3.2.- Esquema que representa movimiento del fluido.
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La deduccion matematica de las ecuaciones de Lorenz puede ser encontrada en [10]. La
variable X esta relacionada con la dependencia temporal de la llamada funcién de fluido a
chorro. La variable Y es proporcional a la diferencia de temperatura entre el fluido ascendente y
el descendente a una altura dada. Mientras que Z es proporcional a la desviacion de la linealidad
de la temperatura como funcién de la altura. El parametro p es llamado ndimero de “Prandtl”,
que en términos aproximados, compara la pérdida de energia debido a viscosidad con la pérdida
de energia debida a conduccidn térmica. EI pardmetro r es proporcional al nimero de Rayleigh,
el cual es una medida adimensional de la diferencia de temperatura entre la capa inferior y la
superior del fluido. El parametro b esta dado por la razon entre la altura del sistema y el radio de
los circulos donde se mueve el fluido. A continuacion se presenta el sistema de Lorenz:

X = p(Y - X)
Y=-XZ+rX-Y (3.1)
Z =XY-bZ

Sin embargo, como se demuestra en [20], es posible reescribir el sistema de Lorenz,
mediante un cambio de variables apropiado, de la siguiente manera:

2, A 0 0]z z |0 0 -1z
2,|={0 4, 0|z, [+ -1 0]z (0 O -1|/z,| (3.2
2, 0 0 Az |1 v 0]z

Este sistema de ecuaciones (3.2) se denomina sistema generalizado de Lorenz en forma

candnica, y es caotico en la medida que se cumpla que — A > A >~ >0. Esta expresion
permite relacionar el sistema de Lorenz generalizado con otros sistemas estudiados en la
literatura. En [20] se mencionan como varia la equivalencia segun varie el pardmetro 7 :

e Si 7 e(—o,—1) entonces es equivalente al sistema hiperbolico de Lorenz
e Si 7=-1 entonces es equivalente al modelo de Shimizu-Morioka (el cual es equivalente al
sistema Liu-Liu-Liu-Liu)
e Si 7 e(-10) entonces es equivalente al sistema de Chen
e Si 7 =0 entonces es equivalente al sistema Lu
e Site(0,0) entonces es equivalente al sistema de Lorenz
[ ]
Cabe destacar que el sistema generalizado de Lorenz tiene 3 puntos de equilibrio:
E =(0,0,0)"

E+ :[ﬂ, \/ 21)“22“3 ﬂq\/ 21)“22“3 AM’Z JT
’ (ﬂ’z - A’l)(ﬂ‘l - ﬂ“z)(lz +TA’1) ’ (ﬂ’z - A’l)(ﬂ‘l - ﬂ“z)(lz +TA’1) ’ (lz - 21)

E:(—AJ Aoy —@J dellcide A JT
’ (lz - A’l)(ﬂ‘l - ﬂ’z)(lz + Tﬂq) ’ (lz - A’l)(ﬂi - ﬂ“z)(lz + Tﬂq) ’ (lz - 21)
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3.2.Propiedades matematicas del sistema generalizado de Lorenz
El sistema generalizado de Lorenz (3.2) puede escribirse de la forma que sigue:

2, =M2,— 2,2, + 2,2, + U,
2, =42, — 2,2, + 2,7, + U, (3.3)

N 2 2
1, = A2, + 2] +12,2, — 7,7, —1Z5 + U,

Una técnica usada para estudiar sistemas dinamicos consiste en linealizar cerca de un
punto de interés para luego analizar el sistema lineal resultante. Para linealizar un sistema
dinamico es necesario que las ecuaciones que describen el sistema posean derivadas continuas
condicion que garantiza la existencia de una aproximacion lineal. Con este método es posible
simplificar el analisis matematico pues donde la aproximacion sea vélida la informacion sobre la
aproximacion lineal sera también cierta para el sistema original.

Para el presente trabajo se desea conocer la controlabilidad asintotica del sistema cerca de
sus puntos de equilibrios, empezando por el origen. Sea E el punto de equilibrio donde se desea
linealizar, se asume que el sistema se puede expresar como se muestra a continuacion:

Z=F(z,0)

Donde 7 =(z,,2,,2,)" e R®, U=(u,u,,u,)" eR®y F:R*xR® >R*. Si E=(z.,0])"
la expresion general para linealizar un sistema esta dada por la siguiente ecuacion:

oF oF

I~—— (Z_ZE)+_— (U_UE)
Z e ol |g
Se tiene que:
A =1, Z, -2,+12,

oF
—= -7, Ay, + 17, -7,+1,
0z

22, -12,—-1, 7I,—1,—21Z, Aq

Asumiendo que el punto de equilibrio es el origen (z; =(0,0,0)" y u. =(0,0,0)7) es
posible determinar que:

A

0
— j’z

0 1

0 g—fzo
u

0 A E o

0 0
10
01

w

Con lo cual el sistema linealizado tiene la siguiente apariencia:
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2, = }'121 +U,
2, =4,2,+u, (3.4)
2, = A2 + U,

En notacién matricial se tiene que:

2 A 0 0]z u,
2,|=10 A, O0|z,|+|u,| (3.5
2, 0 0 4|z U,

Segun se demuestra en [18] las propiedades de la aproximacién lineal (3.5) se convierten
en condiciones necesarias para la estabilidad asint6tica del sistema no linealizado. Para que el

sistema esté en régimen cadtico es necesario que se cumpla la condicion -4, >4, >-4, >0,
Para estudiar esta aproximacion lineal es necesario centrarse en la siguiente matriz:

2, 0 0
A=|0 4, 0|eR*
0 0 4

Esta matriz cuadrada permite entender la dinamica del sistema linealizado. Como se trata
de una matriz diagonal se pueden determinar sus valores propios mirando los elementos presentes
en la diagonal. Para que el sistema sea asintoticamente estable es necesario modificar la dindmica
del sistema por medio de las entradas de control. Inmediatamente se puede observar que la

dindmica sin sefiales de control genera un sistema no estable, pues M es positivo si el sistema
esta en régimen cadtico. Siguiendo el mismo razonamiento se puede concluir que cualquier
combinacion de sefiales de control que no incluya a Y1 resultara en un sistema no estable. Asf es
posible decir que s6lo las siguientes combinaciones de sefiales de control {u,} ; {u,,u,} y {u;, U, }
pueden dar lugar a un lazo cerrado de control estable. En cambio las combinaciones de sefiales de
control {u,}; {Us} y{u,,u,} no pueden dar lugar a lazos cerrados de control estables, y por lo

tanto su estudio se puede desechar. Finalmente cabe decir que sefiales de control de orden
completo (usando u,, u, y u,) pueden estabilizar asintoticamente el sistema pues incluye a la

sefial de control u, .
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4. Diseno de controladores para el sistema generalizado de

Lorenz
En este Capitulo se describe en detalle tres estrategias de control originales para controlar el
sistema de Lorenz generalizado (3.3), usando dos sefiales de control y también solamente una. En

los tres casos se demuestra analiticamente que todas las sefiales del sistema convergen
asintGticamente a cero.

4.1. Método de control usando sefiales v, y u,

Sea desea controlar el sistema generalizado de Lorenz usando sélo las sefiales de control
u, ¥ u, . Se necesita por tanto dar una descripcion matematica de las sefiales de control a aplicar

al sistema para que éste sea asintoticamente estable en lazo cerrado. Para esto se propone usar las
siguientes sefiales de control:

U =-Rz ~ i121 U, = 2,2, — 72,2, + 12,2, — 2,2, — R,z, (4.1.1)

Donde R, y R, son ganancias de realimentacion, mientras que A, y 7 son los
estimadores de A, y t respectivamente, y se ajustan mediante las siguientes leyes:

A

h=AZ  T=A@225,-27) (412)
Donde A y A, son ganancias adaptivas.

Teorema 4.l

Dados el sistema generalizado de Lorenz (3.3), la leyes de control (4.1.1) y las leyes de
ajuste (4.1.2), entonces el sistema resultante es asintéticamente estable.

Demostracion

Se propone mostrar que es posible elegir una funcién cuadratica, por lo tanto definida
positiva, como candidata a funcién de Lyapunov y que con las sefiales de control definidas como
en (4.1) y (4.2) esta funcién candidata es una funcion de Lyapunov, es decir su derivada temporal
es semidefinida, para el sistema en lazo cerrado. Sea la siguiente funcién cuadrética:

2 2 2 -1772 -1=2
V(22,2 ,7) =2 215 +2A1 AAAT 413

Donde A4, =4, -4, y T =7—7 son los errores de estimacion paramétrica. Esta funcion

cuadratica es definida positiva siempre que Ay A, sean positivos. Para obtener el resultado es

necesario que la derivada de V sea al menos semi definida negativa. Para probar esta afirmacion
se comenzara considerando la derivada de (4.3):
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V(22,25 2, F) = 2,2, + 2,2, + Lty + A Ak + AT (4.1.4)
Ahora se procede a reemplazar z,, z, y Z, desde (3.3), con lo cual se obtiene:

\/(zl, Z,, zS,I, T)=z7,(Lz, —-72,2, + 2,2, +U)) + 2,(A,2, — 2,2, + 2,2, + U,)
+2,(Azy + 20 + 12,2, — 2,2, —12)) + N A A + AT (4.1.5)

Multiplicando y cancelando términos similares se tiene que:

V(2y,2,,25,2,7) = A22 + 2,U, + A, 22 + 222, + 7,U,

+ A2 2,2, — 1,22, — 22, + A A + AT (4.1.6)

Dadoque 2, =4, —A, y 7 =7 -7 se tiene que:

A =— T=-% (4.17)
Reemplazando las ecuaciones (4.7) en (4.6) se obtiene lo siguiente:
V(2y,2,,25,2,7) = A22 + 72U, + A, 22 + 222, + 7,U,
+ A2 +1,2,2, - 2,2,2, — 1227, - KM (A, - il)il ~Al(r-7)t (4.18)
Esta a su vez se puede escribir de la siguiente manera:

V(2y,2,,25,2,7) = A22 + 72U, + A, 22 + 222, + 7,U,

+ AR 42,2, — 1,2,2, — 1222, — A A A + AL - At + AT (4.1.9)

Reemplazando en (4.1.9) los valores de u,, u,, il y 7 dados por (4.1.1) y (4.1.2) se
obtiene que:

V=122 +12,(-Rz, ilzl) +A,20 + 222, +2,(2,2, — 12,2, — 12,2, — 2,2, — R,Z,)
+ 2*323? +712,2,7, — 7,7, _ngzs - AlilAl/llle + AlilAl/{lle - AglAzT(lezzs + 22223) + AglAzf(lezzs + 2523)
(4.1.10)

Multiplicando y cancelando términos semejantes se tiene que:
V(z,,2,,2,,A,T) =—Rz? + (A, —R,)z2 + 1,22 (4.1.11)

Para que (4.1.11) sea una funcion semi definida negativa es necesario que R, >0 y que
A, —R, <0, dado que 4, <0. Si se cumplen las condiciones mencionadas es posible aplicar el

corolario del lema de Barbalat, como aparece mencionado en [12] con lo que se tiene que
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!im(zl,zz,zs):o. Ademas todas las sefiales del sistema formado por (3.3), (4.1.1) y (4.1.2)

permanecen acotadas. Sin embargo no se logra, necesariamente, convergencia a cero de los
errores de estimacion paramétrico, condicion que no es necesaria en este caso. Para tener
convergencia a cero de los errores paramétricos es necesario que se cumplan condiciones de
excitacion persistente en las entradas de control u, y u,, como se sefiala en [12].

A continuacion se presenta una simulacién para ilustrar el comportamiento del sistema
bajo control. Para esta simulacion se escogieron A,=-3, A4 =2, A,=-1;

2,(0)=12,(0) =z,(0) =1; i(O) =7(0)=0. En la figura 4.1.1 se muestra la evolucién temporal de
las variables de estado z,, z, y z,, mientras que en 4.1.2 se muestra la evolucion de las sefiales
de control.

Estado en funcién del tiempo
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Figura 4.1.1: Evolucion de las variables de estado
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Esfuerzo de control en funcién del tiempo
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Figura 4.1.2: Evolucién del esfuerzo de control para el esquema que usa sefiales u; y us.
4.2. Método de control usando sefiales v, y u,

Sea desea controlar el sistema generalizado de Lorenz usando sélo las sefiales de control
u, Y U,. Se necesita por tanto dar una descripcion matematica de las sefiales de control a aplicar

al sistema para que esta sea asintoticamente estable en lazo cerrado. Para esto se propone usar las
siguientes sefiales de control:

u =-Rz -4z u, =22, - 2> —7(2,2, - 22) - Rz, (4.2.1)

Donde /fi y 7 se definen de la siguiente manera:

h=Az2  T=A(z2,2,-7222,) (422)
Teorema 4.2

Dado el sistema generalizado de Lorenz (3.3), las leyes de control (4.2.1) y las leyes de
ajuste (4.2.2) entonces el sistema resultante es asintéticamente estable.

Demostracion.

Se propone mostrar que es posible elegir una funcion cuadratica como candidata a funcién
de Lyapunov y que con las sefiales de control definidas como ya se menciond esta funcion
candidata es una funcion de Lyapunov para el sistema en lazo cerrado. Sea la siguiente funcién
cuadratica:
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2 2 2 -1772 -1=2
vmlpgjﬁq=4+Q+%+;“%+%T (4.2.3)

Donde 4, =4, — A Yy T =7—7. Esta funcién cuadratica es definida positiva si Ay A
son positivos. Para tener el resultado es necesario que su derivada sea al menos semi definida
negativa. Para probar esta afirmacion se comenzara considerando la derivada de (4.2.3):

V(2y,2y, 200 4, T) = 2,2, + 2y2, + 232y + A Ad + ASTE (4.2.4)
Ahora hay que se procede a reemplazar z,, z, y Z, desde (3.3), con lo cual se obtiene:

V(2,,2,,25,A,T) = 2,(A,2, — 2,2, + 2,2, + U,) + 2, (A, 2, — 2,2, + Z,Z;)

+2,(Agzy + 20 + 12,2, — 2,2, + 125 +U) + A4 + ATT (4.2.5)
Multiplicando y cancelando términos similares se tiene que:
V(2,,2,,25,A,T) = 22 + 2u, + 4,22 + 222,
+ A2 412,22, ~ 2,2,2, + 1252, — Ry2% + 2Us + A AA + ATT (4.2.6)

Definiendo como A4, = A, —/i y T =1 -7 setiene que:

- T=-% (427

Reemplazando (4.2.7) en (4.2.6) se obtiene lo siguiente:

V(2,,2,,25,A,T) = 22 + 2u, + 4,25 + 222,
+ A2 +12,2,2, - 1,2,2, + 1222, - R,22 + 2U, — A4, — A A, - AT —7)T (4.2.8)
Esto a su vez se puede escribir de la siguiente manera:

V(2,,2,,25,A,T) = 22 + 2u, + 4,25 + 222,

+ A2 +12,2,2, — 1,2,7, + 1222, — R,22 + 2y — AL + ATAA — AT + AYEE (4.2.9)

En esta ecuacion se reemplazan los valores de (4.2.1) y (4.2.2) para obtener:

V(z,,2,,2,) = 4,27 + 2,(-Rz, —ilzl) + A2 + 222, + A2k + 122,72, - 2,2,2, + 1252, — R, 72
+ 23(2122 - Zz2 _f(zlzz + Zg)) - '6‘171'6‘12'1212 + AlilAl/{lle - AglAzT(lezzs + 22223) + AglAzf(lezzs + 22223)
(4.2.10)

Multiplicando y cancelando términos semejantes se tiene que:
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Con lo cual se tiene que V(z,,2,,2;,4,7) es una funcion semi definida negativa si R, <0
y 4,—R, <0, dado que A, <0. De acuerdo al corolario del lema de Barbalat, como aparece

V(z,,2,,2,,A,T) =—Rz? + 1,22 + (A, - R,)z? (4.2.11)

descrito en [12], se tiene que !im(zl, Z,,2,)=0.

A continuacion se presenta una simulacién para mostrar la evolucion temporal del sistema
bajo el sistema de control presentado en esta seccion. Para la simulacion se usaran: A, =-3

A, =2y A, =-1, condiciones iniciales seran: z,(0) = z,(0) = z,(0) =1; i(O) =7(0)=0.

Estado en funcién del tiempo

[y |

i \ f 5 10 15 20 25 30
Tiempo [s]
71 r z3
Figura 4.2.1: Evolucion de las variables de estado
Esfuerzo de control en funcién del tiempo
[1\ FW 15 20 25 0 ci
i
Tiempo [s]
—ul —u3

Figura 4.2.2 Esfuerzo de control para el esquema que usa sefiales u; y us.
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4.3. Método de control usando la sefial u,

Para controlar el sistema usando exclusivamente la sefial u, se propone un esquema de

control diferente al usado en los casos anteriores. Este esquema se basa en la propiedad de
densidad de las drbitas dentro del atractor. Se propone aplicar control sélo cuando el sistema esta
cerca del punto de equilibrio, con lo cual se simplifica la estructura matematica del controlador.
Se puede asegurar que las trayectorias pasaran arbitrariamente cerca de cualquier punto del
atractor por que las drbitas son densas dentro del atractor. El sistema linealizado en torno al
origen tiene la formulacion matematica mostrada en (3.4):

Z.1 = /1121 +U;
2, =2A,2, +U,
Zy = AyZy + U,

Se propone usar la siguiente ley de control :
u=-4z -Rz, (43.1)

Con la siguiente ley de ajuste para el parametro ﬂ; :

A=Az (432)
Teorema 4.3

Dado el sistema generalizado de Lorenz linealizado (3.4), la ley de control (4.3.1) y la ley
de ajuste (4.3.2) el sistema resultante es asintticamente en la zona donde la linealizacion sea
valida.

Demostracion

Con esto se puede definir el siguiente sistema aumentado:

21 1121 _1121 - Rlzl
2| Aas (4.3.3)
23 1323

2 Az

Para este sistema dindmico se propone usar la siguiente funcién candidata para demostrar
que el sistema aumentado sea Lyapunov estable:

22+ 22+ 22+ AL

> (4.3.4)

V(zl,zz,zs,Z)=
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Donde se tiene que A, :/{1—/11, y por lo tanto Il :21. Se tiene V(zl,zz,zg,Z) es una

funcion definida positiva siempre que A" sea positivo. Para tener el resultado deseado es
necesario analizar la derivada de (4.3.4) para chequear que sea al menos semi definida negativa.

V=22, +2,2, + 2,2, + N A4d  (4.35)

Reemplazando los valores de las respectivas derivadas temporales (3.4) se tiene lo
siguiente:

V= Az Az}~ Rz 25 4 02+ ANALT - ATALZ (436)
Cancelando términos se obtiene lo siguiente:
V=-Rz>+ 21,22+ 1,2 (4.3.7)

Como el sistema esta en régimen cadtico se cumple que 4,,4;, <0, por lo tanto se tiene

que la funcion V es semi definida negativa si R, <0. Usando un argumento tipo corolario del

lema de Barbalat, como el mostrado en [12], se concluye que el sistema convergera al origen en
la medida que el tiempo tienda a infinito.

Para finalizar esta demostracion hay que probar que la trayectoria del sistema sin control
eventualmente entra en la zona donde la aproximacion lineal al sistema es valida. Para esto es
necesario usar el siguiente resultado:

Dado un sistema cadtico definido por la ecuacion:

X = J(X)
Sea P un punto cualquiera perteneciente al atractor del sistema (en este caso P serd un

punto de equilibrio del sistema). Entonces de acuerdo a [9] se tiene que si el sistema es cadtico
entonces se cumple que:

Ve >0,3T € (0,00) = [x(T)-P| <&
Para que poder activar el sistema de control propuesto es necesario que este se encuentre
suficientemente cerca del origen para que la aproximacion lineal sea valida. Para este caso se

usara la esfera de radio unitario como cerca del origen.

A continuacién se presenta una simulacion que grafica el comportamiento del sistema en
el tiempo bajo el control propuesto. Para esta simulacion se usaran A, =-3; 4, =2y A, =-1,

condiciones iniciales seran: z,(0) = z,(0) = z,(0) =1, i(O) =7(0)=0.
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Estado en funcién del tiempo
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Figura 4.3.1: Evolucion de las variables de estado
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Figura 4.3.2 Evolucién de la sefial de control para el esquema que usa sélo la sefial u.
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5. Ajuste de ganancias para los esquemas de control

Este capitulo pretende orientar al lector sobre como ajustar las ganancias asociadas a cada
esquema de control propuesto. Las ganancias, de realimentacion y adaptivas, son pardmetros de
un esquema de control que, dentro de cierto rango, no afectan la estabilidad del esquema de
control. Aun que las ganancias no afectan la estabilidad del sistema pueden afectar su
rendimiento o el esfuerzo de control necesario para estabilizar el sistema. Por lo tanto es
necesario encontrar valores adecuados para ellas.

En este capitulo se intentara buscar valores aceptables usando simulaciones para calcular
la integral del error cuadrético (ISE) y la integral cuadréatica de la entrada (ISI). Estos indices se
usaran para tener una referencia de los rangos aceptables para las ganancias y de las zonas que

conviene evitar. Sea el vector Z =(z,,z,,z;)" entonces el indice ISE se define por la siguiente
integral ISE =j(zl2 +125+122), y corresponde a la desviacion respecto a cero del vector z. El
indice ISI se define a partir de un vector de entrada U =(u,u,,u;) como la integral
ISI =ju12 +uZ +u? y corresponde al esfuerzo que debe realizar el sistema de control para
estabilizar un sistema.

Para cada esquema de control se estudiara como varian los indices ISE e ISI al variar una
ganancia a la vez, en un rango en que sea posible garantizar estabilidad.

Las ganancias para estos esquemas de control se dividen en dos tipos: ganancias adaptivas
y ganancias de retroalimentacion. Las ganancias adaptivas acompafian a los parametros
ajustables, por su parte las ganancias de retroalimentacién van directamente en el lazo de control.

En las simulaciones se usaran los siguientes valores para los parametros del sistema de
Lorenz generalizado A4,=-3, 4, =2 y A,=-1. Para las condiciones iniciales se usaran

2,(0)=7,(0) =2,(0) =1y 4(0) = 1,(0) = 4,(0) = 7(0) =0 .
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5.1. Control usando sefiales U, y u,

Las ganancias que este controlador posee se denominardan R; y R, para las ganancias de
retroalimentacion, mientras que las ganancias adaptivas serdn A; y A,. Estas se encuentran en
este esquema de control ubicadas segun se sefiala a continuacion:

u =-Rz -4z U, = 2,2, — 72,2, + 2,2, — 2,2, — R, Z,
A 2 A 2
A=Az T = A (22,2, - 2;2,)
El resultado de las simulaciones, manteniendo fijas todas las ganancias y variando sélo la

ganancia de realimentacién R1, dicho resultado se muestra en la figura 5.1, tanto para el indice
ISE como para el indice ISI
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Ganancia de realimentacién R1
Figura 5.1a: Efecto de la ganancia de realimentacion R1 sobre el ISE
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Figura 5.1b: Efecto de la ganancia de realimentacion R1 sobre el ISI
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De la figura 5.1a, 5.1b y de la tabla 5.1, se aprecia que el ISE es decreciente hasta que la
ganancia es aproximadamente diez, luego el ISE es aproximadamente constante. Sin embargo, el
ISI tiene forma de “U” con un minimo aproximado de uno. Por lo tanto se sugiere usar una
ganancia entre uno y diez para el sistema de control de modo de mantener ambos indices

pequefios.

A continuacion se presenta el resultado de las simulaciones, manteniendo fijas todas las
ganancias y variando sélo la ganancia de realimentacion R2, el resultado se muestra en la figura

Ganancia R1 ISE ISI
0,0001 5,55943418 | 5,85845253
0,001 5,55685991 | 5,85696445
0,01 5,53115311 | 5,84217432
0,1 5,27767819 5,7028

1 3,12387439 | 4,69384038
10 0,65431705 | 6,59348158
100 0,54463814 | 53,6903644
150 0,54302059 | 101,615157
200 0,54824829 | 294,055657
250 0,58432571 | 1675,52839

5.2, tanto para el indice ISE como para el indice ISI.

ISE

ao

Tabla 5.1: Resumen de la influencia de R1 sobre el ISE y el 1SI
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Figura 5.2b: Efecto de la ganancia de realimentacion sobre el ISI

Ganancia R2 ISE ISI
-2,9 6,95597193 | 42,2430856
-2,5 4,22362601 | 15,1724626
-2 3,72248245 | 9,2825163
-1,5 3,47234095 | 6,94615614
-1 3,31229431 | 5,73951128
-0,5 3,20257056 | 5,06894404
0 3,12387439 | 4,69384038
1 3,02058809 | 4,41355387
10 2,80452203 | 7,39800512
20 2,76557366 | 12,1352625
40 2,7427571 | 21,9988327
60 2,73457191 | 32,0728387
80 2,73036913 | 42,589136
100 2,72782317 | 54,3055605
250 2,72668242 | 2019,23533

Tabla 5.2: Resumen de la influencia de R2 sobre el ISE y el 1SI

Del capitulo anterior se sabe que para la ganancia R2 el rango aceptable es R, > 4, =-3.

De las figuras 5.2a, 5.2b y de la tabla 5.2 se aprecia que en este caso el ISE es decreciente con la
ganancia de realimentacién R2, mientras que el ISI tiene una forma de “U”, con un minimo
alrededor de uno. Se sugiere por lo tanto elegir esta ganancia tomando un valor entre uno y diez,
de forma tal que el ISE sea razonablemente pequefio mientras que 1SI también sea relativamente
bajo.

A continuacion se presenta el resultado de las simulaciones, manteniendo fijas todas las
ganancias y variando sélo la ganancia de realimentacién Al, el resultado se muestra en la figura
5.3, tanto para el indice ISE como para el indice ISI.
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Figura 5.3b: Efecto de la ganancia Al en el ISI

Ganancia Al ISE ISI
0,0001 60,5116651 | 59,3471264
0,001 59,3127126 | 58,5500754
0,01 49,1353838 | 52,3491486
0,1 15,9756302 | 25,6227636

1 3,12387439 | 4,69384038
10 1,25304013 | 3,98092804
100 0,74009915 | 5,97629965
1000 0,59624208 | 13,2278379
10000 0,55355636 | 36,4121954

Tabla 5.3: Resumen de la influencia de la ganancia Al sobre el ISE y el ISI
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A partir de las figuras 5.3a, 5.3b y de la tabla 5.3 se observa que el ISE es decreciente con
la ganancia, por su parte el ISl tiene forma de “U”. Es posible afirmar que la zona donde el ISE
es pequefio sin que el ISI sea grande corresponde al intervalo [1,10], mientras que hay que evitar

las zonas donde la ganancia es muy baja o donde es muy alta.

A continuacion se presenta el resultado de las simulaciones, manteniendo fijas todas las
ganancias y variando sélo la ganancia de realimentacion A2, el resultado se muestra en la figura
5.4, tanto para el indice ISE como para el indice ISI.
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Figura 5.4a: Efecto de la ganancia A2 en el indice ISE
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Figura 5.4b: Efecto de la ganancia A2 en el indice 1Sl

Ganancia A2 ISE ISI
0,0001 3,16199882 | 4,95421082
0,001 3,16196318 | 4,95395948
0,01 3,16160695 | 4,95144779
0,1 3,15805722 | 4,92649853

1 3,12387439 | 4,69384038
10 2,92120418 | 3,75703487
100 2,93200945 | 11,1356777
1000 2,94191103 | 89,2187783
10000 2,87590405 | 666,479077

Tabla 5.4: Resumen de la influencia de A2 en los indices ISE y el ISI
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A partir de las figuras 5.4a, 5.4b y de la tabla 5.4 se aprecia que el ISE es decreciente con
la ganancia y el ISI es creciente. Se recomienda elegir valores en la zona donde ambos indices
sean pequefios, lo cual en este caso ocurre cuando la ganancia esta entre diez y cien.

5.2. Control usando sefiales U, y u,

Las ganancias que este controlador posee se denominaran R; y R, para las ganancias de
retroalimentacion, mientras que las ganancias adaptivas serdn A; y A,. Estas se encuentran en
este esquema de control ubicadas segun se sefiala a continuacion:

u, = _Rlzl - 2'121 U, =2,Z, — 25 _7?(2122 - 222) - Rzzs

)'1 =A1212 ’f:Az(ZlZZZS—ZZZZS)

A continuacion se presenta el resultado de las simulaciones, manteniendo fijas todas las
ganancias y variando sélo la ganancia de realimentacion R1, el resultado se muestra en la figura
5.5, tanto para el indice ISE como para el indice ISI.
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Figura 5.5a: Efecto de la ganancia de realimentacion R1 en el ISE
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Ganancia R1 ISE ISI
0,0001 4,44726246 | 4,71208441
0,001 4,44572565 | 4,70937865
0,01 4,43036464 | 4,6826437
0,1 4,27735971 | 4,44510012

1 2,80632084 | 3,48098355
10 0,60532731 | 6,59940957
100 0,44304731 | 53,6891654
150 0,43903114 | 101,613669
200 0,44236532 | 294,043044
250 0,4734631 | 1675,05229

Tabla 5.5: resumen de la influencia de la ganancia R1en los indices ISE e ISI

De las figuras 5.5a, 5.5b y de la tabla 5.5 se observa que el indice ISE es decreciente con
la ganancia, mientras que el I1SI es creciente con la ganancia. Se sugiere usar valores entre diez y
cien para la ganancia, por que en esta zona los indices ISE e ISI son pequefios simultdneamente.

A continuacion se presenta el resultado de las simulaciones, manteniendo fijas todas las

ganancias y variando sélo la ganancia de realimentacion R2, el resultado se muestra en la figura
5.6, tanto para el indice ISE como para el indice ISI.
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Ganancia R2 ISE ISI

-0,9 11,9806799 | 10,248885
-0,5 3,72295211 | 2,87804266
0 2,80632084 | 3,48098353
1 2,44181537 | 6,17129133
10 2,44626343 | 17,6529402
40 2,5378715 | 34,8028418
60 2,5515029 |45,1895769
80 2,5586439 | 55,820344
100 2,56310419 | 67,493568
250 2,60089329 | 1848,74865

Tabla 5.6: resumen de la influencia de la ganancia R2 en los indices ISE e ISI

Esta ganancia satisface que —1=A4, <R,. A partir de las figuras 5.6a, 5.6b y de la tabla

5.6 se aprecia que el indice ISE es decreciente con la ganancia R2, el ISI por su parte tiene forma
de “U” con un minimo que ocurre cuando la ganancia esta cerca de cero.
recomienda usar una ganancia entre cero y uno, pues en ese sector tanto el ISE como el ISI son
valores bajos.

A continuacion se presenta el resultado de las simulaciones, manteniendo fijas todas las
ganancias y variando s6lo la ganancia de adaptiva Al, el resultado se muestra en la figura 5.7,

tanto para el indice ISE como para el indice ISI.
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Figura 5.7a: Efecto de la ganancia adaptiva Al en el ISE
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Figura 5.7b: Efecto de la ganancia adaptiva Al en el ISI

Ganancia Al ISE ISI
0,0005 3469,90241 | 3024259,95
0,001 1662,02521 | 631539,309
0,01 123,162425| 1673,61084
0,1 14,1272415 | 24,7895494

1 2,80632084 | 3,48098355
10 1,31410959 | 3,76547519
100 0,71286775 | 5,97360358
1000 0,51693788 | 13,2220363
10000 0,4548861 | 36,409456

Tabla 5.7: resumen de la influencia de la ganancia R1en los indices ISE e ISI

De las figuras 5.7a, 5.7b y de la tabla 5.7 se aprecia que para estas simulaciones el indice
ISE es decreciente, el ISI por su parte tiene un minimo alrededor de uno por se sugiere escoger la
ganancia como un valor entre cero y uno, zona donde el ISE y el ISI son simultaneamente valores
pequefios.

A continuacion se presenta el resultado de las simulaciones, manteniendo fijas todas las

ganancias y variando s6lo la ganancia de adaptiva A2, el resultado se muestra en la figura 5.8,
tanto para el indice ISE como para el indice ISI.

41



2595 f\ X
[\ 7
2085 / \
N v
275 \ /

2 ,? T T T
1 10 100 1000 10000

Ganancia adaptiva AZ

ISE

Figura 5.8a: Efecto de la ganancia adaptiva A2 en el ISE

240
200
150 /
100

a0 /

1 10 100 1000 10000

Ganancia adaptiva A2

Figura 5.8b: Efecto de la ganancia adaptiva A2 en el ISI

AN

42



Ganancia A2 ISE ISI
0,0001 2,80729682 | 3,48261664
0,001 2,80729594 | 3,48261502
0,01 2,80728717 | 3,48259885
0,1 2,80719944 | 3,48243862

1 2,80632084 | 3,48098354
10 2,79742101 | 3,48115009
25 2,78232645 | 3,54088269
50 2,75783557 | 3,80559908
75 2,73710764 | 4,27611373
100 2,7243375 | 4,94950492
250 2,98331083 | 15,8448635
500 2,90108447 | 23,2753168
750 2,80545824 | 28,9053951
1000 2,81388646 | 34,9966112
10000 2,94383937 | 224,763765

Tabla 5.8: resumen de la influencia de la ganancia A2 en los indices ISE e ISI

De las figuras 5.8a, 5.8b y de la tabla 5.8 en este caso se ve que el indice ISE tiene un
minimo en cien, mientras que el indice ISI es creciente con la ganancia. Se recomienda evitar la
zona donde el indice ISI es alto, y mantenerse donde el ISE es bajo, lo que sucede cuando la
ganancia esta entre setenta y cinco y cien.
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5.3. Control usando sefales u,

Este controlador soporta dos ganancias, la de realimentacion se denominara Ry, mientras que la
ganancia adaptiva serd A;. Estas se encuentran en este esquema de control ubicadas segun se
sefiala a continuacion:

u, = _2'121 - Rlzl )'1 = Alzl2

A continuacion se presenta el resultado de las simulaciones, manteniendo fijas todas las
ganancias y variando sélo la ganancia de realimentacion R1, el resultado se muestra en la figura
5.9, tanto para el indice ISE como para el indice ISI.
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En la figuras 5.9a, 5.9b y de la tabla 5.9 se observa que el indice ISE es decreciente con la
ganancia pero el indice ISI es decreciente con la ganancia. La recomendacion es elegir un valor
en la zona en que ambos indices sean pequefios, lo cual en este caso ocurre cuando la ganancia
esta entre diez y cincuenta.

A continuacion se presenta el resultado de las simulaciones, manteniendo fijas todas las
ganancias y variando solo la ganancia adaptiva Al, el resultado se muestra en la figura 5.10, tanto

Ganancia R1

ISE ISI

1 2,24403377 | 3,94066639
10 0,47413551 | 0,19573239
50 0,46867814 | 1,0482535

100 0,46791858 | 2,25193529
125 0,46779957 | 3,19629887
150 0,46776609 | 4,82972587
200 0,46802359 | 15,2739827
250 0,47222451 | 334,749164

Tabla 5.9: resumen de la influencia de la ganancia R1en los indices ISE e ISI

para el indice ISE como para el indice ISI.
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Ganancia Al ISE ISI
1 2,24403377 | 3,94066639
10 0,67783001 | 0,60405042
100 0,50349072 | 0,04720781
1000 0,48428268 | 0,07604173
10000 0,47451505 | 0,25132852
100000 0,47012719 | 0,7507136
1000000 0,46783728 | 20,242789

1200

Tabla 5.10: resumen de la influencia de la ganancia Alen los indices ISE e ISI

A partir de las figuras 5.10a, 5.10b y de la tabla 5.10 se observa que el indice ISE es
decreciente con la ganancia, pero el indice ISl tiene forma de “U” alcanzando su minimo cuando
la ganancia es cien. En este caso se recomienda usar valores entre cien y mil para esta ganancia,
con tal de tener un valor bajo para el indice ISE y para el indice ISI.
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6. Conclusiones

A partir de los desarrollos presentados en esta memoria es posible concluir que se
alcanzaron los objetivos inicialmente planteados. En los capitulos correspondientes se logré hacer
control sobre el sistema generalizado de Lorenz en forma canonica. El trabajo correspondiente
fue complementado con simulaciones que corroboran los resultados previamente demostrados en
forma analitica.

Se logro disefiar esquemas de control usando las sefiales u; - Uy, Uz - Uz Y U;. LOS esquemas
con las sefiales u; — U, y con u; — ug logran convergencia asintética inmediatamente. En cambio,
el esquema de control que emplea solo la sefial u; de control requiere acercarse al origen para
activarse, dicho acercamiento es garantizado por las propiedades caoticas del sistema
generalizado de Lorenz en forma canonica. Una vez que el sistema se acerca al origen el
controlador usando sélo la sefial u; puede lograr convergencia asintética al origen.

Cabe mencionar que los esquemas de control con las sefiales u; — u; y con u; — Us
requieren ajustar dos parametros, mientras que el esquema donde se usa u; requiere ajustar solo
un parametro. La desventaja de usar solo la sefial de control u; es que requiere esperar que el
sistema se acerque al origen antes de aplicar el control, mientras que si se usan dos sefiales de
control no es necesario esperar dicho acercamiento y esos controladores comienzan a funcionar
de inmediato.

Las combinaciones restantes de sefiales de control son solo uy, solo us y u; — us. Estas
combinaciones no pueden por si mismas lograr control sobre el sistema. Segun lo demostrado
estas sefiales de control no pueden estabilizar el sistema generalizado de Lorenz. Para obtener
dicha conclusion se usé una versidn linealizada del sistema generalizado de Lorenz, estudio que
revelé que cerca del origen las sefiales de control mencionadas no pueden lograr estabilidad
asintotica.

También se estudio la influencia de las ganancias de realimentacion (R1 y Ry) y de las
ganancias adaptiva (A y Az) sobre el comportamiento del sistema bajo control. Se concluyé que
existen rangos especificos para estos parametros que hacen que los indices ISE e ISI alcancen
valores minimos. Como trabajo futuro se plantea estudiar en detalle otros esquemas de control
para el sistema generalizado de Lorenz en forma candnica, mediante el empleo de otras funciones
de Lyapunov.
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