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ORGANIZACIONES ROBUSTAS

En este trabajo consideramos que las organizaciones se ven expuestas a un riesgo parti-
cular: algunos integrantes podrian abandonar la organizaciéon en forma repentina y de esta
forma, afectar la productividad de los demés. Este trabajo tiene por objetivo explorar como
este riesgo puede afectar la forma en que los individuos se organizan. Sugerimos que si el im-
pacto causado por un abandono en la productividad de los deméas individuos es importante,
las organizaciones enfrentan un trade-off entre el aprovechamiento de economias de escala y
ambito por una parte, y la robustez de la organizacion frente a los abandonos por otra.

Para estudiar esta relacion, sugerimos un modelo de formacion de redes, en el cual un
conjunto de agentes elige como vincularse para producir y suponemos que algunos de estos
agentes desaparecen en forma aleatoria. A través de la caracterizacion de las redes fuertemente
estables en este modelo, mostramos que los individuos se organizan de una forma robusta a
las desapariciones, lo cual supone que se mantengan redundancias en las vias de comunicacion
al interior de la organizaciéon, que se desaprovechen economias de escala y se limite el grado
de especializacion al interior de la organizacion.
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Introduccion

Es ampliamente aceptado que un grupo organizado de individuos puede producir mas de
lo que lograrian producir los individuos trabajando por separado. La division del trabajo y
la especializacion al interior de una organizacién permiten explotar economias de escala y
ambito, de esta forma la organizacion logra producir en forma mas eficiente. Sin embargo,
cuando un individuo se coordina con otros para producir, se expone a un riesgo particular
poco estudiado en la literatura: eventualmente alguno de los individuos que tomé parte de la
organizacién podria “desaparecer” o “desertar” y no cumplir con los compromisos que adquiri6
con los demés, provocando, que la organizaciéon produzca menos de lo que hubiese producido
si nunca se hubiera relacionado con el “desertor”.

En este trabajo sostenemos que cuando los agentes tienen libertad para elegir como se
relacionan para producir, el riesgo asociado a las “deserciones” afecta la estructura de las
organizaciones. Los individuos se anticipan y eligen vincularse de forma tal que la estructura
de la organizacion sea robusta frente a los abandonos. Los siguientes ejemplos muestran
algunas situaciones en las que un abandono afect6 en forma importante la productividad de
una organizacion y ilustran también como esto afectd posteriormente la estructura de estas
organizaciones:

(i) Riesgo en cadenas de proveedores:

La produccion de bienes complejos, involucra cadenas extensas de firmas, donde algunas
firmas se especializan en la produccion de componentes y otras firmas se especializan
en ensamblar y combinar estos componentes para producir el bien final. Esta forma
de organizar la produccion permite a cada firma aprovechar los beneficios asociados a
la especializacion, sin embargo, esta forma de organizar la produccion puede ser muy
fragil, puesto una interrupcion en el suministro de algiin componentes podria incluso
interrumpir la produccién del bien final.

En [23], por ejemplo, se relata como un pequeno incendio en el ano 2000 en la planta
de un proveedor de Ericsson en Albuquerque, causoé una interrupciones total en el su-
ministro de micro chips, lo cual supuso una reducciéon importante en la produccion de
celulares y una pérdida estimada en 400 millones de délares para Ericsson. Tras el acci-
dente Ericsson implement6 medidas para lidiar con el riesgo que supone la interrupciéon
de suministros que, entre otras, incluye mantener fuentes alternativas de suministros y
proveedores alternativos.



En este caso podemos observar claramente como el riesgo que supone para una firma
la interrupcién en el suministro por parte de algin proveedor, afecta la forma en que
se organiza la cadena de produccién, que en este caso implica mantener una red mas
densa de proveedores.

(ii) Innovacién inter firma: En [7] se sostiene que en algunas industrias parte importante
de la innovacién y reduccién de costos ocurre a nivel interfirmas y no a nivel de la
firma individual. Los autores muestran que uno de los problemas méas importantes para
mantener redes formales de aprendizaje e innovacion inter firma, es el riesgo de que
alguna firma abandone la red y filtre conocimientos a las firmas en la competencia.

Un tnico abandono de la red podria dejar a las firmas participantes en una posiciéon
muy desventajosa. Este riesgo, segtin los autores, explica en gran parte la ausencia de
redes de aprendizaje inter firma en la industria automovilistica, pese a su demostrada
importancia en el ahorro de costos e innovaciéon. Los autores muestran ademés que
parte del éxito de Toyota para implementar una red formal de innovacion inter firma,
deviene de medidas para impedir abandonos de la red de innovacién y para evitar “free
riders”.

(iii) Disrupcién de redes oscuras: En [2] los autores estudian la resilencia de las redes
“oscuras” (redes ilegales que operan en la clandestintidad). Los autores estudian como
diferentes perturbaciones afectan esta clase de redes adoptando una metodologia de
estudios de casos. Un caso en particular mencionado en dicho articulo es de especial
interés para nosotros: En 1963 se arrest6 en Rivonia Raid a todo el alto mando del
MK en una sola redada (El MK era el grupo de lucha contra el apartheid en Sudéfrica
liderado por Nelson Mandela). Tras la redada, el MK qued¢ sin cabeza y las diferentes
partes de la organizacion quedaron desconectadas y sin acceso a los recursos de las
demés. Este ejemplo muestra como los abandonos, pueden afectar el desempeno de una
red al desconectar sus diferentes partes.

Los ejemplos anteriores ilustran diversas formas en las que los abandonos afectan a las
organizaciones y sus estructuras, reflejan ademéas que hay una tension elemental entre el
aprovechamiento de economia de escala o de ambito y la robustez de la organizacion frente a
abandonos. Estos ejemplos sugieren en particular, que aquellas organizaciones que explotan
en mayor grado las economias de escala y &mbito, son las mas fragiles frente a los abandonos.

Para estudiar el fenémeno descrito, sugerimos un modelo de formacion de redes en el cual
cada individuo tiene discrecién para elegir como se relaciona con los demés y donde cada in-
dividuo desaparece con una probabilidad positiva. Caracterizamos entonces las redes estables
en pares y fuertemente estables e interpretamos cada componente en estas redes como una
organizacion, y de esta forma podemos estudiar la relaciéon entre el riesgo de deserciéon y la
estructura de las organizaciones.

Obtenemos de este modelo principalmente tres lecciones. En primer lugar, en este entorno
es peligroso concentrar las vias de comunicacion en algunos pocos individuos, puesto si alguno
de estos desaparece, se podrian desconectar las diferentes partes de la organizacion. Esto pro-
voca que se mantenga una densidad mayor de vinculos respecto de los que se mantendria en
ausencia de deserciones. En segundo lugar, encontramos que el riesgo de abandono limita el



ntmero de individuos vinculados en las organizaciones, en este entorno es posible incluso que
los individuos prefieran permanecer solos en lugar de asociarse para producir, aun si esto im-
plica desaprovechar economias de escalas importantes. En tercer lugar, encontramos que este
riesgo puede limitar el grado de especializacion de los individuos al interior de la organizacion.

En el capitulo [I| presentamos el modelo de formaciéon de redes con deserciones en su forma
més general. Si bien no tenemos resultados para este modelo, su enunciacién es una con-
tribucion en si misma, en tanto se elabora las herramientas y lenguaje para representar el
fendémeno de interés de forma clara y flexible.

En el capitulo , siguiendo el modelo de comunicacion de [22], suponemos que el valor
producido en un componente depende tnicamente del niimero de individuos vinculados al
interior del componente y no de la estructura particular de vinculaciones. Estudiamos pri-
mero el caso en que soélo desaparece un agente y mostramos que esta mera posibilidad afecta
la estructura de la organizacion de dos formas. En primer lugar, cada componente tendra
una densidad minima de vinculos por lo cual, sin importar quien desaparezca, las diferentes
partes de una organizacion no se desconectaran. En segundo lugar, mostramos que mientras
més danina sea una desaparicion para la organizacion, se formardn mas componentes con
menos miembros cada uno, en el caso limite, cada individuo preferird producir solo en lugar
de vincularse con otros.

En una segunda instancia, extendemos el modelo para el caso en que cada agente des-
aparece con una probabilidad p independiente de la probabilidad con las que desaparece los
otros agentes. Generalizamos para este caso los resultados obtenidos y volvemos a encontrar
las mismas relaciones.

En el capitulo|3] exploramos un segundo modelo con una mayor complejidad y riqueza. En
este modelo cada individuo puede especializarse en labores productivas o administrativas al
interior de la organizacion dependiendo del lugar que ocupa en la red. En una primera instan-
cia, estudiamos a modo de caso base, el caso en que no hay deserciones y mostramos que en
ese caso los individuos se organizan en un arbol en el cual cada individuo es un especialista,
de esta forma, se explotan completamente las economias asociadas a la especializacion. En un
segundo momento, estudiamos el caso en que un tnico individuo desaparece y mostramos que
esta simple desaparicion basta para provocar que, en una organizacién fuertemente estable,
no haya ningtn especialista. Esto deviene del hecho de que, sin importar que los individuos
ex ante sean idénticos y que se repartan el producto en forma igualitaria, las desapariciones
inducen una asimetria en los pagos recibidos por cada individuo a favor de los individuos
que ocupan posiciones de mayor centralidad en la red, lo cual provoca una especie de “com-
petencia” por ocupar los lugares con mayor centralidad en las redes y como consecuencia,
inestabilidad en las redes especializadas.

Por tltimo, en sintetizamos las principales lecciones que extrajimos de este modelo
v indicamos algunas direcciones que podrian tomar futuras investigaciones.



Literatura relacionada

Dada la naturaleza de este trabajo, este se relaciona estrechamente con dos clases de
literatura: la literatura de redes y la literatura de economia organizacional. En este apartado
exponemos como se enmarca este trabajo en cada una de estas ramas.

Formacion de redes

En nuestro modelo se busca caracterizar las estructuras de redes que se forman cuando
los individuos tienen libertad para elegir como se vinculan y, en este sentido, este trabajo
forma parte de la literatura de formacion de redes. Hay un desarrollo muy amplio de esta
clase de literatura, especialmente tras la publicacion de [16]. Aqui presentamos algunos de los
principales enfoques de formacion de redes, sin pretender en ningun momento que la presente
sea una revision exhaustiva [l

En [1], se modela por primera vez la formacion explicita de redes en el contexto de juegos
cooperativos. Los autores describen un juego extensivo, el cual comienza con una red vacia
v luego se le ofrece a cada par de jugadores, secuencialmente de acuerdo a algin orden, la
posibilidad de vincularse. Si ambos jugadores eligen vincularse, entonces se anade el link
entre ambos a la red. En cada etapa del juego, cada jugador tiene un conocimiento completo
de la historia de vinculaciones que ha tenido lugar. Una vez se forma un vinculo, este no se
puede eliminar. . Cada historia completa de acciones en este juego forma una red y cada red
que emerge asociada a un equilibrio perfecto en subjuegos es llamada “estructura natural” de
red.

[13] argumenta que si bien este enfoque tiene caracteristicas interesantes, la forma exten-
siva del juego hace dificil de tratar y analizar las estructuras de redes que se forman mas alla
de algunos ejemplos y casos concretos simples.

En [21] se sugiere un modelamiento alternativo y mas sencillo. El autor define un juego en
forma normal en cual el espacio de estrategias de cada jugador esta compuesto por el conjun-
to de todos los subconjuntos de los deméas jugadores. Cada jugador elige un subconjunto de
jugadores con los cuales desea vincularse. Si dos jugadores se anuncian mutuamente, entonces
el vinculo entre ambos se forma. Se puede asociar a cada equilibrio de Nash del juego descrito
una red.

Si bien esta aproximacion es muy sencilla, no carece de problemas. Este juego tiene una
multiplicidad importante de equilibrios de Nash sin importar siquiera el tipo de pagos que
se puede asociar a cada red (por ejemplo los perfiles de estrategias de los cuales emerge una

! Dos completos surveys sobre formacién de redes son [13] y el capitulo 6 de [14] para quien desee revisar
en mayor profundidad.



red vacia es siempre equilibrio de Nash), esto hace poco informativa esta aproximacion para
estudiar las estructuras de red formadas por los jugadores.

Para obtener resultados mas informativos en este tipo de juego, se deben utilizar algin
refinamiento del equilibrio de Nash. [5] trata en detalle los conceptos de equilibrio de Nash
fuerte y Equilibrio de Nash a prueba de coaliciones, cada uno de los cuales involucra la po-
sibilidad de que coaliciones de jugadores hagan algin desvio en forma conjunta [

Una aproximacion diferente de estas y muy prolifica para estudiar la formaciéon de redes,
consiste en prescindir de las particularidades de los juegos no cooperativos y modelar direc-
tamente una nocion de estabilidad en redes. Este camino sigue [16] al definir el concepto de
estabilidad en pares y que se sigue en este trabajo.

Una red es estable en pares si ningtin jugador desea cortar un vinculo en el cual esta
involucrado y si algin link no estd en la red, entonces, si alguno de los jugadores involucra-
dos se beneficiaria al afiadir ese vinculo, entonces, para el otro jugador, anadir el vinculo es
desventajoso.

En [13], el mismo Jackson sugiere que, si bien esta aproximacion es simple, tiene algunas
limitaciones importantes: este concepto considera tnicamente desviaciones de un tnico link
y otras clases de desvios mas complejos pueden ser atractivos. En segundo lugar, se considera
desviaciones de un par de jugadores a la vez. Una alternativa que permite desvios complejos
para coaliciones mas grandes de jugadores es la “estabilidad fuerte” tratado primero por [5]
y desarrollado también en [I5] , adoptado en este trabajo.

Una segunda clase de literatura de redes relacionada con este trabajo es aquella que trata
sobre la robustez de una red. Una red es robusta si puede seguir operando o cumpliendo su
objetivo pese a que algunos de sus nodos o arcos sean destruidos. Nuestro trabajo argumenta
que la estructura de las organizaciones suele constituirse en forma robusta para limitar el
dano que puede ocasionar a la organizacion un abandono. En este sentido, nuestra investiga-
cion estudia la robustez de las organizaciones.

Si bien esta caracteristica ha sido estudiada ampliamente en el contexto de las redes de
comunicacion e informaética, en economia, esta siendo estudiada solo recientemente. El primer
paper en mi conocimiento que estudia la robustez de redes desde la economia es [10], en este,
el auto modela una situacion en la que un disenador debe elegir una red para vincular un
conjunto de nodos y otro individuo, desea atacar la red y elige un conjunto de nodos para
atacar. Ambos individuos juegan un juego en el cual el disenador elige primero que red crea
entre los nodos y como distribuye su presupuesto de defensa entre los diferentes nodos. Tras
esto, el agresor elige como distribuye su presupuesto de ataque entre los nodos. El autor de-

20tros refinamientos alternativos en el contexto de estructuras de cooperacion es tratado en [6] y [25]



fine una red como “robusta” si forma parte de un equilibrio perfecto en subjuegos en el juego
descrito. Varias publicaciones han seguido esta direccion y este ha mostrado ser un enfoque
prolifico E]

Puesto que en este trabajo se considera un sistema descentralizado de formacion de redes
y consideramos que los abandonos no son motivados por el deseo de danar la red, el enfoque
de este trabajo es muy diferente del que sigue esta clase de literatura, sin embargo, contienen
ideas de un espiritu similar.

Economia organizacional

La economia organizacional es la rama de la economia que por antonomasia se ocupa de
la naturaleza de las organizaciones, su diseno y desempeno. Puesto en este trabajo se intenta
explicar como las deserciones afectan las estructuras de las organizaciones, este trabajo esta
estrechamente ligado a esta clase de literatura.

En particular, este trabajo estd muy relacionado con la temprana teoria de la firma y su
preocupacion por la naturaleza de las firmas y sus limites. Explicar la organizacion de los
individuos en una firma tnicamente mediante las potenciales economias de escala y espe-
cializacion resulto insuficiente, puesto en dicho caso, no se explicaria que el tamano de las
organizaciones estuviese limitado. En este sentido Ronald Coase propuso que la naturaleza
de la firma y sus limites esta fundada en los costos de transaccion:

“ The limit to the size firm ... [is reached] when the costs of organizing additional transac-
tion within the firm [exceed| the cost of carrying out the same transaction throught the
market”. [1

Una segunda explicacion para los limites de la firma es expuesta en [26], donde el autor
muestra que la racionalidad acotada impone una limitacién estatica al tamano de la firma a
través de la pérdida de control de los administradores sobre sus subordinados a medida que
la firma crece. Otros articulos que explotan la racionalidad acotada para explicar la forma
jerarquica de las firmas y la limitaciéon de su tamafio son |3, [17] , [24] y [28].

En este trabajo, mostramos una forma particular de contrato incompleto que puede dar
limite de tamafio de las firmas. Planteamos que las organizaciones con un mayor grado de
division del trabajo y especializacion, son aquellas organizaciones donde un abandono puede
hacer méas dano. Esto, en conjunto con la incapacidad para contratar sobre la contingencia en
la que un individuo simplemente desaparece, proporciona una limitacién estatica al tamano
y grado de especializacion de las firmas.

3Ver por ejemplo [12], [8], y [19]
4 Ronald Coase en The Nature of the firm” (1952), citado en [27]






Capitulo 1

Modelo

1.1. Redes y desapariciones

Consideramos un conjunto N = {1,...,n} de individuos, cada uno de los cuales tiene dis-
crecion para elegir con quienes de los demés jugadores se relaciona para producir un bien o
trabajar por un objetivo comin.

La organizacion elegida por los individuos es descrita por una red no dirigida g, que es
una lista no ordenada de pares de jugadores. Para cualquier par de jugadores {i,j} C N,
ij € g indica que los jugadores iy j estan directamente vinculados en g. En este contexto, un
vinculo entre los jugadores i y j, significa que estos se comunican y coordinan para producir.
Como es habitual en la literatura de formacién de redes notaremos como g + ij a la red que
se obtiene anadiendo el vinculo ij a la red g y g —ij a la red que se obtiene quitando el
vinculo ij a la red g.

Llamamos ¢" a la red completa, esto es, la red en la cual cada miembro del conjunto N
estd directamente vinculado a todos los deméas. Designamos por G = {g C gN} el conjunto
de redes o organizaciones factible.

Denotamos por N(g) al conjunto de jugadores conectados en g y n(g) = |N(g)| al nimero
de jugadores conectados en g. Adicionalmente definimos el grado de un individuo i € N al
niamero de vinculos directos que mantiene ese individuo en ¢ y lo denotamos n;(g).

Un camino en g entre los jugadores i y j es una secuencia de jugadores iy, ..., tal que
irigy1 € g para cada k € {1,....,¢ — 1} con i; =1y i, = j. En este contexto, un camino entre
dos individuos indica que estos coordinan su trabajo también, aunque sea en forma indirecta
por medio de terceros. Tomemos a modo de ejemplo la red ilustrada en la figura|[l.1] en esta
figura, si bien los individuos 2 y 3 no estan directamente conectados, ambos pueden coordinar



a través del individuo 1. Por otra parte, dado que no hay ningin camino entre el individuo
4 y alguno de los demas jugadores, este no coordina con los demas.

1 4

Figura 1.1: Ejemplo coordinacion

Usando la nociéon de camino, se puede particionar naturalmente un grafo en sus diferentes
subgrafos conectados, comunmente llamados componentes. Un comoponente de una red g se
define como una subred no vacia h C g tal que:

e Siie N(h)y j€ N(h), coni j, entonces existe un camino en h entre iy j.
e Siie N(h)yij € g, entonces ij € h.

Llamaremos C(g) al conjunto de componente de g y llamaremos h € C'(g) a un elemento
arbitrario de este conjunto. Consideremos a modo de ejemplo la red g = {12,13,23,45} ilus-
trada en la figura , esta red tiene dos subgrafos contectados: el subgrafo h; = {12,13, 23}
y el subgrafo hy = {45}. Observemos ademas que por vacuidad un individuo aislado es un
componente.

Figura 1.2: Ejemplo componentes

Como hemos mencionado con anterioridad, en este trabajo interpretamos cada componen-
te como una organizacion. Todos los individuos que pertenezcan a un mismo componente de
g coordinan su trabajo de alguna forma, puesto hay un camino entre cada par de individuos
en el componente.

Un ciclo o circuito en una red g es una secuencia de jugadores iy, ..., 1, iy, tal que izigi1 € g
para todo k € 1,....,4/ — 1y iji; € g. Usando la idea de ciclo, podemos caracterizar una red
segin tenga o no ciclos.

Una estructura particular de red que usaremos aqui es llamada drbol , que se caracteriza
por ser conectada y no contener ciclos. Por definiciéon, notemos que un arbol con n individuos
tiene n — 1 vinculos y contiene un inico camino entre cada par de individuos [[.

'En el primer capitulo de [18] se puede obtener una descripcién més detallada de la estructura de arbol.



Otra estructura que usaremos cominmente en este trabajo es el circulo o anillo. El circulo
se caracteriza por ser una red conectada en la cual cada agente en un anillo tiene grado 2.
Observemos que en un anillo hay dos caminos entre cada par de jugadores.

Una ultima estructura que usaremos, es conocida como red completamente interconectada
o full interconectada. Un red full interconectada se caracteriza porque cada agente mantiene
un vinculo directo con todos los demés. Si la red involucra a n individuos, entonces cada
individuo mantiene n — 1 vinculos.

Sea P(N) el conjunto de todos los subconjuntos de jugadores. Una vez establecida una red
g, cada subconjunto de jugadores K € P(N) tiene una probabilidad P : P(N) — [0,1] de
“desaparecer” o “ desertar”, donde ZKGP(N) P(K) = 1. Podemos interpretar una desercion de
formas muy heterogéneas, una desercion puede significar que un agente simplemente desapa-
reci6 sin avisar, o bien, que sin haber desaparecido no realiz6 las tareas que se supone debia
hacer, o puede significar que muri6. Notemos que, en el caso particular en el que P(0)) = 1,
estamos ante una situacion estandar de formacion de redes Pl

Dado la desaparicion del subconjunto K, si los jugadores decidieron relacionarse segin g,
la estructura de relaciones posterior a la desaparicion del subconjunto K de jugadores es una
red “residual”,

9x = 9 \ {Uickgi}

donde g; ={lj € g: £ =1 o j =1i}. Estoeslared que se obtiene quitando a g todos los vincu-

los que involucran a los jugadores en K. Tomemos por ejemplo lared g = {12, 13,23, 34, 56, 57,67}
ilustrada en la parte superior de la figura , al desaparecer el conjunto K = {3,5} tenemos
que la red residual resultante es gg35y = {12,67}.

Observemos que cuando desaparecen jugadores, la red posterior a las desapariciones podria
tener una cantidad de componentes mayor que la red original. En el ejemplo ilustrado en la
figura el componente hy = {12,13,23,34} es fragmentado en dos partes, la organizacion
compuesta por el conjunto {1, 2} de jugadores y la parte compuesta por el individuo 4 aislado.
Esta observacion es de suma importancia para este trabajo, puesto el hecho de que una
desaparicion puede desconectar las distintas partes de una organizacion tendré efectos muy
importantes en este modelo (piense en el ejemplo del MK y como fueron desconectadas las
diferentes partes de la organizacion al ser arrestado todo el grupo de mando). La siguiente
definicion captura esta idea,

2Puede ser interesante también definir esta probabilidad en forma endégena, de manera que la estructura
de relaciones que elijan los jugadores afecte la probabilidad con que los conjuntos de individuos desaparecen,
en cuyo caso P : P(N) x G — [0,1] con la propiedad de que }_ xcpny P(Klg) = 1.
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Figura 1.3: Ejemplo red residual

Definicion 1.1 (Fractura)
Un componente h € C(g) se fractura bajo K, si se satisface que:

[C(9)l < [C(gx)]

Notemos que V h' € C(gk), 3 h € C(g) tal que h' C h, esto es, a cada componente en la
red resultante tras la desaparicion de los jugadores, le podemos asociar un componente en la
red original que lo contiene.

1.2. Valores esperado de la red

Los individuos se asocian para producir y el valor que logran producir tras la desaparicion
del conjunto K de individuos esta descrito por la funciéon de valor “posterior”,

Definicién 1.2 (Funcién de valor posterior)

La Funcidon de valor posterior es la funcion V : G x P(N) — R, que a cadared g € G y
conjunto de jugadores “desertores” K € P(N), le asigna el valor total generado por la red
resultante tras las desapariciones, v = V (g, K).

Notemos que para dos redes diferentes g y ¢’, que tras la desaparicion del subconjunto K

quedan “iguales”; esto es, gk = g%, V(g,K) y V(¢', K) pueden no ser iguales. Observemos
por tltimo que V' (g, () se corresponde con la funcion de valor usual en la literatura.

Para representar la idea central de que para la organizacién es perjudicial haber coordinado
y dividido el trabajo con individuos que mas tarde desertaron, asumiremos que V' es “sensible”.
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Definicién 1.3 (Sensibilidad en K)
V' es sensible a la desaparicion de individuos, si se satisface que,

Vigx,0) > Vg, K) (1.1)

Esta propiedad senala que el valor generado por una organizacion que desde un principio
decidi6 organizarse seglin gx es mayor que el valor de una organizacién que en principio se
organizo6 segin ¢ y terminé en gx por la desaparicion del conjunto K de individuos. A modo
de ejemplo, consideremos las organizaciones h; = {12,13,14,23,24,34} v hy = {56,57,67}
ilustradas en la figura [I.4, Supongamos por ejemplo que desaparece 3 en la primera organi-
zacidn, mientras que no desaparece nadie en hsy. Tras esta desaparicion hy y hy son iguales
(ambas son un triangulo de jugadores), el supuesto de sensibilidad nos dice que dado que hy
perdi6 un miembro debe tener un desempeno peor que ho, esto es V(hy,3) < V(ho, ().

ha ho
Figura 1.4: Ejemplo red Sensible

Podemos establecer también cierta monotocidad en la desaparicion de individuos,

Definicion 1.4 (Sensibilidad monétona)
La funcién de valor es “monotonamente sensible” siV g, ¢’ € G y conjuntos de desapariciones
K,K' € P(N) tales que gx = g se satisface que,

V(g,K)>V(¢,K')=|K| < |K'|

Esta propiedad nos indica que, para cualquier par de organizaciones idénticas a posteriori
de las desapariciones, aquella que haya perdido mas miembros debe necesariamente producir
menos valor.

Para simplificar asumiremos en las proximas secciones que,

Vg, K) = Q‘Klv(gK,@)

con « € [0,1]. Observemos que cuando o« — 1 la funciéon de valor se vuelve insensible a las
desapariciones y cuando a — 0, el valor generado por una organizacion en la que hubieron
desapariciones es 0. Notemos por iltimo que la funcién de valor propuesta es mondtona en
las desapariciones.
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Asumiremos también que la funciéon de valor posterior es aditiva en componentes y ano-
nima, ambas propiedades formuladas originalmente en [16] y adaptadas a este contexto.

Definicion 1.5 (Funcion de Valor Aditiva en componentes)
La funciéon de valor posterior V' es aditiva en componentes si satisface que para toda g € GG

y K € P(N):

V(g K)= ) V(hK)

heC(gxk)

esto es, el valor total producido en la red, es la suma de lo que produce cada uno de sus
componentes.

Dada una permutacion 7 de jugadores y una red g € G, definimos g™ = {7n(i)7(j)|ij € g},
esto es g™ es una red que tiene la misma estructura que g pero donde los jugadores fueron
cambiados de posicion de acuerdo a 7.

Definicién 1.6 (Funcién de valor Anonima)
La funcion de valor posterior es anénima si para cualquier permutacion de jugadores m,

Vi(g™) =V(g)

Por dltimo, la siguiente propiedad rescata la idea de que una organizacion que incluya un
mayor niimero de individuos podra aprovecharse de una mejor division del trabajo.

Definicién 1.7 (Economias de escala en nimero de miembros de la organizacion)
Diremos que la funciéon de valor posterior exhibe economias en el nimero de individuos
conectados si, Vh, h' € C(gk), 3 1" € G con N(h") = N(h) U N(R') tal que,

V(' K)> V(hK)+V(H, K)

Observemos que esta propiedad no exige que el valor producido por una red con un mayor
numero de individuos sea mayor que el valor producido por cualquier otra red con una menor
cantidad de individuos relacionados, sino que exista al menos una configuraciéon para la cual,
una red con mayor cantidad de individuos produzca mas valor.

Asumir simultdneamente que hay economias de escala aprovechables en el tamano de la
organizacion y que hay sensibilidad a la desapariciones, sugiere un tradeoff muy claro: una
organizacion que incluya un mayor nimero de individuos puede eventualmente aprovechar
mejor las economias de escala y de ambito, pero simultaneamente, al crecer el tamano de la
organizacion es més probable tener abandonos y la organizacion se vuelve mas fragil.

Dado que, en este modelo, interpretamos cada componente en g como una organizacion,
es importante observar que las deserciones afectan a una organizacion de dos formas: en pri-
mer lugar, dada la sensibilidad, un abandono reduce directamente el valor producido por los
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demas individuos, pero, ademas, las deserciones pueden desconectar las partes de un compo-
nente y asi fracturar la organizaciéon en componentes mas pequenos.

Si la funcion de valor exhibe economias en el tamano de la organizaciéon, una fractura en
la organizacion puede reducir de forma drastica el valor al desconectar las diferentes partes
de la organizacion, y de esta forma afectar el valor total generado en una forma adicional a
la sensibilidad.

A priori de la desaparicion del subconjunto K € P(IN), el valor esperado por organizar la
produccién segln g, es:

Ex [V( = ) P(K K)

KeP(N)

Definicién 1.8 (Valor esperado aditivo en componentes)
Diremos que el la funcion de valor esperado de la red g es aditiva en componentes, si se

satisface que:
Ex [V(g, K)] = D Ex[V(h K)]
heC(g)

Si la funcion de valor posterior es aditiva en componentes, entonces el valor esperado
también lo es. En efecto, si la funcion de valor posterior es aditiva en componentes, entonces:

Ex[Vg.K) = Y P(K)| 3 V(WK

KeP(N) heC(gx)

estableciendo para cada h € C(g), V(h, K) =} jcogomwen V(R K), tenemos,

Ex [V(g, K)|= >  PHEK)| > V(hK)

KeP(N) heC(g)

=2 > F K)

heC(g) KEP(N)

:ZEK K)]

heC(g)

Definicion 1.9 (Valor esperado Anonimo)
La funcion de valor esperado es anénima, si para cualquier permutacion 7 de jugadores

IEK [V(ngK)] = EK [V(gaK)]

Si la funcién de valor posterior es anénima, entonces la funcion de valor esperado también
lo es. Para ver por qué, observemos primero que se verifica que,
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Ex V(9" K)|= ) PK)V(",K)
KeP(N)

como la funcién de valor posterior es anonima V' (g™, K) = V (g, K), luego

KeP(N)
=Ex [V(g> ) K]

1.3. Regla de asignaciéon

Por participar de la organizaciéon ¢ un individuo espera recibir como pago una parte del
valor total producido por la organizacion, la regla de asignacion sigue la pista de como se
reparte el valor generado por la red entre los individuos que la componen.

Definicién 1.10 (regla de asignacion posterior)
La funcion Y : G x P(N) — R" especifica la porcion del valor generado por ¢ tras la
desaparicion del subconjunto K, que se asigna a cada jugador con la propiedad de que

> ic1 Yilg, K) = V(g, K).
supondremos que los individuos que desertan no obtienen valor, esto es,

Yi(g,K)=0 siie K

Asumiremos también a lo largo de este trabajo que la regla de asignacion posterior Y
es igualitaria en componentes, esto es, posterior a la desaparicion del conjunto K, el valor
generado por el componente se reparte entre quienes lo componen.

Definicién 1.11 (Regla de asignacion igualitaria en componentes)

La regla de asignacion Y es igualitaria en componentes, si se satisface que para todo i ¢ K,
K € P(N), h € C(gk) v i€ N(h) se satisface que,

Vilg K) = s

El pago esperado que obtiene el jugador i por relacionarse bajo g es entonces,

Ex [Yi(g, K)]= Y P(K)Yi(g,K)

KeP(N)
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1.4. Conceptos de solucion

Usaremos como concepto de soluciéon, una adaptacion del concepto de estabilidad en pares
definido originalmente en [16] y adaptado a este contexto,

Definiciéon 1.12 ( estabilidad en pares)
La red g es estable en pares si,

i Vij € g, B [Ylg, K] > Ex (g — i, K)] y B [¥(g, )] > B [Yy(g — i, K.
ii. Vij ¢ g,siE [Yi(g + 17, K)] > Ek [Yi(g, K)] entonces Ex [Y;(g + ij, K)] < Ex [Y;(g, K)].

Llamaremos REP al conjunto de redes estables en pares.

La primera condicién exige que, a priori de las desapariciones, ningtin par de individuos
conectados bajo g deseen desvincularse y la segunda exige que si hay algin individuo en g
que obtendria beneficios por vincularse con algtin individuo mas, ese individuo prefiere man-
tenerse desvinculado. La estabilidad en pares nos dard una primera idea de las estructuras
de relaciones que forman los individuos.

Un segundo concepto de soluciéon mucho mas restrictivo y fuerte es la “estabilidad fuerte”,
adaptado desde [I5]. Para ello, definimos primero una idea de desviaciones de coaliciones,

Definicién 1.13
Una red ¢’ € G es obtenible desde g € G via desviaciones de S C N si,

(i) ij € ¢’ y ij ¢ g implica que {i,j} C S.
(i) ij € g y ij € ¢’ implica que {i,5} NS # (.

La definicion identifica los cambios que la coalicion S de jugadores puede realizar a una
red g sin consentimiento de los jugadores fuera de la coalicion.

Definicion 1.14 (Red fuertemente estable)
Una red g € G es fuertemente estable si para todo S C N, ¢’ obtenible via desvios en S, si

existe un i € .9, tal que:
Ex [Yi(g', K)] > Ex [Yi(g, K)]

existe entonces un j € S tal que,
Ex [Y;(¢', K)] < Ex [Y(g, K)] (1.2)

Llamamos RFE al conjunto de redes fuertemente estables.

Una observacion importante es que, en [15], se prueba que si ¢ € RFE entonces g € REP,
luego RFE C REP. Podemos usar una version mas estricta de este concepto,

Definicion 1.15 (Red estrictamente fuertemente estable)
Una red g € G es fuertemente estable si para todo S C N, ¢’ obtenible via desvios en S, si
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existe un i € S, tal que:

entonces existe un j € S tal que,
Ex [Y;(g', K)] < Ex [Yj(g, K)] (1.3)

Llamamos REFE al conjunto de redes fuertemente estables.

La tnica diferencia entre las redes en RFE y REFE, es que en la egunda clase de redes, los
individuos que no ganan nada desviandose desde g a ¢’ (pero no pierden), eligen participar
de los desvios. Mas adelante podremos ver que el concepto de red REFE nos permitira ca-
racterizar las redes estables en el modelo |3 con gran detalle, pero nos planteara importantes
problemas de existencia. Evidentemente se verifica que REFE C RFE.

Un ultimo concepto que examinaremos, es el de red eficiente:

Definicion 1.16 (red eficiente)
La red ¢g* € GG es eficiente si satisface que,

g" € Argmax Eg [V (g, K)]

geG

Una red es eficiente, si genera un mayor valor esperado que cualquier otra red.

1.5. Pago y valor de una organizacién de tamano m

En este apartado definiremos una funciéon que sera muy 1til a lo largo de este trabajo para
caracterizar las redes estables. Consideremos primero el problema de encontrar la organizacion
con m individuos conectados que maximiza el pago individual del jugador i, esto es:

Argmax Eg [Yi(g, K)] st n(g)=m y C(g)=1

geG

Sea g*(m) la solucion de este problema. La funcion W, : N — R asigna a cada tamafo m,
el mayor valor posible que puede alcanzar el individuo i en una organizacion que incluye m
individuos conectados,

Wi(m) = Ex [Yi(g"(m), K]

En forma analoga, podemos considerar el problema de encontrar la organizaciéon con m
individuos conectados que maximiza el valor producido en un componente:
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Argmax Ex [V (g, K)] st n(g)=m y C(g)=1
geG

Sea g(m) la solucion de este problema. La funcion Z : N — R asigna a cada tamano m,
el mayor valor posible que se puede alcanzar en un componente que incluye a m individuos
conectados. Esto es,

Z(m) = Ex [V(g(m) , K)]
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Capitulo 2

Modelo de comunicaciones

2.1. Modelo de comunicaciones

En esta seccion, estudiamos la forma mas simple para el modelo de formacion de redes con
desapariciones. Basandonos principalmente en el modelo de “comunicaciones” propuesto en
[22], supondremos que el valor producido por un componente en la red, depende tnicamente
del nimero de individuos conectados en el componente y no de la estructura particular me-
diante la cual estdn vinculados. Por su simplicidad, este modelo permite centrar la atenciéon
en como el riesgo que supone la desaparicion de un miembro para la organizacién acota su
tamano y por otra parte, se establece una densidad de conexiones minima entre los individuos
que participan de la organizacion.

Asumiremos en un principio, desaparece un individuo con seguridad, pero no se sabe cual
de los individuos en N es el que desaparecerd. En la seccion trataremos un caso mas
general ,en el cual cada individuo desaparece con probabilidad p, independiente de la des-
aparicion de los demés sujetos.

Consideramos el conjunto N = {1, ...,n} de individuos idénticos, cuyas probabilidades de
“desaparicion” o “desercion” estan dadas por,

P(K) = L Si|K|=1
)0 Sino

esto es, con seguridad desaparece un individuo y cada uno de los individuos en N desaparece
con la misma probabilidad.

Suponemos que V es andénima, aditiva en componentes y ademés, para simplificar la
exposicion de resultados, asumiremos que cada link tiene un costo ¢ ~ 0. Asumimos entonces
que el valor generado por cada componente h € C'(gx) posterior a la desaparicion de K es,
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Vih K) = f(n(h))—clh| SiVieNh)yjeK,ij¢ K
’ af(n(h)) —clh| Sidie N(h)yje K talqueij € g

donde n(h) es el nimero de individuos conectados en el componente h, |h| es el nimero de
vinculos en h y f es una funcion creciente en n(h), la cual satisface que para todo 7 > 1,
f(tz) > tf(z), reflejando de esta forma que hay economias de escalas asociadas a la division
del trabajo en la organizacion. Por ultimo, la funcién de valor de la red captura mediante el
parametro o € (0, 1) cuan perjudicial es para el grupo haberse relacionado y asignado tareas
a un individuo que mas tarde desaparecio.

Notemos que el valor posterior generado en un componente s6lo depende de la estructura
de la red a través del costo de los vinculos y dado que este costo es arbitrariamente peque-
no, podemos decir que el valor posterior generado en la red depende en forma exclusiva del
ntimero de individuos conectados. Observemos en segundo lugar que debido a las posibles
desapariciones de nodos, la estructura de ¢ influye de todas formas en el valor esperado de
la red, aunque no lo haga en el valor posterior.

Un aspecto importante a tener en cuenta, es que para esta funcion de valor, resulta evi-
dente que cuando no desaparece ningun individuo, hay incentivos muy fuertes para conectar
a todos los jugadores en un tnico componente. Por otra parte, el costo de vinculaciéon por
pequeno que sea, asegura que dicho componente serd un arbol. Debido a que asumimos que
la regla de reparticion es igualitaria en componentes, en este caso tenemos que el conjunto de
redes fuertemente estable coincidira con el conjunto de redes eficientes. Podremos observar en
los apartados siguientes que apenas la desaparicion de un tinico individuo afectara de forma
significativa la estructura de la red que deciden formar los individuos.

El valor total de la red g posterior a la desaparicion de K es,

Vige, K)= Y V(hK)
heCr(g)

el valor esperado de la red g es entonces,

B VoK)= Y Vi K)

KeP(N):|K|=1

Asumiremos que la regla de reparticion es igualitaria y aditiva en componentes. El pago
que espera recibir el jugador i € N por asociarse segin K es entonces,

eV K= Y (oK)

KeP(N):|K|=1
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2.1.1. Estructura de las organizaciones

Para caracterizar las redes estables en pares, definimos,

Definicién 2.1 (jugador critico)
Un jugador i € N es critico en g si, |C(g)| < |C(g\ ) |

En palabras simples, un individuo es critico en la organizacion si, al desaparecer este, la
organizacion se fractura. Por ejemplo, el individuo 3 en la figura[1.3| es un individuo critico.
Notemos que un individuo aislado no es un individuo critico y que un individuo en una pareja
tampoco lo es; puesto las desapariciones en esta clase de componentes no provocan un au-
mento en el nimero de componentes en la red residual, de lo cual se sigue que un componente
h € C(g) solo puede contener un individuo critico si n(h) > 3.

La siguiente proposicion establece que en cualquier componente de una red estable en
pares, se satisface que hay una densidad minima de conexiones. El riesgo de que un abandono
desconecte las diferentes partes de la organizacion, provoca que se deseen mantener una
redundancia en las vias de comunicacion al interior de la organizacion.

Proposicién 2.1 (Redundancia en vias de comunicacion)
st la red g es estable en pares, entonces g no tiene jugadores criticos. Ademds ¥ h € C(g) tal
que n(h) > 3, se satisface que h es un circulo formado por n(h) individuos.

DEMOSTRACION.

Consideremos un componente h € C(g) en el cual hay por lo menos un individuo critico
i € N(h). Cuando desaparece el individuo critico, h se “fractura” en al menos dos componente,
llamemos hy y ho dos de los componente en C’(h{i}) . Para simplificar la notacion llamemos
n(h) = k al nimero de individuos conectados en el componente h y llamemos n(hy) = ki y
n(hy) = he al nimero de individuos conectados en los fragmentos h; y hy del componente
h. El pago que recibe el jugador j, € N(hy) con ¢ = {1,2} cuando desaparece el individuo
critico i es,

Vil (i) = oL — cjny

mientras que el pago posterior a la desaparicion del individuo critico que se obtiene anadiendo
el vinculo 7,79 es:

f(k1 + ko)

—c(lh h 1
e — el + el + 1)

Yje(h + J1J2, {1}) =

Notemos ahora que puesto anadir el vinculo j;js tiene costo ¢ — 0 se cumple que Vs €

N(h)\ {L, je},
Yj,(h+ jij2,8) — Y;,(h,s) > ¢/k ~ 0

podemos establecer entonces que el pago esperado marginal por anadir el link 7,75 es
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ki+k k
g f( 1+ 2) _f( Z) —C(|h,g’+1)
n (k)l + k'Q) ]{3[
el signo de esta expresion depende del signo del término entre corchetes. Notemos que el valor
por anadir el link es positivo si,

]EK [Y}(h +j1j27K)] - EK [Y}Z(h, K)] >

f(k1 + ko) - k1 + ko
f(ke) ke

como ky + ko > ky, existe un 7 > 1 tal que 7ky = ki + ko, tenemos:

frk) _ The
f(ke) e

Notemos que la desigualdad es verdadera por hipotesis, en tanto f(7k,) > 7f(ks), luego el
lado izquierdo de esta expresion es mayor que 7 y se cumple la desigualdad, con lo cual
queda demostrado que en una red estable en pares no hay individuos criticos, porque esto da
incentivos suficientes para que dos individuos formen un vinculo adicional en la red.

Tenemos entonces que en la red estable o eficiente no hay individuos criticos, por lo cual
existen dos caminos entre cada par de jugadores en cualquier componente de la red, luego
cada componente de la red estable o eficiente debe contener algin circulo formado por los
n(h) jugadores.

Resta entonces mostrar que un componente es un circulo, para esto basta con notar que
dado que cualquier componente estable en pares contiene al circulo, si un componente tiene
mas enlaces que un circulo, conviene cortar el enlace que no pertenece al circulo y asi obtener
un valor adicional de ¢, V/(h—ij, K) —V (h, K) = ¢ para todo K, luego cualquier componente
en una red estable en pares con més de tres miembros debe ser un circulo.

]

Notemos que el costo de vinculacion arbitrariamente pequeno que hemos considerado, tie-
ne como unico rol en esta demostracion eliminar del conjunto de redes estables cualquier red
con una densidad mayor de vinculos que el circulo. Observemos en segundo lugar que esta
caracterizacion de las redes estables en pares deviene de que concentrar el “flujo de informa-
cion” en un Unico individuo es perjudicial para la organizacion, puesto cuando desaparece
un individuo “critico”, esta se fractura y se desconectan sus diversas partes. Dado que la
vinculacién es arbitrariamente barata, en cualquier organizacion debe haber una densidad
minima de conexiones, puesto cada individuo que pertenezca a un componente con mas de
dos individuos, debe tener al menos dos vinculos, o alternativamente, debe haber dos caminos
entre cualquier par de jugadores en un componente.

Un corolario importante de esta proposicion es que podemos caracterizar la funcion W,
para este caso particular, puesto sabemos que cualquier componente con m miembros no se
fracturara sin importar quien desaparezca.
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Corolario 2.2
La funcion W; en este contexto es:

m—lf(m—1)+n—mf(m)

M/i fry
(m) = n m—1 n m

— 2 (2.1)

En el primer término, (m — 1)/n es la probabilidad de que el individuo que desaparece
pertenezca al mismo componente que el individuo i y af(m — 1)/(m — 1) es la porcion del
valor asignada al individuo i en esta contingencia. En el segundo término, (n —m)/n es la
probabilidad de que el individuo que desaparece no pertenezca al mismo componente que
iy f(m)/m es la porcion del valor asignado a i. Observemos que la suma de probabilidad
de ambos eventos es (n — 1)/n, mientras que el restante 1/n corresponde al evento en que
desaparece el individuo i y por tanto obtiene un valor igual a 0. Finalmente, el tercer tér-
mino de la expresion es el costo de vinculacion, que despreciaremos a partir de este momento.

Observemos que en la ecuacion , cuando crece el tamano de la organizaciéon, por una
parte aumenta la explotacion de las economias de escala, pero por otra parte de hace més
probable que el desertor pertenezca al mismo componente que i. Esta ecuacién entonces, ex-
presa claramente el trade-off en este problema: involucrar una mayor cantidad de individuos
en una organizacion permite explotar més profundamente las economias de escala asociadas
al tamano de la organizacion, pero ademas, se la organizacion se expone en mas a un aban-
dono.

La forma de W, depende de . En la medida que « decrece, W; se vuelve mas “concava’”,
en efecto, observemos que

>0

d [dQWi(m)] _ fm=1)

da | dm? n

puesto f” > 0. En otras palabras, mientras mas dano haga una desaparicion a la organizacion
residual, la funcion W, se vuelve més concava. Esto se ilustra en la figura [2.1

Wi(m, «)

Figura 2.1: W, para f(m) = m%2.
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Sea m* el nimero de miembros en una organizacion que maximiza el pago individual que
recibe cada uno de sus miembros, esto es es:

m* € Argmax W;(m) (2.2)
me{l,...,n}

Las siguientes proposiciones caracterizan las redes RFE y REFE. Con el objetivo de sim-
plificar la exposicion, nos centraremos en el caso en que m* es tnico y n/m* € IN. En el
apéndice se encontrardn proposiciones equivalente para el caso en que no se cumpla
ninguno de estas dos condiciones.

Proposicién 2.3 (Caracterizacion RFE )

Si g € RFE, entonces en g hay n/m* componentes con m* miembros formando un circulo.
Ademds RFE # (.

DEMOSTRACION.

Dado que RFE C REP, tenemos por la proposicién que cualquier componente de una
red fuertemente estable con mas de dos miembros debe necesariamente ser un circulo. Por
tanto cualquier individuo i que participe de un componente con m miembros en una red
fuertemente estable obtiene un pago esperado igual a W;(m).

Supongamos ahora con intencién de llegar a una contradicciéon que la red g es fuertemente
estable y no hay n/m* componentes con m* miembros. Si este es el caso hay entonces un
conjunto de jugadores S C N con |S| > m* que no forman parte de un componente con m*
miembros.

Cualquier conjunto M C S de jugadores tal que |M| = m* pude alcanzar via desvios en
M una red en la cual los individuos en M forman un circulo con m* miembros. En efecto,
para alcanzar la red sugerida basta que los individuos en M corten todos los vinculos que
mantienen en g y anadan los vinculos necesarios entre ellos para formar un circulo.

Si los individuos de M se desvian, entonces, obtienen de esta forma un pago W;(m*) por
definicion de m*, Wi(m*) > E [Yi(g, K)], por lo cual los individuos en m* tienen incentivos
a desviarse y no se satisface la segunda condicion de estabilidad fuerte, de lo cual se concluye
que g no es fuertemente estable.

Probemos ahora que cualquier red con |C'(g)| = n/m* donde cada h € C(g) es un circulo
con N(h) = m* individuos es fuertemente estable. Para esto, basta simplemente observar que
dado que asumimos que n/m* € N todo individuo en esta red es parte de un componente
con m* individuos formando un circulo y obtiene de esta forma un pago W;(m*) que es por
definicién el maximo pago que puede obtener un individuo en un componente y no existira
entonces un subconjunto S de jugadores y una red ¢’ alcanzable via desvios en S que permita
a algtn jugador obtener un mayor pago que W;(m*) y por tanto se cumplen las condiciones

24



de estabilidad fuerte.

Por 1ltimo, notemos que el problema (2.2) siempre tiene solucion puesto que que el espacio
factible es contable finito y W;(m) esta acotada superiormente (por ejemplo por f(m)/m),
luego siempre se puede determinar m* y encontrar una red fuertemente estable.

]

Proposicién 2.4 (Caracterizacion REFE)

(i) Sin/m* € N, REFE = RFE.
(1) Sin/m* ¢ N entonces REFE = ().

DEMOSTRACION.

(i)

(1)

La demostraciéon de la proposicién basta para probar que si n/m* € IN, entonces si
g € REFE, g contiene n/m* componentes con m* miembros formando un circulo y por
tanto RFE = REFE.

Sin/m* no es natural, entonces, una vez se forman n/m* componentes de m* miembros,
hay un subconjunto S con |S| < m* que no forman parte de un componente con m*
integrantes. Consideremos entonces cualquier conjunto M de individuos tal que S C M
y |M| = m*. El conjunto M puede alcanzar via desvios en M una red ¢’ en la cual los
individuos de M han formado un circulo. En efecto, basta que los individuos en M/S
corten todos sus vinculos en ¢ y los individuos en M anadan los vinculos necesarios
para hacer un circulo. Para todo individuo en i € S se satisface que Ex [Yi(¢/, K)] =
Wi(m*) > E[Yi(g, K)] y para todo individuo en M \ S se satisface que Ex [Yi(¢', K)| =
E [Yi(g, K)] = Wi(m*), luego no se cumplen las condiciones para la estabilidad fuerte.

]

La intuicion tras las proposiciones[2.3]y 2.4 es muy sencilla: los individuos tienen incentivos
para reunirse en grupos de m* miembros, los individuos que no pertenezcan a componentes
con m* miembros, tienen incentivos a desviarse a redes en las cuales si formen parte de una
organizacion de tamano m*. Es esta la misma fuerza que provoca que cuando n/m* tenga
resto no podamos encontrar redes REFE, puesto habran siempre individuos que no son parte
de un grupo de m* individuos y que ganarian desvidndose a una red en la que son parte de
un componente con m* miembros.

Para examinar ahora como cambian las redes en el conjunto RFE cuando cambia «,
llamemos m*(«) a la solucion de dado a. La siguiente proposicion establece que el
tamano de las organizaciones esta limitado, esto es, el aprovechamiento de las economias de
escala esta acotado por el riesgo de que desaparezca algiin miembro de la organizacion.
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Proposicién 2.5 (Limite del tamafo de la organizacion)

1) m*(«) creciente en a.
(i) m*(a)

(i) Vn, f 3 a tal que ¥V o < o, m* < .

DEMOSTRACION. (i) Dado que en cualquier red estable en pares un componente con mas de
dos miembros debe ser un circulo, sea W;(m, a) definida por (2.1)).

La demostracion consiste simplemente en verificar que el problema (2.2) satisface las
condiciones del teorema [A.5] que se puede encontrar en el apéndice

Tenemos que en la funcion W, : {1,...,n} x [0,1] — R el conjuntos {1,...,n} es obvia-
mente un reticulo completo y [0, 1] es obviamente un conjunto parcialmente ordenado.
Tenemos también que el conjunto factible para la solucion del problema es cre-
ciente en « (de hecho el conjunto factible no depende de « ). Tenemos ademas que W;
es supermodular en m puesto, para todo my, my € {1,...,n},

Wi(my Amsg) + Wi(my V mg) = Wi(my) + Wi(ms).

Falta verificar entonces que la funcion exhibe diferencias estrictamente crecientes en
(m, a), en efecto W; se verifica diferencias crecientes puesto para o/ > oy m’ > m que:

W(m', o'y — W(m',a) > W(m,a') — W(m,a)
o fm' —1) —af(m' —1)>d' f(m—1)—af(m—1)
o [f(m'=1) = f(m—1)] > a[f(m —1) = f(m - 1)]

como f(m'—1) > f(m—1) > 0, la desigualdad se cumple. Con lo cual se verifica que el
problema ([2.2)) satisface todas las condiciones para aplicar el teorema y la solucion
m*(a) debe ser creciente en .

(ii) Para esto, basta con notar que, cuando hay un circulo formado por n jugadores, una
red formada por un circulo de n — 1 jugadores y un individuo aislado es alcanzable via
desviaciones en S C N de jugadores con |S| = n — 1, luego tenemos que la red formada
por un circulo de n jugadores no es estable si:

Wi(n — 1) > Wi(n)
n—2fn—2) 1f(n—1) n—1f(n-1)
« n n—2 +ﬁ n—1 -« n n—1

fin—1) 1

a < =«

n—1 f(n—1)—f(n—2)

puesto f(n —1) — f(n —2) > 0, a>0.
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La primera parte de esta proposicion establece un resultado muy natural: mientras mayor
sea el impacto que tiene un abandono en una organizacion, las organizaciones se vuelven mas
pequenas y las redes fuertemente estables tienen un mayor niimero de componentes, incluso
en un caso limite, los individuos preferiran trabajar aislados en lugar de asociarse con otros
para producir pese a las potenciales ganancias asociadas a la division del trabajo.

La segunda parte de la proposicion solo es interesante en cuanto establece que sin importar
la magnitud de las economias de escala asociadas al ntimero de individuos en una organi-
zacion, si el impacto de un abandono es lo suficientemente importante, entonces ninguna
organizacion estable incluird a todos los individuos.

Observemos cuan diferente es la red estable cuando hay apenas una desercion respecto de
la red que se forma cuando nadie desaparece. En el primer caso se forman varios componentes
y cada componente es un circulo, mientras que en el segundo caso, hay un inico componente
y ese componente es un arbol.

2.1.2. Eficiencia

Estudiaremos ahora las redes eficientes de este modelo. Esta primera proposicion, equiva-
lente a la proposicion del apartado de estabilidad, establece que cada componente en una
red eficiente es un circulo.

Proposicion 2.6 Si la red g es eficiente, entonces en g no hay individuos criticos. Ademds
YV h € C(g) tal que n(h) > 3, se satisface que h es un circulo formado por n(h) individuos.

La demostracion de esta proposicion es analoga a la de la proposicion usando la fun-
cion Ex [V (h, K)] en lugar de Eg [Yi(h, K)] y por tanto es relegada al apéndice

Un corolario de esta proposicion, equivalente al corolario es que, dado que en una red
eficiente, sin importar quien desaparezca ningtin componente se fragmenta, el valor maximo
generado en un componente con m miembros, Z(m), es:

Corolario 2.7
La funcion Z en este contexto es:

Z(m) = a> f(m — 1) + == f(m) (2.3)

= mWi(m)

Para caracterizar las redes fuertemente estables, usdbamos el hecho de que habia incentivos
para formar grupos de tamafio m*, puesto de esta forma se maximizaba el pago individual de
los sujetos que conformaban el grupo, sin embargo, no podemos hacer un argumento similar
para caracterizar las redes eficientes. Para ilustrar la razéon de esto, llamemos m al ntmero
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de miembros que maximiza el valor producido en un componente, esto es:
m € Argmax Z(m)
me{l,....m}

puede darse el caso en que exista un par de nimeros s,t € IN con que s +t = m, tales que
Z(m) < Z(s)+Z(t) y lared eficiente no contenga componentes con 7 miembros. El siguiente
caso numérico ilustra que este fenémeno puede ocurrir.

Ejemplo 2.1
Sea f(x)=2*, n=4y a=1/2—¢ con € — 0. Tenemos que,

Z(1) :Z

Z(2) =2+ % - g
Z(3) = 15/4 — 3¢
Z(4) = g 9

tenemos entonces que m = 4, sin embargo, observemos que:
Z(3)+Z(1)=45—-3>45—9 = Z(4)

luego, aunque un componte con 4 miembros sea el que genere mayor valor, la red eficiente
no contiene componentes con 4 miembros.

Si restringimos el problema a estudiar tnicamente las redes con componentes de igual
tamano, tenemos que el valor esperado producido en una red con n/m componentes de m
miembros es:

n m

" u [a%ﬂm 1)+ P )

o (352) 2
= nW(m)

Tenemos entonces que en caso de que la red eficiente sea alguna con componentes simétricos
y que n/m* € IN, las redes eficientes y fuertemente estables tienen el mismo nimero y tamano
de componentes, puesto:

Argmax nW(m) = ArgmaxW (m) (2.4)

me{l,...n}n/meN me{l,...,n}

Es interesante notar ademés que, pese a que cuando no desaparece ningin individuo,
las redes fuertemente estables y eficientes son iguales, una vez desaparece algtin individuo
las redes fuertemente estables y eficientes pueden divergir. Esto deviene del hecho de que
los individuos no internalizan el dano que provocan a los deméas jugadores como ilustra el
siguiente ejemplo
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2.1.3. Un Ejemplo numérico

Sea N = {1,2,3,4}. Observemos que por la proposicion (2.1) las unicas estructuras can-
didatas a ser redes fuertemente estables o eficientes, son las redes con una arquitectura
ilustradas en la figura [2.2]

i ]f i k i k i ]f i k
j v A A v 0
90 g1 g2 g3 94

Figura 2.2: Candidatos a redes estables y eficientes

Asumamos que f(n(h)) = (n(h))**. Comencemos por buscar las redes eficientes. El valor
esperado de cada una de las redes ilustrada en es:

Ex [V (g0, K)] =3

Ex [Vig, K)] = 5 [£2) + F()] + 5 [af(1) +2/(2)]

=1+V2+ %
B V(g2 K)] = £(2) + af()
=252 4 o
B V(gs, K)] = 5 [af2) + F(] + 17(3)
3 32 3

V2 44
Ex [V(g1, K)] = af(3)

= a3%?

El conjunto de redes eficientes RE es entonces,

(

90 sia < 0,172
{90, 92} si a=0,172
RE = { ¢, $i 0,172 < a < 0,674)
{92,94} si a=0,675
| 94 Sia> 0,674

Estudiemos ahora las redes fuertemente estables. Observemos que el problema de maxi-
mizar el tamano del grupo es en este caso,
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1
méx —(m — 132 + mY/2 — —m3/? (2.5)
me[0,4]

De donde obtenemos como CPO y CSO respectivamente:

dW 3 1 3

—(m) = asVm—T+—=—m'/? = 2.
am M =ogVm bt g m g =0 (26)
2w 3 1 1 3 1

() =

S m—1 2m3/2)  16vm " (2.7)

dm?

podemos observar que (2.7)) es negativa y por tanto la funcién objetivo en (2.5)) es estricta-
mente concava y tiene un maximo global. La solucion de (2.6)) en funcién de « estd dada
por,

. 3a? —v/9at + 1602 — 8
m(a) = 6(a?—1)

Tenemos entonces que el mayor componente en la red fuertemente estable tiene,

4 sia> ﬁi ~ 0,73
3 si B - ~0,73>a > 0,59~ 22=V3
m*(a) = . gg—%ﬁ 2v2-1 (2.8)
2 S1T;1z0,59>a>0,17z3—2\/§
1 sia<0,17~3—-2V2
El conjunto de redes fuertemente, RFE, es:
g4 sia> 0,73
{93794} sl = 0773
g3 si 0,73 > a > 0,59
RFE = < {2,935} si a = 0,59
go si 0,59 > a > 0,17
{90791792} sl = 0717
L 90 si o < 0,17

Mientras que el conjunto de redes fuertemente, REFE, es:
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ga sia>0,73

0 si 0,73 > a > 0,59

REFE = ¢ g0 si 0,59 > a > 0,17
{90, 91,92} sia=0]17
L 90 sia < 0,17

Comparando las redes eficientes con las redes fuertemente estables, tenemos que estas
son iguales cuando « € [0,0,59] U [0,73,1] mientras que difiere cuando « € [0,59,0,73].
Notemos que cuando « € (0,59, 0,67] el componente més grande de la red socialmente eficiente
tiene menos individuos que en el componente més grande de la red fuertemente estable y si
a € [0,67,0,73] el componente mas grande de la red socialmente eficiente tiene més individuos
que el de la red fuertemente eficiente.
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2.2. Una extension del modelo de comunicaciones

Estudiemos ahora un segundo modelo de comunicacién algo méas complejo. Asumiremos
que cada individuo tiene una probabilidad p de desaparecer independiente de las probabilida-
des con que desaparezca el resto de individuos. Observaremos que se conservan las intuiciones
que presentamos en el apartado anterior.

Asumiremos que V' es mondtamente sensible a las desapariciones, en particular, asumire-
mos que el valor posterior producido por el componente h € C(gk), donde h C h' € C(g),
es

V(h, K) = "™ f(n(h))

donde k(h) = |{N(h')\ N(h)}|, esto es, el nimero de individuos con los que los miembros
de h perdieron contacto, de esta forma, mientras més individuos desaparezcan de una orga-
nizacion, mas castigada se ve su produccion. Asumimos f cumple las mismas hipotesis que
en el apartado anterior. El valor posterior a la desaparicién de los K individuos producido
por g es entonces,

V(g K)= Y  V(hK) (2.9)

}LEC(QK)

Consideraremos ademés que cada individuo tiene una probabilidad p de desaparecer inde-
pendiente de la desaparicion de los demés individuos. Por lo cual la probabilidad de que
desaparezca cualquier conjunto K € P(N) es,

P(K) = p*I(1 = py» ¥

La siguiente definicion es una extension natural de la definicion y nos ayudard a
caracterizar las redes estables en pares.

Definicién 2.2 (Conjunto critico de jugadores)
Un conjunto de jugador K C N(h), es critico en el componente h € C(g) si |C(hk)| > 1

Usando la idea de conjunto de jugadores criticos, podemos determinar que cada compo-
nente en una red estable en pares esté full interconectada. Esto es, se mantienen redundancias
en las vias de comunicacion en la organizacion.

Proposicion 2.8
Si la la red g es estable en pares, entonces cada h € C(g) estd full interconectado y no
contiene un conjunto de jugadores criticos.

DEMOSTRACION.

Consideremos un componente h que no esta full interconectado. Existe entonces al menos
un individuo i que tiene un nimero de conexiones n;(h) = k < n(h) — 1. Consideremos el
conjunto S = Nj(h), esto es, el conjunto de jugadores con los cuales el jugador i mantiene
conexiones directas en h. Este conjunto de jugadores desaparece con probabilidad positiva,
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en efecto,

P(S)=p"(1—p)" " >0 (2.10)
tras la desaparicion de S, el componente h se fractura en por lo menos 2 fragmentos, puesto
hay al menos un jugador con el que i no estaba relacionado directamente y por tanto j ¢ S.
Notemos entonces que si los jugadores i y j se vinculan directamente agregando el link ij a
h, tenemos para ¢ € {i,j} que :

Yilh + 15, S) — Ye(h, ) = ot [@ - f<1>]

notemos que dado que f(2) > 2f(1), f(2) — f(1) > 0. Por lo cual tenemos que, en la even-
tualidad particular en que desaparecen todos los individuos con los que i estaba conectado,
el pago tanto de i como j aumenta cuando se vinculan directamente. Observemos también
que, dado que no cambia el niimero de individuos en el componente y que la vinculacién no
es costosa, VK € N(h) se satisface que

Yi(h +1ij, K) = Yi(h, K) =2 0
de donde se concluye que,
Ex [Ye(h +1ij, K)] = Ex [Ye(h, K)] > 0

por lo cual, en una red estable en pares, no pueden haber conjuntos de jugadores criticos en
el componente, de donde tenemos que cada miembro de un componente h con n(h) miembros
debe mantener vinculos directos con los deméas n(h) — 1 individuos. ]

Observemos que la intuicion de esta proposicion es idéntica a la[2.1] El peligro de que, al
desaparecer algunos agentes, la organizacion se fragmente y deje a sus diversas partes aisla-
das, provoca que los individuos prefieran mantener redes de comunicacién mas densas.

Dado que, sin importar que conjunto de individuos desaparezca, ningin componente en
una red estable en pares se fragmente, tenemos que:

Corolario 2.9
La funcion Wi en este caso es:

m<m> — (1 _p> Z_ (mg_ 1>p5(1 _p)mffflaef(m - E)

m— ¥
(=0

Observemos que todos los individuos que pertenecen al mismo componente obtienen el
mismo pago. Podemos entonces seguir los mismos procedimientos que usamos en la seccion
y realizar proposiciones analoga a la proposicion para esto llamemos,

m* € ArgmaxW(m) (2.11)

me{l,...,n}
asumamos que m* es tnico y que n/m* es natural (en caso contrario podemos usar exacta-

mente el mismo procedimiento que en para encontrar resultados equivalentes en caso de
que no se cumpla ninguno de los dos supuestos),
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Proposicién 2.10 (caracterizacion RFE)
Si g € RFE entonces en g hay n/m* componentes con m* individuos y cada componente estd
full interconectado. Ademds RFE # ().

DEMOSTRACION.

Idéntico proceso a la demostracion de la proposicion ( 0 mas en general, a la demos-
tracion ), pero cambiando desvios desde circulos de jugadores a circulos de jugadores,
por desvios desde componentes full interconectados a componentes full interconectados. [

Proposicién 2.11 (caracterizacion REFE)

(i) Sin/m* € N, entonces ?7? REFE y cualquier red con n/m* componentes con m* miem-
bros cada uno y donde cada componente estd full interconectado es fuertemente estable.

(i1) Sin/m* ¢ N no hay redes fuertemente estables.

DEMOSTRACION.
Idéntica a la demostracion de la proposicion [2.4] O

Proposicién 2.12
Si la probabilidad p de que desaparezca un individuo no es muy grande, la funcién m*(«, p),
definida como,

m*(a,p) = ArgmaxW;(m, «, p)
me{l,...,n}

Se satisface que m*(«a, p) es creciente en «.
DEMOSTRACION. Ver apéndice O

Por lo que rescatamos los principales resultados del primer modelo. Podemos observar que
el tamano de los grupos que se forman en la red fuertemente estable decrece tanto en caso de
que los abandonos danen mucho a la organizacién, como en el caso de que sea muy probable
que un individuo desaparezca.

2.2.1. Otro ejemplo numérico

Consideremos f(N(h)) = (N(h))Q, p=3y N={1,234,5} Observemos que dada la pro-
posicion existen solo siete tipos de estructuras de redes candidatas a redes fuertemente
estables, las cuales estan ilustradas y numeradas en la figura [2.3
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Figura 2.3: Candidatos a redes estables y eficientes

Antes de seguir, recordemos que algunas de las ilustraciones representan clases de redes y
no una red en especifico, por ejemplo hay 10 redes que siguen la estructura ilustrada en g;.

Comencemos buscando las redes eficientes. Para esto, tenemos a continuaciéon el pago
esperado de cada una de las redes candidatas a eficientes es:

Ex [V(go, K)] = 5(1 —p) f(1)

5
)
Ex [V(g1, K)] = 2p(1 = p)arf (1) + (1 — p)*£(2) + 3(1 — p) f(1)
5 «
273
Ex [V(g2, K)] =2 (2p(1 — p)af(1) + (1 —p)*f(2)) + 1 —p)f(1)
= g +
Ex [V(gs, K)] = (3p*(1 —p)'o? f(1) + 3p(1 — p)*af(2) + (1 — p)*f(3)) +2(1 — p) f(1)
17 33,
Ex [V(ga, K)] = (3p*(1 = p)'o? f(1) + 3p(1 — p)*af(2) + (1 — p)*£(3)) + 2p(1 — p)auf (1) + (1 — p)*f(2)
g + 2o + za

Ex [V(gs, K)] = 4p*(1 = p)a® f(1) + 6p*(1 — p)*a® (2) + 4p(1 — p)*af(3) + (1 = p)* f(4) + (1 = p) f(1)
B PR X
2 4 2 4
Ex [V (g6, K)] = 5p"(1 = p)a’ f(1) + 10p*(1 = p)®a’ f(2) + 10p*(1 — p)°a®£(3) + 5p(1 — p)*af(4) + (1 - p)° f(5)
B W 5 5
32 32 4 32
Podemos observar que Vo € (0,1), Ex [V (g1, K)] > Ex [V (90, K)|, Ex [V (g1, K)] > Eg [V (g2, K)],
Ex [V (g4, K)] > Eg [V (g3, K)]. Luego podemos desechar las redes con las estructuras go, ¢o
y g3 de las candidatas a redes fuertemente estables. Comparando los pagos de los candidatos

que quedan tenemos que la red eficiente sigue una arquitectura,

(gl Si0<a<vVb—2

{g1,94} sia=+/5-2
RE = ¢ g4 sl Vo —2<a<0,57

{94,96} sia=057

[ 96 si > 0,57
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Encontremos ahora las redes fuertemente estables, en primer lugar verifiquemos que,

W) = 5
Wi(2):\§+%a
Wi(3) = \/?3 oz\/_+ a

1
Wi(4) = § + Zoz\/§+ —042\/§+ —a3

W}(5):\;—§+;—g (2\/_+a\/_> 3524

tenemos luego que, )

1 sia<0,29
2 510,29 <a<0,56
m (o) =<3 0,56 <a<0,69
4 510,69 <a<0,76
5 sia>0,76

de donde podemos deducir que el conjunto RFE es,

(go si a < 0,29

go 510,29 <a<0,57
RFE =< g4 810,57 <a<0,69

gs 10,69 <a<0,76
(g6 sia>0,76

Mientras que,
go sia<0,29
REFE=<¢0 10,29 <a<0,76
gs sia>0,76

Observemos que en este caso las redes fuertemente estables y eficientes coinciden tinica-
mente en caso de que a < 0,23 o o > 0,76, es decir cuando el impacto que genera una
desaparicion a la organizacién es muy importante, o por el contrario, poco significativo.
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Capitulo 3

Jerarquias

En el siguiente apartado, presentaremos un segundo modelo el cual nos permitirda cen-
trarnos en la especializacion de los individuos al interior de las organizaciones. A diferencia
del modelo de comunicaciones, en este modelo, la estructura de conexiones si importa para
determinar el valor generado por un componente. Mostraremos que los abandonos provocan
una asimetria en el pago esperado por los jugadores, en favor de los jugadores que ocupan
posiciones de mayor centralidad. Esta asimetria se vuelve una fuente de inestabilidad en la
organizacién, limitando el aprovechamiento de la especializacion.

3.1. Modelo y notacién

Asumimos que cada individuo en N = {1,...,n} estd dotado de un tiempo total T que
debe distribuir entre labores productivas y administrativas en la organizacion en que parti-
cipa, normalizamos este tiempo a 1 para simplificar. Llamamos a;(h) al tiempo que utiliza el
individuo i en labores administrativas y p;(h) al tiempo que dedica a producir en h.

Supondremos que el tiempo que el agente i dedica a labores administrativas depende del
namero de contactos directos que mantenga en h, n;(h). Para simplificar, supondremos que
cada coneccion directa implica dedicar una cantidad de tiempo fija 7, un individuo por tanto
no puede tener mas de 1/7 conexiones directas. Tenemos entonces para n;(h) < 1/7:

Para simplificar atin mas, asumimos que 1/7 = 3, lo cual implica que el espacio de orga-
nizaciones factibles es:
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G={geg":N(g9) <3 Vie N}

Este supuesto no es critico en ninguna demostracion y pensamos que los resultados pueden
ser generalizados para cualquier 7. Agrupando los individuos segin el tiempo que dedican
a administrar, podemos particionar cada conjunto N(h) en tres subconjuntos: Especialis-
tas en administrar A(h), especialistas en producir W(h) y no especialista Z(h), definidos
respectivamente como:

A(R) = {i € N(h) : pi(h) = 0}
L(h) = {i € N(h) : pi(h) = 2/3}
I(h) = {i € N(h) : pi(h) = 1/3}

Llamaremos ademéas A(h) = |A(h) |, L(h) = |L(h)| y I(h) = |Z(h)].

La produccién de cada individuo i en la organizacion esta dada por una funcion f : R? — R
que a cada par de tiempo empleado en producciéon y ntimero de trabajadores en la organi-
zacion, (pi(h),n(h)) asigna la produccion de este trabajador f(pi(h),n(h)). Asumimos que f
es creciente en ambas variables.

Asumimos que un individuo que no invierte tiempo en labores productivas produce 0, esto
es, f(0,n(h)) = 0, ademés, suponemos que para k > 1, f(kt,m) > kf(t,m) de manera que
hay economias asociadas a la especialziacién de los individuos . Por dltimo supondremos que
para k > 1, f(t,km) > kf(t,m) por lo que hay también economias asociadas al tamano de
la organizacion.

Podemos observar en este modelo, que en una organizacion jerarquica existen individuos
especializados en la coordinacion de los demés y otros especializados en labores productivas,
tal como senala [11].

En [9] y [20] podemos encontrar miltiples explicaciones que justifiquen estos supuestos
sobre f (y por tanto sobre V (g, K)) , por ejemplo, una organizacion en la cual algunos indivi-
duos se especialicen en administrar, puede generar estructuras que faciliten el matching entre
los problemas que surgen en la organizacién con los especialistas mas capaces de solucionarlos,
o se puede hacer mas eficientes los lenguajes organizacionales al funcionar los administrado-
res de bajo nivel como “traductores” entre los administradores de alto nivel y los especialistas.

El valor total generado en una organizacion h € C(gy) posterior a la desaparicion de K
es:
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VihK) = 3 ¥ f(pi(g),n(h)) (3.1)
ieN(h)
Observemos que el tiempo de produccion del jugador i se mantiene fijo y no cambia al cambiar
el namero de individuos con los que esta conectado tras las desapariciones. Esto implica que
hay cierta inercia en la organizacion. El valor obtenido por vincularse segtin g es, posterior
de la desaparicion del subconjunto K de individuos es:

V(g K)= )  V(hK)
heCk(g)

El valor esperado de g por su parte es:

El pago que obtiene un individuo por participar de la produccién en la organizacion h es
entonces

Yi(g, K) = N (3.2)

3.2. Solucion sin deserciones

En este apartado estudiamos el caso particular en que no desaparece ningtin individuo,
esto es, el caso en que P(()) = 1. Estudiamos esta situacion para tener un caso base con el
cual comparar los resultados posteriores.

Proposicién 3.1
Si P(0) = 1, entonces si la red g es eficiente o estable en pares, cada componente h € c(g)
no tiene ciclos.

DEMOSTRACION.

Consideremos un componente h € C(g) en el cual participan n(h) > 3 individuos (En caso
contrario la demostracion es trivial puesto los componentes formados de parejas y individuos
aislados obviamente no tienen circuitos).

Supongamos que en el componente h hay un ciclo iyis, isis, ..., ixi1, mostraremos que quitar
el vinculo ixi; aumenta el valor del componente. Para esto basta con notar que en h — {izi; },

pe(h) < pe(h — {ig,i1}) para £ € {1, k}, mientras que p,(h) = p,(h—{ixi1}) Vi € N(h)\{1, k},
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como f es creciente en p;, se concluye que V(h — {ixi1 },0) > V(h,0).

Como los individuos se reparten en forma igualitaria el valor generado en h, eliminar los
ciclos en h aumenta también el pago que obtiene cada individuo en la organizaciéon, por lo
cual una red estable en pares tampoco incluye ciclos.

]

Para completar la caracterizacién de las redes eficientes y estables en pares, la siguiente
proposicion establece que en las redes fuertemente estables y eficientes, hay una especializa-
cion completa de los individuos (cada individuo es un especialista), ademaés, la red eficiente
o estable en pares consta de un tinico componente.

Proposicién 3.2 (especializacion sin abandonos)
Si g es eficiente o fuertemente estable, entonces en todo componente h € C(g) a lo mds un
idividuo no estd especializado,

i. Sin(h) es par, entonces en h hay A(h) = "(hg_z, L(h) = W y I(h)=0.

ii. Sin(h) es impar, entonces en h hay A(h) = %7 L(h) = % yI(h)=1.

DEMOSTRACION.

Por la proposicion [3.1] el espacio de todas las redes candidatas para ser eficientes o fuer-
temente estables es:

{g € G': no hay ciclos en g}

Tomemos cualquier componente h € C(g) con m individuos. Notemos ahora que como g
es un arbol, cualquier componente con A administradores especialistas, tiene necesariamente
L = A+ 2 trabajadores especialistas y I = m — 2A — 2 no especialistas. Usando esta
observacion, podemos escribir una funcion ¢ : N2 — R que asigne a cada organizacion con
m miembros y A administradores, el valor producido por dicha organizacion, ¢(A, m), en
efecto,

o m) = (4+2)f (3om) + (m— 2427 (3m)

Observemos que el valor marginal por cambiar un par de individuos no especialistas por
un administrador especialista y un trabajador especialista es:

oA+ Lm) = o(4,m) = £(5m) = 26 3m)
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Esta expresion es mayor que 0 si,
f(3,m)
2< (3.3)
3

Como asumimos que hay economias asociadas a la especialziacion de f, tenemos que
f(%,m) > 2f(%,m) y por tanto se cumple Luego en la red eficiente o estable se debe
minimizar el nimero de individuos no especialistas. Si m es par, entonces, se pueden obtener
0 no especialistas y si n es impar el minimo de no especialistas que se puede alcanzar es 1.

Esto basta para mostrar que una red eficiente estad completamente especializada.

Observemos por otra parte, que una red ¢ en la cual haya una especializacion plena, es
alcanzable via desviaciones de los individuos en N (h), luego en una red fuertemente estable,
la red debe exhibir una plena especializacién de los individuos, puesto en caso contrario todos
los individuos estaran mejor desvidndose a una organizacion full especializada .

]

Observemos que esto es importante para las intuiciones del modelo, cuando no hay des-
apariciones, conviene maximizar el nimero de especialistas en un componente y aprovechar
de forma plena todas las economias asociadas a la especializacion de los individuos.

Nos queda examinar el nimero de componentes que se forman en una red eficiente y es-
table. El nimero de componentes en las redes eficientes dependerd de la relacién entre las
economias asociadas a la especializacién respecto de las economias asociadas al nimero de
individuos en la organizaciéon. Para ilustrar esto, consideremos por ejemplo que n = 30, si
formaramos un tnico componente para agotar completamente las economias por el tamano
de la organizacion, la proposicion establece que en la red hay 16 trabajadores especialis-
tas y 14 administradores y se obtendria un valor de 16V/(2/3,30). Por otro lado, podriamos
formar 10 componentes con tres miembros cada uno, de esta forma obtendriamos un total
de 20 trabajadores especialistas y 10 no especialistas y se produciria un valor total igual a
20V(2/3,3)+ 10V (1/3,3), es mas, podriamos formar 30 componentes con un tGnico individuo
y obtener un valor igual a 30f(1,1). Como se ilustra, el nimero y tamafno de componentes
en la red 6ptima dependerd de cuan relevante sea aumentar el tamano de la firma respecto
de aumentar el nimero de especialistas.

Observemos que lo que se produce en un componente con m > 2 individuos es,

f(Ll sim=1
Z(m) = mT_Qf(Q/?’a m) sim > 1y es par (3.4)
m=3£(2/3,m) + f(1/3,m) sim > 1y es impar
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Proposicién 3.3 (Numero de individuos en cada componente)

i. S1 Z es superaditiva, entonces en una red g eficiente o fuertemente estable contiene un
unico componente con n individuos.

1. S1 Z es subaditiva, entonces en una red g eficiente o fuertemente estable contiene n
componentes, esto es, cada individuo produce en forma aislada.

DEMosTRACION. Obvia. O

Supondremos a partir de este momento que la funcion Z es superaditiva y por tanto, cuan-
do nadie desaparece hay incentivos fuertes a formar redes full especializadas que conecten a
todos los individuos.

La red fuertemente estable y eficiente, cuando no desaparece ningtun jugador estéa ilustrada
en la figura [3.1| para n = 10. Como se puede observar la red estd formada por un tnico
componente, donde dicho componente es un arbol y donde cada individuo se ha especializado
como administrador o como trabajador.

Figura 3.1: Ejemplo red estable sin desapariciones.

3.3. Soluciéon con deserciones

Estudiemos ahora que sucede en este modelo cuando hay deserciones. Asumimos que la
probabilidad de que desaparezca K € P(N) esta dado por:

P(K) = % si|K|=1
10 sino

Antes de continuar, observemos que una red se verd afectada de una forma desigual se-
gin que clase de individuo desaparezca, en particular, la desaparicién de un sujeto que se
especializa en administrar y ocupa una posicion central, puede tener un impacto muy impor-
tante. Por ejemplo, en la organizaciéon ilustrada en la figura la desaparicion del sujeto i
fragmente la organizaciéon en tres componentes con tres miembros cada uno.
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Figura 3.2: Impacto del abandono de un sujeto central en la organizacion.

En cambio, cuando desaparece un trabajador especialista, como k, la organizacién no se
fragmenta y sus distintas partes no se desconectan, como se ilustrado en la figura (3.3

Figura 3.3: Impacto del abandono de un sujeto periférico en la organizacion

De estos ejemplos, se intuye directamente que en el modelo hay un riesgo directo asociado
a especializar los miembros de la organizacion. En general, se tiende a pensar que en un en-
torno en que los individuos pueden desertar con facilidad, se formaran redes con una menor
cantidad de especialistas.

Esta asimetria en el impacto de las desapariciones en la organizacion residual, tiene un
importante impacto en el pago que recibe un individuo al formar parte de una organizacion:
sin importar que los individuos sean idénticos y que la regla de asignaciéon posterior sea
igualitaria en componentes, un individuo con un grado de centralidad mayor obtendri un
mayor pago esperado. Para ver por qué, consideremos el siguiente ejemplo,

Ejemplo 3.1
En la red ilustrada en la figura podemos observar que hay tres clases diferentes de
individuos, cuyos pagos esperados son:

Eic [Vilg, )] = - [500(3/2,9)] + = [4a°7(2/3,7)] + "2 [6/(2/3,10)
Eic[¥(9, K)] = - [50/(2/3,9)] + = [40°£(2/3,7)] + - [2077(2/3,3)] + "2 [67(2/3,10)]
Exc [Vig K)] = 2 [507(2/3,9)] + > [40°£(2/3,7)] + - [0 f(2/3,3)] + - [a°F(2/3,1)] + "2 [65(2/3,10)
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verifiquemos que,

Ex [Y(9. K)] — Ex [Yy(9. K)) = — [40°/(2/3,7) — 2a7/(2/3,3)] > 0

Ex [Yj(9, K)] — Ex [Yalg, K)] = — [5a.£(2/3,9) — a"f(2/3,1)] > 0

SI—=3|+=

explotando esta asimetria en los pagos esperados, podremos probar que en caso de existir
una red REFE, en esta, cualquier componente con mas de tres individuos no contendra
especialistas. Pero antes de esto, observemos que en una red fuertemente estable debe haber
a lo més un subconjunto de jugadores formando un circulo, puesto de lo contrario se podria
aumentar el nimero de trabajadores no especialistas, sin disminuir el niimero de trabajadores
especialistas y sin volver a la red mas fragil a las desapariciones.

Proposicién 3.4
Si g € RFE, 0 g € RE, entonces cada componente h € C(g) con n(h) > 3 tiene a lo mds un
subconjunto N' C N(h) de jugador, cuyos miembros forman un circulo.

DEMOSTRACION.

Asumamos que g es fuertemente estable y que hay un componente h € ¢(g) en el cual hay
dos o mas conjuntos de jugadores cuyos miembros forman un ciclo. Sea N; y Ny dos de estos
conjuntos.

En cada red en la cual hay mas de un ciclo, se cumple que N, N A(h) # () para £ € {1,2},
en efecto, en caso de que Ny N Ny = (), como N; y Ny pertenecen al mismo componente debe
haber por lo menos un individuo i que mantenga un vinculo con un individuo fuera de N, y
de esta forma conecte los miembros de N, con el resto del componente. Como dicho individuo
forma parte de un ciclo, i debe mantener ademés dos vinculos con individuos al interior de
N, y de esta forma se verifica que n;(g) = 3. En caso de que Ny N Ny # (), debe haber por lo
menos dos jugadores {i, j} € N1 N Ny # () que mantienen tres vinculos, en particular, porque
N; # N,, entonces al menos dos individuos deben mantener dos vinculos con ambos ciclos,
sino alguno de los conjuntos de jugadores no formaria un ciclo ( ambos casos estan ilustrados

en la figura [3.4] ).

Mostraremos a continuaciéon que podemos encontrar una red que genera mayor valor que
g formando un tnico ciclo con los miembros de N; y N,. Definamos el conjunto gy, como el
conjunto de todos los links que mantienen entre si los jugadores de Ny, esto es:

gy, ={ij€g:ie N, y je N}

Definamos adicionalmente ¢g¢ como el red en la cual se forma un tnico anillo con el conjunto
N(g°) = N1 U Ns. Sea g la red,
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g=1{9\{9m Ugn,}} Ug°

esto es, la red que formamos retirando todos los links en ambos ciclos y anadiendo un anillo
entre todos los individuos que formaban parte de dichos ciclos. Notemos que este desvio s6lo
supone anadir y cortar vinculos entre los jugadores de Ny U Ny, por lo cual g es alcanzable
via desvios en N7 U N,. . Tenemos que para todo i € Ny U Ny,

2a[f(1/3, N(g)] sii¢ {jr,Ja}
af(1/3,N(g9)  siie {ji, 2}

puesto el conjunto de jugadores ha ganado dos trabajadores no especializados, sin perder
ningln trabajador especialista, esto sin volver al conjunto mas vulnerable a la desconexion
tras las desapariciones (de hecho se ha vuelto mas resistente a las desapariciones en caso de
que N1 N Ny = (). Tenemos entonces que para los individuos i € {N; U No} |

V(g Ai}) = V(g {i}) = {

n—2

Ex [V(9,k)] — Ex [V (g, k)] = 2a [F(1/3, N (g)] + @%f (1/3, N(g))

con lo que se verifica que una red eficiente no contiene mas de un subgrafo que sea un anillo.
Por otra parte, dado que la regla de asignacion es igualitaria en componentes y todos los
individuos en N7 U Ny forman parte del mismo componente sin importar quien desaparezca,
los individuos de N; U Ny aumentan su pago con el desvio, de donde obtenemos que la red
que en la red fuertemente estable no puede haber més de un conjunto de jugadores que forme
un ciclo.

O

La intuicién de la proposicién es muy simple, consideremos el ejemplo ilustrado en la figura
3.4] si en una red hay mas de un ciclo, entonces hay por lo menos dos especialistas adminis-
tradores (iy j en la figura). Si reubicamos los jugadores que forman parte de los diferentes
ciclos en un tnico ciclo mas grande, podemos transformar en trabajadores no especializados
a los jugadores i y j sin alterar el nimero de trabajadores especializados ni la fragilidad ante
las desapariciones (por el contrario).

qn g2

Figura 3.4: Red estable y eficiente cuando no hay desapariciones.
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Volviendo ahora al argumento central, definimos,

1 Si todos los caminos entre k y £ en g pasan por i

0 sino
con {i,¢,k} C N(h) y definamos adicionalmente C?(g) como el nimero de individuos que se
desconectan de j cuando desaparece i, esto es:

Cllg)= > Cikg)

keN(h)\{7}

esta funcién nos permite determinar cuan importante es el jugador i al momento de mantener
conectado al jugador j al resto del componente.

Lamentablemente no hemos podido caracterizar mucho més el conjunto RFE en este mo-
delo, en cambio, podemos caracterizar con mucha exactitud el conjunto REFE, en particular
podemos establecer que las redes en este conjunto no tienen especialistas, como establece la
siguiente proposicion.

Proposicion 3.5 (Especializacion con abandonos)
Si g € REFE, entonces en cada h € C(g) con N(h) > 2, se satisface que A(h) = W(h) = 0.

DEMOSTRACION.
Consideremos un componente h que contiene al menos un trabajador especialista, sea i €
L(h), llamemos j al jugador a través del cual i estd conectado al resto del componente.

Notemos que Cji-(h) > Cij(h) y que cuando desaparece un jugador k ¢ {i,j}, iy j perte-

necen al mismo componente h' € C(gi) y por tanto Yi(h, K) = Y;(h, k) = % Por otra
parte, tenemos que:

Yi(h,{i}) = a0+ f(2/3,1)

Yi(h,{5}) = a[L(h)f(2/3,n(h) — 1) + I(h)f(1/3,n(h) = 1)] (3.5)

si tenemos que L(h) > 1 (esto es, hay un trabajador especialista aparte de i, lo cual se cumple
si es que h es por ejemplo un arbol ) tenemos directamente que Yi(h, {j}) > Y;(h,{i}) puesto
£(2/3,n(h) — 1) > £(2/3,1). Por tanto, Exe [Yi(h, K)] > Exc [Yi(h, K]

Observemos ahora que el conjunto de nodos adyacentes de j, S = N;(g), puede alcanzar
via desvios en S una red con una arquitectura idéntica al de la red g, pero donde los jugadores
i v j han intercambiado lugares en la red. En efecto, consideremos primero que el nodo j es
de grado 2 y llamemos k el segundo nodo al que j esta vinculado, la red ¢' = {g \ jk} U{ik}
se puede alcanzar via desvios en S = {i, k}, dado que basta anadir un vinculo entre jugadores
que pertenecen a Sy eliminar vinculos con jugadores fuera de S. Por otro lado, consideremos
ahora que j es de grado tres y S = {i, k, 0}, lared ¢’ = {g \ {jk, j¢}} U {il,ik} es alcanzable
via desvios en S puesto solo implica anadir vinculos entre los miembros de Sy quitar vinculos
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donde al menos una de las partes pertenece a S.

Tenemos entonces que Ex [Yi(¢', K)] = Ex [Y;(g9, K)] > Ex [Yi(g, K)] y E[Y.(¢, K)] =
E [Yi(g, K)] para £ € N;(h) \ {i}, luego hemos encontrado un subconjunto S C N tal que
hay una red ¢’ obtenible via desvios en S, en la cual Ji € S que obtiene un mayor pago en
¢’ v donde no hay ¢ € S que esté peor bajo ¢’. Luego esta red no puede ser fuertemente estable.

Por tltimo nos falta mostrar que cuando A(h;) =0 en , entonces la red tampoco es
fuertemente estable. Para esto notemos que si A(h;) = 0, entonces I(h;) =n(h) —2> 2y
el nodo j tiene grado n;(h) = 3 (puesto que no hay otro especialista aparte del jugador i
el conjunto de jugadores N(h) \ {i} necesariamente debe formar un circulo. Para este caso
tenemos,

Yilh, {7}) = a [(Z() = 2)£(1/3.n(h) — 1)] > a[2f(1/3,3)
Y;(h. {i}) = o/ £(2/3,1) < o £(2/3,1)

Si Y;(h,{i}) > Yi(h,{j}) podemos repetir el argumento formulado anteriormente (esto es,
que el pago esperado del individuo j es mayor que el de i y existe una coaliciéon S de jugadores
que no incluye a j que puede alcanzar una red ¢’ via desvios en S en la que i y 7 han cambiado
de posiciones). Como en este escenario, Yi(h, {j}) es estrictamente creciente en I(h) mientras
que Yj(h,{i}) es estrictamente decreciente en I(h), el caso méas restrictivo sucede cuando
I(h) = 2. En este caso, si tenemos que

a2f(1/3,3)] > a®f(2/3,1)

tenemos lo buscado y solo queda explorar lo que sucede en caso contrario. Asumamos entonces
que,
a[2£(1/3,3)] < a®f(2/3,1) (3.6)

llamemos ¢ y k los dos jugadores adyacentes j diferentes de i. Observemos que cada uno de
estos jugadores obtiene un pago en g igual a,

Ex [¥i(g. K)] = Ex [ilg, K)) = 02 LU0y (22 082) | (LIS, 9) 2 J2/3,3)

3 n 2 n 3
n—42f(1/3,4) + f(2/3,4)
* n 4

por otro lado, si k y ¢ cortan el vinculo entre ambos,

4 /(2/3,3)

Ex [Yelg — bt K)] = Exc [Yi(g — b, K)] = a—==1 n—m3f(2/3,4)

4

1
+ a3ﬁf(2/3, 1) +
el pago esperado aumenta cortando el vinculo k¢ si,

Ex [Yilg — k6, K)] = Ex [Yi(g, K)] = —[f(2/3,3) = f(1/3,3)] + % [@®f(2/3,1) = a®f(1/3,2)]

"SI/~ £(1/3,4] 2 0

3|e
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podemos observar que dado que f(2/3,m) > f(1/3,m) el primer y tercer término entre
corchetes son positivos, mientras que la desigualdad implica que el segundo término
es también positivo (puesto que a®f(2/3,1) > 2af(1/3,3) > o?f(1/3,2) ) y el pago de los
jugador ¢ v k aumenta al cortar el vinculo ¢k y por tanto g no puede ser fuertemente estable,
puesto la red g — k(¢ es alcanzable via desvios en S = {¢} 0 S = {k} y su pago aumenta.

]

La intuiciéon tras esta afirmacion es bastante simple: dado que los jugadores que ocupan
lugares mas céntricos en un componente tienen un pago esperado mayor , hay incentivos para
desviarse y formar una red similar, pero donde ha cambiado de posiciéon un individuo con una
posicion céntrica por otro con una posicion periférica. Esta permutacion de la red siempre
puede alcanzarse via desviaciones por un conjunto de jugadores que no involucra al jugador
perjudicado por el cambio. Esto se ilustra en la figura [3.5] podemos observar por ejemplo la
red g1, en esta red si los individuos 1 y 3 se coordinan, pueden alcanzar la red ¢| cortando el
vinculo 23 y anadiendo el vinculo 13, de esta forma el jugador 1 ha adquirido una posicion
méas central que antes y obtiene un pago mayor, mientras que el jugador 3 esta igual que
en g;. Lo mismo ocurre en g9, donde los jugadores 1,2 y 3 han empujado a la periferia al
individuo 4 cortando los vinculos 14 y 24, y anadiendo los vinculos 13 y 23. Pueden haber
desvios mucho mas elaborados, como el que media entre las redes g3 y ¢ en la figura. En
esta, se puede verificar que el conjunto S = 4,5,6,7,8,9,10 puede alcanzar via desvios en
S la red g5 y, de esta forma, todos los miembros de S estan igual o mejor que en g y los
individuos {1,2,3} estan en una peor posicion que antes, pero dado que no estan en S, no
se necesita el consentimiento de estos para desviarse a g;.

2 4 1 4 3 4
/\/ /\/ /‘4\ 3
1 3 2 3 1 2 1 2

a1 q, 9o 95
1 4
m | | \
5 6 7 8 9 10 2 3 7 8 5 6
/

93 93
Figura 3.5: Red estable y eficiente cuando no hay desapariciones.
Maés alla de la formalidad matematica, se puede criticar en este concepto de estabilidad
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que no se exige que todos los participantes en un desvio ganen, sino simplemente que nin-
guno pierda. Podemos notar que para lograr que un jugador céntrico intercambie posicion
con un jugador periférico, deben participar jugadores en el desvio que no ganan nada con
ello, luego no hay una razon real para que los individuos que no ganan al desvio participen.
De cualquier forma, es indiscutible en este modelo que el riesgo de las deserciones introduce
heterogeneidad en los pagos que obtienen los jugadores y que esta heterogeneidad se vuelve
una fuente de inestabilidad.

Observemos ademas que esto supone de base una diferencia entre el conjunto RE y REFE.
Puede ser socialmente 6ptimo que las organizaciones contengan trabajadores especialistas,
pero cuando la decision es privada nadie quiere ser un trabajador especialista. Esto deviene
de que los individuos no internalizan el impacto que provocan a otros cuando desaparecen,
dano que es especialmente severo cuando el individuo es un especialista en administrar.

Corolario 3.6
Si la red g € REFE | entonces todo componente h € C(g) con n(h) > 3 es un circulo.

DEMOSTRACION. Por la proposicion si g es fuertemente estable, entonces ningiin compo-
nente h € C(g) con n(h) > 3 es un arbol , puesto en todo arbol L(h) > 2 y por tanto hay
especialistas. Sumando a esto la proposicion hay a lo mas un circulo de jugadores en
cada componente h, se sigue que todo h € C(g) con n(g) > 3 debe contener exactamente un
circulo y ese circulo debe contener a todo los jugadores de N(h) puesto de lo contrario hay
especialistas. O

Para caracterizar la red fuertemente estable en caso de que exista, llamemos h°(m) a un
circulo formado por m miembros. El pago que obtiene un individuo en cuando forma parte

de h¢(m) es:

e R e e (]
= " faf(/8m = 1) + S [£(1/3,m) 57)

llamemos adicionalmente m* al nimero de miembros que maximiza el pago obtenido en un
circulo, esto es,

m* € Argmax Eg [Yi(h¢(m), K)] (3.8)

me{l,...,m}

y asumamos que m* es tnico por simplicidad.

Proposicion 3.7 (Namero de organizaciones)

(i) Si existe una red fuertemente estable g y n/m* € N, en g hay n/m* componentes y
cada uno de estos componentes es un circulo de m* individuos.
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(ii) Sin/m* ¢ IN, entonces REFE = ()

DEMOSTRACION.

(i) Por el corolario tenemos que, si g es fuertemente estable, cada componente en g es
un circulo. Consideremos entonces una red en la que cada componente es circular, pero
donde no hay n/m* componentes de tamano m*. Como no hay n/m* componentes con
m* miembros, existe un conjunto 7' C N, con |T| > m* de jugadores que no participan
de un circulo con m* miembros. Notemos ahora que cualquier subconjunto S C T, con
|S| = m*, que puede alcanzar via desvios en S una red ¢’ = {g \ {Uiesgi}} U ¢, donde
q es un circulo formado por los individuos en S, puesto para alcanzar esta red solo
se exige anadir vinculos entre los miembros de S y quitar vinculos en los cuales los
miembros de S estén involucrados. Dado que para i € S se tiene que Eg [Yi(¢/, K)] =
Eg [Yi(h¢(m*), K)] > Ek [Yi(g, K)], luego, todo miembro de S obtiene en ¢’ un pago
mayor que en g y g no puede ser fuertemente estable.

(ii) La demostracion de la parte (ii) en la proposicion [2.4] establece también la no existencia
de elementos en REFE para este modelo.

]

En este modelo hay un importante problema de existencia de redes en REFE, donde no
solo se exige que n/m* € IN (lo cual ya es bastante exigente de por si), sino que se exige
también que el pago que obtiene cada individuo en el circulo sea mayor que el minimo pago
que se puede obtener en cualquier otra red. Para ilustrar por qué llamemos g* a una red que
sigue la arquitectura descrita en , si hay alguna red ¢’ alcanzable via desvios por algin
conjunto S C N, en la cual todos los miembros de S obtienen un pago mayor que en el circulo
de m* miembros, entonces no existird una red fuertemente estable. Esto implica que para la
existencia de una red fuertemente estable se debe cumplir que VS C N y V ¢’ alcanzable via
desvios en S,

minEx [Yi(¢', K)] > Ek [Yi(g*, K)]

ies
No nos fue posible proveer condiciones de existencia mas especificas y mas simples de

verificar, sin embargo, independiente de si REFE = () o no, la fuente de inestabilidad es en
si misma interesante e informativa en este modelo.

Por tltimo, la siguiente proposiciéon establece una relacion entre el niimero y tamano de
componentes que se forman en la red fuertemente estable, y el pardmetro a que mide cuan
perjudicial es un abandono para una organizacion. Para esto llamemos m*(«) a la solucion
de como funcién de a.

Proposicion 3.8 (Limite del tamano de las organizaciones)

(i) m*(a) creciente en a.
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(i) ¥n, f 3 a tal que ¥V o < o, m* < n.

Dado que esta proposicion sigue el mismo proceso que la demostracion de la proposicion
2.5 es relegada al apéndice [A.2]

La primera parte de la proposicién nos muestra que mientras més perjudicial sea para
una organizaciéon una desercion, mas pequenas serdn las organizaciones. La segunda parte
establece que sin importar las economias de escalas asociadas al tamano de la organizacion
y especializacion, siempre podemos encontrar valores de o para los cuales las organizaciones
en las redes en REFE no contienen a todos los individuos.

Mas alla de estos resultados, no fue posible caracterizar en detalle los conjuntos RFE ni el
conjunto RE. Sin embargo, en el apéndice entregamos algunas caracterizaciones parciales
de ambos conjuntos. Para ambos casos, se puede mostrar que el conjunto factible de redes
fuertemente estables y eficientes incluye tinicamente a los arboles y las redes que contienen
un tnico anillo de jugadores. Ademas podemos conjeturar con bastante certeza que el nimero
de especialistas

3.3.1. Ejemplo numérico

Asumamos que N = {1,2,3,4} y f(t,m) = (t+1)*>m?. Bajo este contexto, las tinicas can-
didatas a redes fuertemente estables, son las redes gg, g1, g2, 94 ¥ gs ilustradas en la figura[3.6
Identificaremos a lo largo de este ejemplo las condiciones bajo cuales la red gg es fuertemente
estable y existe.

Cuando los individuos se organizan bajo gs, el jugador A € N obtiene un pago igual a,

EK [Y)\(gg, K)] = 12&

J J '
do 0 92 g3 94

gs ge gr gs

Figura 3.6: Candidatos a redes estables y eficientes
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Debemos estudiar los posibles desvios desde gg. Para esto, la tabla resume la infor-
macion sobre los posibles desvios desde gg. La primera columna indica la red ¢’ a la cual se
desvia el subconjunto S de jugadores, indicado en la segunda columna. La tercera columna
muestra los vinculos que deben anadir y quitar la coalicion S de jugadores para alcanzar la

red ¢’. La cuarta columna indica el jugador A € S que obtiene el menor pago de entre los
individuos de S,

A = ArgminEg [Y) (¢, K)].
AES
La quinta columna se muestra el pago Ex [Y)(¢', K)] obtenido por el jugador A. Finalmente,
la sexta columna muestra los valores de o para los cuales se cumple que Eg [Y)\(gs, K)] >

Ex [Ya(g', K)I:

g S Des A Ex [Ya(¢', K)] Est

go | {4k} | {gs\ {ik, Lk, jCl,ij}} {i, 4, k} 3 a>q

g | ALk | {gs \ {0k 15} {i.k} o {ik} |+ Ra o> i

g2 {k, 0} {gs \ {ik,j(}} {k, 0} %) + ;2720‘ o> %

gs | {i, €} | {gs\ {ik, tk, 0} } U {i, £} ¢ W+ Ba+Ba? |057SaS141
g4 {i, ¢} {9\ {ik, Ck}} U {i, ¢} {i, ¢} 4+ %a o> %

g5 | {5} o {6} | {gs\ {40}} jol Ta+Ba2+ Za? a<?2

s {i, ¢} {gs \ {ij}} U {it} i o+ a2 a< X

gr | {5k} | {gs\ {ij, 50}y U {jk} j Ba+Ba® a<23

Tabla 3.1: Desvios desde gs .

Podemos observar que basta que a > 0,57 para que el conjunto de todas las redes que
siguen una arquitectura como gg sea fuertemente estable.

52



Conclusion

En este trabajo hemos explorado como el riesgo que supone un abandono determina la es-
tructura de las organizaciones. Una vez asumimos que los abandonos afectan la productividad
de la organizacion residual, hemos sido capaces de mostrar que los individuos se organizan
de una forma robusta para minimizar el impacto de los abandonos. En primer lugar, hemos
mostrado que el peligro de que un abandono desconecte las diversas partes de la organizacion,
implica que se mantengan redundancias en las vias de comunicaciéon. En segundo lugar, mos-
tramos que este riesgo acota el tamano de las organizaciones (y por tanto el aprovechamiento
de economias de escala), debido a que las organizaciones de mayor tamano son aquellas que
con mayor probabilidad sufrirdn deserciones. Por tltimo, mostramos que este riesgo limita
también el grado de especializacion al interior de las organizaciones.

Hemos aportado con un modelo que permite modelar con mucha flexibilidad un rango
muy amplio de situaciones en las que los jugadores abandonan las estructuras de redes que
formaron y que puede funcionar bien para estudiar propiedades mas generales para este tipo
de situaciones .

Hemos mostrado ademas, que en este contexto, sin importar que los individuos sean ex
ante idénticos y que se repartan el valor producido en partes iguales, el riesgo de que las
diferentes partes de la organizaciéon se desconecten tras un abandono introduce una hetero-
geneidad en los pagos en favor de aquellos individuos que ocupan lugares centrales y esto, a
su vez, introduce una fuente de inestabilidad en las organizaciones a través de una suerte de
competencia por ocupar los lugares centrales en la organizacion.

Esta investigacion sugiere ademéas que la forma de las organizaciones puede depender cri-
ticamente del contexto legal en el que se desempena. Las organizaciones en contextos menos
formales y con consecuencias menos graves por abandonar (esto es, donde es mas probable
que alguien deserte) tenderan a funcionar en forma maés horizontal y explotar en menor grado
las economias asociadas a la division del trabajo y especializacion. Los individuos comprenden
que otorgar demasiada centralidad a un individuo puede volver a toda la supervivencia de la
organizacion muy dependiente de que un individuo cumpla con los compromisos adquiridos
y ese riesgo puede ser sencillamente intolerable. Por el contrario, en contextos donde sea muy
dificil incumplir los compromisos adquiridos, las organizaciones tenderén a ser mas verticales
y explotardn en un mayor grado los beneficios de la especializacion.
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Podemos observar que a partir de este trabajo preliminar, se pueden abrir varias lineas de
investigacion. En especial conjeturamos que algunas de las caracteristicas de los modelos de
comunicacion y jerarquias podrian ser bastante més generales. Cuando la funcion de valor es
sensible a las desapariciones, hay incentivos importantes para que las organizaciones limiten
su tamano y mantengan una densidad minima de conexiones. Por otra parte, se intuye que
la heterogeneidad en los pagos introducidos por la sensibilidad monoétona en la funcion de
valor puede sostenerse para un rango mucho mas amplio de distribuciones de probabilidad y
en este sentido, dar incentivos importantes para que los individuos formen redes regulares.
Queda pendiente entonces pendiente para trabajos futuros investigar si las propiedades que
se han expuesto a lo largo de este trabajo se mantienen en condiciones mas generales.

Una segunda linea de investigacion que sugiere ser interesante, consiste en estudiar las
estructuras que se forman cuando la probabilidad de que un individuo abandone la organiza-
cion sea endbdgena y dependa de la porcion del valor asignada al jugador. Conjeturamos que
pueden existir equilibrios en que todos los individuos en una organizacion estén especializados
y donde se pague una prima a los individuos que ocupen lugares centrales para prevenir que
estos dejen la organizacion.
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Apéndice A

A.1. Apéndice de demostraciones modelo de comunica-
ciones

En este apartado damos, en primer lugar, un resultado analogo a la proposiciéon sin
necesidad de suponer que el problema[2.2]tiene una tnica solucion y sin necesidad de suponer
que n/m* € N. Podremos ver que si bien hay algunos cambios, las intuiciones principales de
la proposiciéon se mantienen. EEn segundo lugar, presentaremos las demostraciones de las
proposiciones pendientes de las secciones [2| y

Para dar el resultado analogo a la proposicion comencemos por definir,

M = ArgmaxW;(m)

me{l,...,n}
definamos ademas,

m* = minM

Wi(m*) = méax Wi(m)
me{l,...,n}
consideremos para una red cualquiera g una particion del conjunto de jugadores N, en la
cual N*(g) es el conjunto de jugadores que son parte de un componente con n(h) € M y el
conjunto N¢(g) = N\ N*(g), es el conjunto de individuos que no pertenece a un componente
con n(h) € M. Asimismo consideremos la particion de g en dos subgrafos ¢g* y ¢° definidos
por,

g={ijeg:{i,j} € N(9)}
g°={ij€g:{i,j} € N°(9)}

observemos que g* N ¢° = () (Puesto la particion de N se hace a través de los componentes
y por definicién no hay vinculos entre individuos de diferentes componentes). Finalmente, la
siguiente proposicion caracteriza las redes fuertemente estables,

Proposicion A.1
Si g € RFE entonces |[N®(g)| < m* y Vh € ¢g*, n(h) € M.
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DEMOSTRACION.

Recordemos primero que por la proposicion cada componente en una red fuertemente es-
table debe ser un circulo y el pago que obtiene un individuo que participa de un componente
cualquiera en una red fuertemente estable esta dado por Wi(m).

Ahora, el primer paso es mostrar que |[N¢(g)| < m*, para esto observemos que si esto no se
cumple, N¢(g) > m*, por tanto todo i € N°(h) obtienen un pago Wi(m) < W;(m*). Notemos
ahora que cualquier subconjunto S C N°®(g) con |S| € M puede alcanzar via desvios en S
una red ¢’ en la cual los individuos de |S| forman un circulo, en efecto, para esto solo basta
que los individuos en S eliminen todos sus vinculos en g y anadan los vinculos necesarios
entre los individuos en S para relacionarse segin un circulo. En esta nueva red cada i € S
obtiene E [Yi(g, K)] = Wi(m*) > Eg [Yi(g, K)].

En segundo lugar, tenemos que en una red g con |[N¢(g)| < m*, no existe ningin conjunto
S C N y red ¢ alcanzable via desvios en S tal que al menos un individuo en N*(g) obtenga
un pago estrictamente mayor, ya que Vi € N*(g), Ex [Yi(g, K)] = Wi(m*). Por lo cual solo
resta verificar que existe un subgrafo ¢¢ fuertemente estable.

Para esto definimos el problema ¢ — simo de tamano 6ptimo como:

M, = Argmax W;(m) (A1)

mef{l,...|N*(ge)[}

Entonces tenemos que si el subgrafo g es parte de una red fuertemente estable, entonces
en g7 hay a lo mas |N7(g)| < minM; individuos que no forman parte de un componente
con n(h) € M; miembros. Podemos repetir el proceso ¢ veces, definiendo en cada ocasion
Ni(ge)| = n — i;ll N*(ge), hasta que N¢(g§) < 1. De esta forma tenemos que dado el
problema siempre tiene soluciéon, siempre podremos encontrar un subgrafo ¢° estable
y por tanto la red descrita es fuertemente estable. Ademas mediante este proceso podemos
construir siempre redes fuertemente estables y por tanto el conjunto RFE es no vacio. O

DEMOSTRACION PROPOSICION [2.6].

Consideremos un componente h € C(g) en el cual hay por lo menos un individuo critico
i € N(h). Cuando desaparece el individuo critico, h se “fractura” en al menos dos componente,
llamemos hy y ho dos de los componente en C’(h{i}) . Para simplificar la notacién llamemos
n(h) = k al nimero de individuos conectados en el componente h y llamemos n(hy) = ki y
n(hg) = hy al nimero de individuos conectados en los fragmentos hy y hy del componente h.
El valor producido en el componente h tras la desapariciéon del jugador critico i es:

V(h{i}) = af (ki) + af (k2) = clha| — [y

mientras que el valor posterior a la desaparicion del individuo critico que se obtiene anadiendo
el vinculo jijs es, con j; € N(hy) y jo € N(hy):

V(h+ jij2, {i}) = af (k1 + ko) — c([ha] + |ha| + 1)
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Notemos ahora que puesto anadir el vinculo j; 72 tiene costo ¢ — 0

V(h+ jije, {i}) = V(b {i}) = a [f (k1 + k2) — f(k1) — f(k2)]

Observemos también que dado que el costo de anadir un vinculo es muy bajo, V¢ € N\{i},
V(h+ ji1j2,0) = V(h,l) > c/k =0

podemos establecer entonces que el valor esperado marginal por anadir el link 7,75 es

Eg [V(h+ jij2, K)| Ex [V(h, K)] >

3|0

[f (k1 + ko) — f(k1) — f(ko)]

el signo de esta expresion depende del signo del término entre corchetes. Notemos que el valor
por anadir el link es positivo si,

f(ki + ko) > f(kr) + f(k2)

lo cual es verdadero por hipotesis. O]

DEMOSTRACION DE PROPOSICION [2.12] .

Tenemos al igual que en la demostracion de la proposicion que los conjuntos de salida
de la funcion W; son obviamente reticulos, que la funcion Wi(m, ) es supermodular en m
(puesto es una tinica variable y el conjunto 1, ..., m tiene siempre definido el maximo y minimo
entre dos elementos cualquiera ) y que el espacio factible es creciente en a (puesto el espacio
factible no depende de « ), por lo cual para mostrar que m*(«, p) es creciente en «, solo falta
mostrar la funcion W (m, «) tiene diferencias crecientes en (m, «) . Observemos primero que,

Wi, ol) — Wintsa) = (1—p) 3 (m’ - 1)pz<1 et @y £ =0

p l m' —
-1 o1, o f(m —10)
e 3 (M e T
iy , m' — ¢
-3 ("7 = D e - ()



separando la sumatoria,

_ Z (mlg_ 1)p£(1 _p)m’—£f<m/ _ ﬁ) ((a/)é o (a)é)

=0

m' —/(
ra-n Y (") - D @y - @)

r—1
y—1

()= () () ()= (1)
Z ()T "

Sustituyendo (A.3) en (A.2)) tenemos:

usando el hecho de que (z) = ( ) + (1;1)7 tenemos que:

por otra parte tenemos que,

m—1

W o) = Winia) = 3 (m - 1)pf<1 — =D (e

— 14 m —{

la funcion W tiene diferencias crecientes si [W(m/, o/) — W(m/, )] —[W (m,a’) — W(m, «)] >
0, esto es si,




Reordenando,

G ] e
n ~ (m/g— 1)p5<1 _ p)m/—é f(TZ/L/__;) ((a/)é _ (a)€> >0

observemos que en tanto (o/)® > (a)’ para o/ > «, el primer y tercer término en la
expresion anterior son positivos. El segundo término es también positivo si,

/ -t -/
1m0 fn =)

reordenando tenemos que,

fm—0) m/ — 7=
fm' =€) m—+¢

1-— =p>p

el caso maés restrictivo es en el cual m' =m + 1y £ = 0, por lo qué tenemos:

fm) m+1
Cfm+1) m P

esto es, cuando p no es muy grande, tenemos que la funcion W(m, «) tiene diferencies
crecientes y por el teorema de Topkins se cumple que m*(a)) debe ser una funciéon creciente
en o. N
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A.2.

Apéndice de demostraciones modelo de Jerarquias

DEMOSTRACION PROPOSICION [3.8].

(i)

Llamemos m*(«) a la solucion del problema (3.8) dado a y llamemos W; : {1,...,n} X
[0,1] = R a la funcién objetivo en dicho problema, esto es:

m—1 n—m
+—

Wi(m, a) = 2 [af(1/3,m — 1)]

[f(1/3,m)]

Al igual que en las proposiciones y basta con mostrar que se satisfacen las
condiciones del teorema presentado en , para mostrar que m*(«) debe ser
creciente en «. Obviamente tenemos que {1,...n} es un reticulo y que el conjunto [0, 1]
es un conjunto parcialmente ordenado. También tenemos que la funcion Wi(m, «) es
supermodular en m, puesto para my,mg € {1,...,n}

Wi(my Amag, ) + Wi(my V mg, a) = Wi(my, o) + Wi(me, @)

luego, sblo resta probar que W; tiene diferencias crecientes en (m,«), en efecto para
o >aym >m:

Wi o) — Wim, of) > Wim, o) — Wi{m, a)
(") s = 1> (P @) f5n - )

n

del hecho de que m' — 1/n > m —1/ny f(1/3,m' —1) > f(1/3,m — 1) para m’ >
m, tenemos que la desigualdad se sostiene y w; exhibe diferencias crecientes, luego
se satisface todas las condiciones del teorema de Topkis y se concluye que m*(«) es
creciente.

Observemos que basta que se cumpla que,

n—1

af(1/3.n— 2)] + % (/30— 1) > af(1/3,n—1)

para que se satisfaga que en una red ¢ € REFE los componentes no incluyan a todos
los individuos, reordenando obtenemos que,

f(1/3,n—1)

a < =«

nf(1/3,n—1)—(n—1)f(1/3,n —2)

notemos por ultimo que dado que nf(1/3,n—1)—(n—1)f(1/3,n—2) >0y f(1/3,n—
D—(n—-1)f(1/3,n—2)> f(1/3,n—1), a € [0, 1].

]

Para caracterizar el conjunto REFE explotamos el hecho de que todo trabajador especia-
lista obtenfa un pago estrictamente menor que el pago de vecino, quien ocupa un lugar de
mayor centralidad. El siguiente lema permite extender esta idea y muestra que en al menos
los arboles esta relacion se extiende a todos los jugadores.
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Lema A.2
Si la red g es un drbol, entonces para dos nodos adyacentes iy j tales que Pi(g) > Pj(g), se
satisface entonces que,

DEMOSTRACION.

Comencemos considerando dos nodos adyacentes i y 7 en el arbol g. Asumamos que
Pl(g) > P;(g) Como iy j son adyacentes, tenemos que para cualquier desaparicion K ¢ i, j,
los jugadores iy j pertenecen al mismo componente h € C(g;) y por tanto Yi(g, k) = Y;(g, K).
Por otro lado notemos que,

Yi(g;,{j}) = OzPi_j(g’ [A(g;)f(2/3,n— P (g) + I(g;) f(1/3.n — 1 (9))]
Yi(gi, {i}) = @79 [A(g) f(2/3,n — Pi(g9) + I(g:) f(1/3,n — Pi(9))]

dado que pi(g) > P (g), aP© > of9), Por otra parte, como ¢ es un arbol y p(g) >
p!(g) se debe cumplir que A(gj) + 1(gj) > A(gi) + I(¢:), finalmente, dado que por hipdtesis
f(1/3,m+1) > f(2/3,m), tenemos que,

Ex [Yi(g, K)] = Ex [Y;(g, K]

A.2.1. Caracterizacién RFE y RE

En este apartado, entregamos una caracterizacion parcial de los conjuntos RFE y RE. Para
esto, comenzaremos recordando que la proposicion establece que una fuertemente estable
o eficiente contiene a lo mas un anillo de jugadores. Dicho esto, tenemos como candidatas a
redes eficientes las redes con un tnico anillo y los drboles. Separaremos entonces el estudio
de ambas clases de redes.

Redes con un tinico anillo

La siguiente afirmacion sera 1til para restringir el conjunto de redes con un tnico anillo
de jugadores que pueden ser eficientes,

Definicién A.1 (Axén)
Si h es un componente con un unico anillo A%, un azdn de i € N(h°) es una sub red h* C h
) =

conectada, tal que i€ N(h*) y Vj € N(h%), j ¢ N(h°)\ {i} y d(ij , ]{[I(lllzr\lh )d(iﬁ).
e a
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Notemos que, puesto hemos definido el ax6n inicamente para redes con un tnico conjunto
de jugadores que forman un anillo, un axén es necesariamente un arbol. La figura[A.T| muestra
una red con un ciclo y dos axones, en el ejemplo, h¢ = {12,23,34, 45,51}, la subred h! =
{46,67,68,89,810} es un axon de 4 mientras que la subred h2 = {211} es un ax6n de 2.

Figura A.1: Axones.

El siguiente Lema establece una relacién entre el nimero de trabajadores especialistas y
administradores en un axén que explotaremos luego para caracterizar las redes RE y RFE.

Lema A.3
En un azén con L(h) = a trabajadores especialistas, hay A(h) = a administradores.

DEMOSTRACION. Notemos primero que el nodo i € N(h*) N N(h¢) es necesariamente un admi-
nistrador, puesto mantiene dos vinculos en h¢ y un vinculo en h®. De esta forma L(h) = 1
entonces A(h) = 1 (puesto si A(h) = 0 el trabajador especialista no esta conectado al resto
del componente y como h® es un arbol, si A(h) > 1 hay mas trabajadores).

Consideremos ahora que un axon cualquiera con a trabajadores especialistas y a adminis-
tradores. Si quisiéramos agregar un trabajador especialista, al axén debemos agregar también
un administrador, en efecto, si conectamos ese especialista a un trabajador especialista no
habra aumentado el nimero de trabajadores especialistas, por otra parte no se puede conectar
ese especialista a un administrador, pues estos ya mantienen el maximo niimero de vinculos
que pueden sostener. S6lo queda entonces conectarlo a alglin no especialista, transformandolo
de esta forma en un administrador.

De esta forma por induccion, tenemos que siempre hay el mismo nimero de administra-
dores y trabajadores especialistas en un axon.

]

Proposiciéon A.4

Si g € RFE 0 g € RE y g contiene un anillo de jugadores entonces, todo axén h® C g sdlo
involucra dos individuo, esto es n(h*) =2 (O alternativamente, todo individuo que no forma
parte del anillo en g es adyacente de a un individuo que si es parte del anillo).
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DEMOSTRACION.
Consideremos un componente h € C(g), con un anillo h° de jugadores y que tiene al menos
un axén con més de 2 individuos. Tomemos un ax6n cualquiera h® y consideremos que en el

axon L(h*) =a, A(h) =ay I(h) = k.

Observemos que podemos construir otro componentecon los individuos en N(h) que ge-
nere mayor valor, en efecto, sea ¢ el componente en donde en el cual todo i € Z U A(h) se
integrado al anillo de jugadores y donde vinculamos cada i € Lh inicamente con un indivi-

duos en A(h), como se ilustra en la figura Observemos que A(q) = A(h), L(q) = L(h) y
I(g) = I(n).

Cuando desaparece k ¢ N(h®) o para k € L(h) se tiene V(q,{k}) = V(h,{k}). llamemos
ri(k) al nimero de contactos que pierde el individuo i cuando desaparece el individuo k,
tenemos:

V(b kY = > ™™ f2/3,n(h) —ni(k) + Y a"®f(1/3,n(h) —ri(k))

ieL(hy) i€Z(hy)

Para k € Z(h) tenemos,

Vg, {k}) = a[(I(h) = 1) f(1/3,n(h) = 1) + L(h)f(2/3,n(h) = 1)]
dado que r5(k) > 2 para todo i € N(h) \ {k} y k € Z(h),

V(h {k}) < a®[(I(h) = 1) f(1/3,n(h) = 2) + L(h) f(2/3,n(h) — 2)]

puesto que o? < a'y f es creciente en el nimero de individuos conectados, se concluye que
V(q,{k}) > V(h,{k}). Examinemos ahora que sucede si k € A(h), tenemos:

Vg, {k}) = a® [L(h) f(1/3,n(h) — 2) + (L(h) — 1) f(2/3,n(h) = 2)] + "M ~1 f(2/3,1)
en este caso ri(k) > 3, luego:
V(h,{k}) < o [I(h) f(1/3,n(h) = 3) + (L(h) — 2) f(2/3,n(h) — 3)] + 22" "1 £(2/3, n(h) — 1)
de donde concluimos que V (g, {k}) > V(h, {k}) concluimos por tanto que,
Ex V(g k)] > Ex [V (h, k)]

y la red h no puede ser eficiente.

Notemos por tltimo que la red ¢ es alcanzable via desvios en N(h) y que en g cada
individuo obtiene un pago Ex [Yi(g, k)] > E[Yi(h, k)], puesto con probabilidad n(h) —n(h*)/n
obtiene un pago igual y con probabilidad n(h®)/n obtiene un pago estrictamente mayor. []
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g1 q1

Figura A.2: Axones.

La intuicion tras esta proposicion es bastante obvia, es un poco absurdo organizarse en
redes con un anillo de jugadores y axones de mayor tamano, puesto en ese caso podemos for-
mar una red alternativa con el mismo ntiimero de especialistas pero con una arquitectura maés
robusta a la disrupcion. Un axo6n grande introduce una fragilidad adicional sin dar ningtn
beneficio adicional a la organizacion.

En conjunto con la proposicion [3.4) esta proposicion establece que las tinicas candidatas a
redes fuertemente estables que quedan son arboles, circulos o circulos con axones de tamano
2. La figura ilustra diferentes redes que contienen un tnico anillo candidatas a formar
parte de RFE o RE con varios niveles de especializacion diferentes. La red g; por ejemplo, esta
formada por cuatro trabajadores especialistas y cuatro especialistas en administrar mientras
que en la red g3 no hay especialistas.

Figura A.3: Axones.

Cualquier componente h que siga esta arquitectura, nos referiremos al conjunto N (h¢),
como comité interno de administracion y al conjunto N(h) \ N(h¢) como especialistas peri-
féricos. Observemos respecto de estas redes que sigue la arquitectura descrita y en la cual
hay a administradores especialistas, hay a trabajadores especialistas y m — 2a trabajadores
no especialistas. Observemos ademés que cuando desaparece un administrador especialista,
el componente se fragmenta en dos partes, uno que contiene m — 2 miembros y otro con un
miembro. Por otra parte cuando desaparece cualquiera de los demas integrantes el compo-
nente no se fragmenta. Llamemos fz(a, m) a una red que sigue la arquitectura descrita en la
proposicion y que cuenta con a administradores especialistas. El valor esperado de ﬁ(a, m)
cuando a > 1 es,
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E [v(f}(a, m))} - % [02(a — 1)£(2/3,m — 2) + o™ £(2/3,1) + (m — 2a)a>f(1/3,m — 2)]
+ a
+ a% [(a—1)f(2/3,m — 1) + (m — 2a) f(1/3,m — 1)]

M2 623, m — 1)+ (m— 20 — 1)f(1/3,m — 1)]

" [af(2/3,m) + (m — 2) £(1/3,m)

Reduciendo algunos términos
)f(2/3,m —2) +a™ 7 f(2/3,1) + (m — 2a)a” f(1/3,m — 2)]

_ ¢ [ocz(a -1
[(am +a—a®) f(2/3,m —1)+ (m —2a)(m —a—1)f(1/3,m — 1)]

(67
+ —
n
n

oz m laf(2/3,m)+ (m — 2a)f(1/3,m)]

Mientras que para a = 0 es,

= [(m = 1)f(1/3,m = 1)] +

£ [V (h0.m)] = a e lmf(1/3,m)

Para a > 1 tenemos ademés que,

3B [V (o) =2
.\

[(m—2a—1)f(2/3,m—1)4 (da+2—3m)f(1/3,m —1)]

— [£(2/3,m) — 2/(1/3,m)
[@®f(2/3,m —2) +2af(1/3,m —1) — 2a°f(1/3,m — 2) — af(2/3,m — 1)]

d? - 2
—E|V(h = —

v (iem)] =3
Observemos que la concavidad /convexidad de E [V (ﬂ(a, m))} no depende de a. En efecto,

E [V (ﬁ(a, m))] es concava si,
alf(2/3,m—2)—2f(1/3,m—2)] < f(2/3,m —1) —2f(1/3,m — 1) (A.4)

y convexa en caso contrario. de donde se sigue evidentemente que el conjunto RFE y RE

puede contener redes con un nimero 0 < a < m/2 de especialistas.

Redes sin ciclos

Observemos que en cualquier componente h sin ciclos, Vi € A, C(hyy) =3, yVie T
C(hgy) = 2, por lo que en un componente sin ciclo cualquier especialista administrador y no
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especialista son criticos en el componente, ademas es mas danino para la organizaciéon que
desaparezca un administrador especialista en tanto la desaparicion de este tipo de miembros
fractura la organizacion en tres partes.

Lo menos grave que pude suceder cuando desaparece i € A es que quede un componente
formado por m — 3 individuos y dos trabajadores especialistas aislados, mientras que lo mas
danino para la organizacion es que tras la desaparicion del especialista en administrar queden
tres componentes de aproximadamente (m — 1)/3 cada uno. Por otro lado si desaparece un
sujeto i € T en una red sin ciclos, lo menos danino es que se tras la desaparicion quede un
componente formado por m—2 miembros y un trabajador aislado, mientras que lo mas danino
es que la red se fragmente en dos componentes con aproximadamente (m — 1)/2 miembros
cada una.

Dado estas observaciones, el valor obtenido en un componente h sin ciclos posterior a la
desaparicion del individuo i esta acotado superiormente por:

2071 £(2/3,1) + (W(h) —2)a?f(2/3,m — 3) + I(h)a® f(1/3,m — 3) siie A(h)
Vi(h,{i}) < ¢ o™ 1f(2/3,1) + (W (h) — D)a®f(2/3,m — 2) + (I(h) — 1)a?f(1/3,m —2) siie€ Z(h)
(W(h) — Daf(2/3,m —1)+ I(h)af(1/3,m — 1) siie W(h)

llamaremos entonces VA(h), V[(h) y VL(h) a cada una de estas cotas superiores. El valor
posterior a la desaparicion de i estd ademas acotado inferiormente por:

W (h)a®™/3f(2/3,m/3) + I(h)a®™/3f(1/3,m/3) siie A(h)
V(h,{i}) > S o [W(h)a™?2f(2/3,m/2) + (I(h) — 1)a™?f(1/3,m/2)] siie Z(h)
(W(h) —1Daf(2/3,m—1)+ I(h)af(1/3,m —1) Siie W(h)

Llamaremos respectivamente V ), V) v Viy ) a cada una de estas cotas inferiores. El
valor esperado en un componente A sin ciclos esta acotado superior e inferiormente por:

ARV s+ BV g+ BBV g+ 22 (W (R) £(2/3,m) + I(R) f(1/3,m)]
<E[V(h)] <
#VA(;L) + @Vl(h) + TV iy + S (W () £(2/3,m) + I(h) £(1/3,m)]

n

El trade off esta aqui en que si los individuos se organizan en un arbol pueden aprovechar
de mejor manera los beneficios asociados a la especializacion, pero por otra parte, se vuelven
mas fragiles a las desapariciones, en tanto para cualquier i € WUZ, C(hgy) > C(h).
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A.3. Teorema de Topkis

Definiciéon A.2 (Funciéon Supermodular) Una funcion f; X — R en un reticulo X es (es-
trictamente) supermodular si para todo 1, x5 € X,

f(x1 Vxe) + f(zi Axa) > (>) f(21) + f(2)

Definicion A.3 (Funcion con diferencias crecientes) Sean Ty X reticulos completos, en-
tonces f : X x T'— R tiene diferencias crecientes en x y t si para todo 2’ = x y ' = ¢, se
cumple que:

f(l’/,t/) - f(&?,t/) > f(x/7t> - f(x7t)

Teorema A.5 (Teorema de Topkis en [4]) Sea ©* C © el conjunto de valores para los
parametros para el cual el problema:

) y
xrgggg)f (z,0)

existe. St X es un reticulo, © es un conjunto parcialmente ordenado y

e La funcion objetivo f: X x © — R es supermodular en X.
e f tiene diferencias crecientes en (x,0).

e La correspondencia G : © = X es creciente en 0. Entonces la correspondencia de
solucion ¢ : ©* = X definida por,

¢(#) = Argmaxf(z,0)
z€G(0)

es creciente. s mds, si la funcion objetivo es creciente en x y 0, la funcion de valor:

v(@) = Sup f(z,0)
zeG(0)

es creciente.
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