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MODELO DE EQUIIBRIO GENERAL URBANO

El presente trabajo de tesis aborda el desaf��o de formular un modelo integrado, que contenga un

equilibrio entre los sistemas de transporte, uso de suelo e intercambio de bienes y servicios.

Para este prop�osito, se utiliza como base el modelo RELUTRAN (Anas y Liu, 2007), que formula

un equilibrio en los sistemas de uso de suelo, transporte y consumo de bienes y servicios; en este caso,

se asume que los agentes se localizan maximizando su utilidad, por lo tanto, es un modelo tipo \Choi-

ce"; el modelo del sistema de transporte se basa en \Stochastic cost minimization model" (Daganzo

y She�, 1997) y no tiene demostraci�on de convergencia ni de unicidad de la soluci�on. Sin embargo,

iterativamente se llega a una soluci�on.

Luego, el modelo propuesto en esta tesis recibe el nombre de MEGU (Modelo de equilibrio general

urbano), se asume que el mercado del suelo se transa mediante remates, por lo tanto, es un modelo

tipo \Bid". Se de�nen dos tipos de agentes, \Hogares" y \Firmas"; los primeros maximizan una fun-

ci�on de utilidad tipo Cobb-Douglas aleatoria, mientras que las Firmas, minimizan una funci�on aditiva

de costos; en ambos casos el t�ermino de error para las funciones de disposici�on a pagar resultantes,

distribuye Fr�echet (Mattsson. et al., 2011). El trade-o� consiste en que los hogares demandan suelo,

consumen bienes y servicios y ofertan mano de obra; mientras que las �rmas demandan suelo, produ-

cen bienes y servicios y demandan mano de obra. Para la oferta inmobiliaria, se utiliza como referencia

la formulaci�on propuesta en MUSSA (Mart��nez y Donoso, 2010), pero con una distribuci�on de error

tipo Fr�echet. El sistema de transporte que se utilizar�a est�a basado en el MTE (Baillon y Cominetti,

2008).

Se dise~na un algoritmo de iteraci�on y soluci�on secuencial por etapas, que comienza determinan-

do las variables representativas del sistema de transportes dada la localizaci�on de los agentes, luego

encuentra la soluci�on para el sistema de intercambio de bienes y servicios y �nalmente actualiza la

localizaci�on de los agentes.

Con el �n de veri�car el correcto funcionamiento de la formulaci�on propuesta, se dise~nan escenarios

de simulaci�on que permiten analizar casos tipo y se programa una rutina espec���camente desarrollada

para M.E.G.U., que se aplica en una ciudad �cticia.

Finalmente, se reportan las principales conclusiones obtenidas y se sugieren posibles l��neas de in-

vestigaci�on futura.
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Cap��tulo 1

Introducci�on

En esta tesis se presentar�a la formulaci�on de un modelo integrado, que postula un equilibrio entre

los sistemas de transporte, uso de suelo y mercado de intercambio de bienes y servicios. Con este

prop�osito, primero se realiz�o una revisi�on de los modelos existentes de uso de suelo, concluyendo, a

modo general, que se ha trabajado de buena forma la relaci�on entre el sistema de actividades y el

sistema de transportes, sin embargo, no ha sucedido lo mismo con el sistema de intercambio de bienes

y servicios. Considerando lo anterior, el presente documento busca hacerse cargo de esta relaci�on,

incluyendo producci�on e intercambio de bienes y servicios dentro del sub-modelo de uso de suelo. Por

lo tanto, el principal objetivo de esta tesis es formular un modelo de equilirio general urbano, en el cual

los distintos agentes compitan por localizaci�on en un mercado tipo remates. Dentro de los resultados

a obtener, se encuentran las matrices de rentas por localizaci�on de los agentes, las matrices de precios

de equilibrio de bienes y servicios, las matrices de localizaci�on de los agentes y los tiempos y costos

de viaje entre los nodos de la red. El modelo a elaborar ser�a probado en una ciudad prototipo para

veri�car su correcto funcionamiento.

Dentro de la ingenier��a de transporte existen varias �areas dedicadas a estudiar cada una de las

etapas de los viajes, en este contexto, el �area de uso de suelo en particular, tiene como objetivo

investigar como se generan los viajes y por consiguiente, la estrucutra de las matrices Origen-Destino,

adem�as de intentar predecir los cambios que va a experimentar la cuidad en el mediano y largo plazo,

a trav�es de la creaci�on de modelos matem�aticos predictivos.

Los modelos mencionados en el p�arrafo anterior, se basan principalmente en dos enfoques para

simular el comportamiento de los agentes. El primero se conoce como \Bid" (Alonso, 1964), en el

cual se asume que el mercado inmobiliario se comporta como un proceso de remates, donde los agen-

tes que se localizan, llamados tambi�en hogares, presentan una disposici�on a pagar por las distintas

localizaciones, que son asignadas al mejor postor. Mientras que el segundo enfoque, se conoce como

\Choice" (Anas, 1982), donde se supone que los agentes eligen la localizaci�on que maximiza su utili-

dad. Ambos enfoques son equivalentes (Mart��nez, 1992) ya que si se cumplen las reglas del remate, la

localizaci�on donde el hogar es el mejor postor coincide con la localizaci�on donde su utilidad es m�axima,

el fen�omeno anterior se denomina la \Equivalencia Bid-Choice".

Es importante mencionar algunas caracter��sticas del mercado inmobiliario que lo hacen complejo

desde el punto de vista de la modelaci�on. Una de las principales, es la existencia de externalidades de

localizaci�on (Mart��nez y Araya, 2000), donde, la ubicaci�on de un agente puede hacer que cambie la

valoraci�on del resto por un determinado bien inmueble, inuyendo en su desici�on de localizaci�on. Lo
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anterior, le otorga al bien inmueble la caracter��stica de \cuasi-�unico", ya que si bien, en t�erminos de

sus caracter��sticas constructivas dos viviendas pueden ser iguales, su entorno hace que sus atritutos

sean diferentes, lo que hace cambiar la valoraci�on que pueden tener los distintos agentes por �el. Luego,

la estructura del sistema de transporte de la ciudad y la distribuci�on de los empleos tambi�en inuyen

en la elecci�on de localizaci�on de los agentes.

Un modelo que incorpora varios de los elementos antes mencionados es MUSSA (Mart��nez y Do-

noso, 2010) aunque no incluye los mercados laboral, de bienes y servicios. Es de remates estoc�asticos y

resuelve el problema del equilibrio en localizaci�on entre hogares y �rmas que ofertan bienes inmuebles,

asegurando su existencia y unicidad. Adem�as, considera la existencia de externalidades de localizaci�on,

sin embargo, no incorpora la relaci�on que existe entre el sistema de uso de suelo y el sistema de

transportes, aunque si existen modelos basados en MUSSA que la consideran.

Un modelo que integra uso de suelo y transporte es MITUS (Bravo, et al., 2009), que es del

tipo remates, donde las decisiones de localizaci�on siguen la estructura de MUSSA y el modelo de

transporte privado cumple las condiciones del equilibrio de�nido como Markovian Tra�c Equilibruim,

MTE (Baillon y Cominetti, 2008). Existe un solo modo de transporte, por lo tanto, no considera

partici�on modal. Permite la existencia de externalidades en el sistema de uso de suelo y en el sistema

de transportes, sin embargo, el equilibrio de MITUS tampoco considera el intercambio de bienes y

servicios.

Un modelo que avanza en representar la estabilidad general es RELUTRAN (Anas y Liu, 2007),

debido a que presenta un equilibrio en uso de suelo, sistema de transportes y consumo de bienes y

servicios. Tiene un marco micro�economico adecuado, no obstante, no considera externalidades de

localizaci�on y no existe demostraci�on de unicidad ni de convergencia, aunque los autores aseguran que

el algoritmo llega al equilibrio.

Complementando lo anterior, un elemento poco enfatizado en la literatura es el supuesto de la

distribuci�on de errores que se utiliza en las funciones de utilidades y postura. Todos los modelos men-

cionados anteriormente, asumen que dichas funciones siguen una distribuci�on tipo Gumbel, por lo que,

las probabilidades de localizaci�on son Logit, pero esto no se justi�ca f�acilmente en modelos de remate

basados en disposici�on a pagar.

Finalmente, el modelo que se presenta en esta tesis recibe el nombre de MEGU (Modelo de

Equilibrio General Urbano) y replica la capacidad de RELUTRAN en cuanto a modelar el equilibrio

genera que incorpora los sistemas de transporte, uso de suelo e intercambio y producci�on de bienes

y servicios, pero a diferencia de RELUTRAN, asume que el mercado del suelo se transa mediante

remates y que el comportamiento de los consumidores se modela a trav�es de posturas aleatorias tipo

Fr�echet (Mattsson, et al., 2011). Tambi�en se plantean diferencias importantes en la modelaci�on de los

agentes que demandan localizaci�on, tanto hogares como �rmas, por ejemplo, en el caso de MEGU las

elasticidades de producci�on de las �rmas dependen del tipo de insumo. Con respecto al equilibrio en el

sistema de transporte, esta tesis utiliza MTE (Bailon y Cominetti, 2010) a diferencia de RELUTRAN

que utiliza un equilibrio basado en \Stochastic cost minimization model" (Daganzo y She�, 1997).

Estos aspectos de�nen condiciones diferentes en el equilibrio general. En esta tesis se estudian las

condiciones de unicidad del modelo de equilibrio general propuesto y se probar�a num�ericamente la

convergencia del algoritmo de soluci�on.
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Objetivo General

El objetivo de esta tesis es formular y analizar un modelo de equilibrio general urbano, en el cual

tanto hogares como �rmas compitan por localizaci�on en un mercado con remates, con un equilibrio tipo

Walrasiano en los mercados de mano de obra y consumo de bienes y servicios, y un equilibrio wardro-

piano en los mercados de transporte; los agentes y los usuarios de transporte tienen comportamiento

estoc�astico.

Objetivos Espec���cos

Formular un modelo de localizaci�on basado en comportamiento estoc�astico donde los errores

para las posturas de todos los agentes que forman parte del equilibrio de uso de suelo urbano

distribuyan Fr�echet.

Formular un modelo de equilibrio parcial en bienes y servicios tipo Walras condicional en las

decisiones de localizaci�on y transporte.

Formular el modelo integrado MEGU y estudiar las propiedades de unicidad del equilibrio y

convergencia del algoritmo de soluci�on.

Desarrollar un prototipo computacional que permita probar los resultados y estudiar la soluci�on

del problema MEGU mediante simulaci�on.

Metodolog��a

Para cumplir con los objetivos planteados, primero se har�a una revisi�on de la bibliograf��a existente

sobre modelos urbanos, en conjunto con una discusi�on sobre sus aspectos m�as relevantes.

Se formular�a un modelo de localizaci�on de hogares e industrias, se tomar�an como referencia las fun-

ciones de utilidad para agentes de RELUTRAN, que se modi�car�an para levantar ciertos supuestos.

El equilibrio tendr�a otro enfoque, pasando de ser un modelo tipo "Choice" a "Bid".

Para modelar el comportamiento de los hogares, se formular�a un problema de maximizaci�on de

la utilidad sujeto a restricciones de tiempo e ingreso. La funci�on de utilidad a utilizar ser�a del tipo

Cobb-Douglas, que depender�a del consumo de bienes, la cantidad de suelo, las externalidades y de un

t�ermino de error (para el cual se asumir�a una distribuci�on tipo Gumbel) y estar�a sujeta a restricciones

lineales de tiempo e ingreso totales. Luego, maximizando la funci�on resultante al incorporar las res-

tricciones, se obtienen las demandas marshalianas de los distintos bienes. Reemplazando estos valores

en la funci�on de utilidad original e invirtiendo en la renta se llega a la funci�on de disposici�on a pagar

(necesaria para un modelo de remates). Es relevante mencionar, que se estudiar�a si por construcci�on,

esta funci�on estoc�astica tiene una distribuci�on del error tipo Gumbel o Fr�echet.

Para el caso de las industrias, se asumir�an principios similares y se minimizar�a la funci�on de costos

sujeta a una restricci�on de producci�on dada. La funci�on de gastos ser�a similar a la utilizada en RELU-

TRAN, lineal, aditiva y depender�a del capital, mano de obra, cantidad de suelo y bienes de producci�on

intermedia. La funci�on de producci�on ser�a del tipo Cobb-Douglas. Dado lo anterior, minimizando la

funci�on resultante al incorporar la restricci�on, se obtienen las demandas optimas de los distintos in-

sumos. Reemplazando estos valores, se genera la funci�on de costos, invirtiendo en la renta se llega

a la funci�on de disposici�on a pagar. A diferencia del caso anterior (hogares), es sobre la funci�on de

3



disposici�on a pagar en la que se asume un comportamiento estoc�astico, al ser una funci�on no negativa,

se considerar�a el uso de la distribuci�on de error Frech�et.

El equilibrio Walrasiano iguala oferta y demanda en los mercados de mano de obra y producci�on de

bienes y servicios y, adem�as se simula un remate en el mercado del suelo, de donde se obtienen todos

los precios simult�aneamente. Las ecuaciones resultantes ser�an puntos �jos en precios de los bienes y

servicios, producci�on, tasa salarial y en utilidades esperadas de los hogares, los que se pueden resolver

anal��ticamente siguiendo la metodolog��a utilizada en el modelo RB&SM(Mart��nez y Henr��quez, 2007).

En la modelaci�on del sistema de transporte se utiliza el modelo MITUS (Bravo et al, 2010),

en el sentido que el equilibrio corresponde a la asignaci�on a la ruta y tiempos de viaje seg�un el con-

cepto de equilibrio markoviano estoc�astico de tr�a�co (MTE), permitiendo un solo modo de transporte.

El nuevo modelo de equilibrio de uso de suelo y el equilibrio de bienes y servicios se integrar�a

al software MITUS, generando un nuevo software llamado MEGU. Se analizar�a el equilibrio de este

nuevo modelo MEGU mediante simulaci�on computacional con el �n de estudiar sus propiedades de

convergencia y los resultados obtenidos.

Contenido Tesis

Cap��tulo 1: Introducci�on

En este cap��tulo se explica de manera general el trabajo realizado, detallando los pasos a seguir y

la metodolog��a propuesta.

Cap��tulo 2: Revisi�on bibliogr�a�ca.

En esta secci�on se abordan los conceptos sobre uso de suelo conocidos en la literatura y sus

aplicaciones para as�� entender el modelo que se presentar�a en esta tesis.

Cap��tulo 3: Formulaci�on del modelo.

En esta secci�on se presenta la formulaci�on matem�atica del modelo estoc�astico de equiibrio general

urbano desarrollado.

Cap��tulo 4: Aplicaci�on en una ciudad prototipo.

En este cap��tulo se detallan las simulaciones computacionales realizadas para veri�car el correcto

funionamiento del modelo matem�atico y hacer pruebas preliminares de convergencia.

Cap��tulo 5: Resultados y An�alisis.

En este cap��tulo se presentan los resultados obtenidos, lo que son acompa~nados con un an�alisis

respectivo.

4



Cap��tulo 2

Revisi�on Bibliogr�a�ca

2.1. Introducci�on

En este cap��tulo se abordan los conceptos acerca de uso de suelo conocidos en la literatura, nece-

sarios para entender el modelo que se presentar�a en esta tesis.

La revisi�on consta de dos partes, primero se revisan los contenidos b�asicos y luego se revisan algunos

modelos existentes que propongan un equilibrio en el sistema de uso de suelo y transportes.

2.2. Nociones sobre uso de suelo

El sistema de uso de suelo se puede entender como un mercado, donde existen distintos tipos de

agentes. Exist��an dos formas de modelar este sistema: A trav�es de la teor��a de los remates o mediante

la regla de maximizaci�on de la utilidad. Ambos enfoques resultaron ser equivalentes dando origen a la

equivalencia Bid-Choice.

A continuaci�on se presentan estas metodolog��as.

2.2.1. Mercado de remates (Enfoque bid)

Considerando que la valoraci�on de un bien inmueble se puede de�nir tanto por sus caracter��sticas

f��sicas (ya sea tipo de construcci�on, tama~no, n�umero de ventanas, etc.) como por las caracter��sticas

del entorno (existencia de parques cercanos, vecinos, comuna, etc.), es posible asegurar que no existen

dos propiedades iguales, por lo tanto, los bienes inmuebles son cuasi-�unicos. Como la valoraci�on de

estos atributos es distinta entre las personas, resulta razonable suponer que el mercado inmobiliario se

comporte bajo la l�ogica de los remates, donde dada una localizaci�on, los distintos hogares presentan

diferentes disposiciones a pagar.

El primero en reconocer que la localizaci�on hace que los bienes inmuebles sean cuasi-�unicos fue

Alonso (1974), quien propuso un modelo de remates en el cual una determinada vivienda es adjudica

al mejor postor. Como resultado del remate el precio del bien inmueble es igual a la m�axima postura

entre los agentes. En este caso, se analiza un problema determinista.
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2.2.2. Maximizaci�on de la utilidad (Enfoque choice)

Este enfoque asume que los agentes se comportan de manera racional, por lo tanto, eligen aquella

localizaci�on que maximice su utilidad, basados en los atributos que esta posea. Debido a que no todos

estos son observables por el modelador, se introduce una componente estoc�astica en el modelo, por

lo tanto, la utilidad que proviene de elegir una alternativa es la siguiente:

Uhi = Vhi + "hi (2.1)

En Anas (1982), el t�ermino "hi sigue una distribuci�on de error del tipo Gumbel y utiliza este marco

para formular un modelo aleatorio del mercado inmobiliario, en el cual los agentes realizan una elecci�on

discreta al elegir una localizaci�on, la que considera los siguientes factores: tipo de vivienda v , modo

de transporte m y zona i . Por lo tanto, en este caso se trata de un modelo estoc�astico. Se supone

que los agentes toman esta decisi�on maximizando su utilidad (o excedente).

Se formula un equilibrio del tipo Walras entre oferta y demanda inmobiliaria, lo que implica que

los precios son ex�ogenos para el consumidor y se observan en el equilibrio. Debido a que el t�ermino

de error utilizado distribuye Gumbel, la probabilidad de elegir una localizaci�on viene dada por el logit

multinomial descrito en 2.2:

Pvmi =
exp(Vvmi)∑

g

∑
n

∑
j exp(Vgnj)

(2.2)

2.2.3. Equilivalencia Bid-Choice

Martinez (1992) demuestra que el enfoque Bid y el enfoque Choice son equivalentes: Para el caso

deterministico y el estoc�astico. Si un hogar determinado cumple la regla del mejor postor en una lo-

calizaci�on en particular, en esta tambi�en alcanza su m�axima utilidad. A esta teor��a se le conoce como

la Equivalencia Bid-Choice.

Considerando que la maximizaci�on de la utilidad es equivalente a la maximizaci�on del excedente

del consumidor, EC (Mart��nez, 2000), la localizaci�on donde se maximiza la utilidad se puede obtener

de acuerdo a la expresi�on 2.3:

(h;i) = argmaxi(EChi)8(h;i) (2.3)

El excedente del consumidor queda determinado por la diferencia entre la disposici�on a pagar (DP )

y la renta (r), seg�un lo expresado en la ecuaci�on 2.4:

EChi = DPhi � rhi8(h;i) (2.4)

Ahora si consideramos la regla del mejor postor, la renta ser�a igual al m�aximo de las disposiciones

a pagar por esa localizaci�on. Luego, reemplazando 2.4 en 2.3 se puede escribir lo siguiente:

(h;i) = argmaxi(DPhi � (maxgDPgi)) (2.5)

De la expresi�on anterior, se deduce que en el mejor de los casos el excedente del hogar es cero y que

esto ocurre en la localizaci�on donde el agente es mejor postor. En el resto de las localizaciones el exce-

dente ser�a negativo, debido a que s�� no es el mejor postor, la renta ser�a mayor a su disposici�on a pagar.
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Luego, se puede concluir que la localizaci�on donde el hogar maximiza su excedente es la misma

donde es mejor postor. Esta equivalencia se veri�ca a utilidades dadas para todos los consumidores,

que representan la \utilidad de reserva" con la que los agentes participan en el remate.

La principal ventaja de trabajar con modelos donde se utiliza el enfoque bid basado en la disposici�on

a pagar, es su facilidad de calibraci�on por sobre los modelos donde los hogares eligen localizaci�on de

acuerdo a una funci�on de utilidad. Esto se debe a qu�e la renta, y por lo tanto la disposici�on a pagar, de

los bienes inmuebles es observable, a diferencia de la utilidad obtenida. Luego, al existir informaci�on

observable y medible, es posible realizar la calibraci�on de los modelos.

2.3. Modelos de simulaci�on

2.3.1. Mussa

Mussa es un modelo dise~nado para predecir la localizaci�on esperada de agentes en el �area urbana.

Fue desarollado por Mart��nez y Donoso (2010) y corresponde a un modelo de remates al mejor postor

del tipo Bid-Choice, por lo que, reconoce la caracter��stica de unicidad de los bienes inmuebles. Del

equilibrio se obtiene la renta del bien inmueble y el nivel de utilidad que alcanzan los consumidores. La

gran ventaja que presenta respecto de otros modelos similares es la capacidad de resolver externali-

dades en el proceso de localizaci�on, que se incorporan al problema de equilibrio y se resuelven por el

m�etodo RB&SM (Mart��nez y Henr��quez, 2007) del modelo. La oferta total por bienes inmuebles es

igual a la demanda, por lo tanto, todos los agentes se localizan.

Se asume que los agentes son racionales en su comportamiento, por lo tanto, maximizan su

utilidad, las diferencias no observables se modelan por una variable de error aleatoria del tipo Gumbel.

A continuaci�on, se detallan los sub-modelos:

Modelo de consumidores

Los consumidores del modelo corresponden a hogares y �rmas los que son clasi�cados en categor��as

de acuerdo a su ingreso (h�H). Los oferentes de bienes inmuebles, que corresponden a las construc-

toras, se dividen en categor��as (j�J) de acuerdo a sus costos de producci�on. Los bienes inmuebles en

MUSSA, se diferencian por tipo (v), localizaci�on (i) y un vector de atributos(z).

Los consumidores compiten en el remate haciendo posturas de acuerdo a su disposici�on a pagar,

funci�on que anal��ticamente se obtiene invirtiendo la renta en la funci�on de utilidad indirecta, condicio-

nal a la elecci�on de localizaci�on.

Denotamos por Vhv i a la funci�on de utilidad indirecta condicional en v i . Al asumir que cada agente

consume una localizaci�on i y que tiene un ingreso yh, esta funci�on se puede expresar de la siguiente

manera: Vhv i = Vh(y � h � rh;p;zv i). Luego, la disposici�on a pagar condicional a un nivel de utilidad

Uh es:

Bhv i = yh � fh(p;zv i ;Uh) (2.6)
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Modelo de posturas

Para facilitar el c�alculo del equilibrio se asume que la funci�on de utilidad es cuasi-lineal, o sea, que

es lineal en al menos uno de los bienes que la componen. La funci�on de postura utilizada en el modelo

se compone de la siguiente manera:

Bhv i = b1h + b
2
hv i(N;S) + b

3 (2.7)

donde:

b1h: Ajusta el nivel de utilidad Uh igual para toda localizaci�on.

b2hv i :Describe la valoraci�on de los atributos de la propiedad. Algunos atributos son ex�ogenos al

equilibrio de localizaci�on, como: r��os, parques, cerros, etc., y quedan bien de�nidos por el par�ametro

correspondiente. Mientras que los m�as complejos son los end�ogenos, que describen las externalidades

de localizaci�on y que son de�nidos con dos tipos de variables. La primera es la distribuci�on de los

agentes en la zona, N, que describe atributos como la calidad del vecindario, combinando las carac-

ter��sticas de los agentes en la zona con el n�umero de agentes. La segunda, es la cantidad de oferta

existente, S, que describe el ambiente construido en la zona.

b3: Corresponde a un t�ermino independiente que solo es relevante para el c�alculo del valor absoluto

de las rentas, es decir, es independiente del equilibrio que se resuelve en rentas y disposiciones a pagar

relativas.

Con el �n de considerar la variabilidad existente dentro de los grupos de consumidores, se asume

que las posturas tienen una componente aleatoria, por lo tanto, se puede escribir como:

Bhv i = Bhv i + "hv i (2.8)

Donde "hi distribuye I.I.D. Gumbel. Luego, la probabilidad de que uno de los agentes Nh del tipo

h sea el mejor postor en (v ;i) viene dada por 2.9:

Ph=v i =
Nhexp(�Bhv i)∑

g�H(Ngexp(�Bgv i))
(2.9)

En la ecuaci�on 2.9 el par�ametro � es inversamente proporcional a la varianza de las posturas.

Esta es la versi�on agregada del logit multinomial que incluye la correcci�on por distinto tama~no de las

categor��as propuesto por McFadden (1978). Entonces, el n�umero esperado de agentes h localizado

en (v ;i) viene dado por:

Nhv i = Sv iPh=v i (2.10)

Luego, reemplazando 2.9 y 2.20 en 2.12 se obtiene la expresi�on �nal:

Nhv i = Sv i
Nhexp(�(b

1
h + b

2
hv i(N::i ;S:i)))∑

g Ngexp(�(b1g + b
2
gv i(N::i ;S:i)))

(2.11)

La ecuaci�on 2.11 se puede resumir de la siguiente manera:

Nhv i = N(b1: ;N::i ;S:i)8h;v ;i (2.12)
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Esta expresi�on denota claramente que se trata de un problema de punto �jo, debido a las exter-

nalidades de localizaci�on.

Como resultado del remate, la renta de un bien inmueble es determinada por el valor esperado de

la m�axima postura, cuya expresi�on en este caso es la siguiente logsuma:

rv i =
1

�
ln(
∑
g�H

(Ngexp(�Bgv i))) +


�
(2.13)

donde  es la constante de Euler. Notar que las rentas dependen de las posturas.

Modelo de oferta inmobiliaria

Se asume que los ofertantes de bienes inmuebles maximizan su excedente, el que te�oricamente

var��a a trav�es de las posibles localizaciones, lo que es causado principalmente por diferencias entre la

informaci�on, condiciones y movilidad de recursos entre las condiciones de los mercados. Adem�as, para

cada par (v ;i) existen diferencias en la regulaci�on, lo que podr��a hacer que el excedente cambie.

A su vez existen diferencias entre los productores, como por ejemplo, el tama~no de la �rma, lo que

podr��a hacer que sus costos no fuesen iguales, por lo que, tambi�en tiene sentido que vari�e entre tipo

de bien inmueble v . Luego, el excedente o pro�t de la �rma viene dado por la siguiente expresi�on:

�v if = rv i � cv if (2.14)

Otro aspecto te�orico importante que se incorpora es la potencial existencia de econom��as de escala,

dentro de la misma �rma o de una zona, o de diversidad a trav�es de las �rmas y zona por lo que la

funci�on de costos depende del vector de oferta S, o sea, cv if = cf (S::)

Luego, el n�umero esperado de oferta residencial del tipo (v,i), viene dado por: Sv i =
∑

j SjPv i=j ,

donde Sj es la participaci�on del productor j en la producci�on total y Pv i=j es la probabilidad de que

la combinaci�on (v ;i) le entregue la m�axima utilidad al productor j . Si consideramos un error aleatorio

tipo Gumbel, la probabilidad Pv i=j ser��a un logit multinomial y si Sj =
∑

j N
�Pj , con N

� la oferta total

(igual a la demanda en el equilibrio), entonces la oferta espec���ca Sv i viene dada por:

Sv i = N
∑
j

Pj
exp(�(rv i � cv i j))∑

v 0i 0j 0 exp(�(rv 0i 0 � cv 0i 0j 0))
(2.15)

donde � es inversamente proporcional a la varianza del excedente. Debido a las econom��as de

escala y diversidad, la funci�on de costos depende de N y S, por lo tanto la ecuaci�on 3.40 se puede

escribir de manera simpli�cada de la siguiente manera:

Sv i = S(b1: ;N:::;S::) (2.16)

La ecuaci�on 2.16 representa un problema de punto �jo.

Modelaci�on de las restricciones en el comportamiento

Esta versi�on utiliza una novedosa t�ecnica para modelar las restricciones o regulaciones, que se

basa en el enfoque del Logit Multinomial Restringido (CML) propuesto por Mart��nez, et. al. (2005).

Este enfoque consiste en utilizar un factor de corte que se denomina \cut-o�" en las funciones de

comportamiento. De esta forma, se pueden modelar restricciones espec���cas, como por ejemplo, que
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la disposici�on a pagar no sea superior al ingreso de los hogares y las distintas regulaciones existentes

en las zonas.

Equilibrio

La ecuaci�on de equilibrio estoc�astico entre oferta y demanda es la siguiente:∑
v�V;i�I

Sv iPh=v i = Nh8h (2.17)

Esta condici�on se cumple si y solo si: ∑
v i

Sv i = N = S (2.18)

y

b1h = �
1

�
ln(

1

Nh

∑
v i

(Sv iexp(�(b
2
hv i � rv i)))) (2.19)

Lo que de forma abreviada se puede escribir de la siguiente forma:

b1h = bh(b
1
: ;P:=::;S::) (2.20)

Lo que representa otra ecuaci�on de punto �jo.

Es importante mencionar un par de aspectos relevantes del modelo. Se observa que una mayor

disposici�on a pagar signi�ca una menor utilidad. De la misma forma, considerando lo dem�as constan-

te y obviando los efectos de segundo orden, se tiene que la utilidad decrece con un aumento de la

poblaci�on porque la oferta es m�as demandada.

Luego, el equilibrio se representa por la soluci�on simult�anea de las ecuaciones 2.12, 2.16 y 2.20.

La soluci�on existe si los par�ametros de escala del logit � y � pertenecen al rango de�nido por Mart��nez

y Henr��quez (2007). Ellos muestran que la unicidad de la soluci�on se garantiza si los par�ametros de

escala son lo su�cientemente bajos, esto es, si las disposiciones a pagar y los excedentes tienen una

varianza m��nima.

2.3.2. RELUTRAN

Es un modelo formulado para predecir la localizaci�on esperada de los agentes en el �area urbana,

la oferta inmobiliaria, la producci�on de �rmas y los precios de equilibrio de bienes y servicios. Fue

desarollado por Anas y Liu (2007) y corresponde a un modelo de maximizaci�on de la utilidad. Recoge

atributos para las localizaciones, pero son tratados de manera ex�ogena, es decir, no incorpora las ex-

ternalidades generadas por la ubicaci�on de otros agentes. Permite la existencia de exceso de oferta en

el mercado inmobiliario, las constructoras poseen informaci�on perfecta en t�erminos de estimaci�on de

la demanda, pero tienen incerteza en los costos, que son estoc�asticos. Se asume que los t�erminos de

error distribuyen i.d.d. Gumbel, por lo tanto, las funciones de probabilidad de elecci�on de localizaci�on

y de oferta inmobiliaria corresponden a funciones logit.

Se compone de dos grandes submodelos: RELU y TRAN. EL primero corresponde al modelo de

uso de suelo e incertercambio y producci�on de bienes y servicios, mientras que el segundo, TRAN,

entrega el equilibrio en el sistema de transportes.
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La formulaci�on para hogares y �rmas, se analizar�a en detalle ya que sirven de base para MEGU. A

continuaci�on, se presenta un breve resumen de la estructura del modelo, con sus principales subtareas.

RELU

Existen cuatro tipos de agentes en el modelo: Consumidores, productores, due~nos de terrenos y

constructoras.

Consumidores

Los consumidores se de�nen como potenciales trabajadores y se dividen de acuerdo a su cali�caci�on

en F categor��as distintas (el n�umero de agentes por categor��a es ex�ogeno). Se asume que realizan

un conjunto de elecciones discretas: Lugar de trabajo j , lugar de residencia i y tipo de hogar v , y

que, condicional a estas elecciones toman siguientes decisiones continuas: Cantidad de espacio que

se arrienda q, horas de trabajo anuales Tw y cantidad de consumo agregado en bienes zz . Esto se

formula en la utilidad 2.21, que corresponde a una funci�on tipo C.E.S.:

Uf ni jv = �f ln(
∑
z

�zni j f (zz)
nf )1=nf + �f ln(b) + Ei jv + "i jv (2.21)

donde zz es el consumo de bienes en la zona z , b es la cantidad de suelo en metros cuadrados,

Eivh son los atractores ex�ogenos de la zona y "i jv es el error aleatorio que distribuye Gumbel. Con el

�n de evitar la soluci�on trivial, esta funci�on se encuentra sujeta a las siguientes restricciones de ingreso

y tiempo, respectivamente:

∑
z

(pz+gi j f ciz)zz+bRiv+�jdci j = �j(1�#f )wj f (H�dti j�
∑
z

gi j fZz tiz)+[1��j#f �(1��j)#
�
f ]Mf

(2.22)

H � �jdti j �
∑
z

gi j f zz tiz > 0 (2.23)

donde pz corresponde al precio del bien en la zona z , gi j f son los viajes requeridos por un consu-

midor con cali�caci�on f que vive en i y trabaja en j para comprar una unidad de un bien de consumo,

ciz costo monetario de ir desde i hasta z , Riv es el valor que renta por un bien inmueble del tipo v

localizado en i , �j es una variable tipo dummy que vale 1 si el consumidor esta trabajando y 0 si no,

d es una variable ex�ogena que indica la cantidad de d��as que se trabaja en un a~no, #f es una variable

ex�ogena que indica la tasa de impuestos sobre el ingreso salarial, wj f tasa salarial de un consumidor

tipo f que trabaja en j , ti j tiempo de viaje por persona desde i hasta j , #
�
f variable ex�ogena que indica

la tasa de impuestos sobre el ingreso no salarial y Mf es el ingreso no salarial para un consumidor de

habilidad f .

Acomodando los t�erminos correspondientes se pueden de�nir dos expresiones. La primera es

�zni j f = pz + gi j f (giz + �j(1 � #f )wj f tiz) que corresponde al costo total de un bien z, lo que

se puede entender tambi�en como el costo generalizado. Mientras que la segunda corresponde a

Ii j f = �j(1 � #f )wj f (H � dti j) + [1 � �j#f � (1 � �)#�f ]Mf � �jdci j y se puede entender como

el ingreso disponible luego del pago de impuestos y de los costos de transporte.
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Por lo tanto, para cada par (i ;j;v) las demandas Marshalianas que son soluci�on del problema de

maximizaci�on de la utilidad 2.21 bajo las restricciones 2.22 y 2.23, son las siguientes:

bi jvnf =
�f Ii j f
Riv

(2.24)

zzni j f =
�
1=(1�nf )
zni j f

�
1=(nf�1)
zni j f∑

s �
1=(1�nf )
sni j f

�
nf =(nf�1)
sni j f

�f Ii j f (2.25)

luego, reemplazando las expresiones 2.24 y 2.25 en 2.21 se obtiene la utilidad indirecta condicional

a las elecciones discretas de vivienda, lugar de residencia y trabajo. La variabilidad existente en cada

grupo f se modela con una variable de error que sigue una distribuci�on i.i.d. Gumbel con par�ametro de

dispersi�on �f , por lo tanto, la probabilidad de que la elecci�on (i ;j;k) maximice la utilidad del consumidor

tipo f viene dada por un logit multinomial:

Pi jvnf =
exp(�f Ui jvnf )∑

8(s;t;n) exp(�f Ustnnf )
(2.26)

Productores

Los productores son agentes que captan mano de obra y bienes intermedios, su funci�on es producir

bienes y servicios. Existen en total I industrias b�asicas del modelo, las que pueden producir en cualquier

zona, y dos especializadas por cada tipo de bien inmueble, las que se encargan de construir y demoler.

Por lo tanto, existen 2N+ I industrias en total. Se asume que las industrias b�asicas tienen una funci�on

de producci�on tipo Cobb-Douglas con retornos constantes a escala y que reciben como insumo: capital

K, mano de obra Lf , suelo Bk y bienes intermedios ysj 0 . La funci�on de producci�on para una industria

b�asica r es la siguiente:

Xr j = Ar jK
�r (
∑
f

�f nr jL
�r
f )�r=�r

∑
k

(�knr jB
�r
k )

�r=�r�s(
∑
j 0

'sj 0nr jy
"sr
sj 0 )

sr="sr (2.27)

Los exponentes �r , �r ,"sr corresponden a la tasa de sustituci�on entre los insumos para la industria

r , mientras que los exponentes �r ,�r ,�r ,sr representan la elasticidad con respecto a la producci�on

de cada insumo en particular, debido a que la funci�on de producci�on presenta retornos constantes a

escala, se cumple que �r + �r + �r + sr = 1. Las constantes �f nr j , �knr j ,'sj 0nr j > 0 permiten incluir

ciertas modi�caciones particulares para cada caso en la funci�on de producci�on, por ejemplo, que un

determinado insumo no sea necesario para la producci�on de una industria.

Sujeto a este nivel de producci�on, como restricci�on, cada �rma resuelve el siguiente problema de

minimizaci�on de gastos:

Min(%K +
∑
f

wj f Lf +
∑
k

RjkBk +
∑
s

∑
j 0

psj 0ysj 0) (2.28)

Todos los insumos se multiplican por sus precios respectivos (psj 0 incluye los costos de transporte).

Las soluciones al problema de minimizaci�on condicionales al nivel de demanda, son las siguientes:

Kr j =
1

%
�rpr jXr j (2.29)
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Lf nr j =
�
1=(1��r )
f nr j

w
1=(�r�1)
j f∑

z �
1=(1��r )
znr j

w
1=(�r�1)
jz

�rpr jXr j (2.30)

Bknr j =
�
1=(1��r )
knr j

R
1=(�r�1)
jk∑

z �
1=(1��r )
znr j

R
1=(�r�1)
jz

�rpr jXr j (2.31)

ysnnr j =
'
1=(1�"sr )
sj 0nr j

p
1=("sr�1)
sj 0j∑

y '
1=(1�"sr )
synr j

p
1=("sr�1)
sy j

srpr jXr j (2.32)

Sustituyendo, 3.32, 3.33, 3.34 y 3.35 en la expresi�on 3.22 se obtiene la funci�on de costos para

cualquier nivel de producci�on. Al no existir excedente, porque hay retornos constantes a escala, el

precio de los bienes es igual al costo marginal, independiente del nivel de producci�on.

Due~nos de terrenos

Los due~nos de terrenos maximizan su pro�t bajo el supuesto de competencia perfecta, la decisi�on

que toman es si arrendar una unidad o dejarla disponible para el siguiente periodo. Si Rik es la renta del

bien inmueble del tipo k en i y si Dik0�dik0 y Dik�dik corresponden a los costos de mantenimiento de

la propiedad vacante o arrendada respectivamente con (dik0;dik) variables aleatorias que distribuyen

i.i.d. Gumbel, la probabilidad de que un terreno sea arrendado es la siguiente:

qik(Rik) =
exp(�ik(Rik �Dik0))

exp(�ik(Rik �Dik0)) + exp(�ik �Dikv )
(2.33)

Por lo tanto, la renta esperada de los due~nos de los terrenos es la siguiente:

wik(Rik) =
1

�ik
ln(exp(�ik(Rik �Dik0)) + exp(�ik(�Dikv ))) (2.34)

Constructoras

Las constructoras maximizan su pro�t, bajo el supuesto de competencia perfecta. Tienen certeza

con respecto a los precios, pero incertidumbre sobre los costos (son estoc�asticos). En el modelo,

demora un per��odo construir o demoler. Toman la decisi�on de construir en un sitio, mantenerlo vacante

o demoler la propiedad existente, por lo tanto, existen varios estados posibles: mantener el sitio sin

construcci�on, construir un bien inmueble de tipo k , mantener la construcci�on actual y demoler la

construcci�on existente, con una tasa de inter�es �. Los excedentes de cada alternativa, vienen dados

por las expresiones 2.35 - 2.38

�i00 =
1

1 + �
Vi0 + &i00 � Vi0 (2.35)

�i0k =
1

1 + �
(Vik � pk;i)mk � Ci0k + &i00 � Vi0 (2.36)

�ikk =
1

1 + �
Vik + &ikk � Vik (2.37)

�ik0 =
1

1 + �
(
Vi0
mk

� pN+k;i)� Cik0 ++&ik0 � Vik (2.38)
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en las ecuaciones anteriores, mk es un par�ametro ex�ogeno que representa la densidad estructural

(es decir, la cantidad de pies cuadrados constru��dos por manzana), Vik representa el precio de la po-

sesi�on de capital en bienes inmuebles del tipo k en la zona i . (Cik0;Ci0k ;Ci00;Cikk) son los costos de

demoler, construir, mantener vacante y de mantener la construcci�on respectivamente, mientras que

las que asume que las variables aleatorias (&i00;&i0k ;&ik0) siguen una distribuci�on i.i.d. Gumbel.

La probabilidad de construir un bien inmueble del tipo k viene dado por �i0k > �i00, mientras que,

la probabilidad de demoler viene dada por �ik0 > �ikk ambas son Logit.

Equilibrio

A continuaci�on se presentan las ecuaciones que se deben cumplir para llegar al equilibrio en RELU,

la componente de suelo de RELUTRAN.

1. Ingreso no salarial

Mf = �f
� +�

Nf
(2.39)

Se de�ne Mf como el ingreso no salarial, �f es un coe�ciente que expresa la cantidad de agentes

en el grupo f (
∑

f �f ), � es una constante ex�ogena que representa otras fuentes posibles de

ingreso ex�ogeno y � es el ingreso no salarial anual por los activos presentes en la regi�on.

2. Mercado de los bienes inmuebles

Para cada tipo de bien inmueble residencial se debe cumplir lo siguiente:

∑
f

Nf

∑
j

Pi jknf (pr ;R;w;Mf ;G;g)bi jknf (Rik ;wj f ;Mf ;Gi j ;gi j) = Sikqik(Rik) (2.40)

Se debe recordar que qik es la probabilidad de que el due~no del terreno decida que este esta

disponible para construcci�on, mientras que qi jknf es la cantidad de terreno que el consumidor

del tipo f adquiere.

Para cada tipo de bien inmueble comercial se debe cumplir lo siguiente:

∑
r

Bknr i(pr i ;Xr i ;Ri) = Sikqik(Rik) (2.41)

3. Mercado del trabajo

Para cada zona del modelo j y para cada categor��a de consumidores f , se debe cumplir:

∑
r

Lf nr j(pr j ;Xr j ;wj) = Nf

∑
i ;k

[H � dti j � gi j f
∑
z

tizzzni j f ]Pi jknf (Rik ;wj f ;Mf ;Gi j ;gi j) (2.42)
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4. Mercado de producci�on

La producci�on de cada industria b�asica debe cumplir:

∑
n

∑
s

Yr inns(Xns ;pns ;pr ;g) + �r i = Xr i (2.43)

∑
f

Nf

∑
nsk

Pnsknf (pR;R;w;Mf ;G;g)Znnsf (pr ;wsf ;Mf ;Gi j ;gi j ;Gn;gn) + �Ri = XRi (2.44)

donde �Ri presenta la demanda ex�ogena de bienes.

5. Conversi�on del Stock de construcciones

Debido a que es un equilibrio estacionario, para cada tipo de construcci�on, el ujo de suelo

demolido debe ser igual al construido de manera que el stock disponible se mantenga constante

en cada a~no, se debe cumplir que:

SikQik0 = mkSi0Qi0k (2.45)

Con Sik la oferta de bienes inmuebles del tipo k en i , Qik0 es la probabilidad de construcci�on y

Qi0k es la probabilidad de demolici�on. Mientras, que en cada zona, el total de suelo es dado Ji ,

por lo tanto para cada zona se debe cumplir lo siguiente:

∑
k

1

mk
Sik = Ji (2.46)

TRAN

Con el equilibrio parcial de la componente de uso de suelo (RELU), es posible obtener una matriz

de viajes origen-destino, a trav�es de la ecuaci�on 2.47

RELUTRIPSi j = (
∑
f

Nf

∑
k

Pi jk + (
1

d
)(
∑
f

Nf

∑
s

∑
k

PiskcisfZisf ) (2.47)

Los viajes son divididos entre los tres modos posibles: autom�ovil, buses de transporte p�ublico y

otros modos. Los viajes ser�an asignados al modo autom�ovil a trav�es de un equilibrio estoc�astico deter-

minado por los tiempos de viajes en los arcos, afectados por la congesti�on. Para los modos distintos

al autom�ovil no existe congesti�on.

La elecci�on modal es un logit, el cual depende de los costos generalizados que son distintos para

cada modo. Para los modos que no presentan congesti�on, el tiempo y costo monetario del viaje es

tratado como constante.

Volviendo al modo autom�ovil, conociendo la constante de ocupaci�on de manera ex�ogena es posible

determinar la cantidad de viajes totales.

El modelo de elecci�on de ruta, tambi�en es un Logit multinomial y asume que los viajeros eligen la

ruta que minimiza el costo generalizado del viaje.
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Una vez que se determina la elecci�on de rutas, es posible calcular el ujo en los arcos de manera

directa, con estos datos es posible obtener el equilibrio parcial en TRAN que consiste en calcular la

matriz de costos generalizado del viaje (C) y la matriz de tiempos de viaje (T ).

Algoritmo Uni�cado: RELUTRAN

El equilibrio general se logra cuando ambos algoritmos convergen por separado, para resolver el

modelo RELU, se debe partir con tiempos de viaje y costos de viaje dados.

El algoritmo RELU, parte con un set inicial de valores para Renta (R), tasa salarial (w), precios

de bienes (p), precios de los bienes inmuebles (V ) , stock de viviendas (S), tiempos de viaje (T ) y

costo (C), luego con las ecuaciones de el sistema de uso de suelo se obtiene en el siguiente orden el

valor de las variables.

1. Precio de los bienes (p)

2. Producci�on de las industrias (x)

3. Valor de renta comercial (R)

4. Valor de renta residencial (B)

5. Tasas salariales (w)

6. Precio de los bienes inmuebles (V )

7. Stock (S)

Una vez obtenido este set de variables se analiza su convergencia, si cumple se pasa a TRAN si

no se vuelven a calcular.

2.3.3. MITUS

MITUS (Modelo integrado de uso de suelo y transporte con congesti�on y externalidades) es un

modelo elaborado con el �n de predecir la localizaci�on esperada de agentes en el �area urbana. Fue

desarrollado por Mart��nez, et. al., el a~no (2009) y obtiene el equilibrio a trav�es de remates al mejor

postor, por lo que, reconocer la caracter��stica de unicidad de los bienes inmuebles, adem�as, integra el

sistema de transportes, considerando congesti�on y externalidades de localizaci�on (de la misma forma

que MUSSA, se revuelven en el equilibrio mediante el m�etodo RB&SM). A diferencia de RELUTRAN

que itera cada sistema por separado, el problema se plantea como un problema de minimizaci�on don-

de se entregan las condiciones su�cientes para asegurar convergencia y soluci�on. El modelo permite

m�ultiples prop�ositos de viajes, sin embargo no existe partici�on modal.

De forma general, el problema se resuelve a trav�es de un sistema de puntos �jos. Primero se

comienza con una matriz de localizaci�on H determinada por el total de agentes de cada tipo, la oferta

total de bienes inmuebles y restricciones no negativas. Con H, se obtiene la matriz de generaci�on de

viajes O evaluando en una funci�on lineal af��n sencilla, despu�es, con la asignaci�on de viajes a la red se

obtienen los ujos wa y los tiempos t por arco los que son utilizados para evaluar las accesibilidades �

en las disposiciones a pagar por localizaci�on behi , donde, la utilidad bh se ajusta de manera que todos
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los agentes se localicen, lo que entrega una nueva matriz de localizaci�on H�. El equilibrio se obtiene

cuando el patr�on obtenido en la �ultima iteraci�on H� es similar al inicial H.

La funci�on de disposici�on a pagar del agente tipo h por una localizaci�on i est�a compuesta por las

externalidades be y un t�ermino de utilidad bu.

bhi = behi(H;O;�;t)� b
u
h (2.48)

La disposici�on a pagar es separable porque se asume que la funci�on de utilidad de la cual proviene

es quasi-lineal.

Se asume que los agentes son racionales en su comportamiento, por lo tanto, maximizan su utili-

dad, las diferencias no observables se modelan por una variable de error aleatoria del tipo Gumbel.

A continuaci�on, se detallan las componentes del modelo: generaci�on, distribuci�on, asignaci�on a la

red y localizaci�on mediante un proceso de remates.

Generaci�on de viajes

Los viajes generados por el agente h en la zona i vienen dados por la siguiente expresi�on:

Ohi = NhiHhi + �hi (2.49)

Nhi es una tasa de viajes �ja, a la cual se le suma una constante �hi > 0, para asegurar que se

cumpla que Ohi > 08h;i

Distribuci�on de viajes y asignaci�on a la red

La distribuci�on de viajes se describe por un modelo entr�opico con una sola restricci�on. Sin embargo,

se trabaja con la formulaci�on dual de este problema, por lo tanto los viajes desde i con destino d

realizados por el hogar h, gdhi , vienen dados por la soluci�on del problema 2.50:

min�(�;t) =
∑
a�A

∫ ta

t0a

s�1
a (z) dz +

∑
h�C

∑
i�I

Ohi�hi +
∑
h�C

1

�h

∑
i�I

∑
d�D

exp[��h(c
dh
i (t;H)+�hi)] (2.50)

El costo cdhi (t;H) = �dhi (t) � d(H) incluye el tiempo esperado de viaje �dhi (t) y los bene�-

cios derivados de los atributos de la localizaci�on d . La condici�on de optimalidad
@�

ta
reproduce las

condiciones del MTE con:

gdhi = OhiPd=ih (2.51)

donde

Pd=ih =
exp[��h(�

dh
i (t)� d(H))]∑

k"D exp[��h(�
kh
i (t)� k(H))]

(2.52)

es la probabilidad de elegir el destino d , condicional al origen del viaje i y al tipo de agente h. La

condici�on
@�

�hi
entrega el valor de �hi :
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�hi =
1

�h
ln(

1

Ohi

∑
d"D

exp[��h(�
dh
i (t)� d(H))]) (2.53)

que mide el costo esperado de los viajes Ohi a los posibles destinos datos por 2.52

Proceso de remate y mecanismo de localizaci�on

Se asume que el mercado inmobiliario se comporta de acuerdo a un proceso de remates, donde el

mejor postor para un determinado bien inmueble se lo adjudica. Las apuestas por las localizaciones i

son modeladas de manera estoc�astica con una variable de error que distribuye Gumbel, por lo que la

probabilidad de que el agente h sea el mejor postor en i viene dada por la siguiente expresi�on:

Ph=i =
exp[�i(b

e
hi � b

u
h)]∑

g"C exp[�i(b
e
gi � b

u
g)]

(2.54)

Formulaci�on de punto �jo para el problema integrado

Se plantea una formulaci�on integrada que conecte las tres partes previas. Se parte desde una

localizaci�on dada H que de�ne la matriz de generaci�on de viajes O =  1(H) por evaluaci�on directa en

la ecuaci�on 2.49. Este par (H;O) produce un vector de variables de accesibilidad (�;t) a trav�es del mapa

 2 con 2.53 y actualizando el equilibrio de transporte. Finalmente, se obtiene la tupla (H;O;�;t) que

determina un �unico b y su correspondiente matriz de localizaci�on H� a trav�es del mapa  3 que resuelve

el equilibrio con externalidades en uso del suelo. Estos vectores juntos nos entregan H� como una

funci�on de la localizaci�on inicial H, con � : K ! K dado por �(H) =  3(H; 1(H); 2(H)(H; 1(H))).

El equilibrio queda de�nido con el punto �jo del �ultimo mapa, o sea, la soluci�on de la ecuaci�on:

H = �(H) (2.55)

Cuando se encuentra la soluci�on H, las variables restantes tales como: generaci�on de viajes, dis-

tribuci�on, ujo en las redes y tiempos de viaje quedan f�acilmente calculadas resolviendo los problemas

de optimizaci�on 2.50 y 2.55. El equilibrio integrado viene de�nido por las siguientes ecuaciones:

Ohi = NhiHhi + �hi 8i"I; h"C (2.56)

ta = sa(wa)) (2.57)

wa =
∑

d"D;h"C

�dha 8a"A (2.58)

�dha =
∑
i"I

gdhi
@�dhi
@ta

8a"A; d"D; h"C (2.59)

gdhi = exp(��(�dhi (t)� d(H)� �hi)) 8i"I; d"D; h"C (2.60)

∑
d"D

gdhi = Ohi 8i"I; h"C (2.61)

bhi = behi(H;O;�;t)� b
u
h 8i"I; h"C (2.62)
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Hhi = Si
exp[�ibhi ]∑
g"C exp[�ibgi ]

8i"I; h"C (2.63)

∑
i"I

Hhi = Hh 8h"C (2.64)
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Cap��tulo 3

Formulaci�on del Modelo

3.1. Introducci�on

En este cap��tulo se presenta la formulaci�on de un modelo estoc�astico de equilibrio general urbano

que integra el sistema de uso de suelo, sistema de intercambio de bienes y sistema de transportes,

siendo la principal motivaci�on para su desarrollo, estudiar la relaci�on que existe entre ellos. La locali-

zaci�on de los distintos agentes (Hogares y �rmas) inuye directamente en la estructura de viajes y en

el intercambio de bienes y servicios, mientras que los costos asociados a transporte, son relevantes a

la hora de elegir localizaci�on y cantidades de consumo.

El sistema de uso de suelo considera localizaci�on residencial y de �rmas e intercambios de bienes y

servicios y su sub-modelo de demanda esta inspirado en RELUTRAN (Anas y Liu, 2007), modi�cando

ciertos elemenos, algunos de los cuales se presentan en el siguiente listado:

1. Variaciones en la forma funcional de la utilidad de los hogares. La funci�on de utilidad que se

presenta en esta tesis corresponde a una funci�on tipo Cobb-Douglas, mientras que en RELU-

TRAN, corresponde a una funci�on tipo C.E.S.

2. Variaci�on en los atributos de las elecciones continuas, por ejemplo, en la formulaci�on de hogares

presentada en esta tesis, las localizaciones pueden tener distintos tipos v , a diferencia de RE-

LUTRAN, en que esta variable solo depende de la cantidad de metros cuadrados.

3. El consumo de bienes y servicios dependen del lugar de producci�on j 0, a diferencia de RELU-

TRAN donde se diferencian por el tipo de �rma.

4. La distribuci�on de errores que se asume es distinta en ambos casos (Gumbel en RELUTRAN y

Fr�echet en el presente documento), lo anterior, a ra��z de las diferencias modeladas en las formas

funcionales. La actual formulaci�on presenta demostraci�on de unicidad y existencia.

5. El modelo para el sistema de transportes que se presenta en esta tesis corresponde al MTE

(Baillon y Cominetti, 2008), mientras que en RELUTRAN la elecci�on de ruta se realiza a trav�es

de un Logit Multinomial.
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6. El proceso de localizaci�on en esta formulaci�on se realiza a trav�es de un proceso de remates,

mientras que en RELUTRAN es a trav�es de la maximizaci�on de la utilidad.

3.2. Estructura del modelo de uso de suelo

Se asume que el suelo metropolitano disponible en el modelo, se divide en I zonas, donde se pueden

realizar todas las actividades posibles permitidas en la simulaci�on, que son: consumo, localizaci�on y

trabajo. En cada zona, pueden existir potencialmente alguno de los v = 1;:::;V tipos de bienes inmue-

bles disponibles, donde se pueden localizar los agentes del modelo, que son de dos tipos: hogares y

�rmas.

Los hogares son potenciales trabajadores y consumidores de bienes y servicios, se agrupan en

h = 1;:::;H categor��as de acuerdo al tipo de trabajo que pueden realizar, la cantidad de hogares por

categor��a Hh es un dato ex�ogeno. Cada uno de estos hogares h oferta un tipo de trabajo k = 1;:::;K,

de modo que se cumple
∑

h"K Hh = Hk . Se localizan en la zona i = 1;:::;I, en un bien inmueble del

tipo v = 1;:::;V , trabajan en una zona j = 1;:::;I y realizan viajes con prop�osito consumo a m�ultiples

zonas j 0 = 1;:::;I.

Las �rmas son productoras y consumidoras de bienes y servicios y demandan mano de obra, se

clasi�can de acuerdo a su tipo de producci�on en categor��as r = 1;:::;R, demandan mano de obra de

varios tipos indexadas por k , se localizan en una zona del tipo j y eligen un bien inmueble del tipo v .

Las �rmas producen en el mismo lugar en el que se localizan y se asume que en esa zona se venden

sus productos.

3.2.1. Comportamiento de los hogares

Funci�on de Utilidad

Se asume que los hogares se comportan de manera racional, maximizando su utilidad sujeta a

restricciones de tiempo e ingreso. Realizan un conjunto de elecciones discretas: localizaci�on i , tipo de

bien inmueble v y lugar de trabajo j , condicional a estas, toman la decisi�on continua de cu�anto gasto

destinar a consumo y localizaci�on.

Se utiliza una funci�on tradicional de utilidad tipo Cobb-Douglas, que depende del consumo agregado

de bienes, servicios y suelo, como se muestra a continuaci�on en la ecuaci�on 3.1, condicional a las

elecciones discretas de localizaci�on (i), tipo de vivienda (v), lugar de trabajo (j) para el hogar (h).

Luego, la funci�on de utilidad se presenta en la ecuaci�on 3.1

Uhniv = (�rz
�rh
r )q�hiv (3.1)

Aplicando logaritmo:

ln(Uhniv ) = (
∑
r

�rhln(zr )) + �hln(qiv )

Considerando que zr corresponde a una agregaci�on espacial de los bienes tipo r consumidos en

todas las zonas, se puede escribir como: zr = �j 0z
�j 0h

r j 0 , por lo tanto, reemplazando en la expresi�on

anterior se obtiene:
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ln(Uhniv ) = (
∑
r

�rh

∑
j 0

�j 0hln(zr j 0)) + �hln(qiv )

Si realizamos la siguiente agrupaci�on de variables �rh�j 0h = �rhj 0 , se puede escribir la funci�on de

utilidad como se muestra en la expresi�on 3.2

Uhniv =
∑
r j 0

�rhj 0 ln(zr j 0) + �h ln(qiv ) + "ivh (3.2)

Finalmente, en la expresi�on 3.2 se agrega un t�ermino de error que distribuye i.d.d.Gumbel, ya que

pueden haber elecciones que no se expliquen a trav�es de los par�ametros considerados inicialmente,

junto con incluir diferencias en la informaci�on que perciben los usuarios. Cada termino en 3.2, repre-

senta lo siguiente:

�rhj 0 : Elasticidad de la utilidad respecto del consumo agregado de un bien tipo r , en la zona j 0

para el hogar tipo h.

zr j 0 : Consumo agregado del bien tipo r en la zona j 0. Variable continua.

�h: Elasticidad de la utilidad respecto del tama~no del bien inmueble.

qiv : Cantidad de metros cuadrados del bien inmueble tipo v , localizado en la zona i . Variable

continua.

"ivh: Error aleatorio que se asume que distribuye i.i.d. Gumbel.

En la funci�on de utilidad anterior, se aprecia que los bienes y servicios zr j se diferencian por tipo y

localizaci�on. La justi�caci�on de la primera categor��a es trivial, mientras que la segunda se justi�ca en

el valor agregado que puede tener cierto bien o servicio en un lugar determinado respecto de otro, ya

que los agentes pueden valorar de distinta forma atributos como calidad de atenci�on, tipo de local o

la ubicaci�on del mismo.

De la misma forma, la cantidad de metros cuadrados qiv se diferencia en localizaci�on y tipo del bien

inmueble. Un agente discrimina entre una zona u otra tanto por sus caracter��sticas f��sicas (presencia

de �areas verdes, supermercados, cerros, etc.), como por caracter��sticas socio econ�omicas (tipos de

vecinos, prestigio del sector, etc.). Complementando lo anterior, es intuitivo que un agente perciba

distinta utilidad dependiendo del tipo de bien inmueble, esto se debe principalmente, a que, hogares

con diferente estructura interna deber��an valorar distintos atributos. As�� por ejemplo, la existencia de

un patio trasero o disponibilidad de estacionamiento pueden ser relevantes a la hora de elegir, depen-

diendo que tipo de agente que busque localizaci�on.

Al ser una funci�on tipo Cobb-Douglas, los par�ametros deben cumplir con las siguientes condiciones:∑
r �r , �h > 0, adem�as, se asume que existen retornos constantes a escala, por lo tanto, las elastici-

dades deben cumplir con:
∑

r �r + �h = 1. El tratamiento que se le da a los bienes y servicios, tiene

una sub-estructura similar a una funci�on tipo C.E.S. pero se realizan algunos cambios, con el �n de

representar mejor la agregaci�on de consumo espacial, mientras que el consumo de metros cuadrados

sigue un tratamiento tradicional.
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Finalmente, la atractividad se asume como variable ex�ogena (el modelo no considera externalidades

de localizaci�on).

Restricciones

La restricci�on de ingreso, considera que el dinero disponible se debe repartir entre costos de

transporte, vivienda y consumo de bienes y servicios, por lo tanto, cu�anto asignar a cada actividad

debe ser una decisi�on racional. La jornada laboral se asume variable, es decir, los agentes pueden tener

tanto ingreso como quieran destinando m�as tiempo a este prop�osito, mientras que, la tasa salarial

depende del tipo de especializaci�on del agente. Todo lo mencionado anteriormente, se expresa en la

formulaci�on de la restricci�on 3.3∑
r j 0

(pr j 0 + g
r
hci j 0)zr j 0 + qivRiv + ci jg

w
h = twhjwhj (3.3)

donde cada variable representa lo siguiente:

pr j 0 : Corresponde al precio del bien del tipo r en la zona j 0.

grh: Es la cantidad de viajes que realiza el hogar tipo h para consumir una unidad del bien tipo r .

ci j 0 : Es el costo para ir desde una zona i hasta una zona j 0

zr j 0 : Consumo agregado del bien tipo r en la zona j 0.

qiv : Cantidad de metros cuadrados del bien inmueble tipo v , localizado en la zona i .

Riv : Valor por metro cuadrado de bien inmueble del tipo v localizado en i .

gwh : Es la cantidad de viajes que realiza el hogar tipo h por prop�osito trabajo.

twhj : Es el tiempo en horas, dedicado al trabajo por el hogar tipo h en la zona j .

whj : Es la tasa salarial por hora, para un hogar que ofrece un tipo de trabajo h en la zona j .

An�alogamente, la restricci�on de tiempo reconoce a este recurso como escaso, en consecuencia,

el agente debe tomar decisiones racionales en su consumo. Cada agente puede destinar tiempo a

cualquiera de las actividades existentes en el modelo, que en este caso en particular, corresponden a

trabajo, consumo y tiempo de viaje, no superando el total disponible en el intervalo de simulaci�on. Lo

anterior se formula en la restricci�on 3.4

twhj +
∑
r j 0

ti j 0rg
r
hzr j 0 + ti jg

w
h = T (3.4)

donde cada variable representa lo siguiente:

ti j 0r = ti j 0 + tr : Tiempo de viaje desde el lugar de localizaci�on del hogar i hasta el lugar de consumo

j 0. Considera adem�as el tiempo de consumo en caso de que se trate de un bien tr
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zr j 0 : Consumo agregado del bien tipo r en la zona j 0.

T : Tiempo total de un cierto intervalo temporal, se mide en horas y representa el intervalo de

modelaci�on

Se asume que el hogar solo asigna tiempo a trabajo, consumo y a viajes por esos prop�ositos, por

lo tanto, al consummir existe un costo de oportunidad equivalente a la tasa salarial para cada tipo de

hogar.

Ya que en ambas restricciones se encuentra el t�ermino twhj y como no es parte de la funci�on de

utilidad, se puede reemplazar, luego, 3.4 en 3.3:∑
r j 0

(pr j 0 + g
r
hci j 0)zr j 0 + qivRiv + ci jg

w
h = (T �

∑
r j 0

ti j 0rg
r
hzr j 0 � ti jg

w
h )whj (3.5)

Agrupando t�erminos similares, se puede escribir:∑
r j 0

(pr j 0 + g
r
h(ci j 0 + whj ti j 0r ))zr j 0 + qivRiv = (T � ti jg

w
h )whj � ci jg

w
h (3.6)

En 3.6 se puede de�nir el precio generalizado de un bien zr j 0 para un hogar que se localiza en i y

que trabaja en j como se muestra en la ecuaci�on 3.7.

�i j j 0rh = pr j 0 + g
r
h(ci j 0 + whj ti j 0r ) (3.7)

Se observa que el precio generalizado por un determinado bien considera la tarifa del bien pr j , costo

de transporte ci j y adem�as un factor whj ti j 0r que se puede interpretar como el costo de oportunidad

del tiempo dedicado al viaje.

Mientras que el lado derecho de 3.6 se puede de�nir como el ingreso disponible para consumo y

vivienda como se muestra en la ecuaci�on 3.8

Ii jh = (T � ti jg
w
h )whj � ci jg

w
h (3.8)

La expresi�on (T � ti jg
w
h )whj corresponde al tiempo total disponible del agente multiplicado por la

tasa salarial, por lo que, se puede entender como el ingreso bruto, mientras, ci jg
w
h representa el costo

de los viajes realizados por motivo trabajo.

Finalmente, la restricci�on 3.6 se puede escribir como se muestra en la ecuaci�on 3.9∑
r j 0

�i j j 0rhzr j 0 + qivRiv = Ii jh (3.9)

De manera que el lagrangeano del problema de maximizaci�on de la utilidad 3.2 sujeto a la restricci�on

3.9 se puede escribir de la siguiente manera:

L =
∑
r j 0

�rhj 0 ln(zr j 0) + �h ln(qiv ) + Eivh + "ivh � �(Ii jh �
∑
r j 0

�i j j 0rhzr j 0 � qivRiv ) (3.10)
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Condiciones de primer orden

Con el �n de obtener los consumos �optimos de las variables continuas (tama~no de bien inmueble

y bienes y servicios) se aplican las condiciones de primer orden sobre 3.10.

Luego, resolviendo
@L

@qiv
= 0, se obtiene:

�h=qiv � �Riv = 0

� =
�h

qivRiv
(3.11)

Mientras que en el segundo caso
@L

@zr j 0
= 0, tenemos lo siguiente:

�r j 0h

zr j 0
� ��i j 0rhj = 0

�r j 0h

zr j 0�i j 0rhj
= � (3.12)

Ahora, igualando la ecuaci�on 3.11 con 3.12, y despejando zr j 0 :

zi j j 0rhv =
�r j 0hqivRiv

�h�i j j 0rh
(3.13)

Reemplazando 3.13 en 3.9, se tiene:∑
r

∑
j 0

�i j j 0rh � (
�r j 0hqivRiv

�h�i j j 0rh
) + qivRiv = Ii jh (3.14)

Factorizando la expresi�on anterior:

qivRiv (

∑
r j 0 �r j 0h

�h
+ 1) = Ii jh

Imponiendo la condici�on
∑

r j 0 �r j 0h + �h = 1 se encuentra la cantidad �optima de terreno:

qi jhv =
�hIi jh
Riv

(3.15)

Con este resultado, se puede obtener el valor de �, que corresponde a la utilidad marginal del

ingreso, reemplazando 3.15 en 3.11:

� = 1=Ii jh (3.16)

Luego, reemplazando 3.16 en 3.12, se obtiene la cantidad �optima de consumo de bienes y servicios

�r j 0h

zr j 0�i j j 0rh
=

1

Ii jh
(3.17)

Finalmente, despejando se obtiene zr j 0 ,

zi j j 0rh =
Ii jh�r jh

�i j j 0rh
(3.18)

Se hace notar que ambas expresiones (3.15 y 3.18), cumplen con la forma tipo de demandas

�optimas de la funci�on Cobb-Douglas.
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Funci�on de Utilidad indirecta condicional

Las ecuaciones 3.15 y 3.18 corresponden a las demandas marshalianas para tama~no del bien in-

mueble y consumo de bienes y servicios �optimos, que son soluciones del problema de optimizaci�on 3.2,

condicionales al conjunto de elecciones discretas (i,j,v).

Luego, reemplazando 3.15 y 3.18 en 3.2 se obtiene la funci�on de utilidad indirecta, condicional a

las elecciones discretas, como se muestra en la ecuaci�on 3.19.

Vhni jv =
∑
r j 0

�r j 0h(ln(
Ii jh�r jh

�i j j 0rh

)) + �h(ln(
�hIi jh
Riv

)) + "ivh (3.19)

Disposici�on a pagar hogares

Para obtener la disposici�on a pagar, se debe invertir la expresi�on 3.19 en la renta del bien inmueble

Riv , obteniendo la siguiente expresi�on 3.20

DPi jvh = exp

 1

�h
(ln(Ii jh) +

∑
r j 0

�r j 0h ln(�r j 0h)�
∑
r j 0

�r j 0 ln(�i j j 0r ) + �h ln(�h)� Vh)

 exp

(
"ivh
�h

)
(3.20)

Se observa que la expresi�on anterior depende del lugar de trabajo j , pues, este puede ser variable

dependiendo de los valores de la tasa salarial whj .

Probabilidad de localizaci�on hogares

Debido a que inicialmente se asume que el error para cada categor��a de hogar "i jvh distribuye i.i.d.

Gumbel, es correcto asegurar que exp("i jvh=�h) sigue una distribuci�on tipo Frech�et (Mattson et al),

por lo tanto, la probabilidad de que un hogar h sea el mejor postor en (i ;j;v) viene dada la expresi�on

3.21

Phni jv =
DPi jvh(whj ;Viv ;pr i)

�∑
g DPi jvg(wgj ;Viv ;pr i)�

(3.21)

que representa el mercado de remates, donde el ofertante del bien inmueble de caracter��sticas (v ;i)

es qui�en elige al mejor postor h.

Finalmente, � corresponde al par�ametro de escala, que corresponde al inverso de la varianza de

las posturas. Mientras menor sea, mayor variabilidad existe, haciendo m�as aleatoria la elecci�on.

3.2.2. Comportamiento de las �rmas

Funci�on de gastos

Se asume que una industria se compone de una o varias �rmas, que se pueden localizar en las

distintas zonas disponibles y se comportan de manera racional, lo que en este caso corresponde a mi-

nimizar sus costos. Se modelan a trav�es de una funci�on de gastos lineal sujeta a un nivel de producci�on

dado. Al igual que en la formulaci�on del comportamiento de hogares, se imponen retornos constantes

a escala.
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Las �rmas realizan elecciones discretas de localizaci�on j = 1;:::; I y de tipo de bien inmueble

v = 1;:::;V , condicional a estas, se obtiene el consumo �optimo de los demas insumos necesarios para

la producci�on (variables continuas), que en este caso particular ser�an: capital K, mano de obra por

tipo Lh, tama~no del bien inmueble qjv y bienes intermedios necesarios ysj 0 .

La funci�on de gastos a utilizar se muestra en la expresi�on 3.22:

gjv = %Kr +
∑
h

whjLh + qjvRjv +
∑
s

∑
j 0

psj 0jysj 0 (3.22)

donde cada variable representa lo siguiente:

%: Costo de oportunidad del capital. Si bien se puede calibrar, en este caso se utiliza como variable

ex�ogena.

Kr :Capital de la �rma r .

whj : Es la tasa salarial por hora, para un hogar que ofrece un tipo de trabajo h en la zona j . Es

parte del equilibrio.

Lh: Mano de obra, en horas por tipo de trabajo h. Variable continua.

qjv : Cantidad de metros cuadrados del tipo de bien inmueble v , localizado en j . Variable continua.

Rjv : Valor por metro cuadrado de bien inmueble del tipo v localizado en j .

psj 0j = p�sj 0 + �scj 0j : Valor total del bien intermedio del tipo s que se compra desde j 0. Conside-

ra el precio del bien p�sj 0 y el costo de transporte desde el lugar de compra j 0 al lugar de producci�on

j . �s es un factor que permite transformar el costo por pasajero a costo por unidad de bien intermedio.

ysj 0 : Bienes intermedios del tipo s, localizado en j 0. Variable continua.

Todos los precios de los insumos se de�nen estrictamente positivos (%;whj ;Rjv ;psj 0) > 0. Cada

�rma requiere varios tipos de mano de obra h y se localiza en un solo lugar j . Recordando que una

industria se de�ne como un conjunto de �rmas es posible formular el problema de esta manera sin

generar concentraci�on espacial en la producci�on. La tasa salarial depende del tipo de trabajo h y de

su localizaci�on, recogiendo el fen�onemo de variaci�on de salarios dependiendo de la zona.

Finalmente, con respecto al consumo de bienes por parte de las �rmas, estos se de�nen como

insumos necesarios para su funcionamiento.

Funci�on de producci�on

Para evitar la soluci�on trivial (costo cero), la funci�on de producci�on se encuentra restringida por

un nivel de producci�on Xr j m��nimo dado, la que es una funci�on tipo Cobb-Douglas como se muestra

en la ecuaci�on 3.23

Xr j = Ar jK
vr
r �hL

�rh
h q�r

jv �sj 0(ysj 0)
rsj 0 (3.23)
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donde cada variable representa lo siguiente (se mencionan solo las no explicadas hasta el momento):

Ar j : Par�ametro de escala de la producci�on de la �rma r , localizada en j .

vr : Elasticidad de la producci�on de la �rma r con respecto al capital.

�rh: Elasticidad de la producci�on de la �rma r con respecto a la mano de obra h.

�r : Elasticidad de la producci�on de la �rma r con respecto a la cantidad de suelo.

rsj 0 : Elasticidad de la producci�on de la �rma r con respecto a la producci�on intermedia del tipo

s, que viene desde la zona j utilizada.

El par�ametro de escala Ar j permite aumentar o disminuir la producci�on sin variar la proporci�on de

los insumos. En el marco de esta tesis, permite ajustar la producci�on y por consiguiente, las posturas.

Luego, para determinar la funci�on de m��nimo gasto se debe minimizar el lagrangeano siguiente:

L = �(%Kr +
∑
h

whjLh + qjvRjv +
∑
s

∑
j 0

psj 0jysj 0) + �(ln(Xr j � Ar jK
vr�hL

�rh
h q�r

jv �s(
∑
j 0

'j 0rysj 0)
sr )

(3.24)

En la ecuaci�on se aplic�o ln() para que fuese m�as f�acil el �algebra.

Condiciones de primer orden

En total son cuatro las condiciones de primer orden para el caso de las �rma: (
@L

@Kr
) = 0),

(
@L

@Lh
= 0), (

@L

@qv i
= 0) y ((

@L

@ysj
= 0), si se despeja el multiplicador de lagrange asociado en cada

caso, se obtienen las siguientes ecuaciones:

� = �
%Kr

vr
(3.25)

� = �
whjLh
�rh

(3.26)

� = �
Rjvqjv
�r

(3.27)

� = �
psj 0jysj 0

'j 0r
(3.28)

Igualando las ecuaciones 3.26, 3.27 y 3.28 a 3.25 se obtienen 3.29, 3.30 y 3.31

Lhj=r =
%Kr�rh
vrwhj

(3.29)

qiv=r =
�rKr%

vrRiv
(3.30)
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ysj 0=r =
%Krrsj 0

vrpsj 0j
(3.31)

Luego, reemplazando 3.29, 3.30 y 3.31 en 3.23 e imponiendo retornos constantes a escala: vr +∑
h �rh + �r +

∑
s sr = 1 se encuentra el valor �optimo para el capital:

Kr j=v =
vr
%

Xr jR
�r

jv %
vr

Ar j�h(
�rh
whj

)�rhv vrr ��r
r �sj 0(

rsj 0

psj 0 j
)rsj 0

(3.32)

Se observa, que al reemplazar en la restricci�on de producci�on m��nima, la renta Rjv , queda elevada

a �r , lo anterior, ser�a relevante al momento de determinar las disposiciones a pagar para las �rmas,

ya que condiciona su forma funcional.

Luego, reemplazando 3.32 en 3.29, se obtiene el valor �optimo de la mano de obra, el cual se indica

a continuaci�on:

Lhj=r =
�rh
whj

Xr jR
�r

jv %
vr

Ar j�h(
�rh
whj

)�rhv vrr �
�r
r �sj 0(

rsj 0

psj 0j
)rsj 0

(3.33)

De la misma forma, para la cantidad de terreno �optimo se tiene (3.32 en 3.30):

qiv=r =
�r

Rjv

Xr jR
�r

jv %
vr

Ar j�h(
�rh
whj

)�rhv vrr �
�r
r �sj 0(

rsj 0

psj 0j
)rsj 0

(3.34)

Finalmente, la cantidad de bienes intermedios �optima, se obtiene reemplazando 3.32 en 3.31:

yr j 0=v =
rsj 0

psj 0j

Xr jR
�r

jv %
vr

Ar j�h(
�rh
whj

)�rhv vrr �
�r
r �sj 0(

rsj 0

psj 0j
)rsj 0

(3.35)

Funci�on de costos

Se observa que mientras en Anas y Liu, las demandas por insummos quedan en funci�on de la

producci�on y precios (xr j ;pr j) en este caso dependen de la producci�on y la renta esperada (xr j ;Rjv ),ya

que esta forma se puede obtener directamente la disposici�on a pagar; permitiendo generar el proceso

de remate.

Reemplazando 3.32, 3.33 y 3.35 en la funci�on de gasto de�nida inicialmente 3.22 se obtiene la

funci�on de costos para la �rma r condicional al lugar de localizaci�on j , como se muestra en la ecuaci�on

3.36

Cr j =
Xr jR

�r

jv %
vr

Ar j�h(
�rh
whj

)�rhv vrr �
�r
r �sj 0(

rsj 0

psj 0j
)rsj 0

(3.36)
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Disposici�on a pagar �rmas

Invitiendo la ecuaci�on 3.36 con respecto a la renta, se obtiene la funci�on de disposic�on a pagar de

la �rma r en j , como se se~nala en el ecuaci�on 3.37:

DPr j =

�r

√√√√√Ar j�h(
�rh
whj

)�rhv vrr �
�r
r �sj 0(

rsj 0

psj 0j
)rsj 0Cr j

%vrXr j
(3.37)

Como se explico anteriormente, al estar la renta Rjv , elevada a �r , la forma funcional de la dis-

posici�on a pagar es una ra��z. Lo anterior, marca una clara diferencia con RELUTRAN, que utiliza

funciones de utilidades exponenciales.

Se asume que el error aleatorio asociado a la funci�on de disposici�on a pagar pertenece al intervalo

(0;1+), por lo tanto, corresponde utilizar la distribuci�on de error Fr�echet.

Probabilidad de localizaci�on �rmas

Luego, la probabilidad de localizaci�on de las �rmas viene dada por la ecuaci�on 3.38

Prnj 0 =
DPr j(whj ;Xr j ;Cr j ;pr j)

�∑
g DPgj(wgj ;Xgj ;Cr j ;pgi)�

(3.38)

Finalmente, al igual que en el caso de los hogares, � corresponde al par�ametro de escala, que

representa el inverso de la varianza en las posturas. Mientras menor sea, mayor variabilidad existe,

haciendo m�as aleatoria la elecci�on.

3.2.3. Oferta inmobiliaria

El modelo de oferta inmobiliaria es similar al utilizado en MUSSA, en el sentido que se mantienen

los supuestos te�oricos de este, pero donde la funci�on de probabilidad cambia, ya que en este caso

se trabaja con un error tipo Frech�et, por lo tanto, la probabilidad de ofertar una cierta cantidad de

viviendas del tipo (v ;i) ya no es un Logit Multinomial.

El excedente por bien inmueble v localizado en i , es la diferencia entre la renta rv i y el costo civ f
y viene dado por la siguiente expresi�on:

�v if = rv i � cv if (3.39)

Ciertas propiedades de las localizaciones de �rmas desarrolladoras inmobiliarias justi�can que el

excedente var��e a trav�es del par (v ;i), como lo podr��an ser: la movilidad de recursos, las diferencias

entre las condiciones de los mercados y diferencias en la informaci�on. Una de las principales diferencias,

es la posibilidad de existencia de regulaci�on en las distintas zonas, lo que puede hacer que el excedente

cambie entre ellas y hace que m�as realista el problema. Adem�as, se considera la posible presencia de

econom��as de escala, dentro de una �rma y de una zona, o econom��as de densidad a trav�es de las

�rmas y zonas, por lo que, la funci�on de costos depende de la oferta cv if = cf (S::), por lo tanto, el

problema de oferta inmobiliaria es un problema de punto �jo.

30



Si Pv if es la probabilidad de que la constructora f oferte bienes inmuebles de caracter��sticas (v ;i)

y Sf es la oferta total de la constructora f , en todas las zonas, entonces la oferta Sv i viene dada por

:

Sv i =
∑
f

Sf Pv if (3.40)

Ahora bien, si consideramos un error aleatorio tipo Frech�et para el excedente de las constructoras

y que Sf =
∑

f N
�Pf , con N

� la oferta total en el �area urbana, la ecuaci�on 3.40 se puede escribir de

la siguiente manera:

Sv i = N
∑
f

Pf
(rv i � cv if )

�∑
v 0i 0j 0(rv 0i 0 � cv 0i 0f 0)�

(3.41)

La demostraci�on de convergencia del problema se encuentra en RB& SM (Mart��nez, 2007)

3.3. Ecuaciones de equilibrio entre oferta y demanda

El modelo propuesto presenta un equilibrio tipo Walras entre oferta y demanda en tres mercados:

bienes y servicios, mano de obra y localizaci�on de hogares y �rmas, cada una de las cuales es un

problema de punto �jo.

Precio de los bienes y servicios

En el equilibrio se impone que el precio sea igual al costo marginal, luego, se cumple la condici�on

(pr j =
@C�

r j

@Xr j
)8(r;j), donde por evaluaci�on directa se obtiene el precio de los bienes indicado en la

ecuaci�on 3.42

pr j =
%vrR�r

jv

Ar j�h(
�rh
whj

)�rhv vrr �
�r
r 

∑
s sr

sr �sj 0(
sr

psj 0j
)sr'

∑
s sr

j 0r

(3.42)

En 3.42 se observa que el precio de un bien o servicio depende de la tasa salarial whj , el precio de

otros bienes y servicios psj j 0 y la renta de la �rma Rjv , luego, corresponde a una ecuaci�on de punto

�jo, p = f (p), condicional en la renta Rjv .

Producci�on de las �rmas

La producci�on de una �rma r en se localiza en j debe ser igual a los bienes que consumen los

hogares en j m�as los que son utilizados por las otras �rmas para su producci�on:

Xr j =
∑
j 0"I

∑
i"I

∑
h"H

Hhzi j j 0rh +
∑
j 0"I

∑
s"R

yj 0snr j 8r;j (3.43)

donde zi j rh y yj 0snr j representan los valores �optimos de consumo de bienes y de producci�on inter-

media obtenidos a trav�es de las condiciones de primer orden en el modelo de uso de suelo.

De la ecuaci�on 3.43, se obtiene la producci�on Xr j en el equilibrio, reemplazando directamente por

los valores �optimos encontrados, se llega a la expresi�on 3.44
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Xr j =
∑
i

∑
j 0

∑
h

Hh

(
�r Ii jh

�i j j 0rh

)
+
∑
j 0

∑
s

 sr

psj 0 j

%vr Xr jR
�r
jv

Ar j�h(
�rh

whj

)�rh vvrr �
�r
r 

∑
s sr

sr �s (
sr

psj 0 j
)sr '

∑
s sr

j 0r

 (3.44)

La producci�on depende de los precios de equilibrio �optimos, de la renta del terreno Rjv y de la

producci�on de bienes y servicios Xr j , por lo tanto, es un problema de punto �jo de la forma x = f (x;R),

condicional en Rjv .

Mano de obra

La cantidad total de horas de trabajo, Lhj=r , del tipo h requerida por cada industria existente en

una zona j , deber ser igual a la ofertada por los hogares, de acuerdo a como se describe en la ecuaci�on

3.45. ∑
r

Lhj=r = twhjHh 8(h; j) (3.45)

donde twhj representa la cantidad de horas dedicadas a trabajo del tipo h en j y Hh es el total de

agentes del tipo h. Tomando en cuenta la ecuaci�on 3.29, se tiene que Lhjnr =
%K�rk
vrwhj

(con K el valor

�optimo del capital, dado por la expresi�on 3.32), por lo tanto, es posible despejar el valor de la tasa

salarial wkj en la ecuaci�on 3.45, como sigue a continuaci�on:

whj =
1

tw�
hj Hh

∑
r

(
%K��rh
vr

)
(3.46)

donde tw�
hj =

∑
i(T�

∑
r j 0 ti j 0g

r
hzr j 0�

∑
j ti j), de acuerdo a la restricci�on de tiempo de la formulaci�on

los hogares (ecuaci�on 3.4). Dado que tanto K� como twhj dependen de whj , la expresi�on 3.46 tambi�en

corresponde a un punto �jo de la forma w = f (w).

3.4. Equilibrio en el uso de suelo

El equilibrio en el uso de suelo asume que ambos agentes, �rmas y hogares, comparten la oferta

disponible. Para equilibrar la demanda a la oferta inmobiliaria, las disposici�on a pagar de las �rmas

se ajustar�an a trav�es de la produci�on de bienes y servicios, mientras que las disposiciones a pagar de

los hogares lo har�an mediante su nivel de utilidad. Es as�� como primero se debe de�nir la demanda

o consumo de suelo que tendr�an las �rmas, para luego realizar el equilibrio en hogares con la oferta

disponible.

Para el caso de las �rmas, se obtiene el consumo de suelo a trav�es de la expresi�on 3.47∑
r

Sv iPr=i(Xr j) = Nv i 8i (3.47)

donde Sv i , es la oferta inmobiliaria disponible de tipo v en i , Pr=i((Xr j) es la probabilidad de loca-

lizaci�on de r en i , se indica que depende de Xr j , pues se ajustar�a a trav�es de la producci�on de bienes

y servicios; �nalmente, Nv i es el consumo de suelo de las todas las industrias en i .

Mientras que los hogares, veri�can la condici�on de equilibrio 4.7, que se presenta a continuaci�on:
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∑
v i j

(Sv i � Nv i)Ph=ijv (Vh) = Hh 8h (3.48)

en este caso (Sv i � Nv i) representa las localizaciones disponibles para hogares, Ph=ijv (Vi jvh) es la

probabilidad de localizaci�on de h en iv dado que trabaja en j , se indica que depende de Vi jvh, pues se

ajustar�a a trav�es de la utilidad de los hogares y Hh es la cantidad ex�ogena de hogares de tipo h.

Para ajustar las posturas a la oferta inmobiliaria disponible, se consider�a que la funci�on de disposi-

ci�on a pagar se puede separar de la siguiente forma: DPi jvh = bhBi jvh, luego recordando la expresi�on

3.20

DPi jvh = exp

 1

�h
(ln(Ii jh) +

∑
r j 0

�r j 0h ln(�r j 0h)�
∑
r j 0

�r j 0 ln(�i j j 0r ) + �h ln(�h)� Vh)

 exp

(
"ivh
�h

)

en este caso particular, las expresiones bh y Bi jvh corresponden a:

bh = exp(�Vh)

Bi jvh = exp

 1

�h
(ln(Ii jh) +

∑
r j 0

�r j 0h ln(�r j 0h)�
∑
r j 0

�r j 0 ln(�i j j 0r ) + �h ln(�h))

 exp

(
"ivh
�h

)
exp(1=

1

�h
)

Finalmente, considerando la ecuaci�on 4.7, el factor de ajuste viene dado por la expresi�on 3.49:

bh =
�1

�
ln

 1

Hh

∑
v i j

Sv i jexp�(Bhv ij � riv(bh))

 (3.49)

Que para en este caso en particular, se expresa de la siguiente forma:

Vh =
1

�
ln

 1

Hh

∑
v i j

Sv i jexp�(Bhv ij � riv(bh))

 (3.50)

el detalle de c�omo obtener la expresi�on anterior se presenta en la siguiente secci�on.

3.5. Demostraci�on unicidad y existencia de soluci�on

En esta secci�on se demuestra la existencia y unicidad para el problema de punto �jo en localizaci�on

del sistema de uso de suelo, para ambos agentes, donde el error aleatorio sigue una distribuci�on tipo

Fr�echet.

3.5.1. Punto �jo equilibrio localizaci�on hogares

Recordemos, una de la ecuaciones de equilibrio para hogares:∑
v i j

Sv iPhniv j = Hh (3.51)
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Donde el t�ermino Phniv j =
DP�

ijvh∑
gj DP

�
ijvg

es la probabilidad de que el hogar h sea el mejor postor

en el bien inmueble de caracter��sticas (v i). Si consideramos que la renta del bien inmueble es igual al

valor esperado de la m�axima postura, podemos escribir esta probabilidad de la siguiente manera:

Phniv j =
DP�

ijvh

(riv )�
(3.52)

Luego, reemplazando 3.52 en 3.51 queda lo siguiente:

∑
v i j

Sv i(
DP�

ijvh

(riv )�
) = Hh (3.53)

Considerando que la funci�on de postura se puede separar en dos partes, se puede escribir lo

siguiente: DPi jvh = bhBi jvh, reemplazado en 3.53 se tiene:

b�h [
∑
v i j

Sv iB
�
ijvh

r�iv
] = Hh (3.54)

Despejando bh queda lo siguiente:

bh = Hh[
∑
v i j

Sv i(
Bi jvh

r�iv
)]�1=� (3.55)

Debido a que riv depende de bh, la ecuaci�on 3.55 corresponde a un problema de punto �jo,

aplicando logaritmo natural:

ln(bh) =
�1

�
ln(

1

Hh

∑
v i j

Sv i(
Bi jvh

riv
)�]) (3.56)

Luego, se aplicando las siguientes transformaciones: bh = exp(b
0

h) ^ Bhi = exp(B
0

hi), la ecuaci�on

3.56 se reescribe de la siguiente manera como se muestra en la expresi�on 3.57

b
0

h =
�1

�
ln(

1

Hh

∑
v i j

Sv iexp�(B
0

i jvh � riv(b0

h)
)) (3.57)

Considerando un punto �jo est�andar de la forma f (x) = x del cual se puede crear la siguiente

funci�on continua g(x) = f (x)� x , la que debe satisfacer las siguientes condiciones:

g0(x) < 0; 8x�R; g(x = 0) > 0; 9x=g(x) < 0

La convergencia esta asegurada si �2 < g0(x).

En este caso la funci�on g(x) queda de�nida de la siguiente manera:

g(bh) = �
1

�
ln(

1

Hh

∑
v i j

Sv iexp(�(Bi jvh � riv (bh)))� bh (3.58)

El uso del signo 0 en las componentes de la postura ya no es necesario, luego se comienza probando

que �2 < g0(x) < 0, por lo que se tiene que:
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� 1 < g0(x) =

∑
v i 0j Sv i 0jexp(�(DPi 0jvh � riv ))

@riv 0

@bh∑
v i 0j Sv i 0exp(�(DPi 0hvj � riv 0))

< 1 (3.59)

Si
@ri 0

@bh
= Phniv j , separando la desigualdad 3.59, se puede escribir que:∑

v i j 0

Sv i 0exp(�(DPi 0jvh � ri 0h))
@ri 0

@bh
<
∑
v i 0j

Sv i 0exp(�(DPi 0jvh � ri 0h)) (3.60)

∑
v i 0j

Sv i 0exp(�(DPi 0jvh � ri 0h))
@ri 0

@bh
> �

∑
v i 0j

Sv i 0exp(�(DPi 0jvh � ri 0h)) (3.61)

Ambas se cumplen siempre debido a que Ph=iv j� [0;1] y porque las funciones exponenciales son

siempre positivas.

Luego, nos queda demostrar que cambia de negativo a positivo. Puedo escribir g(x) de la siguiente

manera:

g(bh) = �
1

�
ln[
∑
v i j

Sv i
Hh
Ph=iv j(bh)] (3.62)

Entonces:

1. g(bh) > 0!
∑

v i j Sv iPh=iv j < Hh, vale para bh ! �1 porque P (bh = �1) = 0

2. g(bh) < 0 !
∑

v i j Sv iPh=iv j > Hh, vale para bh ! 1 porque P (bh = 1) = 1 Exceptuando el

caso cuando existe una sola categor��a.

Por tanto, se concluye que la soluci�on puede existe, sin embargo, este m�etodo no garantiza el

resultado, ya que se cumple la condici�on necesaria pero no su�ciente para el caso multivariado.
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Cap��tulo 4

Aplicaci�on del Modelo en un prototipo

de Ciudad

4.1. Introducci�on

En este cap��tulo se reportar�a la implementaci�on computacional programada y los par�ametros a

utilizar en las distintas simulaciones. Lo anterior, con el �n de veri�car el correcto funcionamiento de

la formulaci�on propuesta.

En la primera secci�on se describir�a de forma general el modelo computacional y su algoritmo de

soluci�on, luego, se presenta la ciudad propotipo que se utilizar�a en el marco de esta tesis y �nalmente

se reportan los par�ametros de las simulaciones realizadas.

4.2. Modelo computacional

4.2.1. Breve descripci�on y estructura

El modelo computacional que se presentar�a en esta tesis permite simular el proceso de elecci�on de

localizaci�on en una cuidad, considerando consumo de bienes y servicios. Para lo anterior, se resuelven

iterativamente las ecuaciones de punto �jo presentadas en el cap��tulo "Formulaci�on del Modelo" y

se cumplen con las condiciones del Markovian tra�c equilibrium o MTE (Bailon y Cominetti, 2008)

en el sistema de transporte privado, por lo tanto, se trata de un equilibrio entre tres sistemas: Suelo,

transporte e intercambio de bienes y servicios. Como se puede apreciar en la �gura 4.1

El programa se implement�o sobre la base del modelo MITUS, programado en C ++. Inicialmente,

en el \Main", se declaran las herramientas existentes que se utilizar�an en la operatoria de matrices y

se de�nen los espacios de trabajo.

A continuaci�on, se de�ne y se le asigna valor a las constantes globales propias del modelo, como

el n�umero de arcos, nodos, zonas, categor��as de �rmas y hogares y los par�ametros de escala de las

funciones Logit y Frech�et utilizadas para asignaci�on de las matrices a la red y localizaci�on de agentes

respectivamente; estas guardan relaci�on con la estructura de la simulaci�on que se busca realizar, por

lo tanto, su valor es ex�ogeno.
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Figura 4.1: Relaci�on entre transporte, consumo y uso de suelo

Fuente: Elaboraci�on propia

Luego, se procede a iniciar las variales a utilizar, las cuales no requieren un valor a priori, pues su

valor es resultado del equilibrio, las cuales: Disposiciones a pagar, tasa salarial, producci�on y precios

de bienes y servicios, tiempo y costo de viaje, variables auxiliares, etc; vectores de: elasticidades de las

funciones de utilidad, variables auciliares, etc; y escalares, tales como: error tolerable entre iteraciones,

n�umero m�aximo de iteraciones, etc.

Una vez que se ha de�nido la estructura de la simulaci�on y declarado las variables, se procede a

implementar las rutinas con los ciclos que resuelven el problema propuesto. Las cuales se detallan a

continuaci�on:

1. Rutina de salida: Se programa la rutina de salida con los resultados de la simulaci�on realizada,

se reporta el tiempo total de ejecuci�on, la cantidad de hogares y �rmas de cada categor��a por

zona (Hhi) y (Nr i), ujo por arco (wa), tiempo esperado de viaje (ti j), el costo generalizado de

viaje (ci j), el nivel de congesti�on en los arcos(wa=capa), la renta de hogares y �rmas(Riv ), el

precio de bienes y servicios (pr j), la tasa salarial (whj) y la producci�on de bienes y servicios (Xr j).

2. Rutina de ejecuci�on: En esta rutina se desarrolla la simulaci�on como tal, se compone de tres

ciclos: Equilibrio en el sistema de transporte, equilibrio en el mercado de bienes continuos y

equilibrio en el uso del suelo.

Equilibrio en el sistema de transporte (M.T.E.): En este caso, mediante un m�etodo iterativo

se actuliza el valor de las variables propias del sistema de transporte, que son el tiempo (ti j) y

el costo de viaje ci j . Consta de dos sub-etapas: Generaci�on y distribuci�on-asignaci�on.

Generaci�on de viajes: A partir de las matrices de localizaci�on de los agentes (hogares y

�rmas) se actualiza la matriz de la generaci�on de viajes, donde el valor de cada celda se obtiene

a partir de la expresi�on lineal 4.1.

Ohi = �hiHhi + �r iNr i + �hi (4.1)
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donde �hi y �r i son tasas de generaci�on de viajes ex�ogenas, de�nidas dentro de las constantes

globales, Hhi y Nr i son las matrices de localizaci�on de hogares y �rmas respectivamente y �nal-

mente, �hi es una variable de error aleatorio.

Distribuci�on y asignaci�on de viajes: Con la matriz de generaci�on de viajes por agente

obtenida en la etapa anterior, se realiza la distribuci�on y asignaci�on de viajes a la red a trav�es

del M.T.E. Los viajes desde i hasta d realizados por el agente h, vienen dados por la expresi�on

4.2

gdhi = OhiPd=ih (4.2)

donde

Pd=ih =
exp[��h(�

dh
i (t)� d(H))]∑

k"D exp[��h(�
kh
i (t)� k(H))]

(4.3)

es la probabilidad de elegir el destino d condicional al origen del viaje i y al agente de tipo h

Equilibrio en el mercado de bienes continuos: A trav�es de un proceso iterativo se obtienen las

matrices de las variables propias del modelo del mercado de bienes y servicios, que corresponden

al precio de los bienes y servicios pr j , la tasa salarial whj y la producci�on de las �rmas Xr j , las

cuales vienen dadas por los problemas de punto �jo presentados en las expresiones 4.4, 4.5 y

4.6 respectivamente.

pr j =
%vrR�r

jv

Ar j�h(
�rh
whj

)�rhv vrr �
�r
r 

∑
s sr

sr �sj 0(
sr

psj 0j
)sr'

∑
s sr

j 0r

(4.4)

∑
rv

Lhjnrv = twhjHh 8(h; j) (4.5)

Xr j =
∑
j 0"I

∑
i"I

∑
k"K

Hkzi j j 0rk +
∑
j 0"I

∑
s"R

yj 0snr j 8r;j (4.6)

Equilibrio en el uso del suelo: En esta etapa se obtienen las matrices de localizaci�on de los

agentes (hogares y �rmas), como resultado del proceso de remates (equilibrio en el uso de sue-

lo). Los valores del resto de las variables del modelo ya se encuentran actualizados a la iteraci�on

actual.

El proceso de localizaci�on se realiza de forma secuencial, primero se determina el consumo de

suelo de las �rmas, respecto del nivel de producci�on Xr j dado por 4.6. Lo anterior se determina

a trav�es de la siguiente ecuaci�on:

∑
r

Sv iPr=i(Xr j) = Nv i 8iv
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Luego, recordando que comparten la misma oferta inmobiliaria, el suelo disponible para que se

localicen los hogares viene dado por: S�v i = Sv i �Nv i . En el equilibrio, los hogares deben cumplir

con la siguiente condici�on:

∑
v i j

S�v iPh=ijv (Vi jvh) = Hh 8h (4.7)

En caso que no se cumpla el equilibrio, se procede a ajustar el nivel de utilidad de los hogares

Vhi , mediante la expresi�on:

Vh =
1

�
ln

 1

Hh

∑
v i j

Sv i jexp�(Bhv ij � riv(bh))


Por �ultimo, con el nuevo valor de las rentas Riv se actualiza el valor de Xr j a trav�es de la

ecuaci�on 4.6.

Convergencia: Existen 3 ciclos iterativos en el modelo, 1 general y 2 locales. El criterio

de convergencia del ciclo general viene dada por la norma de Frobenius (o matricial) entre los

valores de la localizaci�on de hogares y �rmas de iteraciones consecutivas. Mientras que los ciclos

locales corresponden al equilibrio de transporte (MTE) y al mercado de intercambio de bienes y

consumos.

3. Rutina de lectura: Finalmente, se programa la lectura de los par�ametros iniciales que se ingresar�an

al modelo. Dentro de los cuales, exiten tres tipos:

Globales: Estos son generales e invariantes para cualquiera de las simulaciones realizadas y

tienen que ver con la estructura de los sistemas, como por ejemplo, distancia entre arcos da, el

n�umero de hogares y �rmas Hh, el par�ametro de escala del modelo MTE =mu, el par�ametro de

eslaca de la distribuci�on Frech�et =theta, etc.

Locales: Estos var��an entre las distintas simulaciones y tienen relaci�on con el comportamiento

y elecciones de los agentes, dentro de los cuales podemos mencionar a las elasticidades de las

�rmas (�rk , �r , rsj 0 y vr o las elasticidades de los hogares (�rhj y �h).

Funcionales: Estos son homog�eneos entre las simulaciones, permiten determinar un punto

de partida para los problemas de punto �jo que se resuelven de forma iterativa, dentro de los

cuales se encuentran las matrices de precios de bienes y servicios pr j , tasa salarial whj , producci�on

de �rmas Xr j , etc.

Luego, sobre esta estructura se implementa el algoritmo de soluci�on.

4.2.2. Algoritmo de soluci�on

Como se menciono en la introducci�on del presente cap��tulo, el algoritmo de soluci�on permite resol-

ver iterativamente las ecuaciones de punto �jo formuladas en el cap��tulo 2 "Formulaci�on del Modelo"

entre el sistema de uso de suelo y el sistema de transportes. Cabe mencionar, que para la formulaci�on
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del sistema de transporte, se mantuvo el modelo utilizado en la formulaci�on original de MITUS, que

corresponde al MTE, por la gran cantidad de ventajas que tiene, principalmente por su menor costo

computacional de ejecuci�on. En la �gura 4.2 se presenta de forma esquem�atica el m�etodo de soluci�on,

el cual consta de tres ciclos, uno principal y dos anidados.

Figura 4.2: Esquema del algoritmo de soluci�on

Fuente: Elaboraci�on propia

Los pasos descritos de forma secuencial son los siguientes:

1. Iniciaci�on de variables: Para poder comenzar a iterar, se inicia el valor para cada celda de las

matrices propias del modelo, las cuales son: Localizaci�on de hogares H, localizaci�on de las �rmas

N, matriz de tiempos de viaje t, matriz de costos monetarios del viaje c , matriz de precios de

los bienes y servicios pr j , producci�on de las �rmas Xr j y matriz de tasas salariales wkj .

2. Actualizaci�on de variables del sistema de transportes: Con la localizaci�on de los agentes, se pro-

cede a actualizar el valor de los tiempos y costo de viaje. Se itera hasta que las diferencias sean

menores que la tolerancia de�nida o hasta completar el m�aximo de iteraciones permitido.

3. Actualizaci�on de variables del sistema de intercambio de bienes: Dada las localizaciones y las

variables del sistema de transportes, se resuelve el punto �jo de los precios del mercado de

consumo. Se itera hasta que las diferencias sean menores que la tolerancia de�nida o hasta

completar el m�aximo de iteraciones permitido.

4. Actualizaci�on de variables del sistema de uso de suelo: Luego, una vez que se obtienen los va-

lores anteriores, se determina, a trav�es de la soluci�on de un problema de punto �jo, la nueva

localizaci�on de los agentes. En caso que la norma matricial entre las localizaciones de los agentes

no cumpla con el umbral permitido o sobrepase las iteraciones m�aximas se vuelven a calcular los
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costos y tiempos de viaje, entrando nuevamente en el ciclo iterativo.

4.3. Ciudad prototipo a utilizar

La ciudad que se utiliz�o en las simulaciones computacionales fue tomada de la red Siouxfalls que

consta de 24 zonas y 76 arcos, la que originalmente es como se muestra en la �gura 4.3

Figura 4.3: Red Siouxfalls

Fuente: Modelo integrado de los sistemas de transporte y uso de suelo con externalidades

Sin embargo, para en este caso, se utilizar�a la n�umeraci�on que se muestra en la �gura 4.4, donde

los nodos representan zonas, esto con el �n de estudiar el proceso de localizaci�on. En la imagen se

aprecia claramente un centro de actividades, correspondientes a las zonas 7; 8; 9; 15y16 y zonas m�as

perisfericas, que ser��an 0; 1y12

Figura 4.4: Estructura de la cuidad a utilizar en base a la Red Siouxfalls

Fuente: Elaboraci�on propia

Se mantuvieron las funciones de tiempo en el arco sa(wa) = ta, originales del modelo MITUS, la

que depende del ujo total en el arco wa
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wa =
∑

d"D;h"C

�dha 8a"A (4.8)

4.4. Simulaci�on Computacional

4.4.1. Supuestos generales

Para el caso de los hogares, se considerar�an dos categor��as que viajan a trav�es de la red, que se

de�nen por el tipo de trabajo que ofertan, se denominan: cali�cado y no cali�cado. Esto se modela a

trav�es de diferencias en las elecciones de consumo, expresado en el par�ametro �rhj 0 , la elasticidad de

las �rmas respecto a la producci�on para cada tipo de trabajo �rk y en la tasa de generaci�on de viajes,

ya que se supone que los hogares cali�cados generan m�as viajes que los hogares no cali�cados, pues

tienen una espectativa de ingreso superior.

Con respecto a las �rmas se distinguir�an dos tipos: servicios y bienes. De acuerdo a esto, valorar�an

de distinta forma los atributos, por lo tanto, demandar�an distinto tipo de mano de obra, cantidades

de bienes intermedios y suelo. Las diferencias se modelan a trav�es de diferencias en las elasticidades

de los insumos necesarios para la producci�on, a saber: vr , �rk , �r y rsj 0 .

En ambos casos se asume que no existen externalidades de localizaci�on y que la oferta inmobiliaria

inicial y la demanda por localizaci�on se encuentran distribuidas homog�eneamente en la poblaci�on. Se

aclara que el modelo de transportes no considera partici�on modal. Es posible de�nir m�as categor��as

para cada agente.

En el caso particular de esta simulaci�on y considerando que el objetivo es veri�car el correcto

funcionamiento del modelo de equilibrio entre transporte, bienes y servicios y localizaci�on, se asume

que la oferta inmobiliria es ex�ogena (Sv i) y que es independiente para cada tipo de agente. Adem�as,

se considera un tipo de vivienda (v = 1), para el caso de hogares.

Con el �n de obtener equilibrar las disposiciones a pagar, se ajustaron los niveles de utilidad Vhi de

los hogares a trav�es de la expresi�on:

Vh =
1

�
ln

 1

Hh

∑
v i j

Sv i jexp�(Bhv ij � riv(bh))

 (4.9)

Mientras que los precios del modelo de consumo, es decir, de bienes y servicios, fueron normaliza-

dos con referencia al primero, por lo tanto, los precios de la primera columna del vector siempre ser�an 1.

Considerando los supuestos anteriormente mencionados, se desarrollaron tres tipos de simulaciones

computacionales, con el �n de veri�car el funcionamiento del modelo en distintos tipos de escenarios.

Dado que las elasticidades no fueron calibradas, por lo tanto, lo anterior es solo un ejercicio meto-

dol�ogico. Una breve descripci�on de cada una se presenta a continuaci�on:

1. Simulaci�on 1: El objetivo de esta simulaci�on es comprobar la correcta operaci�on del modelo y

analizar los resultados que entrega bajo estas condiciones. En este caso, los par�ametros entre los

agentes (tanto �rmas como hogares), tienen el mismo valor, junto con el resto de las variables
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del modelo. Por lo tanto, se espera que los resultados sean homog�eneos.

2. Simulaci�on 2: En este caso, se modelan diferencias entre los tipos de hogares y se privilegia el

consumo de bienes por sobre el de suelo. La formulaci�on de las �rmas se mantiene constante,

salvo la valoraci�on entre los tipos de cali�caci�on de los hogares. La idea en este caso, es estudiar

la variaci�on respecto del equilibrio homog�eneo al valorar m�as el consumo. Se espera que baje el

precio de las localizaciones.

3. Simulaci�on 3: Contrario al caso anterior, en esta simulaci�on se privilegia el consumo de suelo por

sobre los bienes de parte de los hogares. Mientras que la formulaci�on de �rmas tambi�en presenta

diferencias, se asume que el segundo agente depende fuertemente de los bienes intermedios (la

que podr��amos de�nir como �rma de servicios). Se mantienen las diferencias entre la valoraci�on

de los agentes, pero solo para la �rma de bienes.

A continuaci�on, se presenta el valor utilizado para las variables globales del modelo, que ser�an

iguales en todas las simulaciones anteriormente presentadas:

Perturbaci�on de la generaci�on: �hi = 0 (ver ecuaci�on 4.1). No se considera error aleatorio en la

generaci�on de viajes.

Par�ametro logit para transporte: � = 0;5. Se utiliza un valor medio entre aleatorio y determinista.

Par�ametro fr�echet para la localizacion: � = 1;6. Valor medio, es el equilavente al utilizado para

el logit de transporte.

Oferta por inmobiliaria por zona: Sv i = 2000. Se asume que inicialmente existen 2000 localiza-

ciones por zona.

N�umero m�aximo de iteraciones: n = 50. Se �ja el n�umero m�aximo de iteraciones, tanto para el

ciclo general de localizaci�on, como para los ciclos locales de precios de bienes y servicios.

N�umero de hogares: Hh = 24000.

N�umero de �rmas: Nr = 24000

4.4.2. Simulaci�on 1: Caso homog�eneo

En este caso, los valores de las elasticidades tienen el mismo valor entre los agentes del mismo tipo,

manteniendo las restricciones impuestas sobre la suma de los par�ametros presentadas en la formula-

ci�on del modelo, esto es, que las funciones tipo Cobb-Douglas tienen retornos constantes a escala,
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tanto en la utilidad de hogares como en el nivel de producci�on de las �rmas.

Las elasticidades globales utlizadas para los hogares son las presentadas en la tabla 4.1. La des-

agregaci�on de la elasticidad para el consumo se presenta en la tabla 4.2

Tabla 4.1: Valores de las elasticidades de la funci�on de utilidad para hogares

h = 1 h =2∑
r j �r jh 0.5 0.5

�h 0.5 0.5∑
r j �r jh + �h 1 1

Fuente: Elaboraci�on propia

Tabla 4.2: Desagregaci�on elasticidad respecto del consumo de bienes y servicios∑
j �r jh h = 1 h =2

r = 1 0.25 0.25

r = 2 0.25 0.25

Fuente: Elaboraci�on propia

Las elasticidades utlizadas para las �rmas son las presentadas en la tabla 4.3

Tabla 4.3: Elasticidades de la funci�on de producci�on de las �rmas

Datos �rmas r = 1 r =2

�r 0.25 0.25

vr 0.25 0.25∑
k �rk 0.25 0.25

rsj 0 0.25 0.25

Fuente: Elaboraci�on propia

En las tablas 4.4 y 4.5 se presenta la desagregaci�on de las elasticidades de la producci�on con

respecto a la mano de obra y a otros bienes respectivamente.

Tabla 4.4: Desagregaci�on de la elasticidad con respecto a la mano de obra

�rk r = 1 r =2

k = 1 0.125 0.125

k = 2 0.125 0.125

Fuente: Elaboraci�on propia
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Tabla 4.5: Desagregaci�on de la elasticidad con respecto a otros bienes o servicios∑
j 0 rsj 0 r = 1 r =2

s = 1 0.125 0.125

s = 2 0.125 0.125

Fuente: Elaboraci�on propia

La elasticidad por el producto intermedio, es constante entre las zonas. Por lo tanto, solo depende

del tipo de bien y del lugar de producci�on.

4.4.3. Simulaci�on 2: Preferencia consumo bienes

Como se detalla en la introducci�on, en esta simulaci�on los hogares favoreceran el consumo de bie-

nes y servicios por sobre las localizaciones. Se distinguen dos tipos de hogares: no cali�cado (h = 1) y

cali�cado (h = 2), cuyas diferencias se modelan a trav�es de la elasticidad en la producci�on de las �rmas

(siendo mayor la importancia del segundo grupo). Los valores utilizados en ese caso se presentan en

la tabla 4.6.

Tabla 4.6: Valores de las elasticidades de la funci�on de utilidad para hogares

h = 1 h =2∑
r j �r jh 0.55 0.55

�h 0.45 0.45∑
r j �r jh + �h 1 1

Fuente: Elaboraci�on propia

Se espera que el valor de las disposiciones a pagar por suelo disminuya respecto del escenario

homog�eneo para el caso de los hogares y que aumente el valor de las tasa salarial para el segundo

tipo de agente. En la tabla 4.7 se presenta la desagregaci�on de la elasticidad del consumo de bienes

y servicios. Se observa que no se hace diferencia respecto del tipo de bien. Se asume una que la

elasticidad es constante entre las zonas.

Tabla 4.7: Desagregaci�on elasticidad respecto del consumo de bienes y servicios

�r jh h = 1 h =2

r = 1 0.275 0.275

r = 2 0.275 0.275

Fuente: Elaboraci�on propia

Las elasticidades utilizadas para �rmas son las presentadas en la tabla 4.8. Como se indica en la

45



descripci�on, en este caso los par�ametros generales se mantuvieron constantes respecto de la simula-

ci�on hom�ogenea.

Tabla 4.8: Elasticidades de la funci�on de producci�on de las �rmas

Datos �rmas r = 1 r =2

�r 0.25 0.25

vr 0.25 0.25∑
k �rk 0.25 0.25

rsj 0 0.25 0.25

Fuente: Elaboraci�on propia

En las tablas 4.9 y 4.10 se presenta la desagregaci�on de las elasticidades de la producci�on con

respecto a la mano de obra y a otros bienes respectivamente. Se nota que la ponderaci�on favorable al

segundo tipo de hogar no distingue entre tipo de �rma.

Tabla 4.9: Desagregaci�on elasticidad con respecto a la mano de obra

�rk r = 1 r =2

k = 1 0.08 0.08

k = 2 0.17 0.17

Fuente: Elaboraci�on propia

Tabla 4.10: Desagregaci�on elasticidad respecto a otros bienes o servicios∑
j 0 rsj 0 r = 1 r =2

s = 1 0.125 0.125

s = 2 0.125 0.125

Fuente: Elaboraci�on propia

4.4.4. Simulaci�on Tres A: Preferencia consumo localizaci�on

Como se especi�ca en la introducci�on de esta secci�on, en la tercera simulaci�on se asume que los

hogares pre�eren consumir suelo en lugar de bienes. Mientras, para el caso de las �rmas, se de�nen

dos tipos: bienes (r = 1) y servicios (r = 2), cuya diferencia principal es la valoraci�on de los bienes

intermedios en la funci�on de producci�on, siendo mayor su importancia en el segundo caso. Las elasti-

cidades utlizadas para los hogares son las presentadas en la tabla 4.11
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Tabla 4.11: Valor de las elasticidades de la funci�on de utilidad para hogares

h = 1 h =2∑
r j �r jh 0.45 0.45

�h 0.55 0.55∑
r j �r jh + �h 1 1

Fuente: Elaboraci�on propia

En la tabla 4.12 se presenta la desagregaci�on de la elasticidad del consumo de bienes y servicios.

Se le da m�as importancia a los servicios, independiente del tipo de hogar.

Tabla 4.12: Desagregaci�on elasticidad respecto del consumo

�r jh h = 1 h =2

r = 1 0.25 0.225

r = 2 0.2 0.225

Fuente: Elaboraci�on propia

Al igual que en la simulaci�on anterior, se asume que la elasticidad es constante entre las zonas. En

la tabla 4.13 se presenta las elasticidades para la producci�on utilizadas en la formulaci�on de las �rmas.

Tabla 4.13: Elasticidad en la funci�on de producci�on de las �rmas

Datos �rmas r = 1 r =2

�r 0.25 0.2

vr 0.25 0.2∑
k �rk 0.25 0.2

rsj 0 0.25 0.4

Fuente: Elaboraci�on propia

Los servicios (r = 2) son m�as sensibles a los bienes intermedios. En las tablas 4.14 y 4.15 se

presenta la desagregaci�on de las elasticidades de la producci�on con respecto a la mano de obra y a

otros bienes, respectivamete.
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Tabla 4.14: Desagregaci�on elasticidad respecto de la mano de obra

�rk r = 1 r =2

k = 1 0.08 0.1

k = 2 0.17 0.1

Fuente: Elaboraci�on propia

Tabla 4.15: Desagregaci�on elasticidad respecto de otros bienes o servicios∑
j 0 rsj 0 r = 1 r =2

s = 1 0.08 0.16

s = 2 0.17 0.24

Fuente: Elaboraci�on propia

Al igual que en los casos anteriores, se asume que la elasticidad es constante entre las zonas.

4.4.5. Simulaci�on Tres B: Preferencia consumo localizaci�on, diferenciando hogares

Finalmente, se realiza una peque~na sensibilidad sobre la simulaci�on 3 diferenciando entre los dos

tipos de hogares. Se mantiene la preferencia por el consumo en la localizaci�on, sin embargo, para el

hogar tipo 1 se usan valores m�as extremos, como se de�ne en la siguiente tabla.

Tabla 4.16: Valor de las elasticidades de la funci�on de utilidad para hogares, sensibilidad

h = 1 h =2∑
r j �r jh 0.3 0.45

�h 0.7 0.55∑
r j �r jh + �h 1 1

Fuente: Elaboraci�on propia
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Cap��tulo 5

Resultados de las simulaciones

5.1. Introducci�on

En este cap��tulo se presentan los principales resultados de las simulaciones realizadas en la cuidad

prototipo, detalladas en el cap��tulo cuatro.

Se mostraran los valores promedio y la variaci�on porcentual respecto a la media de las variables

m�as signi�cativas del modelo de uso de suelo e intercambio propuesto, ya que considerando la natura-

leza de los datos (no fueron calibrados), los escenarios de simulaci�on est�an desarrollados con el �n de

analizar el comportamiento de las variables. Sin perjuicio de lo anterior, se present�a una comparaci�on

entre las rentas de los agentes obtenidas en las distintas simulaciones, lo que permitir�a comprobar la

inuencia de las modi�caciones propuestas en el cap��tulo "Modelo computacional".

Considerando que las variaciones entre las simulaciones corresponden a modi�caciones en las elasti-

cidades, las gr�a�cas respectivas de las variables signi�cativas se incluir�an solo para el caso homog�eneo.

5.2. Simulaci�on 1: Caso homog�enea

En este caso se lograron los resultados esperados, por lo tanto, se concluye que el modelo est�a

formulado y programado correctamente. Esto se comprueba en que los resultados obtenidos para

localizaci�on, precios de bienes y servicios, tasa salarial y producci�on son igual entre los agentes de

cada tipo (hogares y �rmas), solo variando a trav�es de las posibles localizaciones. Adem�as, se observa

que los valores m�aximos se obtienen en aquellas zonas que presentan mejor conectividad y por ende,

menores costes de transporte.

El n�umero localizado de agentes por zona se presenta en el cuadro 5.1.
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Tabla 5.1: N�umero de agentes en cada zona del modelo

Hogares Firmas

1.000 1.000

Fuente: Elaboraci�on propia

Dado el escenario, la cantidad de agentes por tipo es la misma en cada zona de la ciudad prototipo.

Al no existir atractores en los nodos la composici�on de las zonas es uniforme. Por lo tanto, la renta de

los bienes inmuebles solo var��a debido a los costos experimentados desde el sistema de transportes.

Tabla 5.2: Promedio renta esperada por tipo de agente. Simulaci�on 1

Hogares Firmas

9:48e4 1;509e11

Fuente: Elaboraci�on propia

Respecto a las rentas esperadas promedio a trav�es de las zonas, se observa que las �rmas se

encuentran por sobre los hogares. Lo anterior, se explica en parte por la forma funcional, ya que si

bien la expresi�on de la disposici�on a pagar de las �rmas corresponde a una ra��z (ver 5.1), se tiene que

vr < 1, luego, en la pr�actica funciona como una exponencial.

DPr j =

�r

√√√√√Ar j�k(
�rk
whj

)�rk v vrr �
�r
r �sj 0(

rsj 0

psj 0j
)rsj 0

%vrXr j
(5.1)

En la �gura 5.1, se presenta la variaci�on porcentual respecto a la media de la renta de los hogares,

a trav�es de las zonas.

Como era de esperar, se observa que los m�aximos valores para las posturas se encuentran cuando

el lugar de trabajo j del hogar h coincide con la zona de localizaci�on i . Lo anterior, se explica porque

bajo esta con�guraci�on se reduce el costo generalizado del transporte (tiempo y tarifa). Se observa

que la mayor dispersi�on respecto a la media se encuentra en las zonas 0 y 1,porque son aquellas que

presentan menores valores a trav�es de las distintas posibles ubicaciones para el lugar de trabajo, ya

que en estos casos los costos de transporte ser��an mayores; por lo que, la diferencia entre trabajar en

el mismo lugar de localizaci�on torna mayor relevancia. Como se ve en la �gura 5.2.

Se observa que las ubicaciones de localizaci�on 14 y 18 presentan altas disposiciones a pagar en

varias posibles zonas de trabajo, lo que se explica por la ubicaci�on que estas tienen en la ciudad �c-

tica. Es importante se~nalar tambi�en, que la distribuci�on obtenida es similar a la matriz de costos de

transporte.

Por otra parte, en la �gura 5.4 se presenta la variaci�on porcentual respecto a la media de la renta

de las �rmas, a trav�es de las zonas.
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Figura 5.1: Variaci�on% de las rentas respecto de la media. Hogares. Simulaci�on 1

Fuente: Elaboraci�on propia

Figura 5.2: Distribuci�on disposiciones a pagar.

Fuente: Elaboraci�on propia

Se observa que en este caso el m�aximo valor se encuentra en la zona 16. Se podr��a de�nir la

zona c�entrica de la cuidad de simulaci�on, aquella compuesta por las zonas 14, 16 y 18. De la misma

forma, se hace notar que el m��nimo se obtiene en la zona 12. Si se mira la �gura 5.3, se puede con-

cluir que en esta localizaci�on se incurre en altos costos de transporte, por lo que, no resultar��a atractiva.

Con respecto a las variables propias del sub-modelo de consumo, en la tabla 5.3 se presenta el

valor promedio a trav�es de las zonas, para los precios de bienes y servicios pr j , tasa salarial wkj y

producci�on de bienes y servicios xr j .
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Figura 5.3: Estructura de la cuidad a utilizar en base a la Red Siouxfalls

Fuente: Elaboraci�on propia

Figura 5.4: Variaci�on de las rentas respecto de la media. Firmas. Simulaci�on 1

Fuente: Elaboraci�on propia

Tabla 5.3: Valor promedio de precios y producci�on. Simulaci�on 1

pr j wkj xr j
1;0023 1;0061 1;0034

Fuente: Elaboraci�on propia

Se observa que todos los valores son cercanos a 1 y similares entre s��, lo que se explica por la

normalizaci�on respecto del primer elemento de la matriz para cada columna. Lo anterior, fue necesario

dada la forma funcional de las variables, pues al ser problemas de punto �jo no convergentes, su valor

crec��a con el n�umero de iteraciones. A continuaci�on, se presenta la variaci�on respecto a la media de

los precios de bienes y servicios.

Como se esperaba, al ser directamente proporcionales, su variaci�on a trav�es de las zonas es similar

al caso del m�aximo valor esperado para la renta de hogares (cuando la zona de localizaci�on coincide
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Figura 5.5: Variaci�on de los precios respecto a la media. Simulaci�on 1

Fuente: Elaboraci�on propia

con la zona de trabajo).

Con respecto a los ujos en la red, se observa que el promedio en los 76 arcos es de 0;007404.

En relaci�on al sistema de transporte, en la imagen 5.6 se presenta un mapa de calor del tiempo

esperado de viaje. Se observa que la diagonal tiene valores nulos y que los m�aximos se encuentran en

los extremos.

Figura 5.6: Mapa de calor de los costos de transporte. Simulaci�on 1

Fuente: Elaboraci�on propia

5.3. Simulaci�on 2: Preferencia consumo bienes

Como se indico en el cap��tulo 4, en este escenario de simulaci�on, para el caso de los hogares se

privilegia el consumo de bienes y servicios por sobre el consumo de suelo. No se contemplan diferen-

cias en la simulaci�on de las �rmas respecto del escenario homog�eneo, ni tampoco diferencias en los

agentes del mismo tipo. Utilizando la misma expresi�on descrita para la simulaci�on anterior, se obtie-

ne el valor de las rentas esperadas en las distintas zonas del modelo, las que se presentan en la tabla 5.4.
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Tabla 5.4: Promedio renta de bienes inmuebles por tipo de agente. Simulaci�on 2

Hogares Firmas

3:17e5 1;509e11

Fuente: Elaboraci�on propia

A diferencia de la hip�otesis propuesta inicialmente, la renta esperada para los hogares aumenta

en cerca de un 70%. Lo anterior, se explicar��a dado que la elasticidad con respecto al consumo de

bienes y servicios aumento en un 10% y la elasticidades respecto del consumo de suelo disminuy�o en

un 10%, mientras que los valores de equilibrio de las variables propias de M.E.G.U. de la simulaci�on

se mantuvieron casi constantes respecto del escenario homog�eneo, luego, los t�erminos de la funci�on a

disposici�on a pagar de los hogares
1

�h
y
∑

r j 0 �r j 0hln(�r j 0h) resultan ser m�as signi�cativos que ln(Ii jh

y
∑

r j 0 �r j 0 ln(�i j j 0rh), por lo tanto, las diferencias de valores en el mercado de bienes y servicios no

inducen variaciones relevantes en las rentas esperadas, bajo la actual formulaci�on. No se observan

diferencias importanes para la renta esperada promedio de las �rmas.

Por otra parte, en la �gura 5.7 se presenta la variaci�on porcentual respecto a la media de la renta

de los hogares, a trav�es de las zonas.

Figura 5.7: Variaci�on% de las rentas respecto de la media. Hogares. Simulaci�on 2

Fuente: Elaboraci�on propia

Se observa un comportamiento similar que para el caso homog�eneo, sin embargo, las variaciones

registradas son de mayor magnitud. Mientras que las �rmas se mantienen constantes respecto de la

simulaci�on 1

En la tabla 5.5 se presenta el promedio a trav�es de las zonas de los valores obtenidos para las

variables propias de M.E.G.U.
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Tabla 5.5: Valor promedio de precios y producci�on. Simulaci�on 2

pr j whj xr j
r/h = 1 1;003041 1;003402 1;0082216

r/h = 2 1;003035 1;002702 1;0072234

Fuente: Elaboraci�on propia

Los precios de bienes y servicios pr j aumentaron un 0;07%, la tasa salarial whj disminuy�o en

0:268% y �nalmente la producci�on creci�o en un 0;478%. respecto del escenario homog�eneo. La pre-

ferencia de los hogares por consumir bienes y servicios se ve reejada en un aumento de los precios.

5.4. Simulaci�on 3: Preferencia por viviendas

En esta modelaci�on consider�o diferencias en los dos tipos de agentes, para los hogares se inducen

diferencias en la elasticidad a favor del consumo de suelo por sobre los bienes y servicios, mientras

que, para el caso de las �rmas, se plantean dos tipos: bienes y servicios, que fueron de�nidos a trav�es

de diferencias en las elasticidades. En la tabla 5.6, se presentan los resultados de las rentas esperadas

de los agentes para este caso. Mientras que en la tabla 5.7 se presenta el promedio a trav�es de las

zonas de los valores obtenidos para las variables propias de M.E.G.U.

Tabla 5.6: Promedio renta de bienes inmuebles por tipo de agente. Simulaci�on 3

Hogares Firmas

r/k = 1 3;18e4 1;51e11

r/k = 2 3;18e4 6;72e(11)

Fuente: Elaboraci�on propia

Tabla 5.7: Valor promedio de precios y producci�on. Simulaci�on 3

pr j whj xr j
r/k = 1 1;00368 1;0039 1;00575

r/k = 2 1;00371 1;0033 1;00576

Fuente: Elaboraci�on propia

En este caso, se observan dos efectos. Primero, la renta esperada de los hogares disminuy�o un

197% respecto del escenario homog�eneo. Al igual que en el escenario de simulaci�on 2, esto se explica

porque las diferencias en los valores de las elasticidades son m�as signi�cativas que los variaciones

en las precios propios de M.E.G.U. Segundo, para el caso de las �rmas, la renta esperada aumento

aproximadamente un 100% para el segundo tipo de agente (para el primero se mantiene constante).

Se observa que los servicios tendr��an m�as disposici�on a pagar por suelo que las �rmas. Lo que tiene
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sentindo de acuerdo a como se de�ni�o el escenario.

En la �gura 5.8 se presenta la variaci�on porcentual respecto a la media de la renta de los hogares,

a trav�es de las zonas.

Figura 5.8: Variaci�on% de las rentas respecto de la media. Hogares. Simulaci�on 2

Fuente: Elaboraci�on propia

Se observa una variaci�on de menor magnitud respecto del escenario homog�eneo, sin embargo, la

estrucutura se mantiene. Por otra parte, en la �gura 5.9 se presenta la variaci�on porcentual respecto

a la media de la renta de las �rmas, a trav�es de las zonas.

En la tabla 5.8 se presenta el valor promedio a trav�es de las zonas, para los precios de bienes y

servicios pr j , tasa salarial whj y producci�on de bienes y servicios xr j .

Tabla 5.8: Valor promedio de precios y producci�on

pr j whj xr j
r/k = 1 1;00368 1;0039 1;00575

r/k = 2 1;00371 1;0033 1;00576

Fuente: Elaboraci�on propia

El aumento en la elasticidad del consumo de bienes intermedios de los servicios, produjo que dis-
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Figura 5.9: Variaci�on de las rentas respecto de la media. Firmas. Simulaci�on 3

Fuente: Elaboraci�on propia

minuyera su precio pr j en un 0;0095% respecto bien tipo 1, sin embargo, la producci�on registro un

leve alza. La tasa salarial whj , disminuye respecto del escenario homog�eneo, lo que guarda relaci�on

con la preferencia por consumo de suelo de la simulaci�on.

5.5. Simulaci�on 3b: Preferencia por viviendas

En este caso, se diferenciaron los hogares en dos tipos, mediante diferencias en las elasticidades.

Los resultados obtenidos se presentan en la tabla 5.9

Tabla 5.9: Promedio renta de bienes inmuebles por tipo de agente. Simulaci�on 3

Hogares Firmas

r/k = 1 4;29e4 1;351e11

r/k = 2 3;28e4 6;92e(11)

Fuente: Elaboraci�on propia

Se observa un aumento en la disposici�on a pagar respecto del tipo de hogar 2.

Finalmente, se observa una leve variaci�on en los tiempos esperados de viaje, esto motivado prin-

cipalmente por las diferencias en la localizaci�on de los agentes, los cuales al tener distintas tasas de

generaci�on de viajes, originan nuevas matrices y por consiguiente, nuevos ujos por arco. Sin embargo,

no se la matriz mantiene su estructura.
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Figura 5.10: Mapa de calor de los costos de transporte. Simulaci�on 3

Fuente: Elaboraci�on propia
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Cap��tulo 6

Conclusiones y l��neas de investigaci�on

futura

6.1. Introducci�on

En este cap��tulo se exponen las principales conclusiones obtenidas sobre la tesis realizada y las

posibles l��neas de investigaci�on futura.

6.2. Conclusiones

En esta tesis se ha generado una formulaci�on que permite sentar las bases para un equilibrio general

urbano, que incorpore los sistemas de uso de suelo, intercambio de bienes y servicios y transporte. Se

desarrollo un modelo de remates al mejor postor, en el cual se de�nen dos agentes: Hogares y �rmas,

se asume que se comportan de manera racional, por lo tanto, los primeros maximizan una funci�on de

utilidad, de tipo Cobb-Douglas con retornos constantes a escala sujeta a restricciones de tiempo e

ingreso, mientras que las �rmas, minimizan una funci�on de gasto lineal sujeta a un nivel de producci�on

dado; la funci�on de producci�on tambi�en es de tipo Cobb-Douglas con retornos constantes a escala,

por lo tanto, las �rmas no tienen excedente. Para la utilidad de los hogares y para la disposici�on a

pagar de las �rmas, se asume una distribuci�on de error aleatorio del tipo Fr�echet. Se demuestra que

este problema es convergente.

Posteriormente, se ha desarrollado un programa computacional que permite simular el modelo en

una ciudad prototipo, junto a esto, se desarrollo un algoritmo de soluci�on. Se simulaci�on tres escana-

rios, para estudiar la relaci�on que existe entre las variables y veri�car su correcto funcionamiento.

Finalmente se han presentado los resultados obtenidos. De los cuales, y considerando la formulaci�on

propuesta, se pueden extraer las siguientes conclusiones:

Se observa que la m�axima disposici�on a pagar para cada hogar tipo h ubicado en la zona i , se

obtiene cuando el lugar de trabajo j coincide con i . Se concluye que lo anterior es a ra��z de

los costos generalizados de transporte, tanto tiempo como tarifa, lo que hacen atrayente tra-

bajar en la misma zona cuando no existen diferencias importantes respecto de la tasa salarial whj .
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Las formas funcionales propuestas no permiten representar de manera adecuada fenomenos

existentes, como econom��as de aglomeraci�on y escalara, sin embargo, si proporcionar un marco

teorico que siente las bases para modelos que incorpoten intercambios de bienes y servicios.

Se concluye que las rentas esperadas son sensibles a variaciones en las elasticidades, mientras

que las diferencias en los precios del mercado de bienes y servicios no resultan signi�cativas al

estar normalizados.

Se concluye que la distribuci�on de errores tipo Frech�et es adecuada para modelar procesos de

elecciones discretas donde las funciones objetivo sean estrictamente positivas.

Se concluye que sin la presencia formal de externalidades de localizaci�on, la diferencia en los

costos y tiempos de transporte es su�ciente para que se generen econom��as de aglomeraci�on.

Se concluye que es posible incorporar a la relaci�on que existe entre transporte y uso de suelo el

mercado de intercambio de bienes y servicios.

6.3. L��neas de investigaci�on futura

Dentro de los temas a profundizar en futuros trabajos, se identi�can supuestos que se pueden

levantar tanto al formular el modelo, como al simular. De la misma manera, es posible complementar

la formulaci�on con modi�caciones metodol�ogicas. El posible trabajo a realizar se detalla a continuaci�on:

Calibraci�on: Con el �n de generar un modelo con capacidad predictiva, es necesario calibrar las

elasticidades del modelo. Se puede utilizar informaci�on observada de precios de bienes y servi-

cios pr j , tasas salariales whj , producci�on Xr j y rentas de bienes inmuebles R. Lo anterior, sin

embargo, requiere levantar grandes cantidades de informaci�on. Se puede explorar la utilizaci�on

de herramientas de big data.

Bene�cios en el caso de las �rmas: Se invita a levantar el supuesto, modelando el comporta-

miento de las �rmas a trav�es de una funci�on de producci�on sin retornos constantes a escala. Lo

anterior, requiere de un marco teorico que sustente el destino de los excedentes econ�omicos. En

este caso, se puede formular la existencia de diferencias signi�cativas en la tasa salarial whj , de

modo que los hogares tengan incentivos para trabajar en una zona distinta a la de residencia.

Externalidades de localizaci�on: Se pueden incorporar en la formulaci�on de la funci�on de utilidad

de los hogares. Permitir��a analizar el efecto de las econom��as de aglomeraci�on y escala en el

consumo de bienes y servicios.

Desfase entre oferta y demanda: Es posible formular este marco teorico dentro de un modelo

d��namico, que permita desfases entre la oferta y la demanda, tanto para localizaci�on como para
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bienes y servicios.
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