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RESUMEN

Los aisladores topolégicos a grandes rasgos son aisladores en el bulto y presentan
estados de borde metalicos que estan protegidos por alguna simetria del sistema,
mediciones ARPES han logrado detectar estos estados, mientras que en experimen-
tos de transporte, estos estados son empanados por una contribuciéon debido a los
defectos e impurezas del bulto.

El objetivo de esta tesis es proponer un modelo tedrico, que sea capaz de entregar
una mayor robustez a los estados de superficies de los aisladores topoldgicos. Para
este fin, usaremos una geometria de heteroestructuras o super-redes, ya que dada la
gran experiencia experimental en el crecimiento de este tipo de sistema, su realizacion
experimental es factible.

Debido el vertiginoso avance del area de los aisladores topolégicos, comenzaremos
con una breve resena histérica de el surgimiento de este tipo de materiales (capitulo
1), para luego explicar la fisica subyacente de los aisladores topoldgicos en uno de
los modelos de aislador topolégico mas sencillos, el modelo SSH (capitulo 2) y un
modelo mas interesante, el modelo BHZ (capitulo 4), este ultimo fue comprobado
experimentalmente. Luego, pasaremos a implementar la estrategia de super-redes
para generar nuevos estados de borde topolégicamente protegidos, que tienen como
base el modelo SSH (capitulo 3) y el modelo BHZ (capitulo 5).

En esta tesis, mediante el método tight-binding y los modelos sencillos ante-
riormente mencionados, logramos disenar exitosamente nuevos estados de borde
topologicos, los que son mucho més resistentes al desorden atémico que sus estruc-
turas base (SSH o BHZ), incluso cuando este desorden destruye la simetria que

permite la existencia del orden topoldgico.



Capitulo 1

Una breve introduccion a los
aisladores topoldgicos

La fisica de la materia condensada se ocupa del comportamiento de las particulas
a densidad finita y a bajas temperaturas, donde, dependiendo de factores como la
presion aplicada, el dopaje, el espin de las particulas, etc., la materia puede reorga-
nizarse en diferentes fases. Una fase descubierta en los anos 70 es la fase topologica,
los materiales que la presentan son aislantes en el bulto y presentan una superfi-
cie conductora protegida por alguna simetria del sistema [1,2]. Esa propiedad es
muy atractiva para realizar transmisiones de alta movilidad y no disipativas. A
continuaciéon mencionaremos un poco de los hitos relevantes que dieron origen a los
aisladores topoldgicos y alguna de sus propiedades (Seccién 1.1), luego explicaremos
que son los ‘invariantes topolégicos’ (Seccién 1.2) y mencionaremos algunas técnicas

experimentales para la medicién de sus propiedades (Seccién 1.3).

1.1 Del efecto Hall a la materia topolégica

A diferencia de las transiciones topoldgicas, las transiciones de fase convencionales,

como cuando el agua se convierte en hielo, no pueden suceder en dos dimensiones



debido a que el teorema de Mermin y Wagner las prohibe [3]. Sin embargo, existia
evidencia experimental de que algin cambio abrupto podia ocurrir en dos dimen-
siones, por ejemplo, ciertas laminas de fluido exhibian super-fluidez por debajo de
una temperatura critica. [4]

En el ano 1972, Kosterlitz y Thouless, propusieron un nuevo tipo de transicion de
fase, basada en la formacién de vértices en una ldmina magnética [5]. Estos vortices,
pueden surgir a partir de los espines atémicos, los cuales se orientan circularmente
formando un patrén en forma de tornado. Un objeto que también estd relacionado es
el anti-vortice: cuando el anti-vortice se une a un vortice, ambos se cancelan, dejando
a los espines alineados en una sola direccion. Para altas temperaturas, existen una
gran cantidad de vortices y anti-vortices, lo que implica una distribucién de espin
desordenada. Por otro lado, a bajas temperaturas los vértices se ordenan con los
anti-vortices, lo que resulta en un alineamiento de espines a un cierto angulo. A
este alineamiento se le llamo orden topoldgico. Esta transicion fue llamada transicion
Kosterlitz-Thouless (TK) y explica la aparicién de superfluidez y superconductividad
en dos dimensiones. [5]

En el ano 1980 se descubre un extrano fenémeno, cuando un de gas de electrones
bidimensional es sujeto a fuertes campos magnéticos, la conductividad de Hall pre-
sentaba saltos discretos proporcionales a €2 /h [6], que contradecia lo esperado (efecto
Hall clésico, crecimiento continuo con las variaciones de campo). Atdn mas intrig-
ante, fue encontrar que este fenémeno era robusto frente a la presencia de defectos
o impurezas. Este efecto fue nombrado efecto Hall cuantico.

Para explicar este extrano efecto, Thouless, Kohmoto, Nightingale y den Nijs
(TKNN) [7] dejan de lado la energia del sistema y consideran la funcién de onda de

un gas de electrones bidimensional. Esta funcién que fué clasificada por un niimero



llamado invariante topoldgico, que presenta alguna estabilidad, tal como los vortices
en la transicién KT. Demostraron que este invariante topoldgico tiene que ser un
entero y que esta directamente relacionado con los plateau de la conductancia de Hall
y es robusto frente a pequenos cambios en el material (Una demostraciéon andloga de
la cuantizacién de la conductancia puede verse también en [8]).

Para clarificar un poco el concepto de topologia, consideraremos distintos cuerpos,
como por ejemplo una pelota, una dona y un simbolo infinito (co). Si ignoramos
la forma de estos objetos y solo contabilizamos los agujeros, podemos deformar un
poco cada cuerpo manteniendo el niimero de agujeros. En este caso, la invariante
topoldgica es el nimero de agujeros y como este niimero no cambia frente a pequenas
deformaciones de estos objetos, se puede decir que el invariante topolégico es robusto
frente a deformaciones. Esta misma idea puede extrapolarse al efecto Hall cuantico
y explica la robustez frente a pequenas perturbaciones de la estructura electrénica.

Posteriormente Haldane [9] propuso un modelo tedrico de una red hexagonal (red
similar a un panal de abeja, un importante material que posee esta estructura es el
grafeno), frente a un campo magnético periddico que localmente rompe simetria de
inversion temporal, manteniendo un campo magnético nulo globalmente. Se muestra
que este estado del grafeno presenta el efecto Hall cuantico con conductividad o, =
e?/h.

Luego del descubrimiento experimental del grafeno [10], Kane y Meele, en el afo
2005 [11], basados en el modelo propuesto por Haldane [9], propusieron sustituir el
campo magnético periddico por una interaccion intrinsica que tiene cada elemento y
que no destruye la simetria de inversion temporal, la interaccion spin-6rbita (SOC).
Al igual que el campo magnético en el modelo de Haldane, el acoplamiento spin-

orbita abre un band-gap en la lamina de grafeno, provocando la aparicion de estados



de borde metalicos topologicamente protegidos. La implicancia fenomenolégica de
preservar la simetria de inversion temporal es la apariciéon de dos conductividades
de Hall cuantico, una para cada direccién del spin, pero con sentido opuesto (en el
espacio real), lo que significa que la corriente de Hall total es nula (esta es la razi
por lo que es necesario romper la simetria de inversién temporal para observar el
efecto Hall cudntico). A este efecto se le puede asociar una conductividad de espin
proporcional a o;, = e/2m, muy similar al efecto Hall cudntico. A esta propiedad se
le denomina efecto Hall de espin cuantico (QSHE). Dada la presencia de la simetria
de inversion temporal, estos estados son robustos debido al teorema de Kramers
(ambos estados son pares de Kramers y deben estar degenerados) y fueron llamados
helicoidales [12]. A los materiales que presentan QSHE se les denomina aisladores
topologicos Zs.

Debido a que la interaccién SOC de los a&tomos de carbono es muy pequena [13,14],
al integrarla a un modelo de grafeno produce un band-gap del orden de 10~*meV, lo
que lo hace fragil ante cualquier pequena perturbacion, como por ejemplo la temper-
atura, presentando muchas dificultades a la hora de su realizacién experimental. Sin
embargo, con la idea de que el espin-6rbita abre un band-gap (provocando una tran-
sicién de fase topoldgica), se encuentra un mecanismo a la hora de buscar materiales
que presenten QSHE, ya que basta con considerar elementos mas pesados. En el ano
2006, Bernevig, Hughes y Zhang (BHZ) proponen un modelo de bajas energias de
un sistema formado por la estructura tipo séndwich CdTe/HgTe/CdTe [15]. Depen-
diendo de la cantidad de capas de HgTe, la heteroestructura puede presentar QSHE,
es decir, presenta una fase topoldgicamente no trivial y una fase aisladora comun.
Otros modelos del tipo tight-binding, confirman la aparicién de estados topoldgicos

helicoidales en los bordes del pozo de potencial de HgTe [16]. A diferencia del modelo



Kane y Mele, el modelo de BHZ da pie a una posible realizacion experimental, la que
fue realizada por Konig et al al medir el transporte de carga a muy bajas temperat-
uras, logrando observar evidencias de los estados de borde metélicos originados por
QSHE [17]. Posteriormente los estados metalicos localizados en los bordes fueron
descritos analiticamente para una geometria cuadrada en bordes cuadrados [18,19]
y terminaciones como la zig-zag [19]. Otros sistemas que presentan efecto hall de
espin cudntico pueden encontrarse en [20].

En general, el efecto Hall cuantico de spin se da en dos dimensiones, trabajos
posteriores muestran generalizaciones a mas dimensiones. En la literatura comienza
a emplearse el término aislador topolégico Zy [21], para sistemas andlogos en tres di-
mensiones. A diferencia de lo que ocurre en dos dimensiones, en tres dimensiones los
invariantes topolégicos son cuatro [22,23] y estan asociados a la presencia de estados
conductores en la superficie [24]. De estas cuatro invariantes topoldgicas (vo; v11213),
se definen aisladores topolégicos débiles a aquellos asociados a los nimeros (v, 1o, 13),
dado que son débiles frente al desorden, esto ocurre, por ejemplo, al apilar un arreglo
de materiales 2D que presentan QSHE. En cambio, los materiales llamados aisladores
topologicos fuertes, asociados al niimero topoldgico vy, son robustos y presentan es-
tados de borde metalicos. Estos estados metalicos tienen la forma de conos de Dirac
en el espacio de momentum 2D, lo que en el espacio real corresponde a un gas de elec-
trones libres en una superficie de un material 3D. Diferentes aisladores topologicos
fueron predichos teéricamente como el Bi;_,Sb,, el HgTe con tension y el a-Sn [25].
El primer aislador topolégico 3D reportado fue la aleaciéon Bi;_,Sb, [26] seguido de

reportes tedricos del semiconductor BisSes [27,28] y su realizacién experimental [27].



1.2 Invariantes topoldgicos

En general, la fase topoldgica puede ser descrita por un invariante topolégico, diferen-
ciando un aislador topolégico a un aislador comtin. Thouless, Kohmoto, Nightingale
y den Nijs (TKNN;, [7]), que mediante la formula de Kubo logran identificar una
invariante topoldgica para el efecto hall cuantico llamado entero TKNN (n € N ),
obteniendo una conductividad de Hall cuantizada de o, = ne?/h. Por otro lado, el
ano 1984 Berry demuestra la existencia de una fase cudntica de origen puramente
geométrico cuando el estado cudntico depende de pardmetros ciclicos [29], la fase
geométrica adquirida en un ciclo de evoluciéon de los parametros es una realizacion
fisica de la llamada ‘invariante de Chern’ asociada a la topologia de un sistema. En
el caso de un sdlido, las funciones de onda son funciones de Bloch, |um(k)), las que
tienen como parametro periddico al quasi-momentum k. Sobre estas funciones se
define una fase de Berry (similar a un potencial vector) A, = i (uy| Vi |um) v un
flujo de Berry F,,, = V x A,, (andlogo a un campo magnético), encontrando una in-
variante o nimero de Chern n,, que depende del flujo total de Berry en toda la zona
de Brillouin. Este ntimero tiene la misma forma que el invariante TKNN n y ademas
es poco sensitivo a cambios pequenos en el Hamiltoniano, lo que ayuda a explicar por
que la cuantizacién de la conductividad o, es robusta. De una manera més simple,
un numero topologico distinto de cero esta relacionado con el nimero de vortices en
la zona Brillouin asociada a las funciones de onda de Bloch. Una consecuencia de que
un material tenga un niimero topoldgico distinto de cero es la presencia de estados de
borde metélicos [30]. Por ejemplo, si tenemos una interfaz entre un aislador comun
(n, = 0) y un aislador que presenta efecto Hall cuantico (n,, = 1), se presenta una

discontinuidad en la interfaz. Como n,,, en caso de existir, solo puede tomar valores



enteros, en la transicién (interfaz) este valor debe indefinirse, que es lo que ocurre en
una banda de Bloch metalica. Este efecto también explica la aparicién de solitones
en una cadena de poliacetileno [31].

El descubrimiento del efecto Hall cuantico de spin trajo consigo un nuevo niimero
topoldgico, llamado el indice topolégico Zy [21].La existencia de la simetria de in-
version temporal en estos sistemas es necesaria para que este numero este definido y
ademas puede ser generalizado a mas de dos dimensiones. El procedimiento general
para célcular este ntiimero es bastante complejo [21,32] y rara vez se emplea. Sin
embargo, el cdlculo de este niimero n, se simplifica cuando los materiales presentan
ciertas simetrias, por ejemplo, si un sistema bidimensional conserva su espin perpen-
dicular S,, entonces las componentes de spin up y down tienen ntimeros de Chern
independientes n4,n; [11], lo que hace que ny +n, = 0, pero (ny —ny)/2 = n,, tal
como se espera de la conductividad de Hall cudntica de spin [33]. Por otro lado, otra
simplificacién aparece si el sistema posee simetria de inversion [34], ya que se puede
calcular el invariante topoldgico mediante la férmula 6, = TIN&,,(A,), en donde
Eam(A,) es la paridad de cada banda de energia ocupada en cada punto invariante
ante simetria de inversién y de inversién temporal en la primera zona de Brillouin

(puntos de Kramer).

1.3 Evidencia experimental.

Si bien, el objetivo de esta tesis es una descripcion tedrica de un nuevo sistema de
aislador topoldgico, es necesario darle un sustento experimental para una posible
futura realizacion y sus posibles problematicas, como por ejemplo, las mediciones de
conductancia, que nuestra propuesta podria ayudar a resolver.

Poco después de que el modelo de Kane y Mele fuera propuesto, el pequeno valor



del acoplamiento spin-orbita en grafeno significé la bisqueda de estos fenémenos y
otros similares en materiales con elementos mas pesados (es decir con un acoplamiento
spin-6rbita mayor). El ano 2006 se predijo el efecto Hall cudntico de spin en un sis-
tema experimentalmente factible, tanto en su construccién, asi como la medicién
experimental de las corrientes de Hall. Este sistema era un pozo cuantico de semi-
conductores formados por CdTe/HgTe/CdTe [15]. Esta vez el acoplamiento espin-
érbita era mucho mayor que en el grafeno [35]. Rdpidamente, aparecié la primera
evidencia experimental del efecto Hall cudntico de espin [17], medido a temperat-
uras cercanas a 30 mK. Posteriormente, luego de la prediccion tedrica de aisladores
topologicos Zsy tridimensionales, Hsieh et al. reporta la realizacién experimental del
primer aislador topolégico 3D en compuestos de Bi;_,Sb, [26]. Esta vez, la estruc-
tura de bandas de energia se mide directamente mediante la técnica denominada
angle-resolved-photoemission-spectroscopy (ARPES).

Esta técnica, ARPES, es la herramienta ideal para probar la existencia y carac-
teristicas de estados de superficie, y que en consecuencia, determinar si un sistema
es un aislador topoldgico. El funcionamiento de esta técnica se basa en hacer incidir
fotones sobre un cristal, eyectando electrones. Mediante el andlisis del momentum de
los electrones eyectados, se puede determinar la estructura electréonica de la super-
ficie y el bulto del material. Las mediciones de ARPES de alta resolucién permiten
una separacién clara de los estados de superficie y los de bulto, ya que los estados
de superficie no se dispersan a lo largo de la direccién perpendicular a la superficie,
en cambio en el bulto si lo hacen. Mediciones ARPES del compuesto Bigg9Sbg.g1
muestran como diferenciar estados de superficie y de bulto [26].

Una importante propiedad de los estados de borde de los aisladores topologicos

es la correlacion entre el espin y el momentum, que subyace en el fuerte acoplamiento



spin-orbita asociado a la superficie de Fermi. Mediciones de ARPES con resolucion
de spin pueden ser usadas para encontrar este tipo de efectos [36], evidenciando la
fuerte polarizacién de spin de los estados de superficie topolégicamente protegidos.
La textura de spin de la superficie de Fermi de estos materiales, muestra que la
polarizacién de spin rota 360° en torno del centro del cono de Dirac [37]. Medi-
ciones de propiedades a diferentes aisladores topoldgicos mediante ARPES pueden
ser encontrados en [27,38-44].

La técnica de ARPES parece indicar un completo acuerdo entre los experimen-
tos y la teoria. Sin embargo, ese acuerdo no es tan evidente al momento de hacer
mediciones de transporte eléctrico en materiales 3D, ya que la contribucién a la
conductividad asociada a los estados de superficie topoldgicos es del mismo orden
que contribucién de los estados de bulto debido a impurezas o defectos. Por otro
lado, otras interesantes propiedades predichas en aisladores topoldgicos, como el
efecto magnetoeléctrico cuantizado [45,46] y los fermiones de majorana en la super-
ficie [47] podrian observarse solo si los portadores de carga del bulto son pequenos
en comparacion a los estados de superficie. Entre las propuestas para mejorar las
mediciones de conductividad esta el reemplazar los materiales originales (como los
compuestos BiySes y BisTes) por otros de mayor resistividad en el bulto (tal como
ternario BiyTesSe [48]). Otra forma de evitar el problema es el uso de ldminas muy
delgadas [49,50] y nanocintas [51], modificando la contribucién de bulto en la con-
ductividad al disminuir el espesor de la lamina delgada y la nanocinta. En resumen,
este problema ha sido tratado de diferentes maneras [52], pero las contribuciones en
la conductividad del bulto y de la superficie varia de material en material. Final-
mente, es relevante recordar que las posibles aplicaciones de este tipo de materiales

suelen basarse en el transporte eléctrico, no en mediciones de ARPES.
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1.4 Prefacio

Atn con una mencion a la evidencia experimental de los aisladores topoldgicos, el
trabajo realizado en esta tesis estara enfocado en una descripcion teodrica de algunos
modelos de aisladores topolégicos. En el capitulo 2 introduciremos el modelo mas
sencillo de aislador topolégico que existe, el modelo de Su, Schrieffer y Heeger(SSH),
sus estados de borde y la importancia de la simetria quiral que tiene sobre estos.
Luego, en el capitulo 3, se construira una heteroestructura usando los estados de
borde y la hibridizacién que estos poseen cuando la cadena es finita, haciendo emerger
nuevos estados de borde topolégicamente protegidos. Para acercarnos mas a sistemas
mas realistas, en el capitulo 4, tomaremos el modelo de Bernevig, Hughes y Zhang
(BHZ) de aislador topoldgico basado en el sistema CdTe/HgTe/CdTe y describiremos
sus estados de borde, de bulto y las simetrias relevantes para este sistema, para luego,
en el capitulo 5, pasar a la construcciéon de la misma heteroestructura que en el
capitulo 3 pero con la diferencia de que los estados de borde tendréan otra proteccion

topologica. Finalmente se concluira en el capitulo 5.4.2.



Capitulo 2

El modelo de Su, Schrieffer y
Heeger (SSH)

La teoria detras de los aisladores topoldgicos Z; no es facil de introducir, es relativa-
mente reciente y requiere un amplio conocimiento de mecéanica cuantica y de fisica
de la materia condensada. Ademds de la poca abundancia de libros introductorios
a la teoria de fases topoldgicas de la materia. Sin embargo, existe un modelo muy
sencillo de un material topolégicamente no trivial, protegido por una simetria de la
red cristalina. Este modelo es particularmente practico para introducir la teoria de
aisladores topoldgicos a una audiencia general, como por ejemplo, estudiantes que
pudieran llegar a leer esta tesis.

En la Seccion 2.1 introduciremos el modelo de poliacetileno en el formalismo de
Huckel o tight-binding. Luego, en la Secciéon 2.2 nos enfocaremos en los estados de
borde de este modelo. En la Seccion 2.3 explicaremos un tipo de simetria particular
de este modelo que da origen a una fase topoldgica. Finalmente, en la Seccion 2.4,

explicitaremos el invariante topdlogico asociado al modelo de poliacetileno.

11
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2.1 El modelo de Hiickel del poliacetileno

La molécula de poliacetileno es un polimero conjugado simple con formula quimica
(CH)qan. Estéd formado por bloques, alternando grupos -CH- acoplados por un enlace
simple, seguido por uno doble, tal como muestra la Figura la. A pesar de ser un
aislador de un gran band gap, el poliacetileno puede ser un buen conductor eléctrico
[53]. Para explicar esta conductividad, Su, Schrieffer and Heeger (SSH) introdujeron
una muy simple caracterizacion del poliacetileno mediante el uso de modelos tight-
binding, en el que se describen fermiones sin espin en una red unidimensional [54]. En
el trabajo original, los autores notaron que debido a la secuencia de enlaces simple-
doble, se originan solitones (estados localizados en los bordes), responsables de la
conductividad del poliacetileno. En los articulos originales de SSH, no se establecio
ninguna relacion entre estos solitones y topologia.

A continuacién adaptaremos la formulacion de Hiickel (anédloga a los modelos
tight binding) para la cadena de poliacetileno, asi como una mirada quimica y fisica
de este sistema.

En el formalismo de Hiickel, es usual ignorar los atomos de hidrégeno en los sis-
temas conjugados, también se considera un solo orbital, ¥; (un electrén por sitio) por
atomo de carbono, este corresponde al orbital p,. Para interacciones entre primeros

vecinos, el Hamiltoniano efectivo mono-electréonico tiene elementos de matriz

a = (i H ) (2.1)
B = (il H i) (2.2)

En donde a corresponde a la energia de sitio del i-ésimo orbital y 8 el hopping

o solapamiento entre dos sitios contiguos, es necesario mencionar que si todos los
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(a) H H H H
LA A ]
\T/ \T/ \T/ \T/ \T/ \T/ ~N
H H H H H H
(b) b,
t t FON

tO tOL

Fig. 1: (a) Representacion estructural del poliacetileno. (b) Modelo tight
binding del poliacetileno, el recuadro contiene una celda de unidad, cada
celda de unidad contiene dos dtomos idénticos pero inequivalentes (a;,b;).
El acoplamiento ¢,¢ son para dtomos en la misma celda o adyacente,
respectivamente. En este caso, t es el enlace doble y t' el enlace simple.

a) Bond equalization b) Bond alternation  ¢) Bond alternation + edges
Delocalized, gapless Delocalized, gap Delocalized bulk, localized e

Fig. 2: Representacion quimica de estructuras estables de interés en hex-
atrieno



14

sitios de la cadena son iguales, la energia de sitio puede considerarse como cero.
Este modelo minimo provee una buena descripcién de moléculas aroméaticas, como el
benceno, en donde todos los enlaces de la estructura estable son idénticos (fig. 2a).
En el caso de nuestro interés, la cadena de poliacetileno, los enlaces alternan (fig. 2b).
Para poder describir esta situacion, es necesario cambiar la notacion, ahora tenemos
dos dtomos de carbono inequivalentes (pero idénticos) en la i-ésima celda de unidad,
que llamaremos a;, b; (fig. 1b y fig. 2b), los orbitales asociados a los electrones p, de
estos sitios corresponden a v; 4, 1,5, por lo que las interacciones a primeros vecinos

son

t = Wi,a‘HWi,b) (2-3)

t' = (Yip| H|Yis1,0) (2.4)

En donde t, ¢’ representan al enlace doble y simple, respectivamente. Los subindices
a,b dan indicios de la existencia de una simetria extra en el sistema, la llamada
simetria quiral, de la que hablaremos mas adelante. En efecto, debido a la alter-
nacién de los enlaces, la celda de unidad se duplica. Bajo este escenario, podemos
observar dos posiciones de carbono inequivalentes: una que tiene un doble enlace
a su derecha y otra que lo tiene en su izquierda. Por lo tanto, en la i-ésima celda
de unidad hay dos atomos de carbono, etiquetados con a;, b;, que constituyen en-
laces alternados en el Hamiltoniano de Hiickel con orbitales v; 4, 1; ;. Empleando la
misma notacion que en la Figura 1, t representa la interaccién entre un enlace doble
(interacién entre a;, b;), mientras que t’ es la interaccién entre b;, a;, 1, que representa
un enlace simple. Recordemos que hemos ignorado la energia de sitio (« = 0). Con

esto en mente, el Hamiltoniano de Hiickel del poliacetileno puede ser escrito, en la
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base (..., %iq, Yip,-..) como

0t 00
t 0t 0

Hssyp=—|0 7 t (2.5)
00 ¢t 0

Analogamente, en segunda cuantizacion, el Hamiltoniano puede escribirse como:

N-1 N-2
HSSH =1 Z (Z}bj + t Z a}Hbj + h.C, (26)
j=0 j=0

2.2 Estados de borde

Las soluciones de Hggy, ecn. (2.6), se obtienen directamente al diagonalizarlo. Nues-
tras condiciones de borde representan una molécula finita (no periddica). Aparecen
tres casos de interés, el primero es conocido como el caso normal o trivial, t > t/,
que corresponde a una tipica molécula conjugada. En este régimen, hay un claro
band gap entre la ultima banda ocupada (HOMO) y la primera banda desocupada
(LUMO). Las funciones de onda del HOMO y LUMO (al igual que todas las otras
funciones de onda del sistema) tienen un comportamiento deslocalizado (fig. 3a). En
el caso de que el largo de esta cadena tienda a infinito, este band gap esta dado por
2|t — ).

Sit — ', la distincién entre el orbital simple y el doble desaparece (t = t'). Para
cadenas muy largas, el sistema se convierte en metalico, ya que el band gap se cierra.

El caso méas importante y fisicamente mas profundo se da cuando t < t'. Al
igual que en el caso t' < ¢, se abre un band gap en el sistema pero hay diferencias

importantes a considerar. La mas notoria es que dos estados aparecen en los bordes,



16

0 0 Q ) 0O @] 0 0O 0 (/
060000000000

HOMO/LUMO trivial case (t=2, t’=1)
Q 9 Q 0 Q9 Q 0 0 0 0 o 0
00

/
O 0 0O O 0 0 0 0 0 0O

@ '
0 (b)
oo N ——
—(t 4ty
@ T 0 0
0 0
Wl B
. t9| —/:ii HOMO/LUMO topological case (t=1, t'=2)
N :
—(t+1t) O 0 0
Fig. 3: (a) Esquema de las energias obtenidas de un Hamiltoniano de 20
sitios, la banda de valencia y de conduccion estan separadas en energia
siempre que t < t. En el panel de la derecha se muestra el HOMO y
LUMO de este caso. (b) Si t > t' las bandas de valencia y conduccién
tienen el mismo comportamiento, salvo un par de estados de energia cero.

En el panel de la derecha se muestra la funcién de onda de estos estados
de energia cero.

0

O O

ubicdndose en medio del band gap y poseyendo energia practicamente cero. La
Figura 3b muestra los orbitales correspondientes, se puede ver que, diferente a los
orbitales del resto de la cadena, los dos nuevos estados estan localizados en los
bordes y penetran en el bulto decayendo exponencialmente. Ademas ellos forman,
desde ambos estados de borde, un par bonding y anti-bonding debido a una pequena
interaccion debido al solapamiento de estos estados, ver Figura 4. Aunque es usual
ignorar esta interaccién residual, esta tesis se centra en considerarla como un nuevo
grado de libertad.

Para entender de mejor manera estos peculiares estados de borde, pasaremos a
una descripcién analitica. Tomaremos una cadena de N celdas de unidad (o bien

2N &tomos). El Hamiltoniano a emplear es Hggsp, ecn. (2.6), ademés de un vector
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it + 1|

[t +t']|

it —t/] / 100
0
— |t + '] 7/ e

100

—[t+t]

1 20
Eigenvalue index

Fig. 4: Niveles de energia y estados de borde para una red bipartita finita
en la fase topoldgica (¢t < t'). N = 10 celdas (20 sitios) con t = 1,/ = %
Un acercamiento a las energias cercanas a cero puede observarse en la
parte derecha del recuadro (la escala de esta esta en el borde derecho)
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de onda general de la forma

V10
Y1
(W
v = Vab

wN,a
Uy

, donde a y b corresponden a los sitios no equivalentes de la cadena SSH. Aplicando

este vector al Hamiltoniano, HW = EW, obtenemos dos ecuaciones de recurrencia

para las funciénes de onda de cada sitio

twj,a—i_t,wj—i—l,a - El/}j,b (27)

thj1p+thjp = Etja. (2.8)

Para saber si el sistema admite estados de energia cero en sus bordes superficie,
supondremos F = 0 y tomaremos como condiciones de borde ¥_;, = ¥n114 = 0.
Es importante mencionar que ambas relaciones de recurrencia dependen solo de un
sitio, @ o b. Emplearemos un ansatz de tal manera que cumpla que la amplitud de
la funcién de onda en los sitios extremos de la izquierda y derecha sea vy, ¥y ¥np

constantes

wj,a = Piwo,a (2'9>
v = pitos, (2.10)
donde p,; son constantes a determinar y estan asociados a los sitios a y b.

Reemplazando lo anterior en la relaciéon de recurrencia, ecn. (2.8), y después de

un poco de algebra, obtenemos:
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t

Pa = —3 (2.11)
t/

o= (2.12)

Al reemplazar (2.12) en (2.10), obtendremos la funcién de onda para cada sitio.

Vi = (1Y, (2.13)
bip = (=1)e g, (2.14)

en donde & = In""(#'/t).
Ambas ecuaciones son exponenciales que decaen con una misma constante &.

Para una referencia futura, la funcién de onda de los estados de borde en segunda

cuantizacion queda de la forma

N-1 _
S
vl = a (—1)]675(1;[-
§j=0
N-1 .
vho= B (~1)Ye b (2.15)
7=0

Estos estados corresponden a los estados con energia cero del sistema SSH, que
decaen exponencialmente. Otro aspecto interesante, es que el estado de la izquierda,
W, solo tiene componentes en el sitio a y el estado de la derecha, Wy, solo posee
amplitud en la sub-red b.

Ademas, estos estados de borde tienen una caracteristica peculiar: su existencia es
independiente de los valores actuales de ¢t y t' (manteniendo ¢ > t). Esta propiedades
radica en una simetria particular de la red bipartita, que profundizaremos en la

siguiente seccion.
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2.3 Simetria Quiral

El modelo SSH de poliacetileno muestra estados de borde de energia cero resistentes
antes ciertos defectos, desorden, impurezas, etc. La explicacion detras de estas
propiedades reside en la red bipartita (alternacién de enlaces). El sistema consiste
en dos sitios equivalentes por celda de unidad, pero que no estan conectados por un
vector de red. La red bipartita posee una simetria especial, conocida como simetria
quiral.

En orden de describir la simetria quiral en el modelo SSH, retornaremos a la
matriz Hamiltoniana Hggy mostrada en eq. (2.5). Debido a que el Hamiltoniano es
simétrico bajo permutaciones de electrones, se puede hacer un reordenamiento de las
etiquetas atomicas, dejando a los orbitales que pertenecen a la sub red a primero que
los orbitales pertenecientes a la sub red 0. Es decir, la nueva base tendra el siguiente
orden ¥V = (Yo.q, V1,0 Y2.4---UN—2, UN—1,). En consecuencia, la matriz Hamiltoniana

quedara diagonal por bloques de la forma

o 0 Hab
H= (Hfl; ; ) (2.16)

La submatriz H,;, contiene todas las interacciones del sistema ya que los términos
de la diagonal corresponden a interacciones entre orbitales pertenecientes a la misma
sub red, pero (i q| H |V;4) = (¥ia| H |1j5) = 0. El valor exacto de Hyy, es irrelevante
para la discusion posterior.

Definiremos el operador quiral de la forma

r— ({; _Oln) (2.17)

En donde I, es la matriz identidad de N x N. Este operador I' anti-conmuta con
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el Hamiltoniano

{H,T} = HT +TH =0 (2.18)

Esta relacion define a I' como un operador quiral asociado al modelo SSH. Este
operador puede ser escrito con los operadores de proyeccién sobre cada sub red, P, y
Py, que satisfacen P,+ P, =1y P,P, = 0. El operador quiral I" se puede representar

en funcién de estos operadores de proyeccion:

N N
I=P,—P=> |mA)(nA-> |m B)n, B (2.19)
m=1 m=1

concluyendo que

1
Pupp = 5oy £T) (2.20)

El significado fisico de I" esta relacionado con un grado de libertad en la fase

de la funcion de onda. Por ejemplo, si es que cambiamos un signo en la sub red,
;b — —1;p, entonces el Hamiltoniano cambia de signo. Por lo que el operador I'
representa un cambio de signo en la energia. Por ejemplo, si ¥ es una solucién de la
ecuacion de Schrodinger para un electrén, HV = EWV, tiene que existir otra solucion

con un autovalor opuesto, —F,

HT|V) = —TH|V)
= —TE|D)

= —ET|0),
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por lo que, debido a la presencia de una simetria quiral, I'|¥) también es un au-
toestado de H con autovalor —F. A los estados ¥ y I'U, con energias £ y —FE,
respectivamente, se les llama parejas quirales.

Para aterrizar un poco la discusion, veremos un ejemplo muy conocido, la de-
scripcién de Hiickel para el butadieno, H-(CH),—H. Las energias, F,, y los orbitales

moleculares, 7,, de los cuatro estados monoelectrénicos estan dados por

By = +1.6t,m = 0.371, + 0.6¢5 + 0.6 + 0.374,
By = +0.6t, 5 = 0.6¢, + 0.37thy — 0.37th3 — 0.6t
By = —0.6t,m5 = 0.60b; — 0.374by — 0.37¢)5 + 0614

E4 = —1.6t, T4 = 037¢1 - 061/12 + 061#3, - 037¢4

Puede observarse que Fy = —F, y F5 = —F3, ambos casos corresponden a pares
quirales. Ellos estan relacionados por un cambio de signo en la subred b (1, 1y),
que transforma los pares quirales: m; en w4 y mo en 3.

Cuando E = 0, algo especial ocurre con la simetria quiral, en este caso £ = —F,
por lo tanto cada estado en su propia pareja quiral. Ademas de anticonmutar con
H, cuando E = 0, I' trivialmente conmuta con H. Esto implica que los estados de
borde estan completamente proyectados sobre una de las sub-redes.

Ahora estamos preparados para argumentar la relacién entre la simetria quiral
y la robustez de los estados de borde en el modelo SSH. En una cadena muy larga,
consideremos una solucion de H tal que tenga dos estados de borde, uno a cada
extremo. Dado que la cadena es muy larga, estos estados no interactiian entre si y
cada uno, por separado, es su propio companero quiral. Adiabaticamente modifique-

mos los parametros del Hamiltoniano, por ejemplo mediante desorden en los enlaces
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t,t'. A pesar del desorden, la energia del estado de borde de la derecha (o izquierda)
no puede tener otro valor que cero, ya que la simetriia quiral exige que si un estado
tiene enegia F, es necesario que exista otro con energia —F. Pero como el estado con
energia E = 0 se encuentra solo, la simetria quiral protege a ese estado del desorden.

Siguiendo el argumento anterior, solo existen dos formas que un estado de borde
localizado pueda cambiar su energia mediante modificaciones paramétricas del Hamil-
toniano. La primera serfa deslocalizar los estados de borde, para que puedan formar
una pareja quiral entre ellos. Este se logra cuando el sistema se vuelve metalico,
t — t'. La segunda forma de cambiar la energia de un estado de borde protegido
por la simetria quiral es, simplemente destruir la simetria quiral. Por ejemplo, al
introducir desorden de las energias de sitio, los términos diagonales del Hamiltoniano

H hacen que {I', H} # 0.

2.4 Bulto

La existencia de quiralidad en el modelo SSH encierra la posibilidad de tener difer-
entes fases, cada una caracterizada por alguna propiedad del sistema y que dentro
de los cuales los cambios pueden ocurrir de manera continua. Para visualizar de
una mejor manera esta propiedad, observando la molécula de hexatrieno en la figura
2a, podriamos progresivamente estirar el sistema de tal manera que lleguemos a un
limite en que t — 0, formandose tres dimeros. Todos los sistemas que cumplen ¢ > ¢/
corresponden a la misma fase topologica.

El otro caso de interés corresponde a t < t’. Por ejemplo la figura 2c, en donde
tenemos otra conformacién de una red bipartita, en el que si alargamos el enlace
simple (reducir t'), terminarfamos con dos dimeros y dos sitios libres en los bordes,

que corresponderia a la fase topoldgica. El enlace entre las dos fases ocurre cuando
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t=1.

Para una descripcién mas formal de estas tres fases, usaremos el Hamiltoniano
Hssm, eq. (2.6). Esta vez consideraremos condiciones de borde periddicas ay =
an_1 y la simetria traslacional de la red cristalina (teorema de Bloch). Tras aplicar
la transformada de Fourier para pasar al espacio reciproco, obtenemos un (kernel)

Hamiltoniano asociado a Hssy, dependiente del quasi-momentum £,

0  t4te™
H(k)_(t+t’eik 1 )

Una manera mas representativa y compacta de escribir este Hamiltoniano se

(2.21)

obtiene usando la base de las matrices de Pauli, ¢ = (0,,0y,0.):

—

H(k) = d(k) - 3, (2.22)

donde d = (¢ +t cos(k), ' sin(k),0). Es importante mencionar que la simetria quiral
mostrada en eq. (2.17) es I' = o, (una de las matrices de Pauli). Diagonalizando

obtenemos los estados de energia del bulto

E =|d| = £/t + t? + 2tt' cos(k) (2.23)

El minimo y maximo de las energias ocurre cuando k = £, tomando las energias
en este punto tenemos F. = £|t — t'|, y el band gap es de A = 2|t —t'].

Pero, por qué t < t' posee soluciones llamadas topoldgicas? La topologia es la
rama de las matematicas que estudia el espacio y sus transformaciones continuas.
Por ejemplo, una naranja es un cuerpo sin agujeros y se puede proponer una trans-

formacion desde una naranja a un plato mediante una transformacién continua. Esto
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significa que son topologicamente equivalentes y su equivalencia puede ser identifi-
cada como el hecho de que ninguno de ellos tiene agujeros. Una dona tiene tiene un
agujero, como una taza de café, por lo que son topologicamente equivalentes. Com-
parando la naranja y la taza de café, la diferencia se encuentra en la cantidad de
agujeros que posee, haciendolos topologicamente inequivalentes. Esta equivalencia es
representada por un nimero, que en este caso, es el nimero de agujeros. El hecho de
que existan diferentes nimeros de agujeros, permite la existencia de la clasificacion
de fases topoldgicas.

Asociando estos conceptos al modelo SSH, el vector d forma un circulo, en el
plano zy, de radio ¢’ y centrado a una distancia ¢ del origen. Se puede contar el
numero de veces que d encierra al origen del sistema de coordenadas, a este nimero,
v, lo llamaremos nimero de enrollamiento o winding number, el cual solo puede
tomar valores enteros. Este valor es v =0 cuando ¢t > ¢ y v = 1 cuando t < ¢’ (ver
fig. 5). Sin embargo, cuando esta curva pasa sobre el origen, el valor de v pasa a
estar indefinido. Si se hacen variaciones a los valores de t y t', el winding number
se mantendria constante, excepto en el caso de ¢t = t/, que corresponde a un sistema
metalico. Extendiendo los argumentos previos en orden de permitir otros tipos de
cambios en el Hamiltoniano (por ejemplo algin acoplamiento entre n-vecinos) el

winding number se mantendria constante a menos que:

e El sistema se convierta en metalico (cf toque el origen), que indefine el winding

number

e La simetria quiral se rompa, por ejemplo un término proporcional a o,, ha-
ciendo a la curva d una curva tridimensional e imposibilitando la definicion el

nimero de vueltas alrededor del origen, que en consecuencia significa que no
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t>t

Tm(f)

-

Fig. 5: Curva del vector d(k) asociado al Hamiltoniano SSH en el espacio
reciproco, los circulos formados por las curvas tienen radio t' y estan
centrados en t. El panel izquierdo corresponde a una fase aisladora en

—

el que el centro no estd encerrado por la curva d(k), en cambio el panel
derecho muestra una fase topoldgica en el que se encierra el origen.

se puede definir el winding number.

De forma general, el winding number ~, para una banda completamente ocupada,

puede ser calculado por

2, (2.24)

L g 00
7= 27 ok

. Para un estado electrénico parcialmente ocupado v esta indefinida.

1|&¢

donde d = |

Este nimero topoldgico se asocia a una fase de Zak [55], que corresponde a la fase

de Berry [29] en el contexto de solidos unidimensionales.

Hasta ahora hemos sido laxos con la relacién entre fases topologicas y estados de
borde de energia cero. Desde un punto de vista formal, en el modelo SSH la fase
trivial (v = 0) y la topoldgica (7 = 1) describen la misma fisica y ninguna de ellas
tiene asociada estados de borde por si misma. Los estados de borde topolégicamente

protegidos ocurren en la interfaz entre dos fases topoldgicas. Como el invariante
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topoldgico debe cambiar de valor en la interfaz y ademas sélo puede tomar valores
enteros, la tnica posibilidad es que v se indefina. Esto suele ocurrir para sistemas
metdlicos (o de energia F = 0 en una dimensién). En general, se habla que los
sistemas topoldgicos tienen estados de borde, dado que comiinmente estan en interfaz
con materiales triviales, tales como el vacio. A la relacién entre nimeros topolégicos
no-triviales y la existencia de estados de borde se le denomina correspondencia bulto-
borde (bulk-boundary correspondence).

Experimentalmente, en una cadena de poliacetileno, nunca se observa que la
cadena esta en la fase topoldgica, pues es de mayor energia que la trivial. Sin
embargo, en la misma cadena se producen defectos en la secuencia de los enlaces
simples y dobles, por ejemplo t —t' —t' — t. Estos defectos, crean la interfaz entre la
fase trivial y topolégica, denominandolas paredes de dominio, tema que trataremos
en el siguiente capitulo.

Este capitulo dié origen a un preprint que puede ser encontrado en [56], en este

momento, se encuentra en referato en la revista chemical communications.



Capitulo 3

Una super red bipartita del
modelo SSH

Ya teniendo descrito lo fundamental del modelo SSH, sus estados de bulto y de borde,
pasaremos a introducir un nuevo modelo, que consiste en N copias interactuantes
del modelo SSH, originando un red de paredes de dominio. En la Seccion 3.1, ex-
pondremos en detalle la fisica que emerge en las paredes de dominio. Y luego en la
Seccién 3.2 trataremos el caso de tener redes de paredes de dominio. En particular,
si la red de paredes de dominio se dimeriza, en forma de red bipartita, se recupera el
comportamiento tipo SSH usando la hibridizacion de los estados generados por esas
paredes de dominio. Naturalmente, este modelo tendré una fase no trivial asociada a
estados de borde. Los efectos del desorden en este nuevo modelo serd estudiados en
la secciéon 3.3, demostrando que estos nuevos estados de borde son resistentes incluso

en ausencia de la simetria quiral, comparado al modelo SSH original.

3.1 Paredes de dominio y condiciones de borde

El primer paso para la construccién de este modelo es definir una pared de dominio.

Para mostrar graficamente una pared de dominio, nos dirigiremos a los dos casos

28
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Fig. 6: (a,b) Esquema de una red bipartita donde cada celda, encer-
rada por un cuadro, tiene dos sitios idénticos. Existen dos casos: el
acoplamiento intracelda es mucho mas fuerte que el acoplamiento inter-
celda o lo contrario. (¢) El modelo SSH: en torno a un defecto tipo pared
de dominio (DW) aparece un estado localizado en el centro del band gap.
(d,e) Dos DW, la longitud de cada segmento esta exagero para una facil
visualizacién. El hexdgono verde denota el estado asociado al DW (es-
tado de baja energia). (f) Una red periédica de DWs. Aqui, la descripcion
efectiva de bajas energfas es una cadena mono-atémica. (g,h) El modelo
de paredes de dominio para una red bipartita (BDW): Dimerizacién de
los DWs. Ahora, el comportamiento de bajas energias es una red bipar-
tita, similar a (a,b). La introduccién y el estudio del modelo BDW serd
tratado posteriormente.
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de la red bipartita del modelo SSH, en fig. 6a,b se muestran las dos posibles fases
(aislador trivial y aislador topolégico) de este modelo. Ambas fases se encuentran,
una después de la otra, separadas por un defecto de la secuencia de enlaces débiles
y fuertes. A este defecto se le llama pared de dominio (DW), ver fig. 6¢. Si cada
subsistema (fase trivial y topoldgica) consiste en N celdas de unidad (en total 2N
sitios), luego de imponer condiciones de borde periddicas (a}v = ag), se conforma

una red con dos paredes de dominio, cada una con un estado localizado en ella. El

Hamiltoniano asociado corresponde a

=

2N—-1

Higy = (ta;bj + VCL;_H) + Z <Va;bj + ta}Hbj) + h.c. (3.1)

- J=N

<
Il
o

Usando la soluciones encontradas en el capitulo anterior, ec. 2.15, U, y Wg,

podemos usarlas como ansatz para las paredes de dominioen j =0y j =N — %

N-1 ‘ 2N—-1 .
Ul = (—1)36_?612 +a Z (—1)e™ a} (3.2)
§=0 J=N
N—-1 o 2N—-1 -
Ul =8> (=1)e " b +p8 > (1Y w0l (3.3)
=0 j=N

donde «, 8 son constantes de normalizacion. Estas soluciones son validas para
cualquier valor de los hoppings, tal que t # v. Siv >t (e > 0), ¥, estd centrado en
7 =0y W, esta centrado en j = N + % El valor opuesto de los hoppings, Si v < t,
implica un valor negativo de € y solo invierte las posiciones del centro de las paredes

de dominio.
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3.2 Una red periddica de paredes de dominio

3.2.1 paredes de dominio periddicas equi-espaceadas

Una red bipartita con M paredes de dominio equidistantes, ver fig. 6f, tiene el sigu-

iente Hamiltoniano

M—-1

Hppw = Z(hN(m) + Ry (m)) (3.4)

m=0

(2m+1)N—-1

hn(m) = Z (ta}bj + I/a;r-ﬂbj) + h.c. (3.5)

Jj=2mN

(2m+2)N

Wym)= (mj.bj+ta§+1bj>+h.c. (3.6)

j=@2m+1)N
donde hy, h'y son Hamiltonianos similares al SSH, pero con diferentes fases topolégicas.
La periodicidad en Hpy p son dos paredes de dominio, o 2N celdas, pero el espacio
entre las paredes de dominio es solo N sitios. Este Hamiltoniano es un poco com-
plicado, pero si nos enfocamos en excitaciones de baja energia, se puede simplificar
enormemente, simplemente manteniendo la superposicién de los modos ¥,, ¥, cerca
de cada pared de dominio, mirar ecn. (3.2),(3.3). Usando esa base, el Hamiltoniano

efectivo corresponde a

—_

Hilfw = > (W, Uy + UL Ty,) + hec. (3.7)
m=0
Cada grupo de 2N sitios es una celda efectiva con dos subredes por celda (ambas

paredes de dominio), al igual que en el modelo de red bipartita estdndar, pero con
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solo una interaccién t'. Por lo tanto, las excitaciones efectivas de bajas energias son
como los de una cadena monoatémica con periodo N, mirar fig. 6f y fig. 7a. Las
funciones base localizadas en las paredes de dominio, en los sitios 2mN y (2m+1)N,

son

(2m4+1)N—-1
2mN —j
vim)=a' Y (-1 T (3.8)
j=(2m—-1)N
(2m+2)N-1 . |@mN-j)N-}—j|
Ulm)=6 Y (= < b (3.9)
j=2mN

Las funciones W!, Ul estdn basadas en las ecuaciones ecn. (3.2), (3.3). Mientras
que ecn. (3.2) ya estda simétricamente centrada alrededor de 2mN, se puede mul-
tiplicar (3.3) por e~2 para hacerla simétrica alrededor de la pared de dominio en
(2m + 1)N. Una simple interpretacién de este factor % es que el centro de simetria
esta en un sitio b, o sea en la mitad de la celda.

La interaccién entre dos estados localizados puede ser descrita aproximadamente

por la expresién matemaética

t, = <\Ija,m| HPDW |\I]b,m> (310)

t'~a/B' (N — 1)6’%(756i — ve” ) (3.11)

donde las constantes de normalizacion o/, 8’ son practicamente independientes de
—2N . , . .

N, o ~0.87 (1 + %e e ) Para valores grandes de NN el primer término domina en

el paréntesis, pero en algunos contextos, como en 6ptica, los arreglos mas comunes

consisten en un nimero limitado de guias de onda.
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Los estados de baja energia dados por ecn. (3.4) y ecn. (3.7), ya no estan
topologicamente protegidos, a pesar de que estan localmente polarizados por sub-
red (en la escala de N sitios), pero en una gran escala (N M sitios) las sub redes se
mezclan. También sus energias son genuinamente finitas, formando una banda tipo
s, fig. 7a. Nuestros resultados estan de acuerdo a estudios anteriores, pero para el

limite continuo [57].

3.2.2 Nuevos estados topoldgicos y una stiper red bipartita

En esta seccién introduciremos una red bipartita de paredes de dominio, comenzando
por su Hamiltoniano atémico, para luego derivar un Hamiltoniano efectivo de bajas
energias, que es una nueva version del modelo SSH, pero a otra escala tanto de
energias como de extensién espacial. Al igual que en el modelo SSH, este nuevo
modelo tiene estados de borde topolégicamente protegidos.

Consideremos la red peridédica de paredes de dominio de la seccién anterior. La
distancia entre paredes dominio sucesivas puede dimerizarse, es decir, el espacio
de entre paredes de dominio alterna entre N y N’. Esto cambia ligeramente el
Hamiltoniano de una red periddica de paredes de dominio, desde Hpw p, ecn. (3.4)
a un Hamiltoniano de una red bipartita de paredes de dominio (BDW de aqui en

adelante):

M—1

Hppw = _ (hy(m) + hiy,(m)), (3.12)

m=0

donde el limite de la suma de hy, by, se ajustara acorde al tamano de cada dominio.
Esto produce dos diferentes interacciones entre las paredes de dominio.
El Hamiltoniano efectivo de bajas energias es una copia de uno describiendo la

red bipartita, pero a mayor escala espacial y a pequenas energias, mirar fig. 7c,d:
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Edge states
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Fig. 7: (a) Niveles de energia de una cadena de M = 12 paredes de do-
minio, con un espaciamiento de N = 11 celdas. Los auto estados de baja
energia, dentro de la region verde, estan formados por la interaccién entre
los estados de pared de dominio. (b) Niveles de energia de una red de
paredes de dominio, pero alternando el ancho, N = 14, N’ = &, entre las
sucesivas paredes de dominio (fueron utilizadas M = 12 replicaciones).
Un nuevo band gap se abre con estados de borde topolégicamente protegi-
dos en el medio, mirar la regién rojiza en el recuadro. (c¢) Representacion
del Hamiltoniano efectivo, para unos cuantos valores de N, N’. (d) De-
pendencia de t',v/, y el diagrama de fases del winding number, n., en
funciéon de N, N’. En todos los paneles t = 1.0, = 1.5
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M-—1
Hilly = (U Wy + /UL W) + hec (3.13)
m=0

De mismo modo, los hoppings efectivos son fuertemente dependientes de la dis-

tancia entre las paredes de dominio, fig. 7d.

t"= (Y| Hepw |Wpm) o Ne ¢ (zfei — Ue_i> (3.14)

V = (Ua | Hapw [Wpmin) < N'e™ 6 (tez% _ ve—z%> , (3.15)

donde, por simplicidad, ignoramos el ultimo término de ecn. (3.11), esta aproxi-
macion es valida si N, N’ > 1 (ver fig. 7d).

La validez de la aproximacion a bajas energias fue confirmada al compararla con
la diagonalizacion directa del Hamiltoniano completo fig. 7b.

La figura 7b muestra el espectro de energias del Hamiltoniano Hgpy,. Dentro del
band gap fundamental, aparecen bandas correspondientes a los estados originados
en las paredes de dominio y un nuevo gap se abre dentro de estas bandas (regién
rojiza). En medio de este pequeno gap en el medio, aparecen dos estados con energia
igual a cero. Estos estados surgen a partir de los estados de las paredes de dominio,
estan localizados en los extremos del sistema y estan completamente polarizados en
cada respectiva sub-red (ahora los sitios a,b pasan a ser paredes de dominio), ver
recuadro dentro de fig. 7b.

La analogia con el modelo SSH regular en el caso periddico esta casi completa,
para el caso limite de una cadena muy larga, M — oo, al Hamiltoniano de ecn. (3.12)

se le puede aplicar la transformada de Fourier, dando
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h@OZ(ﬂ+3€% ﬂ+gé3, (3.16)
donde h(k) es el kernel del Hamiltoniano HE7,,,. Que es el mismo Hamiltoniano del
modelo SSH original, ver 2.4. Por completitud, repetiremos parte de esa discusion.
El Hamiltoniano h(k) se puede escribir de una forma mucho mas compacta, h(k) =
cf(k) -0, con ¢ = (04,0,,0,) el vector formado por las matrices de Pauli, y d =
(t' + v cos(k),v"'sin(k),0). La figura 7c muestra el lugar geométrico formado por el
vector d para algunos valores de N, N’, sin modificar el valor de los hopping entre

sitios. Existe un invariante topoldgico asociado a h(k), llamado winding number o

Chern number:

1 dxd!, — dyd,

"= or &2+ &

(3.17)

La interpretacién geométrica de n. es simple, cuenta cuantas veces la curva
cf(k:) encierra el origen. Los dos posibles valores que puede tomar son n. = {0, 1},
definiendo el diagrama de fases del sistema, mirar fig. 7c,d. Si N > N’ el sistema
se encuentra en una fase topoldgica, que es n. = 1, a la inversa, si N < N’ nos
encontraremos frente a una fase trivial con n. = 0. En el caso restante, N = N’, la
curva d toca el origen y nimero topolégico se indefine: el sistema se convierte en un
metal. Solo en el caso con n. = 1 tiene estados de borde protegidos topolégicamente.

Mientras H;’gw es util para visualizar la coneccién entre el modelo BDW y el
modelo SSH, no logra capturar otros interesantes fenémenos complejos, como el

desorden. Para explorar esto, emplearemos el Hamiltoniano completo, ecn. (3.12).
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3.3 Desorden en el modelo BDW

Para introducir el desorden en los modelos SSH y BDW, se anade una cantidad
aleatoria a los términos del Hamiltoniano de la diagonal o fuera de esta. Este valor
aleatorio es tomado de una distribuciéon aleatoria de tamano J.

La resistencia de los estados topoldgicamente protegidos del modelo SSH en el
caso del desorden fuera de la diagonal es bien conocido. En cadenas pequenas el
desorden fuera de la diagonal puede cerrar el gap, en otras palabras, el desorden
contribuye a disminuir la longitud de penetracion de cada estado de borde, pero las
cadenas consideradas en nuestro estudio, ver fig. 8, son muy largas como para que
este efecto pueda ser visto (ya que no existe hibridizacion entre estados de borde).

Para el modelo BDW, el efecto del desorden fuera de la diagonal, es decir en los
hoppings, se encuentra debajo de 10™* para una amplitud de desorden de ¢ = [0, 2¢].
Lo cual, a pesar de superar al caso SSH, sigue siendo muy pequeno para ser de
interés, por lo que omitiremos este caso.

En cambio, la no uniformidad del desorden de sitio directamente rompe a la
simetria quiral, destruyendo la protecciéon topoldgica. La figura 8 muestra un gap
casi lineal para los estados de superficie del modelo SSH, como también se muestra
en [58].

Los estados de borde del modelo BDW son similares a los estados topoldgicos del
modelo SSH, y por la misma razén, son fragiles al desorden de sitio. Sin embargo, la
magnitud del gap debido al desorden de sitio es mucho mas pequeno para los estados
de borde del modelo BDW, mirar fig. 8a. Esto puede ser explicado, parcialmente, por
lo siguiente: Mientras los estados de superficie del modelo SSH estan directamente

afectados por el desorden diagonal, los estados del modelo BDW estan afectados tan
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Fig. 8: Promedio del gap entre los estados de borde de los modelos SSH
y BDW, en funcién del tamano del desorden de sitio. Las amplitudes de
hopping de las curvas del SSHy BDW sont =1.0,v =15y N =8 N' =
14 para el modelo BDW (mismo ntimero total de sitios fueron usados para
el modelo SSH). La curva SSH-¢ tiene como pardametros ¢t = 1,v = 1.1.
La linea punteada horizontal corresponde al gap de los estados de paredes
de dominio (el band gap del modelo SSH es 1.0).
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solo por el desorden promedio sobre su longitud caracteristica egpy, que promedia
cero para valores grandes de egpy. Con los parametros ¢t = 1,v = 1.5, la longitud
caracteristica del modelo SSH es eggy ~ 2.5 celdas, o alrededor de 5 sitios. En
cambio, para el mismo valor de ¢, (pero N = 8, N’ = 14), la longitud caracteristica
en el modelo BDW es de egpw ~ 1.9 super celdas o 42 sitios.

Para testear la relacién entre el gap y €, uno podria comparar una cadena SSH
y una BDW tal que la longitud de penetracién de los estados de superficie ¢, sea la
misma. FEsto se logra mediante el uso de diferentes hoppings t,v en cada cadena.
Pero, esta comparacion falla debido a que mientras que los estados de superficie del
SSH estan polarizados por sub red, los estados del BDW también estan polarizados
por sub red en la super-red de paredes de dominio. Por lo tanto, uno podria esperar
un comportamiento similar para una cadena SSH y BDW cuando egpw ~ 2€ss5q.
Esto se consigue cuando t = 1, = 1.1 en la cadena SSH y ¢/ = 1,/ = 1.5 en el
modelo BDW. La figura 8b muestra un comportamiento similar en ambos modelos
cuando se satisface la condicion anterior.

Para entender el comportamiento de la cadena BDW bajo desorden de sitio,
mostramos en la figura 9 el promedio del gap cuando una de las amplitudes de
hopping, por ejemplo, v, varia, manteniendo los otros pardametros fijos (¢, 6).

A desorden moderado (es decir, la regién donde el modelo BDW aumenta lineal-
mente con el desorden, fig. 9), para § = 0.5, el modelo BDW y SSH tienen similar
comportamiento: el gap aumenta con v, que es esperable ya que la longitud de lo-
calizacién de los estados de borde decrece con v y mientras méas pequena es esta
longitud, mas grande es el efecto de un defecto sobre el gap. Para cada valor de v
el gap de los estados del modelo BDW son mas pequenos que el gap proveniente del

modelo SSH, ya que el modelo BDW tiene un gap similar al del SSH para pequenas
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Fig. 9: Gap promedio entre los estados de borde del modelo SSH y el
BDW, en funcién del hopping v. Los diferentes paneles tienen una am-
plitud de desorden de sitio de §. El hopping t = 1 para ambos paneles, y
N =8, N’ = 14 para el modelo BDW (mismo numero total de sitios fue
usado para el modelo SSH)
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diferencias en las interacciones t y v. Incrementando al doble la amplitud del desor-
den de sitio, 6 = 1.0, fig. 9, el gap del SSH practicamente se duplica para todo valor
de v. Pero en el gap del modelo BDW no aumenta apreciablemente.

En resumen, la resistencia de los estados de borde del modelo BDW frente al
desorden de sitio -es decir al rompimiento de la simetria quiral- es una caracteristica
bastante general y depende débildemente de las amplitudes de hopping originales del
sistema t, v. En contraste, el modelo SSH es fragil frente al desorden, especialmente
cuando sus interacciones son muy diferentes, es decir, cuando eggy comprende pocos
sitios.

Para obtener una vision mas profunda de los efectos del desorden en ambos, el

modelo SSH y BDW, introduciremos la razén de participacién inversa (IPR) [59]:

(3.18)

donde ¢,, son las amplitudes de las funciones de onda en el sitio n. Un estado
completamente localizado tiene /PR = 1 y una onda totalmente deslocalizada tiene
IPR = 1/N, siendo N el largo de la cadena. La figura 10 muestra el valor de /PR
para ambos, desorden diagonal y no diagonal (considerando solo primeros vecinos).
Para el bulto, los estados de Bloch de la red SSH se localizan con el desorden,
independientemente si es un desorden de sitio o fuera de la diagonal. Los estados
de Bloch de la cadena BDW tiene un comportamiento muy similar, ya que también
son estados de Bloch, pero estan ligeramente mas localizados para un valor finito de
0. En el modelo BDW hay otro tipo de estados de Bloch, que estan formados por la
interaccién entre paredes de dominio, formando un paquete de ondas (fig. 7a,b). La

IPR de esos estados es muy similar a los estados de Bloch regulares, y por mayor
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Fig. 10: Promedio de la razén de participacion en funcion de la amplitud
del desorden, para el desorden de sitio (paneles superiores) y desorden
fuera de la diagonal (paneles inferiores). Los estados de bulto y los de
borde estan en los paneles de la derecha e izquierda, respectivamente. Los
parametros usados son los mismos que fig. 8
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claridad de ellos no son incluidos en la figura 10.

Los estados de borde del modelo BDW (panel derecho de fig. 10) muestran un
salto repentino del IPR, duplicando su valor para pequenas cantidades de desorden
de sitio. Cuando § es del orden de la interaccién entre los estados de borde (un valor
sumamente pequeno), dejan de formarse los pares bonding anti-bonding, %(\If L1 +VUR),
pero en lugar de esto, ellos se localizan en el borde derecho e izquierdo. Debido a
las pequenas energias envueltas en este proceso, uno puede pensar en un dispositivo
electrénico (por ejemplo, la I PR podria ser ~ 0.18 sin desorden), pero esto muestra
que incluso valor del desorden de sitio muy pequeno puede prevenir la ocurrencia de
fraccionalizacién de la carga en el modelo [60].

Después de alcanzar un valor de § |t —v| (en el grafico |t —v| = 0.5), los estados de
borde del BDW practicamente mantiene su [ PR, casi independiente de la amplitud
del desorden de sitio §. A pesar de estar localizados, debido a la simetria quiral,
el modelo permite una longitud de localizacion de varios sitios, previniendo una
deslocalizacién debido al desorden de sitio. En contraste, los estados de borde del
modelo SSH tienen una importante deslocalizacion debido al desorden de sitio, debido
a que, la simetria quiral ya los localizé en algunos sitios, y el rompimiento de esta
simetria superard la localizacion debido al desorden, por lo que el I PR decrece. Este
comportamiento, marcadamente diferente en ambos modelos, es consistente con la
apertura de un gap debido al desorden de sitio, figs. 8,9.

Finalmente, en lo que respecta al desorden fuera de la diagonal, aumenta el /PR
de los estados de bulto en ambos modelos. También incrementa ligeramente el /PR
de los estados de borde de ambos. Esto es consistente con la ausencia de un gap
debido al desorden fuera de la diagonal.

Este capitulo originé una publicacién que puede ser encontrada en [61]



Capitulo 4

El modelo de Bernevig, Hughes y
Zhang (BHZ)

A pesar de que el modelo SSH es una excelente introduccién a las fases topologicas
de la materia, su utilidad es bastante limitada. Esto se debe principalmente a dos
razones: (i) la simetria quiral es destruida con facilidad, por ejemplo, mediante con-
taminacién o impurezas y (ii) los estados de borde de un sistema unidimensional son
estéticos, es decir, no transportan carga (al menos no como una banda de energia).

En este capitulo trataremos otro modelo, propuesto por Bernevig, Hughes y
Zhang [15], ampliamente conocido como BHZ. Este modelo tiene una gran rele-
vancia en la historia de los aisladores topoldgicos, dado que se basa en sistemas
realistas -desde un punto de vista experimental-, proponiendo nuevas fases exéticas
de la materia y que sus posibles aplicaciones podrian tener grandes implicancias tec-
nologicas. Eventualmente, el desarrollo del area de las fases topoldgicas de la materia
ha tomado otros rumbos, sin embargo, el modelo BHZ permanece como una de sus
piedras angulares.

Comenzaremos con una pequena discusion de las fases topologicas del modelo de
Jackiw-Rebbi (seccién 4.1), basado en la ecuaciéon de Dirac. Luego, en la seccién

4.2, introduciremos el modelo BHZ. En la seccién 4.3 estudiaremos los estados de
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superficie -topologicamente protegidos- del modelo BHZ. Finalizaremos tratando las
funciones de onda asociadas a esta modelo, secciéon 4.4. Como el objetivo de este
capitulo es introducir el modelo BHZ, su notacion y parte del dlgebra necesaria para
el capitulo 5, no nos detendremos en la evidencia experimental asociada este modelo,

tampoco en sus posibles aplicaciones.

4.1 Aisladores topoldgicos y el Meron

La primera version para un Hamiltoniano relativista asociada a una particula ele-
mental de spin 1/2 fue escrita por Paul Dirac en el ano 1928 [62]. Para una masa m,

velocidad de la luz ¢ y las matrices de Pauli ¢ = (0,,0,,0.), la ecuacién de Dirac es

H =cp-a+mcp, (4.1)

donde «, 8 son matrices de 4 X 4, que se pueden escribir en funcién de las matrices de
Pauli y satisfacen las mismas relaciones de anti-conmutacion que estas. Las energias
asociadas a este Hamiltoniano son E+ = ++/m2c* 4 p%c? , que corresponde a un
electrén (£ > 0) y a un positrén (E < 0). Bajo la transformacién m — —m la ecn.
(4.1) permanece invariante si f — — [, esto dice que no hay distincién -a nivel de la
ecn. de Dirac- entre las particulas con masa positiva o negativa.

Jackiw y Rebbi presentaron una posible solucion de la ecuacién de Dirac en una
dimensién [63], construyendo una interfaz entre dos sistemas de Dirac con masas de

distinto signo
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con my,ms > 0. Ellos encontraron una solucién con energia exactamente cero lo-
calizada en interfaz (x = 0). Esta solucion es robusta frente a variaciones en la
distribuciéon de masa m(z). La funcién de onda asociada a este estado de borde

tiene la forma

Vo omimsy 1\ _
(z) \/ hmi 4+ mo (2) € (4.2)

Esta funcién de onda presenta un decaimiento exponencial al alejarse de la inter-
faz. Lo anterior se puede generalizar facilmente para mas de una dimensién: siempre
existen estados de borde en la interfaz entre un valor de masa positivo y negativo.
Debido a que la ecuacién de Dirac es simétrica frente a cambios en el signo de la
masa, no se puede hacer una distincion topolédgica entre los sistemas con masa posi-
tiva y negativa, en resumen, no se puede decir cual sistema es topolégicamente trivial
o no. Por lo tanto, la ecuacién de Dirac, ecn. (4.1), no es un buen candidato para
describir la topdlogia en los materiales.

Sin embargo, una manera en el que se puede explorar una posible fase (y pro-
teccién) topolégica es la inclusién de un término cuadratico en la ecuacién de Dirac

[64].

H = vpa + (mv? — Bp*)B (4.3)

El término cuadrético —Bp? rompe la simetria entre la masa m y —m, haciendolo
un sistema distinto a (4.1)

gLa direccion del espin para p — 0 esta dado por el valor de m, mientras que
para p?> — oo el valor del espin estd dado por B. Esto significa que en el caso

mB > 0 la direcciéon de spin es antiparalelo en p’= 0y p'= oo. El caso mB < 0
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implica que el espin es paralelo para p= 0y p = oco. Es decir, tenemos dos fases
claramente distintas, dadas por el signo del término mB, lo que sugiere existencia de
algiin invariante topoldgico en este tipo de sistemas. A las soluciones, para mB > 0,
se les denomina merén (en el espacio de momentum).

La ecn. 4.3 tiene un invariante topologico asociado, para que este sea explicito,
nos restringiremos a dos dimensiones. En este caso, en vez de las matrices a y f3,

nos bastan las matrices de Pauli para expresar el Hamiltionano:
H = vp,o, +vpyo, + (mv2 — BpQ) 0., (4.4)

es decir podemos escribir H = d-o y emplear una generalizacion del winding number,
ecn. 2.24 para definir el llamado nimero de Chern [7]:

7 ( ad ad
_i d—’d. <8px 8 %>
A7 P d3 '

(4.5)

Ne =

con 2n. = sgn(m) + sgn(B), es decir n. puede tomar valores 0 o 1 dependiendo de
su fase topoldgica. En la interfaz entre ambas fases topoldgicas (es decir, cuando m
cambia de signo) existe un estado de energia localizado y de energia cero, la forma
exacta de este estado no es relevante para esta discusion, pues es muy similar al
encontrado en ecn. 4.2.

Entre los modelos simplificados que describen ciertos materiales, esta el modelo
BHZ para el pozo de potencial HgTe, en el que mediante un modelo efectivo en el
espacio de momentum se obtiene una ecuacién andloga a la ecuacién de Dirac con
el parametro cuadratico extra, obteniendo merones y los solitones localizados en la

interfaz. A continuacién, pararemos a describir con mas detalles el modelo BHZ.
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4.2 Modelo BHZ: bulto

El modelo BHZ fue introducido por Bernevig, Hughes y Zhang como una real-
izacion concreta del efecto Hall de cuantico de espin, ya que la propuesta inicial
de una medicién de este efecto en el grafeno [11] resulté ser una opcién no muy real-
ista, debido a que la interaccion espin-6rbita abre un gap extremadamente pequeno
( 107 meV) [65,66]. Este modelo nace de la descripcién a bajas energias de las sub-
bandas, asociadas a un pozo cuéantico formado por HgTe/(Hg,Cd)Te [15]. El modelo
tiene cuatro bandas, con una base del Hamiltoniano correspondiente a dos orbitales
s, 18,1),]s,4) y dos orbitales p hibridizados debido a la interaccién espin 6rbita
Dz +ipy, 1).|—(pz — ipy), ). El band gap en este pozo de potencial se encuentra en

I' = (0,0). Matricialmente, el modelo esta representado por

How(F) = (Hé’“) ’ ) (16)

H(k) = Eo(k)+d(k) -3, (4.7)

!

-

donde ¢ = (04, 0, 0,) denota los grados de libertad de espin en cada orbital, d(k) =
(Aky, Aky, A — B(k} + k}), Eo(k) = C — D(k} + k) con A, B,C, D constantes del
modelo y A es término de masa que define la topologia del sistema. Para semi-
metales como el grafeno, este término A es cero mientras que en semiconductores
como GaAs y CdTe, en donde la banda tipo s posee mayor energia que las bandas
tipo p, el valor de A es positivo. También se puede dar el caso en el que la banda
s sea de menor energia que la banda p, estos materiales son llamados aisladores
topoldgicos, un ejemplo iconico es el pozo cudntico formado por HgTe/(Hg,Cd)Te,
en el que el valor de A varia cambiando el ancho del pozo cuantico, produciendo

transiciones de fase topoldgicas de A > 0 hasta A < 0 pasando por A = 0 para un
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ancho critico. El término H *(—1’5) aparece debido a que el sistema es invariante ante
la simetria de inversion temporal (TRI).

Para los siguientes resultados tedricos, por simplicidad, solo consideraremos un
componente de espin. Para entender en mayor profundidad el modelo BHZ, escribire-
mos H (k) en el espacio real [19]. En nuestro caso, emplearemos en una red cuadrada
artificial, por lo que hay que reemplazar los términos k,, k, por términos que cum-

plan con dicha periodicidad, y que cerca de I' permitan recuperar el modelo BHZ.

Nuestra eleccién corresponde a

A
d, — —sin(k.a) (4.8)
a
A
d, — " sin(kya) (4.9)
2B
d, — A-— ?[2 — cos(kya) — cos(kya)l, (4.10)
los cuales forman
d = (dy,dy,d.), (4.11)

en lo anterior a es la distancia entre sitios. Sin perder generalidad, se tomaron los
valores de C'= D = 0. También podemos elegir a = 1. Reemplazando en ecn. (4.7)
el modelo BHZ para una red cuadrada infinita (fig. 11a) obtenemos el siguiente

Hamiltoniano:
qu(l;) = Asin(k,)o, + Asin(ky)o, + (A — 2B[2 — cos(k,) — cos(ky)])o. (4.12)

Este Hamiltoniano corresponde a una matriz de 2x2 de la forma
A — (2B)[2 — cos(k,) — cos(ky)] (A)(sin(ky,) — isin(k,) )

Hiq(k) = ( Asin(k,) + isin(k,)) —A +2B[2 — cos(k,) — cos(ky)],
(4.13)
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Fig. 11: a) Modelo BHZ llevado a una red cuadrada, el hopping es solo
a primeros vecinos y esta representado por t,,%, en la direccién = e y
respectivamente b) Primera zona de Brillouin asociada a la red cuadrada
con sus respectivos puntos de alta simetria

diagonalizado la matriz obtenemos los estados de energia asociado al bulto:

E(k) = \/A2 (sin®(k,) + sin®(ky)) + (A — 2B[2 — cos(k,) — cos(k,)])?  (4.14)

La zona de Brillouin asociada a la red cuadrada se encuentra en la fig. 11b.
Al igual que ocurre en el modelo SSH, el modelo BHZ posee tres fases distintas,
una fase metdlica en donde no se puede definir una topologia en el sistema y dos
diferentes fases aisladoras que presentan un band gap, con una fase geométrica trivial
y topoldgica -fig. 12. El band gap asociado a esta combinacién de parametros se
encuentra en el punto I' de la zona de Brillouin. En fig. 13 se puede observar una
relacién lineal entre el gap y el parametro de masa A, con una transicién de fase
para A = 0. Bajo ciertas condiciones, el gap puede encontrarse en otros puntos,
como en X; = (0,7), Xy = (7,0) y M = (m, 7). Una descripcién en detalle del

comportamiento del modelo BHZ en estos puntos del espacio reciproco se encuentra
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en [19]. En esta tesis, por simplicidad nos enfocaremos solamente en el punto I', con
un band gap asociado a este punto es £, = 2A. La manera en que se puede describir
la transicion topologica en este sistema es la evaluacion de la conductancia de Hall
de espin obtenida de la formula de TKNN [7] en términos de la curvatura de Berry

integrada sobre toda la zona de Brillouin.

. e Pk od  od d
w5 ) In ok, X ok, @ (4.15)

Esta conductancia de espin puede evaluarse tomando los valores de d = (dy,dy, dy)

en eq. (4.11), obteniendo valores de cero cuando el sistema estd en una fase trivial

(A<0)yoy, = % cuando se encuentra en una fase topologica (A > 0). Si recor-

damos la definicion del nimero de Chern, ecn. 4.5, la ecuacién de la conductividad

de Hall no es mas que el cuanto de conductividad multiplicado por el nimero de
Chern.

Es conveniente recordar que nuestro andlisis se ha restringido al Hamiltoniano de

-,

solo una componente de spin, H(k). Como en el modelo BHZ no existen términos

-

de mezcla de espin, basta con aplicar la simetria de inversién temporal a H(k), para
tener la descripcion completa del sistema. En particular, la conductividad de Hall,

Oy = aly + aiy se anula. Pero si existe una corriente de espin que da cuenta de los

2
en L ~
estados de borde, o], — o}, = ——. Un valor distinto de cero en la conductancia de

T
espin de Hall tiene profundas consecuencias en la superficie, que es lo que veremos a

continuacién.
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A<O  A=0 A>0

Trivial Phase Metallic Phase Topological Phase

Fig. 12: Diferentes estructuras de bandas del modelo BHZ bulto, los
parametros usados corresponden a A = 0.2 para la fase topolégica, A = 0
para la fase metalica y A = —0.8 para la fase trivial. A =1, B = 0.5
son iguales para todos los casos. A medida que A crece, se produce una
transiciéon de fase en el punto A = 0, pasando de una fase trivial a una

topologica.



1.0

0.8 4

Bandgap [eV]
o
o

©
SN
1

0.2+

Insulator Topological

0.0

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Delta

Fig. 13: Band-gap para diferentes valores de A, en donde se puede difer-
enciar la fase topolégica (zona roja) y la fase trivial (zona verde), los otros
parametros A = 1, B = 0.5 son comunes a todos los valores de A.
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4.3 Modelo BHZ: superficie

Al pasar de un sistema bulto a uno con una superficie, aparece una interfaz en-
tre dos sistemas, pudiendo ser entre un sistema trivial (puede ser el vacio) y un
aislador topoldgico. Debido a que los ntimeros topoldgicos asociados a las fases
geométricas son discretos, en el borde entre ambos sistemas no es posible definir
una fase topologica, llevando a interesantes propiedades. Para poder entender que
pasa, modelaremos una interfaz entre un aislador topolégico (modelo BHZ en una
red cuadrada) y el vacio. El primer paso consiste en obtener una versiéon del Hamil-

toniano para espin up, ecn. (4.12), en el espacio real [19]. En segunda cuantizacion,

la base asociada a este Hamiltoniano en el espacio k se denominara a% = (ai Pt a; E)
en donde {1,2} corresponden a los grados de libertad orbitales, entonces,
Hy =Y hag(k)atag + h.c. (4.16)
k
Aplicando la transformada de Fourier inversa
ap =y e Fay (4.17)
7:7‘7‘

en donde, al igual que en el espacio k, se tiene el espinor a; ; = (a1, a2, ). Reem-
plazando en eq. (4.16), obtenemos una expresiéon del Hamiltoniano escrito en el

espacio real

A
qu = Z [(A — 43)] Uza-;jai,j + { (—ZEUI -+ BO'Z) CLLFI’]-&Z'J (418)

i?j

A
+ (—igay + BO’Z) ajyﬁaai,j + h.c} . (4.19)

Definiendo t, = —i(A/2)o, + Bo., t, = —i(A/2)o, + Bo, tenemos una forma
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mds compacta de Hg,

Hy,, = Z (A —4B) Jza;jai,j + {txaLLjai,j (4.20)
1]
+tyag,j+aai,j + h.c} : (4.21)

La red que representa el sistema puede verse en la fig. 11a, en donde cada sitio
tiene una energia interna de (A — 4B)o,. La interaccién entre primeros vecinos en
el eje x es ¢, y la interacciones de primeros vecinos en la direccién y es t,. Vale
mencionar que esta red e interacciones no representan a un cristal concreto, solo son
una representacion matematica para estudiar el modelo en el espacio real.

Para estudiar los estados de borde del modelo, se mantendra la direccion x como
periédica, mientras que consideraremos N sitios en la direccion y, de tal manera que
se produzca una interface con el vacio (ver sub panel en fig. 14a ). Para representar

esto aplicaremos una transformada de Fourier solo en la direccién x,

Qij = Zeikl"”amg- (4.22)
ke

Reemplazando en el Hamiltoniano H,,,

Hy = Y {Aoysin(k,) +[A —2B(2 - cos(k,))] 0.} af jar,; — (4.23)

ke.j
+tyaLz’j+1akx7j + h.c. (4.24)
Definimos
Ho(k,) = Aogsin(k,) + [A —2B(2 — cos(k,)]o., (4.25)

= Ao,sin(k,) + k(ky)o. (4.26)

obteniendo un sistema que consiste en una cadena unidimensional (Fig. 14a) con

energia de sitio Hy y con interaccién ¢, a primeros vecinos,

H,, = Z (Hoazx,jakz,j + [tyazmﬂakz,j + h.c.]) . (4.27)
kl"j
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Los estados cudnticos asociados a H,, estan graficados en la fig. 14a. El sistema
posee dos superficies, las llamaremos superior e inferior. El conjunto de parametros
que se usaron corresponden al sistema en la fase topoldgica. Existen dos estados que
cruzan el nivel de Fermi, cada uno se encuentra en una superficie diferente (fig. 14b).

Para incluir la componente de espin down, basta con aplicar la simetria de in-
versién temporal en H,,. Apareceran nuevos estados, los pares de Kramer de H,,,
los cuales ademéds de un espin opuesto, tendran un momentum k, opuesto a los esta-
dos de H,,. Esto implica una corriente de espin en la direccién contraria para cada
superficie.

La aparicion de estos estados conductores en la superficie esta directamente rela-
cionada con la fase topoldgica del bulto. Una manera facil de ver entender esto es
notar que no es posible definir una fase topoldgica en la interfaz, esto significa que
tienen que existir estados -localizados en la interfaz- a los que no se les pueda definir
una fase topoldgica. Los estados que cumplen esta condicion corresponden a los
metalicos. Los que se pueden observar en diversos aisladores topolégicos, como por
ejemplo, los conos de Dirac en aisladores topologicos tridimensionales.

Ademas, el hecho de que los estados de superficie estén protegidos por la simetria
de inversién temporal hace que estos sean robustos frente a cualquier tipo de desor-
den, mientras esta simetria se mantenga.

Si hacemos que nuestra cinta de N celdas de ancho se vuelva muy delgada (es
decir N es pequeno), la degeneracién en I' se rompe, abriéndose un band gap. Esto
se debe a la interaccién entre los estados de borde de ambos bordes, hibridizandose
de manera similar a lo estudiado en la Seccién 3.1. Para estudiar en profundidad
esta interaccién, escribiremos analiticamente estos estados de borde y como decaen

al penetrar en el sistema.
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Fig. 14: a) Muestra la estructura de bandas de la superficie para una di-
reccion del espin del modelo BHZ, el esquema de la superficie se encuentra
en el sub-panel de a), los pardametros usados corresponden a A = B =1y
A = 0.5y 100 sitios a lo largo de la direccién no periédica, los estados en
plomo corresponden a estados de bulto, mientras que los rojos y azules
corresponden a estados localizados en las superficies (ver sub-panel).b)
Funcion de onda tomada de puntos muy cercanos a [ y estan asociadas
a las bandas del mismo color en a), se observa una localizacién que decae
rapidamente a medida que se penetra en el sistema.
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4.4 Estados de borde del modelo BHZ

Para poder obtener las funciones de onda analiticamente [19], consideraremos N

sitios y una funcién de onda general de la forma

U
Vs
U= | Vs (4.28)
Un
Usando el Hamiltoniano (4.27) en la ecuacién de Schrédinger, obtenemos la sigu-

iente relacion de recurrencia:

Ho(ko); + tyhjsn + ;1 = Eyy (4.29)

De forma general, asumiremos que los estados de borde de este Hamiltoniano

decaen a medida que penetran en el material, cumpliendo la siguiente relacién

Wy = Mo, (4.30)

en donde £ es una constante a determinar. Luego, tomando la ecn. (4.30) y reem-

plazandola en la ecn. (4.29), obtenemos,
1
S

Usando las deficiones de Hy y t,, usaremos como ansazt la siguiente descomposicién

(Ho(k?x) + 1,6+t ) Yo = Eto. (4.31)

de la ecuacién anterior,

Ao, sin(k, )by = FEiy (4.32)

(/ﬁ(kx)az + b, + tj%) Yo = 0 (4.33)
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La ecuacion (4.32) puede resolverse directamente debido a que o, tiene autoval-

ores s = 1, obteniendo

E = +Asin(k,) (4.34)

el band-gap entre ambos estados de energia para cada punto k, es 2Asin(k,),
obteniendo un band-gap en el punto k, = 0 de 0, que corresponderia a un estado
de superficie metalico. Hay que tener en cuenta que las funciones de onda asoci-
adas a estos estados corresponden a los de la matriz de Pauli o, y eq. (4.33) debe
poder diagonalizarse con esta misma base. Para esto, multiplicaremos (4.33) por o,

obteniendo

@(k@-é(%- )o—x+3<%+g))w0:o (4.35)

Las auto funciones asociadas a este sistema son

) = —=(1,1) (4:36)

) = —=(-1,-1 (4.37)

S-S

Las auto funciones |z ),|z_) estdn asociados a la matriz o,, cuyos autovalores
son s =1y s = —1 respectivamente , por lo que la solucién encontrada en (4.34) es

valida. Ya con esto, podemos encontrar la forma de £ de (4.35) usando 0,1y = s

m(km)—§<%—§)s+B(%+§) 0 (4.38)

Si tomamos s = 1, la ecuacién cuya solucion es & es
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k(kz) — g (é - &) +B <é - 51) =0 (4.39)

mientras que para s = —1, la ecuacién cuya solucién es & es

Afl1l 1 1 1
Ii(k‘x) — 5 (g — 5) +B (g + 5) - 0 (440)

Si se toma & = 1/& como solucion de (4.40) obtendriamos la misma ecuacién de

(4.39). Despejando &; de (4.39)

_ ki(ky) £ /k(ky)? —4B% + A2

& 2B+ A (4.41)
Para el caso de k, = 0 se tiene
A —4B)+ /(A —4B)2 — 4B? + A2

2B+ A

ya con esto se puede construir una solucién general tomando en combinacién lineal

&1 2 y reemplazando en (4.30)

vy = (a&f + BE) |zy) + ('G7 + BE7) a) (4.43)

En donde «,d/, 8, 5" son constantes de normalizacién del sistema y pueden de-
pender de las condiciones de borde. El valor de £ puede ser un nimero complejo
con parte real e imaginaria distintos de cero (a + bi), esto implica que §fc % es de la
forma |£]7€, en donde |£]9 (con |¢] = v/a? + b2) representa el decaimiento o crec-
imiento de la funcién mientras el término exponencial corresponden a oscilaciones.

Ademds cuando (A —4B)? < (4B? — A?) | las constantes de decaimiento son iguales
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|€1] = |&], lo que nos permitird posteriormente trabajar en la interaccién entre es-
tados de borde. En [19] se puede ver algunos valores que puede tomar el valor de
B para que se cumpla esta condicion. Una manera 1til para el siguiente capitulo es

escribir ec. 4.43 de la forma

W = <C¥€m+i91j +Bem“92j> ) + (4.44)

N @%m_w” n gem‘“’”) lz_) (4.45)

Con 04,0, las fases correspondientes cada nimero complejo & 2. Definimos €; o
como las constantes de decaimiento mayores que uno. Por lo que puede llegar a
tomar valores como ¢ = In"*(|¢]) 0 e = —In"*(1/]¢]) dependiendo si |£] > 1y || < 1
respectivamente.

Preparando el terreno para el siguiente capitulo, se usaran dos tipos de fases,
topologica y trivial, del modelo BHZ, llevandonos a dos posibles casos debido a
la combinacién de parametros que usaremos. Para el caso topoldgico, se cumple

1&1] = [&2| = |€] v 01 = —05 = 0, obteniendo

Vi = ,yern—lj(w“gj lzy) + y’enn—;f\a)_wj lz_) (4.46)

En cambio, para la fase trivial se dale caso de que £ es real, por lo que

Q/}j = (aeln*f(&) + ﬂeln*f(@)) |x+> —+ (447)

+ <0/61“:1Z§1> + ,6”61“:1?&2>) lz_) (4.48)

Ya con los cimientos del modelo BHZ descritos, pasaremos a la descripcion de la
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heteroestructura formada por diferentes fases del modelo BHZ, que posee estados de

borde mucha mas robustos que el modelo BHZ.



Capitulo 5

Un nuevo modelo: BHZ-SSH

Con una descripcion del modelo BHZ en profundidad, podemos pasar a la con-
struccion del modelo BHZ-SSH correspondiente a una red bipartita formada por los
estados de borde del modelo BHZ, de manera similar a lo hecho en el capitulo 3. En
la seccion 5.1 se describiran los efectos de la interfaz entre una fase topoldgica y trivial
del modelo BHZ que tienen sobre los estados de borde topoldgicamente protegidos.
Luego, en la seccién 5.2, bajo ciertas aproximaciones se calculara analiticamente la
interaccion entre los estados de borde cuando el el nimero de sitios es finito. Ya
con esto, en la seccion 5.3, se construird una red bipartita a partir de los estados de
borde formados por las paredes de dominio para finalmente ver la resistencia de los

estados de borde frente a diferentes tipos de desorden e impurezas, en la seccién 5.4.

5.1 Paredes de dominio

La existencia de diferentes fases topolédgicas en el modelo BHZ con solo la variacién
del parametro de sitio, permite una féacil construcciéon de interfaces entre una fase
topoldgica y trivial, formando las llamadas paredes de dominio. Para poder con-
struir esta pared de dominio, tomaremos condiciones de borde peridédicas en una

direccién (en nuestro caso el eje x) y partir del Hamiltoniano (4.27), proponemos el
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Solapamiento Solapamiento

Fig. 15: Esquema de los estados de superficie en presencia de paredes
de dominio, en donde el borde izquierdo y derecho es proporcional a

|z ), mientras que en la pared de dominio central la funcién de onda es
proporcional a |z_).
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Hamiltoniano con dos paredes de dominio

N 2N—1
Hrpnr = Z[Hla}aj + {tya}Haj + h.c.}] + Z [Hga}aj + {tyahlaj + h.c.}]. (5.1)
j=0 J=N

Consideraremos condiciones de borde periédicas, por lo que existe una interaccion
t, entre el sitio ap y aany—1. Un esquema de este sistema puede verse en la figura 16a,
el recuadro encierra la celda de unidad, que posee dos paredes de dominio. Emergen
dos estados de borde que penetran en el material (fig. 15) debido a la transiciéon de
fase producida en esos puntos.

Analiticamente, usando como ansatz las ecuaciones (4.46) y (4.48), las funciones

de onda de las paredes de dominio pueden escribirse como

2N—1 _2N—j
vl = ad ae % joy)d
j=N
N-1
+ Y e et \x@a} (5.2)
=0

+ 83 e 2 jz)dl (5.3)

Los subindices A, B son los indices de las funciones localizados en cada una de las
paredes de dominio. Cada suma abarca la parte de la funciéon de onda a la izquierda

y derecha de la respectiva pared de dominio. «, 3 son constantes de normalizacion.

€1, 0, constantes del subsistema topoldgico y egl) > 1 constantes de decaimiento para

el subsistema trivial, no se considero 0 < 652) < 1 debido a que no cumple con las

condiciones de borde.
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Ya con una relacién explicita de como son las funciones de onda de una pared de
dominio y como penetran en cada sub-sistema, pasaremos a calcular cuantitativa-
mente la interaccion de los estados de borde cuando el sistema es lo suficientemente
pequeno para que exista solapamiento (en general, si el sistema es finito, siempre

existira solapamiento).

5.2 Interaccion entre estados de borde

Para poder construir la red bipartita (infinita, ver figura 15a), hay que considerar
que estos estados de borde se pueden solapar, implicando una hibridizaciéon entre
los estados de borde y abriendo un gap en I'. En principio es posible construir un
modelo efectivo de bajas energias con la base mostrada en (5.2). Sin embargo, esta
aproximacon sera valida siempre que las energias de los estados de borde sean mucho
mas pequenas que las energias de los estados de bulto asociado al sistema de paredes
de dominio, eq. (5.1). Nuestro Hamiltoniano efectivo, H;J;J;NI, empleara los estados
(5.2) como base. Ademads, para construir H;J;J/c 7 Dos centraremos explicitamente en

las interacciones (solapamientos) en las regiones topoldgicas y triviales por separado,

ver figura 15b, es decir,

H;J;J;NI = trrblbs + tnrdla + toatia + to s LY (5.4)

En donde



2N—-1
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=0
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=0

tr; = Z?ﬂim (Hrinivs;)
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(5.5)

(5.6)
(5.7)

(5.8)

Los valores de t7; y ty; pueden calcularse usando (5.2), (5.3) y (5.1), obteniendo

para todo k como resultado,

lo,A

to,B

trr

tnT

+

5 . vo1sinh(N/e) sinh(N/e€) veasinh(N/e) sinh(N/e)
o”sin(kz) {Ae sinh(1/¢;) A sinh(1/e2)
e sinh(N/e1) LA smh(N/eQ)]

B sin(k,) {Ae smh(l/el) sinh(1/ey)

aB(N — 1)e = {A —2B(2 — cos(k,)) + (B + 5 ;

o/B'(N —1)e ¢ [A"—2B'(2 — cos(k,)) + 2B cosh(1/e})

A'sinh(1/ey)]

A g1
—)6 01—

En donde cada hopping t tiene las constantes del sistema topoldgico o trivial (es

decir del modelo BHZ subyacente). Estas interacciones decaen exponencialmente con

el tamano de cada regién (N) y dependen de los parametros de cada region (NI o TT),

donde existen los estados de borde.

Con este resultados podemos hacer variar las

interacciones mediante variaciones de parametros de cada sub-sistema. Es necesario

mencionar que para k, = 0 las interacciones to 4 = top = 0, por lo que (5.4) pasa
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a tener una forma andloga al modelo SSH, si es que se cumple tr; < ty;. Esto
implica que es posible construir una red bipartita de paredes de dominio y emular
una estructura SSH, replicando sus propiedades, como estados de borde con energia
cero protegidos por la simetria quiral.

Vale notar que en el caso de dos paredes de dominio con condiciones de bordes
periddicas, nuestra aproximacion de restringir tr;,tn; solo a la region TI o NI es
bastante cuestionable, dado que una regién TT (o NI) esta rodeada por exactamente
la misma regién NI (o TT) tanto a la izquierda como a la derecha, ver la seccién 3.1.
Sin embargo, es una excelente aproximacién para nuestro objetivo de generalizar el
modelo BHZ, ver seccién 3.2. Ya definido un Hamiltoniano de un sistema de paredes

de dominio con su respectiva interaccion, pasaremos a la construccién del modelo

BHZ-SSH.

5.3 Red bipartita a partir de modelo BHZ

El modelo BHZ-SSH consistira en en bloques alternados de modelo BHZ en fase
topoldgica y trivial, tal como lo indica el esquema de la figura 16a. De este modo se
forman M paredes de dominio, con un cono de Dirac en cada una de esas paredes
de dominio. En este caso, el solapamiento de los estados de pared de dominio (ver
fig. 15) conduce al quiebre de la degeneracién en I'. Para crear un modelo SSH
creado a partir de la descripcién a bajas energias de la stper red expuesta, los sitios
corresponderan a cada estado localizado de pared de dominio y los hoppings seran
el solapamiento de estos estados, formando una red bipartita (fig. 16¢).

De manera general, es decir un paso antes de la formulaciéon a bajas energias,

tomando (5.1), el Hamiltoniano asociado de M paredes de dominio corresponde a
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Unit Cell

Fig. 16: (a) Esquema del modelo BHZ-SSH, en donde los bloques verdes
y rojos corresponden a una fase trivial y topoldgica del modelo BHZ,
respectivamente. El cuadrado que encierra dos bloques corresponde a una
celda unidad asociada al modelo BHZ-SSH. (b) Red de estados de bordes
(conos de Dirac) que aparecen en las paredes de dominio. Estos estados
se hibridizan al interactuar entre ellos. La amplitud de la interaccién es
vy w'. (c) Red periddica unidimensional similar al modelo SSH, en el
que cada sitio corresponde a un estado de borde BHZ y las interacciones
entre primeros vecinos es proporcional a la hibridizacién entre los estados

de borde.
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M-1
Hppz-ssu = Z (A" (m) + Ry (m)) (5.9)
m=0
(m+1)N+mN’—1
po = > (Hala; + [tyal, a5 + hec)) (5.10)
j=m(N+N")
(m+1)(N+N")
AN = Z (Hga;aj + [tya;Haj + h.cl), (5.11)

j=(m+1)N+mN’
en donde AL} y A son Hamiltonianos tipo BHZ en su fase topolégica (N sitios )y
trivial (V' sitios) respectivamente (eq. (4.27)). La celda de unidad de la super-red es
un bloque de TI y otro bloque de NI. Para cada valor de m aparecen dos interfaces,

por lo que el Hamiltoniano efectivo de bajas energias para k, = 0 es

M-—1
Hylly ssu = (U Wp o + 0041 U + hoc) (5.12)
m=0

en donde #',v’ tienen la forma mostrada en (5.9). Es relevante mencionar que si
k. # 0 aparecen energias de sitio en el sistema efectivo que rompe la simetria quiral,
abriendo un gap lineal en k, cerca de k, = 0. El Hamiltoniano efectivo corresponde
a uno tipo SSH, que cumple ¢’ < v’ y que presenta estados de borde topolégicamente
protegidos. t', v pueden ser controlados mediante los parametros de cada sub sistema
(A, A, B para la fase topolégica y A’, A’ B para la fase trivial). Las consideraciones
que se tomaron para los pardmetros son las siguientes: i) el sub sistema en fase
topolodgica tiene que tener el minimo gap en I', debiéndose cumplir 0 < A < 4B,
i) Para ser consistentes con el célculo tedrico, se consideré (A — 4B)* < 4B? — A2,
teniendo dos longitudes de penetracién iguales en la fase topoldgica (ver eq. (4.45)),
ii1) para la fase trivial, se tienen dos constantes de decaimiento diferentes debido a

que (A’ —4B')? > 4B"” — A”. La estructura de bandas de un sistema representativo
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se encuentra en fig. 17a,b y presenta dos bandas que cruzan el nivel de Fermi, cada
una localizada en cada superficie, con direccién y velocidad contraria a la otra (Si
se consideran ambas direcciones de espin, estarian degeneradas con direccién de
espin contraria), ademads se logra apreciar las bandas del bulto del sistema de bajas
energias £, = 2|t' — v'|. Vale recordar que el band gap del modelo BHZ subyacente
es A, en cada regién. Para un punto k, = 0, el modulo cuadrado de las funciones
de onda asociadas al modelo BHZ y BHZ-SSH se muestran en fig. 18, ambos con
un comportamiento decayente, sin embargo, difieren en el tipo de decaimiento. El
modelo BHZ deberia tener un decaimiento oscilatorio, pero debido a la combinacion
de parametros no se puede apreciar. Por otro lado en el modelo BHZ-SSH se puede
apreciar una ligera polarizacién de sub-red debido al modelo SSH, ya que la funcién
de onda en el borde izquierdo comienza en sitio cero, mientras que en el borde
derecho su peak se encuentra en la siguiente pared de dominio. Ademéds se observan
diferencias en la longitud de pentracion, confirmando que los estados del modelo
BHZ-SSH penetran mucho mas profundo que en el modelo BHZ pristino (30 vs 5
sitios), lo que tiene gran importancia a la hora de presentar algin tipo de desorden
(luego se profundizara en esto). Experimentalmente ya se ha observado este tipo de
ordenamiento [67], por lo que este trabajo contribuye a un mayor entendimiento de
este tipo de sistemas.

Ya con una descripcién de los estados de borde del modelo BHZ-SSH, pasaremos

a ver como afecta algunos tipos de desorden e impurezas a estos estados.
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Fig. 17: (a) Estructura de bandas del modelo BHZ-SSH, las bandas en
negro muestran bandas tipo bulto mientras que las de colores muestran
los estados espin polarizados en cada borde del sistema, la zona verde
muestra el band-gap del bulto del modelo de bajas energias, que depende
de los parametros t’' y v'. Los parametros usados en el sistema son A =
0.9, B = 1.25 para ambos sistemas, 0; = 0.5 para la fase topologica y
0o = —0.5 para la fase trivial, 80 sitios fueron tomados alternando bloques
de 6 sitios para aislador topolégico y 4 para aislador trivial, formandose 8
paredes de dominio. La linea punteada en color verde oscuro corresponde
al band-gap de ambos sub-sistemas por si solo. (b) Estructura de bandas
del modelo BHZ-SSH con una resolucién mas clara cerca de la energia de
fermi. Notar que la escala espacial de ambos sistemas es distinta.
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Fig. 18: Comparacion entre la funciéon de onda de los estados de borde en
I' (k = 0.01) para el modelo BHZ-SSH y el BHZ con las mismas carac-
teristicas mostradas en 17, para una direccién de espin (la otra direccién
es andloga). Aproximadamente se observa una penetracién de 30 sitios
para el BHZ-SSH y 5 sitios para el modelo BHZ.

5.4 Desorden en modelo BHZ-SSH

5.4.1 Desorden en el namero de capas

La posibilidad de la realizacion experimental del modelo BHZ-SSH viene de la mano
con la precisiéon con la que se puede hacer crecer la heteroestructura. La posible
resistencia de los estados de borde topoldgicamente protegidos frente al desorden
en el tamano de cada sub sistema puede sugerir la independencia de técnicas muy
precisas al momento de construir este sistema.

Para entender como afecta el niimero de capas de cada sub sistema, tomaremos
eq. (5.4) correspondiente al Hamiltoniano efectivo de bajas energias del modelo BHZ-
SSH. Los parametros t7y, t 7 son dependientes del niimero de sitios en la direccién no
periédica del modelo BHZ (eq. (5.9)). Aplicar desorden en el nimero de capas esta
directamente relacionado con un desorden en tp;, ¢y, sin embargo, que como bien
se sabe del capitulo 2 y 3 de esta tesis, los estados de borde tipo SSH son resistentes

frente a desorden fuera de la diagonal y no deberia afectarlo de forma significativa.
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Para demostrar esta afirmaciéon numéricamente, usaremos eq. (5.9), en donde
cada sub sistema es dependiente del nimero de capas (NN, N’). Los valores de N, N’
variaran aleatoriamente entre 5 y 14 capas (N, N’ € [5,14]), en una distribucién
uniforme. Para este tipo de desorden no es necesario considerar ambas direcciones
de espin, ya que ambos tienen el mismo comportamiento y la estructura de bandas
es similar, salvo con diferencias en la polarizacién de espin y velocidad (se mantiene
la simetria de inversién temporal).

Dado que este tipo de desorden no rompe la periodicidad (en k), es directo
comparar la estructura de bandas de un sistema pristino (Fig. 17) con N, N' = 10,
con respecto a un sistema desordenado (Fig. 19). Los estados de borde se mantienen
sin cambios mayores, confirmando que un desorden fuera de la diagonal en el modelo
eq. (5.4) no tiene mayor impacto (debido a una proteccién proveniente de la red
bipartita del modelo SSH). Por otro lado, en el gap provenientes de los estados de
bulto de este modelo (zona verde de fig. 17) existen diferencias, ya que las variaciones

del nimero de sitios afecta directamente a este valor (en el caso pristino el gap es

20t — v')).
5.4.2 Impurezas magnético

La proteccién topologica de los estados de borde del modelo BHZ hace que cualquier
defecto que no sea magnético no los afecte de gran manera, por lo que defectos
simples (quitar un sitio de la red) no tendrén grandes consecuencias en los estados
de borde del modelo BHZ-SSH. Sin embargo, estos estados de borde tienen una gran
sensibilidad frente a impurezas o defectos que produzcan algin tipo de momento
magnético, ya que se rompe la simetria protectora. Debido a esto, nuestro siguiente

objetivo es ver como actia este tipo de defecto en nuestro modelo de super-redes.
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Fig. 19: Estructura de bandas del modelo BHZ-SSH frente a desorden
en el nimero de capas en cada sub sistemas de la heteroestructura. Los
parametros de cada subsistema son los mismo de 17 y el nimero de capas
N, N’ es aleatorio entre 5 y 14 en una distribuciéon uniforme.
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Para realizarlo, es necesario considerar ambas direcciones de espin, pues tendran un
comportamiento diferente. La manera en que se trabajara este defecto consistira en
tomar una super celda de x X y sitios del modelo BHZ-SSH, si uno de estos sitios
es elegido para ser considerado como defecto magnético, entonces se le agregard una
interaccién entre ambos espines proporcional a o,, rompiendo localmente la simetria
de inversién temporal. Para comparar el modelo BHZ-SSH con el modelo BHZ
original, tomaremos super celdas de iguales proporciones y se vera los efectos que
tiene este tipo de desorden en los estados de borde mediante la conductancia.

A la heteroestructura asi construidas, se le colocaran dos contactos en cada lado
(fig. 20), de tal manera que en los bordes superior e inferior aparezcan estados de
borde metélicos. Como primera aproximacion, los contactos tendran la misma es-
tructura cristalina del modelo BHZ-SSH o BHZ usado (pero sin desorden magnético).
El tamano de estas celdas serd lo suficientemente grande para que la aleatoriedad de
los defectos sea representativa.

Para poder caracterizar los efectos de los defectos magnéticos, usaremos la con-

ductancia diferencial, que puede encontrarse mediante la formula de Landauer [68]

62

Gy = - ne;@ S| (5.13)

en donde a y b corresponden a dos electrodos y S, es la matriz de scattering,

que puede calcularse usando la formulacién de la funciéon de onda del problema de
scattering mostrada en [69].

Para mostrar como se calcula esta matriz, consideraremos solo un electrodo (ya

que muchos contactos pueden ser considerados como un solo contacto efectivo) y

una zona de scattering (estructura a la que se le quiere calcular la conductancia). El
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Hamiltoniano asociado a ambos sistemas es de la forma

VL
Vi Hp Vi (5.14)
Vi Hp, Vi
Vle H,

En donde H, es el Hamiltoniano de la region de scattering, Hy, es el Hamiltoniano
de la celda de unidad del electrodo, V}, conecta las celdas de unidad del electrodo y
V155 conecta el electrodo con la regién de scattering. Se define una funcién de onda de
un sistema infinito de la forma (..., ¥ (2), UX(1), U¥), en donde V¥ es la funcién de
onda de la regién de scattering y WX(i) la funcién de onda en el electrodo y tomando
en cuenta la simetria traslacional del electrodo (U = (¢, ¢a, ..., 0n), O = (An) o)

se obtiene la siguiente relacion de recurrencia para el electrodo

(Hp+ Vi, + ViX)go = Egy (5.15)

Hay que destacar que los estados con |\,| < 1 decaen y para |A\| = 1 son ondas
que se propagan. Luego, un estado general de scattering en el electrodo es de la

forma

O (i) = O (1) + D> Smnd (1) + Y Sh, 057 (0) (5.16)

En donde ¢ (i), 2, ¢5" son modos incidentes, salientes, y evanescentes. Si se
tiene la funcién de onda de la region de scattering, ¢°, junto a (5.16) y resolviendo la
ecuacién de tight-binding Ht) = ep para el Hamiltoniano (5.14), puede encontrarse

la matriz de scattering Sp.,.
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Los resultados de la conductancia para ambos modelos se encuentran en la fig. 21.

Para los sistemas sin desorden, aparece un valor constante de % para energias por
debajo del band gap, |t —v| (6 [t' —v'|), debido a los dos estados metdlicos de borde.
El incremento de la conductancia para mayores energias se debe a la aparicién de los
estados de bulto. Como el sistema esta bajo condiciones ideales, se puede diferenciar
muy claramente la contribucion de los estados de bulto y los de superficie.

Frente a un valor finito de este tipo de desorden, en el modelo BHZ, ya no es
clara la diferencia entre la contribucion a la conductancia de los estados de borde
y los estados de bulto. Para un porcentaje de impurezas magnéticas de 0.1%, el
ruido permite apreciar un valor de la conductancia oscilando alrededor de G ~
%. Aumentando el valor del desorden, se pierde casi totalmente la conductancia,
producto de la perdida de la proteccion topoldgica en los estados de borde. Por otro
lado, en el modelo BHZ-SSH, a medida que el porcentaje de impurezas magnéticas,
el promedio de G, disminuye. Sin embargo, se esta disminucién es mucho menos
pronunciada que en el modelo BHZ. Se observa que en una pequena zona a bajas
energias, no existen estados que contribuyan a la conductancia y ademas crece a
medida que aumentamos el desorden. A una concentracién de impurezas magneticas
del 0.1%, el promedio de la conductancia es cercano a G,j = %, aun logrando
diferenciar de buena manera los estados de borde con los de bulto. Si bien a 0.5%
de desorden la diferenciacién se vuelve mas dificil, en promedio sigue estando mas
cercana al valor de G, = 2 que en el modelo BHZ.

En general, se puede concluir con respecto a la conductancia, que la heteroestruc-
tura que se construyé en esta tesis posee estados de borde mucho mas estables frente a

un desorden que rompa la simetria de inversién temporal, en comparacion al modelo

BHZ comin. Lo que da el primer paso para la construcciéon de un sistema tipo ais-
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BHZ-SSH

left Right
Contact Contact

Fig. 20: Esquema del sistema para célculos de conductancia, en el centro
se tiene el modelo BHZ-SSH en donde se ven los estados de borde espin
polarizados y los contactos ideales (mismo material) en la parte izquierda
y derecha de la heteroestructura

pr—

lador topologico realista, en el que la diferenciacién entre los estados de borde y bulto
en los experimentos de transporte eléctrico sean mas claras. Es decir, una concen-
tracion baja de defectos, tales como vacancias o impurezas con momento magnético

finito, no deberian dominar el transporte eléctrico para un sistema como el BHZ-SSH.
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Fig. 21: Comparacién entre conductancia del modelo BHZ (panel
izquierdo) y modelo BHZ-SSH (panel derecho) para 0% ,0.1%(960 sitios)
y 0.5%(4800 sitios) de desorden que rompe simetria de inversién temporal.
Para ambos sistemas se usé una super-celda de 400 sitios en la direccion
en donde se formaran los estados de borde y 2400 sitios en la direccion
perpendicular a esta. los parametros para ambos sistemas son iguales a
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Conclusion

El objetivo de esta tesis fue la modelacion de heteroestructuras con estados de borde
metalicos, topoldgicamente protegidos, a partir de diferentes fases de subsistemas
topologicos.

En la primera parte (capitulos 2 y 3) introducimos el modelo SSH y sus distin-
tas fases topoldgicas en el bulto, regidas por un nimero topolégico llamado winding
number. Demostramos anaaliticamente que el sistema posee estados de energia cero
y que decaen exponencialmente con una constante de decaimiento proporcional a
In"'(#/t) y que la simetria quiral esta directamente relacionada con la aparicién de
estados de energia cero, ofreciendo una proteccion frente a cualquier desorden que
no rompa esta simetria. Luego logramos construir una heteroestructura formada por
una red paredes de dominio en el modelo SSH, que consistia en tomar la hibridizacion
de los estados topolégicamente protegidos por simetria quiral en cada pared de do-
minio como una pseudo-interaccién, para luego conformar una red, la que a bajas
energias, resulto ser andloga al modelo SSH original. Esta heteroestructura, al igual
que en el modelo SSH, tiene estados de energia cero, pero se diferencian del modelo
SSH original al posser un longitud de localizacién mucho mayor, ademéas son mu-
cho mas robustos frente al desorden, especialmente frente a desorden que rompe la
simetria quiral. Esto sugiere una nueva via para la construccién de nuevos sistemas

con estados de borde metalicos mucho mas resistentes.
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Para la segunda parte de esta tesis (capitulos 4 y 5), el objetivo fue generalizar lo
realizado en los capitulos anteriores para un modelo mas cercano a la realidad desde
un punto de vista experimental, el modelo BHZ. Un aislador topologico que presenta
estados de borde metalicos tipo Dirac, topoldgicamente protegidos por simetria de
inversion temporal. Al igual que en el modelo SSH, cuando el sistema es finito existe
una hibridizacién de los estados de borde, se calculé analiticamente este valor y se
cre6 una heteroestructura compuesta por el modelo BHZ en su fase topoldgica y
trivial alternadas. Se construy6 un modelo de bajas energias usando esta interaccién
efectiva y se conformo una red tipo SSH. En este caso, aparecen estados de borde con
energia cero, que estan protegidos por simetria de inversion temporal y simetria quiral
y ademaés se extienden mucho méas a través de la heteroestructura en comparacion
al modelo BHZ comtn. Se le aplicaron diferentes tipos de desorden, el primero
consistia en un desorden en el nimero de capas de cada sub sistema. Se demostro
que no afecta a los estados de borde debido a que este desorden no rompe simetria
quiral. Esta resistencia es particularmente importante, ya que no es necesaria una
técnica muy precisa a la hora de hacerla crecer en un laboratorio. Otro tipo de
desorden interesante es el que rompe simetria de inversiéon temporal, se calculé la
conductancia y los resultados se compararon con un modelo BHZ original, obteniendo
que la heteroestructura sigerida en esta tesis es mucho mas resistente frente a este
tipo de desorden.

La importante de que nuestro sistema sea mas resistente al desorden radica en
que en aisladores topolégicos tridimensionales, las contribuciones debido a defectos o
impurezas en el bulto a la conductividad empanan la contribucién de los estados de
borde. Por lo que esta heteroestructura aportaria a solucionar este problema, ya que

el agregar una simetria extra a la proteccién de los estados de borde, puede mejorar



las mediciones experimentales del transporte eléctrico en el borde.
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