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5.4.2 Impurezas magnético . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74



vii

RESUMEN

Los aisladores topológicos a grandes rasgos son aisladores en el bulto y presentan

estados de borde metálicos que están protegidos por alguna simetŕıa del sistema,

mediciones ARPES han logrado detectar estos estados, mientras que en experimen-

tos de transporte, estos estados son empañados por una contribución debido a los

defectos e impurezas del bulto.

El objetivo de esta tesis es proponer un modelo teórico, que sea capaz de entregar

una mayor robustez a los estados de superficies de los aisladores topológicos. Para

este fin, usaremos una geometŕıa de heteroestructuras o super-redes, ya que dada la

gran experiencia experimental en el crecimiento de este tipo de sistema, su realización

experimental es factible.

Debido el vertiginoso avance del área de los aisladores topológicos, comenzaremos

con una breve reseña histórica de el surgimiento de este tipo de materiales (caṕıtulo

1), para luego explicar la f́ısica subyacente de los aisladores topológicos en uno de

los modelos de aislador topológico mas sencillos, el modelo SSH (caṕıtulo 2) y un

modelo mas interesante, el modelo BHZ (caṕıtulo 4), este último fue comprobado

experimentalmente. Luego, pasaremos a implementar la estrategia de super-redes

para generar nuevos estados de borde topológicamente protegidos, que tienen como

base el modelo SSH (caṕıtulo 3) y el modelo BHZ (caṕıtulo 5).

En esta tesis, mediante el método tight-binding y los modelos sencillos ante-

riormente mencionados, logramos diseñar exitosamente nuevos estados de borde

topológicos, los que son mucho más resistentes al desorden atómico que sus estruc-

turas base (SSH o BHZ), incluso cuando este desorden destruye la simetŕıa que

permite la existencia del orden topológico.



Caṕıtulo 1

Una breve introducción a los
aisladores topológicos

La f́ısica de la materia condensada se ocupa del comportamiento de las part́ıculas

a densidad finita y a bajas temperaturas, donde, dependiendo de factores como la

presión aplicada, el dopaje, el esṕın de las part́ıculas, etc., la materia puede reorga-

nizarse en diferentes fases. Una fase descubierta en los años 70 es la fase topológica,

los materiales que la presentan son aislantes en el bulto y presentan una superfi-

cie conductora protegida por alguna simetŕıa del sistema [1, 2]. Esa propiedad es

muy atractiva para realizar transmisiones de alta movilidad y no disipativas. A

continuación mencionaremos un poco de los hitos relevantes que dieron origen a los

aisladores topológicos y alguna de sus propiedades (Sección 1.1), luego explicaremos

que son los ‘invariantes topológicos’ (Sección 1.2) y mencionaremos algunas técnicas

experimentales para la medición de sus propiedades (Sección 1.3).

1.1 Del efecto Hall a la materia topológica

A diferencia de las transiciones topológicas, las transiciones de fase convencionales,

como cuando el agua se convierte en hielo, no pueden suceder en dos dimensiones

1
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debido a que el teorema de Mermin y Wagner las proh́ıbe [3]. Sin embargo, exist́ıa

evidencia experimental de que algún cambio abrupto pod́ıa ocurrir en dos dimen-

siones, por ejemplo, ciertas láminas de fluido exhib́ıan super-fluidez por debajo de

una temperatura cŕıtica. [4]

En el año 1972, Kosterlitz y Thouless, propusieron un nuevo tipo de transición de

fase, basada en la formación de vórtices en una lámina magnética [5]. Estos vórtices,

pueden surgir a partir de los espines atómicos, los cuales se orientan circularmente

formando un patrón en forma de tornado. Un objeto que también está relacionado es

el anti-vórtice: cuando el anti-vórtice se une a un vórtice, ambos se cancelan, dejando

a los espines alineados en una sola dirección. Para altas temperaturas, existen una

gran cantidad de vórtices y anti-vórtices, lo que implica una distribución de esṕın

desordenada. Por otro lado, a bajas temperaturas los vórtices se ordenan con los

anti-vórtices, lo que resulta en un alineamiento de espines a un cierto ángulo. A

este alineamiento se le llamo orden topológico. Esta transición fue llamada transición

Kosterlitz-Thouless (TK) y explica la aparición de superfluidez y superconductividad

en dos dimensiones. [5]

En el año 1980 se descubre un extraño fenómeno, cuando un de gas de electrones

bidimensional es sujeto a fuertes campos magnéticos, la conductividad de Hall pre-

sentaba saltos discretos proporcionales a e2/h [6], que contradećıa lo esperado (efecto

Hall clásico, crecimiento continuo con las variaciones de campo). Aún mas intrig-

ante, fue encontrar que este fenómeno era robusto frente a la presencia de defectos

o impurezas. Este efecto fue nombrado efecto Hall cuántico.

Para explicar este extraño efecto, Thouless, Kohmoto, Nightingale y den Nijs

(TKNN) [7] dejan de lado la enerǵıa del sistema y consideran la función de onda de

un gas de electrones bidimensional. Esta función que fué clasificada por un número
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llamado invariante topológico, que presenta alguna estabilidad, tal como los vórtices

en la transición KT. Demostraron que este invariante topológico tiene que ser un

entero y que está directamente relacionado con los plateau de la conductancia de Hall

y es robusto frente a pequeños cambios en el material (Una demostración análoga de

la cuantización de la conductancia puede verse también en [8]).

Para clarificar un poco el concepto de topoloǵıa, consideraremos distintos cuerpos,

como por ejemplo una pelota, una dona y un śımbolo infinito (∞). Si ignoramos

la forma de estos objetos y solo contabilizamos los agujeros, podemos deformar un

poco cada cuerpo manteniendo el número de agujeros. En este caso, la invariante

topológica es el número de agujeros y como este número no cambia frente a pequeñas

deformaciones de estos objetos, se puede decir que el invariante topológico es robusto

frente a deformaciones. Esta misma idea puede extrapolarse al efecto Hall cuántico

y explica la robustez frente a pequeñas perturbaciones de la estructura electrónica.

Posteriormente Haldane [9] propuso un modelo teórico de una red hexagonal (red

similar a un panal de abeja, un importante material que posee esta estructura es el

grafeno), frente a un campo magnético periódico que localmente rompe simetŕıa de

inversión temporal, manteniendo un campo magnético nulo globalmente. Se muestra

que este estado del grafeno presenta el efecto Hall cuántico con conductividad σxy =

e2/h.

Luego del descubrimiento experimental del grafeno [10], Kane y Meele, en el año

2005 [11], basados en el modelo propuesto por Haldane [9], propusieron sustituir el

campo magnético periódico por una interacción intŕınsica que tiene cada elemento y

que no destruye la simetŕıa de inversión temporal, la interacción spin-órbita (SOC).

Al igual que el campo magnético en el modelo de Haldane, el acoplamiento spin-

órbita abre un band-gap en la lámina de grafeno, provocando la aparición de estados
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de borde metálicos topológicamente protegidos. La implicancia fenomenológica de

preservar la simetŕıa de inversión temporal es la aparición de dos conductividades

de Hall cuántico, una para cada dirección del spin, pero con sentido opuesto (en el

espacio real), lo que significa que la corriente de Hall total es nula (esta es la razń

por lo que es necesario romper la simetŕıa de inversión temporal para observar el

efecto Hall cuántico). A este efecto se le puede asociar una conductividad de esṕın

proporcional a σs
xy = e/2π, muy similar al efecto Hall cuántico. A esta propiedad se

le denomina efecto Hall de esṕın cuántico (QSHE). Dada la presencia de la simetŕıa

de inversión temporal, estos estados son robustos debido al teorema de Kramers

(ambos estados son pares de Kramers y deben estar degenerados) y fueron llamados

helicoidales [12]. A los materiales que presentan QSHE se les denomina aisladores

topológicos Z2.

Debido a que la interacción SOC de los átomos de carbono es muy pequeña [13,14],

al integrarla a un modelo de grafeno produce un band-gap del orden de 10−4meV, lo

que lo hace frágil ante cualquier pequeña perturbación, como por ejemplo la temper-

atura, presentando muchas dificultades a la hora de su realización experimental. Sin

embargo, con la idea de que el esṕın-órbita abre un band-gap (provocando una tran-

sición de fase topológica), se encuentra un mecanismo a la hora de buscar materiales

que presenten QSHE, ya que basta con considerar elementos mas pesados. En el año

2006, Bernevig, Hughes y Zhang (BHZ) proponen un modelo de bajas enerǵıas de

un sistema formado por la estructura tipo sándwich CdTe/HgTe/CdTe [15]. Depen-

diendo de la cantidad de capas de HgTe, la heteroestructura puede presentar QSHE,

es decir, presenta una fase topológicamente no trivial y una fase aisladora común.

Otros modelos del tipo tight-binding, confirman la aparición de estados topológicos

helicoidales en los bordes del pozo de potencial de HgTe [16]. A diferencia del modelo
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Kane y Mele, el modelo de BHZ da pie a una posible realización experimental, la que

fue realizada por König et al al medir el transporte de carga a muy bajas temperat-

uras, logrando observar evidencias de los estados de borde metálicos originados por

QSHE [17]. Posteriormente los estados metálicos localizados en los bordes fueron

descritos anaĺıticamente para una geometŕıa cuadrada en bordes cuadrados [18, 19]

y terminaciones como la zig-zag [19]. Otros sistemas que presentan efecto hall de

esṕın cuántico pueden encontrarse en [20].

En general, el efecto Hall cuántico de sṕın se da en dos dimensiones, trabajos

posteriores muestran generalizaciones a más dimensiones. En la literatura comienza

a emplearse el término aislador topológico Z2 [21], para sistemas análogos en tres di-

mensiones. A diferencia de lo que ocurre en dos dimensiones, en tres dimensiones los

invariantes topológicos son cuatro [22,23] y están asociados a la presencia de estados

conductores en la superficie [24]. De estas cuatro invariantes topológicas (ν0; ν1ν2ν3),

se definen aisladores topológicos débiles a aquellos asociados a los números (ν1, ν2, ν3),

dado que son débiles frente al desorden, esto ocurre, por ejemplo, al apilar un arreglo

de materiales 2D que presentan QSHE. En cambio, los materiales llamados aisladores

topológicos fuertes, asociados al número topológico ν0, son robustos y presentan es-

tados de borde metálicos. Estos estados metálicos tienen la forma de conos de Dirac

en el espacio de momentum 2D, lo que en el espacio real corresponde a un gas de elec-

trones libres en una superficie de un material 3D. Diferentes aisladores topológicos

fueron predichos teóricamente como el Bi1−xSbx, el HgTe con tensión y el α-Sn [25].

El primer aislador topológico 3D reportado fue la aleación Bi1−xSbx [26] seguido de

reportes teóricos del semiconductor Bi2Se3 [27,28] y su realización experimental [27].
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1.2 Invariantes topológicos

En general, la fase topológica puede ser descrita por un invariante topológico, diferen-

ciando un aislador topológico a un aislador común. Thouless, Kohmoto, Nightingale

y den Nijs (TKNN, [7]), que mediante la formula de Kubo logran identificar una

invariante topológica para el efecto hall cuántico llamado entero TKNN (n ∈ N ),

obteniendo una conductividad de Hall cuantizada de σxy = ne2/h. Por otro lado, el

año 1984 Berry demuestra la existencia de una fase cuántica de origen puramente

geométrico cuando el estado cuántico depende de parámetros ćıclicos [29], la fase

geométrica adquirida en un ciclo de evolución de los parámetros es una realización

f́ısica de la llamada ‘invariante de Chern’ asociada a la topoloǵıa de un sistema. En

el caso de un sólido, las funciones de onda son funciones de Blöch, |um(~k)〉, las que

tienen como parámetro periódico al quasi-momentum ~k. Sobre estas funciones se

define una fase de Berry (similar a un potencial vector) Am = i 〈um| ∇k |um〉 y un

flujo de Berry Fm = ∇×Am (análogo a un campo magnético), encontrando una in-

variante o número de Chern nm que depende del flujo total de Berry en toda la zona

de Brillouin. Este número tiene la misma forma que el invariante TKNN n y además

es poco sensitivo a cambios pequeños en el Hamiltoniano, lo que ayuda a explicar por

que la cuantización de la conductividad σxy es robusta. De una manera más simple,

un número topológico distinto de cero está relacionado con el número de vórtices en

la zona Brillouin asociada a las funciones de onda de Blöch. Una consecuencia de que

un material tenga un número topológico distinto de cero es la presencia de estados de

borde metálicos [30]. Por ejemplo, si tenemos una interfaz entre un aislador común

(nm = 0) y un aislador que presenta efecto Hall cuántico (nm = 1), se presenta una

discontinuidad en la interfaz. Como nm, en caso de existir, solo puede tomar valores
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enteros, en la transición (interfaz) este valor debe indefinirse, que es lo que ocurre en

una banda de Blöch metálica. Este efecto también explica la aparición de solitones

en una cadena de poliacetileno [31].

El descubrimiento del efecto Hall cuántico de sṕın trajo consigo un nuevo número

topológico, llamado el ı́ndice topológico Z2 [21].La existencia de la simetŕıa de in-

versión temporal en estos sistemas es necesaria para que este número este definido y

además puede ser generalizado a más de dos dimensiones. El procedimiento general

para cálcular este número es bastante complejo [21, 32] y rara vez se emplea. Sin

embargo, el cálculo de este número nν se simplifica cuando los materiales presentan

ciertas simetŕıas, por ejemplo, si un sistema bidimensional conserva su esṕın perpen-

dicular Sz, entonces las componentes de sṕın up y down tienen números de Chern

independientes n↑, n↓ [11], lo que hace que n↑ + n↓ = 0, pero (n↑ − n↓)/2 = nσ, tal

como se espera de la conductividad de Hall cuántica de sṕın [33]. Por otro lado, otra

simplificación aparece si el sistema posee simetŕıa de inversión [34], ya que se puede

calcular el invariante topológico mediante la fórmula δa = ΠN
mξ2m(Λa), en donde

ξ2m(Λa) es la paridad de cada banda de enerǵıa ocupada en cada punto invariante

ante simetŕıa de inversión y de inversión temporal en la primera zona de Brillouin

(puntos de Kramer).

1.3 Evidencia experimental.

Si bien, el objetivo de esta tesis es una descripción teórica de un nuevo sistema de

aislador topológico, es necesario darle un sustento experimental para una posible

futura realización y sus posibles problemáticas, como por ejemplo, las mediciones de

conductancia, que nuestra propuesta podŕıa ayudar a resolver.

Poco después de que el modelo de Kane y Mele fuera propuesto, el pequeño valor
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del acoplamiento sṕın-órbita en grafeno significó la búsqueda de estos fenómenos y

otros similares en materiales con elementos mas pesados (es decir con un acoplamiento

sṕın-órbita mayor). El año 2006 se predijo el efecto Hall cuántico de sṕın en un sis-

tema experimentalmente factible, tanto en su construcción, aśı como la medición

experimental de las corrientes de Hall. Este sistema era un pozo cuántico de semi-

conductores formados por CdTe/HgTe/CdTe [15]. Esta vez el acoplamiento esṕın-

órbita era mucho mayor que en el grafeno [35]. Rápidamente, apareció la primera

evidencia experimental del efecto Hall cuántico de esṕın [17], medido a temperat-

uras cercanas a 30 mK. Posteriormente, luego de la predicción teórica de aisladores

topológicos Z2 tridimensionales, Hsieh et al. reporta la realización experimental del

primer aislador topológico 3D en compuestos de Bi1−xSbx [26]. Esta vez, la estruc-

tura de bandas de enerǵıa se mide directamente mediante la técnica denominada

angle-resolved-photoemission-spectroscopy (ARPES).

Esta técnica, ARPES, es la herramienta ideal para probar la existencia y carac-

teŕısticas de estados de superficie, y que en consecuencia, determinar si un sistema

es un aislador topológico. El funcionamiento de esta técnica se basa en hacer incidir

fotones sobre un cristal, eyectando electrones. Mediante el análisis del momentum de

los electrones eyectados, se puede determinar la estructura electrónica de la super-

ficie y el bulto del material. Las mediciones de ARPES de alta resolución permiten

una separación clara de los estados de superficie y los de bulto, ya que los estados

de superficie no se dispersan a lo largo de la dirección perpendicular a la superficie,

en cambio en el bulto si lo hacen. Mediciones ARPES del compuesto Bi0.09Sb0.91

muestran como diferenciar estados de superficie y de bulto [26].

Una importante propiedad de los estados de borde de los aisladores topológicos

es la correlación entre el esṕın y el momentum, que subyace en el fuerte acoplamiento
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sṕın-órbita asociado a la superficie de Fermi. Mediciones de ARPES con resolución

de sṕın pueden ser usadas para encontrar este tipo de efectos [36], evidenciando la

fuerte polarización de sṕın de los estados de superficie topológicamente protegidos.

La textura de sṕın de la superficie de Fermi de estos materiales, muestra que la

polarización de sṕın rota 360◦ en torno del centro del cono de Dirac [37]. Medi-

ciones de propiedades a diferentes aisladores topológicos mediante ARPES pueden

ser encontrados en [27,38–44].

La técnica de ARPES parece indicar un completo acuerdo entre los experimen-

tos y la teoŕıa. Sin embargo, ese acuerdo no es tan evidente al momento de hacer

mediciones de transporte eléctrico en materiales 3D, ya que la contribución a la

conductividad asociada a los estados de superficie topológicos es del mismo orden

que contribución de los estados de bulto debido a impurezas o defectos. Por otro

lado, otras interesantes propiedades predichas en aisladores topológicos, como el

efecto magnetoeléctrico cuantizado [45,46] y los fermiones de majorana en la super-

ficie [47] podŕıan observarse solo si los portadores de carga del bulto son pequeños

en comparación a los estados de superficie. Entre las propuestas para mejorar las

mediciones de conductividad esta el reemplazar los materiales originales (como los

compuestos Bi2Se3 y Bi2Te3) por otros de mayor resistividad en el bulto (tal como

ternario Bi2Te2Se [48]). Otra forma de evitar el problema es el uso de láminas muy

delgadas [49, 50] y nanocintas [51], modificando la contribución de bulto en la con-

ductividad al disminuir el espesor de la lámina delgada y la nanocinta. En resumen,

este problema ha sido tratado de diferentes maneras [52], pero las contribuciones en

la conductividad del bulto y de la superficie vaŕıa de material en material. Final-

mente, es relevante recordar que las posibles aplicaciones de este tipo de materiales

suelen basarse en el transporte eléctrico, no en mediciones de ARPES.
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1.4 Prefacio

Aún con una mención a la evidencia experimental de los aisladores topológicos, el

trabajo realizado en esta tesis estará enfocado en una descripción teórica de algunos

modelos de aisladores topológicos. En el caṕıtulo 2 introduciremos el modelo mas

sencillo de aislador topológico que existe, el modelo de Su, Schrieffer y Heeger(SSH),

sus estados de borde y la importancia de la simetŕıa quiral que tiene sobre estos.

Luego, en el capitulo 3, se construirá una heteroestructura usando los estados de

borde y la hibridización que estos poseen cuando la cadena es finita, haciendo emerger

nuevos estados de borde topológicamente protegidos. Para acercarnos más a sistemas

mas realistas, en el caṕıtulo 4, tomaremos el modelo de Bernevig, Hughes y Zhang

(BHZ) de aislador topológico basado en el sistema CdTe/HgTe/CdTe y describiremos

sus estados de borde, de bulto y las simetŕıas relevantes para este sistema, para luego,

en el caṕıtulo 5, pasar a la construcción de la misma heteroestructura que en el

caṕıtulo 3 pero con la diferencia de que los estados de borde tendrán otra protección

topológica. Finalmente se concluirá en el caṕıtulo 5.4.2.



Caṕıtulo 2

El modelo de Su, Schrieffer y
Heeger (SSH)

La teoŕıa detrás de los aisladores topológicos Z2 no es fácil de introducir, es relativa-

mente reciente y requiere un amplio conocimiento de mecánica cuántica y de f́ısica

de la materia condensada. Además de la poca abundancia de libros introductorios

a la teoŕıa de fases topológicas de la materia. Sin embargo, existe un modelo muy

sencillo de un material topológicamente no trivial, protegido por una simetŕıa de la

red cristalina. Este modelo es particularmente práctico para introducir la teoŕıa de

aisladores topológicos a una audiencia general, como por ejemplo, estudiantes que

pudieran llegar a leer esta tesis.

En la Seccioń 2.1 introduciremos el modelo de poliacetileno en el formalismo de

Húckel o tight-binding. Luego, en la Sección 2.2 nos enfocaremos en los estados de

borde de este modelo. En la Sección 2.3 explicaremos un tipo de simetŕıa particular

de este modelo que da origen a una fase topológica. Finalmente, en la Sección 2.4,

explicitaremos el invariante topólogico asociado al modelo de poliacetileno.

11
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2.1 El modelo de Hückel del poliacetileno

La molécula de poliacetileno es un poĺımero conjugado simple con formula qúımica

(CH)2N . Está formado por bloques, alternando grupos -CH- acoplados por un enlace

simple, seguido por uno doble, tal como muestra la Figura 1a. A pesar de ser un

aislador de un gran band gap, el poliacetileno puede ser un buen conductor eléctrico

[53]. Para explicar esta conductividad, Su, Schrieffer and Heeger (SSH) introdujeron

una muy simple caracterización del poliacetileno mediante el uso de modelos tight-

binding, en el que se describen fermiones sin esṕın en una red unidimensional [54]. En

el trabajo original, los autores notaron que debido a la secuencia de enlaces simple-

doble, se originan solitones (estados localizados en los bordes), responsables de la

conductividad del poliacetileno. En los art́ıculos originales de SSH, no se estableció

ninguna relación entre estos solitones y topoloǵıa.

A continuación adaptaremos la formulación de Hückel (análoga a los modelos

tight binding) para la cadena de poliacetileno, aśı como una mirada qúımica y f́ısica

de este sistema.

En el formalismo de Hückel, es usual ignorar los átomos de hidrógeno en los sis-

temas conjugados, también se considera un solo orbital, ψi (un electrón por sitio) por

átomo de carbono, este corresponde al orbital pπ. Para interacciones entre primeros

vecinos, el Hamiltoniano efectivo mono-electrónico tiene elementos de matriz

α = 〈ψi|H |ψi〉 (2.1)

β = 〈ψi|H |ψi+1〉 (2.2)

En donde α corresponde a la enerǵıa de sitio del i-ésimo orbital y β el hopping

o solapamiento entre dos sitios contiguos, es necesario mencionar que si todos los
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Fig. 1: (a) Representación estructural del poliacetileno. (b) Modelo tight
binding del poliacetileno, el recuadro contiene una celda de unidad, cada
celda de unidad contiene dos átomos idénticos pero inequivalentes (ai,bi).
El acoplamiento t, t′ son para átomos en la misma celda o adyacente,
respectivamente. En este caso, t es el enlace doble y t′ el enlace simple.

a) Bond equalization

 Delocalized, gapless

b) Bond alternation

 Delocalized, gap

c) Bond alternation + edges

 Delocalized bulk, localized e
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Fig. 2: Representación qúımica de estructuras estables de interés en hex-
atrieno
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sitios de la cadena son iguales, la enerǵıa de sitio puede considerarse como cero.

Este modelo mı́nimo provee una buena descripción de moléculas aromáticas, como el

benceno, en donde todos los enlaces de la estructura estable son idénticos (fig. 2a).

En el caso de nuestro interés, la cadena de poliacetileno, los enlaces alternan (fig. 2b).

Para poder describir esta situación, es necesario cambiar la notación, ahora tenemos

dos átomos de carbono inequivalentes (pero idénticos) en la i-ésima celda de unidad,

que llamaremos ai, bi (fig. 1b y fig. 2b), los orbitales asociados a los electrones pπ de

estos sitios corresponden a ψi,a, ψi,b, por lo que las interacciones a primeros vecinos

son

t = 〈ψi,a|H |ψi,b〉 (2.3)

t′ = 〈ψi,b|H |ψi+1,a〉 (2.4)

En donde t, t′ representan al enlace doble y simple, respectivamente. Los sub́ındices

a, b dan ind́ıcios de la existencia de una simetŕıa extra en el sistema, la llamada

simetŕıa quiral, de la que hablaremos más adelante. En efecto, debido a la alter-

nación de los enlaces, la celda de unidad se duplica. Bajo este escenario, podemos

observar dos posiciones de carbono inequivalentes: una que tiene un doble enlace

a su derecha y otra que lo tiene en su izquierda. Por lo tanto, en la i-ésima celda

de unidad hay dos átomos de carbono, etiquetados con ai, bi, que constituyen en-

laces alternados en el Hamiltoniano de Hückel con orbitales ψi,a, ψi,b. Empleando la

misma notación que en la Figura 1, t representa la interacción entre un enlace doble

(interación entre ai, bi), mientras que t′ es la interacción entre bi, ai+1, que representa

un enlace simple. Recordemos que hemos ignorado la enerǵıa de sitio (α = 0). Con

esto en mente, el Hamiltoniano de Hückel del poliacetileno puede ser escrito, en la



15

base (. . . , ψi,a, ψi,b, . . . ) como

HSSH = −















0 t 0 0 · · ·
t 0 t′ 0 · · ·
0 t′ 0 t · · ·
0 0 t 0 · · ·
...

...
...

...
. . .















(2.5)

Análogamente, en segunda cuantización, el Hamiltoniano puede escribirse como:

HSSH = t

N−1
∑

j=0

a†jbj + t′
N−2
∑

j=0

a†j+1bj + h.c, (2.6)

2.2 Estados de borde

Las soluciones de HSSH , ecn. (2.6), se obtienen directamente al diagonalizarlo. Nues-

tras condiciones de borde representan una molécula finita (no periódica). Aparecen

tres casos de interés, el primero es conocido como el caso normal o trivial, t > t′,

que corresponde a una t́ıpica molécula conjugada. En este régimen, hay un claro

band gap entre la última banda ocupada (HOMO) y la primera banda desocupada

(LUMO). Las funciones de onda del HOMO y LUMO (al igual que todas las otras

funciones de onda del sistema) tienen un comportamiento deslocalizado (fig. 3a). En

el caso de que el largo de esta cadena tienda a infinito, este band gap esta dado por

2|t− t′|.

Si t→ t′, la distinción entre el orbital simple y el doble desaparece (t = t′). Para

cadenas muy largas, el sistema se convierte en metálico, ya que el band gap se cierra.

El caso más importante y f́ısicamente más profundo se da cuando t < t′. Al

igual que en el caso t′ < t, se abre un band gap en el sistema pero hay diferencias

importantes a considerar. La más notoria es que dos estados aparecen en los bordes,
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Fig. 3: (a) Esquema de las enerǵıas obtenidas de un Hamiltoniano de 20
sitios, la banda de valencia y de conducción están separadas en enerǵıa
siempre que t < t′. En el panel de la derecha se muestra el HOMO y
LUMO de este caso. (b) Si t > t′ las bandas de valencia y conducción
tienen el mismo comportamiento, salvo un par de estados de enerǵıa cero.
En el panel de la derecha se muestra la función de onda de estos estados
de enerǵıa cero.

ubicándose en medio del band gap y poseyendo enerǵıa prácticamente cero. La

Figura 3b muestra los orbitales correspondientes, se puede ver que, diferente a los

orbitales del resto de la cadena, los dos nuevos estados estan localizados en los

bordes y penetrán en el bulto decayendo exponencialmente. Además ellos forman,

desde ambos estados de borde, un par bonding y anti-bonding debido a una pequeña

interacción debido al solapamiento de estos estados, ver Figura 4. Aunque es usual

ignorar esta interacción residual, esta tesis se centra en considerarla como un nuevo

grado de libertad.

Para entender de mejor manera estos peculiares estados de borde, pasaremos a

una descripción anaĺıtica. Tomaremos una cadena de N celdas de unidad (o bien

2N átomos). El Hamiltoniano a emplear es HSSH , ecn. (2.6), además de un vector
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Fig. 4: Niveles de enerǵıa y estados de borde para una red bipartita finita
en la fase topológica (t < t′). N = 10 celdas (20 sitios) con t = 1, t′ = 3

2
.

Un acercamiento a las enerǵıas cercanas a cero puede observarse en la
parte derecha del recuadro (la escala de esta esta en el borde derecho)
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de onda general de la forma

Ψ =























ψ1,a

ψ1,b

ψ2,a

ψ2,b
...

ψN,a

ψN,b























, donde a y b corresponden a los sitios no equivalentes de la cadena SSH. Aplicando

este vector al Hamiltoniano, HΨ = EΨ, obtenemos dos ecuaciones de recurrencia

para las funciónes de onda de cada sitio

tψj,a + t′ψj+1,a = Eψj,b (2.7)

t′ψj−1,b + tψj,b = Eψj,a. (2.8)

Para saber si el sistema admite estados de enerǵıa cero en sus bordes superficie,

supondremos E = 0 y tomaremos como condiciones de borde ψ−1,b = ψN+1,a = 0.

Es importante mencionar que ambas relaciones de recurrencia dependen solo de un

sitio, a o b. Emplearemos un ansatz de tal manera que cumpla que la amplitud de

la función de onda en los sitios extremos de la izquierda y derecha sea ψ0,a y ψN,b

constantes

ψj,a = ρjaψ0,a (2.9)

ψj,b = ρjbψ0,b, (2.10)

donde ρa,b son constantes a determinar y están asociados a los sitios a y b.

Reemplazando lo anterior en la relación de recurrencia, ecn. (2.8), y después de

un poco de álgebra, obtenemos:
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ρa = − t

t′
(2.11)

ρb = −t
′

t
. (2.12)

Al reemplazar (2.12) en (2.10), obtendremos la función de onda para cada sitio.

ψj,A = (−1)je−j/ξψ0,a (2.13)

ψj,B = (−1)jej/ξψ0,b, (2.14)

en donde ξ = ln−1(t′/t).

Ambas ecuaciones son exponenciales que decaen con una misma constante ξ.

Para una referencia futura, la función de onda de los estados de borde en segunda

cuantización queda de la forma

Ψ†
L = α

N−1
∑

j=0

(−1)je−
j

ξ a†j

Ψ†
R = β

N−1
∑

j=0

(−1)je−
N−j

ξ b†j (2.15)

Estos estados corresponden a los estados con enerǵıa cero del sistema SSH, que

decaen exponencialmente. Otro aspecto interesante, es que el estado de la izquierda,

ΨL, solo tiene componentes en el sitio a y el estado de la derecha, ΨR, solo posee

amplitud en la sub-red b.

Además, estos estados de borde tienen una caracteŕıstica peculiar: su existencia es

independiente de los valores actuales de t y t′ (manteniendo t′ > t). Esta propiedades

radica en una simetŕıa particular de la red bipartita, que profundizaremos en la

siguiente sección.
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2.3 Simetŕıa Quiral

El modelo SSH de poliacetileno muestra estados de borde de enerǵıa cero resistentes

antes ciertos defectos, desorden, impurezas, etc. La explicación detrás de estas

propiedades reside en la red bipartita (alternación de enlaces). El sistema consiste

en dos sitios equivalentes por celda de unidad, pero que no estan conectados por un

vector de red. La red bipartita posee una simetŕıa especial, conocida como simetŕıa

quiral.

En orden de describir la simetŕıa quiral en el modelo SSH, retornaremos a la

matriz Hamiltoniana HSSH mostrada en eq. (2.5). Debido a que el Hamiltoniano es

simétrico bajo permutaciones de electrones, se puede hacer un reordenamiento de las

etiquetas atómicas, dejando a los orbitales que pertenecen a la sub red a primero que

los orbitales pertenecientes a la sub red b. Es decir, la nueva base tendrá el siguiente

orden Ψ = (ψ0,a, ψ1,a, ψ2,a...ψN−2,b, ψN−1,b). En consecuencia, la matriz Hamiltoniana

quedará diagonal por bloques de la forma

H =

(

0 Hab

HT
ab 0

)

(2.16)

La submatriz Hab contiene todas las interacciones del sistema ya que los términos

de la diagonal corresponden a interacciones entre orbitales pertenecientes a la misma

sub red, pero 〈ψi,a|H |ψj,a〉 = 〈ψi,a|H |ψj,b〉 = 0. El valor exacto de Hab es irrelevante

para la discusión posterior.

Definiremos el operador quiral de la forma

Γ =

(

In 0
0 −In

)

(2.17)

En donde In es la matriz identidad de N ×N . Este operador Γ anti-conmuta con
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el Hamiltoniano

{H,Γ} = HΓ + ΓH = 0 (2.18)

Esta relación define a Γ como un operador quiral asociado al modelo SSH. Este

operador puede ser escrito con los operadores de proyección sobre cada sub red, Pa y

Pb, que satisfacen Pa+Pb = 1 y PaPb = 0. El operador quiral Γ se puede representar

en función de estos operadores de proyección:

Γ = Pa − Pb =
N
∑

m=1

|m,A〉 〈n,A| −
N
∑

m=1

|m,B〉 〈n,B| (2.19)

concluyendo que

Pa/b =
1

2
(I2N ± Γ) (2.20)

El significado f́ısico de Γ esta relacionado con un grado de libertad en la fase

de la función de onda. Por ejemplo, si es que cambiamos un signo en la sub red,

ψ′
i,b → −ψi,b, entonces el Hamiltoniano cambia de signo. Por lo que el operador Γ

representa un cambio de signo en la enerǵıa. Por ejemplo, si Ψ es una solución de la

ecuación de Schrodinger para un electrón, HΨ = EΨ, tiene que existir otra solución

con un autovalor opuesto, −E,

HΓ |Ψ〉 = −ΓH |Ψ〉

= −ΓE |Ψ〉

= −EΓ |Ψ〉 ,
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por lo que, debido a la presencia de una simetŕıa quiral, Γ |Ψ〉 también es un au-

toestado de H con autovalor −E. A los estados Ψ y ΓΨ, con enerǵıas E y −E,

respectivamente, se les llama parejas quirales.

Para aterrizar un poco la discusión, veremos un ejemplo muy conocido, la de-

scripción de Hückel para el butadieno, H–(CH)4–H. Las enerǵıas, En y los orbitales

moleculares, πn, de los cuatro estados monoelectrónicos estan dados por

E1 = +1.6t, π1 = 0.37ψ1 + 0.6ψ2 + 0.6ψ3 + 0.37ψ4

E2 = +0.6t, π2 = 0.6ψ1 + 0.37ψ2 − 0.37ψ3 − 0.6ψ4

E3 = −0.6t, π3 = 0.6ψ1 − 0.37ψ2 − 0.37ψ3 + 0.6ψ4

E4 = −1.6t, π4 = 0.37ψ1 − 0.6ψ2 + 0.6ψ3 − 0.37ψ4

Puede observarse que E1 = −E4 y E2 = −E3, ambos casos corresponden a pares

quirales. Ellos estan relacionados por un cambio de signo en la subred b (ψ2, ψ4),

que transforma los pares quirales: π1 en π4 y π2 en π3.

Cuando E = 0, algo especial ocurre con la simetŕıa quiral, en este caso E = −E,

por lo tanto cada estado en su propia pareja quiral. Además de anticonmutar con

H, cuando E = 0, Γ trivialmente conmuta con H. Esto implica que los estados de

borde estan completamente proyectados sobre una de las sub-redes.

Ahora estamos preparados para argumentar la relación entre la simetŕıa quiral

y la robustez de los estados de borde en el modelo SSH. En una cadena muy larga,

consideremos una solución de H tal que tenga dos estados de borde, uno a cada

extremo. Dado que la cadena es muy larga, estos estados no interactúan entre śı y

cada uno, por separado, es su propio compañero quiral. Adiabáticamente modifique-

mos los parámetros del Hamiltoniano, por ejemplo mediante desorden en los enlaces
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t, t′. A pesar del desorden, la enerǵıa del estado de borde de la derecha (o izquierda)

no puede tener otro valor que cero, ya que la simetríıa quiral exige que si un estado

tiene eneǵıa E, es necesario que exista otro con enerǵıa −E. Pero como el estado con

enerǵıa E = 0 se encuentra solo, la simetŕıa quiral protege a ese estado del desorden.

Siguiendo el argumento anterior, solo existen dos formas que un estado de borde

localizado pueda cambiar su enerǵıa mediante modificaciones paramétricas del Hamil-

toniano. La primera seŕıa deslocalizar los estados de borde, para que puedan formar

una pareja quiral entre ellos. Este se logra cuando el sistema se vuelve metálico,

t → t′. La segunda forma de cambiar la enerǵıa de un estado de borde protegido

por la simetŕıa quiral es, simplemente destruir la simetŕıa quiral. Por ejemplo, al

introducir desorden de las enerǵıas de sitio, los términos diagonales del Hamiltoniano

H hacen que {Γ, H} 6= 0.

2.4 Bulto

La existencia de quiralidad en el modelo SSH encierra la posibilidad de tener difer-

entes fases, cada una caracterizada por alguna propiedad del sistema y que dentro

de los cuales los cambios pueden ocurrir de manera continua. Para visualizar de

una mejor manera esta propiedad, observando la molécula de hexatrieno en la figura

2a, podŕıamos progresivamente estirar el sistema de tal manera que lleguemos a un

ĺımite en que t→ 0, formándose tres d́ımeros. Todos los sistemas que cumplen t > t′

corresponden a la misma fase topológica.

El otro caso de interés corresponde a t < t′. Por ejemplo la figura 2c, en donde

tenemos otra conformación de una red bipartita, en el que si alargamos el enlace

simple (reducir t′), terminaŕıamos con dos d́ımeros y dos sitios libres en los bordes,

que correspondeŕıa a la fase topológica. El enlace entre las dos fases ocurre cuando
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t = t′.

Para una descripción mas formal de estas tres fases, usaremos el Hamiltoniano

HSSH , eq. (2.6). Esta vez consideraremos condiciones de borde periódicas a0 =

aN−1 y la simetŕıa traslacional de la red cristalina (teorema de Blöch). Tras aplicar

la transformada de Fourier para pasar al espacio rećıproco, obtenemos un (kernel)

Hamiltoniano asociado a HSSH , dependiente del quasi-momentum k,

H(k) =

(

0 t+ t′e−ik

t+ t′eik 1

)

(2.21)

Una manera más representativa y compacta de escribir este Hamiltoniano se

obtiene usando la base de las matrices de Pauli, ~σ = (σx, σy, σz):

H(k) = ~d(k) · ~σ, (2.22)

donde ~d = (t+ t′ cos(k), t′ sin(k), 0). Es importante mencionar que la simetŕıa quiral

mostrada en eq. (2.17) es Γ = σz (una de las matrices de Pauli). Diagonalizando

obtenemos los estados de enerǵıa del bulto

E = |~d| = ±
√

t2 + t′2 + 2tt′ cos(k) (2.23)

El mı́nimo y máximo de las enerǵıas ocurre cuando k = ±π, tomando las enerǵıas

en este punto tenemos E± = ±|t− t′|, y el band gap es de ∆ = 2|t− t′|.

Pero, por qué t < t′ posee soluciones llamadas topológicas? La topoloǵıa es la

rama de las matemáticas que estudia el espacio y sus transformaciones continuas.

Por ejemplo, una naranja es un cuerpo sin agujeros y se puede proponer una trans-

formación desde una naranja a un plato mediante una transformación continua. Esto
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significa que son topológicamente equivalentes y su equivalencia puede ser identifi-

cada como el hecho de que ninguno de ellos tiene agujeros. Una dona tiene tiene un

agujero, como una taza de café, por lo que son topológicamente equivalentes. Com-

parando la naranja y la taza de café, la diferencia se encuentra en la cantidad de

agujeros que posee, haciendolos topológicamente inequivalentes. Esta equivalencia es

representada por un número, que en este caso, es el número de agujeros. El hecho de

que existan diferentes números de agujeros, permite la existencia de la clasificación

de fases topológicas.

Asociando estos conceptos al modelo SSH, el vector ~d forma un circulo, en el

plano xy, de radio t′ y centrado a una distancia t del origen. Se puede contar el

número de veces que ~d encierra al origen del sistema de coordenadas, a este número,

γ, lo llamaremos número de enrollamiento o winding number, el cual solo puede

tomar valores enteros. Este valor es γ = 0 cuando t > t′ y γ = 1 cuando t < t′ (ver

fig. 5). Sin embargo, cuando esta curva pasa sobre el origen, el valor de γ pasa a

estar indefinido. Si se hacen variaciones a los valores de t y t′, el winding number

se mantendŕıa constante, excepto en el caso de t = t′, que corresponde a un sistema

metálico. Extendiendo los argumentos previos en orden de permitir otros tipos de

cambios en el Hamiltoniano (por ejemplo algún acoplamiento entre n-vecinos) el

winding number se mantendŕıa constante a menos que:

• El sistema se convierta en metálico (~d toque el origen), que indefine el winding

number

• La simetŕıa quiral se rompa, por ejemplo un término proporcional a σz, ha-

ciendo a la curva ~d una curva tridimensional e imposibilitando la definición el

número de vueltas alrededor del origen, que en consecuencia significa que no
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Fig. 5: Curva del vector ~d(k) asociado al Hamiltoniano SSH en el espacio
rećıproco, los ćırculos formados por las curvas tienen radio t′ y están
centrados en t. El panel izquierdo corresponde a una fase aisladora en
el que el centro no está encerrado por la curva ~d(k), en cambio el panel
derecho muestra una fase topológica en el que se encierra el origen.

se puede definir el winding number.

De forma general, el winding number γ, para una banda completamente ocupada,

puede ser calculado por

γ =
1

2π

∮

(

d̂× ∂d̂

∂k

)

· ẑ, (2.24)

donde d̂ =
~d

|~d|
. Para un estado electrónico parcialmente ocupado γ esta indefinida.

Este número topológico se asocia a una fase de Zak [55], que corresponde a la fase

de Berry [29] en el contexto de solidos unidimensionales.

Hasta ahora hemos sido laxos con la relación entre fases topológicas y estados de

borde de enerǵıa cero. Desde un punto de vista formal, en el modelo SSH la fase

trivial (γ = 0) y la topológica (γ = 1) describen la misma f́ısica y ninguna de ellas

tiene asociada estados de borde por si misma. Los estados de borde topológicamente

protegidos ocurren en la interfaz entre dos fases topológicas. Como el invariante
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topológico debe cambiar de valor en la interfaz y además sólo puede tomar valores

enteros, la única posibilidad es que γ se indefina. Esto suele ocurrir para sistemas

metálicos (o de energia E = 0 en una dimensión). En general, se habla que los

sistemas topológicos tienen estados de borde, dado que comúnmente están en interfaz

con materiales triviales, tales como el vaćıo. A la relación entre números topológicos

no-triviales y la existencia de estados de borde se le denomina correspondencia bulto-

borde (bulk-boundary correspondence).

Experimentalmente, en una cadena de poliacetileno, nunca se observa que la

cadena esta en la fase topológica, pues es de mayor enerǵıa que la trivial. Sin

embargo, en la misma cadena se producen defectos en la secuencia de los enlaces

simples y dobles, por ejemplo t− t′ − t′ − t. Estos defectos, crean la interfaz entre la

fase trivial y topológica, denominandolas paredes de dominio, tema que trataremos

en el siguiente capitulo.

Este capitulo dió origen a un preprint que puede ser encontrado en [56], en este

momento, se encuentra en referato en la revista chemical communications.



Caṕıtulo 3

Una súper red bipartita del
modelo SSH

Ya teniendo descrito lo fundamental del modelo SSH, sus estados de bulto y de borde,

pasaremos a introducir un nuevo modelo, que consiste en N copias interactuantes

del modelo SSH, originando un red de paredes de dominio. En la Sección 3.1, ex-

pondremos en detalle la f́ısica que emerge en las paredes de dominio. Y luego en la

Sección 3.2 trataremos el caso de tener redes de paredes de dominio. En particular,

si la red de paredes de dominio se dimeriza, en forma de red bipartita, se recupera el

comportamiento tipo SSH usando la hibridización de los estados generados por esas

paredes de dominio. Naturalmente, este modelo tendrá una fase no trivial asociada a

estados de borde. Los efectos del desorden en este nuevo modelo será estudiados en

la sección 3.3, demostrando que estos nuevos estados de borde son resistentes incluso

en ausencia de la simetŕıa quiral, comparado al modelo SSH original.

3.1 Paredes de dominio y condiciones de borde

El primer paso para la construcción de este modelo es definir una pared de dominio.

Para mostrar gráficamente una pared de dominio, nos dirigiremos a los dos casos

28
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Fig. 6: (a,b) Esquema de una red bipartita donde cada celda, encer-
rada por un cuadro, tiene dos sitios idénticos. Existen dos casos: el
acoplamiento intracelda es mucho mas fuerte que el acoplamiento inter-
celda o lo contrario. (c) El modelo SSH: en torno a un defecto tipo pared
de dominio (DW) aparece un estado localizado en el centro del band gap.
(d,e) Dos DW, la longitud de cada segmento esta exagero para una fácil
visualización. El hexágono verde denota el estado asociado al DW (es-
tado de baja enerǵıa). (f) Una red periódica de DWs. Aqúı, la descripción
efectiva de bajas enerǵıas es una cadena mono-atómica. (g,h) El modelo
de paredes de dominio para una red bipartita (BDW): Dimerización de
los DWs. Ahora, el comportamiento de bajas enerǵıas es una red bipar-
tita, similar a (a,b). La introducción y el estudio del modelo BDW será
tratado posteriormente.



30

de la red bipartita del modelo SSH, en fig. 6a,b se muestran las dos posibles fases

(aislador trivial y aislador topológico) de este modelo. Ambas fases se encuentran,

una después de la otra, separadas por un defecto de la secuencia de enlaces débiles

y fuertes. A este defecto se le llama pared de dominio (DW), ver fig. 6c. Si cada

subsistema (fase trivial y topológica) consiste en N celdas de unidad (en total 2N

sitios), luego de imponer condiciones de borde periódicas (a†N = a†0), se conforma

una red con dos paredes de dominio, cada una con un estado localizado en ella. El

Hamiltoniano asociado corresponde a

H ′
SSH =

N−1
∑

j=0

(

ta†jbj + νa†j+1

)

+
2N−1
∑

j=N

(

νa†jbj + ta†j+1bj

)

+ h.c. (3.1)

Usando la soluciones encontradas en el caṕıtulo anterior, ec. 2.15, ΨL y ΨR,

podemos usarlas como ansatz para las paredes de dominio en j = 0 y j = N − 1
2

Ψ†
a = α

N−1
∑

j=0

(−1)je−
j

ǫa†j + α
2N−1
∑

j=N

(−1)je−
2N−j

ǫ a†j (3.2)

Ψ†
b = β

N−1
∑

j=0

(−1)je−
N−1−j

ǫ b†j + β

2N−1
∑

j=N

(−1)je−
j−N

ǫ b†j (3.3)

donde α, β son constantes de normalización. Estas soluciones son válidas para

cualquier valor de los hoppings, tal que t 6= ν. Si ν > t (ǫ > 0), Ψa está centrado en

j = 0 y Ψb esta centrado en j = N + 1
2
. El valor opuesto de los hoppings, Si ν < t,

implica un valor negativo de ǫ y solo invierte las posiciones del centro de las paredes

de dominio.
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3.2 Una red periódica de paredes de dominio

3.2.1 paredes de dominio periódicas equi-espaceadas

Una red bipartita con M paredes de dominio equidistantes, ver fig. 6f, tiene el sigu-

iente Hamiltoniano

HPDW =
M−1
∑

m=0

(hN(m) + h′N(m)) (3.4)

hN(m) =

(2m+1)N−1
∑

j=2mN

(

ta†jbj + νa†j+1bj

)

+ h.c. (3.5)

h′N(m) =

(2m+2)N
∑

j=(2m+1)N

(

νa†jbj + ta†j+1bj

)

+ h.c. (3.6)

donde hN , h
′
N son Hamiltonianos similares al SSH, pero con diferentes fases topológicas.

La periodicidad en HPWD son dos paredes de dominio, o 2N celdas, pero el espacio

entre las paredes de dominio es solo N sitios. Este Hamiltoniano es un poco com-

plicado, pero si nos enfocamos en excitaciones de baja enerǵıa, se puede simplificar

enormemente, simplemente manteniendo la superposición de los modos Ψa,Ψb cerca

de cada pared de dominio, mirar ecn. (3.2),(3.3). Usando esa base, el Hamiltoniano

efectivo corresponde a

Heff
PDW =

M−1
∑

m=0

t′(Ψ†
a,mΨb,m +Ψ†

a,m+1Ψb,m) + h.c. (3.7)

Cada grupo de 2N sitios es una celda efectiva con dos subredes por celda (ambas

paredes de dominio), al igual que en el modelo de red bipartita estándar, pero con
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solo una interacción t′. Por lo tanto, las excitaciones efectivas de bajas enerǵıas son

como los de una cadena monoatómica con periodo N , mirar fig. 6f y fig. 7a. Las

funciones base localizadas en las paredes de dominio, en los sitios 2mN y (2m+1)N ,

son

Ψ†
a(m) = α′

(2m+1)N−1
∑

j=(2m−1)N

(−1)je−
|2mN−j|

ǫ a†j (3.8)

Ψ†
b(m) = β′

(2m+2)N−1
∑

j=2mN

(−1)je−
|(2mN−j)N− 1

2−j|

ǫ b†j (3.9)

Las funciones Ψ†
a,Ψ

†
b están basadas en las ecuaciones ecn. (3.2), (3.3). Mientras

que ecn. (3.2) ya está simétricamente centrada alrededor de 2mN , se puede mul-

tiplicar (3.3) por e−
1
2 para hacerla simétrica alrededor de la pared de dominio en

(2m + 1)N . Una simple interpretación de este factor 1
2
es que el centro de simetŕıa

está en un sitio b, o sea en la mitad de la celda.

La interacción entre dos estados localizados puede ser descrita aproximadamente

por la expresión matemática

t′ = 〈Ψa,m|HPDW |Ψb,m〉 (3.10)

t′ ≈ α′β′(N − 1)e−
N
ǫ (te

1
2ǫ − ve−

1
2ǫ ) (3.11)

donde las constantes de normalización α′, β′ son prácticamente independientes de

N , α′ ≈ 0.87
(

1 + 1
2
e

−2N
ǫ

)

. Para valores grandes de N el primer término domina en

el paréntesis, pero en algunos contextos, como en óptica, los arreglos mas comunes

consisten en un número limitado de gúıas de onda.
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Los estados de baja enerǵıa dados por ecn. (3.4) y ecn. (3.7), ya no estan

topológicamente protegidos, a pesar de que están localmente polarizados por sub-

red (en la escala de N sitios), pero en una gran escala (NM sitios) las sub redes se

mezclan. También sus enerǵıas son genuinamente finitas, formando una banda tipo

s, fig. 7a. Nuestros resultados están de acuerdo a estudios anteriores, pero para el

ĺımite continuo [57].

3.2.2 Nuevos estados topológicos y una súper red bipartita

En esta sección introduciremos una red bipartita de paredes de dominio, comenzando

por su Hamiltoniano atómico, para luego derivar un Hamiltoniano efectivo de bajas

enerǵıas, que es una nueva versión del modelo SSH, pero a otra escala tanto de

enerǵıas como de extensión espacial. Al igual que en el modelo SSH, este nuevo

modelo tiene estados de borde topológicamente protegidos.

Consideremos la red periódica de paredes de dominio de la sección anterior. La

distancia entre paredes dominio sucesivas puede dimerizarse, es decir, el espacio

de entre paredes de dominio alterna entre N y N ′. Esto cambia ligeramente el

Hamiltoniano de una red periódica de paredes de dominio, desde HPWD, ecn. (3.4)

a un Hamiltoniano de una red bipartita de paredes de dominio (BDW de aqúı en

adelante):

HBDW =
M−1
∑

m=0

(hN(m) + h′N ′(m)), (3.12)

donde el ĺımite de la suma de hN , h
′
N ′ se ajustará acorde al tamaño de cada dominio.

Esto produce dos diferentes interacciones entre las paredes de dominio.

El Hamiltoniano efectivo de bajas enerǵıas es una copia de uno describiendo la

red bipartita, pero a mayor escala espacial y a pequeñas enerǵıas, mirar fig. 7c,d:
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Fig. 7: (a) Niveles de enerǵıa de una cadena de M = 12 paredes de do-
minio, con un espaciamiento de N = 11 celdas. Los auto estados de baja
enerǵıa, dentro de la región verde, estan formados por la interacción entre
los estados de pared de dominio. (b) Niveles de enerǵıa de una red de
paredes de dominio, pero alternando el ancho, N = 14, N ′ = 8, entre las
sucesivas paredes de dominio (fueron utilizadas M = 12 replicaciones).
Un nuevo band gap se abre con estados de borde topológicamente protegi-
dos en el medio, mirar la región rojiza en el recuadro. (c) Representación
del Hamiltoniano efectivo, para unos cuantos valores de N,N ′. (d) De-
pendencia de t′, ν ′, y el diagrama de fases del winding number, nc, en
función de N,N ′. En todos los paneles t = 1.0, ν = 1.5
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Heff
BDW =

M−1
∑

m=0

(t′Ψ†
a,mΨb,m + ν ′Ψ†

a,m+1Ψb,m) + h.c. (3.13)

De mismo modo, los hoppings efectivos son fuertemente dependientes de la dis-

tancia entre las paredes de dominio, fig. 7d.

t′ = 〈Ψa,m|HBDW |Ψb,m〉 ∝ Ne−
N
ǫ

(

te
1
2ǫ − ve−

1
2ǫ

)

(3.14)

ν ′ = 〈Ψa,m|HBDW |Ψb,m+1〉 ∝ N ′e−
N′

ǫ

(

te
1
2ǫ − ve−

1
2ǫ

)

, (3.15)

donde, por simplicidad, ignoramos el último término de ecn. (3.11), esta aproxi-

mación es valida si N,N ′ ≫ 1 (ver fig. 7d).

La validez de la aproximación a bajas enerǵıas fue confirmada al compararla con

la diagonalización directa del Hamiltoniano completo fig. 7b.

La figura 7b muestra el espectro de enerǵıas del Hamiltoniano HBDW . Dentro del

band gap fundamental, aparecen bandas correspondientes a los estados originados

en las paredes de dominio y un nuevo gap se abre dentro de estas bandas (región

rojiza). En medio de este pequeño gap en el medio, aparecen dos estados con enerǵıa

igual a cero. Estos estados surgen a partir de los estados de las paredes de dominio,

están localizados en los extremos del sistema y están completamente polarizados en

cada respectiva sub-red (ahora los sitios a, b pasan a ser paredes de dominio), ver

recuadro dentro de fig. 7b.

La analoǵıa con el modelo SSH regular en el caso periódico está casi completa,

para el caso ĺımite de una cadena muy larga,M → ∞, al Hamiltoniano de ecn. (3.12)

se le puede aplicar la transformada de Fourier, dando
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h(k) =

(

0 t′ + v′eik

t′ + v′e−ik 0

)

, (3.16)

donde h(k) es el kernel del Hamiltoniano Heff
BDW . Que es el mismo Hamiltoniano del

modelo SSH original, ver 2.4. Por completitud, repetiremos parte de esa discusión.

El Hamiltoniano h(k) se puede escribir de una forma mucho mas compacta, h(k) =

~d(k) · ~σ, con ~σ = (σx, σy, σz) el vector formado por las matrices de Pauli, y ~d =

(t′ + v′ cos(k), v′ sin(k), 0). La figura 7c muestra el lugar geométrico formado por el

vector ~d para algunos valores de N,N ′, sin modificar el valor de los hopping entre

sitios. Existe un invariante topológico asociado a h(k), llamado winding number o

Chern number :

nc =
1

2π

∮

dk
dXd

′
y − dyd

′
x

d2x + d2y
(3.17)

La interpretación geométrica de nc es simple, cuenta cuantas veces la curva

~d(k) encierra el origen. Los dos posibles valores que puede tomar son nc = {0, 1},

definiendo el diagrama de fases del sistema, mirar fig. 7c,d. Si N > N ′ el sistema

se encuentra en una fase topológica, que es nc = 1, a la inversa, si N < N ′ nos

encontraremos frente a una fase trivial con nc = 0. En el caso restante, N = N ′, la

curva ~d toca el origen y número topológico se indefine: el sistema se convierte en un

metal. Solo en el caso con nc = 1 tiene estados de borde protegidos topológicamente.

Mientras Heff
BDW es útil para visualizar la conección entre el modelo BDW y el

modelo SSH, no logra capturar otros interesantes fenómenos complejos, como el

desorden. Para explorar esto, emplearemos el Hamiltoniano completo, ecn. (3.12).
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3.3 Desorden en el modelo BDW

Para introducir el desorden en los modelos SSH y BDW, se añade una cantidad

aleatoria a los términos del Hamiltoniano de la diagonal o fuera de esta. Este valor

aleatorio es tomado de una distribución aleatoria de tamaño δ.

La resistencia de los estados topológicamente protegidos del modelo SSH en el

caso del desorden fuera de la diagonal es bien conocido. En cadenas pequeñas el

desorden fuera de la diagonal puede cerrar el gap, en otras palabras, el desorden

contribuye a disminuir la longitud de penetración de cada estado de borde, pero las

cadenas consideradas en nuestro estudio, ver fig. 8, son muy largas como para que

este efecto pueda ser visto (ya que no existe hibridización entre estados de borde).

Para el modelo BDW, el efecto del desorden fuera de la diagonal, es decir en los

hoppings, se encuentra debajo de 10−4 para una amplitud de desorden de δ = [0, 2t].

Lo cual, a pesar de superar al caso SSH, sigue siendo muy pequeño para ser de

interés, por lo que omitiremos este caso.

En cambio, la no uniformidad del desorden de sitio directamente rompe a la

simetŕıa quiral, destruyendo la protección topológica. La figura 8 muestra un gap

casi lineal para los estados de superficie del modelo SSH, como también se muestra

en [58].

Los estados de borde del modelo BDW son similares a los estados topológicos del

modelo SSH, y por la misma razón, son frágiles al desorden de sitio. Sin embargo, la

magnitud del gap debido al desorden de sitio es mucho mas pequeño para los estados

de borde del modelo BDW, mirar fig. 8a. Esto puede ser explicado, parcialmente, por

lo siguiente: Mientras los estados de superficie del modelo SSH están directamente

afectados por el desorden diagonal, los estados del modelo BDW estan afectados tan
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Fig. 8: Promedio del gap entre los estados de borde de los modelos SSH
y BDW, en función del tamaño del desorden de sitio. Las amplitudes de
hopping de las curvas del SSH y BDW son t = 1.0, ν = 1.5 y N = 8, N ′ =
14 para el modelo BDW (mismo número total de sitios fueron usados para
el modelo SSH). La curva SSH-ǫ tiene como parámetros t = 1, ν = 1.1.
La linea punteada horizontal corresponde al gap de los estados de paredes
de dominio (el band gap del modelo SSH es 1.0).
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solo por el desorden promedio sobre su longitud caracteŕıstica ǫBDW , que promedia

cero para valores grandes de ǫBDW . Con los parámetros t = 1, ν = 1.5, la longitud

caracteŕıstica del modelo SSH es ǫSSH ∼ 2.5 celdas, o alrededor de 5 sitios. En

cambio, para el mismo valor de t, ν (pero N = 8, N ′ = 14), la longitud caracteŕıstica

en el modelo BDW es de ǫBDW ∼ 1.9 super celdas o 42 sitios.

Para testear la relación entre el gap y ǫ, uno podŕıa comparar una cadena SSH

y una BDW tal que la longitud de penetración de los estados de superficie ǫ, sea la

misma. Esto se logra mediante el uso de diferentes hoppings t, ν en cada cadena.

Pero, esta comparación falla debido a que mientras que los estados de superficie del

SSH estan polarizados por sub red, los estados del BDW también estan polarizados

por sub red en la super-red de paredes de dominio. Por lo tanto, uno podŕıa esperar

un comportamiento similar para una cadena SSH y BDW cuando ǫBDW ∼ 2ǫSSH .

Esto se consigue cuando t = 1, ν = 1.1 en la cadena SSH y t′ = 1, ν ′ = 1.5 en el

modelo BDW. La figura 8b muestra un comportamiento similar en ambos modelos

cuando se satisface la condición anterior.

Para entender el comportamiento de la cadena BDW bajo desorden de sitio,

mostramos en la figura 9 el promedio del gap cuando una de las amplitudes de

hopping, por ejemplo, ν, vaŕıa, manteniendo los otros parámetros fijos (t, δ).

A desorden moderado (es decir, la región donde el modelo BDW aumenta lineal-

mente con el desorden, fig. 9), para δ = 0.5, el modelo BDW y SSH tienen similar

comportamiento: el gap aumenta con ν, que es esperable ya que la longitud de lo-

calización de los estados de borde decrece con ν y mientras más pequeña es esta

longitud, mas grande es el efecto de un defecto sobre el gap. Para cada valor de ν

el gap de los estados del modelo BDW son mas pequeños que el gap proveniente del

modelo SSH, ya que el modelo BDW tiene un gap similar al del SSH para pequeñas
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diferencias en las interacciones t y ν. Incrementando al doble la amplitud del desor-

den de sitio, δ = 1.0, fig. 9, el gap del SSH prácticamente se duplica para todo valor

de ν. Pero en el gap del modelo BDW no aumenta apreciablemente.

En resumen, la resistencia de los estados de borde del modelo BDW frente al

desorden de sitio -es decir al rompimiento de la simetŕıa quiral- es una caracteŕıstica

bastante general y depende débildemente de las amplitudes de hopping originales del

sistema t, ν. En contraste, el modelo SSH es frágil frente al desorden, especialmente

cuando sus interacciones son muy diferentes, es decir, cuando ǫSSH comprende pocos

sitios.

Para obtener una visión mas profunda de los efectos del desorden en ambos, el

modelo SSH y BDW, introduciremos la razón de participación inversa (IPR) [59]:

IPR =

∑

n |cn|4
(
∑

n |cn|2)2
(3.18)

donde cn son las amplitudes de las funciones de onda en el sitio n. Un estado

completamente localizado tiene IPR = 1 y una onda totalmente deslocalizada tiene

IPR = 1/N , siendo N el largo de la cadena. La figura 10 muestra el valor de IPR

para ambos, desorden diagonal y no diagonal (considerando solo primeros vecinos).

Para el bulto, los estados de Blöch de la red SSH se localizan con el desorden,

independientemente si es un desorden de sitio o fuera de la diagonal. Los estados

de Blöch de la cadena BDW tiene un comportamiento muy similar, ya que también

son estados de Blöch, pero están ligeramente mas localizados para un valor finito de

δ. En el modelo BDW hay otro tipo de estados de Blöch, que están formados por la

interacción entre paredes de dominio, formando un paquete de ondas (fig. 7a,b). La

IPR de esos estados es muy similar a los estados de Blöch regulares, y por mayor
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Fig. 10: Promedio de la razón de participación en función de la amplitud
del desorden, para el desorden de sitio (paneles superiores) y desorden
fuera de la diagonal (paneles inferiores). Los estados de bulto y los de
borde están en los paneles de la derecha e izquierda, respectivamente. Los
parámetros usados son los mismos que fig. 8
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claridad de ellos no son incluidos en la figura 10.

Los estados de borde del modelo BDW (panel derecho de fig. 10) muestran un

salto repentino del IPR, duplicando su valor para pequeñas cantidades de desorden

de sitio. Cuando δ es del orden de la interacción entre los estados de borde (un valor

sumamente pequeño), dejan de formarse los pares bonding anti-bonding, 1
2
(ΨL±ΨR),

pero en lugar de esto, ellos se localizan en el borde derecho e izquierdo. Debido a

las pequeñas enerǵıas envueltas en este proceso, uno puede pensar en un dispositivo

electrónico (por ejemplo, la IPR podria ser ∼ 0.18 sin desorden), pero esto muestra

que incluso valor del desorden de sitio muy pequeño puede prevenir la ocurrencia de

fraccionalización de la carga en el modelo [60].

Después de alcanzar un valor de δ |t−ν| (en el gráfico |t−ν| = 0.5), los estados de

borde del BDW prácticamente mantiene su IPR, casi independiente de la amplitud

del desorden de sitio δ. A pesar de estar localizados, debido a la simetŕıa quiral,

el modelo permite una longitud de localización de varios sitios, previniendo una

deslocalización debido al desorden de sitio. En contraste, los estados de borde del

modelo SSH tienen una importante deslocalización debido al desorden de sitio, debido

a que, la simetŕıa quiral ya los localizó en algunos sitios, y el rompimiento de esta

simetŕıa superará la localización debido al desorden, por lo que el IPR decrece. Este

comportamiento, marcadamente diferente en ambos modelos, es consistente con la

apertura de un gap debido al desorden de sitio, figs. 8,9.

Finalmente, en lo que respecta al desorden fuera de la diagonal, aumenta el IPR

de los estados de bulto en ambos modelos. También incrementa ligeramente el IPR

de los estados de borde de ambos. Esto es consistente con la ausencia de un gap

debido al desorden fuera de la diagonal.

Este capitulo originó una publicación que puede ser encontrada en [61]



Caṕıtulo 4

El modelo de Bernevig, Hughes y
Zhang (BHZ)

A pesar de que el modelo SSH es una excelente introducción a las fases topológicas

de la materia, su utilidad es bastante limitada. Esto se debe principalmente a dos

razones: (i) la simetŕıa quiral es destruida con facilidad, por ejemplo, mediante con-

taminación o impurezas y (ii) los estados de borde de un sistema unidimensional son

estáticos, es decir, no transportan carga (al menos no como una banda de enerǵıa).

En este caṕıtulo trataremos otro modelo, propuesto por Bernevig, Hughes y

Zhang [15], ampliamente conocido como BHZ. Este modelo tiene una gran rele-

vancia en la historia de los aisladores topológicos, dado que se basa en sistemas

realistas -desde un punto de vista experimental-, proponiendo nuevas fases exóticas

de la materia y que sus posibles aplicaciones podŕıan tener grandes implicancias tec-

nológicas. Eventualmente, el desarrollo del área de las fases topológicas de la materia

ha tomado otros rumbos, sin embargo, el modelo BHZ permanece como una de sus

piedras angulares.

Comenzaremos con una pequeña discusión de las fases topológicas del modelo de

Jackiw-Rebbi (sección 4.1), basado en la ecuación de Dirac. Luego, en la sección

4.2, introduciremos el modelo BHZ. En la sección 4.3 estudiaremos los estados de

44
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superficie -topológicamente protegidos- del modelo BHZ. Finalizaremos tratando las

funciones de onda asociadas a esta modelo, sección 4.4. Como el objetivo de este

caṕıtulo es introducir el modelo BHZ, su notación y parte del álgebra necesaria para

el caṕıtulo 5, no nos detendremos en la evidencia experimental asociada este modelo,

tampoco en sus posibles aplicaciones.

4.1 Aisladores topológicos y el Merón

La primera versión para un Hamiltoniano relativista asociada a una part́ıcula ele-

mental de spin 1/2 fue escrita por Paul Dirac en el año 1928 [62]. Para una masa m,

velocidad de la luz c y las matrices de Pauli ~σ = (σx, σy, σz), la ecuación de Dirac es

H = c~p · ~α +mc2β, (4.1)

donde α, β son matrices de 4×4, que se pueden escribir en función de las matrices de

Pauli y satisfacen las mismas relaciones de anti-conmutación que estas. Las enerǵıas

asociadas a este Hamiltoniano son E± = ±
√

m2c4 + p2c2 , que corresponde a un

electrón (E > 0) y a un positrón (E < 0). Bajo la transformación m → −m la ecn.

(4.1) permanece invariante si β → −β, esto dice que no hay distinción -a nivel de la

ecn. de Dirac- entre las part́ıculas con masa positiva o negativa.

Jackiw y Rebbi presentaron una posible solución de la ecuación de Dirac en una

dimensión [63], construyendo una interfaz entre dos sistemas de Dirac con masas de

distinto signo

m(x) =

{

m1 x < 0

m2 x > 0
,
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con m1,m2 > 0. Ellos encontraron una solución con enerǵıa exactamente cero lo-

calizada en interfaz (x = 0). Esta solución es robusta frente a variaciones en la

distribución de masa m(x). La función de onda asociada a este estado de borde

tiene la forma

Ψ(x) =

√

ν

~

m1m2

m1 +m2

(

1
i

)

e−|m(x)vx|/~ (4.2)

Esta función de onda presenta un decaimiento exponencial al alejarse de la inter-

faz. Lo anterior se puede generalizar fácilmente para más de una dimensión: siempre

existen estados de borde en la interfaz entre un valor de masa positivo y negativo.

Debido a que la ecuación de Dirac es simétrica frente a cambios en el signo de la

masa, no se puede hacer una distinción topológica entre los sistemas con masa posi-

tiva y negativa, en resumen, no se puede decir cual sistema es topológicamente trivial

o no. Por lo tanto, la ecuación de Dirac, ecn. (4.1), no es un buen candidato para

describir la topólogia en los materiales.

Sin embargo, una manera en el que se puede explorar una posible fase (y pro-

tección) topológica es la inclusión de un término cuadrático en la ecuación de Dirac

[64].

H = v~p~α + (mv2 −Bp2)β (4.3)

El término cuadrático −Bp2 rompe la simetŕıa entre la masa m y −m, haciendolo

un sistema distinto a (4.1)

qLa dirección del esṕın para p → 0 está dado por el valor de m, mientras que

para p2 → ∞ el valor del esṕın está dado por B. Esto significa que en el caso

mB > 0 la dirección de spin es antiparalelo en ~p = 0 y ~p = ∞. El caso mB < 0
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implica que el esṕın es paralelo para ~p = 0 y ~p = ∞. Es decir, tenemos dos fases

claramente distintas, dadas por el signo del término mB, lo que sugiere existencia de

algún invariante topológico en este tipo de sistemas. A las soluciones, para mB > 0,

se les denomina merón (en el espacio de momentum).

La ecn. 4.3 tiene un invariante topológico asociado, para que este sea expĺıcito,

nos restringiremos a dos dimensiones. En este caso, en vez de las matrices α y β,

nos bastan las matrices de Pauli para expresar el Hamiltionano:

H = vpxσx + vpyσy +
(

mv2 −Bp2
)

σz, (4.4)

es decir podemos escribir H = ~d ·σ y emplear una generalización del winding number,

ecn. 2.24 para definir el llamado número de Chern [7]:

nc = − 1

4π

∫

d~p

~d ·
(

∂ ~d
∂px

× ∂ ~d
∂py

)

d3
, (4.5)

con 2nc = sgn(m) + sgn(B), es decir nc puede tomar valores 0 o 1 dependiendo de

su fase topológica. En la interfaz entre ambas fases topológicas (es decir, cuando m

cambia de signo) existe un estado de enerǵıa localizado y de enerǵıa cero, la forma

exacta de este estado no es relevante para esta discusión, pues es muy similar al

encontrado en ecn. 4.2.

Entre los modelos simplificados que describen ciertos materiales, está el modelo

BHZ para el pozo de potencial HgTe, en el que mediante un modelo efectivo en el

espacio de momentum se obtiene una ecuación análoga a la ecuación de Dirac con

el parámetro cuadrático extra, obteniendo merones y los solitones localizados en la

interfaz. A continuación, pararemos a describir con mas detalles el modelo BHZ.
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4.2 Modelo BHZ: bulto

El modelo BHZ fue introducido por Bernevig, Hughes y Zhang como una real-

ización concreta del efecto Hall de cuántico de esṕın, ya que la propuesta inicial

de una medición de este efecto en el grafeno [11] resultó ser una opción no muy real-

ista, debido a que la interacción esṕın-órbita abre un gap extremadamente pequeño

( 10−4meV) [65,66]. Este modelo nace de la descripción a bajas enerǵıas de las sub-

bandas, asociadas a un pozo cuántico formado por HgTe/(Hg,Cd)Te [15]. El modelo

tiene cuatro bandas, con una base del Hamiltoniano correspondiente a dos orbitales

s, |s, ↑〉 , |s, ↓〉 y dos orbitales p hibridizados debido a la interacción esṕın órbita

|px + ipy, ↑〉,|−(px − ipy), ↓〉. El band gap en este pozo de potencial se encuentra en

Γ = (0, 0). Matricialmente, el modelo esta representado por

HQW (~k) =

(

H(~k) 0

0 H∗(−~k)

)

, (4.6)

H(~k) = E0(~k) + ~d(k) · ~σ, (4.7)

donde ~σ = (σx, σy, σz) denota los grados de libertad de esṕın en cada orbital, ~d(k) =

(Akx, Aky,∆ − B(k2x + k2y), E0(k) = C − D(k2x + k2y) con A,B,C,D constantes del

modelo y ∆ es término de masa que define la topoloǵıa del sistema. Para semi-

metales como el grafeno, este término ∆ es cero mientras que en semiconductores

como GaAs y CdTe, en donde la banda tipo s posee mayor enerǵıa que las bandas

tipo p, el valor de ∆ es positivo. También se puede dar el caso en el que la banda

s sea de menor enerǵıa que la banda p, estos materiales son llamados aisladores

topológicos, un ejemplo icónico es el pozo cuántico formado por HgTe/(Hg,Cd)Te,

en el que el valor de ∆ vaŕıa cambiando el ancho del pozo cuántico, produciendo

transiciones de fase topológicas de ∆ > 0 hasta ∆ < 0 pasando por ∆ = 0 para un
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ancho cŕıtico. El término H∗(−~k) aparece debido a que el sistema es invariante ante

la simetŕıa de inversión temporal (TRI).

Para los siguientes resultados teóricos, por simplicidad, solo consideraremos un

componente de esṕın. Para entender en mayor profundidad el modelo BHZ, escribire-

mos H(~k) en el espacio real [19]. En nuestro caso, emplearemos en una red cuadrada

artificial, por lo que hay que reemplazar los términos kx, ky por términos que cum-

plan con dicha periodicidad, y que cerca de Γ permitan recuperar el modelo BHZ.

Nuestra elección corresponde a

dx → A

a
sin(kxa) (4.8)

dy → A

a
sin(kya) (4.9)

dz → ∆− 2B

a2
[2− cos(kxa)− cos(kya)], (4.10)

los cuales forman

~d = (dx, dy, dz), (4.11)

en lo anterior a es la distancia entre sitios. Sin perder generalidad, se tomaron los

valores de C = D = 0. También podemos elegir a = 1. Reemplazando en ecn. (4.7)

el modelo BHZ para una red cuadrada infinita (fig. 11a) obtenemos el siguiente

Hamiltoniano:

Hsq(~k) = A sin(kx)σx + A sin(ky)σy + (∆− 2B[2− cos(kx)− cos(ky)])σz (4.12)

Este Hamiltoniano corresponde a una matriz de 2x2 de la forma

Hsq(~k) =

(

∆− (2B)[2− cos(kx)− cos(ky)] (A)(sin(kx)− i sin(ky)
A(sin(kx) + i sin(ky)) −∆+ 2B[2− cos(kx)− cos(ky)],

)

(4.13)
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a) b)

Fig. 11: a) Modelo BHZ llevado a una red cuadrada, el hopping es solo
a primeros vecinos y esta representado por tx, ty en la dirección x e y
respectivamente b) Primera zona de Brillouin asociada a la red cuadrada
con sus respectivos puntos de alta simetŕıa

diagonalizado la matriz obtenemos los estados de enerǵıa asociado al bulto:

E(~k) =
√

A2
(

sin2(kx) + sin2(ky)
)

+ (∆− 2B[2− cos(kx)− cos(ky)])
2 (4.14)

La zona de Brillouin asociada a la red cuadrada se encuentra en la fig. 11b.

Al igual que ocurre en el modelo SSH, el modelo BHZ posee tres fases distintas,

una fase metálica en donde no se puede definir una topoloǵıa en el sistema y dos

diferentes fases aisladoras que presentan un band gap, con una fase geométrica trivial

y topológica -fig. 12. El band gap asociado a esta combinación de parámetros se

encuentra en el punto Γ de la zona de Brillouin. En fig. 13 se puede observar una

relación lineal entre el gap y el parámetro de masa ∆, con una transición de fase

para ∆ = 0. Bajo ciertas condiciones, el gap puede encontrarse en otros puntos,

como en X1 = (0, π), X2 = (π, 0) y M = (π, π). Una descripción en detalle del

comportamiento del modelo BHZ en estos puntos del espacio rećıproco se encuentra
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en [19]. En esta tesis, por simplicidad nos enfocaremos solamente en el punto Γ, con

un band gap asociado a este punto es Eg = 2∆. La manera en que se puede describir

la transición topológica en este sistema es la evaluación de la conductancia de Hall

de esṕın obtenida de la formula de TKNN [7] en términos de la curvatura de Berry

integrada sobre toda la zona de Brillouin.

σs
xy =

e

8π

∫

BZ

d2~k

4π

∂d

∂kx
× ∂ ~d

∂kx
·
~d

d3
(4.15)

Esta conductancia de esṕın puede evaluarse tomando los valores de ~d = (dx, dy, dz)

en eq. (4.11), obteniendo valores de cero cuando el sistema está en una fase trivial

(∆ < 0) y σs
xy = e2

2π
cuando se encuentra en una fase topológica (∆ > 0). Si recor-

damos la definición del número de Chern, ecn. 4.5, la ecuación de la conductividad

de Hall no es más que el cuanto de conductividad multiplicado por el número de

Chern.

Es conveniente recordar que nuestro análisis se ha restringido al Hamiltoniano de

solo una componente de spin, H(~k). Como en el modelo BHZ no existen términos

de mezcla de esṕın, basta con aplicar la simetŕıa de inversión temporal a H(~k), para

tener la descripción completa del sistema. En particular, la conductividad de Hall,

σxy = σ↑
xy + σ↓

xy se anula. Pero śı existe una corriente de esṕın que da cuenta de los

estados de borde, σ↑
xy − σ↓

xy =
e2nc

π
. Un valor distinto de cero en la conductancia de

esṕın de Hall tiene profundas consecuencias en la superficie, que es lo que veremos a

continuación.
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Trivial Phase Metallic Phase Topological Phase

Fig. 12: Diferentes estructuras de bandas del modelo BHZ bulto, los
parámetros usados corresponden a ∆ = 0.2 para la fase topológica, ∆ = 0
para la fase metálica y ∆ = −0.8 para la fase trivial. A = 1, B = 0.5
son iguales para todos los casos. A medida que ∆ crece, se produce una
transición de fase en el punto ∆ = 0, pasando de una fase trivial a una
topológica.
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Fig. 13: Band-gap para diferentes valores de ∆, en donde se puede difer-
enciar la fase topológica (zona roja) y la fase trivial (zona verde), los otros
parámetros A = 1, B = 0.5 son comunes a todos los valores de ∆.
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4.3 Modelo BHZ: superficie

Al pasar de un sistema bulto a uno con una superficie, aparece una interfaz en-

tre dos sistemas, pudiendo ser entre un sistema trivial (puede ser el vaćıo) y un

aislador topológico. Debido a que los números topológicos asociados a las fases

geométricas son discretos, en el borde entre ambos sistemas no es posible definir

una fase topológica, llevando a interesantes propiedades. Para poder entender que

pasa, modelaremos una interfaz entre un aislador topológico (modelo BHZ en una

red cuadrada) y el vaćıo. El primer paso consiste en obtener una versión del Hamil-

toniano para esṕın up, ecn. (4.12), en el espacio real [19]. En segunda cuantización,

la base asociada a este Hamiltoniano en el espacio k se denominará a†~k = (a†
1,~k
, a†

2,~k
)

en donde {1, 2} corresponden a los grados de libertad orbitales, entonces,

Hsq =
∑

~k

hsq(~k)a
†
~k
a~k + h.c. (4.16)

Aplicando la transformada de Fourier inversa

a~k =
∑

i,j

e−i~k·~ri,jai,j (4.17)

en donde, al igual que en el espacio k, se tiene el espinor ai,j = (a1,i,j , a2,i,j). Reem-

plazando en eq. (4.16), obtenemos una expresión del Hamiltoniano escrito en el

espacio real

Hsq =
∑

i,j

[(∆− 4B)] σza
†
i,jai,j +

{(

−iA
2
σx + Bσz

)

a†i+1,jai,j (4.18)

+

(

−iA
2
σy + Bσz

)

a†i,j+aai,j + h.c

}

. (4.19)

Definiendo tx = −i(A/2)σx + Bσz, ty = −i(A/2)σy + Bσz tenemos una forma
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más compacta de Hsq

Hsq =
∑

i,j

(∆− 4B) σza
†
i,jai,j +

{

txa
†
i+1,jai,j (4.20)

+tya
†
i,j+aai,j + h.c

}

. (4.21)

La red que representa el sistema puede verse en la fig. 11a, en donde cada sitio

tiene una enerǵıa interna de (∆ − 4B)σz. La interacción entre primeros vecinos en

el eje x es tx y la interacciones de primeros vecinos en la dirección y es ty. Vale

mencionar que esta red e interacciones no representan a un cristal concreto, solo son

una representación matemática para estudiar el modelo en el espacio real.

Para estudiar los estados de borde del modelo, se mantendrá la dirección x como

periódica, mientras que consideraremos N sitios en la dirección y, de tal manera que

se produzca una interface con el vaćıo (ver sub panel en fig. 14a ). Para representar

esto aplicaremos una transformada de Fourier solo en la dirección x,

ai,j =
∑

kx

eikx·riakx,j. (4.22)

Reemplazando en el Hamiltoniano Hsq,

Hsq =
∑

kx,j

{Aσx sin(kx) + [∆− 2B(2− cos(kx))] σz} a†kx,jakx,j (4.23)

+tya
†
kx,j+1akx,j + h.c. (4.24)

Definimos

H0(kx) = Aσx sin(kx) + [∆− 2B(2− cos(kx)]σz (4.25)

= Aσx sin(kx) + κ(kx)σz (4.26)

obteniendo un sistema que consiste en una cadena unidimensional (Fig. 14a) con

enerǵıa de sitio H0 y con interacción ty a primeros vecinos,

Hsq =
∑

kx,j

(

H0a
†
kx,j

akx,j + [tya
†
kx,j+1akx,j + h.c.]

)

. (4.27)
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Los estados cuánticos asociados a Hsq están graficados en la fig. 14a. El sistema

posee dos superficies, las llamaremos superior e inferior. El conjunto de parámetros

que se usaron corresponden al sistema en la fase topológica. Existen dos estados que

cruzan el nivel de Fermi, cada uno se encuentra en una superficie diferente (fig. 14b).

Para incluir la componente de esṕın down, basta con aplicar la simetŕıa de in-

versión temporal en Hsq. Aparecerán nuevos estados, los pares de Kramer de Hsq,

los cuales además de un esṕın opuesto, tendrán un momentum kx opuesto a los esta-

dos de Hsq. Esto implica una corriente de esṕın en la dirección contraria para cada

superficie.

La aparición de estos estados conductores en la superficie está directamente rela-

cionada con la fase topológica del bulto. Una manera fácil de ver entender esto es

notar que no es posible definir una fase topológica en la interfaz, esto significa que

tienen que existir estados -localizados en la interfaz- a los que no se les pueda definir

una fase topológica. Los estados que cumplen esta condicioń corresponden a los

metálicos. Los que se pueden observar en diversos aisladores topológicos, como por

ejemplo, los conos de Dirac en aisladores topológicos tridimensionales.

Además, el hecho de que los estados de superficie estén protegidos por la simetŕıa

de inversión temporal hace que estos sean robustos frente a cualquier tipo de desor-

den, mientras esta simetŕıa se mantenga.

Si hacemos que nuestra cinta de N celdas de ancho se vuelva muy delgada (es

decir N es pequeño), la degeneración en Γ se rompe, abriéndose un band gap. Esto

se debe a la interacción entre los estados de borde de ambos bordes, hibridizandose

de manera similar a lo estudiado en la Sección 3.1. Para estudiar en profundidad

esta interacción, escribiremos anaĺıticamente estos estados de borde y como decaen

al penetrar en el sistema.
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Fig. 14: a) Muestra la estructura de bandas de la superficie para una di-
rección del esṕın del modelo BHZ, el esquema de la superficie se encuentra
en el sub-panel de a), los parámetros usados corresponden a A = B = 1 y
∆ = 0.5 y 100 sitios a lo largo de la dirección no periódica, los estados en
plomo corresponden a estados de bulto, mientras que los rojos y azules
corresponden a estados localizados en las superficies (ver sub-panel).b)
Función de onda tomada de puntos muy cercanos a Γ y estan asociadas
a las bandas del mismo color en a), se observa una localización que decae
rapidamente a medida que se penetra en el sistema.
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4.4 Estados de borde del modelo BHZ

Para poder obtener las funciones de onda anaĺıticamente [19], consideraremos N

sitios y una función de onda general de la forma

Ψ =















ψ1

ψ2

ψ3
...
ψn















(4.28)

Usando el Hamiltoniano (4.27) en la ecuación de Schrödinger, obtenemos la sigu-

iente relación de recurrencia:

H0(kx)ψj + tyψj+1 + t†yψj−1 = Eψj (4.29)

De forma general, asumiremos que los estados de borde de este Hamiltoniano

decaen a medida que penetran en el material, cumpliendo la siguiente relación

ψj = ξjψ0, (4.30)

en donde ξ es una constante a determinar. Luego, tomando la ecn. (4.30) y reem-

plazándola en la ecn. (4.29), obtenemos,

(

H0(kx) + tyξ + t†y
1

ξ

)

ψ0 = Eψ0. (4.31)

Usando las deficiones de H0 y ty, usaremos como ansazt la siguiente descomposición

de la ecuación anterior,

Aσx sin(kx)ψ0 = Eψ0 (4.32)

(

κ(kx)σz + tyξ + t†y
1

ξ

)

ψ0 = 0 (4.33)
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La ecuación (4.32) puede resolverse directamente debido a que σx tiene autoval-

ores s = ±1, obteniendo

E = ±A sin(kx) (4.34)

el band-gap entre ambos estados de enerǵıa para cada punto kx es 2A sin(kx),

obteniendo un band-gap en el punto kx = 0 de 0, que correspondeŕıa a un estado

de superficie metálico. Hay que tener en cuenta que las funciones de onda asoci-

adas a estos estados corresponden a los de la matriz de Pauli σx y eq. (4.33) debe

poder diagonalizarse con esta misma base. Para esto, multiplicaremos (4.33) por σz,

obteniendo

(

κ(kx)−
A

2

(

1

ξ
− ξ

)

σx + B

(

1

ξ
+ ξ

))

ψ0 = 0 (4.35)

Las auto funciones asociadas a este sistema son

|x+〉 =
1√
2
(1, 1) (4.36)

|x−〉 =
1√
2
(−1,−1 (4.37)

Las auto funciones |x+〉 , |x−〉 están asociados a la matriz σx, cuyos autovalores

son s = 1 y s = −1 respectivamente , por lo que la solución encontrada en (4.34) es

valida. Ya con esto, podemos encontrar la forma de ξ de (4.35) usando σxψ0 = sψ0

κ(kx)−
A

2

(

1

ξ
− ξ

)

s+B

(

1

ξ
+ ξ

)

= 0 (4.38)

Si tomamos s = 1, la ecuación cuya solución es ξ1 es
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κ(kx)−
A

2

(

1

ξ1
− ξ1

)

+ B

(

1

ξ1
+ ξ1

)

= 0 (4.39)

mientras que para s = −1, la ecuación cuya solución es ξ2 es

κ(kx)−
A

2

(

1
1
ξ2

− 1

ξ2

)

+ B

(

1
1
ξ2

+
1

ξ2

)

= 0 (4.40)

Si se toma ξ2 = 1/ξ1 como solucion de (4.40) obtendŕıamos la misma ecuación de

(4.39). Despejando ξ1 de (4.39)

ξ1 =
κ(kx)±

√

κ(kx)2 − 4B2 + A2

2B + A
(4.41)

Para el caso de kx = 0 se tiene

ξ1 =
(∆− 4B)±

√

(∆− 4B)2 − 4B2 + A2

2B + A
(4.42)

ya con esto se puede construir una solución general tomando en combinación lineal

ξ1,2 y reemplazando en (4.30)

ψj =
(

αξj1 + βξj2
)

|x+〉+
(

α′ξ−j
1 + β′ξ−j

2

)

|x−〉 (4.43)

En donde α, α′, β, β′ son constantes de normalización del sistema y pueden de-

pender de las condiciones de borde. El valor de ξ puede ser un número complejo

con parte real e imaginaria distintos de cero (a + bi), esto implica que ξ±j
1,2 es de la

forma |ξ|jeiθj, en donde |ξ|j (con |ξ| =
√
a2 + b2) representa el decaimiento o crec-

imiento de la función mientras el término exponencial corresponden a oscilaciones.

Además cuando (∆− 4B)2 ≤ (4B2 −A2) , las constantes de decaimiento son iguales
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|ξ1| = |ξ2|, lo que nos permitirá posteriormente trabajar en la interacción entre es-

tados de borde. En [19] se puede ver algunos valores que puede tomar el valor de

B para que se cumpla esta condición. Una manera útil para el siguiente capitulo es

escribir ec. 4.43 de la forma

ψj =
(

αe
j

ln−1(|ξ1|)
+iθ1j

+ βe
j

ln−1(|ξ2|)
+iθ2j

)

|x+〉+ (4.44)

+
(

α′e
−j

ln−1(|ξ1|)
−iθ1j

+ β′e
−j

ln−1(|ξ2|)
−iθ2j

)

|x−〉 (4.45)

Con θ1, θ2 las fases correspondientes cada número complejo ξ1,2. Definimos ǫ1,2

como las constantes de decaimiento mayores que uno. Por lo que puede llegar a

tomar valores como ǫ = ln−1(|ξ|) o ǫ = − ln−1(1/|ξ|) dependiendo si |ξ| > 1 y |ξ| < 1

respectivamente.

Preparando el terreno para el siguiente capitulo, se usarán dos tipos de fases,

topológica y trivial, del modelo BHZ, llevándonos a dos posibles casos debido a

la combinación de parámetros que usaremos. Para el caso topológico, se cumple

|ξ1| = |ξ2| = |ξ| y θ1 = −θ2 = θ, obteniendo

ψj = γe
j

ln−1(|ξ|)
+iθj |x+〉+ γ′e

−j

ln−1(|ξ|)
−iθj |x−〉 (4.46)

En cambio, para la fase trivial se dale caso de que ξ es real, por lo que

ψj =
(

αe
j

ln−1(ξ1) + βe
j

ln−1(ξ2)

)

|x+〉+ (4.47)

+
(

α′e
−j

ln−1(ξ1) + β′e
−j

ln−1(ξ2)

)

|x−〉 (4.48)

Ya con los cimientos del modelo BHZ descritos, pasaremos a la descripción de la
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heteroestructura formada por diferentes fases del modelo BHZ, que posee estados de

borde mucha más robustos que el modelo BHZ.



Caṕıtulo 5

Un nuevo modelo: BHZ-SSH

Con una descripción del modelo BHZ en profundidad, podemos pasar a la con-

strucción del modelo BHZ-SSH correspondiente a una red bipartita formada por los

estados de borde del modelo BHZ, de manera similar a lo hecho en el caṕıtulo 3. En

la sección 5.1 se describirán los efectos de la interfaz entre una fase topológica y trivial

del modelo BHZ que tienen sobre los estados de borde topológicamente protegidos.

Luego, en la sección 5.2, bajo ciertas aproximaciones se calculará anaĺıticamente la

interacción entre los estados de borde cuando el el número de sitios es finito. Ya

con esto, en la sección 5.3, se construirá una red bipartita a partir de los estados de

borde formados por las paredes de dominio para finalmente ver la resistencia de los

estados de borde frente a diferentes tipos de desorden e impurezas, en la sección 5.4.

5.1 Paredes de dominio

La existencia de diferentes fases topológicas en el modelo BHZ con solo la variación

del parámetro de sitio, permite una fácil construcción de interfaces entre una fase

topológica y trivial, formando las llamadas paredes de dominio. Para poder con-

struir esta pared de dominio, tomaremos condiciones de borde periódicas en una

dirección (en nuestro caso el eje x) y partir del Hamiltoniano (4.27), proponemos el

63
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TI

0

Fig. 15: Esquema de los estados de superficie en presencia de paredes
de dominio, en donde el borde izquierdo y derecho es proporcional a
|x+〉, mientras que en la pared de dominio central la función de onda es
proporcional a |x−〉.



65

Hamiltoniano con dos paredes de dominio

HTI/NI =
N
∑

j=0

[H1a
†
jaj + {tya†j+1aj + h.c.}] +

2N−1
∑

j=N

[H2a
†
jaj + {tya†j+1aj + h.c.}]. (5.1)

Consideraremos condiciones de borde periódicas, por lo que existe una interacción

ty entre el sitio a0 y a2N−1. Un esquema de este sistema puede verse en la figura 16a,

el recuadro encierra la celda de unidad, que posee dos paredes de dominio. Emergen

dos estados de borde que penetran en el material (fig. 15) debido a la transición de

fase producida en esos puntos.

Anaĺıticamente, usando como ansatz las ecuaciónes (4.46) y (4.48), las funciones

de onda de las paredes de dominio pueden escribirse como

ψ†
A = α

2N−1
∑

j=N

αe
− 2N−j

ǫ
(1)
2 |x+〉 a†j

+ α
N−1
∑

j=0

e
− j

ǫ1 e−iθ1j |x+〉 a†j (5.2)

ψ†
B = β

N−1
∑

j=0

e
−N−j

ǫ1 e−iθ1j |x−〉 a†j

+ β

2N−1
∑

j=N

e
− j−N

ǫ
(1)
2 |x−〉 a†j (5.3)

Los sub́ındices A,B son los ı́ndices de las funciones localizados en cada una de las

paredes de dominio. Cada suma abarca la parte de la función de onda a la izquierda

y derecha de la respectiva pared de dominio. α, β son constantes de normalización.

ǫ1, θ1 constantes del subsistema topológico y ǫ
(1)
2 > 1 constantes de decaimiento para

el subsistema trivial, no se considero 0 < ǫ
(2)
2 < 1 debido a que no cumple con las

condiciones de borde.
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Ya con una relación expĺıcita de como son las funciones de onda de una pared de

dominio y como penetran en cada sub-sistema, pasaremos a calcular cuantitativa-

mente la interacción de los estados de borde cuando el sistema es lo suficientemente

pequeño para que exista solapamiento (en general, si el sistema es finito, siempre

existirá solapamiento).

5.2 Interacción entre estados de borde

Para poder construir la red bipartita (infinita, ver figura 15a), hay que considerar

que estos estados de borde se pueden solapar, implicando una hibridización entre

los estados de borde y abriendo un gap en Γ. En principio es posible construir un

modelo efectivo de bajas enerǵıas con la base mostrada en (5.2). Sin embargo, esta

aproximacón será válida siempre que las enerǵıas de los estados de borde sean mucho

mas pequeñas que las enerǵıas de los estados de bulto asociado al sistema de paredes

de dominio, eq. (5.1). Nuestro Hamiltoniano efectivo, Heff
TI/NI , empleará los estados

(5.2) como base. Además, para construir Heff
TI/NI nos centraremos expĺıcitamente en

las interacciones (solapamientos) en las regiones topológicas y triviales por separado,

ver figura 15b, es decir,

Heff
TI/NI = tTIψ

†
AψB + tNIψ

†
BψA + t0,Aψ

†
AψA + t0,Bψ

†
BψB (5.4)

En donde
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t0,A =
2N−1
∑

j=0

ψ†
A,j

(

HTI/NIψA,j

)

(5.5)

t0,B =
2N−1
∑

j=0

ψ†
B,j

(

HTI/NIψB,j

)

(5.6)

tTI =
∑

j∈TI

ψ†
A,j

(

HTI/NIψB,j

)

(5.7)

tNI =
∑

j∈NI

ψ†
B,j

(

HTI/NIψB,j

)

(5.8)

Los valores de tTI y tNI pueden calcularse usando (5.2), (5.3) y (5.1), obteniendo

para todo k como resultado,

t0,A = α2 sin(kx)

[

Ae
−N−1

ǫ1
sinh(N/ǫ1)

sinh(1/ǫ1)
+ A′e

−N+1
ǫ2

sinh(N/ǫ2)

sinh(1/ǫ2)

]

t0,B = β2 sin(kx)

[

Ae
−N+1

ǫ1
sinh(N/ǫ1)

sinh(1/ǫ1)
+ A′e

−N−1
ǫ2

sinh(N/ǫ2)

sinh(1/ǫ2)

]

tTI = αβ(N − 1)e
−N

ǫ1

[

∆− 2B(2− cos(kx)) + (B +
A

2
)e

−iθ1−
1
ǫ1

+ (B − A

2
)e

iθ1+
1
ǫ1

]

tNI = α′β′(N − 1)e
−N

ǫ12

[

∆′ − 2B′(2− cos(kx)) + 2B′ cosh(1/ǫ12)

+ A′ sinh(1/ǫ12)
]

En donde cada hopping t tiene las constantes del sistema topológico o trivial (es

decir del modelo BHZ subyacente). Estas interacciones decaen exponencialmente con

el tamaño de cada región (N) y dependen de los parámetros de cada región (NI o TI),

donde existen los estados de borde. Con este resultados podemos hacer variar las

interacciones mediante variaciones de parámetros de cada sub-sistema. Es necesario

mencionar que para kx = 0 las interacciones t0,A = t0,B = 0, por lo que (5.4) pasa
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a tener una forma análoga al modelo SSH, si es que se cumple tTI < tNI . Esto

implica que es posible construir una red bipartita de paredes de dominio y emular

una estructura SSH, replicando sus propiedades, como estados de borde con enerǵıa

cero protegidos por la simetŕıa quiral.

Vale notar que en el caso de dos paredes de dominio con condiciones de bordes

periódicas, nuestra aproximación de restringir tTI , tNI solo a la región TI o NI es

bastante cuestionable, dado que una región TI (o NI) esta rodeada por exactamente

la misma región NI (o TI) tanto a la izquierda como a la derecha, ver la sección 3.1.

Sin embargo, es una excelente aproximación para nuestro objetivo de generalizar el

modelo BHZ, ver sección 3.2. Ya definido un Hamiltoniano de un sistema de paredes

de dominio con su respectiva interacción, pasaremos a la construcción del modelo

BHZ-SSH.

5.3 Red bipartita a partir de modelo BHZ

El modelo BHZ-SSH consistirá en en bloques alternados de modelo BHZ en fase

topológica y trivial, tal como lo indica el esquema de la figura 16a. De este modo se

forman M paredes de dominio, con un cono de Dirac en cada una de esas paredes

de dominio. En este caso, el solapamiento de los estados de pared de dominio (ver

fig. 15) conduce al quiebre de la degeneración en Γ. Para crear un modelo SSH

creado a partir de la descripción a bajas energiás de la súper red expuesta, los sitios

corresponderán a cada estado localizado de pared de dominio y los hoppings serán

el solapamiento de estos estados, formando una red bipartita (fig. 16c).

De manera general, es decir un paso antes de la formulación a bajas enerǵıas,

tomando (5.1), el Hamiltoniano asociado de M paredes de dominio corresponde a
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b)

c)

Unit Cell

Fig. 16: (a) Esquema del modelo BHZ-SSH, en donde los bloques verdes
y rojos corresponden a una fase trivial y topológica del modelo BHZ,
respectivamente. El cuadrado que encierra dos bloques corresponde a una
celda unidad asociada al modelo BHZ-SSH. (b) Red de estados de bordes
(conos de Dirac) que aparecen en las paredes de dominio. Estos estados
se hibridizan al interactuar entre ellos. La amplitud de la interacción es
v′ y w′. (c) Red periódica unidimensional similar al modelo SSH, en el
que cada sitio corresponde a un estado de borde BHZ y las interacciones
entre primeros vecinos es proporcional a la hibridización entre los estados
de borde.
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HBHZ−SSH =
M−1
∑

m=0

(hNI
N (m) + hTI

N ′(m)) (5.9)

hTI
N =

(m+1)N+mN ′−1
∑

j=m(N+N ′)

(H1a
†
jaj + [tya

†
j+1aj + h.c.]) (5.10)

hNI
N ′ =

(m+1)(N+N ′)
∑

j=(m+1)N+mN ′

(H2a
†
jaj + [tya

†
j+1aj + h.c.]), (5.11)

en donde hTI
N y hNI

N ′ son Hamiltonianos tipo BHZ en su fase topológica (N sitios )y

trivial (N ′ sitios) respectivamente (eq. (4.27)). La celda de unidad de la super-red es

un bloque de TI y otro bloque de NI. Para cada valor de m aparecen dos interfaces,

por lo que el Hamiltoniano efectivo de bajas enerǵıas para kx = 0 es

Heff
BHZ−SSH =

M−1
∑

m=0

(t′Ψ†
A,mΨB,m + v′ΨA,m+1ΨB,m + h.c.) (5.12)

en donde t′, v′ tienen la forma mostrada en (5.9). Es relevante mencionar que si

kx 6= 0 aparecen enerǵıas de sitio en el sistema efectivo que rompe la simetŕıa quiral,

abriendo un gap lineal en kx cerca de kx = 0. El Hamiltoniano efectivo corresponde

a uno tipo SSH, que cumple t′ < v′ y que presenta estados de borde topológicamente

protegidos. t′, v′ pueden ser controlados mediante los parámetros de cada sub sistema

(∆, A,B para la fase topológica y ∆′, A′, B′ para la fase trivial). Las consideraciones

que se tomaron para los parámetros son las siguientes: i) el sub sistema en fase

topológica tiene que tener el mı́nimo gap en Γ, debiéndose cumplir 0 < ∆ < 4B,

ii) Para ser consistentes con el cálculo teórico, se consideró (∆− 4B)2 < 4B2 − A2,

teniendo dos longitudes de penetración iguales en la fase topológica (ver eq. (4.45)),

iii) para la fase trivial, se tienen dos constantes de decaimiento diferentes debido a

que (∆′ − 4B′)2 > 4B′2 −A′2. La estructura de bandas de un sistema representativo
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se encuentra en fig. 17a,b y presenta dos bandas que cruzan el nivel de Fermi, cada

una localizada en cada superficie, con dirección y velocidad contraria a la otra (Si

se consideran ambas direcciones de esṕın, estaŕıan degeneradas con dirección de

esṕın contraria), además se logra apreciar las bandas del bulto del sistema de bajas

enerǵıas Eg = 2|t′ − v′|. Vale recordar que el band gap del modelo BHZ subyacente

es ∆, en cada región. Para un punto kx = 0, el módulo cuadrado de las funciones

de onda asociadas al modelo BHZ y BHZ-SSH se muestran en fig. 18, ambos con

un comportamiento decayente, sin embargo, difieren en el tipo de decaimiento. El

modelo BHZ debeŕıa tener un decaimiento oscilatorio, pero debido a la combinación

de parámetros no se puede apreciar. Por otro lado en el modelo BHZ-SSH se puede

apreciar una ligera polarización de sub-red debido al modelo SSH, ya que la función

de onda en el borde izquierdo comienza en sitio cero, mientras que en el borde

derecho su peak se encuentra en la siguiente pared de dominio. Además se observan

diferencias en la longitud de pentración, confirmando que los estados del modelo

BHZ-SSH penetran mucho mas profundo que en el modelo BHZ pristino (30 vs 5

sitios), lo que tiene gran importancia a la hora de presentar algún tipo de desorden

(luego se profundizará en esto). Experimentalmente ya se ha observado este tipo de

ordenamiento [67], por lo que este trabajo contribuye a un mayor entendimiento de

este tipo de sistemas.

Ya con una descripción de los estados de borde del modelo BHZ-SSH, pasaremos

a ver como afecta algunos tipos de desorden e impurezas a estos estados.
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Fig. 17: (a) Estructura de bandas del modelo BHZ-SSH, las bandas en
negro muestran bandas tipo bulto mientras que las de colores muestran
los estados esṕın polarizados en cada borde del sistema, la zona verde
muestra el band-gap del bulto del modelo de bajas enerǵıas, que depende
de los parámetros t′ y v′. Los parámetros usados en el sistema son A =
0.9, B = 1.25 para ambos sistemas, δ1 = 0.5 para la fase topológica y
δ2 = −0.5 para la fase trivial, 80 sitios fueron tomados alternando bloques
de 6 sitios para aislador topológico y 4 para aislador trivial, formándose 8
paredes de dominio. La ĺınea punteada en color verde oscuro corresponde
al band-gap de ambos sub-sistemas por si solo. (b) Estructura de bandas
del modelo BHZ-SSH con una resolución mas clara cerca de la enerǵıa de
fermi. Notar que la escala espacial de ambos sistemas es distinta.
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Fig. 18: Comparación entre la función de onda de los estados de borde en
Γ (k = 0.01) para el modelo BHZ-SSH y el BHZ con las mismas carac-
teŕısticas mostradas en 17, para una dirección de esṕın (la otra dirección
es análoga). Aproximadamente se observa una penetración de 30 sitios
para el BHZ-SSH y 5 sitios para el modelo BHZ.

5.4 Desorden en modelo BHZ-SSH

5.4.1 Desorden en el número de capas

La posibilidad de la realización experimental del modelo BHZ-SSH viene de la mano

con la precisión con la que se puede hacer crecer la heteroestructura. La posible

resistencia de los estados de borde topológicamente protegidos frente al desorden

en el tamaño de cada sub sistema puede sugerir la independencia de técnicas muy

precisas al momento de construir este sistema.

Para entender como afecta el número de capas de cada sub sistema, tomaremos

eq. (5.4) correspondiente al Hamiltoniano efectivo de bajas enerǵıas del modelo BHZ-

SSH. Los parámetros tTI , tNI son dependientes del número de sitios en la dirección no

periódica del modelo BHZ (eq. (5.9)). Aplicar desorden en el número de capas está

directamente relacionado con un desorden en tTI , tNI , sin embargo, que como bien

se sabe del caṕıtulo 2 y 3 de esta tesis, los estados de borde tipo SSH son resistentes

frente a desorden fuera de la diagonal y no debeŕıa afectarlo de forma significativa.
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Para demostrar esta afirmación numéricamente, usaremos eq. (5.9), en donde

cada sub sistema es dependiente del número de capas (N,N ′). Los valores de N,N ′

variaran aleatoriamente entre 5 y 14 capas (N,N ′ ∈ [5, 14]), en una distribución

uniforme. Para este tipo de desorden no es necesario considerar ambas direcciones

de esṕın, ya que ambos tienen el mismo comportamiento y la estructura de bandas

es similar, salvo con diferencias en la polarización de esṕın y velocidad (se mantiene

la simetŕıa de inversión temporal).

Dado que este tipo de desorden no rompe la periodicidad (en kx), es directo

comparar la estructura de bandas de un sistema pŕıstino (Fig. 17) con N,N ′ = 10,

con respecto a un sistema desordenado (Fig. 19). Los estados de borde se mantienen

sin cambios mayores, confirmando que un desorden fuera de la diagonal en el modelo

eq. (5.4) no tiene mayor impacto (debido a una protección proveniente de la red

bipartita del modelo SSH). Por otro lado, en el gap provenientes de los estados de

bulto de este modelo (zona verde de fig. 17) existen diferencias, ya que las variaciones

del número de sitios afecta directamente a este valor (en el caso pŕıstino el gap es

2|t′ − v′|).

5.4.2 Impurezas magnético

La protección topológica de los estados de borde del modelo BHZ hace que cualquier

defecto que no sea magnético no los afecte de gran manera, por lo que defectos

simples (quitar un sitio de la red) no tendrán grandes consecuencias en los estados

de borde del modelo BHZ-SSH. Sin embargo, estos estados de borde tienen una gran

sensibilidad frente a impurezas o defectos que produzcan algún tipo de momento

magnético, ya que se rompe la simetŕıa protectora. Debido a esto, nuestro siguiente

objetivo es ver como actúa este tipo de defecto en nuestro modelo de super-redes.
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Fig. 19: Estructura de bandas del modelo BHZ-SSH frente a desorden
en el número de capas en cada sub sistemas de la heteroestructura. Los
parámetros de cada subsistema son los mismo de 17 y el número de capas
N,N ′ es aleatorio entre 5 y 14 en una distribución uniforme.
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Para realizarlo, es necesario considerar ambas direcciones de esṕın, pues tendrán un

comportamiento diferente. La manera en que se trabajará este defecto consistirá en

tomar una super celda de x × y sitios del modelo BHZ-SSH, si uno de estos sitios

es elegido para ser considerado como defecto magnético, entonces se le agregará una

interacción entre ambos espines proporcional a σx, rompiendo localmente la simetŕıa

de inversión temporal. Para comparar el modelo BHZ-SSH con el modelo BHZ

original, tomaremos super celdas de iguales proporciones y se verá los efectos que

tiene este tipo de desorden en los estados de borde mediante la conductancia.

A la heteroestructura aśı construidas, se le colocarán dos contactos en cada lado

(fig. 20), de tal manera que en los bordes superior e inferior aparezcan estados de

borde metálicos. Como primera aproximación, los contactos tendrán la misma es-

tructura cristalina del modelo BHZ-SSH o BHZ usado (pero sin desorden magnético).

El tamaño de estas celdas será lo suficientemente grande para que la aleatoriedad de

los defectos sea representativa.

Para poder caracterizar los efectos de los defectos magnéticos, usaremos la con-

ductancia diferencial, que puede encontrarse mediante la formula de Landauer [68]

Gab =
e2

h

∑

n∈a,m∈b

|Snm|2 (5.13)

en donde a y b corresponden a dos electrodos y Snm es la matriz de scattering,

que puede calcularse usando la formulación de la función de onda del problema de

scattering mostrada en [69].

Para mostrar como se calcula esta matriz, consideraremos solo un electrodo (ya

que muchos contactos pueden ser considerados como un solo contacto efectivo) y

una zona de scattering (estructura a la que se le quiere calcular la conductancia). El
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Hamiltoniano asociado a ambos sistemas es de la forma











. . . VL
V †
L HL VL

V †
L HL VLS

V †
LS Hs











(5.14)

En donde Hs es el Hamiltoniano de la región de scattering, HL es el Hamiltoniano

de la celda de unidad del electrodo, VL conecta las celdas de unidad del electrodo y

VLS conecta el electrodo con la región de scattering. Se define una función de onda de

un sistema infinito de la forma (. . . ,ΨL(2),ΨL(1),ΨS), en donde ΨS es la función de

onda de la región de scattering y ΨL(i) la función de onda en el electrodo y tomando

en cuenta la simetŕıa traslacional del electrodo (Ψ = (φ1, φ2, . . . , φn), φn = (λn)
jφ0)

se obtiene la siguiente relación de recurrencia para el electrodo

(HL + VLλ
−1
n + V †

Lλn)φ0 = Eφ0 (5.15)

Hay que destacar que los estados con |λn| < 1 decaen y para |λ| = 1 son ondas

que se propagan. Luego, un estado general de scattering en el electrodo es de la

forma

Φn(i) = φin
n (i) +

∑

m

Smnφ
out
m (i) +

∑

p

S ′
pnφ

ev
p (i) (5.16)

En donde φin
n (i), φout

m , φev
p son modos incidentes, salientes, y evanescentes. Si se

tiene la función de onda de la región de scattering, φS, junto a (5.16) y resolviendo la

ecuación de tight-binding Hψ = ǫψ para el Hamiltoniano (5.14), puede encontrarse

la matriz de scattering Smn.
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Los resultados de la conductancia para ambos modelos se encuentran en la fig. 21.

Para los sistemas sin desorden, aparece un valor constante de e2

h
para enerǵıas por

debajo del band gap, |t− v| (ó |t′ − v′|), debido a los dos estados metálicos de borde.

El incremento de la conductancia para mayores enerǵıas se debe a la aparición de los

estados de bulto. Como el sistema esta bajo condiciones ideales, se puede diferenciar

muy claramente la contribución de los estados de bulto y los de superficie.

Frente a un valor finito de este tipo de desorden, en el modelo BHZ, ya no es

clara la diferencia entre la contribución a la conductancia de los estados de borde

y los estados de bulto. Para un porcentaje de impurezas magnéticas de 0.1%, el

ruido permite apreciar un valor de la conductancia oscilando alrededor de Ga,b ∼
e2

h
. Aumentando el valor del desorden, se pierde casi totalmente la conductancia,

producto de la perdida de la protección topológica en los estados de borde. Por otro

lado, en el modelo BHZ-SSH, a medida que el porcentaje de impurezas magnéticas,

el promedio de Ga,b disminuye. Sin embargo, se esta disminución es mucho menos

pronunciada que en el modelo BHZ. Se observa que en una pequeña zona a bajas

enerǵıas, no existen estados que contribuyan a la conductancia y además crece a

medida que aumentamos el desorden. A una concentración de impurezas magneticas

del 0.1%, el promedio de la conductancia es cercano a Ga,b = 2e2

h
, aún logrando

diferenciar de buena manera los estados de borde con los de bulto. Si bien a 0.5%

de desorden la diferenciación se vuelve más dif́ıcil, en promedio sigue estando mas

cercana al valor de Ga,b = 2 que en el modelo BHZ.

En general, se puede concluir con respecto a la conductancia, que la heteroestruc-

tura que se construyó en esta tesis posee estados de borde mucho mas estables frente a

un desorden que rompa la simetŕıa de inversión temporal, en comparación al modelo

BHZ común. Lo que da el primer paso para la construcción de un sistema tipo ais-
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  Right

Contact

    left

Contact

BHZ-SSH

Fig. 20: Esquema del sistema para cálculos de conductancia, en el centro
se tiene el modelo BHZ-SSH en donde se ven los estados de borde esṕın
polarizados y los contactos ideales (mismo material) en la parte izquierda
y derecha de la heteroestructura

lador topológico realista, en el que la diferenciación entre los estados de borde y bulto

en los experimentos de transporte eléctrico sean mas claras. Es decir, una concen-

tración baja de defectos, tales como vacancias o impurezas con momento magnético

finito, no deberián dominar el transporte eléctrico para un sistema como el BHZ-SSH.
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Fig. 21: Comparación entre conductancia del modelo BHZ (panel
izquierdo) y modelo BHZ-SSH (panel derecho) para 0% ,0.1%(960 sitios)
y 0.5%(4800 sitios) de desorden que rompe simetŕıa de inversión temporal.
Para ambos sistemas se usó una super-celda de 400 sitios en la dirección
en donde se formarán los estados de borde y 2400 sitios en la dirección
perpendicular a esta. los parámetros para ambos sistemas son iguales a
17



Conclusión

El objetivo de esta tesis fue la modelación de heteroestructuras con estados de borde

metálicos, topológicamente protegidos, a partir de diferentes fases de subsistemas

topológicos.

En la primera parte (caṕıtulos 2 y 3) introducimos el modelo SSH y sus distin-

tas fases topológicas en el bulto, regidas por un número topológico llamado winding

number. Demostramos anaáliticamente que el sistema posee estados de enerǵıa cero

y que decaen exponencialmente con una constante de decaimiento proporcional a

ln−1(t′/t) y que la simetŕıa quiral esta directamente relacionada con la aparición de

estados de enerǵıa cero, ofreciendo una protección frente a cualquier desorden que

no rompa esta simetŕıa. Luego logramos construir una heteroestructura formada por

una red paredes de dominio en el modelo SSH, que consist́ıa en tomar la hibridización

de los estados topológicamente protegidos por simetŕıa quiral en cada pared de do-

minio como una pseudo-interacción, para luego conformar una red, la que a bajas

enerǵıas, resulto ser análoga al modelo SSH original. Esta heteroestructura, al igual

que en el modelo SSH, tiene estados de enerǵıa cero, pero se diferencian del modelo

SSH original al posser un longitud de localización mucho mayor, además son mu-

cho más robustos frente al desorden, especialmente frente a desorden que rompe la

simetŕıa quiral. Esto sugiere una nueva v́ıa para la construcción de nuevos sistemas

con estados de borde metálicos mucho más resistentes.
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Para la segunda parte de esta tesis (caṕıtulos 4 y 5), el objetivo fue generalizar lo

realizado en los caṕıtulos anteriores para un módelo más cercano a la realidad desde

un punto de vista experimental, el modelo BHZ. Un aislador topoloǵıco que presenta

estados de borde metálicos tipo Dirac, topológicamente protegidos por simetŕıa de

inversión temporal. Al igual que en el modelo SSH, cuando el sistema es finito existe

una hibridización de los estados de borde, se calculó anaĺıticamente este valor y se

creó una heteroestructura compuesta por el modelo BHZ en su fase topológica y

trivial alternadas. Se construyó un modelo de bajas enerǵıas usando esta interacción

efectiva y se conformó una red tipo SSH. En este caso, aparecen estados de borde con

enerǵıa cero, que están protegidos por simetŕıa de inversión temporal y simetŕıa quiral

y además se extienden mucho más a través de la heteroestructura en comparación

al modelo BHZ común. Se le aplicaron diferentes tipos de desorden, el primero

consist́ıa en un desorden en el número de capas de cada sub sistema. Se demostró

que no afecta a los estados de borde debido a que este desorden no rompe simetŕıa

quiral. Esta resistencia es particularmente importante, ya que no es necesaria una

técnica muy precisa a la hora de hacerla crecer en un laboratorio. Otro tipo de

desorden interesante es el que rompe simetŕıa de inversión temporal, se calculó la

conductancia y los resultados se compararon con un modelo BHZ original, obteniendo

que la heteroestructura sigerida en esta tesis es mucho mas resistente frente a este

tipo de desorden.

La importante de que nuestro sistema sea mas resistente al desorden radica en

que en aisladores topológicos tridimensionales, las contribuciones debido a defectos o

impurezas en el bulto a la conductividad empañan la contribución de los estados de

borde. Por lo que esta heteroestructura aportaŕıa a solucionar este problema, ya que

el agregar una simetŕıa extra a la protección de los estados de borde, puede mejorar
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las mediciones experimentales del transporte eléctrico en el borde.
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• González, R. I., Valencia, F., Mella, J., Van Duin, A. C., So, K. P., Li, J.,

... & Bringa, E. M. (2016). Metal-nanotube composites as radiation resistant

materials. Applied Physics Letters, 109(3), 033108.

84



85

• Gonzalez, R. I., Mella, J., Diaz, P., Allende, S., Vogel, E., Cardenas, C., &

Munoz, F. (2019). Hematene: a 2D magnetic material in van der Waals or

non-van der Waals heterostructures. 2D Materials, 6, 045002 (2019).

• J.D. Mella, S. Singh, F. Munoz and A. H. Romero, New 2D chalcogenides

materials for high-efficiency water splitting (En preparación)



Bibliograf́ıa

[1] Qi, X.-L. & Zhang, S.-C. The quantum spin hall effect and topological insulators.

arXiv preprint arXiv:1001.1602 (2010).

[2] Hasan, M. Z. & Kane, C. L. Colloquium: topological insulators. Reviews of

modern physics 82, 3045 (2010).

[3] Mermin, N. D. & Wagner, H. Absence of ferromagnetism or

antiferromagnetism in one- or two-dimensional isotropic heisen-

berg models. Phys. Rev. Lett. 17, 1133–1136 (1966). URL

https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.17.1133.

[4] Davis, J. C., Amar, A., Pekola, J. P. & Packard, R. E. Super-

fluidity of 3He films. Phys. Rev. Lett. 60, 302–304 (1988). URL

https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.60.302.

[5] Kosterlitz, J. M. & Thouless, D. J. Long range order and metastability

in two dimensional solids and superfluids. (application of dislocation the-

ory). Journal of Physics C: Solid State Physics 5, L124–L126 (1972). URL

https://doi.org/10.1088%2F0022-3719%2F5%2F11%2F002.

86



87

[6] Klitzing, K. v., Dorda, G. & Pepper, M. New method for high-accuracy de-

termination of the fine-structure constant based on quantized hall resistance.

Physical Review Letters 45, 494 (1980).

[7] Thouless, D. J., Kohmoto, M., Nightingale, M. P. & den Nijs, M. Quantized hall

conductance in a two-dimensional periodic potential. Physical Review Letters

49, 405 (1982).

[8] Laughlin, R. B. Quantized hall conductivity in two dimensions. Physical Review

B 23, 5632 (1981).

[9] Haldane, F. D. M. Model for a quantum hall effect without landau levels:

Condensed-matter realization of the” parity anomaly”. Physical Review Letters

61, 2015 (1988).

[10] Novoselov, K. S. et al. Electric field effect in atomically thin carbon films.

science 306, 666–669 (2004).

[11] Kane, C. L. & Mele, E. J. Quantum spin hall effect in graphene. Physical review

letters 95, 226801 (2005).

[12] Wu, C., Bernevig, B. A. & Zhang, S.-C. Helical liquid and the edge of quantum

spin hall systems. Physical review letters 96, 106401 (2006).

[13] Boettger, J. & Trickey, S. First-principles calculation of the spin-orbit splitting

in graphene. Physical Review B 75, 121402 (2007).

[14] Huertas-Hernando, D., Guinea, F. & Brataas, A. Spin-orbit coupling in curved

graphene, fullerenes, nanotubes, and nanotube caps. Physical Review B 74,

155426 (2006).



88

[15] Bernevig, B. A., Hughes, T. L. & Zhang, S.-C. Quantum spin hall effect and

topological phase transition in hgte quantum wells. Science 314, 1757–1761

(2006).

[16] Dai, X., Hughes, T. L., Qi, X.-L., Fang, Z. & Zhang, S.-C. Helical edge and

surface states in hgte quantum wells and bulk insulators. Physical Review B

77, 125319 (2008).

[17] König, M. et al. Quantum spin hall insulator state in hgte quantum wells.

Science 318, 766–770 (2007).

[18] König, M. et al. The quantum spin hall effect: theory and experiment. Journal

of the Physical Society of Japan 77, 031007 (2008).

[19] Imura, K.-I., Yamakage, A., Mao, S., Hotta, A. & Kuramoto, Y. Zigzag edge

modes in a z 2 topological insulator: reentrance and completely flat spectrum.

Physical Review B 82, 085118 (2010).

[20] Liu, C., Hughes, T. L., Qi, X.-L., Wang, K. & Zhang, S.-C. Quantum spin hall

effect in inverted type-ii semiconductors. Physical review letters 100, 236601

(2008).

[21] Kane, C. L. & Mele, E. J. Z 2 topological order and the quantum spin hall

effect. Physical review letters 95, 146802 (2005).

[22] Moore, J. E. & Balents, L. Topological invariants of time-reversal-invariant

band structures. Physical Review B 75, 121306 (2007).

[23] Roy, R. Topological phases and the quantum spin hall effect in three dimensions.

Physical Review B 79, 195322 (2009).



89

[24] Fu, L., Kane, C. L. & Mele, E. J. Topological insulators in three dimensions.

Physical review letters 98, 106803 (2007).

[25] Fu, L. & Kane, C. L. Topological insulators with inversion symmetry. Physical

Review B 76, 045302 (2007).

[26] Hsieh, D. et al. A topological dirac insulator in a quantum spin hall phase.

Nature 452, 970 (2008).

[27] Xia, Y. et al. Observation of a large-gap topological-insulator class with a single

dirac cone on the surface. Nature physics 5, 398 (2009).

[28] Zhang, H. et al. Topological insulators in bi 2 se 3, bi 2 te 3 and sb 2 te 3 with

a single dirac cone on the surface. Nature physics 5, 438 (2009).

[29] Berry, M. V. Quantal phase factors accompanying adiabatic changes. Proceed-

ings of the Royal Society of London. A. Mathematical and Physical Sciences

392, 45–57 (1984).

[30] Hatsugai, Y. Chern number and edge states in the integer quantum hall effect.

Physical review letters 71, 3697 (1993).

[31] Su, W. P., Schrieffer, J. R. & Heeger, A. J. Solitons in

polyacetylene. Phys. Rev. Lett. 42, 1698–1701 (1979). URL

https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.42.1698.

[32] Fu, L. & Kane, C. L. Time reversal polarization and a Z2 adi-

abatic spin pump. Phys. Rev. B 74, 195312 (2006). URL

https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.74.195312.



90

[33] Sheng, D. N., Weng, Z. Y., Sheng, L. & Haldane, F. D. M. Quantum spin-hall

effect and topologically invariant chern numbers. Phys. Rev. Lett. 97, 036808

(2006). URL https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.97.036808.

[34] Fu, L. & Kane, C. L. Topological insulators with inver-

sion symmetry. Phys. Rev. B 76, 045302 (2007). URL

https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.76.045302.

[35] Dornhaus, R., Nimtz, G. & Schlicht, B. Narrow-gap semiconductors, vol. 98

(Springer, 2006).

[36] Hsieh, D. et al. Observation of unconventional quantum spin textures in topo-

logical insulators. Science 323, 919–922 (2009).

[37] Nishide, A. et al. Direct mapping of the spin-filtered surface bands of a three-

dimensional quantum spin hall insulator. Phys. Rev. B 81, 041309 (2010). URL

https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.81.041309.

[38] Roushan, P. et al. Topological surface states protected from backscattering by

chiral spin texture. Nature 460, 1106 (2009).

[39] Noh, H.-J. et al. Spin-orbit interaction effect in the electronic structure of bi2te3

observed by angle-resolved photoemission spectroscopy. EPL (Europhysics Let-

ters) 81, 57006 (2008).

[40] Ran, Y., Zhang, Y. & Vishwanath, A. One-dimensional topologically protected

modes in topological insulators with lattice dislocations. Nature Physics 5, 298

(2009).



91

[41] Chen, Y. et al. Experimental realization of a three-dimensional topological

insulator, bi2te3. science 325, 178–181 (2009).

[42] Hsieh, D. et al. A tunable topological insulator in the spin helical dirac transport

regime. Nature 460, 1101 (2009).

[43] Hor, Y. S. et al. Development of ferromagnetism in the doped topo-

logical insulator bi2−xmnxte3. Phys. Rev. B 81, 195203 (2010). URL

https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.81.195203.

[44] Xia, Y. et al. Topological control: Systematic control of topological insulator

dirac fermion density on the surface of bi2te3. arXiv preprint arXiv:0907.3089

(2009).

[45] Qi, X.-L., Hughes, T. L. & Zhang, S.-C. Topological field theory of time-reversal

invariant insulators. Physical Review B 78, 195424 (2008).

[46] Essin, A. M., Moore, J. E. & Vanderbilt, D. Magnetoelectric polarizability

and axion electrodynamics in crystalline insulators. Physical review letters 102,

146805 (2009).

[47] Fu, L. & Kane, C. L. Superconducting proximity effect and majorana fermions

at the surface of a topological insulator. Physical review letters 100, 096407

(2008).

[48] Jia, S. et al. Low-carrier-concentration crystals of the topological insulator bi 2

te 2 se. Physical Review B 84, 235206 (2011).



92

[49] Zhang, G. et al. Growth of topological insulator bi2se3 thin films on srtio3

with large tunability in chemical potential. Advanced Functional Materials 21,

2351–2355 (2011).

[50] Hoefer, K. et al. Intrinsic conduction through topological surface states of in-

sulating bi2te3 epitaxial thin films. Proceedings of the National Academy of

Sciences 111, 14979–14984 (2014).

[51] Peng, H. et al. Aharonov–bohm interference in topological insulator nanorib-

bons. Nature materials 9, 225 (2010).

[52] Durand, C. et al. Differentiation of surface and bulk conductivities in topological

insulators via four-probe spectroscopy. Nano letters 16, 2213–2220 (2016).

[53] Heeger, A. J. Nobel lecture: Semiconducting and metallic polymers: The fourth

generation of polymeric materials. Reviews of Modern Physics 73, 681 (2001).

[54] Su, W., Schrieffer, J. & Heeger, A. J. Solitons in polyacetylene. Physical review

letters 42, 1698 (1979).

[55] Zak, J. Berry’s phase for energy bands in solids. Physical review letters 62,

2747 (1989).

[56] Martin Pendas, A. et al. A chemical theory of topological insulator. ChemRxiv

(2019).

[57] Lin-Liu, Y. & Maki, K. Two-soliton interaction energy and the soliton lattice

in polyacetylene. Physical Review B 22, 5754 (1980).



93
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