
UNIVERSIDAD DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIAS FÍSICAS Y MATEMÁTICAS
DEPARTAMENTO DE INGENIERÍA ELÉCTRICA

ESTRATEGIAS DE CONTROL PREDICTIVO ROBUSTO BASADAS EN
INTERVALOS DIFUSOS

TESIS PARA OPTAR AL GRADO DE MAGÍSTER EN
CIENCIAS DE LA INGENIERÍA, MENCIÓN ELÉCTRICA

MEMORIA PARA OPTAR AL TÍTULO DE INGENIERO CIVIL ELÉCTRICO

OSCAR ANDRÉS CARTAGENA VILLALOBOS

PROFESORA GUÍA:
DORIS SÁEZ HUEICHAPAN

PROFESOR CO-GUÍA:
DIEGO MUÑOZ CARPINTERO

MIEMBROS DE LA COMISIÓN:
MARCOS ORCHARD CONCHA
DANIEL SBARBARO HOFER

SANTIAGO DE CHILE
2019



RESUMEN DE LA TESIS PARA OPTAR AL GRADO DE
MAGÍSTER EN CIENCIAS DE LA ING., MENCIÓN ELÉCTRICA Y AL
TÍTULO DE INGENIERO CIVIL ELÉCTRICO
POR: OSCAR ANDRÉS CARTAGENA VILLALOBOS
FECHA: 2019
PROF. GUIA: DORIS SÁEZ HUEICHAPAN
PROF. CO-GUIA: DIEGO MUÑOZ CARPINTERO

ESTRATEGIAS DE CONTROL PREDICTIVO ROBUSTO BASADAS EN
INTERVALOS DIFUSOS

En el presente trabajo se formulan nuevas estructuras de intervalos difusos enfocados en
la modelación de sistemas dinámicos, desarrollando posteriormente un diseño de estrategias
de control predictivo robusto basados en dichos modelos de intervalos propuestos. La for-
mulación de estos intervalos, persigue el objetivo de caracterizar toda la incertidumbre que
normalmente puede afectar al cálculo de predicciones de un sistema dinámico. El efecto de
esta incerteza puede ocasionar que las restricciones del sistema no sean cumplidas en todo
momento. Con los nuevos intervalos y controladores propuestos, se busca acotar la cantidad
de casos donde las restricciones son violadas.

Los sistemas dinámicos pueden encontrarse afectados por diferentes tipos de incertidum-
bre. En este trabajo se consideran dos tipos, una relacionada a la señal de perturbación
externa y otra asociada a la incerteza propia del modelo de predicción identificado. Para
lograr el diseño de los controladores robustos, es necesario obtener una caracterización com-
pleta de toda la incertidumbre que afecta a los modelos de los sistemas a controlar. Debido
a esto, se propone una nueva estructura de intervalos enfocada en la modelación de sistemas
dinámicos, que utilice la incerteza de las señales de perturbación y la incertidumbre propia
del modelo.

Considerando que la incerteza presente en los modelos identificados puede presentar va-
riaciones en función del número de pasos a futuro con el que se predice y del instante en
que se calcula la predicción, se propone también un nuevo esquema de sintonización para el
ancho de los intervalos. Este nuevo esquema consiste en la utilización de varios parámetros
de sintonía, que se adecuen a los diferentes modos de operación que se pueden identificar
en el comportamiento de la incertidumbre. En esta línea, se propone también utilizar una
probabilidad de cobertura decreciente en el proceso de sintonización, de manera de evitar
el crecimiento presentado por el ancho de intervalo con respecto al paso de predicción. La
importancia de la cobertura decreciente queda en evidencia en los resultados de simulación,
donde se aprecia que cumple un rol fundamental para evitar casos de infactibilidad en la
optimización que define al controlador predictivo.

En este trabajo, los modelos de intervalos propuestos son probados inicialmente para
dos casos, uno correspondiente a un sistema no-lineal en variables de estado y otro a un
sistema no-lineal autorregresivo con variable exógena. Usando como base estos modelos, los
controladores predictivos son diseñados, considerando para ello un apriete de restricciones
del sistema basado en la información proporcionada por los intervalos. Finalmente, estos
modelos de intervalos y controladores son probados mediante simulación para un caso de
estudio aplicado, correspondiente al control de un sistema de climatización para una oficina.
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1 Introducción

El control predictivo basado en modelos (MPC) es una técnica de control que usa los
modelos identificados de un sistema, para realizar una optimización del comportamiento
futuro que tendrá la planta que se busca controlar. Para lograr esto, el controlador resuelve
un problema de minimización determinado por una cierta función de costos, y sujeto al valor
de las predicciones del sistema obtenidas con el modelo identificado. Considerando que las
acciones de control afectan al cálculo de las predicciones, sus valores son decididos a partir
de la resolución del problema de optimización [1].

Los sistemas dinámicos normalmente poseen restricciones que deben ser cumplidas. Es-
tas, al ser consideradas en el problema de optimización definido para la estrategia de control
MPC, logran ser satisfechas en los casos donde se posee un conocimiento cabal de las distintas
variables que ingresan al modelo. La problemática que puede surgir para este tipo de con-
trolador se presenta cuando el sistema dinámico se encuentra afectado por variables externas
con comportamiento estocástico, las cuales aportan con errores al cálculo de las predicciones
del sistema. La ocurrencia de esta situación puede provocar que no todo el tiempo se cumplan
las restricciones impuestas para el sistema, lo cual puede provocar problemas para la correcta
operación de la planta a controlar.

Como respuesta a la problemática que significa la incertidumbre aportada por estas seña-
les externas que perturban al sistema con su comportamiento estocástico, surge una variante
denominada como MPC robusto. Esta estrategia se encarga de tomar en cuenta el efecto de
esta incerteza para reducir los casos de violaciones de las restricciones del sistema, utilizando
para ello información conocida previamente sobre el comportamiento de la señal de pertur-
bación externa. En las estrategias de MPC robusto, el controlador recibe las predicciones de
las señales de perturbación externa, junto con información adicional acerca de su incerteza
asociada. Así, el controlador toma en cuenta información adicional y propone acciones de
control que evitan la violación de las restricciones, considerando los peores casos de valores
que pueden adquirir las distintas realizaciones de la perturbación externa. Algunos de los
algoritmos de MPC robusto usan las estrategias de horizonte deslizante finito y apriete de
restricciones para las predicciones nominales, las cuales han sido reportadas para sistemas
lineales y no-lineales por ejemplo en [2, 3, 4]. Para dichos controladores, se consideran los de-
nominados parámetros de apriete, los cuales se encuentran asociados a los límites del conjunto
que contienen a la incertidumbre presente en las predicciones de las señales de perturbación
externa. En el trabajo a desarrollar, el uso de modelos e intervalos difusos es propuesto para
proporcionar la información necesaria para los límites de la incerteza y así lograr el cálculo
de los respectivos parámetros de apriete mencionados previamente.
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Los modelos difusos son herramientas de modelación que surgieron para caracterizar dife-
rentes tipos de señales y procesos dinámicos, esto debido a su característica de aproximador
universal. Uno de los principales modelos difusos que se puede encontrar en la literatura son
los desarrollado por Takagi y Sugeno en [5], los cuales combinan varios sub-modelos linea-
les, con el propósito de lograr representar la dinámica de sistemas complejos. El modelo de
intervalo difuso presentado en [6, 7] surge como una herramienta de robustez que permite
complementar la información que proporciona el modelo difuso Takagi & Sugeno [5], propor-
cionando límites para la salida del sistema. Dichos límites son obtenidos a partir del uso de
una función que considera la incerteza asociada al modelo difuso previamente identificado.
Este modelo de intervalo, también puede ser definido con un cierto nivel de confianza, el cual
determina el porcentaje esperado de casos donde el intervalo efectivamente contendrá a la
medición real de la señal modelada.

Con la finalidad de lograr una adecuada caracterización de la incertidumbre y por consi-
guiente una correcta implementación del controlador predictivo robusto, en este trabajo se
proponen tres esquemas distintos para adecuar los intervalos difusos reportados en la litera-
tura a distintos comportamientos de incerteza. Adicionalmente, se presenta en este trabajo
una nueva estructura de intervalos difuso, ideada para manejar toda la incerteza que se pre-
senta cuando se identifica un modelo difuso para un sistema dinámico. En este punto, se
identifican dos tipos de incertezas que provocan los errores de predicción para las variables
del sistema a controlar. En primer lugar se presenta un valor de incerteza asociado al propio
modelo identificado, ya que este no necesariamente coincidirá exactamente con la dinámica
real que afecta al sistema a controlar. La segunda fuente de incerteza corresponde al error
de predicción de las señales de perturbación externa que ingresan al sistema. El controlador
a proponer en esta tesis busca usar esta nueva estructura de intervalos que combine ambas
fuentes de incertezas, para lograr una implementación de un control predictivo robusto con
mejor manejo del cumplimiento de las restricciones del sistema. El desarrollo de la nueva
estructura de intervalo ideada para modelar sistemas dinámicos y el posterior diseño del con-
trolador respectivo, es llevada a cabo usando como base dos tipos de sistemas no-lineales,
uno definido en variables de estado y otro representado por una dinámica autorregresiva con
variable exógena.

Con el propósito de mostrar los beneficios de las propuestas presentadas en esta tesis, se
plantean dos casos de estudio simples. El primero se encuentra basado en el control de un
sistema no-lineal definido en variables de estado. El segundo caso de estudio consiste en el
control de un sistema no-lineal autorregresivo con variable exógena. Para ambos casos, el
sistema no-lineal es afectado por perturbaciones externas, y el controlador debe realizar un
seguimiento de una banda de referencia. Finalmente, se plantea un caso de estudio aplicado,
compuesto por un sistema de climatización de una oficina. La finalidad de este ultimo caso de
estudio es probar el funcionamiento de las estrategias de control predictivo robusto propuestas
en esta tesis, llevando a cabo un análisis de simulaciones más cercanas a lo que sería una
implementación real de los controladores.
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1.1. Hipótesis

En este trabajo se formulan nuevos esquemas de intervalos difusos, con los cuales se diseña
estrategias de control predictivo robusto. Al respecto, se plantean las siguientes hipótesis:

• Es posible caracterizar adecuadamente con intervalos difusos la incertidumbre presente
en un sistema afectado por señales de perturbación externa.

• Es posible adecuar el proceso de sintonización de intervalos para poder modelar co-
rrectamente señales con incertezas que difieren en su comportamiento a lo largo del
tiempo.

• A partir de los intervalos propuestos para modelar sistemas dinámicos, es posible diseñar
una estrategia de control predictivo robusto que permita establecer un determinado
nivel de confianza para la satisfacción de restricciones del sistema.

• Para evitar las infactibilidades que se pueden presentar en la optimización que resuelve
el controlador predictivo debido al aumento del ancho de intervalos con respecto al
paso de predicción, es posible fijar una probabilidad de cobertura decreciente durante
el proceso de sintonización de intervalos, sin generar efectos negativos en la operación
del sistema controlado.

1.2. Objetivos

El objetivo general de esta tesis es diseñar estrategias de control predictivo robusto pa-
ra controlar sistemas dinámicos no-lineales sujetos a incertezas. Estos diseños se obtendrán
basándose en la caracterización de la incerteza presente en las predicciones de la variable a
controlar, llevada a cabo mediante el uso de intervalos difusos. Con el uso de las nuevas es-
tructuras de intervalos propuestas se espera una mejor caracterización del error de predicción
del sistema, lo que mejorará el desempeño de los controladores predictivos robustos.

Para lograr esto, se pueden enumerar los siguientes objetivos específicos:

• Diseño de intervalos difusos enfocados en la modelación de sistemas dinámicos afectados
por perturbaciones externas. Estos intervalos deberán tener en consideración el efecto
de dos fuentes de incerteza independientes, la incerteza propia del modelo y el error de
predicción de las perturbaciones futuras.

• A partir de los intervalos nombrados en el punto anterior, diseñar una estrategia de
control predictivo robusta que se base en el apriete de restricciones del sistema.

• Realizar pruebas de simulación para validar las diferentes propuestas de intervalos y
controladores. Para esto, se usarán como casos de estudio el control a un sistema no-
lineal simple y la aplicación sobre un sistema de climatización.
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2 Control Predictivo Robusto

Este capítulo tiene como objetivo mostrar las bases del control predictivo basado en mo-
delos, explicando las ideas detrás de su formulación y presentando su implementación para
sistemas lineales. Esta revisión de la teoría de control predictivo es realizada con la finalidad
de comprender el funcionamiento de este tipo de estrategias, y así lograr proponer variantes
que puedan ser aplicadas a plantas del tipo no-lineal. La revisión teórica tratada en este
capítulo logra sentar las bases para la propuesta de control robusto con intervalos difusos que
se presentan en esta tesis.

El capítulo se organiza como sigue: primero se revisa la formulación del control predictivo
clásico aplicado a sistemas lineales, para luego describir las condiciones de estabilidad que se
deben considerar al momento de su implementación.

Posteriormente se expone la formulación y condición de estabilidad del controlador pre-
dictivo robusto, el cual considera un sistema lineal que debe hacer frente a la presencia de
perturbaciones. Finalmente, se revisan las distintas estrategias desarrolladas en la literatura
para implementar el problema de optimización que define al controlador robusto.

2.1. Control predictivo clásico

Los beneficios de las leyes de control que utilizan la información del estado para realimentar
el sistema han sido estudiados por varios años. Un punto importante de esta teoría fue el
denominado control óptimo [8], el cual optimizaba el comportamiento del sistema al ser
controlado mediante una ley de realimentación de estado u = −Kx, calculando el valor de
la ganancia K a partir de la solución de la ecuación de Ricatti para estado estacionario [9].
El problema de esta estrategia es que sus beneficios son difíciles de alcanzar si el sistema se
encuentra sujeto a restricciones. Ante esta problemática surge el control predictivo basado
en modelos, el cual busca resolver el problema de optimización considerando las distintas
restricciones que afectan al sistema.

El control predictivo basado en modelos es en una estrategia que busca optimizar el
rendimiento de un sistema, usando para ello la información que aporta el modelo de la
planta que se desea controlar[10]. Esto se logra a través de las predicciones de salida de la
planta que se obtienen usando la información disponible de los valores pasados del sistema,
proyectando el comportamiento futuro a partir del modelo conocido.
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En esta sección se expondrán las principales características del caso clásico del control
predictivo basado en modelos, conocido también como MPC por sus siglas en ingles (Model
Predictive Control), el cual asume un completo conocimiento de las variables que afecta-
rán a la dinámica del sistema, llevando a cabo la estrategia de control desde un enfoque
determinístico.

2.1.1. Formulación del problema

Para el problema de optimización se considera un sistema en variables de estado discreto
e invariante en el tiempo, regido por un modelo representado por las ecuaciones:

xk+1 = Axk +Buk, (2.1)
yk = Cxk, (2.2)

Fxk +Guk ≤ 1, (2.3)

donde xk ∈ Rnx es el vector compuesto por las nx variables de estado, uk ∈ Rnu es el vector
formado por las nu variables manipuladas e yk ∈ R es la variable de salida del modelo, esto
para el instante actual k.

En (2.1), A ∈ Rnx × Rnx y B ∈ Rnx × Rnu son las matrices que definen a la dinámica
de la planta, las cuales contienen a los parámetros que son multiplicados por el estado y las
variables manipuladas respectivamente. Por otra parte, C ∈ R×Rnx es la matriz que define
a la salida del modelo a partir de los valores que adquieren las diferentes variables de estado.
El sistema definido en (2.1) se encuentra sujeto a cumplir las condiciones dadas por (2.3),
donde F ∈ Rnc ×Rnx y G ∈ Rnc ×Rnu son las matrices que definen a las nc restricciones que
deben satisfacer las variables del sistema.

El objetivo de control definido para esta estrategia es optimizar el comportamiento de
la planta a lo largo del tiempo, utilizando la siguiente función cuadrática como métrica de
desempeño:

J(xk, uk) = xTkQxk + uTkRuk, (2.4)

donde Q ∈ Rnx × Rnx y R ∈ Rnu × Rnu son las matrices de costo asociados al estado y las
variables manipuladas. Para lograr este objetivo, la estrategia de control predictivo propone
definir una secuencia de variables manipuladas futuras, las cuales serán contenidas en el
vector u = [uTk , . . . , u

T
k+N−1]T . Con dicha secuencia se procede a calcular las predicciones

del estado dentro de un horizonte de predicción N , siendo estas contenidas en el vector
x = [xTk+1, . . . , x

T
k+N ]T . Para obtener los respectivos valores de la secuencia que componen al

vector u, se plantea el siguiente problema de optimización:

mı́n
x,u

(∑N−1
i=0 xTk+iQxk+i + uTk+iRuk+i

)
+ xTk+NPxk+N

s.a. xk+i = Axk+i−1 +Buk+i−1,
Fxk+i−1 +Guk+i−1 ≤ 1,
VTxk+N ≤ 1,
i = {1, 2, · · · , N},

(2.5)
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donde el par de vectores (x, u) corresponden a las variables de decisión. En (2.5) la función
objetivo utilizada es el resultado de aplicar (2.4) a todos las variables predichas hasta N − 1,
agregando además un termino adicional asociado al instante k +N . Esto último se debe a que
el problema de optimización no considera uk+N como variable de optimización y sólo se realiza
el cálculo de la predicción xk+N . El nuevo termino xTk+NPxk+N incluido en la función objetivo
se denomina costo terminal y se encuentra definido a partir de la matriz P ∈ Rnx × Rnx .

En (2.5) se destaca además que las distintas predicciones dentro del horizonte de predicción
deben satisfacer (2.3). Nuevamente, considerando que el instante k+N sólo posee la variable
de decisión xk+N , se utiliza la condición adicional de la forma:

VTxk+N ≤ 1, (2.6)

la cual es denominada restricción terminal y se encuentra definida a partir de la matriz
VT ∈ Rnc × Rnx .

El controlador se encarga de resolver el problema (2.5) en el instante actual k, obteniendo
así valores numéricos para la secuencia contenida en el vector u. Luego, procede a aplicar
al sistema los primeros valores de la secuencia asociados al vector de variables manipuladas
uk. Este proceso se va repitiendo a lo largo del tiempo, resolviendo el mismo problema de
optimización instante a instante. A continuación, en el Algoritmo 1 se resume el procedimiento
seguido por esta estrategia de control.

Algoritmo 1: Estrategia de Control Predictivo
para k ∈ N hacer

Se mide xk;
Se obtienen las secuencias u = [uTk , . . . , u

T
k+N−1]T y x = [xTk+1, . . . , x

T
k+N ]T ,

resolviendo el problema de optimización (2.5);
Se aplica a la planta real los valores de la secuencia u asociados a uk;

fin

2.1.2. Formulación dual y nociones de estabilidad

En la implementación de la estrategia de control predictivo, idealmente se desearía realizar
la optimización (2.5) considerando todas las entradas y salidas del sistema desde el instante
actual hasta un tiempo infinito, esto para garantizar que en ningún momento futuro el sistema
se desestabilice. Sin embargo, una implementación con horizonte de predicción infinito es
impracticable, y utilizar valores de N muy grandes se traducirían en un costo computacional
elevado.

Debido a esto, se desea plantear una formulación que sirva para implementar un contro-
lador predictivo con horizonte finito y que logre asegurar la estabilidad del sistema hasta un
tiempo infinito. Para esto, se considera la denominada formulación dual para el problema de
optimización [11], la cual consiste en la separación de las predicciones de la salida del sistema
en dos modos. En la figura 2.1 se muestra un ejemplo gráfico de esta formulación, para la
cual se consideran los modos presentados a continuación:
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• Modo 1:
Consiste en las primeras N predicciones obtenidas para la salida del sistema {xk+1, xk+2,
. . . , xk+N}, cuyos valores dependen de las acciones de control proyectadas para cada
uno de los N instantes {uk, uk+1, . . . , uk+N−1}. Para este modo, el valor de las N acciones
de control corresponden a las variables de optimización a utilizar.

• Modo 2:
En este modo están incluidas las predicciones desde el instante N+1 hasta infinito,
considerando para este caso como acción de control la ley de realimentación de estado
u = −Kx. En este caso, a diferencia del modo 1, las acciones de control no se consideran
variables de optimización.

Figura 2.1: Formulación dual del problema de optimización.
Imagen extraída del libro “Model Predictive Control Classical, Robust and Stochastic” de

Basil Kouvaritakis y Mark Cannon. Springer International Publishing AG, 2016.

Para esta formulación, el problema de optimización planteado debe poder llevar al estado
de la planta a un conjunto denominado terminal (XT ), el cual debe caracterizarse por ase-
gurar el correcto funcionamiento de la ley de control u = −Kx. Basándose en la restricción
presentada en (2.6), se define el conjunto terminal de la forma:

XT = {x : VTx ≤ 1}, (2.7)

donde VT se debe escoger de forma que cumpla las condiciones para que XT sea denominado
Conjunto Positivamente Invariante [10].

Un conjunto Ω se denomina positivamente invariante si el valor del estado xk cumple con
las restricciones del problema y si al considerar la acción de control definida como uk = κ(xk)
se satisfacen las siguientes condiciones:

• xk ∈ Ω,
• Axk +Bκ(xk) ∈ Ω,
• κ(xk) ∈ U,

donde U es el conjunto donde uk cumple con las restricciones impuestas por el sistema sobre
los valores que puede adquirir la variable manipulada.
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Considerando esta definición, si en el modo 1 el controlador cumple con la restricción de
llevar al estado del sistema a este conjunto invariante Ω, entonces se puede garantizar que el
estado permanecerá en dicho conjunto en los instantes futuros correspondientes al modo 2,
mientras se cumplan las restricciones impuestas sobre uk.

Ahora, para realizar un análisis de estabilidad de esta formulación para el problema de
optimización, se utiliza la teoría desarrollado por Lyapunov [12]. Para ello, se considera una
función V (xk), la cual debe ser definida positiva dentro de un conjunto S y además para
asegurar estabilidad asintótica debe satisfacer para todo x ∈ S la desigualdad:

V (xk+1)− V (xk) ≤ −Φ(||x||). (2.8)

El término Φ(||x||) presente en la desigualdad de Lyapunov corresponde a un funcional que
depende de las variables de optimización y que para poder concluir estabilidad asintótica debe
ser definida positiva. Para el caso del problema propuesto en (2.5), es posible corroborar que
se cumple el criterio de estabilidad si es que la función de costo terminal (xTNPxN) satisface
la condición de Lyapunov:

(A+BK)TP (A+BK)− P ≤ −(Q+KTRK). (2.9)

Si la función de costo terminal cumple la condición presentada, es posible obtener una
expresión simple de la desigualdad de Lyapunov para los valores óptimos de la función ob-
jetivo utilizada en (2.5). La simplicidad de esta expresión es debido a que varios términos
que componen a J∗(xk) y J∗(xk+1) se repiten, por lo que al momento de realizar la resta se
eliminan entre si. La condición de Lyapunov para la función objetivo queda definida de la
forma:

J∗(xk+1)− J∗(xk) ≤ −(xTkQxk + uTkRuk). (2.10)

Considerando que las matrices pesos Q y R deben ser definidas positivas para cumplir con
la condición impuesta para el termino Φ(||x||) de la desigualdad (2.8), se logra corroborar que
el problema de optimización completo es asintóticamente estable, pues la función de costo
cuadrática sigue un comportamiento decreciente dado por la inecuación anterior.

2.2. Control predictivo robusto

A diferencia de lo visto en el caso clásico, los sistemas reales no poseen un comportamiento
regido por una dinámica completamente conocida. Normalmente existe un cierto grado de in-
certeza en los valores de los parámetros y perturbaciones externas presentes en las ecuaciones
del proceso, debido a la presencia de ruido en las señales medidas y el posible comportamiento
estocástico de variables relevantes que afectan al sistema. Al considerar esto, el cumplimiento
de las restricciones impuestas al problema de optimización puede verse comprometida al im-
plementar un MPC clásico que no considere el efecto de esta incerteza en las predicciones. En
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esta sección se describirán las soluciones planteadas desde un enfoque asociado a la robustez
del controlador, para esta nueva problemática de la incertidumbre y perturbaciones presentes
en la dinámica del sistema.

2.2.1. Formulación del sistema

El modelo del sistema que se plantea para este caso es similar al utilizado en el control
predictivo clásico, pero ahora considerando la presencia de perturbaciones aditivas y mul-
tiplicativas en la dinámica del sistema. La ecuación que rige al sistema es definida de la
forma:

xk+1 = Akxk +Bkuk +Dkωk, (2.11)

Fxk +Guk ≤ 1, (2.12)

donde Ak ∈ Rnx×Rnx , Bk ∈ Rnx×Rnu son matrices variantes en el tiempo y D ∈ Rnx×Rnω

es la matriz constante que multiplica a las nω perturbaciones externas contenidas en el vector
ωk ∈ Rnω .

La complejidad de la implementación del control predictivo clásico para controlar (2.11)
se debe a que los valores futuros de Ak, Bk y ωk son desconocidos. Considerando esto, los
valores de las predicciones xk+i calculados en el problema de optimización, no necesariamente
coincidirán con las mediciones reales que se tomaran de la planta en el futuro. Esta proble-
mática genera que con la utilización del control predictivo clásico, no se pueda asegurar con
certeza que el estado en el instante siguiente cumpla con (2.12). Debido a esto, se plantea la
variante robusta del control predictivo, la cual debe ser capaz de considerar el efecto de la
incerteza de las perturbaciones.

Para cumplir con el objetivo de optimizar los valores futuros del estado y las variables
manipuladas, la estrategia de control predictivo robusto también considera la idea de obte-
ner los valores de la secuencia de variables manipuladas uk+i, mediante la implementación
de un problema de optimización similar a (2.5). Dentro de las implementaciones robustas
del control predictivo se destacan dos formas de abordar el problema de optimización, la
denominada optimización a lazo abierto y la optimización a lazo cerrado. Ambas alternativas
serán abordadas más adelante, pero antes se deben repasar las similitudes y cambios que se
deben considerar al momento de analizar la estabilidad del problema de optimización que se
procederá a implementar.

2.2.2. Estabilidad del sistema

Basado en lo indicado en [10] para estrategias robustas de control predictivo, para este
caso se mantiene la idea de implementar la formulación dual planteada para el caso del MPC
clásico. En la variante robusta del controlador MPC, se requiere que en el modo 1 el estado
pueda llegar al conjunto ahora denominado Positivamente Invariante y Robusto. La definición
de este nuevo conjunto es similar al presentado previamente para el MPC clásico, pero ahora
incluyendo el efecto de las perturbaciones en la condición para xk+1:
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• xk ∈ Ω

• Akxk +Bkκ(xk) + Eωk ∈ Ω

• κ(x) ∈ U.

Para poder demostrar estabilidad, hay que considerar ahora que el efecto de las pertur-
baciones inciertas pueden provocar que la condición de Lyapunov planteada en (2.8) pueda
adquirir un valor nulo, pero no necesariamente el estado convergerá finalmente a su valor
objetivo. Para solventar este caso en particular, se propone la siguiente definición:

• Sea el conjunto S = {x : V (x) = 0}, tal que para todo x /∈ S se cumple la condición:

V (xk+1)− V (xk) ≤ −Φ(||x||). (2.13)

La función de Lyapunov es decreciente fuera del conjunto S, por lo tanto se puede afirmar
que el valor del funcional deberá converger a dicho conjunto en un cierto instante. Se espera
además que se presente una tendencia de reingreso en los casos donde la perturbación saque
a la función de Lyapunov de este conjunto S.

Habiendo mencionado las distinciones que se deben considerar para aplicar el mismo aná-
lisis de estabilidad realizado para la formulación clásica del MPC, se puede proceder a revisar
las distintas propuesta de formulaciones para el problema de optimización. A continuación
se repasan algunas de las implementaciones enunciadas en la literatura, separándolas según
el enfoque escogido para llevar a cabo la optimización.

2.2.3. Optimización a lazo abierto

En primer lugar, la optimización a lazo abierto consiste en el enfoque donde la secuencia
de variables manipuladas es directamente obtenida a partir de las variables de decisión del
problema de optimización. Definiendo el vector −→c = [cTk , . . . , c

T
k+N−1]T , donde ck+i ∈ Rnu

son las variables de optimización, las acciones de control que ingresan al sistema se pueden
calcular como:

uk+i = ck+i, (2.14)

aplicando esto para i = {0, . . . , N − 1}.

Otra opción para calcular la acción de control, permite considerar una ganancia de re-
alimentación del estado en la ley de control, basándose en la propuesta presentada en [2].
Considerando esto, la acción de control dentro del modo 1 es calculada de la forma:

uk+i = Kxk+i + ck+i, (2.15)

donde K ∈ Rnu × Rnx es una ganancia fija, calculada previamente a la implementación del
controlador.

Si bien, en la literatura el cálculo de la acción de control dada por (2.15) está considerada
dentro de la denominación de optimización a lazo abierto, esta presenta una estructura de un
sistema de control de lazo cerrado. Para evitar confusiones con el nombre de la formulación
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del problema de optimización, en este trabajo de tesis de denotara como semi-lazo cerrado
al problema que considere la ley de control (2.15).

Como (2.15) sólo se define para el modo 1, se asume que el segundo modo mantiene co-
mo ley de control una realimentación de estado simple, de la forma u = −Kx. Teniendo
en cuenta esto, la cantidad de variables de optimización que se considera para el problema
queda directamente relacionado con el horizonte de predicción. El problema entonces que-
da determinado por un total de N variables de decisión, correspondientes a los términos
{ck, ck+1, . . . , ck+N−1}, los cuales son utilizados en (2.14) o (2.15) para calcular las entradas
del sistema y así obtener los valores de las N predicciones del estado {xk+1, xk+2, . . . , xk+N}.

Es importante precisar que el abuso de notación empleado para originalmente categorizar
(2.15) como parte de la optimización de lazo abierto, se debe a que al momento de la imple-
mentación, las variables de optimización ck+i no inciden directamente en la realimentación
del estado [10].

Para el caso semi-lazo cerrado, si se reemplaza (2.15) en (2.11) y se define el valor de
la nueva matriz de transición de estado Φk = (Ak + BkK), la planta discreta que se busca
controlar queda regida por la ecuación:

xk+1 = Φkxk +Bkck +Dωk. (2.16)

Separación del estado y formulación de restricciones

Para poder expresar de manera más clara las restricciones del problema de optimización,
se procede a descomponer el vector de estado (xk) en 2 variables separadas. Por un lado se
considera la componente que describe todo el comportamiento nominal que posee la evolución
del estado (sk), la cual debe depender de las predicciones de las matrices Φk, Bk y del
estado. La segunda componente (ek) debe describir todo el comportamiento de la incerteza
del sistema, por lo que dicha variable debe depender de los errores de predicción de todos los
elementos que componen a la dinámica (2.16). Haciendo una separación de los componentes
de (2.16), se pueden obtener las siguientes dinámicas para las dos nuevas variables:

sk+1 =Φ̂ksk + B̂kck +Dω̂k, (2.17)

ek+1 =(Φ̂k + Φe
k)ek + Φe

ksk +Be
kck +Dωek, (2.18)

donde Φ̂k, B̂k y ω̂k corresponden a las predicciones conocidas de las matrices y perturbaciones
que definen a la dinámica del estado en (2.16). Los elementos Φe

k, Be
k y ωek representan los

errores de predicción y sus valores son desconocidos al momento de resolver el problema de
optimización.

Considerando este nuevo escenario, se pueden expresar las restricciones del problemas
reescribiéndolas del siguiente modo:

Fsk+i ≤ 1− hi, (2.19)

hi = máxFek+i. (2.20)
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Al expresar las restricciones de esta manera, la componente del estado que puede provo-
car eventuales incumplimientos de dichas condiciones queda registrada de manera explicita
gracias al termino hi. Este nuevo parámetro presentado en (2.20) es el encargado de ponerse
en el peor escenario de la incerteza presente en (2.18) para el cumplimiento de las restric-
ciones. Por esto, el parámetro hi es implementado como una maximización del término de
la restricción del estado asociado a ek+i, la cual se resuelve a partir de algún conocimiento
previo del comportamiento de las distintas incertezas que influyen en la dinámica, como por
ejemplo el valor de sus cotas.

De manera similar a lo realizado en las restricciones sobre el estado y la variable mani-
pulada, se puede adaptar la restricción para el estado terminal definida en el caso clásico,
siguiendo la misma lógica de considerar el peor escenario. La nueva restricción terminal que
definida como:

VT xk+N ≤ 1− hN , (2.21)
hN = máxVT ek+N |k. (2.22)

Función objetivo y formulación del problema de optimización

Lo que falta definir para el problema de optimización desde el punto de vista de este
enfoque es la función objetivo a utilizar. Para este caso donde la optimización es a lazo
abierto, se consideran dos tipos de funciones de costos que funcionan de manera similar para
este problema en específico:

• La norma del vector con las variables de optimización [10]

J = ||−→c ||2W . (2.23)

• La distancia de la variable de estado al conjunto terminal positivamente invariante y
robusto [13]

J =
N−1∑
i=0

dxf (xk+i). (2.24)

Denotando como J a la función de costos escogida entre (2.23) y (2.24), el problema de
optimización a resolver con el algoritmo denominado como lazo abierto se puede resumir en
la siguiente formulación:

mı́n−→c
J

s.a. sk+i = Φ̂k+i−1sk+i−1 + B̂k+i−1ck+i−1 +Dω̂k+i−1,
Fsk+i ≤ 1−máxFek+i|k
VT sk+N ≤ 1−máxVT ek+N |k,
i = {1, 2, · · · , N}.

(2.25)

Para esta implementación, se procede entonces de la siguiente forma. Primero se resuelve el
problema de optimización, obteniendo los valores óptimos para {ck, ck+1, . . . , ck+N−1}, luego
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se construye el vector con las respectivas acciones de control siguiendo la ley mostrada en
(2.14) o (2.15), para finalmente aplicar solamente los primeros elementos asociados a uk en
el sistema real.

Pero la optimización a lazo abierto no es la única de las estrategias de control predictivo
robusto que se disponen. A continuación se expondrá sobre el segundo enfoque que existe
para resolver el caso del MPC robusto, la llamada optimización a lazo cerrado.

2.2.4. Optimización a lazo cerrado

En el enfoque de optimización a lazo cerrado, a diferencia del caso anterior, se considera
una incidencia directa de las variables de decisión en la forma en que se aplica la realimenta-
ción del estado para obtener la acción de control. Considerando esto, la secuencia de acciones
de control puede ser definida de manera general como u = [uk(xk), . . . , uk+N−1(xk+N−1)]T ,
donde cada elemento uk+i corresponde a un funcional que depende del estado y cuyos pará-
metros son definidos a partir de los valores que adquieren las variables de optimización.

En este enfoque se pueden destacar una serie de algoritmos definidos por la forma con
la cual se calcula la acción de control. Entre estos algoritmos se encuentran las propuestas
donde se resuelve el problema por realimentación general [14, 15] y por realimentación afín
a las perturbaciones [16, 17], los cuales se describirán a continuación.

Problema por realimentación general

Para plantear el problema de optimización que define al MPC, se propone utilizar una
realimentación general, donde las variables manipuladas dependan del valor de la variable
de estado. Considerando esto, la secuencia de acciones de control es obtenida resolviendo el
problema de optimización, dividiéndolo en varios sub-problemas asociados a cada instante
predicho.

Para este algoritmo, considerando el mismo conjunto terminal xT mencionado para la
optimización en lazo abierto, se plantea una alternativa a la función de costos basada en lo
propuesto en [18], que tenga la siguiente forma:

I(xk+N) =

{
0 si xk+N ∈ xT
1 si xk+N /∈ xT

(2.26)

Con esta función objetivo se penaliza el hecho de no haber llegado al conjunto terminal
en el instante final del horizonte de predicción N . Para resolver este problema, se requiere
utilizar herramientas como la programación dinámica para encontrar la solución de la serie
de sub-problemas de optimización, donde se minimice la salida de la planta al escoger el
valor de las variables manipuladas y al mismo tiempo se obtenga el peor escenario de las
perturbaciones. Todo esto se va resolviendo para las N predicciones, por lo tanto el problema
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de optimización completo queda definido de la siguiente manera:

I∗(xk) = mı́n
u0

máx
ω0

. . . mı́n
uN−1

máx
ωN−1

I(xk+N), (2.27)

donde las variables de decisión son {uk(xk), uk+1(x̂k+1), . . . , uk+N−1(x̂k+N−1)}.

Para resolver este problema se necesita asumir que los valores limites que pueden adquirir
las perturbaciones externas son previamente conocidos. Se considera para esto definir el
conjunto W, el cual se encuentra formado por todos los posibles valores de perturbaciones
que pueden llegar a afectar al sistema. Se plantean entonces las secuencias de perturbaciones
{ωk, ωk+1, . . . , ωk+N−1}, donde cada elemento debe adquirir el valor de alguno de los vértices
del conjunto W. Se resuelve entonces el problema de optimización para cada una de las
secuencias de perturbaciones que se pueden llegar a construir a partir de los vértices de
W. En la figura 2.2 se muestra un árbol que ejemplifica la complejidad que adquiere el la
formulación de este problema.

Figura 2.2: Árbol del problema de optimización robusto.
Imagen extraída del libro “Model Predictive Control Classical, Robust and Stochastic” de

Basil Kouvaritakis y Mark Cannon. Springer International Publishing AG, 2016.

La utilización de este algoritmo resulta ser la implementación con la política de control más
general, siendo además la que podría presentar el mejor rendimiento posible en función de la
métrica de despeño escogida. El beneficio de esta formulación es que considera todos los peores
escenarios posibles que se podrían presentar para el valor de la perturbación, sin embargo
conlleva la desventaja de que toma demasiado tiempo para encontrar la solución óptima. El
mayor tiempo que tarda en resolver la optimización radica en la complejidad computacional
de la implementación, pues el algoritmo tiene que resolver los distintos sub-problemas de
optimización, asociados a cada una de las secuencias de perturbaciones. Esto se traduce en
que el problema de optimización global adquiera una complejidad de orden exponencial, lo
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que ocasiona que esta solución sea impracticable en una planta real al tratar de considerar
horizontes de predicción grandes. Debido a esto, es necesario revisar otro algoritmo que pueda
formar parte de la optimización a lazo cerrado y que presente una complejidad computacional
menor.

MPC robusto afín a perturbaciones

El algoritmo denominado MPC afín a las perturbaciones [16, 17] resulta ser uno de los
más utilizados dentro de este enfoque, debido a que el problema de optimización no adquiere
la misma magnitud de complejidad que el caso de realimentación general. En este nuevo
algoritmo la complejidad del problema resulta ser de orden polinomial, debiendo resolver un
sólo problema de minimización dependiente de todas las variables de decisión que se disponen
para calcular uk+i dentro del horizonte de predicción. Esta es la principal ventaja con respecto
al caso de realimentación general donde la complejidad resultaba de orden exponencial, debido
a que se necesitaba resolver distintos sub-problemas de optimización asociados a las distintas
secuencias posibles de perturbaciones.

En este algoritmo, se plantea una ley de control similar a (2.15) utilizada previamente
para la optimización denominada como semi-lazo cerrado. La diferencia con respecto a (2.15)
es que ahora se considera a la ganancia de realimentación K como una de las variables de
optimización. La ley de control que se considera para este algoritmo es la siguiente:

uk+i =
i∑

j=0

K
(j)
i xk+j + ck+i (2.28)

Se debe notar que para este caso se tienen los mismos valores ck+i del caso llamado lazo
abierto, pero además se añaden las ganancias K(j)

i para las N predicciones como parte de las
variables de optimización del problema.

El problema de optimización abordado por este algoritmo, puede ser reescrito si se define
el vector de predicción de estado Xk =

[
xTk , x

T
k+1, . . . , x

T
k+N

]T , el vector con las acciones de
control para las N predicciones Uk =

[
uTk , u

T
k+1, . . . , u

T
k+N−1

]T y el vector de parámetros de
prealimentación Ck =

[
cTk , c

T
k+1, . . . , c

T
k+N−1

]T . Considerando estos nuevos vectores ampliados,
se puede obtener una ecuación matricial que represente (2.28).

Uk = K̄kXk + Ck

K̄k =


K

(0)
0 0 · · · 0

K
(0)
1 K

(1)
1 · · · 0

...
... . . . ...

K
(0)
N−1 K

(1)
N−1 · · · K

(N−1)
N−1


(2.29)

Usando los vectores ampliados definidos anteriormente y considerando además el vector
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de las perturbaciones futuras Wk =
[
ωTk , ω

T
k+1, . . . , ω

T
k+N−1

]T , se puede obtener la siguiente
fórmula para el vector de predicciones:

Xk = Cxxxk + CxuUk + CxwWk. (2.30)

En la ecuación (20), los elementos Cxx, Cxu y Cxw corresponden a las matrices de convo-
lución de x, u y w sobre la variable x, las cuales vienen dadas por las siguientes expresiones:

Cxx =


I
A
...

AN−1

AN

 , Cxu =


0 · · · 0 0
B · · · 0 0
... . . . ...

...
AN−2B · · · B 0
AN−1B · · · AB B

 , Cxw =


0 · · · 0 0
D · · · 0 0
... . . . ...

...
AN−2D · · · D 0
AN−1D · · · AD D

 .
(2.31)

Usando (2.30) en (2.29), y despejando Uk, se obtiene:

Uk = (I − K̄kCxu)
−1K̄kCxwWk + (I − K̄kCxu)

−1(K̄kCxxxk + Ck). (2.32)

A partir de usar como ley de control (2.32), el problema de optimización llega a una formu-
lación del tipo no convexa, esto debido a la operación que multiplica K̄k y K̄−1

k . El problema
con esta situación, es que con una formulación de ese tipo no es posible garantizar que el
problema de optimización converja al valor óptimo global. Para solventar esta problemática,
se definen unos nuevos parámetros L̄k y vk como:

L̄k = (I − K̄kCxu)
−1K̄kCxw, (2.33)

vk = (I − K̄kCxu)
−1(K̄kCxxxk + Ck), (2.34)

con los cuales se puede obtener la siguiente formula equivalente para (2.32):

Uk = L̄kWk + vk, (2.35)

que será la expresión pera la ley de control utilizada para el algoritmo afín a las perturba-
ciones.

Estableciendo ahora como las variables de optimización a los valores que forman la matriz
L̄k y el vector vk, se logra una formulación del problema de optimización que si resulta
convexa. Gracias a esto, ahora si se puede garantizar que el valor óptimo encontrado al
aplicar el algoritmo resulta ser el mínimo global.

Bajo esta nueva formulación, es necesario imponer la satisfacción de las condiciones del
sistema presentadas en (2.12). Para ello se usan los valores de las matrices F y G presentes
en (2.12), más el termino VT asociado a la restricción del estado terminal {VT xk+N ≤ 1},
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para construir las matrices aumentadas

F̃ =


F

. . .
F

VT

 G̃ =


G

. . .
G

0 · · · 0

 , (2.36)

con las cuales es posible obtener una condición que de ser satisfecha pueda garantizar el
cumplimiento de (2.12). La restricción que debe imponerse en el problema de optimización
bajo esta formulación es

F̃uvk + máx
Wk∈W

(F̃w + F̃uL̃k)Wk ≤ 1− F̃xxk, (2.37)

donde las nuevas matrices F̃x, F̃u y F̃w resultan de reemplazar (2.30) en (2.12), quedando
definidas de la siguiente manera:

F̃x = F̃Cxx, F̃u = F̃Cxu + G̃, F̃w = F̃Cxw. (2.38)

En la formulación de las restricciones presentada en (2.37) queda nuevamente explicito el
hecho de que se considera el peor escenario de la perturbación para definir la condición que
debe cumplir el sistema. Este peor escenario que puede comprometer la satisfacción de la
condición (2.37) es incluido mediante el término que maximiza el efecto de Wk.

Finalmente, para esta formulación se identifican dos tipos de funciones de costos a utilizar
como métrica de desempeño del problema de optimización. Una opción es utilizar la misma
función objetivo usada para el caso determinístico en (2.5), escrita para este caso de la forma:

J(Xk,Uk) =
N−1∑
i=0

(
1

2
||xk+i||2Q +

1

2
||uk+i||2R

)
+

1

2
||xk+N ||2P , (2.39)

basándose en lo mostrado en [16] para la implementación de este algoritmo. La segunda
opción corresponde a la utilización de la función de costos cuadrática propuesta en [17]

J(Xk,Uk) = máx
Wk

{
N−1∑
i=0

(
||xk+i||2Q̄ + ||uk+i||2R̄ − γ

2||ωk+i||2
)

+ ||xk+N ||2P

}
, (2.40)

donde

Q̄ =


Q

. . .
Q

P

 , R̄ =

R . . .
R

 . (2.41)

En (2.40 se define la maximización del efecto deWk sobre J como metodo para considerar
el peor escenario de las perturbaciones. En la funcion de costos (2.40) se incluye el termino
adicional γ2||ωk+i||2, mediante el cual se logra que el problema de maximización resulte
cóncavo con respecto a Wk, esto en el caso de que se utilice un γ suficientemente grande.
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Al obtener J la propiedad de función cóncava con respecto a Wk, se hace posible asegurar
que el algoritmo convergerá a un máximo global al resolver el sub-problema de maximización
definido. Por otro lado, la función de costos (2.40) sigue siendo convexa con respecto a las
variables Xk y Uk, por lo que el problema de minimización principal seguirá presentando la
propiedad de converger al óptimo global. En este punto se puede realizar una evaluación
de las expresiones (2.30) y (2.35) en (2.40, resultando esto en una nueva ecuación para el
funcional de costos de la forma

J(Xk, L̄k, vk) = máx
Wk

{
||Cxxxk + Cxuvk + (Cxw + CxuL̃k)||2Q + ||L̃kWk + vk||2R − γ2||Wk||2

}
,

(2.42)
donde ahora la dependencia queda explícitamente expresada a partir de las variables Xk, L̄k
y vk.

Con esto el algoritmo más utilizado para control predictivo robusto queda completamente
definido y listo para ser resuelto por algún método optimización a elección. El problema de
optimización adquiere la siguiente estructura:

mı́n
L̄k,vk

J(Xk, L̄k, vk)

s.a. Xk = Cxxxk + CxuUk + CxwWk

Uk = L̄kWk + vk
F̃uvk + máx

Wk∈W
(F̃w + F̃uL̃k)Wk ≤ 1− F̃xxk,

(2.43)

donde la matriz L̄k y los vectores Xk, vk son las variables de decisión consideradas para esta
formulación.

A partir de resolver (2.43), se obtienen los valores óptimos para los elementos de la matriz
L̄k y el vector vk. Con estos valores obtenidos, se procede a calcular el vector con las N
acciones de control Uk, rescatando sólo los primeros elementos del vector asociados a uk, los
cuales son los que finalmente son aplicados como entradas en la planta real.

2.3. Discusión

En este capítulo se presentaron las nociones básicas e ideas principales que definen a las
estrategias de control predictivo basado en modelos (MPC). Se comenzó el capítulo con la
mención de las estrategias de control óptimo y su relación con la posterior aparición del
controlador predictivo clásico que surge como alternativa para optimizar el comportamiento
de las distintas variables que afectan al sistema, considerando ahora el modelo del sistema
para predecir en linea la evolución del sistema a controlar.

Se presentaron a continuación los distintos elementos que conforman al problema de op-
timización que define a la estrategia de MPC clásico en un caso general, explicando las
consideraciones que se deben tener para lograr la estabilidad y convergencia de esta clase de
controladores. Posteriormente se presentó la variante robusta del MPC, relacionándola con
su contra-parte clásica y explicando las diferencias que existen con respecto a las definiciones
que se utilizan para garantizar convergencia y estabilidad.
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En este punto se identifica la mayor complejidad que adquieren los algoritmos robustos,
debido a la necesidad de considerar en el problema de optimización planteado el efecto de
variables que en el instante actual tienen valores desconocidos. Si bien las restricciones que
debe satisfacer el sistema y la función de costos empleada siguen una estructura similar con
respecto al caso de control predictivo clásico, la necesidad de añadir el efecto del peor caso
de las perturbaciones mediante la inclusión de un sub-problema de maximización ocasionan
esta mayor complejidad computacional en la implementación de estos algoritmos.

Al final del capítulo, se explicaron algunos de los algoritmos principales que se han desarro-
llado en la teoría de los controladores predictivos robustos, destacando entre ellas la estrategia
de optimización a lazo abierto, la cual sera utilizada para definir a los controladores propues-
tos en esta tesis. Previo a definir a los controladores, se deben clarificar los métodos que
se utilizaran para caracterizar la incertidumbre y los errores de predicción, pues se necesita
tener un cierto grado de conocimiento de esos elementos para poder aplicar la estrategia de
apriete de las restricciones. Por esto, en el siguiente capítulo se realizara una revisión de la
teoría que define a la modelación por intervalos, pues se utilizarán estas herramientas para
caracterizar incertezas en los controladores propuestos.
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3 Intervalos Basados en Modelos
Lineales y Difusos

En este capítulo los conceptos relacionados con la modelación de sistemas inciertos y la
caracterización de su incerteza mediante el uso de modelos de intervalo. Para ello se realiza
una breve revisión de algunos de los modelos de intervalo presentes en la literatura para
sistemas lineales y no-lineales, los cuales serán tomados como base para la implementación
de las propuestas llevadas a cabo en esta tesis.

El capítulo se organiza como sigue: primero se muestra el uso de modelos de intervalos
para manejar valores para la incertidumbre presente debido al efecto del ruido y de los errores
en el modelo identificado. Luego se presenta una revisión bibliográfica sobre los modelos de
intervalos aplicado a los casos donde el modelo estimado es el resultado de una regresión
lineal.

Posteriormente se introducen los intervalos difusos como una alternativa de estas herra-
mientas que pueden ser aplicadas sobre sistemas no-lineales. Para ello, primero se presentan
los modelos difusos del tipo Takagi y Sugeno y como se realiza su proceso de identificación
mediante el uso de bases de datos que se disponen sobre el sistema. Finalmente se presenta el
proceso para construir los intervalos mediante el uso de los elementos que entrega el proceso
de identificación difuso realizado previamente.

3.1. Introducción

Al momento de obtener modelos de predicción, ya sean del índole lineal o no-lineal, para
algún proceso dinámico o señal medida, se pueden presentar una serie de situaciones que
pueden afectar el cálculo preciso de las predicciones futuras. En primer lugar, el sistema a
modelar puede estar compuesto de elementos que presenten un comportamiento estocástico
(como por ejemplo una señales de perturbación externa), lo que ocasionará que las predic-
ciones posean un error debido al desconocimiento del valor exacto de dichos elementos en el
futuro. La segunda situación que podría afectar el cálculo de predicciones, consiste en el caso
donde el modelo identificado presenta su propia incerteza, la cual puede deberse al efecto
de diferentes fuentes de incertidumbre. Entre estas fuentes de incerteza se pueden destacar
la precisión de los sensores colocados en el sistema, la estructura fijada para el modelo a
identificar (junto con los parámetros obtenidos condicionados a dicha estructura) y el efecto
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de perturbaciones no medidas.

Debido a estos problemas, los modelos identificados presentan los errores antes mencio-
nados, al momento de estimar el valor actual y futuro de la señal modelada. Dado que se
necesitan utilizar estos modelos para la implementación de una estrategia de control predic-
tivo, el hecho de manejar cierta información del comportamiento que tendría este error puede
mejorar el desempeño del controlador, al implementar una variante robusta que incluya di-
cha información en el problema de optimización. Para ello se disponen de unas herramientas
llamadas intervalos de confianza, los cuales sirven para establecer regiones que contengan a la
señal modelada con un cierto grado de confiabilidad, a pesar de la presencia de ruido aditivo
y/o de error asociado al modelo identificado.

3.2. Intervalos basados en modelos lineales

Los primeros intervalos de confianza fueron introducidos en [19] para abordar el problema
de estimación, desde el punto de vista de la teoría estadística. En particular, en esta sección
se revisarán brevemente alguno de los intervalos presentados en [20] para el problema de
identificación de sistemas lineales.

Considere un sistema representado por el siguiente modelo lineal afín:

y = β0 + β1x1 + β2x2 + . . .+ ε, (3.1)

donde x1, . . . , xn son las variables de entrada, β0, . . . , βn son los parámetros del modelo y ε
es el ruido aditivo. Este modelo puede ser expresado en forma matricial, como:

yi = XT
i β, (3.2)

donde β = [β0, β1, β2, . . . , βn] y XT
i = [1, x1, x2, . . . , xn], esto para una muestra de datos i. El

vector de parámetros β puede ser estimada mediante una regresión lineal, de la forma:

β̂ =
(
XTX

)−1
XTY, (3.3)

expresión que esta basada en el algoritmo conocido como mínimos cuadrados. Este método
considera una base de datos compuesta por m muestras, donde la información de las dis-
tintas variables de entrada esta contenida en la matriz X = [X1, . . . , Xm]T y las respectivas
mediciones en Y = [y1, . . . , ym]T .

Para esta estimación del vector de parámetros, se puede caracterizar la incerteza asociada
al vector de parámetros completo β, a sus respectivas componentes individuales βj, al valor
esperado para la salida del modelo E(y) y a las predicciones de las observaciones futuras
de la señal (ŷ). Asumiendo que la salida del sistema sigue una distribución de probabilidad
normal y ∼ N(Xβ, σ2I), se definen las herramientas de confiabilidad que se presentan de
forma resumida a continuación.
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3.2.1. Región de confianza para el vector de parámetros

Para el vector de parámetros se define una región de confianza en el espacio que contiene
al vector del sistema real β con una probabilidad de (1 − α). Dicha región es representada
teóricamente por la siguiente declaración relacionada a la distribución de probabilidades que
debe cumplir la diferencia entre el vector real β y su valor estimado β̂:

P
[
(β̂ − β)TXTX(β̂ − β)/(k + 1)s2 ≤ Fα,k+1,m−k−1

]
= 1− α, (3.4)

donde m es la cantidad de datos utilizados al momento de aplicar la regresión lineal, k es el
rango de la matriz X(XTX)−1XT y Fα,k+1,m−k−1 es la distribución F de Fisher-Snedecor. En
(3.4), s2 está definido como la suma de los errores cuadrados de la forma

s2 =

∑m
i=1(yi − ŷi)2

m− k − 1
. (3.5)

La región de confianza de probabilidad (1 − α) para el vector β queda definida entonces
por la expresión

(β̂ − β)TXTX(β̂ − β)/(k + 1)s2 ≤ Fα,k+1,n−k−1, (3.6)

la cual representa a una elipse en dos dimensiones cuando k = 1 y para valores mayores
corresponde a una región elipsoidal.

3.2.2. Intervalos de confianza para los parámetros

Para el caso donde el rango de la matriz X(XTX)−1XT , representado por el valor k, es
mayor que uno, la utilización de regiones de confianza arroja resultados más complejos de
interpretar a simple vista. Esto ocurre porque los rangos de confianza obtenidos para un
elemento del vector β, pueden presentar dependencia con respecto a los demás valores que
componen al vector. Por este motivo, quien realiza el proceso de estimación podría preferir
definir las regiones de confianza de manera separada para cada componente de β. Para ese
caso, se tiene entonces que la siguiente expresión que contiene a la diferencia entre los valores
reales βj y las estimaciones β̂j:

β̂j − βj
s
√
gjj

, (3.7)

presenta una distribución del tipo t de Student, donde gjj es la j-ésima componente de la
diagonal de la matriz (XTX)−1. Luego, para obtener una confiabilidad (1 − α) de contener
el valor real βj con el intervalo a construir, se define la siguiente expresión probabilística:

P

[
−tα/2,m−k−1 ≤

β̂j − βj
s
√
gjj
≤ tα/2,m−k−1

]
= 1− α, (3.8)

A partir de la condición probabilística definida en (3.8), el intervalo de confianza para
cada parámetro βj, queda definido de la siguiente forma:

βj = β̂j ± tα/2,m−k−1s
√
gjj, (3.9)
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es decir, βj ∈ [β̂j − tα/2,m−k−1s
√
gjj, β̂j + tα/2,m−k−1s

√
gjj] con probabilidad de (1− α), cum-

pliéndose esto para j = 1, . . . , n.

3.2.3. Intervalo de confianza para el valor esperado del modelo

Si se tiene un vector de variables de entrada X0 cualquiera, el cual puede o no estar
contenido en la matriz X, se denota la salida asociada a X0 como

y0 = XT
0 β + ε, (3.10)

a partir del cual se define que el valor esperado (asumiendo que E(ε) = 0) es

E(y0) = XT
0 β. (3.11)

En este punto se desea obtener un intervalo de confianza para E(y0), por lo que se plantea
un estimador para dicho valor, de la forma:

Ê(y0) = XT
0 β̂. (3.12)

Usando los valores deXT
0 β yXT

0 β̂, se puede obtener la siguiente distribución probabilística
del tipo t de Student

t =
XT

0 β̂ −XT
0 β

s
√
XT

0 (XTX)−1X0

, (3.13)

que puede ser utilizada para obtener el intervalo deseado con un nivel de confianza del (1−α).
Finalmente el intervalo queda descrito para el vector X0 de la siguiente manera:

E(y0) = XT
0 β̂ ± tα/2,m−k−1s

√
X0(XTX)−1X0, (3.14)

es decir, y0 ∈
[
XT

0 β̂ − tα/2,m−k−1s
√
X0(XTX)−1X0, X

T
0 β̂ + tα/2,m−k−1s

√
X0(XTX)−1X0

]
.

Por otro lado, si se plantea el caso de un modelo obtenido a partir de una regresión lineal
simple del tipo

y0 = β0 + β1x0 + ε, (3.15)

donde ahora x0 es un valor escalar. El intervalo de confianza entonces en este nuevo escenario
es definido por la siguiente expresión

y0 = β̂0 + β̂1x0 ± tα/2,n−2s

√
1

n
+

(x0 − x)2∑n
i=1(xi − x)2

(3.16)

que utiliza los m datos xi que se disponen al momento de aplicar la regresión lineal. En este
caso, el ancho del intervalo dependerá directamente de la distancia entre el valor de x0 y el
promedio de los datos utilizados al momento de identificar el modelo x.
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3.2.4. Intervalos de predicción para observaciones futuras

La idea de intervalos de confianza puede ser también aplicada para caracterizar futuras
realizaciones de la salida del sistema y. Para ese caso, con el modelo identificado se debe rea-
lizar el cálculo de la predicción, denotada como ŷi. El intervalo a obtener entorno a ŷi y que
debe contener a la realización futura real yi, es llamado intervalo de predicción. Esta deno-
minación como intervalo de predicción radica en el hecho de que ahora yi es una observación
futura, por lo que se comporta más como una variable aleatoria, que como un parámetro a
estimar. Debido a la mayor incertidumbre al tratar de caracterizar una variable aleatoria, los
intervalos de predicción normalmente resultan ser más anchos que los intervalos de confianza
aplicados a el parámetro E(y0).

Retomando el modelo presentado en (3.10), la predicción de yi viene dada por ŷi = XT
i β̂,

término que también funciona como estimador de E(yi). Entonces la varianza de la expresión
(yi − ŷi) queda definida como

var(yi − ŷi) = var(yi −XT
i β̂) = var(XT

i β + ε−XT
i β̂). (3.17)

Como las variables aleatorias yi e ŷi son independientes, porque la primera corresponde a una
observación del sistema en el futuro que se obtiene sin utilizar las observaciones pasadas, las
cuales en cambio si son usadas para calcular ŷi. A partir de esta independencia de variables
aleatorias y del hecho que XT

i β es constante, entonces (3.17) se puede desarrollar de la forma

var(yi − ŷi) = 0 + var(ε) + var(XT
i β̂) = σ2 + σ2XT

i (XTX)−1Xi, (3.18)

var(yi − ŷi) = σ2
[
1 +XT

i (XTX)−1Xi

]
, (3.19)

donde σ2 es la varianza del ruido aditivo ε.

Usando un estimador de la varianza de la forma s
[
1 +XT

i (XTX)−1Xi

]
, se puede plantear

la distribución estadística t de Student que define al siguiente intervalo de predicción para yi

yi = XT
i β̂ ± tα/2,m−k−1s

√
1 +XT

i (XTX)−1Xi, (3.20)

es decir,

yi ∈
[
XT
i β̂ − tα/2,m−k−1s

√
1 +XT

i (XTX)−1Xi, X
T
i β̂ + tα/2,m−k−1s

√
1 +XT

i (XTX)−1Xi

]
,

(3.21)
con una probabilidad de (1 − α). Siguiendo la tendencia de diferenciación con respecto a
los intervalos vistos anteriormente, el termino usado previamente como Nivel de Confianza
cambia su denominación a Probabilidad de Cobertura, nuevamente para enfatizar que ahora
se busca contener una variable aleatoria y no la estimación de algún parámetro.

3.2.5. Métricas de desempeño

En la modelación por intervalos de predicción, se identifican dos elementos cuyo rendimien-
to debe ser evaluado. En primer lugar, se debe evaluar la precisión del modelo al momento
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de predecir los valores futuros de la señal modelada. Para ello, se considera la utilización
como métrica de desempeño a la raíz del error cuadrático medio (Root Mean Square Error -
RMSE) presentado entre el valor de predicción que arrojo el modelo y la medición real que
se obtendrá en el futuro. El criterio RMSE presentado en [21] sigue la siguiente formula en
el caso aplicado en esta tesis:

RMSE =

√√√√ 1

M

M∑
i=1

(ŷi − yi)2, (3.22)

donde ŷi representa el valor entregado por el modelo, yi corresponde al valor real medido y
M es el numero de datos totales que componen a la base de datos utilizada.

Para la comparación de los resultados obtenidos con los intervalos de predicción, se plantea
la utilización de dos métricas de desempeño. El primer índice a usar se denomina como
probabilidad de cobertura del intervalo (Prediction Interval Coverage Probability - PICP), el
cual muestra el porcentaje de mediciones reales que el intervalo logra efectivamente contener.
La segunda métrica corresponde al ancho medio normalizado del intervalo (Prediction Interval
Normalized Average Width - PINAW). El índice PINAW calcula el promedio del ancho que
toma el intervalo y normaliza el resultado con respecto a la diferencia que existe entre los
valores extremos de yi que componen a la base de datos utilizada. Ambas métricas a utilizar
son definidas en [22, 23] de la siguiente manera:

PICP =
1

M

M∑
i=1

ci, (3.23)

PINAW =
1

M [ymax − ymin]

M∑
i=1

[yi − yi], (3.24)

donde M nuevamente es el número de muestras totales que componen a la base de datos
utilizada, denotada en este punto como Y y el par (y

i
, yi) representan los límites que entrega

el intervalo. En (3.23) se utiliza el valor denominado como ci, el cual corresponde a una
función que indica si el valor de la muestra i-ésima de Y se encuentra o no contenida dentro
de los limites dados por el intervalo. Entonces, la función ci adquiere los siguientes valores
para cada muestra i:

ci =

{
1 si yi ∈ [y

i
, yi]

0 en otro caso.
(3.25)

Por otro lado, en (3.24) se utilizan los valores ymin y ymax para normalizar el ancho del
intervalo obtenido para todas las muestras que componen la base de datos. En particular,
ymin representa el menor valor presentado para yi dentro del conjunto Y , mientras que para
ymax, su valor corresponde al mayor yi encontrado dentro de la base de datos. Por lo tanto,
la métrica PINAW entrega un valor equivalente a un porcentaje promedio para el ancho del
intervalo, donde obtener un valor igual a 100% significa que se está usando un intervalo con
ancho fijo e igual al peor escenario posible para el error de predicción de yi presentado dentro
de la base de datos Y .

El sentido de usar el PICP y el PINAW como métricas de desempeño para los intervalos
radica en el hecho de que ambas representan numéricamente los dos elementos de mayor
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interés al momento de analizar el rendimiento de un intervalo. En primer lugar, se traza como
objetivo al momento de realizar el entrenamiento, el obtener una determinada probabilidad de
cobertura. El cumplimiento de este objetivo se puede verificar directamente con el cálculo del
PICP. Considerando que el proceso de sintonización del intervalo consiste en aumentar el valor
del ancho hasta que se alcance la probabilidad de cobertura deseada, un mejor desempeño de
estos intervalos se logra verificar al momento de cumplir el objetivo de cobertura, mientras
se obtiene un menor valor para la métrica PINAW.

Con esto quedan abordadas las principales variantes de la modelación por intervalos apli-
cado a sistemas lineales que se presentan en la literatura. Una explicación más exhaustiva de
todos esas variantes se encuentra en el capítulo 8 del libro Linear Models in Statistics [20].
La problemática que surge en el desarrollo de esta tesis con respecto a los intervalos ante-
riormente presentados, es que las señales a modelar presentan un comportamiento no-lineal
que evita que las herramientas vistas sean aplicables. Por ello, a continuación se presenta una
variante del estudio de la modelación por intervalos, la cual si puede ser aplicada a señales y
sistemas del índole no-lineal.

3.3. Intervalos basados en modelos difusos

En esta sección se tratarán los temas relacionados con la herramienta de modelación
difusa planteada para caracterizar sistemas de índole no-lineal y la posterior implementación
de intervalos basados en este tipo de modelos.

3.3.1. Modelos difusos Takagi & Sugeno

En el año 1985 Tomohiro Takagi y Michio Sugeno propusieron en [5] un método para la
identificación de sistemas utilizando modelos difusos. Con este método se puede aproximar
la salida de una vasta variedad de sistemas no-lineales, motivo por el cual adquiere la deno-
minación de aproximador universal. Su implementación es de utilidad para modelar señales
y predecir su comportamiento futuro. La formulación del modelo difuso presentado en [5] es
representada por los siguientes modelos lineales locales de la forma

ŷr = [1 zT ]θr = ψTr θr, (3.26)

donde z es el vector de entradas del modelo difuso y ŷr representa la salida de cada modelo
local. El modelo difuso completo está conformado por m reglas, las cuales están denotadas
por el sub-índice r y son ponderadas para calcular la salida global del modelo. La salida del
modelo completo se obtiene entonces resolviendo

ŷ =
m∑
r=1

βr(z)ŷr(z) = f(z), (3.27)

donde βr(z) son los grados de activación de cada regla r. En (3.26), θr es el vector de
parámetros asociado a cada regla y sus valores pueden ser obtenidos usando el algoritmo de
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mínimos cuadrados [5]. Otra forma de expresar la salida del modelo difuso completo se puede
lograr luego de introducir la definición de vector de regresores

ψTr (z) = βr(z)[1 zT ], (3.28)

y combinarla con (3.26)-(3.27) logrando que la salida quede expresada como

ŷ(z) =
m∑
r=1

ψTr (z)θr. (3.29)

La idea de utilizar la ponderación de diferentes modelos locales lineales se encuentra
basada en el hecho de que un sistema no-lineal complejo puede ser aproximado entorno a
un punto de operación por una ecuación lineal. Por lo tanto, al utilizar distintos modelos
locales ponderados permiten obtener una aproximación del comportamiento global de una
determinada planta.

Inicialmente, para el proceso de identificación del modelo difuso, se disponen de datos
medidos de la entrada y salida del sistema o señal que se busca representar. Estas mediciones
se agrupan en los denominados clusters, los cuales consisten en conjuntos de valores similares
de datos que representan los distintos modos de operación de la dinámica a modelar. El
proceso de obtención de estos clusters se denomina como clustering y en esta tesis es llevado
a cabo utilizando el algoritmo Fuzzy C-Means (FCM), presentado en el trabajo de Bezdek
et al. [24].

Como resultado de este algoritmo se obtienen los valores de la media (µr) y desviación
estándar (σr) resultantes para la composición final de cada cluster. Estos valores son utilizados
para calcular los grados de activación de cada una de las reglas, usando la siguiente formula
basada en la expresión que caracteriza a la función gaussiana:

βr(z) = exp

(
−(z − µr)2

2σ2
r

)
. (3.30)

Basándose en lo expuesto por Takagi y Sugeno en [5], el entrenamiento de los modelos
difusos continua con la utilización del método de mínimos cuadrados como algoritmo de
regresión lineal. Este método puede ser aplicado de manera global o de manera separada
para cada regla, logrando en ambos casos obtener los distintos parámetros que conforman al
vector θr para cada uno de los modelos locales. Para esta tesis fue considerado el método que
aplica el algoritmo de mínimos cuadrados de manera individual a cada regla, siguiendo para
ello los siguientes pasos mencionados a continuación. Primero, los distintos modelos lineales
son evaluados en un conjunto de M datos. Luego se minimiza el error cuadrático dado por
la siguiente expresión:

mı́n J =
M∑
i=1

β2
r (zi)

[
yi − ψTr (zi)θr

]2
, (3.31)

donde yi es la medida real de la salida y zi es el vector de entrada, todo esto para la muestra
i-esima. En este punto, se denota la matriz de regresores para cada regla r como:

Ψr = [ψr(z1), ..., ψr(zM)]T , (3.32)
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la cual es utilizada para encontrar los valores que componen a los respectivos vectores de
parámetros. Luego, de evalúa para cada una de las reglas la siguiente expresión definida para
el algoritmo de mínimos cuadrados:

θ̂r =
(
ΨT
r B

2
rΨr

)−1
ΨT
r B

2
rY. (3.33)

En (3.33), se utiliza

Br =

β1,r . . . 0

0
. . . 0

0 . . . βM,r

 , (3.34)

que corresponde a la matriz diagonal que contiene los distintos grados de activación de la
regla r a lo largo del conjunto de entrenamiento, y también

Y = [y1, . . . , yM ]T , (3.35)

que es el vector que contiene las respectivas mediciones de la salida.

Otro aspecto de los modelos difusos que pueden ser modificados son los elementos que defi-
nen su estructura, como la cantidad de reglas y el número de regresores a utilizar al momento
de crear el vector ψr(zi). Para obtener los mejores resultados posibles para una determinada
base de datos, se aplica una optimización de la estructura del modelo siguiendo los métodos
presentados en [5] y [25]. Estos métodos de optimización prueban distintas combinaciones
de variables de entradas y numero de reglas, entrenando a los respectivos modelos y luego
comparando los errores obtenidos en una nueva base de datos. La estructura seleccionada
corresponde a la combinación de variables de entradas y numero de reglas que obtenga el
menor valor de error en la nueva base de datos utilizada.

Para todo el proceso de obtención de los modelos difusos, que incluye tanto el cálculo de
los vectores de parámetros θr, como la optimización de la estructura del modelo, se dispone
de una base de datos compuesta por las variables de entrada candidatas y los valores reales de
la señal que se busca modelar. Este conjunto de datos es descompuesto en tres bases distintas
llamadas de entrenamiento, prueba y validación. La base de entrenamiento corresponde a los
datos utilizados para aplicar los algoritmos de clustering y de mínimos cuadrados para obtener
los modelos difusos. Por otro lado, la base de prueba es usada para realizar la optimización
de la estructura del modelo. Finalmente la base de validación corresponde a los datos usados
para validar el modelo obtenido, verificando que no se encuentre sobre-ajustado a los datos
de entrenamiento y pueda caracterizar correctamente el sistema con diferentes mediciones de
las variables de entrada.

Habiendo culminado con la explicación del proceso de obtención de los modelos difusos, se
puede proceder a presentar el desarrollo e implementación de las herramientas de modelación
por intervalos que se disponen para este tipo de modelos. A continuación, se presenta el desa-
rrollo de uno de los métodos presentados en la literatura para el desarrollo de los intervalos
difusos.
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3.3.2. Intervalos difusos por método de la covarianza

Los intervalos difusos son una herramienta que se utiliza para caracterizar el error presente
en la salida de los modelos difuso Takagi & Sugeno. En el trabajo de Škrjanc et al. [6] se
presenta una derivación analítica de la incerteza de la señal modelada a partir de las matrices
que definen al modelo difuso utilizado.

En esta tesis se utiliza el denominado método de la covarianza, el cual se basa en la formula
de la covarianza esperada de los residuos entre las mediciones de la señal y proyectadas sobre
cada regla r (yr) y las salidas de los respectivos modelos locales (ŷr). Para una base de
entrenamiento compuesta por M mediciones, la formula de la covarianza se define de la
siguiente manera:

cov(yr − ŷr) = σ̂2
rI + σ̂2

rΨ
T
r

(
ΨrΨ

T
r

)−1
Ψr, (3.36)

yr = [y1,r, . . . , yM,r]
T , (3.37)

ŷr = [ŷr(z1), . . . , ŷr(zM)]T , (3.38)
yi,r = βr(zi)yi, i = 1, . . . ,M, (3.39)

donde yi corresponde al valor medido de la señal modelada, el cual es ponderado por los
respectivos grados de activación de las reglas en (3.39). En (3.36), σ̂2

r es varianza de la señal
de ruido, la cual se encuentra definida por la formula:

E{ereTr } = σ̂2
rI. (3.40)

En este punto, los valores correspondientes a σ2
r pueden ser estimados a partir de las siguientes

ecuaciones presentadas en [6]:

σ̂2
r =

1

µ− (n+ 1)

M∑
i=1

β2
r (zi) (ei − er)2 , µ =

M∑
i=1

β2
r (zi), (3.41)

er =
1

ν

M∑
i=1

βr(zi)ei, ν =
M∑
i=1

βr(zi), r = 1, ...,m, (3.42)

donde (n+1) representa el numero de parámetros estimados del modelo difuso y ei = (yi − ŷi)
es el error entre las mediciones y la salida estimada.

Basándose en esta formulación para la matriz de covarianza, se propone el siguiente método
para caracterizar la incertidumbre asociada al modelo. En primer lugar, se dispone de un
nuevo vector de entrada zi general, el cual tiene asociado un vector de regresores ψ∗Tr (zi).
Este vector es utilizado para calcular el valor de la incerteza del modelo (llamado aquí como
Ir) usando una fórmula similar a (3.36). La expresión que describe a la incerteza del modelo
local cuando el vector de entrada es zi, tiene la siguiente forma:

Ir(zi) = σ̂r

(
I + ψ∗Tr (zi)

(
ΨrΨ

T
r

)−1
ψ∗r(zi)

)1/2

, (3.43)

donde la matriz Ψr sigue siendo la misma que es obtenida en la fase de entrenamiento del
modelo difuso. La idea detrás de la ecuación (3.43) es que la incerteza del modelo local
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puede ser representada por el valor estimado que aportaría zi a la diagonal de la matriz de
covarianza original.

A partir de los valores para la incerteza de los modelos locales Ir, se puede obtener
una expresión que describe la incertidumbre asociada a la salida global del modelo difuso,
siguiendo una mecánica similar a la aplicada para obtener la salida de los modelos difusos
T&S. Basándose en esto, se realiza una suma ponderada de las incertezas de cada regla con
los respectivos grados de activación, quedando entonces la incertidumbre del modelo global
cuando la entrada del sistema es zi, dada por el intervalo difuso de la forma:

I(zi) =
m∑
r=1

βr(zi)Ir(zi). (3.44)

En este punto, usando la expresión (3.44) se pueden definir los límites del intervalo difuso
centrado entorno a la salida del modelo ŷi, de modo:

yi = f(zi) + αI(zi), (3.45)
y
i

= f(zi)− αI(zi), (3.46)

donde α es un parámetro de sintonía obtenido normalmente mediante una búsqueda lineal,
y que se utiliza para establecer el nivel de confianza o probabilidad de cobertura, según
corresponda, requerido para el intervalo difuso.

Para sistemas dinámicos, las expresiones (3.45) y (3.46) son válidas para las predicciones
hechas a un paso en el futuro. Para el caso de predicciones a mayores pasos en el futuro, se
sigue un esquema similar al presentado por Sáez et al. en [26], donde los intervalos difusos
fueron usados para el manejo de micro-redes. En este esquema, primero se denota el instante
actual como k y el número de pasos adelante para la perdición con el índice j. Luego los
extremos del intervalo (3.45) y (3.46) toman la forma:

yk+j = f(zk+j) + αjI(zk+j), (3.47)
y
k+j

= f(zk+j)− αjI(zk+j). (3.48)

Estos nuevos intervalos de predicción difuso reciben como entrada al vector zk+j, el cual
es equivalente al vector presentado anteriormente, pero visto desde el punto de vista de que
la predicción se realiza a un paso en el instante k + j. Al parámetro de sintonización del
intervalo también se le agrega un índice, pues el valor de αj puede variar dependiendo de la
cantidad de pasos en el futuro y el instante k en el cual se obtiene dicha predicción.

En esta tesis, los intervalos de predicción difuso presentados en (3.47) y (3.48) serán
utilizados para predecir los valores de las perturbaciones externas y el comportamiento de la
dinámica del sistema correspondiente al caso de estudio. Para ello en el capítulo que sigue,
se abordarán las propuestas pensadas para el uso de estos intervalos en la implementación
de estrategias de control predictivo robusto.
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3.4. Discusión

En este capítulo se abordaron algunas de las ideas propuestas en la literatura sobre la mo-
delación por intervalos, herramienta que surge como respuesta a la necesidad de caracterizar
la incertidumbre presente en el modelo identificado para un sistema. Se destaca en particular
la idea de intervalo de predicción, el cual surge como un símil a los intervalos de confianza,
pero aplicados al cálculo de predicciones futuras de las señales modeladas .Considerando la
posterior implementación de estrategias de control predictivo, estos intervalos de predicción
resultan de interés para ser utilizados en las propuestas de controladores a considerar.

Posteriormente se describieron los elementos de la modelación difusa, la cual se utiliza
para construir modelos de predicción de sistemas no-lineales. En este punto se destaca la
presentación de su propia variante de intervalos de predicción, la cual corresponde a la alter-
nativa que será finalmente utilizada como base en las propuestas de controladores robustos,
presentados posteriormente en esta tesis. La idea de esto, es que gracias a estas herramien-
tas de modelación, los controladores predictivos serán capaces de manejar la incertidumbre
presente en las predicciones futuras que ve el problema de optimización.
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4 Propuestas de Intervalos para
Modelación de Sistemas

Este capítulo tiene como objetivo exponer las principales ideas que conforman la propuesta
de esta tesis, esto en términos de la problemática de la modelación de señales y sistemas y
la caracterización de su incertidumbre asociada. Las propuestas presentadas en este capítulo
corresponden a la formulación de intervalos basados en modelos difusos, tomando en cuenta
su adaptación a señales con diferente comportamiento de incerteza y a sistemas sometidos a
perturbaciones externas.

En este capítulo primero se explica las características generales del sistema dinámico que se
busca controlar posteriormente con el control predictivo robusto. Luego, se procede a mostrar
las tres propuestas principales sobre el uso de parámetros sintonizables para regular el ancho
de los intervalos difusos. Se debe destacar que según lo propuesto, el ancho del intervalo
se puede tratar de diferente manera si es que la señal modelada posee o no una incerteza
fuertemente relacionada con el valor de alguna variable externa.

Finalmente, se exponen dos propuestas de estructura para los intervalos, las cuales se
encuentran diseñadas para el caso donde serán utilizadas para modelar sistemas dinámicos
afectados por señales de perturbación externa. La formulación de esta estructura de intervalos
es presentada inicialmente para el caso donde se utiliza un modelo difuso en variables de
estado de orden uno para caracterizar al sistema, para posteriormente desarrollar su extensión
a modelos autorregresivos de mayor orden.

4.1. Características del sistema a modelar

Para el desarrollo e implementación de las nuevas estructuras de intervalos a proponer, se
considera un sistema no-lineal en espacio de estados, descrito por

xk+1 = f(xk, uk, ωk), (4.1)

donde xk ∈ R son las variables de estado, uk ∈ Rnu son las acciones de control y ωk ∈ Rnω

son las perturbaciones externas. En (4.1), f es una función no-lineal general, la cual rige a
la dinámica del sistema que se busca controlar. En este sistema, las variables xk y uk deben
satisfacer la condición

Fxk +Guk ≤ h, (4.2)
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donde F ∈ Rnc × R, G ∈ Rnc × Rnu y h ∈ Rnc × R son las matrices que definen a las nc
restricciones del sistema.

Se considera que la perturbación ωk que afecta a (4.1) tiene un comportamiento estocástico
a lo largo del tiempo, por lo tanto se asume que su valor actual y realizaciones futuras son
desconocidas en el instante actual k. Debido a que se busca implementar una estrategia
de control predictivo robusto, se requiere construir un modelo para estimar los valores de
perturbación futuras ωk+j. Si se implementa un modelo difuso como el descrito en (3.29), los
valores futuros de la señal de perturbación pueden ser descompuestos como

ωk+j = ω̂k+j + ωek+j, (4.3)

donde ω̂k+j es la predicción del modelo hecha a j pasos en el futuro (asumida como conocida
en el instante actual) y ωek+j es su error asociado (desconocido en el instante k). Debido
al comportamiento estocástico de la señal de perturbación, el valor de ωek+j puede ocasionar
problemas para asegurar el cumplimiento de (4.2) durante la implementación del controlador.
Debido a que en una implementación robusta se desea evitar la ocurrencia de estos problemas,
se necesita utilizar intervalos para caracterizar la incertidumbre de las predicciones. Para
esto, se presentan a continuación unas propuestas relativas a los intervalos difusos, las cuales
permitirán adecuarse al tipo de perturbación que se busca modelar.

4.2. Propuestas de intervalos difusos

En el capítulo de modelación por intervalos, se mencionó que el rendimiento medido por la
cobertura y el ancho del intervalo depende del parámetro α escogido al momento de realizar
el proceso de sintonización. Normalmente en la literatura se eligen valores distintos para el
parámetro α, variándolo según el número de pasos adelante con los que se realiza la predicción
de la señal a partir de los intervalos. El problema de realizar esto es que los intervalos no
necesariamente se ajustan de manera óptima a la incerteza de la señal modelada, perdiendo
la oportunidad de caracterizar mejor el comportamiento de la incerteza y con ello, mejorar
los resultados obtenidos con el controlador predictivo robusto.

La incerteza para alguna de las perturbaciones externas que afectan al sistema controlado
podrían presentar un comportamiento homogéneo a lo largo del tiempo. Un ejemplo de esto
es la incertidumbre asociada al error de medición de la temperatura ambiente, la cual no
presenta mayores variaciones a lo largo del día. Para este caso, la utilización de los parámetros
α sintonizados solamente según los pasos de predicción si logran ajustar el ancho del intervalo
de manera adecuada. Pero esta clase de señales no es la única que afecta a los sistemas
controlados como perturbación externa, existen adicionalmente variables cuya incerteza varia
en el tiempo. Un ejemplo de esto es la predicción de la radiación solar, la cual durante las
horas de sol posee un cierto nivel de incerteza, pero que durante la noche desaparece, pues se
sabe de antemano que la radiación solar tendrá valor cero. Debido a la presencia de los tipos
de perturbaciones mencionadas, se plantean dos esquemas a seguir para los parámetros α al
momento de implementar los intervalos difusos, los cuales se denominan como dependiente
de los pasos de predicción y dependiente del instante de predicción, que se explicarán a
continuación.
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4.2.1. Intervalos con dependencia de los pasos de predicción

En primer lugar, para las señales con un comportamiento homogéneo de la incerteza a lo
largo del tiempo, se mantiene la definición de los parámetros αj presentada normalmente en
la literatura, donde estos son sintonizados según el número de pasos en el futuro para el cual
fue obtenida la predicción de la señal modelada.

El intervalo difuso para ωk+j es obtenido utilizando el método de la covarianza, quedando
finalmente delimitado por las expresiones

ωk+j = f(ωk+j−1)− αjI(ωk+j−1), (4.4)
ωk+j = f(ωk+j−1) + αjI(ωk+j−1), (4.5)

donde ωk+j−1 es el vector de entrada del modelo e intervalo, el cual se encuentra compuesto
por los valores pasados de la señal de perturbación con respecto al instante k + j.

Para obtener estos intervalos, el método de la covarianza es aplicado para una cierta base
de entrenamiento, obteniendo así los diferentes valores para la función I(ωk+j−1) y la salida
del modelo difuso f(ωk+j−1), asociados a cada uno de los componentes de los vectores ωk+j

y ωk+j. Con estos nuevos valores, se genera una nueva base de datos ampliada, la cual es la
que finalmente se utilizará para sintonizar el ancho de los intervalos.

La sintonización del ancho dado por los valores que adquieren los parámetros α es realizada
de la siguiente forma: primero la base de datos ampliada es particionada, dividiendo los
resultados obtenidos según el número de pasos para la predicción y asignándole a cada nuevo
subconjunto su respectivo parámetro de ancho denotado como αj. Luego se continua con
el procedimiento escogiendo un valor inicial de αj para cada partición definida por el paso
de predicción j. Finalmente, el proceso de sintonización consiste en ir aumentando estos
parámetros asociados al ancho del intervalo, hasta que el nivel de cobertura de los datos
reales para cada subconjunto alcanza un cierto valor objetivo.

4.2.2. Intervalos con dependencia al instante de la predicción

El segundo método presentado para sintonizar el ancho de los intervalos está diseñado para
las señales que poseen un nivel de incerteza que varia a lo largo del tiempo. En este caso, los
parámetros asociados al ancho están definidos como αk,j, donde los subíndices representan el
hecho de que estos varían ahora dependiendo tanto del paso de predicción j y también del
instante k en que se realiza la predicción.

El intervalo es obtenido del mismo modo que el caso anterior, quedando definido por los
limites

ωk+j = f(ωk+j−1)− αk,jI(ωk+j−1), (4.6)
ωk+j = f(ωk+j−1) + αk,jI(ωk+j−1). (4.7)

La principal diferencia con respecto al proceso de obtención y sintonización del intervalo
se presenta al momento de particionar la base de datos de entrenamiento para realizar la

34



sintonización. La división de la base de datos ahora debe considerar la separación de los
resultados obtenidos para el intervalo según la cantidad de pasos de predicción j y el instante
correspondiente al índice k + j. Luego se realiza la sintonización del ancho de los intervalos
siguiendo el mismo procedimiento utilizado para el caso anterior, aumentando los valores de
los parámetros αk,j hasta que el nivel de cobertura objetivo es alcanzado para cada subcon-
junto. Se debe notar que este segundo método resulta ser una definición más general del
proceso de sintonización de intervalos, pues el primer caso se recupera al fijar valores iguales
para αk,j cuando poseen los mismos índices j. En la Figura 4.1 se incluye un diagrama que
resume el procedimiento seguido para los dos métodos de sintonización propuestos.

Figura 4.1: Diagrama de los métodos de sintonización propuestos

Como ejemplo para entender la idea detrás de este nuevo enfoque, se puede describir el
caso del nivel de ocupación de una cierta oficina. Se espera que la incertidumbre al momento
de medir el nivel de ocupación sea mayor durante los horarios en que los oficinistas llegan
a trabajar o dejan la oficina al final de la jornada laboral. Por contraparte, la incerteza de
esta medición en el horario nocturno es prácticamente nula, pues se sabe de antemano que la
oficina se encuentra cerrada y por lo tanto sin ocupantes. Los distintos niveles de incerteza que
se pueden identificar a lo largo del día para este caso, ocasionan que los intervalos obtenidos
con el primer enfoque de sintonización presentado sean sub-óptimos pues presentan una
tendencia a sobredimensionar el error de medición en los momentos donde se sabe que la
incerteza de la señal modelada debe ser baja. Pero este no es el único ejemplo que sirve

35



para motivar este nuevo enfoque, como se mencionó previamente, el caso donde se modela la
radiación solar puede atravesar por la misma problemática descrita para el caso de modelación
de la ocupación de una oficina.

A partir de los dos métodos presentados para sintonizar intervalos difusos, se pueden
obtener las herramientas necesarias para caracterizar la incerteza presente a lo largo del
horizonte de predicción, esto para las señales de perturbación externa que afectan al sistema
que será controlado por una estrategia MPC. Sin embargo, estas no son las únicas propuestas
relativas a los intervalos difusos incluidas en esta tesis. Se presenta a continuación una tercera
propuesta para ser aplicada durante el proceso de obtención de los intervalos, esto en respuesta
a una de las problemáticas que se pueden presentar durante la implementación de la estrategia
de control predictivo robusto, correspondiente a la presencia de casos de infactibilidad en la
optimización debido al aumento del ancho de los intervalos para pasos de predicción grandes.

4.2.3. Intervalos con probabilidad de cobertura decreciente

Para implementar la estrategia de MPC robusta se plantea utilizar los intervalos obte-
nidos para las perturbaciones, en el proceso de estimación de la incerteza presente en las
predicciones de la variable que se busca controlar. Pero en este punto, se identifica una pro-
blemática que puede dificultar la correcta implementación de la optimización que define al
MPC, el nivel de incerteza presente en las predicciones crece si es que se aumenta el paso
de predicción. Esta situación puede ocasionar casos donde el problema de optimización se
haga infactible si es que el ancho del intervalo utilizado (y por consiguiente el parámetro de
apriete) crece demasiado. Para solventar esto, a continuación se explica una propuesta para
manejar la probabilidad de cobertura de los intervalos y así reducir el riesgo de ocurrencia
de casos de infactibilidad.

Al realizar predicciones de señales con comportamiento estocástico, existe un error entre el
valor que arroja el modelo obtenido y el valor real que tendrá la variable de interés modelada.
Al ir aumentando el paso de predicción j para estas señales, la incerteza presente comienza
a aumentar, esto debido a que existe un error acumulativo debido a las predicciones previas.

Visto desde el punto de vista del paso k + j, la predicción de una señal s, denotada aquí
para un caso general como ŝk+j, arrastra el efecto de la incerteza de las predicciones previas
calculadas en el instante actual (ŝk, ŝk+1, . . . , ŝk+j−1). Considerando esto, a medida que se
aumente el valor de j, el ancho del intervalo será cada vez más grande.

La propagación de la incerteza a lo largo de las predicciones es tratada mediante el apriete
de las restricciones del estado. Por lo tanto, si se tienen intervalos muy anchos, los parámetros
de apriete pueden provocar que no exista solución factible y así el controlador no pueda
cumplir su función. Para poder evitar la ocurrencia de intervalos lo suficientemente anchos
para la ocurrencia de situaciones de infactibilidad, se propone reducir el ancho de los intervalos
obtenidos a pasos de predicción lejanos.

La reducción de los intervalos y parámetros de apriete se ha abordado en formulaciones
lineales de controladores predictivos [3, 4, 27], a partir de la utilización de una ley de control
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que considere una realimentación del estado, es decir, se resuelve el problema de optimización
en semi-lazo cerrado o lazo cerrado, definidos previamente en la sección 2.2. Sin embargo,
como el problema de optimización a considerar es de índole no-lineal, se vuelve compleja la
implementación de leyes de control que consideren la realimentación del estado. Debido a
esto, en este trabajo se propone la siguiente estrategia para lograr el objetivo de reducir los
intervalos: utilizar en el proceso de sintonización probabilidades de cobertura decrecientes
con respecto a j. Esto provocará que las predicciones cercanas al instante actual sean ma-
nejadas con una mayor prioridad, es decir, las restricciones serán impuestas con una mayor
probabilidad de cumplimiento, en comparación a los instantes de predicción más lejanos. Esto
es consistente con el hecho de que la naturaleza de horizonte deslizante asociada al contro-
lador predictivo, provocará que el mayor error permitido a grandes pasos de predicción, sea
corregido en los instantes de operación posteriores, donde el controlador resuelve un nuevo
problema de optimización. Notar que esta idea de probabilidad de cobertura decreciente es
considerada sólo con la finalidad de disminuir el ancho de los intervalos, junto con los pará-
metros de apriete del controlador predictivo robusto, y no significa que se este aplicando una
estrategia de reducción de incertidumbre para las predicciones de las variables de interés.

En esta propuesta de sintonización, se denomina como probabilidad de cobertura inicial
(cpi) a la utilizada para la predicción a 1 paso y probabilidad de cobertura final (cpf ), a la
usada en el último paso dentro del horizonte de predicción N . La probabilidad de cobertura
definida para el paso de predicción j viene dada por la expresión:

cp(j) = cpi

(
cpf
cpi

) j−1
N−1

, (4.8)

la cual puede ser utilizada como valor objetivo de la métrica PICP en el proceso de en-
trenamiento de los dos intervalos propuestos previamente. Entonces, durante el proceso de
entrenamiento se fijan los respectivos valores cp(j) para sintonizar el parámetro αj para el
intervalo (4.5)-(4.4) y αk,j para el caso del intervalo (4.7)-(4.6).

Considerando las propuestas de intervalos presentadas hasta el momento, ya se pueden
llevar a cabo algunas implementaciones de MPC robusto. En este punto, la posibilidad de
utilizar estrategias de control predictivo se encuentra supeditada al nivel de conocimiento que
se tiene de la dinámica del sistema a controlar. Por una parte, si es que se tiene a disposición
la ecuación dinámica exacta que rige al sistema, la implementación de un MPC robusto
ya puede ser llevada a cabo. Por otro lado, si la dinámica del sistema es desconocida, se
vuelve necesario obtener un modelo para la variable a controlar, debiendo obtener además sus
propios intervalos. Debido a esta situación, a continuación se presentaran otras propuestas
relacionadas a la estructura del intervalo, esto para adecuarse al caso de modelación de
sistemas dinámicos que reciban señales de perturbación externa.
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4.3. Estructura de intervalos para sistemas dinámicos

Para la implementación de los controladores predictivos robustos, es necesario caracte-
rizar la incerteza presente en las predicciones de la variable a controlar. Con los intervalos
presentados anteriormente y utilizando el modelo real del sistema, es posible obtener una
caracterización de la incertidumbre, la cual es finalmente utilizada para el cálculo de los pa-
rámetros de apriete de las restricciones. Sin embargo, para el caso donde se debe identificar un
modelo para un sistema con comportamiento no-lineal, la caracterización de la incertidum-
bre se vuelve más compleja. Esta situación se debe a que no sólo se debe considerar el error
presente en las predicciones de las perturbaciones externas, ahora también debe ser conside-
rado la incertidumbre que aporta el propio modelo identificado para la variable controlada.
En base al tipo de modelo utilizado para predecir a la variable controlada, se proponen a
continuación estructuras que incluyan toda la incertidumbre que afectará al cálculo de las
predicciones.

4.3.1. Intervalo para modelo difuso en variables de estado

Se propone un primer esquema de intervalo, basado en la utilización de un modelo difuso
en variable de estado para caracterizar el comportamiento de la variable a controlar. Para esta
primera formulación, se considera sólo la utilización de modelos en variables de estado esca-
lares, esto debido a que los intervalos difusos obtenidos mediante el método de la covarianza
se encuentran correctamente definidos para variables unidimensionales. Posteriormente a la
revisión de este caso, se planea extender esta propuesta a sistemas más complejos, mediante
la utilización de modelos autoregresivos de orden mayor a uno.

Se define entonces para este caso, un modelo difuso del sistema a controlar, dado por las
siguientes ecuaciones lineales que representaran a cada regla r:

xrk+1 = arxk + bruk + drωk, (4.9)

donde xk ∈ R es la variable de estado, uk ∈ Rnu es la variable manipulada y ωk ∈ Rnω es la
señal de perturbación externa.

La salida del modelo global vendrá dada por la ponderación de los valores de salida de las
reglas locales xrk+1 con sus respectivos grados de activación βr, de la forma:

x̂k+1 =
m∑
r=1

βr(xk, uk, ωk) [arxk + bruk + drωk] , (4.10)

donde si se denomina zk =
[
xk, u

T
k , ω̂

T
k

]T como el vector de entrada del modelo difuso, la
predicción del estado descrita en (4.10) se puede escribir de la siguiente forma simplificada:

x̂k+1 =
m∑
r=1

βr(zk)x
r
k+1(zk). (4.11)
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Notar que en la definición del vector de entrada zk se utiliza el valor predicho de la per-
turbación ω̂k en vez del valor real ωk. Esto se debe a que se asume que en el instante k, la
realización de la perturbación es aún desconocida.

Como en este caso no sólo se debe considerar el error presente en las predicciones de las
perturbaciones externas, sino que también debe ser caracterizada la incertidumbre que aporta
el propio modelo identificado para la variable controlada, se planea separar ambos efectos de
incerteza, de manera de caracterizar por separado sus valores.

Para obtener una expresión solamente asociada a la incertidumbre propia del modelo,
se asume que la perturbación externa no posee incerteza, y se procede a implementar un
intervalo difuso siguiendo alguno de los esquemas ya presentada en este capítulo. Aplicar
esto resulta en una expresión para la incertidumbre del modelo asociada a un dato puntual
i dada por el término Ii,r presentado previamente en la fórmula (3.43).

Los valores para los límites de la predicción j-esima del estado dadas por un intervalo
difuso para este caso, son representadas por las siguientes ecuaciones:

xk+j =
m∑
r=1

βr(zk+j−1)xrk+j(zk+j−1) + αx

m∑
r=1

βr(zk+j−1)Ir(zk+j−1), (4.12)

xk+j =
m∑
r=1

βr(zk+j−1)xrk+j(zk+j−1)− αx
m∑
r=1

βr(zk+j−1)Ir(zk+j−1), (4.13)

donde el vector de entrada zk+j = [x̂k+j, u
T
k+j, ω̂

T
k+j]

T ahora también utiliza los valores predi-
chos del estado, esto porque en el instante k los valores reales de xk+j son desconocidos. En
(4.12)-(4.13), los parámetros αx pueden ser obtenidos siguiendo cualquiera de los esquemas
presentados previamente en este capítulo, escogiendo el más adecuado en función del compor-
tamiento esperado de la incerteza del modelo. Para simplificar la escritura de (4.12)-(4.13),
se define la siguiente expresión

Ix(zk+j) =
m∑
r=1

βr(zk+j)Ir(zk+j), (4.14)

la cual se encuentra basada en (3.44) y se encarga de calcular la incerteza presente en la
salida global del modelo, ponderando la incertidumbre de cada uno de los modelos locales.
Usando (4.10) y (4.14), los limites del intervalo (4.12)-(4.13) pueden ser expresados de manera
simplificada como

xk+j = x̂k+j(zk+j−1) + αxIx(zk+j−1), (4.15)
xk+j = x̂k+j(zk+j−1)− αxIx(zk+j−1). (4.16)

Con la utilización de estos intervalos difusos definidos por (4.15)-(4.16), se logra caracterizar
la incerteza presente en la predicción debido a la precisión del modelo obtenido en el proceso
de identificación, esto asumiendo que las predicciones ω̂k+j coinciden exactamente con los
valores reales ωk+j. Sin embargo, el error al momento de predecir ωk+j actúa como otra
fuente independiente de incerteza, la cual no es considerada al utilizar (4.15)-(4.16) y que
puede ocasionar que la incertidumbre total presente en x̂k+j no logre ser completamente
caracterizada.
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En la sección anterior, se propuso la idea de caracterizar la incerteza de las perturbaciones
externas usando intervalos difusos. Teniendo esto en consideración, se planea reutilizar esta
incertidumbre previamente caracterizada en la nueva propuesta de estructura para el intervalo
asociado al estado. Basándose en la descomposición de la señal de perturbación presentada
en (4.3), la componente nominal ω̂k+j se asocia a las predicciones futuras ω̂ y la componente
incierta ωek+j se asume contenida por el intervalo Iωj , el cual se encuentra definido como:

Iωj =
{
ωek+j : −αI(ωk+j−1) ≤ ωek ≤ αI(ωk+j−1)

}
. (4.17)

Basado en esto, los limites superior e inferior de la perturbaciones predichas están dadas por

ωk+j = ω̂k+j + Iωj , (4.18)

ωk+j = ω̂k+j − Iωj . (4.19)

Para determinar la expresión que caracterice el efecto de esta nueva fuente de incerteza
presente al momento del calcular las predicciones del estado, se procede con el siguiente
desarrollo.

Inicialmente se reemplaza el valor de ωk en el modelo definido en (4.10) por la de su
descomposición presentada en (4.3), considerando que ωek+j puede tomar como valor +Iωj o
−Iωj . Para el caso de la predicción a un paso para el estado, al reemplazar (4.3) en (4.10), se
obtiene la siguiente expresión para la predicción entregada por el modelo difuso:

xk+1 =
m∑
r=1

βr(xk, uk, ω̂k + ωek) [arxk + bruk + drω̂k + drω
e
k] . (4.20)

Para fines de simplificación de la estructura del futuro intervalo de estado, se plantea utilizar
una aproximación al momento de calcular el grado de activación βr en (4.20), la cual consiste
en no considerar el efecto de la incerteza dada por ωek. Tomando en cuenta esto, se puede
escribir la expresión del estado en el instante k + 1 de la forma:

xk+1 =
m∑
r=1

βr(zk) [arxk + bruk + drω̂k] +
m∑
r=1

βr(zk)drω
e
k. (4.21)

Si se reemplaza (4.10) y (4.11) en (4.21), la predicción a un paso adquiere la siguiente estruc-
tura:

xk+1 = x̂k+1(zk) +
m∑
r=1

βr(zk)drω
e
k. (4.22)

donde los términos multiplicados por ωek se encuentran asociados a la incerteza presente en
ωk.

Para cuantificar el efecto de los peores casos de la perturbación ωk, dados por (4.18)-(4.19),
se debe proceder a reemplazar ωek por −Iω0 y +Iω0 , de manera tal que se obtenga los dos limites
que definirán al intervalo. Adicionalmente, se debe reemplazar también la multiplicación
con respecto a los parámetros dr, utilizando ahora sus valores absolutos, esto para manejar
apropiadamente el cálculo de los peores escenarios para xk+1 independientemente del signo
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que tengan los parámetros dr del modelo difuso. Los limites quedan definidos entonces de la
siguiente manera:

xk+1 = x̂k+1(zk) +
m∑
r=1

βr(zk)|dr|Iω0 , (4.23)

xk+1 = x̂k+1(zk)−
m∑
r=1

βr(zk)|dr|Iω0 . (4.24)

Para simplificar la sumatoria presente en (4.23)-(4.24), la cual representa el hecho de
ingresar la incertidumbre de ωk en las distintas reglas del modelo difuso, se define la función

Iω(zk+j) =
m∑
r=1

βr(zk+j)|dr|Iωj , (4.25)

que engloba todo el cálculo de incerteza presente en la predicción del estado, que este asociado
a ω̂k+j.

Usando (4.25), los limites para xk+1 dados por (4.23)-(4.24) quedan finalmente expresados
como

xk+1 = x̂k+1(zk) + αω,1Iω(zk), (4.26)

xk+1 = x̂k+1(zk)− αω,1Iω(zk). (4.27)

En este punto se agregaron parámetros de sintonización adicionales αω,1, los cuales son aña-
didos con el propósito de ajustar el efecto de Iω(zk) al nivel de probabilidad de cobertura
deseado para el intervalo final.

Para el siguiente paso de predicción se repite el mismo procedimiento, ingresando ahora
xk+1 dado por (4.22) y ωk+1 definido por (4.3), en el modelo (4.9). La diferencia a destacar
con respecto al intervalo obtenido para la predicción a un paso, es la inclusión de la incerteza
del paso previo ωek, la cual ingresa a (4.9) siendo multiplicada por el parámetro de sintonía
αω,1 incluido en (4.26)-(4.27). Esto se encuentra basado en la premisa de que la incerteza de la
predicción previa presenta un efecto no despreciable sobre la incertidumbre de las predicciones
posteriores de la variable a controlar. Entonces, para el caso del estado en el instante k + 2,
el procedimiento resulta en la siguiente expresión

xk+2 =
m∑
r=1

βr(zk+1)

[
arx̂k+1(zk) + αω,1ar

m∑
r1=1

βr1(zk)dr1ω
e
k + bruk+1 + drω̂k+1 + drω

e
k+1

]
,

(4.28)
donde los términos que dependen de ωek y ωek+1 representan a la incerteza presente en el
cálculo de xk+2 debido al error de predicción de la perturbación externa. En este punto, los
elementos asociados a la incertidumbre pueden ser separados, de manera similar a lo realizado
en (4.21). Considerando esto, además del respectivo remplazo de ωek y ωek+1 por ±Iω0 y ±Iω1
respectivamente, los limites del intervalo de predicción resultan de la siguiente forma:

xk+2 =
m∑
r=1

βr(zk+1)
[
arx̂k+1(zk) + bruk+1 + drω̂k+1 + αω,1|ar|(

∑m
r1=1 βr1(zk)|dr1 |Iω0 ) + |dr|Iω1

]
,

(4.29)
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xk+2 =
m∑
r=1

βr(zk+1)
[
arx̂k+1(zk) + bruk+1 + drω̂k+1 − αω,1|ar|(

∑m
r1=1 βr1(zk)|dr1|Iω0 )− |dr|Iω1

]
.

(4.30)
En (4.29)-(4.30), el efecto de la propagación de la incerteza presente en xk+1 sobre el modelo
difuso, representada por

∑m
r1=1 βr1(zk)|dr1|Iω0 , es llevada a cabo mediante su multiplicación

con el valor absoluto de los parámetros ar. En este punto se debe destacar que la utilización de
|ar|, es necesaria para que (4.29)-(4.30) representen efectivamente a los peores casos posibles
de xk+2, de manera que el cálculo sea independiente del signo que tengan los parámetros ar
(esta corresponde a la misma motivación para utilizar |dr| en vez de dr en la definición de los
limites del intervalo).

Para simplificar la escritura de la propagación de la incerteza asociada a la predicción de
estado previa, se define el siguiente funcional

afz(zk) =
m∑
r=1

βr(zk)|ar|. (4.31)

Al usar (4.31) y (4.25), los limites del intervalo dados por (4.29)-(4.30) quedan finalmente
expresados como

xk+2 = x̂k+2(zk+1) + αω,2Iω(zk+1) + αω,1afz(zk+1)Iω(zk), (4.32)

xk+2 = x̂k+2(zk+1)− αω,2Iω(zk+1)− αω,1afz(zk+1)Iω(zk). (4.33)

En (4.32)-(4.33), se añade un segundo parámetro de sintonía αω,2, el cual cumple la misma
función que el parámetro previo αω,2, ajustar el nivel de cobertura del intervalo obtenido a
un cierto valor deseado.

Posteriormente, para el cálculo de la predicción xk+3, el procedimiento es análogo al rea-
lizado para xk+1 y xk+2. Al ingresar xk+2 y ωk+2 al modelo (4.9), los limites resultantes para
el intervalo quedan expresados de la siguiente forma:

xk+3 =
m∑
r=1

βr(zk+2) [arx̂k+2(zk+1) + bruk+2 + drω̂k+2

+αω,2|ar|Iω(zk+1) + αω,1|ar|afz(zk+1)Iω(zk) + |dr|Iω2 ] ,
(4.34)

xk+3 =
m∑
r=1

βr(zk+2) [arx̂k+2(zk+1) + bruk+2 + drω̂k+2

−αω,2|ar|Iω(zk+1)− αω,1|ar|afz(zk+1)Iω(zk)− |dr|Iω2 ] ,
(4.35)

Usando (4.10), (4.25) y (4.31), el intervalo (4.34)-(4.35), puede ser expresado de manera
simplificada como sigue

xk+3 = x̂k+3(zk+2) + αω,3Iω(zk+2) + αω,2afz(zk+2)Iω(zk+1)
+αω,1afz(zk+2)afz(zk+1)Iω(zk).

(4.36)

xk+3 = x̂k+3(zk+2)− αω,3Iω(zk+2)− αω,2afz(zk+2)Iω(zk+1)
−αω,1afz(zk+2)afz(zk+1)Iω(zk).

(4.37)

En (4.36)-(4.37), se destaca el nuevo parámetro de sintonía añadido αω,3, el cual sigue la
misma motivación de los parámetros previos αω,1 y αω,2.
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Como el procedimiento se repite de manera análoga para las predicciones futuras del
estado, si se continua con el desarrollo matemático hasta que el horizonte de predicción N es
alcanzado, el intervalo para xk+j queda definido de la siguiente forma:

xk+j = x̂k+j(zk+j−1) + αω,jIω(zk+j−1) +

j−1∑
i=1

(
j−1∏
l=i

afz(zk+l)

)
αω,iIω(zk+i−1). (4.38)

xk+j = x̂k+j(zk+j−1)− αω,jIω(zk+j−1)−
j−1∑
i=1

(
j−1∏
l=i

afz(zk+l)

)
αω,iIω(zk+i−1). (4.39)

El intervalo dado por (4.38)-(4.39) logra caracterizar la incerteza debida a ωk en el cálculo
del estado predicho. Pero para una correcta caracterización de toda la incerteza que puede
presentarse al momento de calcular las predicciones del estado, se deben incluir los términos
presentes en (4.15)-(4.16), los cuales representan la incerteza propia del modelo identifica-
do. Al combinar (4.15)-(4.16) con (4.38)-(4.39), los limites del intervalo completo quedan
expresados de la forma:

xk+j =x̂k+j(zk+j−1) + αx,jIx(zk+j−1) + αω,jIω(zk+j−1) +

j−1∑
i=1

(
j−1∏
l=i

afz(zk+l)

)
αω,iIω(zk+i−1),

(4.40)

xk+j =x̂k+j(zk+j−1)− αx,jIx(zk+j−1)− αω,jIω(zk+j−1)−
j−1∑
i=1

(
j−1∏
l=i

afz(zk+l)

)
αω,iIω(zk+i−1).

(4.41)

En (4.40)-(4.41), se identifican dos parámetros a sintonizar para cada paso de predicción
j, los valores αx,j y αω,j. El proceso correspondiente al entrenamiento de estos intervalos y
la respectiva sintonización de los parámetros αx,j y αω,j se trata en detalle en la siguiente
sub-sección.

4.3.2. Entrenamiento y sintonización de la estructura propuesta

Para el entrenamiento del modelo difuso definido en (4.11), se plantea realizar un expe-
rimento para recolectar datos de entrada y de salida del sistema a modelar. La prueba a
desarrollar consiste en implementar un controlador sencillo para cerrar el lazo de control y
tomar mediciones de las variables de interés que actuarán como futuras entradas del mode-
lo a identificar. Para lograr que se dispongan datos para distintos modos de operación del
sistema, se añade una señal de excitación persistente solamente a la variable manipulada u,
usando por otro lado los valores de la perturbación ω tal cual como fueron medidos. Esto se
debe a que u es la única variable que el operador de la planta puede manejar directamente
cambiando los valores que adquiere a lo largo del tiempo.

El proceso de sintonización del ancho de los intervalos consiste en encontrar los valores
apropiados para αx,j y αω,j, de manera de lograr la probabilidad de cobertura deseada dentro
de la base de datos de entrenamiento. Para manejar la complejidad computacional del proceso
de sintonización, en este punto se proponen dos esquemas a seguir:
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• Sintonización con parámetros separados (Sintonización completa de parámetros)
En este esquema los parámetros αx,j y αω,j son sintonizados por separado.

• Sintonización con parámetro global (Sintonización combinada de parámetros)
En este esquema αx,j y αω,j son combinados en un parámetro global αj, debiendo
realizar una sola sintonización para encontrar este nuevo parámetro.

Para el caso de la sintonización por separado, el proceso consiste en encontrar los valores
adecuados de αx,j y αω,j para cada paso de predicción. Como la incertidumbre asociada al
modelo y a la perturbación externa son consideradas como separadas en (4.38)-(4.39), se
identifican dos procedimientos diferentes para obtener αx,j y αω,j respectivamente.

Para la sintonización de los parámetros αx,j, se busca capturar el efecto de la incer-
teza asociada solamente al modelo construido, por lo tanto, para este procedimiento se
asume un completo conocimiento de la señal de perturbación ωk. Usando M mediciones
para xk, uk y ωk, se crea un conjunto de datos Zent para entrenar los intervalos. Para
k = 1, . . . ,M − j, se calcula x̂k+j(zk+j−1) e Ix(zk+j−1), usando como vector de entrada
zk+j−1 = [x̂k+j−1, uk+j−1, ωk+j−1]T . Luego, es posible calcular el intervalo (4.15)-(4.16) si
se dispone de un valor para αx,j. Por lo tanto, en primera instancia se inicializa αx,j con
un valor pequeño y luego se procede a aumentar su valor hasta que la proporción de ca-
sos donde (4.15)-(4.16) contenga a los valores reales de xk+j medidos, alcance la probabi-
lidad de cobertura deseada. Este proceso de sintonización es resumido en el Algoritmo 2.
Algoritmo 2: Sintonización de los parámetros αx
Se considera un conjunto de entrenamiento Zent compuesto por M muestras;
Se asigna x̂k = xk para todo k ∈ [1, . . . ,M ];
para j = 1 a N hacer

para k = 1, . . . ,M − j, tal que xk+j ∈ Zent hacer
Obtener x̂k+j(zk+j−1) e Ix(zk+j−1) usando zk+j−1 = [x̂k+j−1, uk+j−1, ωk+j−1]T ;

fin
Aumentar αx,j hasta que el intervalo dado por (4.15)(4.16) alcance la probabilidad
de cobertura objetivo;

fin

Por otro lado, la sintonización de los parámetros αω,j sigue una estructura similar al
proceso descrito para αx,j. La principal diferencia con respecto al procedimiento anterior
consiste en que ahora no se asume un completo conocimiento de ωk, por lo tanto ahora se
utilizan las predicciones de la perturbación ω̂k+j en vez de las mediciones reales ωk+j. Para este
caso, el cálculo de x̂k+j(zk+j−1), αx,jIx(zk+j−1) e Iω(zk+j−1), es realizado utilizando el vector
de entrada zk+j−1 = [x̂k+j−1, uk+j−1, ω̂k+j−1]T y reutilizando los parámetros αx,j obtenidos en
el procedimiento previo. Habiendo obtenido dichos elementos, es posible calcular el intervalo
dado por (4.40)-(4.41) si se dispone de los valores para los parámetros αω,j. Entonces, para
cada paso de predicción j se inicializa el respectivo parámetro αω,j con un valor pequeño,
incrementando posteriormente su valor hasta que la probabilidad de cobertura deseada es
alcanzada por (4.40)-(4.41). Se debe precisar que para j > 1, sólo αω,j es inicializado, mientras
que los parámetros asociados a las predicciones previas (αω,1, . . . , αω,j−1) son reutilizados.
Esto se realiza de esta manera para evitar la complejidad de una búsqueda de parámetros
que aumenta sus grados de libertad al ir incrementando j. Este proceso de sintonización para
αω,j es resumida a continuación en el Algoritmo 3.
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Algoritmo 3: Sintonización de los parámetros αω
Se considera un conjunto de entrenamiento Zent compuesto por M muestras;
Se asigna x̂k = xk para todo k ∈ [1, . . . ,M ];
para j = 1 a N hacer

para k = 1, . . . ,M − j, tal que xk+j ∈ Zent hacer
Obtener x̂k+j(zk+j−1), αx,jIx(zk+j−1) e Iω(zk+j−1) usando zk+j−1 = [x̂k+j−1,
uk+j−1, ω̂k+j−1]T ;

fin
Aumento de αω,j hasta que el intervalo dado por (4.40)-(4.41) alcance la
probabilidad de cobertura objetivo;

fin

Por otro lado, para el caso de sintonización por parámetro de sintonía global (o también
denominado parámetros combinados), una simplificación es hecha en la estructura del inter-
valo dada por (4.38)-(4.39). Para este caso se asume que αx,j = αω,j = αj y que para cada
nuevo paso de predicción j, αω,1 = . . . = αω,j. Considerando esto, los limites definidos por el
intervalo difuso quedan definidos de la siguiente forma:

xk+j =x̂k+j(zk+j−1) + αj

[
Ix(zk+j−1) + Iω(zk+j−1) +

j−1∑
i=1

(
j−1∏
l=i

afuzz(zk+l)

)
Iω(zk+i−1)

]
,

(4.42)

xk+j =x̂k+j(zk+j−1)− αj

[
Ix(zk+j−1) + Iω(zk+j−1) +

j−1∑
i=1

(
j−1∏
l=i

afuzz(zk+l)

)
Iω(zk+i−1)

]
.

(4.43)

El método de sintonización de (4.42) y (4.43) sigue un procedimiento similar al descrito
previamente en el Algoritmo 3, utilizando zk+j−1 = [x̂k+j−1, uk+j−1, ω̂k+j−1]T para calcular
el valor de x̂k+j(zk+j−1), Ix(zk+j−1) e Iω(zk+j−1). El intervalo dado por (4.42)-(4.43) puede
ser calculado si se dispone de los valores αj. Por lo tanto, para cada paso de predicción
j se inicializa un αj pequeño, para luego incrementar su valor hasta que la probabilidad de
cobertura de (4.42)-(4.43), alcance el valor deseado. Este procedimiento de sintonización para
αj es resumida a continuación en el Algoritmo 4.

Algoritmo 4: Sintonización de los parámetros αj
Se considera un conjunto de entrenamiento Zent compuesto por M muestras;
Se asigna x̂k = xk para todo k ∈ [1, . . . ,M ];
para j = 1 a N hacer

para k = 1, . . . ,M − j, tal que xk+j ∈ Zent hacer
Obtener x̂k+j(zk+j−1), Ix(zk+j−1) e Iω(zk+j−1) usando zk+j−1 = [x̂k+j−1,
uk+j−1, ω̂k+j−1]T ;

fin
Aumento de αj hasta que el intervalo dado por (4.42)-(4.43) alcance la
probabilidad de cobertura objetivo;

fin
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4.3.3. Extensión para modelos autorregresivos con variables
exógenas

Como los intervalos difusos usados en la propuesta presentada están correctamente de-
finidos para variables unidimensionales, se debe precisar que en los casos donde se busca
controlar sistemas compuestos por más de una variable de estado, se debe definir un modelo
e intervalo difuso distinto para cada variable por separado, siguiendo la misma estructura
presentada en esta propuesta.

Otra situación que se puede presentar y que puede afectar la validez de la estructura
de intervalos propuesta, es que el sistema a controlar siga una dinámica autoregresiva con
variables exógena y de orden mayor que uno. En este nuevo caso, el desarrollo matemático
relacionado con la propagación de la incerteza previa incrementa su complejidad. Debido a
esto, se presentará una extensión de los intervalos de estados propuestos, esta vez aplicados
a modelos del tipo autorregresivo.

Para poder plantear la extensión de la propuesta de intervalos, se plantea controlar el
siguiente sistema no-lineal general, descrito por

yk+1 = f(ykykyk,ukukuk,ωkωkωk), (4.44)

Fyk +Guk ≤ h, (4.45)

donde yk ∈ R es la salida del sistema, e ykykyk, ukukuk, ωkωkωk son los vectores de regresores compuestos
por los valores pasados de yk, uk ∈ Rnu y ωk ∈ Rnω respectivamente. En (4.45), F ∈ Rnc×R,
G ∈ Rnc×Rnu y h ∈ Rnc×R son las matrices que definen a las nc restricciones que condicionan
al sistema. Si el orden de (4.44) es na para yk, nb para uk y nd para ωk, entonces los vectores
de regresores son definidos como

ykykyk = [yk, . . . , yk−na+1]T , (4.46)
ukukuk = [uTk , . . . , u

T
k−nb+1]T , (4.47)

ωkωkωk = [ωTk , . . . , ω
T
k−nd+1]T . (4.48)

Modelos difusos son propuestos para modelar la dinámica de este sistema no-lineal. Basado
en (3.26)-(3.29), los modelos locales son definidos como

yrk+j = zTk+j−1θr, (4.49)

donde el vector de entrada es zTk+j−1 = [yk+j−1yk+j−1yk+j−1
T ,uk+j−1uk+j−1uk+j−1

T ,ωk+j−1ωk+j−1ωk+j−1
T ] y el vector de parámetros

θr esta definido para regla r como

θr = [a1, . . . , any , b1, . . . , bnu , d1, . . . , dnω ]T . (4.50)

Luego, la salida del modelo difuso viene dada por

ŷk+j(zk+j−1) =
m∑
i=1

βr(zk+j−1)yrk+1(zk+j−1). (4.51)
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Inicialmente, se busca aplicar directamente una estructura para el intervalo que sea si-
milar a (4.40)-(4.41). Pero existe una dificultad para llevar a cabo dicha tarea, la cual se
encuentra asociada principalmente al desarrollo de la propagación de la incerteza mediante
la función afz(zk). Para el caso donde se utiliza el modelo (4.51), se debe definir una función
de propagación distinta para cada regresor, por lo que al ir aumentando el paso de predic-
ción j, la complejidad de la expresión que define al intervalo crece considerablemente. Esta
situación ocurre debido al aumento de no-linealidades en la expresión del intervalo, al deber
considerar los productos entre las diferentes incertezas propagadas por el modelo (el orden
de los productos crece en orden cubico con respecto al paso de predicción). Para evitar esta
problemática, se propone la siguiente expresión para los intervalos:

yk+j =ŷk+j(zk+j−1) + αy,jIy(zk+j−1) +

j∑
i=1

αω,iIω(zk+i−1), (4.52)

y
k+j

=ŷk+j(zk+j−1)− αy,jIy(zk+j−1)−
j∑
i=1

αω,iIω(zk+i−1), (4.53)

donde sólo se incluyen las incertezas caracterizadas siendo ponderadas por los parámetros de
sintonía. En (4.52)-(4.53), la labor que desempeñaba originalmente la función afz es sobre-
llevada directamente por los parámetros αω,j, evitando la necesidad de calcular la distintas
combinaciones de términos que se derivarían al momento de calcular explícitamente la pro-
pagación de incerteza.

El proceso de sintonización de (4.52)-(4.53) es análogo al propuesto para el intervalo de
estado en los Algoritmos 2 y 3. El procedimiento se puede llevar a cabo de manera separada, o
usando la alternativa del parámetro global, precisando que con la segunda opción, los limites
del intervalo quedan definidos por

yk+j =ŷk+j(zk+j−1) + αj

[
Iy(zk+j−1) +

j∑
i=1

Iω(zk+i−1)

]
, (4.54)

y
k+j

=ŷk+j(zk+j−1)− αj

[
Iy(zk+j−1) +

j∑
i=1

Iω(zk+i−1)

]
. (4.55)

4.4. Discusión

Para la posterior implementación de estrategias de control predictivo robusto sobre sis-
temas dinámicos, es necesario caracterizar de manera apropiada las diferentes fuentes de
incertezas que pueden afectar en el cálculo de las predicciones del sistema. Una de las princi-
pales fuentes de incertidumbre se presenta cuando el sistema se encuentra afectado por una
señal de perturbación externa, debido a que dichas señales usualmente presentan un com-
portamiento estocástico y estimar el valor exacto que tendrán en el futuro es prácticamente
imposible. Debido a esto, el capítulo parte presentando las propuestas de modelación por
intervalos que son aplicables a este tipo de señales.

47



Según el comportamiento de las incertezas de las señales a lo largo del tiempo, en este
capítulo se propone inicialmente dos alternativas para el método de sintonización de los
intervalos, de manera de lograr una mejor caracterización de los errores en función del instante
en que se realiza la predicción de las variables de interés y el comportamiento aleatorio
específico que presenta la señal a modelar. Además se considera complementar este proceso
de sintonización, estableciendo probabilidades de cobertura decrecientes, de manera de que
se pueda evitar problemas de factibilidad en el problema de optimización de la estrategia
MPC, asociados al crecimiento del error al predecir el sistema a más pasos en el futuro.

Sin embargo, dichas propuestas presentadas no necesariamente serán suficiente para ca-
racterizar la incertidumbre que presentarán las predicciones del sistema dinámico. Para el
caso donde la ecuación dinámica exacta del sistema es desconocida, se propone identificar
modelos difusos para el cálculo de las predicciones. Debido a esto, se presenta una nueva
fuente de incerteza, la cual estará asociada a la incertidumbre propia del modelo identificado.
Para este caso, se propone una nueva estructura de intervalos que busca combinar el efecto
de toda la incertidumbre que afectara a las predicciones del sistema dinámico.

El capítulo presenta en primera instancia la estructura propuesta de intervalos para el caso
donde se utiliza un modelo difuso en variables de estado de orden uno, esto para ir expresando
claramente las ideas que motivaron la formulación de esta nueva estructura. Posteriormente
se presentó la extensión de estos intervalos para un caso más general, donde el modelo difuso
pasa a ser autorregresivo con variables exógenas y con un orden que puede ser mayor a uno.

Con las distintas propuestas de intervalos presentadas en este capítulo, es posible proseguir
con el diseño de las estrategias de control predictivo robusto. Las diferentes herramientas de
modelación por intervalo definidas aquí permiten abordar el problema de control para los dos
casos posibles que podrían presentarse, que la ecuación dinámica exacta del sistema a contro-
lar sea completamente conocida o que se deba identificar un modelo difuso para caracterizar
al sistema. En el siguiente capítulo se expondrán las formulaciones de control predictivo
robusto basada en los intervalos propuestos, para las dos situaciones aquí mencionadas.
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5 Control Predictivo Robusto Basado en
Intervalos Difusos

Este capítulo tiene como objetivo exponer las principales ideas que conforman las pro-
puestas de la formulación del control predictivo robusto, basándose en las herramientas de
modelación por intervalos presentadas en el capítulo anterior.

En este capítulo, primero se presenta el planteamiento del problema de control, usando
como base una función no-lineal para la dinámica del sistema y mencionando las diferentes
condiciones que deben cumplir las variables del sistema. Posteriormente se procede a expli-
car las dos principales alternativas para la formulación del controlador, las cuales dependen
directamente del nivel de conocimiento que se tiene de la ecuación dinámica real que rige al
sistema.

El capítulo prosigue, presentando la primera formulación del controlador robusto, la cual
se encuentra basada solamente en los intervalos identificados para la señal de perturbación
externa y hace uso de la ecuación dinámica exacta de la planta para obtener los parámetros
de apriete que se incluyen en las restricciones del problema de optimización.

Posteriormente se muestra la segunda formulación para el controlador predictivo robusto,
la cual se encuentra basada en la nueva estructura de intervalos para variables de estado,
presentada en el capítulo anterior, la cual tomaba en consideración las diferentes fuentes de
incertezas que afectan al cálculo de las predicciones del sistema. Como esta formulación sólo
se encuentra correctamente definida para el caso del sistema no-lineal en variables de estado,
este capítulo finaliza con la presentación del controlador robusto basado en la extensión de
la estructura de intervalo ideada en el capítulo previo para modelos difusos autorregresivos
con variable exógena y orden mayor que uno.

5.1. Planteamiento del problema de control

Para la formulación de las estrategias de control predictivo robusto incluidas en esta tesis,
se propone controlar las variables de estado xk del siguiente sistema:

xk+1 = f(xk, uk, ωk), (5.1)
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el cual corresponde al mismo planteado en (4.1) sobre el cual se desarrollaron los intervalos
propuestos en el capítulo anterior. Las mismas dimensiones definidas previamente para las
variable que afectan a (4.1) (xk ∈ Rnx , uk ∈ Rnu y ωk ∈ Rnω) son consideradas nuevamente
para (5.1). Adicionalmente, este sistema también debe cumplir la condición

Fxk +Guk ≤ h, (5.2)

donde F ∈ Rnc × Rnx , G ∈ Rnc × Rnu y h ∈ Rnc × R son las matrices que definen a las nc
restricciones del sistema.

La principal fuente de incerteza presente en (5.1) se encuentra asociada al comportamiento
estocástico de la perturbación externa ωk. Esta incertidumbre puede provocar problemas al
intentar cumplir (5.2) al momento de resolver el problema de optimización, por lo que se
justifica la utilización de una estrategia de control predictivo robusto.

En las propuestas de control incluidas en esta tesis se plantea el diseño de un MPC ro-
busto que resuelva el problema de optimización denominado en lazo abierto, considerando a
la acción de control directamente como variables de optimización. Esta elección de contro-
lador es realizada debido a la mayor simplicidad computacional de su implementación, esto
considerando las características no-lineales del sistema a controlar. Tomando en cuenta esto,
la ley de control a utilizar queda definida de la siguiente forma:

uk+j = ck+j, (5.3)

donde ck son variables del problema de optimización implementado. En un problema de
optimización donde se considera un horizonte de predicción N , se tiene entonces un vector
solución con N acciones de control (desde uk hasta uk+N−1), del cual sólo se rescata la primera
componente (uk) que corresponde a la que finalmente se aplicará sobre el sistema.

El modo para implementar el MPC robusto puede diferir en función del nivel de conoci-
miento que se tenga de la dinámica del sistema a controlar. Por una parte, si se dispone del
conocimiento de la ecuación dinámica exacta que rige al sistema, la implementación radica
en estimar directamente la incerteza de las predicciones de xk mediante el ingreso al modelo
de la incertidumbre de ωk. La segunda alternativa, correspondiente al caso donde no se tiene
a disposición la ecuación que rige a la dinámica del sistema, debe hacer uso de la nueva es-
tructura de intervalos propuesta para sistemas dinámicos, obteniendo directamente un valor
para la incerteza del estado predicho. A continuación se presentará la formulación de control
para el primer caso mencionado, donde se tiene a disposición la ecuación dinámica exacta del
sistema.

5.2. Control basado en intervalos para la perturbación

Para el caso donde el modelo es completamente conocido, se puede considerar reorganizar
la dinámica dada por (5.1) siguiendo una estructura de sistema lineal en espacio de estados
con presencia de incerteza multiplicativa y aditiva. Entonces una ecuación similar a (2.11) es
utilizada como sistema a controlar, la cual presenta la siguiente estructura:

xk+1 = Akxk +Bkuk +Dωk. (5.4)
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donde las matrices Ak ∈ Rnx×Rnx , Bk ∈ Rnu×Rnx son variantes en el tiempo. Las variaciones
registradas por Ak y Bk se encargan de representar los efectos de las no-linealidades del
sistema (5.1), permitiendo aplicar el controlador predictivo robusto desarrollado para sistemas
lineales. En la implementación del MPC robusto para sistemas lineales, los cambios en las
matrices Ak y Bk pueden ser tratados como incerteza multiplicativa del modelo (5.4), mientras
que la incertidumbre de ωk es considerada como incerteza aditiva que ingresa a la dinámica
del sistema.

Al implementar la estrategia de control predictivo robusto para sistemas lineales, se debe
poseer un cierto grado de conocimiento de las incertezas presentes dentro de la dinámica
del sistema. En primer lugar, en (5.4) se identifican las incertezas del tipo multiplicativa ya
mencionadas, las cuales se encuentran presentes en la definición de las matrices Ak y Bk.
Estas matrices son consideradas contenidas dentro de un conjunto definido por las siguientes
inecuaciones:

Ak ≤ Ak ≤ Ak, (5.5)

Bk ≤ Bk ≤ Bk, (5.6)

donde Ak ∈ Rnx × Rnx , Bk ∈ Rnu × Rnu son las cotas inferiores y Ak ∈ Rnx × Rnx , Bk ∈
Rnu×Rnu son los límites superiores para las matrices Ak yBk respectivamente. En (5.5) y (5.6)
se utiliza el operador ≤ para establecer una inecuación entre matrices, la cual es definida por
el hecho de aplicar la misma condición de desigualdad componente a componente. Entonces
para el caso general, si se tiene la siguiente desigualdad matricial

A ≤ B, (5.7)

el operador ≤ utilizado entonces denota que se cumple

ai,j ≤ bi,j (5.8)

para todo par de sub-índices (i, j). Aquí, los valores ai,j, bi,j corresponden a todas las com-
ponentes de las matrices A y B respectivamente, indexados por los mismos índices (i, j).

Otros elementos de incertezas a considerar son las del tipo aditiva, las cuales ingresan a la
dinámica del sistema junto con la señal de perturbación externa ωk. El conocimiento que se
tiene de la perturbación externa es el conjunto de valores donde ωk se encuentra contenida,
definido a partir de una expresión matemática similar a la usada para el caso de la incerteza
multiplicativa:

ωk ≤ ωk ≤ ωk, (5.9)

donde ωk ∈ Rnω es el límite inferior y ωk ∈ Rnω es la cota superior para el valor que puede
adquirir ωk. Considerando que ωk puede ser un vector, el operador de desigualdad es aplicado
ahora a vectores. El concepto detrás del operador ≤ presentado previamente para matrices se
mantiene para este caso, siguiendo con la idea de aplicar la misma condición de desigualdad
para cada una de las respectivas componentes que conforman a los vectores.

Posteriormente, los distintos elementos afectados por la presencia de incertidumbre den-
tro de la dinámica del sistema (Ak, Bk y ωk) pueden ser descompuestos en una componente
determinística (o también llamada nominal) y una componente incierta. Para esta descom-
posición, la componente nominal corresponde a los valores asumidos como conocidos en el
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instante k o que dependen de información real que se tiene a disposición en dicho momento,
como por ejemplo las predicciones de Ak+j, Bk+j y ωk+j. Por otro lado, la componente incier-
ta está asociada a los valores que no se pueden estimar en el instante k con la información
disponible, siendo para este caso la diferencia entre las predicciones de Ak+j, Bk+j, ωk+j y
los respectivos valores reales que se presentaran en el futuro1. Esta descomposición de los
elementos descrita queda entonces dada por las siguientes expresiones:

Ak = Âk + Aek, (5.10)

Bk = B̂k +Be
k, (5.11)

ωk = ω̂k + ωek, (5.12)

donde Âk, B̂k, ω̂k son las componentes nominales o predichas previamente y Aek, Be
k, ωek son los

respectivos errores de predicción. Al momento de implementar el problema de optimización
del MPC robusto, las componentes nominales son consideradas como información conocida
en el instante k, mientras que los errores de predicción se asumen como desconocidos.

A partir de la descomposición de los elementos con incertezas, una separación análoga
puede ser realizada para los valores de las variables de estado xk. Aquí se denomina como
sk a la componente nominal, la cual depende solamente de valores conocidos en el instante
actual (Âk, B̂k, ω̂k). Por su parte, la componente incierta del estado denominada como ek
depende entonces de todos los errores de predicción presentes en el modelo del sistema (Aek,
Be
k y ωek). Entonces la descomposición del estado queda finalmente de la siguiente forma:

xk = sk + ek (5.13)

La incerteza multiplicativa presentada en esta formulación puede ser también utilizada pa-
ra ocultar elementos no-lineales presentes en la dinámica del sistema que se planea controlar,
de manera que las matrices Ak, Bk puedan considerar dependencias con las perturbaciones
externas y el estado actual. Debido a la separación de componentes planteada previamente,
los elementos Aek, Be

k pueden englobar toda la incertidumbre multiplicativa presente debido
a los valores de ek y ωek. Por otra parte, el resto de la dinámica del estado asociada a los
componentes nominales puede ser manejada como si fuese lineal, obteniendo los valores no-
minales para Âk, B̂k en cada instante a partir del respectivo punto de operación. Como un
ejemplo de esto se puede mencionar el caso de estudio de esta tesis con el sistema HVAC,
el cual presenta no-linealidades donde el estado y las variables manipuladas se encuentran
multiplicadas y en la formulación esta situación es compensada al considerar la matriz Bk

como variante en el tiempo.

Al considerar todas las predicciones del estado que conforman la formulación del problema
de optimización del MPC robusto (desde xk hasta xk+N), se pueden obtener una serie de
condiciones de igualdad derivadas de la ecuación que rige a la dinámica del sistema (5.4).
En primer lugar, para el valor del estado en el instante actual k se aprecian las siguientes
condiciones de igualdad:

sk = xk, (5.14)
ek = 0, (5.15)

1Esta diferencia suele denominarse como error de predicción
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donde la componente incierta posee un valor nulo, pues el estado nominal sk es definido como
la medición actual y por lo tanto no hay presencia de error. Al tomar las condiciones para
las predicciones futuras del estado xk+j, se derivan las siguientes ecuaciones a partir de la
dinámica descrita por el modelo en (5.4) y la descomposición de sus componentes:

sk+j+1 = Âk+jsk+j + B̂k+juk+j +Dω̂k+j, (5.16)
ek+j+1 = Ak+jek+j + Aek+jsk+j +Be

k+juk+j +Dωek+j, (5.17)

donde sk+j+1 depende solamente de valores conocidos en el instante k.

La dinámica descrita por (5.17) resulta de interés para la implementación del controlador
robusto, pues dicha expresión indica como se espera que evolucione el error de las predic-
ciones del estado calculadas en el problema de optimización con la información que se tiene
disponible en el instante k. En particular, la restricción del sistema mostrada en (5.2) y que
aplicada a los valores futuros de xk, uk adquiere la forma

Fxk+j +Guk+j ≤ h, (5.18)

se ve afectada por los valores de ek+j proyectados para los instantes futuros. Esto se produce
porque si en (5.18) se reemplaza el estado por su respectiva descomposición, la condición de
desigualdad queda de la forma:

Fsk+j + Fek+j +Guk+j ≤ h. (5.19)

Para evitar los casos donde las restricciones relacionadas al estado no se cumplan, se debe
obtener una cota superior para los valores de Fek+j, esto para todos los índices j corres-
pondientes a los instantes dentro del horizonte de predicción. Para la componente incierta
asociada a la predicción k + j se define entonces la respectiva cota superior γk+j, tal que se
cumple la siguiente desigualdad:

Fek+j ≤ γk+j para j = 1, . . . , N. (5.20)

La condición (5.20) no es impuesta para el caso donde j = 0, pues como se muestra en (5.15)
la componente incierta es nula en dicho instante. Al tener en consideración los mayores valores
posibles para Fek+j, el problema de optimización definido por la estrategia de MPC podrá
tomar las acciones necesarias para evitar la violación de las condiciones definidas previamente
por el operador del sistema.

Finalmente, se considera una función objetivo general para el problema de optimización
llamada J(xxx,uuu), donde

xxx = [xTk , . . . , x
T
k+N ], (5.21)

uuu = [uTk , . . . , u
T
k+N−1], (5.22)

son los vectores con las variables de estado y manipuladas a lo largo del horizonte de pre-
dicción. Entonces el problema a resolver para cada instante k a lo largo del tiempo se puede
resumir por la siguiente formulación:

mı́n
sss,uuu

máx
eee
J(sss,eee,uuu)

s.t. Fsk+j+1 +Guk+j+1 + γk+j+1(eee) ≤ h

sk+j+1 = Âk+jsk+j + B̂k+juk+j +Dω̂k+j

j = 0, ..., N − 1
sk = xk,

(5.23)
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donde sss = [sTk , . . . , s
T
k+N ] y eee = [eTk , . . . , e

T
k+N ] son los vectores que contienen los valores

resultantes de la descomposición realizada para cada componente del vector xxx. En (5.23), el
cálculo de los parámetros γk+j+1 depende de las variables eee, siendo su proceso de obtención
explicado en detalle más adelante.

La complejidad de este problema de optimización radica en el hecho de que en cada
instante se deben resolver dos optimizaciones anidadas que se ven mutuamente afectadas, una
minimización de la función objetivo y una maximización del efecto de la componente incierta
del estado. Sin embargo, existen casos donde la formulación del problema de optimización
se puede simplificar al reducir la complejidad asociada a la maximización de la componente
con incertezas. Por ejemplo, en el caso de estudio que se explicará en un capítulo posterior
relacionado al control de un sistema de climatización, la función objetivo del problema de
minimización sólo presenta dependencia del vector uuu, pues en dicha situación la meta principal
es la de reducir el consumo energético. Considerando esto, para el caso de estudio utilizado
en esta tesis, el problema descrito en (5.23) queda reformulado de la siguiente manera:

mı́n
sss,uuu

J(uuu)

s.t. Fsk+j+1 +Guk+j+1 + γk+j+1 ≤ h

sk+j+1 = Âk+jsk+j + B̂k+juk+j +Dω̂k+j

j = 0, ..., N − 1
sk = xk,

(5.24)

donde la maximización queda reducida al cálculo de las cotas γk+j, las cuales serán obtenidas
a partir de la información proporcionada por el ancho de los intervalos de predicción para ωk
(correspondiente al valor estimado de ωek). Viendo desde el punto de vista de las predicciones
para ωk+j, los límites dados por los intervalos difusos quedan definidos de la siguiente manera:

ωk+j = f(ωk+j−1)− αk,jI(ωk+j−1), (5.25)
ωk+j = f(ωk+j−1) + αk,jI(ωk+j−1), (5.26)

donde ωk+j−1 es un vector compuesto por los valores pasados de la señal de perturbación con
respecto al instante k + j, los cuales además actúan como entradas para el modelo difuso y
sus respectivos intervalos. Basados en las expresiones (5.25), (5.26) y en la descomposición
de la perturbación presentada en (5.12), se puede obtener la siguiente condición de igualdad
para la componente nominal de la perturbación ω̂k+j

ω̂k+j = f(ωk+j−1), (5.27)

además de las cotas inferiores y superiores para el rango de valores donde se moverá la
componente incierta de la perturbación externa ωek+j

− αk,jI(ωk+j−1) ≤ ωek+j ≤ +αk,jI(ωk+j−1) para j = 1, . . . , N. (5.28)

Los límites obtenidos para ωek+j a partir de los intervalos difusos son luego utilizados para
calcular los valores de los parámetros de apriete de las restricciones γk+j. Pero se debe tomar
en cuenta antes que el peor caso para la componente Fek+j, el cual define a los distintos
valores γk+j en las restricciones asociadas al estado, no depende únicamente de los valores
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de ωek+j. Según la expresión (5.17), los parámetros de apriete deben depender además de los
límites que contengan a todos los posibles valores de las matrices Aek+j y Be

k+j. Para manejar
esta situación dentro del algoritmo encargado de determinar los valores de γk+j, se denotan
como Iωj , IAj y IBj a los conjuntos definidos por las cotas superiores e inferiores de ωek+j, Aek+j

y Be
k+j respectivamente. Entonces, usando la definición de desigualdad matricial presentada

previamente en (5.7), estos conjuntos pueden ser expresados de la siguiente forma:

Iωj =
{
ωek+j : −αk,jI(ωk+j−1) ≤ ωek ≤ αk,jI(ωk+j−1)

}
, (5.29)

IAj =
{
Aek : Aek+j ≤ Aek+j ≤ A

e

k+j

}
, (5.30)

IBj =
{
Be
k : Be

k+j ≤ Be
k+j ≤ B

e

k+j

}
, (5.31)

debiéndose cumplir esto para j = 1, . . . , N . En este caso, el conjunto Iωj viene definido direc-
tamente de los valores entregados por los intervalos difusos que modelan a las perturbaciones
externas. Por otra parte, IAj y IBj además podrían presentar también dependencia con res-
pecto a las variables del sistema xk+j y uk+j, esto si es que el caso de estudio corresponde a la
situación donde las matrices variables Ak y Bk son utilizadas para ocultar las no-linealidades
del sistema.

Se plantea entonces un algoritmo que se encargue de calcular los parámetros de apriete de
las restricciones asociadas al estado, de manera de que estas consideren los eventuales efectos
negativos al momento de procurar satisfacer las condiciones del sistema, debido a la incerteza
presente en las perturbaciones externas. Para la implementación, se definen los conjuntos Ej
como las regiones de valores posibles que contienen a las respectivas componentes inciertas
del estado ek+j. Estos rangos de valores pueden ser expresados matemáticamente de forma
similar a los conjuntos Iωj , IAj y IBj , quedando definidos como sigue:

Ej =
{
ek+j : ek+j ≤ ek+j ≤ ek+j

}
, para j = 0, . . . , N. (5.32)

La forma de obtener los conjuntos Ej se desprende de la dinámica de la componente
incierta mostrada en (5.17), es necesario utilizar la información dada por Iωj , IAj , IBj y las
variables que afectan a la dinámica del sistema (Las variables de estado descompuestas y las
acciones de control). A partir de (5.17) se desprende además que al ir calculando el conjunto
Ej+1 se necesita la información del conjunto previo Ej, pues el error de predicción del estado
en k + j (ek+j) se debe ir propagando al predecir a más pasos en el futuro.

Considerando todo esto se plantea utilizar una función de conjuntos ϕ(·) que reciba los
rangos de valores dados por Ej, Iωj , IAj , IBj y valores candidatos para las variables principales
que componen al problema de optimización de la estrategia MPC (sk+j y uk+j). Entonces
a partir de esta información, la función ϕ(·) entrega el conjunto Ej+1 donde se moverá la
componente incierta del estado ek+j+1. Finalmente, dentro del algoritmo se implementa el
cálculo de esta función de manera recursiva y se resuelven los respectivos problemas de
maximización de la componente Fek+j dentro de las restricciones asociadas al estado, sujeto
a la condición de que se cumpla que ek+j ∈ Ej. Para comenzar esta recursión, es usado E0 = 0
como conjunto inicial, pues según la ecuación (5.15) ek deberá tener valor nulo. El concepto
detrás de la implementación de esta función de conjuntos ϕ(·) se encuentra basada en algunas
ideas presentadas en el libro de Blanchini y Miani [28]. El algoritmo para obtener los valores
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de los parámetros de apriete γk+j se puede resumir entonces de la siguiente manera:

Algoritmo 5: Cálculo de los parámetros de apriete
Obtener sk+j usando los valores w0

k+l y la secuencia de uk+l, para l = 0, . . . , j − 1;
Se define ek = [0; 0] y el conjunto E0 = {ek};
para j = 0 a N − 1 hacer

Se obtiene el conjunto Ej+1 = ϕ
(
Ej, I

w
j , I

A
j , I

B
j , sk+j, uk+j

)
;

resolver: γk+j+1 = máx
ek+j+1∈Ej+1

{Fek+j+1} ;

fin

Para un caso general, la implementación del algoritmo 1 conlleva una alta complejidad
computacional, esto debido a que el cálculo de la función ϕ(·) necesita la secuencia de valores
para uk+j, los cuales además son también variables de decisión del problema de optimización
principal del MPC presentado en (5.24). A su vez, el problema de optimización necesita los
valores entregados por el algoritmo 1 para poder resolverse, por lo que la implementación
de esta estrategia de control tal como se encuentra formulada hasta ahora se encuentra
supeditada a la capacidad de resolver en paralelo los problemas de maximización de Fek+j y
minimización del MPC.

Para evadir la dificultad presentada, se propone utilizar la estructura del problema de
manera favorable, implementando una función hj(ξ) que reciba el vector

ξj = (sk+j−1, ek+j−1, uk+j−1, ωk+j−1, ωk+j−1), (5.33)

el cual contiene toda la información de las variables del sistema que se pueden disponer a
partir de los datos entregados por los intervalos difusos y las iteraciones que ya se han llevado
a cabo para resolver el problema de optimización principal2. La idea de esta función hj(ξj)
es que realice el cálculo numérico y entregue directamente los valores extremos que puede
adquirir la variable ek+j, de manera que los parámetros de apriete sean obtenidos al evaluar
la expresión:

γk+j = Fhj(ξj). (5.34)

Para uno de los casos de estudio analizados en esta tesis, correspondiente a la aplicación
a sistemas de climatización, aparece como ventaja el hecho de que se puede asumir que la
matriz Aek+j es nula, además de que la matriz Be

k+j depende de los valores ωek+j y hj(ξj).
También las distintas matrices que afectan a la dinámica del sistema controlado (Ak+j, Be

k+j

y D) tendrán todos sus elementos conformados por valores positivos, por lo que la función h
adquiere una estructura parecida a la ecuación (5.17), tomando la forma

hj+1 = Ak+jhj +Be
k+juk+j +Dω∗k+j, (5.35)

donde el elemento ω∗k+j toma los correspondientes valores extremos dados por los intervalos
difusos (−αk,jI o +αk,jI según las restricciones definidas para el sistema). Algunas de las
restricciones definidas para el estado en (5.19) normalmente representarían un límite superior
e inferior para la variable de estado, por lo que los dos valores posibles para ω∗k+j tendrán
que ser eventualmente utilizados.

2Se entiende como el problema de optimización que se busca resolver para un instante k
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Considerando todo lo anteriormente mencionado en esta sección, el problema de optimi-
zación del MPC robusto queda entonces con la siguiente forma

mı́n
uuu

J(uuu)

s.t. Fsk+j+1 + Fhj+1(ξj+1) +Guk+j+1 ≤ h
sk+j+1 = A0

k+jsk+j +B0
k+juk+j +Dω0

k+j

j = 0, ..., N − 1
sk = xk.

(5.36)

Finalmente el MPC robusto propuesto puede ser resuelto utilizando cualquier algoritmo para
resolver problemas de optimización no-lineales. Esta selección se encuentra motivada por el
hecho de que el sistema a controlar presenta no-linealidades en su dinámica, las cuales si bien
son escondidas por las matrices Ak+j y Bk+j, también se presentan en el cálculo de la función
hj(εj).

A continuación, en el Algoritmo 6 se resume como funciona la operación en tiempo real del
controlador predictivo robusto propuesto, usando los valores que se disponen de los intervalos
para la caracterización de la incertidumbre presente en las señales de perturbación externa
que ingresan al sistema controlado.

Algoritmo 6:MPC Robusto Basado en Intervalos Difusos para la Perturbación Externa
para k ∈ N hacer

Estimar ωek+j y ωek+j a partir de los intervalos difusos;
Medir xk;
resolver: (5.36) ;
Aplicar la solución óptima para uk en el sistema;

fin

Pero esta no es la única propuesta para la utilización de intervalos difusos en una estrategia
de control predictivo robusto que se incluye en esta tesis. En la siguiente sección se abordará
la segunda propuesta de formulación para el problema de optimización del MPC, correspon-
diente al caso donde se requiere identificar modelos e intervalos difusos para caracterizar la
evolución de la dinámica del sistema controlado.

5.3. Control basado en intervalos para el estado

En el caso donde no se tiene a disposición la ecuación dinámica exacta del sistema, es
necesario identificar un modelo para poder realizar los cálculos de predicciones de la variable
que se quiere controlar. El hecho de identificar un modelo que no necesariamente coincidirá
exactamente con la dinámica real del sistema, ocasiona una nueva fuente de incerteza que debe
ser considerada al momento de caracterizar al error de predicción. Para lograr esto se puede
proceder a implementar la nueva estructura de intervalos presentada en el capítulo anterior,
la cual fue formulada para modelar sistemas dinámicos en variables de estado, considerando
un estado escalar. Debido a esto, para la formulación del controlador predictivo robusto,
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se considera que en el sistema (5.41) y las restricciones (5.42), nx = 1, es decir, xk ∈ R y
F ∈ Rnc ×R. Basada entonces en la estructura de intervalos presentada en (4.40)-(4.41), los
límites para la perdición de la variable a controlar xk+j vienen dados por:

xk+j =x̂k+j(zk+j−1) + αx,jIx(zk+j−1) + αω,jIω(zk+j−1) +

j−1∑
i=1

(
j−1∏
l=i

afz(zk+l)

)
αω,iIω(zk+i−1),

(5.37)

xk+j =x̂k+j(zk+j−1)− αx,jIx(zk+j−1)− αω,jIω(zk+j−1)−
j−1∑
i=1

(
j−1∏
l=i

afz(zk+l)

)
αω,iIω(zk+i−1).

(5.38)

Estos límites obtenidos pueden ser utilizados para el cálculo de los parámetros de apriete
γk+j, presentes en el problema de optimización definido en (5.24). Basado en (5.37)-(5.38),
se calculan los parámetros de apriete como sigue:

γk+j = |F |

[
αx,jIx(zk+j−1) + αω,jIω(zk+j−1) +

j−1∑
i=1

(
j−1∏
l=i

afz(zk+l)

)
αω,iIω(zk+i−1)

]
, (5.39)

donde |F | ∈ Rnc × R es una matriz que resulta luego de aplicar la función valor absoluto, a
cada uno de los elementos que componen a la matriz F que define a las restricciones (5.2).

Tomando en cuenta las predicciones del estado x̂k+j entregadas por el modelo difuso y los
parámetros de apriete γk+j calculados a partir del ancho que adquiere el intervalo en (5.39),
se reescribe el problema de optimización que define a la estrategia MPC y que es mostrado
en (5.24). El nuevo problema de optimización a resolver es expresado de la siguiente manera:

mı́n
xxx,uuu

J(uuu)

s.t. x̂k+j+1 = f(x̂k+j, uk+j, ω̂k+j)
Fx̂k+j+1(x̂k+j, uk+j, ω̂k+j) + γk+j+1(x̂k+j, uk+j, ω̂k+j) +Guk+j+1 ≤ h

j = 0, ..., N − 1
x̂k = xk,

(5.40)

donde xxx = [x̂k, . . . , x̂k+N ]T es el vector de predicciones del estado y uuu = [uk, . . . , uk+N−1]T

es el vector que contiene a las variables manipuladas que se planean aplicar sobre el sistema
durante el horizonte de predicción.

A continuación, en el Algoritmo 7 se resume la operación en tiempo real del controlador
predictivo robusto propuesto. Este nuevo controlador se diferencia con respecto a la pro-
puesta anterior, descrita en el Algoritmo 6, en que debe considerar una mayor cantidad de
fuentes de incertezas que afectan al cálculo de las predicciones, pues debe contemplar tanto
la incertidumbre debida al error de modelación, como la incerteza presente por el comporta-
miento estocástico de las perturbaciones externas. Como diferencia adicional, se destaca que
esta nueva propuesta de MPC con intervalos para el estado se ajusta a las situaciones donde
se desconocen los valores reales de los parámetros del sistema, a diferencia de la primera
propuesta con intervalos solo para las perturbaciones externas, la cual asume un completo
conocimiento de los los parámetros reales que afectan a la dinámica de la planta a controlar.
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Algoritmo 7: MPC Robusto Basado en Intervalos Difusos para el Estado
para k ∈ N hacer

Estimar predicciones de ωk+j a partir de los intervalos difusos de las
perturbaciones;

Medir estado actual xk;
resolver: (5.40) ;
Aplicar el primer elemento del vector uuu como entrada del sistema;

fin

Como los intervalos difusos usados en esta propuesta están correctamente definidos para
variables unidimensionales, se debe precisar que en los casos donde se busca controlar sistemas
compuestos por más de una variable de estado, se debe definir un modelo e intervalo difuso
distinto para cada variable por separado, siguiendo la misma estructura presentada en esta
propuesta.

Otra situación que se puede presentar y que puede afectar la validez de la estructura
de intervalos propuesta, es que el sistema a controlar siga una dinámica autorregresiva con
variable exógena y orden mayor que uno. Para este nuevo caso, se presenta la siguiente
formulación de MPC robusto, la cual se encuentra basada en la extensión para modelos
autorregresivos, de la estructura de intervalos presentada en el capítulo previo.

5.4. Control basado en intervalos para modelos
autorregresivos con variable exógena

Tomando en cuenta la extensión a modelos autorregresivos de las herramientas de mode-
lación por intervalos presentadas en el capítulo previo, se considera que el sistema a controlar
sigue una ecuación dinámica basada en (4.44), de la forma

yk = f(yk−1yk−1yk−1,uk−1uk−1uk−1,ωk−1ωk−1ωk−1), (5.41)

donde yk ∈ R es la salida del sistema, e yk−1yk−1yk−1, uk−1uk−1uk−1, ωk−1ωk−1ωk−1 son los mismos vectores de regresores
presentados en (4.46)-(4.48). Para el problema de optimización a resolver, se considera que
los valores futuros de yk y uk deben satisfacer

Fyk+j +Guk+j ≤ h, (5.42)

donde F ∈ Rnc × R, G ∈ Rnc × Rnu y h ∈ Rnc × R son las matrices que definen a las nc
restricciones que condicionan al sistema.

Para este caso, donde el sistema sigue una dinámica autorregresiva dada por (5.41), se
utiliza la extensión de la estructura de intervalo propuesta. Considerando esto, los límites del
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intervalo identificado para la salida futura del sistema yk+j, vienen dados por

yk+j =ŷk+j(zk+j−1) + αy,jIy(zk+j−1) +

j∑
i=1

αω,iIω(zk+i−1), (5.43)

y
k+j

=ŷk+j(zk+j−1)− αy,jIy(zk+j−1)−
j∑
i=1

αω,iIω(zk+i−1). (5.44)

De manera similar a lo realizado en el caso con modelos en variables de estado, los límites
(5.43)-(5.44) son utilizados para el cálculo de los parámetros γk+j, presentes en el problema
de optimización para apretar la restricción (4.45). Basado en esto, se calculan los parámetros
de apriete como:

γk+j = |F |

[
αy,jIy(zk+j−1) +

j∑
i=1

αω,iIω(zk+i−1)

]
. (5.45)

donde |F | ∈ Rnc × R es una matriz que resulta luego de aplicar la función valor absoluto, a
cada uno de los elementos que componen a la matriz F que define a las restricciones (5.42).
Considerando entonces las predicciones ŷk+j entregados por el modelo difuso y los parámetros
de apriete calculados en (5.45), el problema de optimización que define a la estrategia MPC
queda expresado de la siguiente manera:

mı́n
yyy,uuu

J(uuu)

s.t. ŷk+j+1 = f(ŷk+j, uk+j, ω̂k+j)
F ŷk+j+1(ŷk+j, uk+j, ω̂k+j) + γk+j+1(ŷk+j, uk+j, ω̂k+j) +Guk+j+1 ≤ h

j = 0, ..., N − 1
ŷk = yk,

(5.46)

donde yyy = [ŷk, . . . , ŷk+N ]T es el vector con las predicciones de la salida del sistema y
uuu = [uk, . . . , uk+N−1]T es el vector que contiene a las variables manipuladas que se pla-
nean aplicar durante el horizonte de predicción. Finalmente, esta variante para el control
predictivo robusto se resuelve de la misma manera que el caso de intervalos para la variable
de estado, siguiendo los mismos pasos expuestos en el Algoritmo 7.

5.5. Discusión

En este capítulo se ha presentado en primer lugar el planteamiento del problema de con-
trol para un sistema no-lineal general, afectado por señales de perturbación externa y por
condiciones que deben cumplir sus variables de estado y manipuladas. A partir de este plan-
teamiento, se identifican dos estrategias a seguir para formular la implementación del MPC
robusto.

La primera formulación mencionada en este capítulo corresponde al caso donde se tiene
disponible la ecuación dinámica exacta de la planta a controlar. Haciendo uso de dicho modelo
para el cálculo de las predicciones del estado, se identifica como única fuente de incerteza a
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la señal de perturbación externa ωk, la cual se asume con comportamiento estocástico. Para
comprender las ideas detrás de la formulación que sólo utiliza la incertidumbre caracterizada
para ωk, se plantean las nociones de separación de componente nominal e incierta de las
predicciones. Esta separación es desarrollada bajo una ecuación dinámica que emula a los
sistemas lineales en variables de estado, ocultando los comportamientos no-lineales del sistema
en las matrices Ak y Bk, las cuales son consideradas para este fin como variantes en el tiempo.
De esta separación de componentes se logra obtener una expresión para la función γ, la cual
se encarga de calcular los parámetros de apriete de las restricciones impuestas en el problema
de optimización, siendo necesaria para llevar a cabo la implementación del controlador.

La segunda formulación mencionada en este capítulo, surge como alternativa para el caso
donde no se tiene disponible el modelo exacto del sistema, donde se vuelve necesario identificar
un nuevo modelo para la variable que se busca controlar. La inclusión de este nuevo modelo,
se traduce en una nueva fuente de incerteza que se debe considerar al momento de calcular
las predicciones del estado. Debido a esto, se formuló un controlador predictivo robusto que
hiciera uso de las propuestas de estructura de intervalos presentadas en el capítulo anterior,
las cuales fueron concebidas para modelar a los sistemas dinámicos, teniendo en cuenta a
las diferentes fuentes de incertidumbre que pueden afectar al cálculo de predicciones. Esta
formulación para el controlador indica que las nueva estructura de intervalos propuesta en
el capítulo anterior, son utilizadas en la ecuación que define a la función γ que calcula a los
parámetros de apriete, permitiendo así la implementación del MPC robusto.

La formulación del controlador presentada para el caso con modelos en variables de estado
se encuentra bien definida para el caso donde el estado del sistema es unidimensional. En caso
de buscar controlar varias variables de estado de un sistema más complejo, la implementación
resulta similar a la descrita en este capítulo, debiendo sin embargo definir modelos e intervalos
difusos diferentes para cada variable del sistema, lo cual complejiza de manera importante
la implementación del controlador. Una problemática que también se puede dar en este
último caso es que no necesariamente todas las variables de estado son accesibles (medibles),
por lo que la implementación del controlador predictivo robusto se complejiza aun más en
dichos escenarios. Otra situación que se puede presentar y que puede afectar la validez de
la formulación basada en la estructura de intervalos para la variable de estado, es que el
sistema a controlar siga una dinámica autorregresiva de orden mayor que uno. Debido a esto,
el capítulo finaliza presentando la extensión de la formulación del MPC robusto, basándose
ahora en las herramientas de modelación por intervalos que fueron diseñadas en el capítulo
anterior para modelos autorregresivos con variable exógena y orden mayor que uno.

Con las distintas propuestas de formulación para MPC robusto vistas en este capítulo,
ya se puede proceder a las pruebas para corroborar su correcto funcionamiento al momento
de controlar sistemas no-lineales. Con esta finalidad se plantean diferentes casos de estudio
a abordar en esta tesis, los cuales van desde la implementación para un sistema no-lineal
en variables de estado (incluyendo también como variante a la extensión basada en modelos
autorregresivos) hasta un caso más aplicado, correspondiente al control de un sistema de
climatizacion. En los capítulos que siguen a continuación, se procederá a describir en detalle
los distintos casos de estudio planteados en este trabajo de tesis.
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6 Caso de Estudio: Sistemas Dinámicos
No-Lineales

En este capítulo se presentan las pruebas de las distintas propuestas diseñadas en esta
tesis para la modelación y control robusto de sistemas dinámicos. Para ello, se definen unos
sistemas no-lineales simples, los cuales servirán como caso de estudio general, permitiendo
verificar a partir de resultados de simulación los beneficios que trae la implementación de las
diferentes propuestas presentadas en los capítulos previos.

El capítulo se organiza como sigue: en primer lugar se presenta un sistema simple no-lineal
definido en variables de estado, el cual se encuentra afectado por una señal de perturbación
externa. Luego se indica cuales fueron los métodos seleccionados para caracterizar la incer-
tidumbre de la perturbación y la variable de estado, presentando los respectivos resultados.
Posteriormente se presenta una comparación de resultados entre las diferentes estrategias de
control propuestas en este trabajo.

Finalmente, considerando la extensión de las propuestas a sistemas autorregresivos más
complejos presentada en el capítulo previo, se presentan los resultados de modelación y
control llevadas a cabo para un segundo sistema no-lineal, el cual posee una dinámica del
tipo autorregresiva, con variables exógenas y con orden mayor a uno.

6.1. Planteamiento del sistema en variables de estado

Para estudiar la eficacia de los intervalos propuestos para caracterizar la incertidumbre
y corroborar el funcionamiento de las estrategias de control predictivo robusto presentadas
en esta tesis, se considera un caso de estudio simple. El sistema que se busca controlar se
encuentra descrito por la siguiente dinámica no-lineal

xk+1 = axk + buk + dωk + auxkuk + duukωk, (6.1)

donde xk ∈ R es la variable de estado, uk ∈ R es la variable manipulada y ωk ∈ R es
la señal de perturbación externa. Los valores numéricos de los parámetros que definen el
comportamiento de (6.1) son: a =0.85, b =0.35, d =2, au = −0.15 y du =0.01. El sistema que
se busca controlar se considera sujeto a la restricción

− 1 ≤ uk ≤ 1. (6.2)
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La señal ωk que ingresa a (6.1), actúa como una fuente de incerteza externa que afecta
a la dinámica del sistema. De manera de emular una situación de sistema real, ωk debe
presentar un comportamiento estocástico, y a la vez tiene que seguir una cierta ecuación
dinámica (asumida como desconocida), esto para que posteriormente puedan identificarse
modelos predictivos que estimen sus valores futuros.

La señal ωk es generada entonces utilizando un filtro autorregresivo no-lineal, el cual recibe
una señal aleatoria ηk como entrada exógena. La dinámica del filtro viene dada por

ωk = a1ωk−1 + a2ωk−2 + a3ωk−3 + a12ωk−1ωk−2 + a23ωk−2ωk−3 + b1ηk, (6.3)

donde a1 =0.4, a2 =0.3, a3 =0.1, a12 =0.01, a23 = −0.2 y b1 =0.6. La señal de entrada
aleatoria ηk sigue una distribución de probabilidad normal (denominada también gaussiana),
con media µ = 0,5 y varianza σ2 = 0,003. Se considera que la señal η tiene un tiempo
de muestreo tres veces superior al del sistema (6.1), es decir, η cambia su valor cada tres
instantes discretos. En la Figura 6.1 (gráfica superior), se muestra un ejemplo de la señal
aleatoria ηk ingresada al filtro no-lineal y en el gráfico inferior es mostrada la respectiva señal
ωk generada.

Figura 6.1: Generación de la señal ωk.

Para el sistema (6.1), se plantea como objetivo de control el realizar un seguimiento de
referencia entorno a una señal r(k), permitiendo una cierta banda de tolerancia. Este objetivo
es implementado como una condición para xk en el problema de optimización, de la forma

r(k) ≤ xk ≤ r(k), (6.4)

donde r(k) y r(k) son los límites inferior y superior de la banda de tolerancia, los cuales
serán visualizados en las simulaciones. Los controladores predictivos propuestos en esta tesis
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son implementados, considerando el objetivo de satisfacer (6.4) en la mayoría de los casos.
Para lograr esto, se establece un valor objetivo para la fracción de casos en los cuales se
desea satisfacer la banda de referencia, el cual será utilizado para elegir la probabilidad de
cobertura a utilizar durante el entrenamiento de los diferentes intervalos difusos.

Otro objetivo que se busca cumplir con este tipo de estrategias de control es la minimiza-
ción del consumo energético del sistema. Para lograr la minimización de la energía consumida,
se plantea como función objetivo del problema de optimización la siguiente función cuadrática

J =
N−1∑
j=0

u2
k+j, (6.5)

la cual solo minimiza la energía asociada a la variable manipulada. Los valores del estado
xk no son incluidos en (6.5), por lo tanto, sus valores son manejados por el problema de
optimización solamente mediante la inclusión de (6.4) en el problema de optimización.

Para poder realizar las pruebas de modelación y control sobre el sistema definido, antes
se debe identificar un modelo de predicción para señal de perturbación externa ωk. Debido
a que ωk actúa como una fuente externa de incertidumbre para el sistema debido a su com-
portamiento estocástico, también se deben obtener los respectivos intervalos que caractericen
la incerteza asociada a las predicciones calculadas con el modelo obtenido. Por esto, en la
siguiente sección se tratará el tema de la modelación mediante intervalos difusos de ωk.

6.2. Modelación mediante intervalos de la perturbación
externa

Para la posterior implementación de los intervalos y controladores propuestos, es necesario
disponer de predicciones para las perturbaciones futuras. Debido a esto, en esta sección, se
plantea la utilización de un modelo difuso Takagi & Sugeno (3.29) obtenido para predecir ωk
a un paso y el respectivo intervalo de predicción asociado, obtenido mediante el método de
la covarianza (3.47)-(3.48).

La estructura del modelo fue optimizada, utilizando como variables de entrada a los mis-
mos regresores ωk−1, ωk−2, ωk−3 presentes en (6.3) y seleccionando el número de clusters óp-
timo que minimiza el error de predicción obtenido en la base de datos de prueba. A partir
del modelo difuso obtenido, se calculan las predicciones a j pasos, con j = 1, . . . , N , y se
implementan los respectivos intervalos basados en el método de la covarianza, utilizando la
formulación con parámetros de sintonía αj que solo varían en función del paso de predicción
j. En este punto, dos variantes se propusieron para la implementación de intervalos, por una
parte se consideró una probabilidad de cobertura fija cp = 0,9, esto para j = 1, . . . , N . La se-
gunda variante consiste en la implementación de los intervalos con probabilidad de cobertura
decreciente definida en (4.8), con cpi = 0,9, cpf = 0,1 y N = 15.

Los resultados de las métricas de desempeño RMSE, PICP y PINAW, para los intervalos
encontrados para ambas variantes, son mostradas en las Tablas 6.1 y 6.2.

64



Tabla 6.1: Resultados intervalos con cobertura fija para perturbación externa

Conjunto de entrenamiento Conjunto de validación
Pasos 1 5 10 15 1 5 10 15

RMSE [-] 0.024 0.051 0.051 0.051 0.023 0.051 0.051 0.051
PICP [%] 90.01 90.00 90.00 90.00 90.46 90.14 89.71 89.67

PINAW [%] 16.92 38.53 37.85 37.83 17.48 39.76 39.05 39.04

Tabla 6.2: Resultados intervalos con cobertura decreciente para perturbación externa

Conjunto de entrenamiento Conjunto de validación
Pasos 1 5 10 15 1 5 10 15

RMSE [-] 0.024 0.051 0.051 0.051 0.023 0.051 0.051 0.051
PICP [%] 90.01 48.06 21.93 10.01 90.46 48.33 22.02 9.94

PINAW [%] 16.92 14.73 6.27 2.86 17.48 15.20 6.47 2.95

A partir de las Tablas 6.1 y 6.2, se puede verificar que las probabilidades de cobertura
impuestas en el conjunto de entrenamiento son alcanzadas en el de validación, esto con un
cierto margen de tolerancia, para ambas variantes implementadas. El valor registrado para
el RMSE refleja un incremento importante de la incerteza del modelo en los primeros pasos
de predicción, estabilizándose posteriormente para pasos mayores a 5. Esta situación se debe
a que las mediciones reales de la señal ωk se mueven en un rango acotado de valores, por
lo que el error de predicción también se debe encontrar limitado, en función de los valores
extremos que adquiere la señal modelada. Este incremento del error de predicción es reflejado
también por el ancho del intervalo medido por el PINAW para el caso con probabilidad de
cobertura fija, alcanzado valores cercanos al 40%. La obtención de intervalos muy anchos
pueden generar dificultades relacionadas a la factibilidad del problema de optimización del
control predictivo, por lo que se vuelve importante reducir los valores de PINAW. En las
Figuras 6.2 y 6.3 se muestran los gráficos de los intervalos obtenidos a lo largo del horizonte
de predicción, utilizando cobertura fija y decreciente respectivamente, esto para un cierto
instante simulado k.
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Figura 6.2: Intervalo de predicción para ωk con cobertura fija

Figura 6.3: Intervalo de predicción para ωk con cobertura decreciente

De los resultados mostrados en la Tabla 6.2 y la comparación de las Figuras 6.2 y 6.3,
se comprueba la efectividad de implementar la probabilidad de cobertura decreciente para
reducir los anchos de intervalos para pasos de predicción grandes. El efecto de implementar
esta nueva estrategia puede resultar de importancia en situaciones límites donde hay riesgo
de infactibilidad en el problema de optimización del MPC. La selección de la variante más
adecuada se debe realizar a posteriori, luego de dimensionar el real efecto que tiene la uti-
lización de una u otra estrategia en los resultados de implementación de las estrategias de
control.

Antes de proceder a implementar las estrategias de control propuestas, se debe primero
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identificar un modelo para el sistema en variables de estado, dando uso para ello de las
formulaciones de modelación descritas en el capítulo anterior.

6.3. Modelación mediante intervalos de la dinámica del
sistema

Para el sistema no-lineal (6.1), se propone identificar un modelo difuso en variables de
estado que tenga una estructura similar a la mostrada en (4.11). La implementación de los
respectivos intervalos se lleva a cabo utilizando en primera instancia una probabilidad de
cobertura fija cp =0.9, a lo largo del horizonte de predicción.

Se procede entonces a comparar las dos formulaciones de intervalos presentadas en el
capítulo anterior para el caso de modelos difusos basados en variables de estado: los intervalos
con parámetros de sintonía αx,j, αω,j separados y la variante con un parámetro global αj
(donde αj = αx,j = αω,j). Las Tablas 6.3 y 6.4 muestran los resultados obtenidos para ambas
variantes de intervalos propuestas.

Tabla 6.3: Resultados intervalos de estado con parámetros de sintonía separados

Conjunto de entrenamiento Conjunto de validación
Pasos 1 5 10 15 1 5 10 15

RMSE [-] 0.049 0.281 0.365 0.382 0.049 0.284 0.372 0.388
PICP [%] 90.01 90.02 90.01 90.02 90.41 89.43 89.60 89.65

PINAW [%] 0.97 5.72 7.41 7.72 1.13 6.62 8.58 8.93

Tabla 6.4: Resultados intervalos de estado con parámetros de sintonía globales

Conjunto de entrenamiento Conjunto de validación
Pasos 1 5 10 15 1 5 10 15

RMSE [-] 0.049 0.281 0.365 0.382 0.049 0.284 0.372 0.388
PICP [%] 90.01 90.02 90.00 90.00 90.48 89.48 89.65 89.65

PINAW [%] 0.97 5.71 7.39 7.71 1.12 6.61 8.55 8.92

Los resultados obtenidos con ambas formulaciones fueron similares, ambos logrando las
probabilidades de coberturas requeridas en el conjunto de validación, mientras se mantuvo
el ancho del intervalo acotado en un valor aparentemente pequeño (presentando un PINAW
inferior a 10%). La similitud de resultados significa que ninguna de las propuestas es noto-
riamente mejor que la otra, por lo tanto ambas pueden ser implementadas en la estrategia de
control predictivo. Debido a la mayor simplicidad del proceso de entrenamiento y sintoniza-
ción que significa el utilizar los parámetros de sintonía globales, se escoge dicha formulación
para llevar a cabo las posteriores pruebas de simulación.

Antes de proseguir con la implementación del control predictivo diseñado, se verifica la
efectividad de la propuesta de sintonización con probabilidad de cobertura decreciente para
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el caso de modelación de estado. Esto debe ser realizado, pues a pesar de obtener valores
de PINAW bajos, los anchos de intervalos pueden aún provocar casos de infactibilidad en
el problema de optimización. Posteriormente en este capítulo, se verá que si se producen
problemas de infactibilidad en el controlador MPC, al utilizar intervalos con cobertura fija,
lo que justifica la implementación de las variantes de intervalos con cobertura decreciente
llevadas a cabo en este punto.

Usando la estructura de intervalos con parámetros globales dados por (4.42)-(4.43), se
presentan en la Tabla 6.5 los resultados al utilizar la probabilidad de cobertura decreciente
obtenida a partir de (4.8), considerando cpi =0.9, cpf =0.1 y N = 15. Además se incluye
en las Figuras 6.4 y 6.5 los gráficos de los intervalos de predicción obtenidos en un cierto
instante k, a lo largo del horizonte de predicción, esto para ilustrar la disminución del ancho
resultante.

Tabla 6.5: Resultados intervalos de estado con cobertura decreciente

Conjunto de entrenamiento Conjunto de validación
Pasos 1 5 10 15 1 5 10 15

RMSE [-] 0.049 0.281 0.365 0.382 0.049 0.284 0.372 0.388
PICP [%] 90.01 48.06 21.94 10.02 90.48 47.74 21.82 9.60

PINAW [%] 0.97 2.18 1.23 0.57 1.12 2.53 1.42 0.66

Figura 6.4: Intervalo de predicción para xk con cobertura fija
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Figura 6.5: Intervalo de predicción para xk con cobertura decreciente

Se puede observar que, similar a lo ocurrido con la modelación de la perturbación externa,
los anchos de intervalos logran ser reducidos al implementar la probabilidad de cobertura
decreciente. Esta reducción es más notoria al observar los resultados obtenidos a más pasos
en el futuro, en la comparación entre las Tablas 6.4 y 6.5. Evitar anchos grandes para los
intervalos obtenidos a mayores pasos de predicción, se traduce en una disminución del riesgo
de presentar situaciones infactibilidad en la optimización llevada a cabo en el controlador
MPC. Esto se identifica como el principal beneficio potencial de la implementación de los
controladores propuestos. Para verificar este beneficio, a continuación se presentarán los re-
sultados de simulación de los distintos controladores propuestos en esta tesis para el caso de
control del sistema no-lineal en variables de estado.

6.4. Implementación de controladores propuestos

En esta sección se muestran los resultados de las dos formulaciones de control predictivo
robusto, propuestas en el capítulo anterior, aplicándolas sobre el sistema no-lineal descrito en
(6.1). Por una parte, la primera formulación propuesta corresponde al MPC robusto basado
en intervalos para la perturbación, presentado en el Algoritmo 6. Esta formulación considera
el completo conocimiento de la ecuación dinámica que rige al sistema y propaga la incerteza
de la señal de perturbación a través del modelo conocido del sistema. La segunda formulación
corresponde al MPC robusto basado en intervalos para el estado, presentado en el Algoritmo
7. Este controlador, a diferencia del anterior, considera que la ecuación dinámica que rige al
sistema es desconocida, por lo que se deben utilizar los intervalos propuestos que manejan
tanto las incertezas propias del modelo identificado, como la incertidumbre presente en las
predicciones de la señal de perturbación externa.

Para la implementación de la primera alternativa, denotada a partir de aquí como RMPC-
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ω, se considera la utilización de la incerteza obtenida para la perturbación con cobertura de-
creciente. Para este controlador, se obtiene como resultado la siguiente curva para la variable
controlada, mostrada en la Figura 6.6.

Figura 6.6: Implementación de MPC con propagación de la incerteza

Si bien se aprecia que la variable controlada se mantiene la mayor parte del tiempo dentro
de la banda de referencia, se identifican ciertos instantes en la Figura 6.6 donde la varia-
ble controlada presentó un comportamiento errático (en particular, cuando k ∈ [60, 110] y
k ∈ [240, 350]). Esta situación se debe a la presencia de casos infactibles en el problema de
optimización, los cuales ocurren debido a que el intervalo resulta más ancho que el rango
de valores definido como restricción del sistema en (6.4). Para ilustrar esta situación, en la
Figura 6.7 se muestra el ancho del intervalo a lo largo del horizonte de predicción, calculada
en un cierto instante k, donde se presentó el problema de infactibilidad.
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Figura 6.7: Intervalo de estado dado por propagación de la incerteza externa

Para la segunda formulación del controlador mencionada en esta sección, correspondiente
al MPC robusto basado en intervalos para el estado, se utilizan dos clases de intervalos,
los sintonizados con probabilidad de cobertura fija (para este caso, el controlador se denota
como MPC-FI90) y los obtenidos con cobertura decreciente (en este otro caso, el controlador
se denota como MPC-FI). En la Figura 6.8 se incluye el gráfico obtenido para la variable
controlada al usar el MPC-FI90.

Figura 6.8: Resultados de implementación para RMPC-FI90

En esta implementación se presentaron problemas similares a los obtenidos con el con-
trolador con propagación de la incerteza. Casos infactibles debido al ancho de los intervalos,
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ocurrieron en los instantes donde k ∈ [60, 110] y k ∈ [240, 350]. Para ilustrar esta situación,
de manera similar a lo hecho en el caso previo, se incluye en la Figura 6.9 la evolución del
intervalo a lo largo del horizonte de predicción, esto para el mismo instante k usado para la
Figura 6.7.

Figura 6.9: Intervalo de estado con cobertura fija

Por otro lado, en las Figuras 6.10 y 6.11 incluyen los resultados de la implementación del
controlador MPC-FI, el cual utiliza los intervalos con probabilidad de cobertura decreciente,
mostrando a la variables controlada y manipulada respectivamente.

Figura 6.10: Resultados de implementación para RMPC-FI
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Figura 6.11: Variable manipulada con RMPC-FI

En esta implementación, los problemas de infactibilidad presentados previamente logran
ser completamente evitados, verificando la efectividad de la propuesta de cobertura decre-
ciente para mantener a los intervalos de estado lo suficientemente acotados. Para ilustrar
esto, se presenta en la Figura 6.12 la evolución del intervalo a lo largo del horizonte de pre-
dicción para el mismo instante k utilizado en las Figuras 6.7 y 6.9, esto para poder contrastar
adecuadamente con lo obtenido en los casos anteriores.

Figura 6.12: Intervalo de estado con cobertura decreciente

Para fines comparativos, una estrategia de control adicional es considerada para ser con-
trastada con las propuestas presentadas. En la Figura 6.13 se presenta el resultado de la
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implementación del control predictivo clásico (denominado también como determinístico, y
denotado como MPC), el cual solamente hace uso de las predicciones del modelo y no utiliza
intervalo alguno.

Figura 6.13: Implementación de MPC determinístico

La Figura 6.13 refleja una baja importante en la satisfacción de la restricción para xk, con
respecto a lo obtenido en las implementaciones previas, la cual se evidencia con una mayor
claridad en los resultados comparativos a mostrar próximamente en la Tabla 6.6.

El nivel de cumplimiento de las restricciones, el consumo energético medido por la función
objetivo, el costo computacional dimensionado a partir del tiempo promedio ocupado por el
algoritmo y el porcentaje de casos infactibles presentados en la optimización, son aspectos de
interés al momento de realizar una comparación de los distintos controladores implementados.
Debido a esto, se incluye en la Tabla 6.6 los resultados de dichos valores para todas las
implementaciones mencionadas previamente.

Tabla 6.6: Comparación entre MPC implementados

Satisfacción de
restricciones [%]

Función
objetivo [-]

Tiempo de iteración
promedio [seg]

Casos de
infactibilidad [%]

RMPC-FI 96.75 38.22 4.97 0.00
RMPC-FI90 94.25 56.54 79.00 85.00
RMPC-ω 90.75 58.16 62.45 92.50
MPC 61.25 36.52 5.39 0.00

A partir de los resultados obtenidos, se evidencia una mejora al usar las diferentes estra-
tegias de MPC robusto con respecto al MPC determinístico, en términos de la proporción de
casos donde las restricciones impuestas sobre xk son cumplidas. A pesar del incremento en el
valor de la función de costos presentado por el controlador RMPC-FI con respecto al MPC
determinístico, se destaca el beneficio que significa cumplir las restricciones en una mayor
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cantidad de casos, evitando un aumento de la misma magnitud que la presentada con los
controladores RMPC-FI90 y RMPC-ω. Desde el punto de vista del costo computacional, se
evidencia un aumento importante en algunas de las implementaciones, debiéndose principal-
mente a la ocurrencia de situaciones de infactibilidad que el algoritmo demoraba en tratar
de resolver.

Para el algoritmo de optimización, el disponer de una región más pequeña de posibles
soluciones, puede provocar que para ciertos instantes la optimización sea resuelta más rápido.
Este hecho permite explicar la disminución del tiempo de iteración promedio obtenida para
el RMPC-FI, donde la zona de factibilidad es reducida por los parámetros de apriete, con
respecto al tiempo de iteración obtenido por el MPC determinístico. Se destaca que este
efecto es también posible, gracias a que la utilización del controlador propuesto no aumenta
el orden de complejidad del problema de optimización a resolver, a pesar de involucrar una
optimización compuesta por más variables.

El aumento del nivel de satisfacción de restricciones logrado por el RMPC-FI, en compa-
ración al valor obtenido por el MPC determinístico, refleja la efectividad de las propuestas de
modelación por intervalos presentada en esta tesis. El controlador RMPC-FI logra cumplir
en más instantes las restricciones del sistema, sin la necesidad de presentar mayores variacio-
nes en la función objetivo y el tiempo de iteración promedio, esto con respecto a los valores
obtenidos en el caso determinístico. En este punto, el mal desempeño del RMPC-FI90 de-
bido a los casos de infactibilidad, confirma también la importancia de la utilización de la
probabilidad de cobertura decreciente, pues la utilización de esta noción, permitió evitar
satisfactoriamente la ocurrencia de casos infactibles en el problema de optimización.

Ahora, se procederá a analizar el funcionamiento de las otras propuestas presentadas en el
capítulo previo, las cuales fueron ideadas para sistemas del tipo autorregresivo con variable
exógena. Debido a esto, a continuación se planteará un segundo sistema a controlar, el cual
funciona como una extensión del caso de estudio actual.

6.5. Extensión a sistemas autorregresivos con variable
exógena

Con el propósito de estudiar la extensión de la propuesta de control predictivo robusto
para sistemas autorregresivos con variable exógena, se presenta el siguiente sistema no-lineal

yk+1 = a1yk + a2yk−1 + b1uk + b2uk−1 + d1ωk + d2ωk−1 + a12ykyk−1 + au1ykuk
+au2yk−1uk−1 + aωykωk−1 + bωukωk,

(6.6)

con yk ∈ R siendo la salida del sistema, uk ∈ R la variable manipulada y ωk ∈ R la pertur-
bación externa. Los valores numéricos de los parámetros que definen el comportamiento del
sistema son: a1 = 0.8, a2 = 0.2, a12 = −0.05, au1 = 0.2, au2 = 0.1, b1 = 1, b2 = 0.05, d1 = 1.5,
d2 = 0.07, aω = −0.15 y bω = −0.03.

El sistema (6.6) se encuentra sujeto a la misma restricción (6.2) que fue impuesta para
la variable manipulada del sistema anterior. El objetivo de control sigue siendo el mismo
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definido para el caso anterior, usando una banda de referencia invocada como la condición

r(k) ≤ yk ≤ r(k), (6.7)

mientras se minimiza la energía de control dada por (6.5). Adicionalmente, la misma señal
ωk modelada previamente es utilizada como perturbación externa de (6.6), por lo tanto, no
es necesario repetir el proceso de obtención de modelos de predicción para ω̂k+j.

Para modelar (6.6), se plantea la identificación de un modelo difuso Takagi & Sugeno,
siguiendo la formulación presentada en (4.51), la cual se encuentra focalizada para la mode-
lación de sistemas del tipo autorregresivo con variable exógena. La estructura del modelo es
optimizada, considerando los mismos autorregresores que componen a la dinámica descrita
en (6.6) y seleccionando el número de clusters óptimo que minimiza el error de predicción
obtenido en la base de datos de prueba.

Basándose en el análisis llevado a cabo para el caso donde se modeló el sistema en variables
de estado no-lineal, directamente se procede a implementar los intervalos difusos que siguen
el esquema de sintonización que considera la utilización de un parámetro global, los cuales
están descritos por los límites (4.54)-(4.55). Las Tablas 6.7 y 6.8 muestran los resultados ob-
tenidos al utilizar los intervalos (4.54)-(4.55) con probabilidad de cobertura fija y decreciente
respectivamente.

Tabla 6.7: Resultados de intervalos para yk con cobertura fija

Conjunto de entrenamiento Conjunto de validación
Pasos 1 5 10 15 1 5 10 15
RMSE 0.079 0.116 0.108 0.108 0.080 0.118 0.111 0.111

PICP (%) 90.01 90.03 90.00 90.06 89.89 89.81 89.83 89.72
PINAW (%) 3.38 5.05 4.70 4.68 3.31 4.93 4.59 4.56

Tabla 6.8: Resultados de intervalos para yk con cobertura decreciente

Conjunto de entrenamiento Conjunto de validación
Pasos 1 5 10 15 1 5 10 15
RMSE 0.079 0.116 0.108 0.108 0.080 0.118 0.111 0.111

PICP (%) 90.01 48.11 22.11 10.26 89.89 47.40 21.03 10.27
PINAW (%) 3.38 1.88 0.75 0.34 3.31 1.84 0.74 0.33

En los resultados mostrados en las Tablas 6.7 y 6.8 se identifica un error de predicción
que crece en los primeros pasos de predicción, para luego disminuir levemente y finalmente
terminar estabilizándose. La ocurrencia de esta situación se encuentra influenciada por el
efecto similar presentado durante la modelación de la perturbación externa, donde el error
obtenido se estabilizó en un valor fijo, esto luego de haber aumentado el paso de predicción.
Debido a esta situación, el ancho del intervalo medido por el PINAW se mantiene con valores
aparentemente pequeños cuando se usan los intervalos con cobertura fija. Sin embargo, la
necesidad de implementar la cobertura decreciente sigue estando presente, esto debido al
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hecho de que para este caso de estudio, el presentar un PINAW cercano a 5% significa una
mayor probabilidad de presentar infacibilidad en el problema de optimización. Esto último se
debe a que la restricción (6.7) define un rango de valores con un ancho cercano al equivalente
de un intervalo que presenta un 5% de PINAW. Los resultados mostrados en la Tabla 6.8,
verifican la efectividad de la implementación de la probabilidad de cobertura decreciente para
reducir los anchos de intervalos cuando el paso de predicción ya es grande.

Para ambas implementaciones (con cobertura fija y decreciente), se puede destacar que el
intervalo fue capaz de alcanzar los valores de cobertura impuestos durante el entrenamiento
en la base de validación, esto con un pequeño margen de error. Usando estos intervalos, se
procede a implementar la extensión del controlador propuesto en el Algoritmo 7, la cual esta
enfocada en la aplicación a modelos del tipo autorregresivo. Se identifican es este punto, dos
implementaciones diferentes del controlador, basadas en si utilizaban los intervalos obtenidos
con cobertura fija (RMPC-FI90) o los sintonizados con cobertura decreciente (RMPC-FI).
La Figura 6.14 muestra la salida del sistema al ser controlada con la estrategia RMPC-FI90.

Figura 6.14: Implementación de RMPC-FI90 aplicado al caso autorregresivo

En esta implementación, del total de 400 instantes simulados, un total de 26 problemas de
optimización resultaron infactibles. Esto provocó que la variable controlada mostrada en la
Figura 6.14, presentará un comportamiento errático similar al obtenido en el caos de control
del sistema en variables de estado (ver por ejemplo el comportamiento de yk en la Figura 6.14
cuando k ∈ [170− 200]). Los casos de infactibilidad ocurrieron debido al mismo motivo que
se presentó en el caso de control del sistema en variables de estado, el ancho de los intervalos
resultó más grande que la banda de referencia impuesta. Para ilustrar esta situación, se
incluye en la Figura 6.15 la evolución del intervalo a lo largo del horizonte de predicción, esto
para un instante k donde la optimización resultó infactible.
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Figura 6.15: Intervalo de yk con cobertura fija

En lo mostrado en la Figura 6.15, se aprecia que en las predicciones a 3 y 4 pasos, el
ancho del intervalo resultó mayor que el ancho de las restricciones del sistema, ocasionando
que no existiera solución factible para el problema de optimización del MPC. A pesar de las
situaciones de infactibilidad presentadas durante la simulación, el controlador RMPC-FI90
logro satisfacer las restricciones del sistema en un 98% de los instantes simulados.

Por otro lado, en las Figuras 6.16 y 6.17 se incluyen los resultados de la implementación del
controlador RMPC-FI, el cual utiliza los intervalos con probabilidad de cobertura decreciente,
mostrando esta vez la evolución de la variables controlada y manipulada respectivamente.

Figura 6.16: Implementación de RMPC-FI para el caso autorregresivo

78



Figura 6.17: Variable manipulada obtenida con RMPC-FI para el caso autorregresivo

En esta implementación, de manera análoga a lo ocurrido en el caso con intervalos para la
variable de estado, los problemas de infactibilidad logran ser completamente evitados, man-
teniendo un nivel de satisfacción de restricciones superior al 97%. Esto verifica la efectividad
de la implementación de la cobertura decreciente en la extensión de intervalos propuesta para
modelos autorregresivos. Para ilustrar el efecto de la probabilidad decreciente en este caso,
se presenta en la Figura 6.18 la evolución del intervalo a lo largo del horizonte de predicción,
esto para el mismo instante k usado en la Figura 6.15.

Figura 6.18: Intervalo de yk con cobertura decreciente

En este punto, también se lleva a cabo la implementación del control predictivo robusto
basado en la propagación de la incerteza (RMPC-ω), considerando la utilización de los inter-
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valos para ω obtenidos con cobertura decreciente. En la Figura 6.19 se presenta el resultado
de la variable de salida del sistema, obtenido durante la implementación del RMPC-ω.

Figura 6.19: Implementación del RMPC-ω para el caso autorregresivo

Se aprecia en la Figura 6.19 un comportamiento errático más marcado que el obtenido
con el RMPC-FI90, presentándose estas anormalidades en la mayoría de los casos simulados.
Esto ocurre debido a que un 96% de los instantes simulados presentaron casos de infactibi-
lidad en el problema de optimización, afectando el correcto desempeño del controlador. Con
la finalidad de comparar con respecto a los controladores implementados anteriormente, se
incluye en la Figura 6.20 la evolución del intervalo a lo largo del horizonte de predicción, esto
para el mismo instante k utilizado en las Figuras 6.15 y 6.18.

Figura 6.20: Intervalo de yk dado por la propagación de la incerteza externa
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Lo mostrado en la Figura 6.20, evidencia una situación similar a la presentada con el
controlador RMPC-FI90, presentando infactibilidad en el problema de optimización debido
a los anchos de intervalos mayores a la banda de referencia definida como restricción para
yk+j.

Con la finalidad de comparar con el rendimiento de las propuestas utilizadas, finalmente
se implementa el control predictivo determinístico (MPC-D), el cual no realiza tratamiento
alguno sobre la incerteza. En la Figura 6.13 se presenta el resultado obtenido con la imple-
mentación del control predictivo determinístico.

Figura 6.21: Implementación de MPC determinístico

Se aprecia en la Figura 6.21 un empeoramiento claro en el cumplimiento de las restriccio-
nes, presentando este controlador un nivel de satisfacción de restricciones igual a un 32.75%
de los instantes simulados. Considerando la comparación que se busca realizar entre las pro-
puestas implementadas, se incluye en la Tabla 6.9 el valor del nivel de cumplimiento de las
restricciones, el consumo energético medido por la función objetivo, el tiempo de iteración
promedio y el porcentaje de casos de infactibilidad presentados por las distintas implemen-
taciones mencionadas.

Tabla 6.9: Comparación entre MPC implementados para modelo autorregresivo

Satisfacción de
restricciones [%]

Función
objetivo [-]

Tiempo de iteración
promedio [seg]

Casos de
infactibilidad [%]

RMPC-FI 97.75 11.43 3.70 0.00
RMPC-FI90 98.00 11.85 4.25 6.50
RMPC-ω 97.5 15.26 32.36 96.00
MPC-D 32.75 8.16 3.51 0.00

A partir de los resultados mostrados en la Tabla 6.9, se verifica el cumplimiento del
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objetivo de las estrategias robustas propuestas, logrando incrementar el nivel de satisfacción
de restricciones. Para los 400 instantes simulados, la tasa de cumplimiento de las restricciones
sobre yk alcanza a sobrepasar el nivel de cobertura esperado. En este punto se destaca que, si
se consideran los intervalos entrenados con 90% de cobertura para la predicción a 1 paso, se
espera que el controlador cumpla con las restricciones del sistema en al menos un 95% de los
casos simulados, debiéndose esto a que en cada instante los intervalos activan solamente uno
de los límites definidos por (6.7), y se asume que el error de predicción distribuye de manera
equitativa entre valores positivos y negativos. En la Figura 6.18 se evidencia la ocurrencia
de esta situación, donde el intervalo sólo activa el límite inferior de la banda de referencia,
por lo que los casos donde el valor se encuentre levemente por sobre el intervalo no causará
problemas de violación de (6.7).

Con respecto a la función de costos, las estrategias robustas presentan un aumento en
el valor obtenido. Esto es un resultado esperado, debido a que al tener en consideración la
incerteza de las predicciones de yk, se aplica una acción de control más fuerte para lograr
cumplir con (6.7). Entre las estrategias propuestas, la versión implementada con intervalos
que posean una cobertura decreciente (RMPC-FI) se destaca por lograr el menor valor de
la función objetivo, junto con el tiempo de iteración promedio más cercano a la implemen-
tación determinística, esto sin sacrificar de manera significativa el nivel de satisfacción de
restricciones y conseguir evitar completamente la ocurrencia de casos infactibles.

6.6. Discusión

En este capítulo se presentaron los casos de estudio generales planteados para probar
las formulaciones propuestas en esta tesis, tomando como base tanto un sistema no-lineal
en variables de estado, como un modelo no-lineal autorregresivo con variable exógena. Se
comenzó el capítulo explicando los aspectos básicos que componen al primer sistema que se
propuso controlar, tomando en consideración las características necesarias para componer un
caso de estudio general, poseer una dinámica basada en variables de estado, la cual tenga
además una estructura no-lineal. Posteriormente se presentaron los resultados de simulación
correspondiente a la modelación mediante intervalos de la señal de perturbación y de la
variable de estado, junto con las respectivas implementaciones de las estrategias de control
propuestas en esta tesis.

Los resultados mostrados evidencian la efectividad de las diferentes propuestas para lo-
grar una correcta implementación de la estrategia de control predictivo robusto. Se destaca
en particular la implementación de la probabilidad de cobertura decreciente, la cual logra evi-
tar satisfactoriamente la ocurrencia de casos infactibles en el problema de optimización. Con
respecto al funcionamiento de la estructura de intervalo propuesta para modelar la variable
de estado del sistema, el controlador implementado alcanza un cumplimiento de restricciones
superior al nivel de cobertura impuesto para el intervalo. La ocurrencia de esto, se debió
principalmente a que normalmente el intervalo forzó solamente una de las restricciones defi-
nidas para xk, por lo tanto, alguno de los casos donde el intervalo no contuvo el valor real del
estado no se tradujo en una violación de las restricciones del sistema. Asumiendo que el error
de predicción se distribuye equitativamente entre valores positivos y negativos, se esperaría
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que la satisfacción de las restricciones tomará valores cercanos al 95%, sin embargo, los con-
troladores simulados presentaron un pequeño margen de error (de entre un 0.75% hasta un
1.75%), debido en parte a la cantidad limitada de instantes simulados y el comportamiento
estocástico que tiene la señal de perturbación utilizada.

Luego de los resultados obtenidos para el primer sistema, se presenta el segundo caso de
estudio, ideado para probar la extensión de la propuesta a modelos del tipo autorregresivo
con variable exógena. Los resultados obtenidos para este segundo sistema siguen la misma
tendencia presentada para el primer caso de estudio, sirviendo para confirmar los beneficios
identificados para la implementación del MPC robusto.

Habiendo verificado el funcionamiento de las diferentes propuestas presentadas en esta
tesis, se puede proceder a la respectiva implementación sobre el caso de estudio aplicado,
el cual corresponde al sistema de climatización de oficinas. Por ello en el siguiente capítulo
se presentarán las distintas nociones que se deben tener en cuenta al buscar controlar la
climatización de una oficina
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7 Caso de Estudio:
Sistemas de Climatización

En este capítulo se presenta a los sistemas de climatización que consideran calefacción,
ventilación y uso de aire acondicionado, los cuales son denominados en la literatura como
sistemas HVAC (Heating, Ventilation and Air Conditioning). Se plantea la utilización de
este tipo de sistemas como caso de estudio aplicado, de manera de probar las distintas pro-
puestas de modelos de intervalos y controladores presentados en esta tesis. Resultados de
simulación son reportados posteriormente, de manera de ejemplificar la funcionalidad de los
controladores diseñados en este trabajo.

El capítulo se organiza como sigue: primero se presenta una introducción a la problemática
relacionada al control de los sistemas de climatización, referenciando trabajos relacionados
con la modelación de este tipo de sistemas y el uso de diferentes estrategias de control.
Posteriormente se explican los distintos elementos que afectan a la dinámica de los sistemas
del tipo HVAC, y se realiza una revisión bibliográfica de otras estrategias de control empleadas
sobre sistemas HVAC. El capítulo prosigue, describiendo el proceso para obtener modelos
para las perturbaciones externas que afectan a la dinámica de la temperatura, destacando la
elección de las propuestas de sintonización de intervalos más adecuadas, en función del tipo
de comportamiento de la incertidumbre presentada por la señal que se busca modelar.

Posteriormente, se muestran los primeros análisis por simulación, correspondientes a las
pruebas de dimensionamiento para encontrar el tiempo de muestreo y la posterior implemen-
tación del control predictivo robusto. En este punto, se implementa el controlador diseñado
que sólo considera la utilización de los intervalos para las señales de perturbación en el cálculo
de los parámetros de apriete de las restricciones. Es decir, se simula el caso donde la ecuación
dinámica exacta que rige al sistema es completamente conocida.

Como el caso de simulación mencionado asume una situación ideal de completo conoci-
miento de la dinámica del sistema, el capítulo continua con la descripción de un caso más
cercano a una implementación real, donde ahora se disponen de modelos difusos para predecir
el comportamiento del sistema. Para este caso, se llevan a cabo las pruebas de simulación de
los intervalos propuestos en este trabajo para modelar sistemas dinámicos. El capítulo finaliza
con el análisis por simulación de los controladores predictivos robustos diseñados en base a
los intervalos propuestos para sistemas dinámicos. Para realizar este análisis, se comparan los
resultados al usar el controlador diseñado en esta tesis y los obtenidos con otras estrategias
de control (como por ejemplo con el MPC determinístico y el RMPC-ω).
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7.1. Introducción

El sector de la construcción en la actualidad es responsable por el uso de cerca del 40% del
total de energía consumida en los países industrializados [29]. La necesidad de disminuir este
consumo para alcanzar la sustentabilidad en la operación de los edificios motiva el desarrollo
de estrategias que logren la meta de minimizar el consumo de energía. En particular el proceso
de climatización de edificios conlleva un gran consumo energía, por lo que encontrar una
óptima gestión y manejo de este proceso resulta desafiante si se considera como restricción
el no comprometer la comodidad de las personas.

En la literatura se lleva a cabo la modelación de estos procesos de climatización como un
sistema de calefacción, ventilación y aire acondicionado combinados (HVAC) usando princi-
palmente como analogía los modelos dinámicos de los circuitos resistivos-capacitivos (ver por
ejemplo [30, 31, 32]). Para esta clase de problemas se ha desarrollado y probado estrategias
de control predictivo, pues su formulación contempla el planteamiento de un problema de
optimización que considera el comportamiento del sistema dado por su modelo fenomenoló-
gico y permite además contemplar las restricciones que afectan de manera física al proceso
de climatización.

En la literatura existen una serie de trabajos que plantearon alternativas de estrategia de
control para los sistemas de climatización HVAC [30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37], con la finali-
dad de mejorar los rendimientos obtenidos con respecto a la implementación de controladores
clásicos en el área como el control ON/OFF y el control basado en reglas. El desarrollo de
este tipo de trabajos ha proliferado durante la última década, siguiendo como base lo presen-
tado en el reporte técnico del proyecto OptiControl [38], publicado en el Terrestrial Systems
Ecology ETH Zurich el año 2010. A continuación, se enlistan algunas de las principales ideas
presentadas en ese reporte técnico y que sentaron las bases de los trabajos de investigación
sobre sistemas HVAC en los años posteriores.

En primer lugar se identifican distintos tipos de modelos que pueden representar con cierto
grado de fidelidad a la dinámica de la temperatura, ya sea para una o todas las zonas térmicas
(oficinas, salas de conferencia, habitaciones, etc) que puedan componer a un sistema HVAC.
La clasificación de estos modelos se separa por los siguientes niveles reportados en [38]:

• Nivel 1: Representación de la dinámica mediante un modelo verbal. Especialmente
útil para trabajar con gente que no es especialista en los sistemas de climatización.

• Nivel 2: Uso de un modelo de correlación lineal, basado en la relación entre el consumo
promedio de energía y la temperatura externa a la zona térmica.

• Nivel 3: Modelo dinámico lineal, el cual es planteado de manera similar a las ecuación
que rigen al comportamiento de un circuito resistivo-capacitivo (Modelo RC).

• Nivel 4: Modelo dinámico bilineal, el cual también se encuentra basado en la dinámica
de un circuito RC, pero se puede ajustar mejor al comportamiento de un sistema HVAC
debido a su mayor complejidad.

• Nivel 5: Modelo detallado basado en la utilización de un software dedicado. Este
corresponde al mayor nivel de complejidad de los modelos que buscan representar la
dinámica del sistema de climatización.
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La mayoría de los trabajos referenciados, realizan la implementación de sus estrategias
de control usando modelos RC para representar la dinámica de la temperatura que se desea
controlar (nivel 2 y 3 de complejidad para el modelo).

Otro de los puntos importantes a rescatar del reporte técnico OptiControl es la compa-
ración que realiza entre estrategias de control basadas en reglas (RBC) y control predictivo
basado en modelos (MPC), la cual arroja como conclusión principal la ventaja del MPC en
términos de la optimización del uso de la energía, la violación de las restricciones de confort
higrotérmico1 y la consideración de la dinámica de la temperatura de la sala a climatizar al
momento de decidir la acción de control a aplicar.

Una de las consideraciones principales que se derivaron de este trabajo y que rigió a todas
las estrategias de control predictivo que se llevaron a cabo posteriormente en la literatura,
tiene relación con el tiempo de muestreo que se debe utilizar al momento de discretizar
los modelos. En OptiControl se implementaron controladores predictivos para el caso de
climatización de una oficina, la cual tiene la particularidad de que sus restricciones de confort
sólo se consideran durante el horario laboral. Para este caso, se observó que los controladores
implementados comenzaban a climatizar a partir de una hora antes de que los ocupantes
de la oficina llegaran a trabajar y que las restricciones impuestas para la temperatura se
activaran. Debido a la ocurrencia de esta situación, en el reporte técnico se sugirió utilizar
un tiempo de muestreo que no superase una hora, para que el MPC pueda estar preparado
para reaccionar a tiempo y así lograr una operación óptima del sistema.

Entre los trabajos que emplean el uso de control predictivo sobre sistemas de climatización,
se destaca a los controladores desarrollados por Ma et al. en [30, 31], los cuales utilizan un
modelo RC para representar el sistema HVAC. Los parámetros para este modelo fueron
obtenidos mediante una regresión no-lineal aplicada sobre datos de temperatura medidos en
una sala de conferencias en la biblioteca Bancroft, localizada al interior de la Universidad
de California, Berkeley. El tiempo de muestreo escogido para estos modelos fue de una hora
inicialmente, siguiendo las propuestas del estudio OptiControl y considerando la velocidad
de la dinámica de los intercambiadores de calor que usan agua para aplicar la acción de
refrigeración sobre el sistema. Ahora bien, si se considera una dinámica para la temperatura
que sólo tenga en cuenta la transferencia de calor por medio del aire, esto mediante las
unidades de manejo de aire (conocidas en la literatura como Air Handling Unit - AHU), se
debe considerar un tiempo de muestreo menor, y por ello en [30, 31] utilizaron un valor de 15
minutos. Esta reducción del tiempo de muestreo se justifica en el hecho de que la transferencia
de calor dada a través del aire, ocurre a un velocidad considerablemente mayor al del proceso
que se lleva a cabo en los intercambiadores de calor que utilizan agua.

En los trabajos de Ma et al. [30, 31, 32], Oldewurtel et al. [33, 34], A. Parisio et al. [35]
y Sturzenegger et al. [36, 37], se realizó primero una implementación de un control basado
en reglas para fines comparativos, para luego proseguir con la utilización de estrategias de
control predictivo clásico y estocástico. El uso de dichas estrategias MPC persigue el objetivo

1También conocida como rango de comodidad higrotérmica, consiste en la ausencia de malestar térmico.
El cumplimiento de esta condición se traduce en que para un determinado individuo, los mecanismos termo-
reguladores de su cuerpo no se ven activados ante el uso de indumentaria ligera y la realización de una
actividad sedentaria.
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de minimizar el consumo energético mediante la resolución de un problema de optimización.
En este punto se destaca que la variante estocástica del control predictivo (denotada por las
siglas SMPC) busca reducir las violaciones de las restricciones de confort que originalmente
se obtienen al momento de implementar un MPC clásico, haciendo uso del conocimiento de la
distribución de probabilidad de las perturbaciones externas. Como principales conclusiones
de estos trabajos se destaca las ventajas que trae consigo la implementación de estrategias
de control predictivo, los cuales muestran la capacidad de generar ahorro en el consumo de
energía, y más aun con su variante estocástica, que si bien no presenta el mismo ahorro que
un MPC determinístico, si logra reducir las variaciones de temperatura que pueden afectar
la comodidad de los ocupantes de la sala climatizada.

En base a las ventajas observadas al utilizar estrategias de control predictivo sobre siste-
mas HVAC, se justifica la utilización del problema de control de sistemas de climatización
como caso de estudio aplicado para este trabajo. Pero antes de proceder a describir el pro-
cedimiento de implementación de las distintas propuestas presentadas en esta tesis, antes
se deben explicar apropiadamente las distintas características que definen al sistema HVAC.
Por ello, a continuación se describen los detalles del modelo para sistemas del tipo HVAC,
el cual es utilizado en el desarrollo de esta tesis como la dinámica exacta de la planta que se
busca controlar.

7.2. Modelación y control de sistemas HVAC

El modelo que se busca controlar en el caso de estudio de esta tesis consiste en una re-
presentación de nivel 3 según el reporte de OptiControl [38], de la dinámica de un sistema
de climatización del tipo HVAC, el cual considera la climatización para una zona térmica2.
El objetivo de control para este tipo de sistemas consiste en mantener la variable de tem-
peratura de la zona térmica dentro de un rango que asegure un ambiente confortable para
los distintos usuarios del edificio, procurando minimizar los costos de operación asociados al
gasto energético de la unidad de climatización.

La complejidad de este desafío de minimización propuesto, radica en el hecho de que estos
sistemas de climatización se ven normalmente afectados por distintas variables que afectan
a la evolución de la dinámica de la temperatura de una zona térmica. Para impulsar la
compresión de las señales que afectan al proceso de climatización, se presentan en la Figura
7.1 las variables relevantes que afectan a los sistemas HVAC, donde el objetivo es controlar
la temperatura de solamente una zona térmica.

2Por zona térmica se entiende como un espacio delimitado normalmente por murallas, el cual contiene al
aire cuya temperatura es medida. Habitaciones, oficinas y salas son algunos ejemplos de zonas térmicas.
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Figura 7.1: Variables relevantes para sistema HVAC simple de una zona térmica.

Tal como se muestra en la Figura 7.1, como el sistema HVAC se encuentra afectado
por perturbaciones con comportamiento estocástico importante, como lo son la temperatura
ambiente y el calor generado por el grado de ocupación de las habitaciones, el uso de un
controlador predictivo robusto surge como una opción a considerar para tratar el problema
de optimización, dado que puede tomar en cuenta la incertidumbre presente en los valores
de estas entradas externas al modelo.

La complejidad para resolver el problema de climatización en sistemas HVAC aumenta si
es que además se considera el efecto de otras zonas térmicas vecinas, las cuales actúan como
perturbaciones en la dinámica de la temperatura del aire. Sin embargo, en el caso de estudio
a describir en este capítulo, solamente se considera el control de una zona térmica.

A continuación se explicará en detalle el modelo en variables de estado de un sistema
HVAC compuesto por una zona térmica, el cual puede representar la climatización de una
oficina dispuesta al interior de un edificio.

7.2.1. Modelo dinámico para la temperatura

La obtención del modelo dinámico de la temperatura se logra al desarrollar la ecuación
de balance de calor que incluye todas las transferencias que pueden ocurrir entre el interior
y el exterior del edificio climatizado, siguiendo el procedimiento seguido en [31]. Se considera
para el caso estudiado que la dinámica para una zona térmica sea separada en dos variables
diferentes, siendo T1 la temperatura del aire dentro de la oficina y T2 la temperatura de los
muebles y el piso en la misma habitación. La separación de estas dos variables se realiza debido
a que T2 presenta una dinámica más lenta en comparación a T1, afectando a la temperatura
del aire como una perturbación que atenúa las grandes variaciones en el tiempo. Al utilizar
las variables T1 y T2 como variables de estado, se definen las siguientes ecuaciones dinámicas:
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C1Ṫ1 = ṁscp(Ts − T1) +
T2 − T1

R
+
Ta − T1

Ra

+ Pd, (7.1)

C2Ṫ2 =
(T1 − T2)

R
, (7.2)

Ts = δT1 + (1− δ)Ta −∆Tc + ∆Th. (7.3)

La variable Ts representa el valor de temperatura asociado al aire que es enviado a la zona
térmica. Entre las variables manipuladas que se pueden identificar en el modelo dinámico
presentado se encuentran el flujo de masa de aire (ṁs), la fracción de recirculación de aire (δ),
la diferencia de temperatura en la unidad de refrigeración (∆Tc) y la variación de temperatura
en cada una de las bobinas de calefacción (∆Th). Por otra parte, las constantes cp, Ri y Ci
representan los valores del calor específico del aire, la resistividad y la capacitancia térmica
respectivamente. Finalmente como perturbaciones se identifican los valores de la temperatura
ambiente fuera del edificio (Ta), la ganancia interna de calor al interior de la zona térmica
(Pd) asociada al nivel de ocupación de la oficina3. En la Figura 7.2 se muestra un diagrama
de bloques que muestra la operación de un sistema compuesto por una zona térmica.

Figura 7.2: Diagrama de bloques para sistema HVAC de una zonas térmica

En la literatura, los distintos parámetros del modelo utilizado son obtenidos de manera
experimental, realizando mediciones de temperatura en una sala y aplicando a los datos
obtenidos una regresión no-lineal. En los trabajos de Ma et al. [30] y Kelman junto con Borrelli
[39] se presenta una lista con los valores de los parámetros obtenidos para su caso de estudio,
el cual corresponde a una sala de conferencias de la biblioteca Bancroft. En la Tabla 7.1
se incluye como referencia dicha lista de parámetros, los cuales fueron las implementaciones
descritas en [30, 31, 32, 39].

3Como ejemplos de fuentes de generación interna de calor se pueden mencionar la presencia de personas
y de dispositivos funcionando en el interior de la oficina
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Parámetro Valor Unidades
C1 9,163× 106 J/K
C2 1,694× 106 J/K
R 1,7× 10−3 K/W
Ra 5,7× 10−3 K/W
cp 1012 J/(Kg K)

Tabla 7.1: Parámetros para modelo HVAC compuesto por varias zonas térmicas

Sin embargo, en este trabajo se propone obtener un modelo general para el sistema HVAC,
cuyos parámetros varíen al utilizar distintos valores para el tamaño de la zona térmica. Para
ello se utilizarán una serie de formulas descritas en el trabajo de Maasoumy [40] relacionados
con la capacitancia y resistencia térmica.

En primer lugar, la capacitancia térmica para una zona térmica es descrita por la siguiente
fórmula basada en la idea de los circuitos RC:

C = mcp, (7.4)

donde m es la masa de aire que se encuentra al interior de la sala y cp es el calor especifico
del aire. En (7.4), el valor de la masa de aire que se encuentra dentro de la zona térmica
puede ser calculada a partir de las dimensiones de la sala a climatizar,usando la formula:

m = ρaV, (7.5)

donde ρa es la densidad del aire y V es el volumen de la zona térmica.

Por su parte, la resistencia térmica también es definida a partir de una formula basada en
el cálculo de la resistencia presente en circuitos eléctricos. El efecto similar a una resistencia
ocurre en un sistema HVAC al transferirse calor a través de las murallas que limitan a una
zona térmica. Entonces la resistencia térmica de una muralla se define como:

Rw =
L

κA
, (7.6)

donde L corresponde al espesor de la muralla, κ a la conductividad térmica del material que
la compone y A es el área total del muro. A partir de (7.6) se puede calcular la resistividad
de la sala con respecto al ambiente exterior (Ra).

Con el modelo general ya construido y apropiadamente dimensionado para una deter-
minada zona térmica, es necesario proseguir con la derivación del modelo discreto que será
utilizado por el controlador predictivo. Por ello, a continuación se presenta el procedimiento
seguido para discretizar el modelo dado por (7.1)-(7.3).

7.2.2. Discretización del modelo

Para diseñar una estrategia MPC para el control de las distintas variables de interés en
un sistema HVAC, es necesario obtener un modelo discreto para generar las predicciones
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futuras del estado de la planta. Se procede entonces a obtener las aproximaciones discretas
del modelo dado por (7.1)-(7.3), usando la aproximación de Euler:

ẋ = f(x, u), (7.7)

xk+1 = xk + ∆t f(x, u). (7.8)

Utilizando el método de Euler, se obtiene el siguiente modelo discreto para el sistema
HVAC:

T1(k + 1) = T1(k) + ∆t cpṁs(Ts(k)−T1(k))

C1
+ ∆tTs(k)−T1(k)

C1R
+ ∆tTa(k)−T1(k)

C1Ra
+ ∆tPd(k)

C1
,

T2(k + 1) = T2(k) + ∆tT1(k)−T2(k)
C2R

.
(7.9)

Para la posterior implementación de las estrategias MPC propuestas en esta tesis, se
considera un tiempo de muestreo ∆t definido luego de realizar un análisis del tiempo de
establecimiento del modelo construido, aplicándole variaciones a sus diferentes señales de
entrada.

Adicionalmente, para simplificar la implementación de las estrategias de control basa-
da en MPC que son propuestas en este trabajo, se considera ocultar el elemento no lineal
ṁs(Ts(k)− T1(k)) presente en la dinámica del sistema y fijar la tasa de recirculación de aire
(δ), de manera de disminuir la complejidad del problema de optimización a resolver. El valor
numérico escogido para la fracción de circulación de aire en las simulaciones fue δ = 0,8 y el
procedimiento para ocultar las no-linealidades mencionadas es descrito a continuación.

Basándose en la estrategia de linealización usada en el trabajo de A. Parisio et al. [35],
el sistema HVAC puede ser reescrito en función de nuevas variables manipuladas. El nuevo
vector u se obtiene a partir de una combinación de las variables manipuladas originales (ṁs,
∆Th y ∆Tc), siguiendo la siguiente estructura:

u = [ṁs, ṁs∆Th, ṁs∆Tc]
T . (7.10)

Usando entonces el método de Euler y reescribiendo el sistema en términos del nuevo
vector u, se logra obtener el siguiente modelo en tiempo discreto para la temperatura de una
habitación:

Tk+1 =

[
1− ∆t

C1

(
1
R

+ 1
Ra

)
∆t
RC1

∆t
RC2

1− ∆t
RC2

]
Tk + ∆tcp

C1

[
(1− δ)(Ta,k − T1,k)

0
1
0
−1
0

]
uk +

[
∆t
RaC1

∆t
C1

0 0

]
ωk,

(7.11)
donde ωk es el vector que contiene a las dos perturbaciones externas que afectan a la tempe-
ratura de una habitación:

ω = [Ta, Pd]
T . (7.12)

Recordando la ecuación del sistema en variables de estado usado al momento de presentar
la formulación del MPC robusto (2.11), se puede apreciar que para este caso de estudio,
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la dinámica del modelo sigue una estructura similar, quedando definida por la siguiente
expresión:

Tk+1 = ATk +Bkuk +Dωk. (7.13)

donde A es la matriz de estado y D es la matriz que multiplica a las señales de perturbación,
Por su parte, Bk es la matriz de entrada del modelo, la cual se puede considerar como variante
en el tiempo, esto con la finalidad de contener las no-linealidades del modelo.

Para continuar con la implementación de las propuestas previamente presentadas, se debe
obtener un modelo de dimensiones adecuadas para poder poder ser utilizadas en las pruebas
de simulación, de modo de representar una situación realista de un problema de climatización.
Por ello, a continuación se presenta las dimensiones consideradas para el sistema y el posterior
cálculo de los parámetros que definen al modelo presentado en (7.11).

7.2.3. Dimensionamiento del modelo

Como caso de estudio de esta tesis, se definió el objetivo de climatizar un modelo de
oficina dado por los valores presentados en la Tabla 7.2 para las características que definen
al sistema.

Característica Valor Dimensiones
Largo de la oficina 20 m
Ancho de la oficina 30 m
Altura de la oficina 3.5 m
Volumen de la oficina 2100 m3

Capacidad máxima 40 no de personas

Tabla 7.2: Dimensiones para zona térmica

Considerando el supuesto de que esta zona térmica corresponde a una oficina única en
el edificio, el intercambio de calor por medio de las murallas sólo se realiza con el ambiente
exterior, por lo que la formula (7.6) es utilizada para calcular el valor de la resistencia
con el ambiente exterior (Ra). El valor de la capacitancia térmica del aire en la oficina C1

es calculado usando el volumen de la zona térmica en (7.4), mientras que el resto de los
parámetros son obtenidos usando una relación de proporcionalidad que relaciona el anterior
valor de C1 presentado en la Tabla 7.1 y el valor calculado para las dimensiones definidas en
la Tabla 7.2. Los nuevos parámetros del modelo HVAC, los cuales serán utilizados para la
implementación de las estrategias de control propuestas, se presentan en la Tabla 7.3.

Parámetro Valor Unidades
C1 2,508× 106 J/K
C2 4,636× 107 J/K
R 1,7× 10−3 K/W
Ra 1,3× 10−3 K/W

Tabla 7.3: Parámetros para modelo HVAC del caso de estudio
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Previo a la implementación de los controladores propuestos sobre el sistema HVAC, es
necesario describir tanto el objetivo de control como las condiciones que debe cumplir el
sistema al momento de su operación, las cuales ingresarán al problema de optimización que
define al MPC como restricciones. A continuación se explica en detalle las características que
definen al problema de climatización.

7.2.4. Descripción del problema de climatización

Para el caso de una o más zonas térmicas, el problema planteado para los sistemas HVAC
consiste en la minimización del consumo de energético, de manera de procurar mantener los
valores de temperatura de cada habitación dentro de un rango que asegure la comodidad de
las personas que se encuentren en el interior. Debido a las características de esta problemática
es que existen distintos trabajos que implementan estrategias de control predictivo, dado que
se resuelve en cada instante problemas de optimización que pueden minimizar el consumo
energético.

El consumo energético asociado al funcionamiento de un sistema HVAC puede ser desglo-
sado en función de la potencia utilizada por cada uno de los actuadores que lo conforman,
siguiendo como ejemplo las fórmulas que utilizan los trabajos de Kelman con Borrelli en
[39] y Maasoumy con Sangiovanni-Vincentelli en [41]. En primer lugar, para el ventilador de
suministro asociado al flujo de masa de aire entrante a la zona térmica (ṁs), se considera
que la potencia eléctrica es descrita por la siguiente fórmula:

Pf = κfṁ
3
s, (7.14)

donde el parámetro κf corresponde a una constante que captura la eficiencia de los ventila-
dores y las perdidas de presión en los ductos de aire.

Para el caso de los actuadores encargados de la calefacción y refrigeración, el consumo
energético sigue una relación directamente proporcional con respecto al flujo de masa que
circula por la bobina (ṁs) y la diferencia de temperatura entre su entrada y salida (∆Th y ∆Tc
respectivamente). La formula que representa el uso de potencia en la bobina de calefacción
es la siguiente:

Ph =
cp
ηh
ṁs∆Th, (7.15)

donde ηh es un coeficiente relacionado a la eficiencia de las bobinas al momento de hacer el
intercambio de calor. Por otro lado, la formula que caracteriza a la potencia de la bobina de
refrigeración es:

Pc =
cp
ηc
ṁs∆Tc. (7.16)

De manera análoga al caso de la calefacción, se utiliza un parámetro ηc que representa
la eficiencia de la única bobina de refrigeración presente en el sistema HVAC. Al sumar
los distintos términos presentados, es posible obtener la expresión que describe la potencia
instantánea total utilizada por el sistema de climatización:

Phvac = Pf + Ph + Pc. (7.17)
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Reemplazando (7.14),(7.15) y (7.16) en (7.17), la potencia total usada queda descrita por
la siguiente expresión:

Phvac = κfṁ
3
s +

cp
ηh
ṁs∆Th +

cp
ηc
ṁs∆Tc. (7.18)

Se puede notar que la ecuación (7.18) quedo descrita por las mismas variables que con-
forman el vector u planteado en (7.10) para contener a las no-linealidades presentes en la
dinámica de una zona térmica. Aprovechando esto, es posible plantear la siguiente función
de costos por etapa, la cual puede ser implementada en las estrategias propuestas, siguiendo
la siguiente estructura:

Phvac(uk+j) = κf

(
u

(1)
k+j

)3

+
cp
ηh
u

(2)
k+j +

cp
ηc
u

(3)
k+j. (7.19)

donde uk+j =
[
u

(1)
k+j, u

(2)
k+j, u

(3)
k+j

]T
corresponde al valor del vector u predicho a j pasos en el

futuro con respecto al instante actual k.

Los parámetros que definen a la fórmula de la potencia y la función de costos por etapa
fueron extraídos de [39] y [41]. Sus valores numéricos son presentados a continuación en la
Tabla 7.4.

Parámetro Valor Unidades
κf 500 W s3/kg3

ηh 0,9 -
ηc 4 -

Tabla 7.4: Valores numéricos de los parámetros en la fórmula de potencia

Otro de los aspectos a considerar son las restricciones que rigen al sistema y que definen
los margen de acción que se disponen para implementar distintas estrategias de control. Estas
condiciones pueden ser clasificadas en dos tipos diferentes:

• Límites físicos de los actuadores.
• Condiciones de comodidad para las habitaciones.

En primer lugar, los distintos actuadores que conforman el sistema disponen de ciertos
rangos para los cuales su operación se encuentra acotada. Para el caso del ventilador que
suministra aire a su respectiva habitación, se distingue un límite inferior para el flujo de masa
que circula por el actuador (ṁs), de manera de garantizar un mínimo nivel de ventilación
y un límite superior dado por el tamaño del ventilador (ṁs). Por otro lado, las bobinas de
calefacción y refrigeración poseen un límite superior sobre el cambio de temperatura que
pueden ejercer sobre el flujo de aire circulante (∆T h y ∆T c respectivamente). Todas estas
limitaciones físicas quedan entonces expresadas de la siguiente forma:
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ṁs ≤ ṁs ≤ ṁs, (7.20)

0 ≤ ∆Th ≤ ∆T h, (7.21)

0 ≤ ∆Tc ≤ ∆T c. (7.22)

Considerando la utilización del nuevo vector u presentado en (7.10), las restricciones (7.20)-
(7.22) pueden ser expresadas como

ṁs ≤ u(1) ≤ ṁs, (7.23)

0 ≤ u(2) ≤ ∆T hu
(1), (7.24)

0 ≤ u(3) ≤ ∆T cu
(1). (7.25)

Para las posteriores simulaciones de los sistemas HVAC incluidas en esta tesis se necesita
considerar un dimensionamiento de las características de los actuadores a utilizar. Para ello, se
toma como referencia las indicaciones expuestas en una guía para sistemas HVAC publicada
por el gobierno de Estados Unidos en [42]. Esta guía expone los siguientes valores de potencia
necesaria para enfriar y calentar oficinas, en base al tamaño de la zona a climatizar y el tipo
de uso:

Para pequeñas oficinas

• Potencia de refrigeración: 126.2 [W/m2]

• Potencia de calefacción: 119.89 [W/m2]

Para salas con computadores

• Potencia de refrigeración: 441.7 [W/m2]

• Potencia de calefacción: 63.1 [W/m2]

Considerando las indicaciones para el caso de pequeñas oficinas, en conjunto con un valor
para el área a climatizar de 600 [m2] dado por las dimensiones mostradas en la Tabla 7.2,
arrojan como resultado que el equipamiento utilizado como actuador en el sistema HVAC
deba tener una potencia nominal entorno a los 75 [kW ].

Para definir los valores numéricos para los límites de los actuadores, se decidió utilizar un
equipamiento real como referencia, haciendo el cálculo de las restricciones físicas a partir de
las especificaciones técnicas indicadas por el fabricante. El modelo EKWP75B comercializado
por la empresa EuroKlimat es usado como equipo de referencia, obteniendo los respectivos
valores para los límites del actuador , los cuales son presentados en la Tabla 7.5.
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Parámetro Valor Unidades
ṁs 0,005 kg/s
ṁs 5 kg/s

∆T h 13 oC
∆T c 13 oC

Tabla 7.5: Valores numéricos para los límites físicos de los actuadores

El segundo tipo de restricciones impuestas para el sistema HVAC tienen relación a las
condiciones de comodidad para las personas que se encuentran en el interior de todas las
habitaciones. La condición relevante a considerar en esta clase de sistemas es el rango de
comodidad higrotérmica, la cual consiste en un intervalo de temperatura para la cual el ser
humano es capaz de tener una sensación de comodidad en el ambiente. Existen distintas
definiciones en la literatura para este rango de temperatura, pero en el desarrollo de esta
tesis es considerado el conjunto [21oC, 24oC] como intervalo de comodidad higrotérmica.

La dificultad adicional de implementar esta condición en un controlador radica en que no
es necesario tener activa esta restricción en todo momento. Por ejemplo, poniéndose en el
caso de climatización de oficinas, la imposición de la condición de comodidad higrotérmica
sólo tiene sentido durante las horas laborales, pues el resto del tiempo la sala se encuentra
vacía y mantener funcionando el sistema HVAC en esos instantes significaría un gran consu-
mo energético evitable. Por ello, al momento de implementar una estrategia de control, las
condiciones de comodidad pueden ser invocadas de la siguiente manera:

ftmin(k + j) ≤ T1(k + j) ≤ ftmax(k + j) ∀j ∈ {1, . . . , N}, (7.26)

donde ftmin(k+j) y ftmax(k+j) son los límites definidos para la temperatura de las distintas
habitaciones, los cuales varían en función del momento del día correspondiente al instante
k + j.

Para las simulaciones, se asume que las oficinas son ocupadas desde las 7am hasta las
9pm. Con ello, los límites para la temperatura de las habitaciones (u oficinas para nuestro
caso de estudio) siguen los siguientes valores:

ftmin(k + j) = 21◦C
ftmax(k + j) = 24◦C

}
de 7 am a 9 pm,

ftmin(k + j) = −∞
ftmax(k + j) = +∞

}
en otro caso.

(7.27)

Con todas las condiciones del problema de climatización ya definidas, es posible pasar a la
siguiente etapa necesaria de realizar previo a la implementación de las distintas estrategias de
control propuestas. A continuación se presentará el caso de estudio relacionado a la obtención
de modelos de predicción para las perturbaciones externas del sistema.
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7.3. Modelación de perturbaciones externas

Los sistemas HVAC dependen de manera importante de señales externas que actúan como
perturbaciones sobre la dinámica de la temperatura de cada zona térmica. El problema de
la presencia de estas señales radica en su comportamiento estocástico, lo cual evita que
se pueda predecir sus valores con mayor precisión. Esto afecta de manera importante a la
implementación de estrategias de control predictivo, pues en dichas estrategias se utilizan
estas secuencias de predicciones para la perturbación en el cálculo de los estados futuros
del sistema que proyecta el controlador. Como cada valor de la secuencia de perturbaciones
predichas posee un error con respecto a la señal real que ingresará al sistema en el futuro, el
error de las predicciones de la variable controlada hechas por el MPC se acumulará a medida
de que se aumente el paso de predicción, y afectará el cumplimiento de las restricciones
impuestas al sistema en el problema de optimización.

Debido a esta problemática, se propone la utilización de las estrategias de MPC robusta
para resolver el problema de climatización, de manera que se pueda cumplir con las condicio-
nes del problema con un cierto grado de confiabilidad. Para lograr esto, se debe disponer de
algún modelo que sirva para entregar las predicciones de las perturbaciones que percibirá el
sistema en el futuro y tener caracterizada a su vez, el error que eventualmente se presentará
con respecto a los valores reales de estas señales externas.

Como la temperatura ambiente y la ganancia interna de calor (que corresponden a las
dos señales que actúan como perturbaciones del sistema HVAC) siguen un comportamiento
estocástico distinto, su proceso de modelación es explicada de manera separada. A continua-
ción, se procede a explicar el proceso de identificación del modelo para la primera de ellas,
la temperatura ambiente.

7.3.1. Identificación de modelos para temperatura ambiente

Para obtener el modelo que caracterice a la temperatura ambiente, se utiliza una serie
de datos extraídos desde una estación meteorológica ubicada en la comunidad mapuche José
Painecura, Región de La Araucanía, Chile [43]. Estos datos corresponden a la medición de
temperatura hecha cada 10 minutos dentro de un intervalo de tiempo que comprende desde
la tarde del 17 de agosto de 2016 hasta el 7 de noviembre de 2016, totalizando más de 11.700
muestras de datos.

La primera consideración que se debe tener al momento de intentar utilizar estos datos
es el tiempo de muestreo a utilizar en el modelo a identificar a partir de la serie de tiempo
medida. Al implementar una estrategia de control predictivo, es necesario que tanto el modelo
del sistema a controlar (7.3), como la señal compuesta por las perturbaciones predichas,
compartan el mismo tiempo de muestreo. Si se cumple esta condición, entonces el cálculo de
las predicciones se realizan directamente a partir de las señales que ingresan al controlador, sin
requerir de un procesamiento adicional de los datos (como sub-muestrear, filtrar o interpolar
los datos de entrada).
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La segunda consideración presente con esta perturbación corresponde a la no disponibi-
lidad de los valores reales asociados a los instantes actual y futuro. Los valores futuros de
la temperatura ambiente (llamada en adelante ωta) son desconocidos porque corresponden
a realizaciones de la perturbación que aun no han ocurrido y no pueden ser predichos con
exactitud debido al comportamiento estocástico que presenta la temperatura ambiente. Sobre
la no disponibilidad del valor de ωta en el instante actual k, esto se debe a que al momento
de calcular las predicciones, se considera que la señal de perturbación corresponde al pro-
medio de los valores presentados a lo largo de un intervalo temporal dado por el tiempo de
muestreo. Teniendo en cuenta esto, entonces para el caso del instante actual k, el valor de
ωta representa el promedio de los valores presentados para la temperatura ambiente durante
el tiempo comprendido entre los instantes k y k + 1.

Para poder caracterizar de manera adecuada la evolución del sistema al momento de
resolver el problema de optimización del MPC, es necesario obtener modelos que sean capaces
de predecir los valores de ωta con un cierto nivel de precisión. Con la finalidad de reducir el
error obtenido a mayores pasos de predicción, se identifican varios modelos difusos de entrada
salida, basados en la formulación presentada por Takagi y Sugeno en [5]. Como entradas
originales, se utilizan un máximo de regresores tal que se consideren datos de hasta 2 días
antes del instante k. La estructura del modelo se optimiza siguiendo el procedimiento derivado
del trabajo de Sugeno y Yasukawa desarrollado en [25]. Esta optimización de la estructura
del modelo difuso incluye variar el número de reglas y hacer un análisis de sensibilidad para
determinar las entradas relevantes.

Del proceso de entrenamiento, se obtiene entonces un modelo difuso distinto para cada paso
de predicción j, siendo esta una diferencia con respecto a los casos estudiados previamente,
lo que que ocasiona un leve cambio en la implementación de los intervalos presentados en
esta tesis. Para este caso, ya no se usa el mismo modelo obtenido a un paso para construir
la única función de incerteza, que luego termina siendo multiplicada por los parámetros de
sintonía de los intervalos. Ahora, para cada paso de predicción se dispone de una función de
incerteza distinta, asociada cada una al respectivo modelo de predicción. En esta situación,
el proceso de sintonización del ancho de los intervalos sigue siendo el mismo al ya descrito en
los capítulos previos de esta tesis, debiendo obtener los respectivos parámetros de sintonía
asociados a cada función de incerteza.

La señal de temperatura externa extraída desde la estación meteorológica presenta una
variabilidad similar a lo largo del día. Debido a esto, se espera que al momento de aplicar
los métodos de modelación para esta señal, el error que presente el modelo predictivo siga
un comportamiento estocástico similar a lo largo de las 24 horas que componen un día.
Considerando esto, se decide aplicar el método de sintonización de intervalos que considera
la utilización de parámetros αj variantes solamente con respecto al paso de predicción j.

Para el proceso de identificación de los modelos e intervalos asociados a esta señal de
perturbación, se consideró un horizonte de predicción de 3 horas. Adicionalmente, como aun
no se ha definido el tiempo de muestreo a utilizar en el controlador a implementar, se entrenan
modelos e intervalos distintos para tres valores de muestreo: 10, 20 y 30 minutos.

La Tabla 7.6 presenta los valores obtenidos para las métricas durante la modelación de la
temperatura ambiente, usando una probabilidad de cobertura fija cp = 0.9 y un tiempo de
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muestreo igual a 10 minutos.

Tabla 7.6: Métricas para intervalos de Ta con cobertura fija y tiempo de muestreo 10 minutos

Conjunto de Entrenamiento Conjunto de Validación
Pasos 1 6 12 18 1 6 12 18

RMSE [°C] 0.260 0.765 1.131 1.396 0.289 0.831 1.193 1.471
PICP [%] 90.01 90.01 90.03 90.01 92.09 92.12 92.83 93.48

PINAW [%] 3.81 12.62 19.10 23.53 5.60 17.82 27.54 35.02

A partir de los resultados mostrados en la Tabla 7.6, se verifica que en el conjunto de
datos de validación se alcanza el nivel de cobertura impuesto durante el entrenamiento. En
particular, la cobertura medida por el PICP resultó con un nivel mayor al deseado, debiéndose
esto principalmente a que los intervalos adquirieron un ancho mayor durante el proceso de
validación. Las Figuras 7.3 y 7.4 presentan al intervalo obtenido para una serie de datos, de
manera de poder apreciar gráficamente el aumento del ancho presentado entre los intervalos
a 6 pasos (predicción a una hora en el futuro) y los obtenidos a 18 pasos (predicción a tres
horas en el futuro).

Figura 7.3: Intervalo con cobertura fija para predicción de Ta a 6 pasos
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Figura 7.4: Intervalo con cobertura fija para predicción de Ta a 18 pasos

Las Tablas 7.7 y 7.8 presentan los mismos resultados para las métricas mostradas pre-
viamente en la Tabla 7.6, pero ahora utilizando tiempos de muestreo de 20 y 30 minutos
respectivamente.

Tabla 7.7: Métricas para intervalos de Ta con cobertura fija y tiempo de muestreo 20 minutos

Conjunto de Entrenamiento Conjunto de Validación
Pasos 1 3 6 9 1 3 6 9

RMSE [°C] 0.404 0.760 1.131 1.393 0.428 0.806 1.173 1.434
PICP [%] 90.00 90.02 90.01 90.02 91.27 90.44 93.66 93.73

PINAW [%] 6.52 12.72 19.46 23.71 9.09 17.40 29.18 34.62

Tabla 7.8: Métricas para intervalos de Ta con cobertura fija y tiempo de muestreo 30 minutos

Conjunto de Entrenamiento Conjunto de Validación
Pasos 1 2 4 6 1 2 4 6

RMSE [°C] 0.523 0.786 1.150 1.415 0.545 0.801 1.183 1.435
PICP [%] 90.02 90.02 90.01 90.03 91.65 92.16 92.67 93.90

PINAW [%] 8.76 13.27 20.18 24.77 12.13 18.77 28.66 36.01

A partir de los resultados mostrados en estas dos nuevas tablas, se evidencia la ocurrencia
de las mismas situaciones identificadas para la implementación con tiempo de muestreo 10
minutos. El error del modelo y el ancho de los intervalos aumentan al utilizar mayores tiempos
de muestreo, reflejando con esto la disminución de la precisión de los modelos. Además,
la probabilidad de cobertura también presenta un incremento con respecto al tiempo de
muestreo utilizado, esto como consecuencia de la tendencia al aumento del ancho del intervalo
previamente mencionada.
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El aumento del ancho de los intervalos pueden significar un serio riesgo de que los pa-
rámetros de apriete resulten muy grandes en la implementación del controlador predictivo
robusto. Esto se traduce en un aumento de la probabilidad de obtener casos infactibles para
el problema de optimización del MPC, por lo que la implementación de los intervalos con
probabilidad de cobertura decreciente surge como la alternativa a considerar para reducir
este riesgo. En la Tabla 7.9 se presentan los resultados obtenidos para los intervalos con
tiempo de muestreo 10 minutos y cobertura decreciente dada por (4.8), considerando para
esto cpi = 0.9 y cpf = 0.4.

Tabla 7.9: Métricas para intervalos de Ta con cobertura decreciente

Conjunto de Entrenamiento Conjunto de Validación
Pasos 1 6 12 18 1 6 12 18

RMSE [°C] 0.260 0.765 1.131 1.396 0.289 0.831 1.193 1.471
PICP [%] 90.01 71.26 53.89 40.73 92.09 73.92 57.63 44.41

PINAW [%] 3.81 6.73 7.12 6.59 5.60 9.50 10.27 9.80

A partir de los resultados mostrados en la Tabla 7.9, se verifica el logro en la reducción del
ancho del intervalo para pasos de predicción grandes. El aumento del ancho registrado por
el PINAW en la conjunto de validación, junto con los mayores valores de PICP obtenidos,
reflejan la presencia de las misma tendencia identificada durante la implementación de los
intervalos con cobertura fija. De manera de representar gráficamente la disminución del ancho
del intervalo con respecto a la implementación con cobertura fija, se presenta en la Figura
7.5 el intervalo obtenido para la predicción a 3 horas en el futuro.

Figura 7.5: Intervalo con cobertura decreciente para predicción de Ta a 18 pasos

A pesar de que el nuevo intervalo mostrado en las Figura 7.5 contiene a pocas realiza-
ciones de la señal modelada, esto no se traduce en un problema para la implementación de
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la estrategia de control. Esto ocurre debido a que el controlador resuelve el problema de
optimización utilizando un horizonte deslizante, por lo tanto los errores producidos en las
acciones de control proyectadas para el futuro, serán posteriormente corregidas a medida que
el sistema se acerque a dichos instantes predichos.

Con la obtención de los valores para las predicciones de ωta, y su incerteza caracterizada por
el intervalo, se puede proseguir con su empleo en el controlador, enviando dichos valores como
señales de entrada al controlador predictivo. Pero esto solamente lograr cubrir el efecto de una
de las perturbaciones externas que afectan al sistema HVAC, por lo que es necesario también
caracterizar la segunda señal que presenta incerteza en el caso de estudio. La obtención de
los datos y el proceso de identificación de los modelos para la segunda señal de perturbación
es explicada a continuación.

7.3.2. Identificación de modelos para ganancia interna de calor

El segundo tipo de señal que actúa como perturbación externa en el sistema HVAC,
corresponde a la ganancia interna de calor presente en la zona térmica. En esta sección se
procederá a explicar el procedimiento seguido para obtener la datos y los modelos para la
ganancia de una oficina.

La ganancia interna de calor de una oficina se encuentra directamente asociada al nivel de
ocupación de la sala climatizada. Sin embargo, obtener mediciones de la ocupación y el calor
generado no resulta una tarea sencilla. Como no se tenían a disposición mediciones de esta
señal de perturbación, se propuso la utilización de datos de ocupación, obtenidos mediante
la simulación de un algoritmo basado en cadenas de Markov, siguiendo lo propuesto por el
trabajo de Wang et al. en [44].

Para el caso de estudio presentado en este capítulo, se considera que la oficina a climatizar
tienen una capacidad máxima de 40 personas, las cuales poseen su propio comportamiento
independiente. La cadena de Markov en este caso se encarga de entregar una señal binaria
que indica si una persona determinada se encuentra o no dentro de la habitación. Por lo tanto
el nivel de ocupación de una sala en particular viene dada por la suma de 40 señales distintas
generadas por este algoritmo.

El método basado en cadenas de Markov consiste en actualizar instante a instante una
variable x con dos estados posibles (0 y 1). En el instante actual se obtiene el estado siguiente a
partir del valor de x en el momento y la comparación de una señal estocástica con los números
que componen a la llamada matriz de transición P .

Para este caso donde el estado es binario, la matriz de transición P adquiere la forma:

P =

[
p00 p01

p10 p11

]
, (7.28)

donde sus componentes representan lo siguiente:

• p00: es la probabilidad de que el estado siguiente sea 0 si en el instante actual es 0.
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• p01: es la probabilidad de que el estado siguiente sea 1 si en el instante actual es 0.
• p10: es la probabilidad de que el estado siguiente sea 0 si en el instante actual es 1.
• p11: es la probabilidad de que el estado siguiente sea 1 si en el instante actual es 1.

El algoritmo procede con su iteración, primero obteniendo de manera aleatoria un cierto
número entre 0 y 1, para luego compararlo con el valor dentro de la primera columna de la
matriz P correspondiente al estado actual. En base a esto, el algoritmo escoge como estado
siguiente el valor 0 si el número aleatorio obtenido resulta ser menor al valor dentro de la
matriz P elegido para comparar, y en caso contrario, se define el valor 1 como estado siguiente.
En el Algoritmo 8 se muestra como ejemplo el procedimiento a seguir para generar un total
de Nd datos para un estado binario.

Algoritmo 8: Algoritmo basado en cadenas de Markov para estado binario
para k = 1 a Nd hacer

Se mide el estado actual xk y se selecciona la matriz de transición P ;
si xk = 0 entonces

Se asigna el valor de la posición (1,1) de la matriz P a la variable Pk
en otro caso

Se asigna el valor de la posición (2,1) de la matriz P a la variable Pk
fin
Se obtiene un número aleatorio Nr ∈ [0, 1];
si Nr > Pk entonces

xk+1 = 1
en otro caso

xk+1 = 0
fin

fin

Presentado ya el algoritmo, aun queda por abarcar una de las principales situaciones que
se dan en el contexto de una oficina de trabajo, el comportamiento de las personas tiende
a variar según la hora del día. Para poder manejar esto, se definen una serie de actividades
típicas para una oficina programadas durante el día, las cuales definen cambios sobre la matriz
de transición P utilizada en el algoritmo.

Para el caso de estudio abordado en este capítulo se considera un tiempo de muestreo
de 5 minutos definido para que el algoritmo actualice el valor del estado, utilizando una
programación de actividades similar a la presentada en [44] e incluida en la Tabla 7.10.

Cada uno de los eventos programados tiene asociada su propia matriz de transición que
representa el posible comportamiento que tendrá el oficinista durante la realización de dicha
actividad. A continuación se incluyen los valores numéricos de las matrices considerados en
esta tesis para las horas hábiles:
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Evento Programado Periodo
Llegada a la oficina 7:00 – 8:30

Trabajo de la mañana 8:30 – 12:00
Salida para almorzar 12:00 – 12:30
Regreso de almorzar 12:30 – 13:30
Trabajo de la tarde 13:30 – 17:00
Salida del trabajo 17:00 – 21:00

Tabla 7.10: Programa de actividades en una oficina durante un día laboral

Pg =

[
0,90 0,10

0 1

]
Llegada a la oficina

Po =

[
1 0

0,15 0,85

]
Salida del trabajo

Plo =

[
1 0

0,50 0,50

]
Salida para almorzar

Plb =

[
0,90 0,10

0 1

]
Regreso de almorzar

Pw =

[
0,20 0,80
0,10 0,90

]
Trabajo

(7.29)

Se puede notar que hay horas sin actividades programadas en el algoritmo, las cuales
corresponden a la noche. Durante ese intervalo de tiempo, el estado es actualizado directa-
mente a 0, pues durante esas horas la oficina se encuentra cerrada. Adicionalmente, se debe
mencionar que durante las horas programadas para la actividad denominada Trabajo, no se
considera una probabilidad de seguir en la oficina igual a 1, pues se contemplan las posibles
salidas de los trabajadores a reuniones en otras salas, idas al baño, etc.

Habiendo ya caracterizado el comportamiento de cada uno de los trabajadores de una
oficina, se procede a calcular la ganancia interna de calor de la sala. Para ello, basado en
el trabajo de Schiavon et al. [45], se considera que una persona genera normalmente 125[W]
de calor en cada instante. Adicionalmente en [45], se menciona que para una oficina se debe
considerar que el sistema de iluminación aporta con una cantidad de calor igual a 10[w/m2].
Asumiendo que el uso del sistema de iluminación varia según el número de ocupantes actual de
la oficina, se establece una relación proporcional, la cual define que el calor aportado cumpla
con el valor mencionado en [45] sólo cuando la ocupación alcance la capacidad máxima de
la oficina. Dadas las dimensiones de la oficina mencionadas previamente en la Tabla 7.2, se
estima que por conceptos de uso del sistema de iluminación, cada individuo que ocupa la
oficina aporta 150[W] de calor. Luego, la señal de ganancia interna de calor se obtiene al
ponderar el total de calor que se genera debido a la presencia de un individuo, con el total
de personas que se encuentra dentro de la oficina.

A partir de los pasos mencionados en el Algoritmo 8, se puede destacar que la señal gene-
rada para el nivel de ocupación de la zona térmica presentará un comportamiento estocástico
que variara a lo largo del día. Debido a esto, se decide aplicar en este caso el método de
sintonización de intervalos que utiliza los parámetros αk,j variantes con respecto al instante
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k y el paso de predicción j.

Para la modelación de esta señal, se definió realizar un entrenamiento de distintos modelos
difusos para cada paso j, de manera similar a lo realizado en el caso de la modelación de
la temperatura ambiente. Repitiendo el procedimiento seguido para modelar la temperatura
ambiente, se entrenan modelos e intervalos distintos para tres valores de muestreo: 10, 20 y
30 minutos, utilizando un horizonte de predicción máximo igual a 3 horas.

A continuación, la Tabla 7.11 presenta los valores obtenidos para las métricas durante la
modelación del nivel de ocupación de la oficina, usando una probabilidad de cobertura fija
cp = 0.9 y un tiempo de muestreo igual a 10 minutos.

Tabla 7.11: Métricas para intervalos de Pd con cobertura fija y tiempo de muestreo 10 minutos

Conjunto de Entrenamiento Conjunto de Validación
Pasos 1 6 12 18 1 6 12 18

RMSE [n°p.] 1.428 1.527 1.615 1.621 1.464 1.579 1.647 1.660
PICP [%] 90.07 90.03 90.04 90.06 89.35 90.09 89.92 89.52

PINAW [%] 8.02 9.62 9.63 9.54 8.37 9.77 9.99 9.89

A partir de los resultados mostrados en la Tabla 7.11, se verifica que en el conjunto de
validación se alcanzan valores cercanos de probabilidad de cobertura a los impuestos durante
el proceso de entrenamiento. En el caso particular de esta señal de perturbación, los valores
registrados por el PICP resultaron levemente inferiores a los esperados en la conjunto de
validación, lo cual es opuesto a la tendencia presentada durante la modelación de la tempera-
tura ambiente. Sin embargo, esta disminución presentada en el nivel de cobertura no resulta
significativa, pues la diferencia con respecto al valor deseado equivale a una cantidad menor
al 1% del total de instantes modelados. Adicionalmente, el ancho promedio del intervalo se
mantuvo en valores cercanos para distintos pasos de predicción. En las Figuras 7.6 y 7.7
se presenta el intervalo obtenido para una serie de datos, de manera de poder apreciar las
variaciones del ancho del intervalo con respecto al instante k y el paso de predicción j.
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Figura 7.6: Intervalo con cobertura fija para predicción de Pd a 6 pasos

Figura 7.7: Intervalo con cobertura fija para predicción de Pd a 18 pasos

A partir de lo mostrado en las Figuras 7.6 y 7.7, se evidencia que la dependencia del ancho
del intervalo con respecto al paso de predicción j no destaca en comparación a la variación
de ancho obtenida para distintos momentos a lo largo del día. Con esto se puede concluir que
el comportamiento de la incerteza de esta señal se encuentra fuertemente influenciada por el
momento del día asociado a la predicción k + j, explicando las leves variaciones de PINAW
presentadas en la Tabla 7.11.

Las Tablas 7.12 y 7.13 presentan los resultados para las métricas, pero ahora utilizando
tiempos de muestreo de 20 y 30 minutos respectivamente. A partir de los resultados mostra-
dos, se evidencian las mismas tendencias identificadas para la implementación con tiempo
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de muestreo 10 minutos. El leve aumento del error del modelo y del ancho de los intervalos
al utilizar mayores tiempos de muestreo, reflejan nuevamente la disminución de la precisión
del modelo e intervalo difuso identificados, siguiendo la misma situación presentada con la
modelación de la temperatura ambiente.

Tabla 7.12: Métricas para intervalos de Pd con cobertura fija y tiempo de muestreo 20 minutos

Conjunto de Entrenamiento Conjunto de Validación
Pasos 1 3 6 9 1 3 6 9

RMSE [n°p.] 1.469 1.578 1.639 1.589 1.498 1.657 1.645 1.631
PICP [%] 90.09 90.06 90.10 90.05 88.48 88.54 89.63 88.51

PINAW [%] 9.11 9.90 9.67 9.85 9.49 10.37 10.49 10.25

Tabla 7.13: Métricas para intervalos de Pd con cobertura fija y tiempo de muestreo 30 minutos

Conjunto de Entrenamiento Conjunto de Validación
Pasos 1 2 4 6 1 2 4 6

RMSE [n°p.] 1.569 1.633 1.579 1.604 1.583 1.626 1.604 1.600
PICP [%] 90.16 90.09 90.18 90.13 88.64 89.51 90.77 89.79

PINAW [%] 9.33 10.10 10.22 9.88 9.78 10.69 10.34 10.34

Si bien en promedio, el ancho de los intervalos (medidos por el PINAW) no crece con
respecto al paso de predicción j de manera similar a lo acontecido con la modelación de la
temperatura ambiente, de las Figuras 7.6 y 7.7 se pueden identificar instantes puntuales donde
el ancho del intervalo crece de manera más notoria con respecto a j. Un ejemplo de esto ocurre
durante el horario de entrada y de salida de la oficina, donde el nivel de ocupación de la oficina
presenta los cambios más drásticos en su comportamiento. El evitar el riesgo de infactibilidad
durante esos casos puntuales, motiva la implementación de la probabilidad de cobertura
decreciente. En la Tabla 7.14 se presentan los resultados obtenidos para los intervalos con
tiempo de muestreo 10 minutos y cobertura decreciente dada por (4.8), considerando para
esto cpi = 0.9 y cpf = 0.4.

Tabla 7.14: Métricas para intervalos de Pd con cobertura decreciente

Conjunto de Entrenamiento Conjunto de Validación
Pasos 1 6 12 18 1 6 12 18

RMSE [n°p.] 1.428 1.527 1.615 1.621 1.464 1.579 1.647 1.660
PICP [%] 90.07 71.28 53.91 44.30 89.35 68.22 52.85 43.52

PINAW [%] 8.02 5.56 3.71 2.57 8.37 5.64 3.83 2.65

Si bien los resultados muestran que se logra la disminución del ancho de los intervalos,
en la Tabla 7.14 se destaca que el PICP a 18 pasos queda sobre el valor fijado originalmente
como probabilidad de cobertura objetivo (40%). Esto se debe a que los resultados de la
Tabla 7.14 toman en consideración las horas nocturnas, donde la incerteza es muy baja y los
intervalos contienen a la totalidad de los datos reales al utilizar el mínimo valor de α fijado
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para el algoritmo de sintonización. En la Figura 7.8 se muestra el intervalo obtenido a tres
horas en el futuro, utilizando la cobertura decreciente, esto para evidenciar la reducción del
ancho de intervalo con respecto a la Figura 7.7.

Figura 7.8: Intervalo con cobertura decreciente para predicción de Pd a 18 pasos

Dado los resultados obtenidos, se destaca la ventaja de utilizar la probabilidad de cobertura
decreciente para reducir el ancho de los intervalos en los instantes donde la incerteza puede
ser muy grande. Un ejemplo de esto se da al comienzo del horario de salida de los trabajadores
a las 17:00, momento en el que se obtienen alguno de los intervalos más anchos, los cuales
pueden ocasionar la presencia de casos infactibles en el problema de optimización que resuelve
el MPC. Considerando los resultados mostrados para los intervalos con cobertura decreciente,
se justifica su utilización con el propósito de evitar cualquier riesgo de infactibilidad durante
la operación del controlador que se implementará.

Habiendo implementado los diferentes intervalos para las señales de perturbaciones exter-
nas, ya se disponen de los modelos necesarios para proceder con la implementación de los
controladores propuestos. Pero antes de esto, aún falta por definir el tiempo de muestreo a
utilizar. Por esto, a continuación se presentaran los resultados de una serie de pruebas para
justificar el uso de los mismos tiempos de muestreo utilizados en esta sección de modelación
de las perturbaciones.

7.4. Dimensionamiento del tiempo de muestreo

Para corroborar que los tiempos de muestreo utilizados para la modelación de las per-
turbaciones sean adecuados para la implementación de los controladores, se plantean una
serie de pruebas de dimensionamiento. Estas pruebas consistieron en variar cada una de las
entradas del sistema, dejando el resto de las variables que ingresaban al modelo con valores
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fijos. La idea de estas pruebas es observar la evolución de la planta, estimando las constantes
de tiempo que rigen al sistema a partir del tiempo en que se logró la estabilización. En cada
prueba se obtuvieron valores diferentes para la constante de tiempo, debido a que la planta
es no lineal y su comportamiento presenta algunas variaciones en función de su punto actual
de operación. Una de las principales influencias presentes en la dinámica corresponde a la
diferencia entre la temperatura del aire dentro de la sala (T1) y la temperatura de los muebles
(T2).

Para la realización de estas pruebas, se simuló la dinámica de la habitación usando señales
con secuencias de valores aleatorios para cada una de las variables de entrada del sistema
HVAC. Cada señal presenta un cambio en su valor cada 3 horas para dejar que el sistema
logre la estabilización para cada nuevo valor de entrada.

Al momento de realizar las pruebas, se notó que el sistema no se lograba estabilizar en un
valor fijo. Esto se debe al efecto de la temperatura de dinámica lenta T2 presente en el modelo
utilizado, la cual al cambiar su valor, ocasionaba variaciones en el punto donde se debería
estabilizar la variable T1. Tomando en cuenta esta situación, se estableció que se consideraría
que el sistema consigue la estabilización cuando la tasa de variación de T1 iguala a la de T2.

Debido a la complejidad para establecer el punto donde la temperatura puede ser conside-
rada como estable, se definió una aproximación para el cálculo del tiempo de estabilización,
estableciéndola como el tiempo que le tomo a la variable T1 en llegar a la banda del 2% de
su valor final medido antes del cambio de la variable de entrada. En la Figura 7.9 se muestra
un ejemplo de la identificación de los puntos relevantes para estimar la constante de tiempo
del sistema.

Figura 7.9: Ejemplo de prueba de dimensionamiento

Según el tamaño del escalón que define al cambio de la variable de entrada y el punto de
operación actual del sistema, el tiempo de estabilización obtenido en las diferentes pruebas
realizadas, presentaba valores diferentes contenidos en un rango de entre 1.2 y 2.7 horas.
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Como un ejemplo de las pruebas realizadas, se incluye en la Figura 7.10 el comportamiento
del sistema al sólo cambiar la variación de temperatura del actuador, dejando fijo el valor del
flujo de masa de aire y asumiendo que la zona térmica no presenta ocupación alguna.

Figura 7.10: Prueba al cambiar la variación de temperatura en el actuador

A partir de las pruebas realizadas, se estima un tiempo aproximado de estabilización para
el sistema entorno a las 2 horas, esto con respecto a cada una de las variables de entrada del
modelo. Considerando esto, se justifica la utilización de los tiempos de muestreo propuestos
al modelar la incerteza de las perturbaciones externas, pues con dichos valores se alcanza
a apreciar el comportamiento transiente del sistema definido en el caso de estudio. En este
punto se define utilizar un tiempo de muestreo de 10 minutos para la implementación de
los controladores propuestos, elección motivada por el mejor rendimiento obtenido en la
modelación de las perturbaciones al utilizar dicho valor.

Habiendo definido los últimos aspectos necesarios para la implementación de los con-
troladores, se procede a mostrar a continuación los resultados obtenidos para las distintas
estrategias de control propuestas en este trabajo de tesis.

7.5. Control predictivo robusto basado en intervalos
para la perturbación

La primera de las estrategias de control implementada corresponde al MPC robusto basado
en intervalos para la perturbación (RMPC-ω), descrito en la sección 5.2. En este controlador,
siguiendo con los pasos mostrados por el Algoritmo 6, la incerteza de las perturbaciones
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caracterizada por los intervalos es utilizada para calcular los parámetros de apriete de las
restricciones incluidas en el problema de optimización.

Para este caso se asume a la dinámica del sistema de climatización como completamente
conocida, por lo tanto la ecuación que rige al sistema (7.11) es utilizada directamente para el
cálculo de las predicciones nominales del estado y los parámetros de apriete γ. En las Figuras
7.11 y 7.12 se muestra el comportamiento del sistema y la principal variable manipulada
respectivamente, obtenidos cuando el sistema se encuentra bajo esta estrategia de control.

Figura 7.11: Variable controlada con RMPC-ω

Figura 7.12: Variable manipulada obtenida con RMPC-ω

La Figura 7.11 refleja como el controlador es capaz de evitar la mayor parte del tiempo
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la ocurrencia de casos de violación de restricciones. La Figura 7.12 muestra por su parte que
la variable manipulada se mantiene dentro de los valores límites definidos para el actuador
considerado (entre 0 y 5 [kg/s]). A continuación, a modo de comparar con lo mostrado en la
Figura 7.11, se incluye en la Figura 7.13 el comportamiento de la temperatura de la oficina
al utilizar un control predictivo determinístico (denotado en los resultados reportados en este
capítulo como MPC), el cual no considera información alguna de la incertidumbre presente
en las predicciones del sistema.

Figura 7.13: Variable controlada con MPC determinístico

Al comparar las Figuras 7.11 y 7.13 se puede notar gráficamente el aumento en la satisfac-
ción de las restricciones al utilizar el controlador RMPC-ω, pues para el caso determinístico
se presentan varios casos durante las horas laborales, en los cuales la temperatura bajó del
valor mínimo de 21°C impuesto en el problema de optimización. Para apreciar de manera más
clara las diferencias entre los resultados obtenidos, se incluye en la Figura 7.14 los resultados
de simulación para las dos implementaciones mencionadas, esto para una ventana de tiempo
correspondiente a una jornada de operación de la oficina (14 horas, entre 7:00 y 21:00).
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Figura 7.14: Comparación de variable controlada obtenida con MPC y RMPC-ω

En la Figura 7.14 se evidencia que para ambas implementaciones la temperatura sigue un
comportamiento similar a lo largo de la jornada, esto pues el mismo modelo es utilizado en
ambas estrategias para calcular las predicciones del estado. Tal como se puede observar en
el gráfico, la principal diferencia entre ambas curvas se debe al apriete de las restricciones,
lo que ocasiona el desplazamiento de la curva correspondiente al RMPC-ω con respecto a la
implementación determinista. En la Tabla 7.15 se incluyen los indicadores más relevantes al
momento de comparar el rendimiento de las dos estrategias de control implementadas.

Tabla 7.15: Comparación de resultados entre RMPC-ω y MPC clásico

Satisfacción de
Restricciones [%]

Consumo
Energético [KWh]

Costo Computacional
Promedio [seg]

RMPC-ω 98.02 356.48 3.58
MPC 48.02 339.31 2.20

En la Tabla 7.15 se confirma el aumento del nivel de satisfacción de restricciones que
trae consigo la implementación de la formulación robusta del controlador, lo cual también
fue apreciado gráficamente en las Figuras mostradas previamente. El nivel de satisfaccion de
restricciones esperado para el controlador es de un 95%, considerando los intervalos sinto-
nizados con una cobertura del 90%. Esto se debe a que se asume que el 10% de los casos
donde la señal real no es contenida en el intervalo se distribuye de manera equitativa por
sobre y bajo los límites obtenidos. Además, las restricciones definidas en la optimizacion del
controlador normalmente son activadas a partir de solamente uno de los límites del intervalo.
Para este caso en particular, como los intervalos no se encuentran sintonizados tomando en
cuenta el efecto de la incertidumbre de la perturbación sobre el sistema, se obtiene un pará-
metro de apriete mayor al necesario, lo que ocasiona la obtención del nivel de satisfacción de
restricciones mayor al deseado.
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En términos del consumo energético, la estrategia robusta propuesta obtiene un mayor
valor, esto debido a que el apriete de restricción fuerza al sistema a gastar más energía, de
modo de reducir los valores de temperatura bajo los 21°C. Con respecto a la complejidad
computacional, la implementación robusta presenta un mayor costo computacional promedio
comparado con el MPC determinístico. Esto se debe básicamente al esfuerzo extra que se
debe utilizar para calcular los parámetros de apriete, los cuales por una parte dependen de la
variables de optimización y por otro lado afectan en la reducción del conjunto de soluciones
factibles.

La implementación de este controlador cumple con el objetivo principal de reducir los
casos de violación de restricciones, optimizando el consumo energético ante el apriete de las
restricciones del sistema. Sin embargo, su implementación se basa en un supuesto que no
necesariamente se cumple en un caso de aplicación real, la ecuación exacta que rige a la
dinámica del sistema es completamente conocida y es utilizada directamente como modelo
de predicción dentro del problema de optimización.

Como caso más cercano a una implementación real, se propone la utilización de la segunda
estrategia de control presentada en esta tesis. Dicha estrategia, denominada como control
predictivo robusto basado en intervalos para la variable de estado, asume que la dinámica
real del sistema es desconocida y emplea intervalos difusos para estimar las predicciones
de la temperatura de la oficina. Pero antes de proceder a la implementación de esta nueva
formulación, se deben obtener los respectivos modelos de intervalos difusos, que servirán como
base para el diseño de este controlador.

7.6. Modelación de la variable de estado

Para poder calcular las predicciones de la variable de estado, se identifica un modelo difuso
a un paso, que siga una estructura similar a (4.11), utilizando como entradas a todas las
variables que afectan a la dinámica del sistema de climatización dada por (7.1). Se considera
para el proceso de identificación de los modelos de intervalos, el mismo horizonte de predicción
utilizado durante el proceso de modelación de perturbaciones, y el tiempo de muestreo de
10 minutos escogido en la sección 7.4. Notar que, si bien T1 es caracterizada mediante un
modelo difuso debido a su dinámica no-lineal, la variable de estado T2 sigue por su parte una
ecuación lineal. Por lo tanto, para T2 es utilizado un modelo de predicción lineal, cuya salida
es posteriormente ingresada al modelo difuso de T1.

Basado en los resultados obtenidos en los casos de estudio previos, donde se controlaba
unos sistemas no-lineales simples, se decide implementar la propuesta de intervalos difusos
dado por parámetros de sintonización globales, el cual es representado por los límites (4.42)-
(4.43). Como las señales de perturbación externa ya se encuentran completamente caracte-
rizadas por los intervalos implementados en las secciones anteriores, esos mismos intervalos
serán utilizados para la caracterización de la incerteza completa presente en las predicciones
del estado.

Entonces, en la Tabla 7.16 se muestran las métricas asociadas a la implementación de los
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intervalos para la variable de estado, usando una probabilidad de cobertura fija cp = 0.9.

Tabla 7.16: Métricas para intervalos de xk con α global y cobertura fija

Conjunto de Entrenamiento Conjunto de Validación
Pasos 1 6 12 18 1 6 12 18

RMSE [°C] 0.129 0.438 0.692 0.878 0.133 0.463 0.729 0.941
PICP [%] 90.05 90.01 90.02 90.02 92.44 90.00 91.75 91.49

PINAW [%] 2.32 7.83 12.91 16.07 2.99 9.84 16.62 21.01

De los resultados mostrados en la Tabla 7.16, se aprecia que los intervalos obtienen un nivel
de cobertura superior al impuesto durante la fase de entrenamiento, esto debido al aumento
del ancho de los intervalos registrados por el PINAW. El aumento notorio del ancho del
intervalo con respecto al paso de predicción, corresponde a una de las situaciones a las cuales
se le debe prestar especial atención. Tal como ha sido mencionado previamente, la obtención
de intervalos de predicción muy anchos puede resultar perjudicial para la implementación
de los controladores propuestos, por lo que se considera como alternativa la utilización de
los intervalos entrenados con una probabilidad de cobertura decreciente con respecto al paso
de predicción. En la Tabla 7.17 se reportan los resultados obtenidos con los intervalos con
probabilidad de cobertura dada por (4.8), con cpi = 0.9 y cpf = 0.1.

Tabla 7.17: Métricas para intervalos de xk con α global y cobertura decreciente

Conjunto de Entrenamiento Conjunto de Validación
Pasos 1 6 12 18 1 6 12 18

RMSE [°C] 0.129 0.438 0.692 0.878 0.133 0.463 0.729 0.941
PICP [%] 90.05 47.22 21.77 10.00 92.44 51.16 23.09 9.96

PINAW [%] 2.32 2.54 1.69 0.97 2.99 3.21 2.19 1.29

A partir de los resultados mostrados, se verifica el correcto funcionamiento de los intervalos
con cobertura decreciente, logrando en el conjunto de validación alcanzar valores cercanos de
cobertura a los impuestos durante la fase de entrenamiento. El beneficio más importante que
tiene el uso de esta alternativa corresponde a la efectividad para reducir el ancho de intervalo
para pasos de predicción grandes. Esto favorece a la implementación de los controladores
propuestos, pues se reduce considerablemente el riesgo de presentar casos de infactibilidad
en el problema de optimización.

Eligiendo el uso de los últimos intervalos presentados en la Tabla 7.17, los cuales fueron
formulados especialmente para modelar a la variable de estado considerando una probabili-
dad de cobertura decreciente, se procede a implementar el respectivo controlador predictivo
robusto asociado.
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7.7. Control predictivo robusto basado en intervalos
para las variables de estado

La estrategia de control predictivo robusta formulada tomando como base a los intervalos
difusos para el estado (RMPC-FI), descrita previamente en la sección 5.3 y resumida en el
Algoritmo 7, es implementada para controlar el sistema de climatización definido para este
caso de estudio. El comportamiento de la temperatura de la oficina obtenido bajo el uso de
este controlador es mostrado a continuación en la Figura 7.15, junto con la respectiva variable
manipulada asociada en la Figura 7.16.

Figura 7.15: Resultado variable controlada con RMPC-FI

Figura 7.16: Resultado variable manipulada con RMPC-FI
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En este punto se debe mencionar que para este experimento de simulación, se utiliza el
mismo perfil de perturbación aplicado previamente durante la implementación del control
predictivo basado solamente en los intervalos para la perturbación. A partir de lo mostrado
en las Figuras 7.15 y 7.16, se verifica el correcto funcionamiento de la estrategia de control
implementada, logrando un alto porcentaje de satisfacción de las restricciones, mientras la
variable manipulada se mantuvo dentro de los límites fijados por el actuador físico.

A modo de comparar los resultados obtenidos, se plantea la implementación de otras for-
mulaciones de control predictivo para que actúen sobre el sistema de climatización. Uno de
los controladores considerados para comparar los resultados corresponde a la formulación clá-
sica del control predictivo (MPC), la cual resuelve el problema de optimización sin realizar
el apriete de restricciones. Adicionalmente, se considera la implementación de un controla-
dor predictivo robusto que solamente haga uso de los intervalos difusos que caracterizan la
incerteza asociada al modelo identificado (obtenido usando solamente los valores reales de
ω, es decir, sin considerar el error de predicción de las perturbaciones). Este intervalo esta
dado por los límites (4.15)-(4.16), y no llega a utilizar información adicional alguna sobre
la incertidumbre de las perturbaciones externas (el controlador basado en estos intervalos es
denotado en este capítulo como RMPC-x).

El último controlador considerado con fines comparativos, consiste en la propagación de
la incerteza de las perturbaciones ω sobre el modelo del sistema, siguiendo los mismos pasos
realizados durante la implementación anterior del RMPC-ω en la sección 7.5. La principal
diferencia con respecto al RMPC-ω implementado previamente, es que ahora la propagación
de la incerteza de ω se lleva a cabo a través del modelo difuso identificado.

La temperatura obtenida con el RMPC-FI para una jornada de operación de la oficina
(14 horas, entre 7:00 y 21:00), es comparada en la Figura 7.17 con los resultados de las tres
alternativas mencionadas anteriormente. Adicionalmente, en la Tabla 7.18 se incluyen las
métricas de desempeño más relevantes para los distintos controladores implementados, el nivel
de satisfacción de restricciones, el consumo energético y el tiempo de iteración computacional.

Tabla 7.18: Comparación de resultados entre MPC implementados

Satisfacción de
Restricciones [%]

Consumo
Energético [KWh]

Costo Computacional
Promedio [seg]

RMPC-FI 94.07 354.73 83.40
MPC 45.85 340.62 76.11

RMPC-x 65.61 343.59 76.30
RMPC-ω 97.63 359.68 89.16
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Figura 7.17: Comparación de resultados para variable controlada

A partir de los resultados mostrados en la Tabla 7.18 se puede apreciar que el RMPC-FI
logra un nivel de satisfacción de restricciones cercano al valor esperado (según lo mencio-
nado en la sección 7.5, para los intervalos propuestos que son entrenados con un PICP de
90%, se espera una violación de restricciones del 5%). En términos de la satisfacción de res-
tricciones, el rival directo del RMPC-FI resulta ser la implementación del RMPC-ω, la cual
logra resultados similares a los obtenidos en la sección 7.5, donde el controlador utilizaba el
modelo real del sistema para calcular las predicciones. La reducción del nivel de satisfacción
de restricciones a un valor más cercano al esperado, trae consigo un beneficio asociado a la
reducción del consumo energético. Esto posiciona al RMPC-FI por sobre las alternativas que
consideran utilizar solamente una parte de la información proporcionada por los intervalos
difusos identificados para ω y xk (como el RMPC-x y el RMPC-ω).

Al comparar el RMPC-FI con la implementación determinista, se presentan situaciones
similares a las descritas en los resultados de simulación vistos previamente en esta tesis,
destacando la menor cantidad de casos donde se satisfacían las restricciones, a cambio de
obtener el consumo energético mínimo. En este punto, la implementación de los intervalos
clásicos (los cuales no consideran la información de la incertidumbre de las perturbaciones
externas), genera una mejoría en el nivel de satisfacción de restricciones del RMPC-x con
respecto al MPC determinístico. El problema que se puede identificar en el RMPC-x es
que el incremento del nivel de satisfacción de restricciones no alcanza para lograr valores de
satisfacción cercanos a los esperados (95%). Estos resultados son de utilidad para resaltar el
beneficio de usar las estructuras de intervalos propuestas en esta tesis para implementar los
controladores robustos, en desmedro de los intervalos clásicos reportados en la literatura que
no consideran el efecto de la incerteza de la señal de perturbación externa.

En términos del costo computacional, se evidencia un aumento considerable del tiempo de
iteración promedio de los controladores, esto en comparación a lo registrado con la implemen-
tación reportada en la sección 7.5, donde se asumía completo conocimiento de la dinámica de
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la planta y se utilizaba directamente el modelo real en el problema de optimización. Este au-
mento es un efecto de la utilización de los modelos difusos, pues las variables de optimización
del problema afectan tanto a los modelos locales lineales como a los grados de activación,
aumentando con esto la complejidad computacional del problema que resuelve el MPC. Entre
las implementaciones llevadas a cabo en esta sección, se destaca que la propuesta de MPC
robusto basado en los intervalos de estado y el controlador que realizaba la propagación de la
incerteza de ω aumentan en torno a un 10% adicional el tiempo promedio que toma resolver
la optimización. Si bien el aumento del tiempo promedio para resolver la optimización no es
despreciable, para este caso de estudio en particular, el tiempo de resolución se encuentra
aún lejos del tiempo de muestreo del sistema (600 segundos).

7.8. Discusión

En este capítulo se estudió la implementación de las distintas propuestas de modelación
por intervalos y controladores diseñados en este trabajo, aplicados al caso de un sistema
de climatización HVAC. Para lograr esto, en primer lugar se caracterizó completamente el
modelo de un sistema de climatización, explicando el significado de sus parámetros y la
posterior obtención de sus valores. También se describió el sentido físico del problema de
optimización que debía resolver el MPC, abordando su descripción desde el punto de vista
de la problemática del consumo energético y la satisfacción de restricciones de comodidad
para los ocupantes de la zona térmica.

Posteriormente se describieron las señales de perturbación externas que actúan como fuen-
tes de incerteza en el cálculo de predicciones, explicando los diferentes experimentos para
obtener las mediciones de las respectivas señales y asociar la estructura de sintonización de
intervalos difusos adecuada, basándose en el comportamiento que presenta la incerteza de
cada perturbación a lo largo del tiempo.

El capítulo continuó con la implementación de los intervalos para las dos perturbaciones
que afectan al sistema, mostrando los respectivos resultados obtenidos al utilizar la variante
de sintonización más adecuada para la señal que se buscaba modelar.

Por una parte, para la temperatura ambiente se presenta una componente incierta que
se mantiene a lo largo del día, presentando mayores variaciones con respecto al paso de
predicción. Para ese caso, la propuesta de sintonización de intervalos que dependa solamente
del paso de predicción j se identifica como la alternativa más adecuada a implementar,
logrando en los resultado de simulación cumplir el objetivo de caracterizar la incertidumbre
de la señal adecuadamente.

Por otro lado, el nivel de ocupación mostró un comportamiento de incerteza diferente,
variando principalmente con respecto a la hora del día asociada a la predicción. Debido a
esto, se identifica a la estrategia de sintonización con parámetros que dependan tanto del
instante actual k y del paso de predicción j como la alternativa más adecuada para modelar
la ocupación de la oficina. A partir de los resultados se verifica la correcta caracterización
de la incerteza asociada a la ocupación de la oficina, logrando aplicar satisfactoriamente
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esta herramienta para regímenes de operación claramente distintos. Como ejemplo de estos
regímenes de operación se puede mencionar los horarios de llegada y salida (los cuales poseen
una incerteza considerablemente mayor a la presentada el resto del día), el horario de trabajo
normal y el horario nocturno donde la oficina se encuentra cerrada (durante este modo de
operación la incerteza de la señal de perturbación es mínima).

Con la caracterización de la incerteza de las perturbaciones ya lograda, el paso siguiente
fue la implementación del controlador robusto que asumía un completo conocimiento de la
dinámica del sistema en su diseño. Este controlador realizaba una propagación de la incerteza
caracterizada por los intervalos difusos para ω, ingresándola al modelo real para calcular el
parámetro de apriete. Se destaca que esta implementación logra un porcentaje de cumpli-
miento de restricciones del sistema superior en 3% al valor esperado, el cual se encuentra
determinado por la probabilidad de cobertura escogida para los intervalos difusos. A pesar
del beneficio evidenciado en esta implementación, el caso simulado dista de lo que sería una
implementación real, esto pues la dinámica del sistema en pocas ocasiones es completamente
conocida. Debido a esto, se propuso llevar a cabo la implementación del control predictivo
robusto basado en los intervalos de estado (RMPC-FI).

Para lograr la implementación del RMPC-FI, fue necesario modelar primero la variable
de estado que se busca controlar. Para ello, se utilizó la estructura de intervalo propuesta en
esta tesis para modelar sistemas dinámicos, la cual considera la combinación de la incerteza
interna del modelo y el error presente en las predicciones de las perturbaciones externas. Los
resultados mostrados reflejan la efectividad de este nuevo intervalo formulado en este trabajo,
pues logró obtener los niveles de cobertura deseados a pesar de la presencia de incertidumbre
proveniente tanto de fuentes internas, como externas.

Finalmente el controlador robusto que utiliza los intervalos propuestos (RMPC-FI) fue
implementado, logrando en los resultados mostrar que esta estrategia satisface los reque-
rimientos que motivaron la formulación de la propuesta basada en la nueva estructura de
intervalos presentada en esta tesis. En la comparación de los resultados obtenidos, realiza-
da con respecto al comportamiento del sistema obtenido con el MPC clásico, se destaca el
aumento del nivel de satisfacción de restricciones a un valor cercano al esperado. La im-
plementación de las otras alternativas de controladores, las cuales sólo utilizan la incerteza
interna del modelo (RMPC-x) o la incerteza externa (RMPC-ω) para el cálculo de los pará-
metros de apriete, permiten vislumbrar que la propuesta definitiva presentada en esta tesis
(la cual combina toda la información de incertidumbre interna y externa al modelo) obtiene
los mejores resultados al evaluar al mismo tiempo el nivel de satisfacción de restricciones y
el consumo energético.

Con esto queda confirmada la utilidad de los intervalos propuestos para llevar a cabo
implementación robustas de control predictivo, mejorando los resultados con respecto a la
utilización de los intervalos reportados en la literatura, los cuales no consideran el efecto
combinado de todas las fuentes de incerteza que actúan normalmente durante la operación
de un sistema con dinámica desconocida y afecta a perturbaciones externas.
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8 Conclusiones

El trabajo desarrollado en esta tesis presentó una serie de propuestas relacionadas con la
modelación de señales inciertas y sistemas dinámicos, proporcionando nuevas estructuras de
modelos de intervalos para la caracterización de la incertidumbre presente en el cálculo de
las predicciones de un sistema. Adicionalmente, y tomando como base a las propuestas de
modelación por intervalos presentados en este trabajo, se diseñaron las respectivas estrategias
de control predictivo robusto basadas en el uso de estos nuevos intervalos formulados.

Cuando se busca implementar un controlador predictivo robusto sobre un sistema diná-
mico afectado por perturbaciones externas, se necesita caracterizar a las distintas fuentes de
incertidumbre que pueden provocar la presencia de error en el cálculo de las predicciones.
En este trabajo, se destacan dos fuentes de incertidumbre que necesitan ser modeladas me-
diante el uso de intervalos difusos, la incerteza asociada al comportamiento incierto de la
perturbación externa y la incertidumbre asociada al modelo identificado para el sistema.

Para el caso de la perturbación externa, se debe mencionar que este tipo de señales puede
presentar distintos comportamientos de incerteza. Esto ocasiona que los intervalos regular-
mente reportados en la literatura no necesariamente funcionen adecuadamente para todas
las situaciones que se pueden presentar durante la modelación de las señales. En esta tesis
se identifican dos tipos de incertidumbre que pueden presentar los modelos de predicción
de las señales de perturbación. Por una parte, se menciona la incerteza que no depende del
instante en que esta ocurriria (y por ende, de cuando se realiza la predicción), presentando
solamente variaciones del nivel de incertidumbre con respecto a la cantidad de pasos en el
futuro en que la señal es predicha (como ejemplo, se puede mencionar la modelación de la
temperatura ambiente en el caso de estudio aplicado a sistemas de climatización). Por otro
lado, se identifica la incertidumbre que si presenta variaciones con respecto al instante en
que se calcula la predicción (como ejemplo, se puede mencionar el caso de la radiación solar,
cuya incertidumbre es nula en el horario nocturno).

En esta tesis, se proponen dos esquemas de sintonización para los intervalos de las per-
turbaciones externas, definiendo parámetros de sintonía que se adecuen a los dos tipos de
incerteza que pueden presentar las señales a modelar (los parámetros de sintonía αj que sólo
dependen del paso de predicción j y los parámetros αk,j que además dependen del instante k
en que se calcula la predicción). Ambos esquemas de sintonización son puestos a prueba en el
caso de estudio de sistemas de climatización, el cual se encuentra compuesto por señales de
perturbación con ambos tipos de comportamiento de incerteza. Las simulaciones muestran
que los nuevos parámetros de sintonía αk,j que consideran el efecto del instante actual k se
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adecuan correctamente a la incertidumbre presentada por la señal de perturbación asociada
al nivel de ocupación de oficina, logrando el intervalo resultante contener a una señal que
presenta un nivel de incertidumbre alto en ciertos horarios del día (como durante el horario
de llegada y salida de los trabajadores) y una incerteza baja durante la noche.

El diseño de los controladores predictivos robustos presentados en esta tesis, consideró
la utilización del conocimiento de la incertidumbre proporcionado por los intervalos para
apretar las restricciones que debe satisfacer el sistema a controlar. Debido al seguimiento de
este tipo de estrategia, la obtención de intervalos de predicción muy anchos puede ocasionar
problemas de infactibilidad en el problema de optimización que debe resolver el controlador.
Al aumentar el paso de predicción j utilizado al momento de la modelación, se espera que se
presente un crecimiento del ancho de los intervalos, esto debido a la acumulación del error
obtenido para los pasos de predicción previos {1, . . . , j−1}. Para evitar el riesgo de presentar
casos de infactibilidad debido al crecimiento del ancho de los intervalos, en este trabajo se
presentó una nueva propuesta de sintonización, la cual considera utilizar una probabilidad
de cobertura decreciente con respecto al paso de predicción. Los resultados de simulación
reportados en este trabajo, verifican la efectividad de considerar esta propuesta, mostrando
el logro de evitar completamente la ocurrencia de casos infactibles en los diferentes casos de
estudio presentados en esta tesis.

Si se considera a la ecuación dinámica exacta que rige al sistema a controlar como comple-
tamente conocida, en este punto ya se puede realizar el diseño de una estrategia de control
predictivo robusto, basado en el apriete de restricciones. Para ello, se tiene que considerar
que el controlador debe calcular los parámetros de apriete, mediante el ingreso de los límites
de los intervalos para la perturbación, en el modelo del sistema. Los resultados de simulación
de este controlador, para el caso de estudio basado en el control de un sistema no-lineal sim-
ple y el caso aplicado a sistemas de climatización, muestran el cumplimiento del objetivo de
reducir las violaciones de restricciones originalmente obtenidas con el MPC determinístico.

El controlador predictivo robusto basado solo en intervalos para la perturbación, logra
mejorar el nivel de satisfacción de restricciones, comparado con los resultados del MPC de-
terminístico. Sin embargo, su implementación se encuentra sujeta a la disposición del modelo
exacto del sistema como información conocida. Para el caso donde dicha condición no es
cumplida, se debe realizar la identificación de un modelo aproximado para caracterizar el
sistema. La realización de esto, provoca que se deba considerar a la segunda fuente de in-
certidumbre mencionada previamente en esta tesis en el diseño del controlador, la incerteza
propia del modelo identificado. Para lograr esto, en esta tesis se propuso una nueva estructura
de modelo de intervalo difuso enfocada en la modelación de sistemas dinámicos, que utilice
las dos fuentes de incertidumbre presentes para el cálculo del ancho de los intervalos.

La formulación de esta nueva estructura de intervalos es llevada a cabo tomando como
base la utilización de dos tipos de modelos, uno que se encuentre definido en variables de
estado y otro que sea del tipo autorregresivo con variable exógena. Para ambos casos, los
intervalos son planteados como la suma de las diferentes incertezas que afectan al cálculo de
predicciones del sistema. En este trabajo, se propusieron dos esquemas de sintonización para
el ancho final del intervalo. Por una parte, se considera el cálculo por separado de los dife-
rentes parámetros de sintonía que componen al nuevo intervalo, y por otro lado, se propone
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una sintonización combinada mediante la definición de un parámetro global. Las simulaciones
realizadas muestran que ambos esquemas de sintonización propuestos logran resultados simi-
lares en términos del ancho y nivel de cobertura, por lo tanto, se concluye que cualquiera de
los dos esquemas puede ser utilizado para la implementación de los controladores diseñados.
Para las pruebas de simulación de los controladores, se define utilizar los intervalos obtenidos
con la sintonización combinada, debido a que con este esquema se deben determinar una
menor cantidad de parámetros.

Los resultados obtenidos por los controladores implementados en los diferentes casos de es-
tudio, muestran los beneficios de utilizar los nuevos intervalos formulados en este trabajo. En
particular, se puede destacar la mejora del nivel de satisfacción de restricciones con respecto a
la implementación del MPC determinístico. Además, estos controladores logran evitar satis-
factoriamente todas las situaciones de infactibilidad que se presentaron previamente durante
la implementación del MPC robusto basado solamente en intervalos para la perturbación.
Este beneficio se aprecia como consecuencia directa de la implementación de los intervalos
formulados específicamente para modelar sistemas dinámicos, junto con la utilización de la
probabilidad de cobertura decreciente durante el proceso de sintonización.

En conclusión, a partir de todos los resultados reportados en este trabajo para los distintos
casos de estudio presentados, se verifica el cumplimiento de los diferentes objetivos que mo-
tivaron a cada una de las propuesta presentadas en esta tesis. Se destaca que en este trabajo
de tesis se ha logrado desarrollar de manera satisfactoria una nueva formulación de intervalos
enfocada en la modelación de sistemas dinámicos. Esta nueva formulación, al ser combinada
con las diferentes propuestas relacionadas con los métodos de sintonización de los interva-
los, permiten aprovechar en plenitud los distintos beneficios de este tipo de herramientas de
modelación en la implementación de una estrategia de control predictivo robusto.

Trabajo Futuro

Los intervalos difusos propuestos en esta tesis, junto con las respectivas formulaciones
de controladores predictivos robustos, asumen que el error de predicción de los modelos
distribuye equitativamente entre valores positivos y negativos. A partir de las pruebas de
simulación del caso de estudio correspondiente al control del sistema no-lineal autorregresivo
con variable exógena, se identificó como un problema para los controladores desarrollados en
esta tesis la posible ocurrencia de situaciones donde la distribución equitativa del error de
predicción no se cumple, pues esto complejiza el manejo del nivel de cumplimiento de las
restricciones del sistema controlado. En los diferentes casos de estudio, quedo en evidencia
que para cada instante k, el controlador activaba solamente uno de los límites definidos por
la restricción del sistema. Esto permitió que con intervalos entrenados con una cobertura del
90% lograran una satisfacción de restricciones cercanas al 95%. Cuando los casos de violación
del intervalo no distribuyen equitativamente por sobre y debajo el rango dado por el intervalo,
el nivel de satisfacción de restricciones no coincidirá con valores cercanos a los esperados, tal
como ocurrió en las pruebas de simulación con el controlador implementado sobre el sistema
no-lineal autorregresivo con variable exógena. Debido a esto queda propuesto como trabajo
futuro la implementación de una variante que no considere un intervalo simétrico entorno a
la predicción entregada por el modelo difuso.
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Otra línea a seguir como trabajo futuro es el diseño de nuevos modelos por intervalos, los
cuales estén pensados para modelar sistemas multivariables (con múltiples entradas y salidas).
Para dicho caso, la incerteza caracterizada para el sistema no se encontrará contenida en un
rango de valores, si no que deberá estar contenida en un poliedro con forma arbitraria.

Publicaciones Generadas

• O. Cartagena, D. Muñoz-Carpintero, D. Sáez “Fuzzy prediction intervals for robust
predictive control design”, Enviado para revisión a la revista Applied Soft Computing.

• O. Cartagena, D. Muñoz-Carpintero, D. Sáez “A robust predictive control strategy for
building hvac systems based on interval fuzzy models”, 2018 IEEE International Con-
ference on Fuzzy Systems (FUZZ-IEEE), Jul. 2018, pp. 1-8.

• O. Cartagena, D. Muñoz-Carpintero, D. Sáez “A robust predictive control strategy for
building hvac systems using interval fuzzy models”, XIII IEEE Escuela de Verano de
Inteligencia Computacional (EVIC), 2017. Premiado con el 2° lugar en concurso de
posters.
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