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OPTIMIZACIÓN DE BAND-GAP EN MATERIALES TIPO SÁNDWICH
El siguiente trabajo tiene por objetivo diseñar y optimizar un panel tipo sándwich para

evitar la propagación de ondas mecánicas en el plano del material. Este sándwich estará
confeccionado en su núcleo por un material celular, por lo que se optimiza tanto al sección
transversal de los elementos celulares, como también el material de cada uno.

El diseño de este trabajo se basa en diversas estructuras tipo enrejado de la literatura que
han sido estudiadas en el marco de materiales celulares, otorgándole diversas propiedades
como una excelente relación peso - desempeño, para su posterior uso en un núcleos sándwich.

Para modelar la propagación de ondas se introdujo la teoría de materiales periódicos.
Esta teoría impone condiciones de borde de periodicidad infinita para así, simular que un
material esté desplegado en un plano con periodicidad infinita en teoría. A partir de la teoría
anterior se define un gráfico llamado diagrama de bandas, el cual es simplemente una forma
de representar la respuesta de un cuerpo a excitaciones en un rango de frecuencias en distintas
direcciones. Lo importante de este diagrama es que un vacío entre dos bandas a lo largo del
vector de ondas indica que no hay propagación de ondas en ese rango de frecuencias, estas
zonas de no propagación son denominadas como band gaps.

Luego, la formulación del problema de optimización consiste en elegir dos bandas del
diagrama de bandas y maximizar la separación entre estas, variando solo el núcleo del panel
sándwich. Como el núcleo esta compuesto solo de elementos tipo viga, se varia el material
de cada viga y sección transversal respectiva, por lo que se definen dos variables de decisión
por viga.

Con el objetivo de llevar a cabo la optimización del panel tipo sándwich, se optimizó un
enrejado en 2D con elementos barra (Truss) para estudiar como se comporta el band gap en
este tipo de estructuras, pues el problema de optimización de band gap solo se ha estudiado
en materiales continuos. Luego, se llevó a cabo la optimización de un panel tipo sándwich
con un enrejado de elementos tipo viga, obteniendo band gaps en un amplio espectro de
frecuencias.

Cómo resultados, se logra optimizar exitosamente el enrejado en 2D hecho de barras como
el panel sándwich con núcleo celular. Se aprecia que, en el caso 2D, la variación del band
gap en función de la complejidad de la estructura (número de celdas) y, en el caso del panel
celular, como varía la estructura misma en función de la selección de las bandas que se deseen
optimizar.

El trabajo concluye observando que hay ciertas bandas que se pueden optimizar, mientras
que en otras la física del problema no permite su generación. Es interesante observar como
sutiles cambios en la estructura del panel permite la generación de band gaps en distintas
frecuencias. También debe llevarse a cabo un post-procesamiento pues el algoritmo de op-
timización llegará a un mínimo que aveces puede no tener sentido para la construcción del
material.
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Capítulo 1

Introducción

En la actualidad, los avances tecnológicos en manufactura han permitido crear estructuras
cada vez mas complejas gracias a la manufactura aditiva, la cual ha otorgado una gran liber-
tad en el diseño, permitiendo emplear materiales polímeros, cerámicos, metálicos o mezclas
entre estos, dando lugar a la confección de materiales, estructuras e inclusive moldes para
otros materiales con formas muy complejas y novedosas. Gracias a esta versatilidad, se han
obtenido estructura que son prácticamente imposibles de fabricar con los procesos de ma-
nufactura convencionales, además, a precios relativamente bajos, con el objetivo de obtener
un prototipado rápido. Con esta idea de la versatilidad actual de la manufactura en mente,
se pretende diseñar, modelar y optimizar un material tipo sándwich con un núcleo interno
hecho con una arquitectura celular modelándolo con el método de elementos finitos de tal
forma que pueda suprimir la propagación de ondas en un cierto rango de frecuencia, con el
objetivo de evitar la vibración en un medio infinitamente periódico (en el plano de la placa
tipo sándwich), suponiendo que esta placa se réplica en el plano de manera infinita.

1.1. Motivación
La motivación de este trabajo surge de evitar la propagación de ondas mecánicas en placas

tipo sándwich, utilizando una mezcla de dos tipos de materiales novedosos en la literatura,
por un lado las denominadas estructuras fonónicas, mientras que por el otro, los materiales
celulares. En este trabajo se desea diseñar, modelar y optimizar un material tipo sándwich,
es decir con tres capas, que sería las capas delgadas exteriores y el núcleo. Este material
debe ser capaz de aislar las vibraciones en un espectro de frecuencias, suprimiendo las ondas
mecánicas gracias a su periodicidad de celdas.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Diseñar y optimizar panel tipo sándwich periódico con un núcleo hecho de arquitectura
celular cuadrada, con la capacidad de aislar vibraciones mecánicas en el plano del material.
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1.2.2. Objetivos específicos

Formular el problema de optimización maximizando el band gap variando las propie-
dades del núcleo del material tipo sándwich, las que son las propiedades de área y el
material en si mismo de cada elemento viga.

Realizar un análisis con un enrejado en 2D para observar cómo se comporta la máxi-
mización de bandgap en este tipo de estructuras.

Evaluar como se comporta la optimización 2D en función del número de celdas.

Evaluar como se comporta la optimización en el panel en función de las bandas a
optimizar.

1.3. Alcances
Este trabajo pretende influir en el diseño y optimización del panel sándwich, por lo tanto,

presentará un amplio trasfondo matemático y teórico sobre el diseño, optimización del ma-
terial y también entregando distintas opciones y grados de libertad de diseño para este. En
consecuencia, todo lo que tiene que ver con la confección del material no se llevará a cabo,
tales como el proceso de manufactura y el ajuste de modelo de la estructura.
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Capítulo 2

Antecedentes generales

A continuación se presentan diversos tópicos y teoría necesaria para poder entender el
trabajo a cabalidad. En primer lugar se presentan los paneles tipo sándwich y materiales
celulares, los cuales dan la forma al material que se desea optimizar, luego, se desarrolla
brevemente el trasfondo de las estructuras fonónicas y teoría de materiales periódicos, para
obtener un band gap. Finalmente se introduce lo que es optimización topológica, la cual sirve
para poder optimizar la estructura, ver que variables se modificaran en la optimización y en
adición a esto se habla brevemente del algoritmo de optimización a emplear en este problema.

2.1. Paneles sándwich
Los paneles sándwich son estructuras con múltiples capas, que tienen dos láminas delgadas

en los extremos, las que poseen alta densidad y rigidez, las cuales a su vez rodean un núcleo de
baja densidad. La Figura 2.1 presenta un panel tipo sándwich y su composición, incluyendo
el adhesivo para unir el núcleo con las láminas exteriores.

Con respecto a las propiedades mecánicas de los paneles sándwich, la rigidez a la flexión
es mucho mayor que tener una sola placa con el mismo peso del panel a lo mismo con la resis-
tencia a la flexión. La tabla 2.1 muestra la rigidez a flexión y su resistencia, en comparación
con una placa sólida.

La función de las placas de los extremos es resistir los esfuerzos de tracción y compresión
en el sándwich, la resistencia a la flexión es tan pequeña que puede ser despreciada en estas
placas. Por otro lado, el núcleo debe tener rigidez suficiente a lo largo del material como
para mantener la distancia entre las placas constante y suficiente rigidez en corte como para
asegurar que cuando se doble el panel no ocurra deslizamiento entre si, porque o si no, las
placas se comportaran como si no hubiera un núcleo.

Estos paneles han demostrado ser altamente aplicable en diseño mecánico de ingeniería
cuando se requiere de materiales con una buena relación masa - rigidez [1],[8], incluyendo la
industria aeroespacial [33].

Estos paneles también se emplean por sus increíbles propiedades vibroacusticas [7], las
cuales son cuantificadas calculando indicadores como la pérdida de transmisión de sonido
(Sound transmision loss) y la eficiencia de radiación (sound efficiency), los cuales dependen
de la superficie que emite esta onda (material y condiciones de borde) y del medio que
se este inmerso. Diversos artículos han buscado optimizar paneles sándwich, minimizando
la transmisión de sonido calculando una función objetivo que depende de las variables de

3



Tabla 2.1: Ejemplificación de la eficiencia de los paneles tipo sándwich
en relación a su peso.[34]

Rigidez a la flexión
relativa 1 7.0 37

Resistencia a la fle-
xión relativa 1 3.5 9.2

Peso relativo 1 1.03 1.06

diseño del panel (problema de valores y vectores propios), de esa forma optimizándolo. Por
ejemplo Denldi & Sun [10] optimizaron, un panel con un núcleo celular hecho de elementos
tipo barra (Truss), también Thamburaj & Sun [31] optimizó un panel con núcleo de elementos
viga (beam), finalmente Denli & Sun [9] proponen una metodología para llevar a cabo esta
optimización, la cual detalla desde el análisis estructural, acústico hasta la optimización.
Este análisis solo es aplicable a una estructura, por lo que, si se desea optimizar una gran
estructura será muy costoso computacionalmente.

Figura 2.1: Esquema de panel tipo sándwich.[7]

2.2. Materiales celulares
Se definen como materiales formados por arreglos periódicos o estocásticos de celdas,

cerradas o abiertas, las que pueden representar en su interior configuraciones de celdas en 2D
(honeycomb) o 3D (lattice) [20]. La naturaleza emplea materiales celulares en ocasiones en
las cuales se necesita tener una baja densidad, en adición con una alta rigidez y resistencia,
en estos casos utiliza geometrías complejas con ligamentos y gradientes de densidad. En la
actualidad, gracias a los avances en la manufactura aditiva, se han logrado crear complejas
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arquitecturas celulares, combinando espacios vacíos y sólidos de maneras muy complejas,
como también diversos tipos de plástico y materiales. En la Tabla 2.2 se esquematiza la
relación entre de la complejidad del material, las propiedades y la cantidad de variables de
diseño que pueden llegar a poseer estos materiales [23].

Tabla 2.2: Propiedades y número de grados de libertad en el diseño, en
función de la complejidad de la arquitectura celular del material.[23]

Arquitectura
celular Ninguna Aleatoria Ordenada

Ordenada
y con ubi-
caciones
especificas

Propiedades Continuo y
homogéneo

Homogéneo
en escalas
superiores al
tamaño de la
celda

Homogéneo y
altamente an-
isótropo

Inhomogéneo
y altamente
anisótropo

Variables de
diseño Material

Material y ta-
maño de cel-
da

Material, Ta-
maño de cel-
da y orienta-
ción

Tamaño de
celda, forma,
topología de
los nodos,
forma del
ligamento,
material,
entre otros.

Entre todas las posibles aplicaciones estructurales que poseen este tipo de materiales, ser
usados para núcleo de paneles tipo sándwich es una de las más importante. Como se indicó
anteriormente, las estructuras tipo sándwich son usadas ampliamente cuando se necesita un
material liviano, en especial cuando se trata de la industria aeroespacial. Dicho lo anterior
solamente colocando 2 capas delgadas de material rígido en los bordes de un material ce-
lular se pueden crear distintos tipos de materiales tipo sándwich como indica [35], no solo
presentándolos, si no también indicando procesos de manufactura convencionales para poder
llevarlos a cabo, por ejemplo se presenta la Figura 2.2
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Figura 2.2: Ejemplos de topología de núcleo de panel tipo sándwich
con materiales celulares.[35]

Con respecto a la manufactura, si bien, se pueden manufacturar convencionalmente ar-
quitecturas celulares, estas son muy limitadas en diseño y además el costo de configurar
previamente los equipos de manufactura (setup) son extremadamente alto. Por esto último,
la manufactura aditiva surge como una alternativa de crear materiales que antes era imposi-
bles de fabricar y/o muy caros. La Tabla 1 que muestran Schaedler & Carter en [22] compara
diversos tipos de manufactura aditiva y sus posibles aplicaciones en la arquitectura de los
materiales celulares, en lo que se pueden destacar comparación entre variar el material, po-
sibilidad de mezclar materiales, geometría, aplicación, entre otras características que pueden
ser consideradas como variables de decisión al momento de optimizar.

2.3. Band gap fonónico
El band gap fonónico en los materiales consiste en un cierto rango de frecuencia, en el

que las ondas mecánicas son suprimidas por completo, en un material periódico, denominado
en el literatura cristal fonónico [11], [36] o simplemente materiales con band gap fonónico
[28]. Sigalas [26] notó la existencia de estos band gaps, concluyendo que estos eran un efecto
combinado de la difracción de Bragg y de Scattering de las ondas, los cuales son mecanismos
activados por la geometría y periodicidad del material.

Estos materiales para poder estar definidos se necesita de un vector de ondas k, el cual
entrega información de la repetición de la celda (forma de la celda y que simetría tiene). Por
lo tanto, a partir de una celda unitaria se puede expresar en el diagrama de bandas el cual
consiste en básicamente graficar los valores propios o frecuencias naturales en función de un
vector de ondas.

A modo de ejemplo para observar el diagrama de bandas y como la celda unitaria la afecta,
se presentan algunas estructura utilizadas por Yi [36] en las que modeló la propagación de
ondas elásticas en el plano x-y con dos materiales (verde es aluminio y el azul tungsteno),
suponiendo simetrías reflectivas en el eje horizontal, eje vertical y una simetría con respecto
a una recta que pasa por el centro en 45◦ (esto se detallará en la sección 2.4). La Figura
2.3.(a), (b) y (c) son las celdas unitarias con diversos patrones y (d), (e) y (f) su diagrama
de bandas respectivo.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 2.3: Ejemplo de estructuras y diagrama de bandas.[36]

Cómo se observa cada estructura con periodicidad, en teoría infinita, tiene un diagrama
de bandas asociado, pero solo la estructura 2.3.(c) posee una zona dónde no hay bandas
que se traslapen, a esto se le denominará band gap, y en ese rango de frecuencias no hay
propagación de ondas mecánicas.

También hay estudios, como el hecho por Liebold-Ribeiro & Körner [18], en el cual ana-
lizan distintas geometrías celulares con ciertos patrones de celdas hechas con elementos uni-
dimensionales, en las que estudia cuadriláteros y hexágonos con simetría regular, inversa y
quiral, con el objetivo de encontrar cual es la que genera un band gap mayor, concluyendo
que solo las geometrías quirales presentan bandgap de manera natural (con solo un material
y espesor) y en distintas frecuencias.

2.4. Teoría de materiales periódicos
A continuación se impondrán las condiciones de bordes que permiten simular periodicidad

infinita, esta teoría consta de diversos pasos que son detallados a continuación. Cabe destacar
que en esta oportunidad se utilizará una estructura hecha de elementos unidimensionales
(truss o beam) para ejemplificar, porque este es el tipo de estructuras que se utilizarán en
este trabajo, pero esta teoría ha sido ampliamente utilizada en elementos 2D y 3D.

En primer lugar se debe describir la celda a estudiar, a modo de ejemplificación estudiará
la celda de la Figura 2.4.(b) que esta hecha de una malla de 4× 4 celdas básicas definidas en
la Figura 2.4.(a) la cual, a su vez, está hecha de 4 elementos unidimensionales conectados de
forma tal que forman un cuadrado, dónde los nodos están marcados por los círculos grises.
La estructura de la Figura 2.4.(b) es la que en teoría posee una periodicidad infinita, tanto
en el eje x como en el y.
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(a) Celda básica. (b) Estructura básica.

Figura 2.4: Geometría de las estructuras.

El siguiente paso es definir los vectores del arreglo directo, los cuales serán denotados
por t1 y t2, ambos son perpendiculares entre si como muestra la Figura 2.5.(a) Esta Figura
también describe el largo y ancho de la celda, que en el caso del ejemplo, es un cuadrado
de largo y ancho L. Luego, a partir de lo anterior se puede definir el vector reciproco del
arreglo el cual se muestra en la Figura 2.5.(b). Estos vectores se denotan con las letras T1 y
T2, nuevamente ambos son perpendiculares y, además ambos poseen una magnitud igual a
2π/L. Cabe destacar que, para una formulación mas simple, vectores ambos están definidos
centrados en el punto (0, 0) del plano cartesiano.

(a) Arreglo directo. (b) Arreglo reciproco.

Figura 2.5: Tipos de arreglos.

Ahora el tercer paso es explotar la simetría reflectiva de los arreglos con respecto al
centro. Primero que todo, en el arreglo directo se puede ver fácilmente que posee reflexión
izquierda/derecha como también arriba/abajo, y finalmente tiene simetría 45◦, todas con
respecto al centro. Este mismo ejercicio puede ser realizado con el arreglo reciproco del cual
se obtiene la zona irreducible de Brillouin [5] (ZIB). Este ejercicio de simetría también tiene
por objetivo reducir el número de variable, para así reducir el costo computacional que posee
este tipo de problemas.

8



(a) Simetría reflectiva con res-
pecto a una recta horizontal que
pasa con el centro.

(b) Simetría reflectiva con res-
pecto a una recta vertical que pa-
sa con el centro.

(c) Simetría reflectiva con res-
pecto a una recta en 45◦ que pasa
con el centro.

(d) Zona irreducible de Brillouin.

Figura 2.6: Simetría reflectiva y zona irreducible de Brillouin.

Los vértices del triangulo de la zona irreducible de Brillouin serán denotados por las
letras griegas Γ, M y X, luego un vector de onda k puede ser definido a partir del perímetro
del camino cerrado que se recorre al rededor de la ZIB. El recorrido comienza en Γ, X,
M para finalmente retornar a Γ, esto se muestra en la Figura 2.6.(d). Este ejercicio de
encontrar la simetría y el vector de ondas asociado a la ZIB puede ser bastante complejo en
el caso tridimensional como muestra Setwayan & Curtarolo en [24]. Obtenido el vector k, esa
información se utiliza para aplicarla en el teorema de Bloch y, este a su vez, se utiliza para
imponer condiciones de borde de periodicidad infinita de la forma siguiente:

u(x + Rj) = u(x)eikRj . (2.1)

En la que Rj es la periodicidad de la celda en la coordenada j, u son los grados de libertad
correspondiente a ese nodo, k el vector de ondas definido en la ZIB e i la componente
imaginaria.

Lo interesante es que esta ecuación es que al imponerla como condición de borde lo
que hace es analizar la respuesta de una estructura infinitamente periódica frente a ondas
mecánicas incidentes de cualquier largo y dirección.

2.4.1. Imposición de la periodicidad infinita

Utilizando el método de elemento finitos [2], es posible incorporar la condición descrita
por la ecuación (2.1). Para llevar a cabo la imposición, se utilizará la metodología presentada
por Langlet [17]. En primer lugar la geometría que se utilizará para emplear la condición
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de borde, será la presentada en la Figura 2.4.(b) de la sección anterior la cual consiste de
elementos unidireccionales tanto en la dirección x como en y.

El vector de ondas k posee dos coordenadas (como en ejemplo está en el plano 2D), el
cual se puede escribir como k = ksinθx̂ + kcosθŷ, este vector se mueve al rededor de la
ZIB. Utilizando la Figura 2.7 como referencia, se puede imponer el teorema de Bloch con las
siguientes relaciones:

uT = uBe
iLkcosθ

uR = uLe
iLksinθ

uBR = uBLe
iLkcosθ

uTL = uBLe
iLksinθ

uTR = uBLe
iLk(cosθ+sinθ)

(2.2)

Figura 2.7: Nodos en el borde.

El nodo uL corresponde a todos los nodos en el borde izquierdo, uR a los de la derecha, uB
los de la zona inferior y uT a los de la zona superior. Esos vectores no toman en consideración
los bordes los cuales son denotados por uBL, uBR, uTL y uTR. El resto de los nodos será
llamados nodos internos y son estarán definidos por uI .

Debido a relación de Bloch el número de variables se reduce con la relación u = Tũ, en
la que u es el vector de todos los grados de libertad de los nodos [21], ũ el vector reducido.
Estos vectores se definen como :

u =



uL
uR
uB
uT
uBL
uTL
uBR
uTR
uI



; ũ =


uL
uB
uBL
uI

 (2.3)
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,
Mientras tanto, la matriz T esta dada por la ecuación,

T =



I 0 0 0
IeiLksinθ 0 0 0

0 I 0 0
0 IeiLkcosθ 0 0
0 0 I 0
0 0 IeiLksinθ 0
0 0 IeiLkcosθ 0
0 0 IeiLk(sinθ+cosθ) 0
0 0 0 I



. (2.4)

Con la matriz global de masa M y la de rigidez K ensambladas, es posible expresar el
problema de valores y vectores propios como:(

K− ω2
iM

)
ui = 0 k ∈ [Γ, X,M,Γ], (2.5)

Dónde λi corresponde al i-esimo valor propio relacionado a la frecuencia natural ωi usando
la relación λi = ω2

i , y ui el i-esimo vector modal asociado. La condición de borde se impone
multiplicando la matriz T y su transpuesta TT en la formulación del problema de valores y
vectores propios como sigue, (

TTKT− ω2
iTTMT

)
ui = 0(

K′ − ω2
iM′

)
ũi = 0

(2.6)

En dónde K′ = TTKT es la matriz de rigidez con las condiciones de bordes impuestas y
M′ = TTMT la de masa con las condiciones de borde impuestas.

En este caso solo se desarrolló el caso 2D, pero el caso 3D es similar (suponiendo que es
la misma zona irreducible de Brillouin), solo hay que incorporar un camino en la dirección ẑ
igual a cero para que solo sea plano.

2.4.2. Imposición de la simetría

Cuando se introduce la zona irreducible de Brillouin, se hace mención a las simetrías re-
flectivas con respecto al centro. Estas se deben imponer para que sea consistente el problema,
por lo mismo, se imponen utilizando una matriz de reducción que cumple la misma función
que la matriz introducida en la ecuación (2.4). Para hacer la sencilla la introducción de esta
matriz, en primer lugar se presenta Figura 2.8, en al cual se toma la misma estructura estu-
diada en la Figura 2.4 pero en este caso se analizan cuales son las vigas que están relacionadas
entre si para respetar la simetría de la Figura 2.6. Nuevamente para poder realizar el ejercicio
de la simetría se debe suponer que tanto el ancho y el largo de la estructura es el mismo, el
cual se llamará Lc, también el refinamiento debe ser el mismo en ambos ejes, el cual estará
representado por nc.

Las vigas del mismo color son las que están relacionadas entre si para imponer la simetría.
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Figura 2.8: Elementos unidimensionales con simetría reflectiva hori-
zontal, vertical y en 45◦ con respecto al centro, en cual los elementos
del mismo color están relacionados.

Ahora se calcularán el número de elementos totales y el número de elementos luego de
aplicar la reducción en la Figura 2.8. El número total de elementos esta dado por la expresión:

Netot = Nehorizontal +Nevertical = nc × (nc + 1) + (nc + 1)× nc (2.7)

y el número de variables reducidas está dado por la expresión:

Nered =
nc

2 × (nc

2 + 1)
2 +

nc

2 × (nc

2 + 1)
2 (2.8)

En este caso Netot = 40 y Nered = 6, por lo se reduce drásticamente el número de variables
para definir la estructura.

La dimensionalidad es reducida con la expresión x̃ = Sx, dónde S es la matriz de reduc-
ción, x̃ el vector de variables reducido y x todas las variables. También esto se puede aplicar
para obtener el vector x en función de x̃ multiplicando por la traspuesta de S.

2.5. Optimización topológica
La optimización estructural dicho en palabras muy sencillas es tratar de utilizar algorit-

mos de optimización, ya sea basado en gradientes o no, para optimizar una estructura, la cual
comúnmente es modelada por el método de elementos finitos [2]. En primer lugar hay que
distinguir 3 tipos de optimizaciones estructurales [4], la optimización de tamaño (sizing opti-
mization), optimización de forma (shape optimization) y optimización topológica, la Figura
2.9 se muestra un ejemplo de estas. En palabras simples la optimización de tamaño juega con
un mallado inicial de barras (Truss) para luego elegir cuales son las barras necesarias para
obtener una estructura óptima y cuales no. En segundo lugar la optimización de forma trata
de encontrar una geometría que satisfaga las condiciones del problema modificando estos
espacios abiertos en la estructura. Este tipo de optimización es bastante compleja de realizar
con elementos finitos tradicionales por lo que, es muy común utilizar un análisis isogeométrico
[6] ya que facilita la modificación de un contorno. Finalmente la optimización topológica vela
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por una configuración óptima entre vacíos y espacios llenos en un dominio inicial.

Figura 2.9: Las tres categorías en optimización estructural. a) Opti-
mización de tamaño en una estructura de barras, b) Optimización de
forma y d) optimización topológica. La malla inicial se muestra en la
izquierda y la derecha está la optimizada.[4]

Si bien se hace una clara distinción entre la optimización de tamaño y topológica, en la
literatura estas se tratan de manera indistinta la una de la otra, ya que trata la estructura
hecha por las barras como una topología a optimizar.

Los pasos para realizar optimización estructural se encuentran en la Figura 2.10, en
donde se detalla el diagrama de flujo a seguir, en primer lugar se modela la naturaleza
del problema, generalmente con el método de elementos finitos. Posteriormente si se va a
utilizar un algoritmo de optimización basado en gradiente, se debe calcular este valor, para
seguir con el algoritmo como tal y actualizar el valor del vector de variables de decisión, si el
valor converge bajo cierto criterio se realiza el post-procesamiento, que en la mayoría de los
casos consiste en eliminar elementos cuya ponderación sea nula, si no converge se recalcula
el problema con el vector de variables de decisión nuevo.

Hay muchos mas problemas en la optimización estructural como la dependencia de la
malla, ya que a medida que se refina mas un espacio, la solución se va refinando con ella o
inclusive el problema del tablero de ajedrez en el problema del cumplimiento mínimo [27],
por lo que este tema no puede evitarse cuando se optimizan estructuras.
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Inicialización
de variables

Modelación el-
ementos finitos
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sensibilidad
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de variables
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Hay conver-
gencia?

Post-
procesamiento

Fin

No

Si

Figura 2.10: Diagrama de flujo para la optimización estructural.[4]

2.6. Algoritmos de optimización
Para resolver el problema de maximizar band gap en estructuras se han utilizado algo-

ritmos geneticos [12], como también, algoritmos basados en gradientes [36], como lo son el
método de las asintotas móviles (MMA) [29] y el método globalmente convergente de las
asintotas móviles (GCMMA) [30] , a continuación se explicará brevemente en que consisten.

El MMA y GCMMA buscan resolver el problema no lineal de optimización de la ecuación
(2.11), en el cual, x = (x1, ..., xn)T ∈ IRn, y = (y1, ..., yn)T ∈ IRm y z ∈ IR.

Min f0(x)− a0z +
m∑
i=1

(ciyi + 1
2diy

2
i ) (2.9)

t.q fi(x)− aiz − yi ≤ 0, i = 1, ...,m (2.10)
x ∈ X, y ≥ 0, z ≥ 0. (2.11)

En la que, X = {x ∈ IRn|xminj ≤ xj ≤ xmaxj , j = 1, .., n}, dónde xminj y xmaxj son números
reales que cumplen que xminj ≤ xmaxj para todo j, además, f0, f1, ..., fm son funciones continuas
diferenciables con valores reales en el dominio X, también, a0, ai, ci y di son valores reales
que satisfacen que a0 > 0, ai ≥ 0, ci ≥ 0, di ≥ 0 y ci + di > 0 para todo i, cumpliendo
también que, aici > a0 para todo i con ai > 0.

En el problema (2.11) las variables x1, ..xn son denominadas naturales, mientras que,
y1, ..., ym y z son variables artificiales creadas para hacer mas fácil la formulación de problemas
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de mínimos cuadrados, minmax [30].
Suponiendo que en este caso se quiere resolver el problema estándar de optimización no

lineal de la ecuación (2.14). Para hacer la optimizción (2.11) equivalente a (2.14) se toma que
a0 = 1 y ai = 0 para todo i. Luego, z = 0 en cada solución óptima de (2.11), ademas dejando
que di = 1 y ci sea un número relativamente grande, hará que y se vuelva una variable muy
costosa, logrando que cada una de las componentes de ese vector se haga 0.

Min f0(x) (2.12)
t.q fi(x) ≤ 0, i = 1, ...,m (2.13)

x ∈ X. (2.14)

Para entender el GCMMA primero se debe tener claro como funciona el MMA. El MMA
soluciona problemas de optimización de la forma (2.11) de la siguiente forma: En cada ite-
ración el punto (xk, yk, zk) está dado. Luego, se aproxima utilizando un sub-problema en el
cual las funciones fi son reemplazadas por una función convexa f̃i(x) . La elección de estas
funciones están basadas en su gradiente y los parámetros u(k)

j u l(k)
j que son las llamadas asín-

totas móviles (he ahí su nombre), las cuales son actualizadas en cada iteración por el punto
k − 1. El sub-problema es resuelto y la única solución óptima se vuelve el siguiente punto
de iteración (xk+1, yk+1, zk+1), y así sucesivamente hasta un cierto criterio de convergencia.
De una forma muy parecida trabaja el GCMMA, el cual también resuelve el problema (2.11)
con iteraciones internas y externas. El índice k será utilizado para denotar a las iteraciones
externas y el ν para las internas, luego, el doble índice (k, ν) se refiere a la ν-esima iteración
interna en la k-esima iteración externa.

Dado un punto (xk,yk, zk), este genera un subproblema es resuelto. En el subproblema,
semejante al MMA, la función fi es reemplazada por una función convexa f̃ (k,0)

i (x). El óptimo
de este subproblema se denota como (x̂(k,0),ŷ(k,0), ẑ(k,0)). Si f̃ (k,0)

i (x̂(k,0)) ≥ fi(x̂(k,0)) ∀i =
0, 1, ..,m, la siguiente iteración se vuelve (x(k+1),y(k+1), z(k+1)) = (x̂(k,0),ŷ(k,0), ẑ(k,0)), lo
que implica que un iteración externa es completada. En caso contrario, una iteración in-
terna es realizada, lo que implica que un nuevo subproblema es generado y resuelto con
x(k), con la aproximación f̃

(k,1)
i (x), la cual es mas conservadora que f̃ (k,0)

i (x) para los ín-
dices que no cumplían la desigualdad. La solución óptima del subproblema es denotada
como (x̂(k,1),ŷ(k,1),ẑ(k,1)). Si f̃ (k,1)

i (x̂(k,1)) ≥ fi(x̂(k,1)) ∀i = 0, 1, ..,m el siguiente punto es
(x(k+1),y(k+1), z(k+1)) = (x̂(k,1),ŷ(k,1), ẑ(k,1)) y la iteración externa es completa, llevando a
cabo una iteración interna. En caso que nuevamente no se cumpla la desigualdad, se genera
un nuevo problema con las funciones f̃ (k,2)

i (x). Estas iteraciones internas son llevadas a cabo
hasta que f̃ (k,ν)

i (x̂(k,ν)) ≥ fi(x̂(k,ν)) ∀i = 0, 1, ..,m, lo cual siempre ocurre luego de un núme-
ro finito (relativamente pequeño) de iteraciones. El siguiente punto se vuelve (x(k+1),y(k+1),
z(k+1)) = (x̂(k,ν),ŷ(k,ν), ẑ(k,ν)) y una iteración externa es llevada a cabo. Para saber como se
calcula la función f̃ (k,ν)

i (x) utilizando las asíntotas móviles, esto se encuentra en [30], lo cual
por temas de extensión no se incluye.
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Capítulo 3

Formulación

En este capítulo se abordará la formulación del problema de optimización en el material
celular para lograr una supresión de vibraciones mecánicas. En primer lugar se define la
geometría del núcleo, como se imponen las condiciones de borde, la periodicidad y todas
las consideraciones para el método de elementos finitos, luego, se desarrolla el problema
de optimización, utilizando conceptos de la optimización topológica y teoría de materiales
periódicos. A continuación, se presenta la sensibilidad de los valores propios, teniendo cuidado
con la no diferenciación de estos, aplicando la norma p. Finalmente se presenta la forma de
elegir los puntos iniciales en el algoritmo de optimización de forma que sean completamente
aleatorias y equidistantes a la misma vez, con el objetivo de ser lo mas representativo del
dominio posible.

3.1. Modelación del panel tipo sándwich

3.1.1. Geometría

La geometría esta inspirada en el creciente estudio de materiales celulares los cuales
apuntan a obtener una buena relación entre las propiedades deseadas y el peso que este
pueda obtener. La Figura 3.1 presenta cómo se dividen estas estructuras, dónde en la zona
superior e inferior son placas y, en el centro, el núcleo que consiste en un enrejado, con el
objetivo de reducir el peso del panel. Se supone que ambos están perfectamente unidos entre
si, evitando así el modelar un adhesivo.
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Figura 3.1: Ejemplo de panel sándwich con dos láminas exteriores y
un núcleo enrejado.

El enrejado formado por el núcleo se define por capas de elementos interconectados de tal
forma que generan un cuadrado en el plano x−y, cuyas celdas pueden ir variando en numero
en función del refinamiento deseado. Para realizar este apilamiento entre capas, en los nodos
de manera ortogonal al plano, se generan elementos con el objetivo de crear otro plano con sus
nodos, lo que hace finalmente obtener una estructura enrejada, con la posibilidad de variar
la cantidad de vigas en el eje z. Para ser mas preciso matemáticamente, el número de celdas
en los tres ejes estará definido por nx, ny y nz, además el ancho, largo y altura se definen por
Lx, Ly y Lz, respectivamente. Un punto importante es que se supondrá que nc = nx = ny
y Lc = Lx = Ly con el objetivo de utilizar el vector de ondas en el plano x-y definido en la
sección 2.4, sin tomar en cuenta la componente en z.

En la Figura 3.2, se observan ejemplo en los que se varían nc y nz con el objetivo de hacer
mas clara la definición de las estructuras.
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(a) nc = 2 nz = 2. (b) nc = 2 nz = 3.

(c) nc = 4 nz = 2. (d) nc = 4 nz = 3.

Figura 3.2: Vista isométrica del nucleo del panel sándwich con distintos
número de celdas nc y nz.

3.1.2. Modelación por el método de elementos finitos

Los elementos que se utilizarán para modelar la estructura de la Figura 3.1 serán tipo
placa de Reissner-Mindlin en las láminas, por otro lado el núcleo se modelará con un enrejado
hecho de elementos tipo viga (frame) [16] suponiendo que ambos están perfectamente unidos
como se comentó anteriormente, para así evitar la formulación de algún adhesivo.

Para generar las matrices de masa y rigidez globales se deben ensamblar las matrices
locales respectivas, el problema surge cuando se ensamblan tipos de elementos distintos,
como en este caso viga y placa, ya que ambos poseen distintos grados de libertad asociados a
cada nodo. El número de grados de libertad asociados a los elementos viga es 6, en los cuales
3 corresponden a rotaciones y los otros 3 a las traslaciones, en cambio, el elemento placa
posee solo 5 grados de libertad, en los que 3 son traslaciones y 2 rotaciones. La diferencia
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radica en que el elemento placa no incluye la rotación fuera del plano. Lo que se hace en este
caso es sumar los grados de libertad, si bien el elemento placa no puede tener esta rotación,
al momento de ensamblarlo con el elemento viga, esta rotación está incluida en este sistema
acoplado.

3.2. Mallado y sensibilidad del diagrama de bandas
Como todo análisis en elemento finitos, un análisis de sensibilidad de la malla es necesario

para ver que tan fina debe ser mallada la estructura de forma que los resultados no varíen
en función de esta. En primer lugar se explicará la forma en la que se refina la estructura
para, después, observar como esto afecta al diagrama de bandas y que métrica se utiliza
cuantificar el error entre bandas. En la Figura 3.3 presenta la estructura con el número de
celdas unitarias nc = 2, nz = 1 en función de nref y con dimensiones Lc = 5[cm] y Lz = 3[cm],
en la cual se observa cómo el número de nodos aumenta a medida que se refina cada una de
las vigas y, por consecuente, las placas de los extremos. El material empleado en las vigas
es tungsteno y en las placas de los bordes es aluminio, cuyas especificaciones se detallan en
la Tabla 4.1. Los diagramas de bandas de las respectivas estructuras están presentes en la
Figura 3.4 en la que se presenta una clara convergencia a medida que se refinan las bandas,
cabe destacar que solo se estudian las primeras 6 bandas, osea, las primeras 6 frecuencias
naturales en función del vector de ondas.
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(a) nref = 1. (b) nref = 2. (c) nref = 3.

(d) nref = 4. (e) nref = 5. (f) nref = 6.

(g) nref = 7. (h) nref = 8. (i) nref = 9.

Figura 3.3: Estructuras con nc = 2, nz = 1 en función de nref .
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(a) nref = 1. (b) nref = 2. (c) nref = 3.

(d) nref = 4. (e) nref = 5. (f) nref = 6.

(g) nref = 7. (h) nref = 8. (i) nref = 9.

Figura 3.4: Diagramas de bandas con nc = 2, nz = 1 en función de
nref .

La métrica elegida para calcular el error fue el error medio cuadrado (RMS), debido a
que estas que para cada refinamiento de la malla hay un conjunto de bandas que conforman
una matriz la cual se necesita un estimados global para saber si el error disminuye en general
en la matriz o no. Estas matrices son de dimensiones nvp × ZIB dónde nvp es el número de
valores propios elegidos y ZIB es el refinamiento del vector de ondas. La ecuación (3.1) es la
utilizada para calcular el RMS, dónde m corresponde al refinamiento al refinamiento m que
corresponde al numero de particiones de cada viga, además como se observa cada valor está
normalizado.

ErrorRMS =

√√√√√ 1
nvp × ZIB

ZIB∑
j=1

nvp∑
i=1

(
ω(i, j)m − ω(i, j)m+1

ω(i, j)m+1

)2

(3.1)

Se observa en la Tabla 3.1 que a medida que se refina, las frecuencias van disminuyendo,
o sea, permite a la estructura tener frecuencias modales mas bajas gracias a la libertad de
movimiento otorgada por los grados de libertad.
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Tabla 3.1: Error RMS en función del mallado

Refinamiento m ErrorRMS[ %]
1 18.13
2 7.09
3 5.52
4 2.93
5 1.60
6 0.93
7 0.58
8 0.38
9 0.26

3.3. Condiciones de borde
La condición de borde del problema fue abordada en la sección 2.4, en la cual se explicó

en detalle la imposición en un enrejado 2D. Este caso es análogo, con dos sutiles diferencias
que se explican a continuación:.

1. El vector de ondas k ∈ [Γ,M,X,Γ] es prácticamente el mismo que el definido anterior-
mente, ya que se desea la periodicidad infinita en el plano, con la única diferencia que
la componente en el eje z es incluida con un valor que es siempre cero.

2. El material esta compuesto por láminas, las cuales son apiladas a medida que se generan
mas capas en el panel. Cada una de estas capas se puede ver y discretizar como se
observó en la Figura 2.7.

Evidentemente como la placa y el enrejado comparten nodos, las condiciones son impuestas
a ambas, lo cual es natural porque también la placa posee periodicidad infinita aunque no
sea optimizada.

3.4. Imposición de la simetría
A continuación se desea imponer la simetría tomando como base lo que e realizó en la

sección 2.4. En primer lugar el vector de ondas k supone que el material pose una simetría con
respecto al centro, por lo que es necesario imponer las reflexiones de la Figura 2.6 restringiendo
el número de variables. A continuación se detalla la forma para llevar a cabo la imposición
de la simetría en el núcleo del material poniendo como ejemplo un material con nc = 4 y
nz = 2 como el de la Figura 3.2.(c). En primer lugar se clasifican en dos los tipos de vigas
que se desean imponer la simetría, la primera son las vigas que están presentes en el plano
x− y como se presentan en la Figura 3.5.(a), en la que se muestra 3 láminas y , en segundo
lugar, las que están ortogonales al plano x−y las que se observan en la Figura 3.5.(b), dónde
hay dos elementos vigas juntos.
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(a) Vigas en el plano x− y. (b) Vigas en dirección z.

Figura 3.5: Vista isométrica del núcleo del panel sándwich con nc = 4
y nz = 4 número de celdas en la que, en la parte izquierda, están solo
las vigas en el plano x − y y en la derecha las ortogonales al plano
x− y.

3.4.1. Simetría vigas en el plano x− y
Muy parecido a lo obtenido en 2.4, como se tiene que nc = nx = ny, el número de

elementos totales son las vigas horizontales (dirección x̂) que se denotará por la letra nvh en
cambio el número de vigas verticales (dirección ŷ) con la letra nvv y el número total de vigas
en el plano se denotará por la letra npt, estos valores están definidos por:

nvh = nc × (nc + 1); nvv = nc × (nc + 1); npt = nvh + nvv (3.2)

A continuación, el número reducido de vigas horizontales y verticales se denotarán por
nrvh, nrvv y el total de vigas reducidas en el plano es nprt, estos se expresan como:

nrvh =
nc

2 × (nc

2 + 1)
2 ; nrvv =

nc

2 × (nc

2 + 1)
2 ; nrt = nrvh + nrvv (3.3)

Ahora, para realizar el mapeo de todos los elementos en el plano, a un número reducido de
variables hay que tomar como ejemplo la Figura 3.6, la cual con colores muestra los elementos
que se relacionan para reducir el número de variables en el primer plano de un núcleo con
número de celdas nc = 4 y nz = 2. Utilizando la ecuación (3.3) a modo de ejemplo, el número
total de elementos en el plano es npt = 20 + 20 = 40 y el número de elementos reducidos es
nrt = 3 + 3 = 6.
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Figura 3.6: simetría en el plano x− y.

3.4.2. Simetría vigas dirección ẑ

Para reducir el número de variables nuevamente para ejemplificar se utilizará la Figura
3.7, en la cual los elementos que poseen el mismo color son los que están relacionados. En
este caso, el número de elementos en dirección ẑ estará dado por nov y el número de variables
reducidas por nrov, las expresiones son las siguientes:

nov = (nc + 1)× (nc + 1); nrov =
(nc

2 + 1)× (nc

2 + 2)
2 (3.4)

Utilizando las ecuaciones (3.4) el número de variables total es nov = 25 y el reducido es
nrov = 3×4

2 = 6.
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Figura 3.7: simetría en el eje z.

Para imponer esta condición, lo que se hace es ensamblar una matriz que relaciona ele-
mentos reducido con todos los otros elementos de manera similar a la que se presentó en las
ecuaciones (2.3) y (2.4) en la que se relacionaban dos vectores, uno que incluye los valores del
vector de variables de decisión con los elementos reducidos y otro con los “esclavos” (slaves).

3.5. Formulación de la optimización
Como bien se sabe el diagrama de bandas entrega información sobre la propagación de

ondas mecánicas en el material periódico, como se presenta en la Figura 3.8 se observa en la
derecha el diagrama de bandas asociado a la estructura y vector de ondas de la izquierda.

Figura 3.8: En la izquierda está la zona irreducible de Brillouin indi-
cando el camino del vector de ondas. En el lado derecho se encuentra
el diagrama de bandas indicando los primeros cuatro valores propios a
lo largo del vector de ondas Γ−X −M − Γ en al zona irreducible de
Brillouin.[4]

Entonces, lo que se debe hacer para poder obtener el band gap mas ancho posible, es
maximizar la distancia entre dos bandas contiguas del diagrama de bandas. Este problema
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de optimización ya lo ha tratado Bendsøe & Sigmund [4] en el cual se dan una banda n y
maximizan la distancia entre la banda n y la n + 1 utilizando optimización topológica, en
la cual se varía el material de cada elemento del modelo en elementos finitos, de forma de
obtener la óptima selección de material por elemento, como se observó en la Figura 2.3.

En este caso no se utilizaran materiales 2D para ser optimizados, si no que se optimizarán
elementos viga presentes en el núcleo del material sándwich, por ende hay modificaciones que
se le deben hacer al problema. Con respecto a la variable de decisión, se utilizará una variación
de material por elemento al igual que la formulación de Bendsøe & Sigmund, pero en adición
a esta, se le entregará una variable ligada a las propiedades de área de cada viga, por lo que
no será solo una variable de decisión por elemento como en el caso 2D, si no que serán dos
por elemento, lo que entrega mas libertad en el diseño.

Se supone también que esta variable ligada a las propiedades de área es solo una, por
lo tanto, con un solo número debe quedar definida. Para esto se elige una sección circular
ya que solo se necesita el diámetro para ser definido completamente, el cálculo de estas se
encuentra en A.1.

A continuación se presenta el problema de maximización:

Max Min ωn+1(x)−Max ωn(x) (3.5)
t.q (K− ω2M)u = 0, k ∈ [Γ−M− X− Γ] (3.6)

0 ≤ xDe ≤ 1, e = 1, ..., N (3.7)
0 ≤ xMe ≤ 1, e = 1, ..., N (3.8)

En la cual ωn y ωn+1 son las bandas n y n + 1 respectivamente y, lo que se formula, es
maximizar la distancia entre el valor mínimo obtenido por la banda superior n+ 1 y el valor
máximo de la banda inferior contigua n, con el objetivo de generar un band gap entre estas
bandas. La ecuación 3.6 indica que se debe resolver el problema de valores y vectores propios
en la zona irreducible de Brillouin, donde K y M son las matrices globales de rigidez y masa
respectivamente. Por último, las ecuaciones 3.7 y 3.8 son las variables de decisión definidas en
cada viga, xDe corresponde a la que controla el diámetro de la viga e y xMe controla el material
correspondiente a cada viga e. Es interesante destacar que no es necesaria una restricción
de volumen, pues como indica Sigmund & Jensen [28] tener solo un material no otorgará un
band gap, pero un material entre medio con cierta fracción en volumen resultará con el mejor
band gap.

Si bien, este trabajo no se busca sintonizar una frecuencia media de la optimización del
band gap obtenido, esto es posible mediante la restricción documentada por Yi [36], la cual
se escribe como:

Min ωn+1(x) + Max ωn(x)
2ωt

− 1 = 0 (3.9)

Esta restricción indica que el promedio entre la cota superior de la banda n y la cota
superior de la banda n + 1 debe estar en un valor dado, el cual se llamará ωt. Si bien, esta
restricción no se implementará, esta ha sido incluida en problema de optimización topológica
de manera exitosa.

Una parte importante es definir como las variables de decisión influirán en las propiedades
del material y de la sección transversal de la viga. Para poder variar la propiedad P (xe) que
puede ser el módulo de elasticidad E, coeficiente de Poisson ν, densidad ρ (las variables
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que controlan el material) o el diámetro de la sección transversal de la viga D (variable de
decisión que controla las propiedades de área) del elemento e se debe elegir una función que
pueda interpolar entre dos materiales y dos diámetros, de forma que si xe = 0 el valor de P es
P (0) = P1 y si xe = 1, el valor es P (1) = P2. Elegir una interpolación entre las propiedades
de la viga puede ser muy complicado, pues esta depende de la física del problema y, por lo
tanto, se debe tomar en consideración como presenta Bendsøe & Sigmund [3] dependiendo
de cada problema. Sin embargo, como muestra Sigmund en [28], no hay razón para utilizar
una interpolación no lineal o un factor de penalización, lo cual es común en problemas de
optimización topológica. La razón de esto está relacionado con el fenómeno del band gap en
el cual, a medida que hay mas contraste entre los materiales, este se vuelve mas ancho y las
propiedades del material tiende a irse a los bordes, es decir tiende a tener un gran contraste.

Ahora, la interpolación linear de una propiedad P (x), la cual podría ser en este caso
módulo de Young, coeficiente de Poisson, densidad o el diámetro de la sección transversal,
estará definida por:

P (xe) = (P2 − P1)xe + P1 (3.10)

En la cual, xe representa la variable de decisión que está definida en 0 ≤ xe ≤ 1.

3.6. Análisis de sensibilidad
En esta sección se pretende diferenciar la frecuencia natural con respecto a una variable

de decisión xm. Esta diferenciación se hace lo mas general posible, suponiendo que todos los
componentes de la ecuación dependen del elemento m, los cuales serán solo los elementos
vigas, ya que los elementos placa solo se utilizan para ensamblar y no se les asignará ninguna
variable de decisión. En primer lugar se pretende diferenciar los valores propios para luego
utilizar la norma P para obtener el máximo de la banda ωn y el mínimo de la banda ωn+1,
en adición con tratar el problema de la no diferenciabilidad de los valores y vectores propios,
para luego se procederá a diferenciar esta expresión.

3.6.1. Diferenciación de la frecuencia natural

En primer lugar se define el problema de valores y vectores propios de la siguiente forma:(
K− ω2M

)
u = 0 (3.11)

En el cual, K es el ensamble global de la matriz de rigidez, M el ensamble global de la matriz
de masa, λ = ω2 los valores propios del sistema global y u los vectores propios que son
interpretados como los modos del sistema. Ahora diferenciando con respecto a la variable de
decisión del sistema se obtiene:(

dK
dxm

− 2ω dω

dxm
M− ω2 dM

dxm

)
u +

(
K− ω2M

) du
dxm

= 0 (3.12)

Para poder desarrollarla, se multiplica por uT

uT dK
dxm

u − uT2ω dω

dxm
Mu − uTω2 dM

dxm
u + uT

(
K− ω2M

) du
dxm

= 0 (3.13)
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Luego, utilizando la identidad

uTA
du
dxm

= −1
2u

T dA
dxm

u (3.14)

Se obtiene:

uT dK
dxm

u − uT2ω dω

dxm
Mu − uTω2 dM

dxm
u + uT d (K− ω2M)

dxm
u = 0

2uT dK
dxm

u − uT2ω dω

dxm
Mu − uTω2 dM

dxm
u − 2ωuT dω

dxm
Mu − uTω2 dM

dxm
u = 0

2uT dK
dxm

u − 4ωuT dω

dxm
Mu − 2uTω2 dM

dxm
u = 0

4ωuT dω

dxm
Mu = 2uT dK

dxm
u − 2uTω2 dM

dxm
u

Reemplazando en la ecuación anterior, se puede simplificar a:

dω

dxm
=
uT

(
dK
dxm
− ω2 dM

dxm

)
u

2ωuTMu (3.15)

La cual es la expresión obtenida por Haftka & Zafer en [14]. Para terminar de desarrollar
la expresión, se desarrollará la expresión de la diferenciación de la matriz de masa y rigidez
global del sistema.

Con el objetivo de analizar la derivada de la matrizK yM es necesario escribirlo en forma
de ensamble global, como se muestra en la ecuación (3.16) y (3.17), dónde ∪ representa al
operador de ensamble de la matriz local a global de cada elemento e, nele es el número total
de elementos incluyendo tanto las vigas como los elementos tipo placa que estan las tapas
del panel sándwich.

K =
nele⋃
e=1

Ke(xe) (3.16)

M =
nele⋃
e=1

Me(xe) (3.17)

Luego, diferenciando con respecto a la variable de decisión xm se obtiene la expresión 3.18
y 3.19, en la cual δem es el delta de Dirac, en la que si e = m, δem = 1, en caso contrario
e 6= m, δem = 0, luego la expresión solo depende del elementom del cual se este diferenciando,
lo que otorga mas eficiencia al cálculo del gradiente.

dK
dxm

=
nele⋃
e=1

dKe(xe)
dxm

=
nele⋃
e=1

δem
dKe(xe)
dxm

(3.18)

dM
dxm

=
nele⋃
e=1

dMe(xe)
dxm

=
nele⋃
e=1

δem
dMe(xe)
dxm

(3.19)
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3.6.2. Diferenciabilidad de los valores propios y la norma-P

La sensibilidad de los valores propios con respecto a una variable de decisión cuando
no hay repetición de esta, está bien definido, pero cuando se repiten los valores, la función
(3.15) no es continua. Esto se debe a que, según la ecuación (3.15), si hay repetición de valores
propios entonces ωi = ωj con i 6= j, luego los vectores propios relacionados a esos valores
propios son ui y uj, entonces cualquier combinación lineal de estos vectores es también un
vector propio del problema, en conclusión no es posible saber cual vector debería ser utilizado
en la ecuación (3.15). Se ha demostrado que la discontinuidad puede influir en la convergencia
de la solución del problema, por ejemplo [13] muestra que la convergencia en un problema de
imposición de valores propios repetidos simplemente no converge a una solución, también esto
mismo reportó [19] en dónde maximizando valores propios, observó que los valores propios
anteriores a este cambian de posición llegando claramente a una no convergencia.

Para solucionar el problema se han propuesta diversas soluciones, por ejemplo Seyra-
nian [25] usó teoría de perturbación para evitar la no diferenciabilidad, también Bendsøe &
Sigmund en [4] imponen una distancia mínima entre los valores propios para evitar que se
traslapen, pero esto implica que no pueden cambiar de lugares, lo que perjudica y limita la
optimización ya que esto suele ocurrir durante este proceso. Gravesen [13] propuso construir
funciones diferenciables basadas en los valores propios del problema dado. La idea anterior es
la base para la formulación de Torii & de Faria [32] para utilizar la norma P para converger
a un valor propio mínimo en un conjunto de valores propios . La norma P a medida que
aumenta el valor de P converge al máximo valor de un vector, como se define en la ecuación
(3.20). También, se puede utilizar el inverso de la norma P para encontrar el mínimo de un
vector como se observa en la siguiente ecuación.

‖v‖P =
(

n∑
k=1

vPk

)1/P

(3.20)

‖v‖−P =
(

n∑
k=1

( 1
vk

)P)P
(3.21)

Cabe destacar que tomando ωij como una matriz con las i filas, las cuales son las fre-
cuencias naturales y j columnas, que son como varían estos valores con respecto al vector de
ondas k, se puede definir el máximo de las primeras n bandas como:

Max(ωn) =
 n∑
i=1

ZIB∑
j=1

ωPij

1/P

(3.22)

En estas expresiones ZIB son los puntos en la zona irreducible de Brillouin. Así mismo, con
el inverso de la norma P se define el mínimo de la banda n + 1 hasta la última banda en
estudio.

Min(ωn+1) =
 nvp∑
i=n+1

ZIB∑
j=1

ω−Pij

−1/P

(3.23)

En la que nvp es el número de valores propios calculados en total, no necesariamente tienen
que ser todos, de hecho es muy mala idea que sean todos porque le valor P tendría que ser
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muy alto para poder converger al máximo, por lo que, si se quiere maximizar la distancia
entre la banda n y n+ 1, el valor de nvp = 2n.

Ahora para calcular la sensibilidad de los valores propios, lo primero es escribir la dife-
renciación de la función objetivo como sigue:

d∆
dxm

= dMin ωn+1

dxm
− dMax ωn

dxm
(3.24)

Ya expresados los valores máximos y mínimos de las bandas a optimizar, se deben derivar
para realizar el análisis de sensibilidad.

d(Max(ωn))
dxm

= 1
P

 n∑
i=1

ZIB∑
j=1

ωPij

1/P−1 n∑
i=1

ZIB∑
j=1

PωP−1
ij

dωij
dxm

 (3.25)

d(Min(ωn+1))
dxm

= − 1
P

 2n∑
i=n+1

ZIB∑
j=1

ω−Pij

−1/P−1 2n∑
i=n+1

ZIB∑
j=1
−Pω−P−1

ij

dωij
dxm

 (3.26)

Reordenando unos términos, las expresiones finales son:

d(Max(ωn))
dxm

=
 n∑
i=1

ZIB∑
j=1

ωPij

 1−P
P
 n∑
i=1

ZIB∑
j=1

ωP−1
ij

dωij
dxm

 (3.27)

d(Min(ωn+1))
dxm

=
 2n∑
i=n+1

ZIB∑
j=1

ω−Pij


−(1+P )

P
 2n∑
i=n+1

ZIB∑
j=1

ω−P−1
ij

dωij
dxm

 (3.28)

La sensibilidad de los valores propios ya fue calculada, pero anotandolo de forma indicial
esta definida como:

dωij
dxm

=
uTijm

(
dK
dxm
− ω2

ij
dM
dxm

)
uijm

2ωijuTijMuij
(3.29)

Dónde uijm corresponde al vector propio asociado a la frecuencia natural i, en el vector de
onda j y en la posición m del vector propio (solo los grados de libertad que estan asociados
al elemento m), K y M son las matrices de rígidez y masa global respectivamente.

3.7. Problema de mínimos locales
Debido a lo no convexo de esta optimización es muy común en el proceso converger a

un mínimo local. Para evitar este problema se inician con valores aleatorios en el vector de
variables de decisión, pero es probable que, cuando estos se generen, estén muy cercanos entre
si, por lo que, ejecutar el problema n veces con valores aleatorios no asegura que se vaya a
mapear todo el espacio o por lo menos, hacerlo con puntos lo mas espaciados entre si posible.
Para superar este problema, se generan puntos con el muestreo latin hypercube, lo que es
básicamente un algoritmo que de manera aleatoria obtiene puntos lo mas separados entre si
que permite muestrear de mejor manera un espacio.
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Capítulo 4

Resultados y discusión

En esta sección de expondrán dos trabajos, en primer lugar, como en la bibliografía no
se ha realizado optimización de band gap en enrejados tomando en cuenta su sección trans-
versal y el material de cada elemento, se realizará un estudio preliminar en enrejados 2D con
elementos tipo barra (Truss), para luego continuar con la placa tipo sándwich, optimizando
el band gap de esta.

4.1. Optimización band gap en enrejado de elementos
tipo barra

4.1.1. Geometría y propiedades

Los trabajos relacionados a la optimización de band gap solo han tratado el problema 2D
o 3D continuo,luego , tratar con enrejados en este ámbito es un estudio que no se ha realizado
antes. Para poder aplicar estos enrejados a un material sándwich, el cual es el objetivo final, el
primer paso es observar el comportamiento de una sola lámina conformada por este enrejado.

En primer lugar el enrejado a estudiar es el que se presenta en la Figura 4.1 la cual posee
el mismo número de celdas tanto en x como en y denominado nc, la cual corresponde a la
misma estructura de la Figura 2.4, pero agregando con 2 barras de forma diagonal en cada
celda para agregarle mas rigidez a la estructura.
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(a) Enrejado con nc = 4. (b) Enrejado con nc = 6.

(c) Enrejado con nc = 8.

Figura 4.1: Enrejado de barras a optimizar.

Lo que se desea determinar en este problema es la formación de band gap y como este
varía en función del numero de celdas nc dónde se utilizará nc = 4, nc = 6 y nc = 8. El largo
estará determinado por nc y será calculado con la expresión Lc = 0.025nc[m] para que cada
celda tenga 2.5[cm] en sus dimensiones.

Cómo hay 2 variables de decisión por cada elemento, dónde una controla el material
y la otra la sección transversal, se deben elegir el rango de ambos. El material a emplear
es aluminio y tungsteno descritos en la Tabla 4.1 por su alto contraste en las propiedades
mecánicas. El área transversal, como es un elemento barra, solo interesa su área la cual se
calcula como una sección circular con diámetro 4[mm] en la sección mas angosta y 8[mm]
en la mas ancha. El n que indica cual banda se va a optimizar se emplea como n = 3 en
todos los casos. Para optimizar este problema se utilizó el método de las asíntotas móviles
globalmente convergente, explicado brevemente en la sección 2.6, en el cual se tomaron 100
puntos aleatorios iniciales optimizados como indica 3.7. Si bien, la optimización alcanza
valores en los extremos de cada variable de decisión, hay casos dónde los valores difieren
ligeramente de este, por eso, se aplicó un post-procesamiento que consiste en modificar solo
las variables que están relacionadas con el material para obtener solo aluminio o tungsteno,
de otra forma, no tiene sentido. La variable que controla el área no implica ninguna limitante
en la manufactura por lo cual no se le aplica ningún post-proceso. La discretización del vector
de ondas en este caso es de 30 puntos y el número de bandas graficadas, osea, frecuencias
naturales calculadas a lo largo del vector de ondas es de 8.
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Tabla 4.1: Propiedades mecánicas de aluminio 6061 y tungsteno.

Propiedad Aluminio (Material 1) Tungsteno (Material 2)
Módulo de elasticidad 68.9 [GPa] 411.0 [GPA]

Densidad 2700[Kg
m3 ] 19300[Kg

m3 ]
Coeficiente de Poisson 0.33 0.28

4.1.2. Diagrama de bandas y estructura

En las Figuras 4.2, 4.3 y 4.4 en la izquierda se presenta el band gap sin post-procesamiento
y en la derecha con post-procesamiento. Para analizar mas fácilmente los band gap pues en
estado no son comparables, puesto que algunos se dan a frecuencias altas del orden de 10
[khz] y otras en el orden de 6[khz] en promedio. Para evitar este problema lo que se plantea
es calcular el bandgap relativo ωrel, el cual es calculado gracias a la frecuencia media del band
gap ωmedia y el ancho del band gap ∆ω como presenta la ecuación (4.1). Luego se confecciona
la tabla 4.2 que posee las frecuencias relativas, medias y band gap de cada optimización.
Las frecuencias medias de las estructuras pre-procesadas fue disminuyendo a medida que se
aumentaba el nc lo cual tiene sentido pues a medida que se aumentaba este valor, también
aumentaba el largo de cada estructura y, si la estructura es mas grande, esta posee frecuencias
naturales menores. En cambio, las estructuras post-procesadas no respetan esto, porque en
el caso con nc = 4 esta se divide en dos band gap entre las bandas 3− 4 y 4− 5.

ωrel = ∆ω
ωmedia

= 2Minωn+1 −Maxωn
Minωn+1 + Maxωn

(4.1)

Cuando las estructuras son post-procesadas se disminuye el band gap, ligeramente en el caso
de nc = 6 u nc = 8 y de manera drástica en el de nc = 3 tomando en cuenta que se está
analizado el band gap formado por las bandas 3y 4. Otro resultado es que el band gap relativo
de estas estructuras hecha de barras oscila entre los valores 0.69 y 0.90 (analizando el band
gap formado por la banda 3 y 4) lo cual son bastante altos en comparación con los resultados
de Yi [36] que obtuvo band gaps relativos en el rango de 0.4.

Un punto a destacar es que, como bien se sabe, a medida que se aumenta el número de
celdas, el número de variables de decisión crece también, lo que permite una mayor libertad
de diseño. Lo anterior se puede observar cuando, luego del post-proceso, la banda con mayor
número de celdas es a la que menos se le perjudica su band gap relativo, es decir, su band
gap absoluto queda casi igual.
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(a) Diagrama de bandas. (b) Diagrama de bandas post-procesado

Figura 4.2: Diagrama de bandas para nc = 4.

(a) Diagrama de bandas. (b) Diagrama de bandas post-procesado

Figura 4.3: Diagrama de bandas para nc = 6.

(a) Diagrama de bandas. (b) Diagrama de bandas post-procesado

Figura 4.4: Diagrama de bandas para nc = 8.
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Tabla 4.2: Band gap relativo en función del procesamiento y la banda
optimizada en el enrejado 2D.

Tipo
Número
de celdas
nc

Band gap
relativo
ωrel

Frecuencia
central
[khz]
ωmedia

Band gap
[khz] ∆ω

Pre-procesado
4 1.023 10.667 5.679
6 0.854 8.430 7.200
8 0.885 6.392 5.660

Post-procesado
4 0.695 8.165 0.296

0.296 14.175 4.208
6 0.818 8.834 6.829
8 0.882 6.279 5.542

(a) Estructura optimizada con nc = 4. (b) Estructura optimizada con nc = 6.

(c) Estructura optimizada con nc = 8.

Figura 4.5: Estructuras optimizadas.

La imagen 4.5 presentan la estructura final optimizada, en la cual el material 1 corresponde
al aluminio y el 2 al tungsteno, el espesor de cada barra representa que tipo de sección
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transversal, si opta por una estrecha o una mas gruesa. Se observa que en general el enrejado
se refuerza en las esquinas con el tungsteno que corresponde al material con módulo de Young
y densidad mas alto, en cambio en el núcleo se concentra el material 1 y con el menor espesor
posible. La literatura presenta que las estructuras con band gap optimizado generan este tipo
de patrón, dónde existe un núcleo dónde predomina un material y en el exterior predomina
el otro material.

4.1.3. Análisis con estructura finita

Se desea verificar si este band gap obtenido se puede aplicar realmente a una estructura
con cierta periodicidad, pues como indica [15] se puede ensamblar una estructura de 10× 10
celdas unitarias optimizadas y obtener las propiedades de periodicidad infinita que requiere
esta teoría.

Figura 4.6: Ensamble de la structura optimizada nc = 4 de 10 × 10
celdas con apoyo simple en las esquinas y una excitación periodica de
1[N ] en el medio del borde izquierdo.

Para llevar a cabo lo anterior, se genera una estructura con 10× 10 celdas unitarias en el
plano x-y que están dadas en la Figura 4.5. Luego, en las 4 esquinas se aplica condición de
borde de apoyo simple y se aplica una fuerza de 1[N ] en el medio del borde izquierdo de la
estructura, para después medir su respuesta en el centro para calcular la función de respuesta
en frecuencia (FRF) de la estructura la cual se puede observar en la Figura 4.6 tomando como
ejemplo a la estructura optimizada con nc = 4. Las FRFs obtenidas se gráfican en las Figuras
4.7, 4.8 y 4.9 para nc = 4, 6 y 8. Estas FRFs demuestran que no es necesaria una estructura
infinita para obtener las propiedades de band gap utilizando teoría de estructuras periódicas,
pues el band gap de las Figuras está en las mismas frecuencias que se obtiene en las Figuras
4.3 y 4.4, con ciertas diferencias en la Figura 4.2 lo que puede deberse a que necesita mas
celdas para representar el band gap como tal.
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Figura 4.7: FRF de la estructura optimizada con nc = 4.

Figura 4.8: FRF de la estructura optimizada con nc = 6.

Figura 4.9: FRF de la estructura optimizada con nc = 8.
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4.2. Optimización band gap Placa tipo sándwich

4.2.1. Geometría y propiedades

Cómo se detalló en la sección 3.1.1, la geometría del núcleo consiste en un arreglo cuadrado
y depende tanto de las dimensiones Lc y Lz, como también del número de celdas nc y nz.
Como en el estudio con elementos tipo barra anterior se observó la variación de estas en
función del número de celdas nc, en este caso solo se estudiará la optimización de una placa
tipo sándwich con dejando fijo nc = 2, nz = 1, Lc = 5[cm] y Lz = 3[cm] debido al gasto
computacional que implica aumentar el número de celdas. Las secciones transversales de las
vigas tienen secciones circulares, las cuales poseen diámetros que varian, al igual que el caso
anterior de las barras, entre D1 = 0.4[cm] y D2 = 0.8[cm], con el objetivo de encontrar el
el mejor espesor en cada elemento dando la libertad de obtener un espesor intermedio, ya
que este no incurre en limitantes tecnológicas como lo sería tener un material intermedio.
También la placa que esta en los bordes del panel sándwich se empleará Aluminio de la Tabla
4.1 con un espesor de 0.2[cm].

En el enrejado se utilizaran los mismos material anteriores por sus alto contraste en sus
propiedades mecánicas la cual se observa en la Tabla 4.1.

En este caso también se utilizó el GCMMA y el Latin hypercube sampling con 100 puntos
para tratar de representar todo el dominio. Al momento de optimizar hay que elegir un n
como se observa en la ecuación (3.5), la cual corresponde a la optimización entre la banda
n y n + 1. En la bibliografía no hay ningún criterio que explique cual es la mejor banda a
priori, por lo que, se debe probar con distintos n y ver cual permite a la física del problema
obtener un band gap. Al igual que el caso anterior, se le aplica un post-proceso para evitar
tener un valor físicamente imposible en la variable que controla el material. Cabe destacar
que el refinamiento es m = 6 (6 elementos por viga) como indica la tabla 3.1 para obtener
un error cuadrático medio inferior al 1 %.

4.2.2. Diagramas de Bandas y estructura

Para obtener los siguientes resultados se realizó una optimización por cada n de 1 hasta
la banda número 10 para observar cual propiciaba el mejor band gap. Los band gap obte-
nidos fueron al optimizar n=5, 6, 8 y 9 ya que en los otros casos el mínimo alcanzado con
la optimización no permitía un band gap en la estructura. Las Figuras 4.10, 4.11, 4.12 y
4.13 muestran el band gap optimizado sin procesar y post-procesado de la banda 5, 6, 8
y 9 respectivamente. En los resultados se grafican las primeras 15 frecuencias naturales, la
discretización del vector de ondas fue de 30 puntos.
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(a) Diagrama de bandas n = 5. (b) Diagrama de bandas post-procesado n =
5.

Figura 4.10: Diagrama de bandas para n = 5.

(a) Diagrama de bandas n = 6. (b) Diagrama de bandas post-procesado n =
6.

Figura 4.11: Diagrama de bandas para n = 6.

(a) Diagrama de bandas n = 8. (b) Diagrama de bandas post-procesado n =
8.

Figura 4.12: Diagrama de bandas para n = 8.
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(a) Diagrama de bandas n = 9. (b) Diagrama de bandas post-procesado n =
9.

Figura 4.13: Diagrama de bandas para n = 9.

En primer lugar, el vector óptimo, tal como han reportado diversos investigadores, tiende
a los bordes del conjunto, es decir, sus componentes tienden a cero o a uno. Si bien hay casos
dónde los valores difieren, estos son escasos y siempre difieren con valores que siguen siendo
muy cercanos a los extremos. Esto último se suprime con un post-proceso de las variables de
decisión, ya que no tiene sentido (para este problema) tener un material del elemento e con
xMe = 0.7 ya que se desea solo uno de los dos materiales interpolantes.

En los gráficos de las Figuras 4.10, 4.11, 4.12 y 4.13 en la izquierda de cada uno se
encuentra el diagrama de banda optimizado y a la derecha con su respectivo post-proceso.

Para poder hacer comparaciones de manera satisfactoria se utilizará nuevamente el band
gap relativo, frecuencia central y el band gap absoluto, introducidos en la optimización de
elementos tipo barra. La tabla 4.3 presenta estos valores en función de la banda n optimizada
en la cual puede provocar otro band gap en otra banda, el cual es colocado también. Cuando
se aplica el post-proceso el band gap formado tiende a disminuir su ancho inclusive, ocurre
que en la optimización de la banda n = 5 se creó otra banda perjudicando la optimizada.

Las frecuencias medias no varían en gran medida, además, los band gaps relativos son
bastante inferiores que en el caso anterior, esto puede deberse a la complejidad de este sistema
en comparación a la de un enrejado de barras, además el hecho de solo ser una optimización
con nc = 2 limita mucho la cantidad de variables con las que se puede realizar la optimización.
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Tabla 4.3: Band gap relativo en función del procesamiento y la banda
optimizada en panel sándwich.

Tipo Banda
Band gap
relativo
ωrel

Frecuencia
central
[khz]
ωmedia

Band gap
[khz] ∆ω

Pre-procesado

5 0.377 9.500 3.586
6 0.409 10.968 4.489

8 0.353 11.266 3.983
0.043 14.733 0.636

9 0.135 11.831 1.602

Post-procesado

5 0.264 9.609 2.540
0.0451 12.734 0.575

6 0.409 10.969 4.490

8 0.314 11.000 3.463
0.074 14.456 1.082

9 0.158 11.602 1.834

(a) Celda optimizada con n = 5. (b) Celda optimizada con n = 6.

(c) Celda optimizada con n = 8. (d) Celda optimizada con n = 9.

Figura 4.14: Estructuras tipo sándwich optimizadas.
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Las estructuras de las Figuras 4.14 corresponden a las optimizadas con respecto a cada
banda n, dónde el material 1 corresponde al aluminio, el 2 a tungsteno y su espesor varia
entre 0.4[cm] y 0.8[cm], dependiendo del espesor de la barra. En esta figura es muy interesante
observar como una sola estructura puede cambiar su configuración para optimizar una banda
u otra, ya que todas poseen un patrón muy parecido, al igual que el estudio con barras, de
reforzar los extremos.

Nuevamente, se puede observar que las estructuras localizan mucho la rigidez, por lo que
se tienen a formar zonas dónde hay mas densidad de material, esto también se ha reportado
cuando se optimizan placas en 2 − D, puesto que se genera un núcleo con un material y
el borde con otro (como estas placas con infinitas, el núcleo también puede tomarse como
borde, ya que se repite).
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Capítulo 5

Conclusión y trabajos futuros

Se logra diseñar y optimizar una panel tipo sándwich con estructura cuadrada, con el
objetivo de maximizar el band gap, lo cual evita la propagación de ondas mecánicas en el
plano del material, utilizando la teoría de estructuras periódicas. Se introducen distintas
variables de optimización implementando correctamente la variación tanto del material de
cada elemento viga en el núcleo, como también el espesor de esta, logrando así, una mayor
libertad en el diseño del band gap.

También, como estudio preliminar, se logro analizar el band gap en una estructura en
2D hecha de elementos tipo barra (Truss), obteniendo buenos resultados con valores de band
gaps relativos altos. También se estudió como afecta el número de celdas en la optimización,
otorgando mas variables de decisión al problema, permitiendo un diseño casi sin variaciones
luego del post-procesado. En esta sección también se hizo un paso muy crucial que es analizar
si esta teoría sirve con un número finitos de celdas, lo cual se comprobó de manera satisfactoria
mediante una función de respuesta en frecuencia de la estructura.

Cómo en el panel sándwich no se pueden realizar estudios con mas celdas por las limi-
taciones computacionales, lo que si se pudo hacer fue un estudio de como varía el band gap
en función de la celda a optimizar. En este ámbito el panel tipo sándwich se observó como
una misma estructura puede variar su topología a medida que se elige cual banda se desea
optimizar, lo cual resultó muy interesante de observar, ya que, si bien todas estas geometrías
poseen un patrón muy parecido, estas ligeras modificaciones hacen que cambie drásticamente
la banda optimizada.

La norma-P demostró ser una inclusión interesante a la formulación, ya que evita de
manera elegante la no diferenciación de los valores propios, lo cual ocurre en este problema
muchas veces debido a la repetición de estos. La aplicación de esta norma a este tipo de
problemas se analizará a fondo en otros trabajos.

Una conclusión muy importante de este tipo de formulaciones es que trabajar en espacios
3D es bastante costoso computacionalmente, lo que es una gran limitante cuando se desea
diseñar con libertad una estructura, puesto que se podría simular mas casos con nc o nz
pero el costo computacional de resolver el problema de valores y vectores propios crece
exponencialmente, lo que hace casi inviable optimizar estructuras con mas grados de libertad.

Pese a que esta es una estructura que se vale netamente por su geometría, hay que destacar
que este trabajo no tomó en consideración el efecto sobre el band gap que tendría si se pierde
esta simetría, como por ejemplo, si se cometen errores en la manufactura, por lo que generar
tolerancias en el proceso de manufacturación evitará que se genere perdidas en el band gap
o que este disminuya de manera significativa su espesor. Tampoco se analizó la estática del
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cuerpo, ya que esto le aplicaría mas restricciones al diseño y es muy probable que tenga
problemas de convergencia. Por la misma razón anterior no se sintonizó una frecuencia media
del band gap, porque la física del problema otorga un rango en el cual este se puede situar,
y tratar de cambiar ese valor va acarrear problemas en la convergencia de la optimización,
llegando a óptimos con materiales mezclados, lo que es físicamente imposible.

Para trabajos futuros hay muchos puntos que escapan los alcances de esta tesis pero que
serían interesantes de estudiar como por ejemplo:

Analizar la sensibilidad de la sección transversal de la viga en el bandgap, y si este es
alto o considerable, realizar optimización de forma en la sección transversal de manera
de obtener la mejor sección transversal para el problema, la cual podría variar en función
de cada viga o podría ser la misma.

Otro grado de libertad para el diseño que se comentó en la sección antecedentes es
agregarle masas concentradas (lumped mass) en los nodos, de manera de ver que tan
sensible es a esta variable, si ver si ayuda a la generación de bandgap.

En este caso como se utilizo un panel sándwich, otra variable es apilar muchos de estos
y observar la dinámica de este.

Otra forma de haber optimizado este problema es maximizar la pérdida de transmisión
de sonido y mezclar esto suponiendo que la estructura es periódica e infinita en un plano, lo
que puede ser interesante.

Como se comentó anteriormente, el costo computacional del problema de valores y vectores
propios es alto, lo que limitó el diseño, ya que en primera instancia se deseaba modelar un
espacio 3D con elementos tipo bloque y solamente entregarle una restricción de masa para
que de esa manera obtuviera la mejor estructura celular con esa masa. Pero utilizar esta
formulación hace que el problema sea prácticamente imposible de resolver ya que se debe
refinar fino para obtener buenas estructuras y el problema de valores y vectores propios se
hace prácticamente imposible de resolver y, además este se debe resolver iterativamente en
un problema de optimización, lo que acentúa aún mas lo costoso de esta formulación.
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Anexo A

Cálculos realizados

A.1. Propiedades de área viga con sección circular
Se supone que la viga está alineada con respecto a los ejes mostrados en la Figura A.1 y

que la sección transversal es circular de diámetro D.

Figura A.1: Elemento viga 3D.

A = πD2

4 (A.1)

Iy = Iz = πD

64 (A.2)

Ix = Iy + Iz = πD

32 (A.3)

A.2. Cálculo derivadas del elemento viga

dE(x)
dx

= (E2 − E1) (A.4)

dν(x)
dx

= (ν2 − ν1) (A.5)

dρ(x)
dx

= (ρ2 − ρ1) (A.6)
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dD(x)
dx

= (D2 −D1) (A.7)

Con A(x) = π
4 ((D2 −D1)x +D1)2

dA(x)
dx

= π

2 ((D2 −D1)x +D1) (D2 −D1) (A.8)

Con Ix(x) = ((Lv2−Lv1)x+Lv1)4

12

dIy(x)
dx

= 4π((Lv2 − Lv1)x + Lv1)3

64 (Lv2 − Lv1) (A.9)

Con Iy(x) = ((Lv2−Lv1)x+Lv1)4

12

dIz(x)
dx

= 4π((Lv2 − Lv1)x + Lv1)3

64 (Lv2 − Lv1) (A.10)

con Iz(x) = Ix(x) + Iy(x)

dIx(x)
dx

= dIx(x)
dx

+ dIy(x)
dx

(A.11)
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