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CONTRIBUCION AL ESTUDIO DE ENDOMORFISMOS DE SISTEMAS DINAMICOS
MINIMALES DE CANTOR

Los sistemas dindmicos minimales de Cantor representan una clase relevante de estudio en
teoria ergodica y dinamica simbdlica desde hace més de un siglo. Ejemplos relevantes son
el sistema de Thue-Morse o el sistema substitutivo de Fibonacci, que sirvi6 como modelo
inicial para el estudio de traslaciones en superficies planas. El resultado de Herman, Putnam
y Skau a inicios de los noventa, que caracteriza la equivalencia orbital (fuerte y débil) por
medio del grupo de dimension asociado a este tipo de dinamicas, marca un hito en la teoria.
La herramienta principal en estos estudios son las representaciones usando diagramas de
Bratteli-Vershik.

Posteriormente, el uso de los diagramas de Bratteli-Vershik permiti6é entender clases muy
estudiadas de subshifts minimales y probar propiedades finas de su comportamiento dindmico.
En particular, el resultado de Durand, Host y Skau a fines de los noventa establece que la
clase de los sistemas substitutivos minimales coincide con los sistemas de Bratteli-Vershik
estacionarios (todos los niveles del diagrama coinciden) y el resultado de Durand algunos
anos después caracteriza la clase de subshifts linealmente recurrentes. En ambos casos las
representaciones de Bratteli-Vershik tienen un ntmero uniformemente acotado de vértices
por nivel.

El estudio de muchas propiedades dinamicas de estas dos clases de sistemas motivaron la
definicion de los sistemas minimales de Cantor de rango finito (RF): son aquellos que admiten
representaciones de Bratteli-Vershik con un ntimero uniformemente acotado de vértices por
nivel. Ademas de los sistemas antes mencionados esta clase incluye a muchos de los sistemas
dindmicos de entropia cero clasicos como las extensiones simbélicas de transformaciones de
intercambios de intervalos.

En los dltimos veinte anos se han probado resultados interesantes sobre los sistemas RF,
como lo son una descripciéon de sus medidas invariantes, su expansividad, la caracterizacién
de sus valores propios y recientemente para la clase de subshifts de complejidad no-superlineal
(que son todos de RF) se probo que el grupo de automorfismos es virtualmente Z.

El objetivo de este trabajo es abordar distintas preguntas sobre la dindmica de sistemas de
RF. En particular, se prueba que el la clase de sistemas de RF el grupo de automorfismos es
virtualmente Z. Por otro lado, motivados por trabajos de Durand y Durand-Leroy del 2018
donde se estudian sistemas linealmente recurrentes, probamos para una clase significativa de
sistemas de RF, el nimero de factores simbolicos es esencialmente finito. En particular, mos-
tramos que esta subclase incluye a una familia genérica de transformaciones de intercambios
de intervalos.
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Introduccion

Una forma de construir sistemas simbolicos minimales no triviales es tomando un subshift
cuyo lenguaje esté generado por la iteracion de una regla de substitucion sobre un alfabeto
finito; estos sistemas se llaman substitutivos y, por su construccion sencilla, han sido extensa-
mente estudiados. Sus propiedades méas elementales, como que son inicamente ergddicos, que
tienen complejidad lineal o los criterios para que tengan espectro racional, fueron obtenidos
haciendo uso de sus particulares formas auto-similares, pero los resultados méas profundos,
como la caracterizacion de Durand de estos subshifts a través de sus sistemas inducidos [7] y
el teorema de Host sobre equivalencia de valores propios medibles y continuos [14], se lograron
gracias a la nocion de reconocibilidad y el celebrado Teorema de Mossé [17].

La reconocibilidad se puede reinterpretar en el contexto mucho mas general de diagramas
de Bratteli-Vershik de rango finito (RF) gracias a un teorema clasico de Downarowicz y Maass
[6] sobre la expansividad de estos sistemas. Es de esperar entonces que los comportamientos
substitutivos se extiendan de alguna manera a RF. Este enunciado casi “filos6fico” ha ido
mostrandose verdadero en muchos estudios de la dltima década.

Los primeros trabajos que lograron llevar a cabo esta idea son teoremas sobre los subshifts
linealmente recurrentes -una clase especial de sistemas RF-, entre los que se incluye una
caracterizacion de los valores propios continuos y medibles (que, aunque ya no necesariamente
coinciden, el criterio es esencialmente el mismo al dado por Host), la tnica ergodicidad y la
complejidad lineal. En el caso general, RF ya no es tnicamente ergddico, pero tiene una
cantidad acotada (por el rango) de medidas ergodicas [2], y aunque no son de complejidad
lineal como los substitutivos, si son de entropia cero.

En esta tesis continuamos desarrollando este programa en el contexto del reciente interés
que ha surgido en el estudio de grupos de automorfismos de sistemas simbélicos de entropia
cero. Méas precisamente, el punto de partida son tres articulos. Uno es [4], donde se muestra
que los subshifts minimales de complejidades no-superlineal tienen grupo de automorfismos
virtualmente Z. Los subshifts con estas complejidades incluyen a los substitutivos, son RF y
de hecho se pueden considerar genéricos en esta tltima clase [I], asi que es natural preguntarse
por si el grupo de automorfismos de todo sistema RF es virtualmente Z. Los otros dos articulos
que motivan esta tesis son [8] y [11], donde se prueba que los factores de sistemas linealmente
recurrentes son finitos salvo composiciones con el shift y conjugaciones. Siguiendo la idea del
parrafo anterior, se espera que este fenomeno sea mas general. El objetivo de esta tesis es
extender en RF, tanto como sea posible, estos dos teoremas descritos.

La estructura de esta memoria es de tres capitulos. Partimos dando las definiciones elemen-



tales de la Teoria Ergodica y los Sistemas Dindmicos, enfocandonos en describir los diagramas
de Bratteli-Vershik de rango finito y su conexiéon con los subshifts S-4dicos. En el Capitulo
2 probamos que, para una clase de sistemas -que incluye a casi todas las transformaciones
de intervalos-, el ntmero de factores simbolicos es finita salvo composiciones con el shift y
conjugaciones, extendiendo asi [8] vy [LI]. En el Capitulo 3 nos dedicamos a demostrar que
el grupo de automorfismos de todo sistema RF es, salvo un caso trivial, virtualmente Z,
generalizando [4] a todo RF.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo presentaremos los conceptos basicos de la Teoria de Sistemas Di-
namicos, con especial detalle en los sistemas minimales de Cantor y los sistemas simbolicos
relacionados. Comenzamos con las definiciones generales de sistemas dinamicos y de expansi-
vidad/equicontinuidad. Hacemos énfasis en las dindmicas del shift y en los subshifts S-adicos.
Continuamos con una descripcion de los diagramas de Bratteli y la accion de Vershik como
representaciones de un sistema dindmico minimal de Cantor. Luego establecemos una relacion
entre diagramas de Bratteli y subshifts S-adicos que seré central en los capitulos que siguen.
Terminamos el capitulo presentando algunos ejemplos de sistemas minimales de Cantor y sus
representaciones por diagramas de Bratteli.

Para exposiciones sistematicas, referimos al lector a [19] para la teoria general de sistemas
dinamicos, a [15] para la de sistemas simbolicos, y a [13] y [9] para la de los diagramas de
Bratteli y su conexion con los sistemas dindmicos.

1.1. Sistemas dinAmicos
Partimos definiendo los objetos principales del area y la notaciéon bésica.

Todos los intervalos que consideremos seran de nimeros enteros, i.e. [a,b] = {n € Z:a <
n < b} para todo a,b € R, salvo que indiquemos lo contrario. Letras como n, m y k siempre
denotaran enteros. El conjunto de los niimeros naturales N comienza con 0.

1.1.1. Generalidades

Un sistema dinamico es un par (X,7), donde X es un espacio métrico compacto y
T: X — X un homeomorfismo. Por lo general diremos que 7" es la accién en X, y usaremos,
salvo que indiquemos lo contrario, la letra T" para denotar la accién de un sistema dindmico
indistintamente del espacio subyacente X.

Definicién 1.1 Un sistema dindmico (X,T) es
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1. manimal, si para todo x € X, su orbita
orb(z) = {T"x : n € Z}

es un subconjunto denso de X;

2. de Cantor, si X es un espacio de Cantor, t.e. es totalmente disconexo y no tiene
puntos aislados.

Este trabajo se centra en estudiar algunas propiedades de los llamados endomorfismos
de sistemas minimales de Cantor.

Definicion 1.2 (Endomorfismos) Sean (X, T) y (Y,T) sistemas dindmicos y f: X — Y una
funcion. Decimos que f es un factor si es continua, sobreyectiva y fol' =T o f, es decir,
el siguiente diagrama conmuta:

~

X%

S
—
S

=~

X f
Diremos que un factor f: (X, T) — (Y,T) es

1. conjugacion si [ es homeomorfismo,
2. automorfismo si f es conjugacion y X =Y.

Dado un sistema dindmico (X, T), el conjunto Aut(X,T) de todos los automorfismos de
X tiene la estructura de grupo bajo la operacién de composicion, y por eso es llamado el
grupo de automorfismos de X. Ademas, el grupo (T') generado por la accion es normal
y, por lo tanto, Aut(X,T)/(T) es un grupo. Por otro lado, cuando existe una conjugacion
f:(X,T) = (Y,T) entre sistemas dinamicos, diremos que (X,7T) es conjugado a (Y, T);
esta nociéon define una relacion de equivalencia.

Dentro de la clase de sistemas que estudiaremos se dara una dicotomia entre las siguientes
propiedades.

Definicion 1.3 (Expansividad, Equicontinuidad) Sea (X,T) un sistema dindmico y d una
métrica para X . Decimos que (X,T') es expansivo si existe § > 0 tal que para todo x,y € X
se cumple

supd(T"x, T"y) <& implica = =1y.

nez
También decimos que 0 es una constante de expansividad. En el otro extremo, decimos
que (X, T) es equicontinuo si para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si x,y € X cumplen
d(xz,y) < 6, entonces d(T™z, T"y) < e para todo n € Z. Llamaremos a § una constante de
equicontinuidad para €.

Observaciéon Como X es compacto, estas propiedades no dependen de la métrica elegida
para X, aunque el valor de las constantes si.



Un ejemplo clasico de sistemas dindmicos minimales de Cantor equicontinuos son los
odbémetros, que ahora describimos. Sea ¢ = (g,),>1 una secuencia de enteros positivos tales
que @, divide a ¢, 1. Definimos

X, = {(xl,a:Q,...) € HZ/an D Tyt =T, mod g, Yn > 1},

n>1

donde Z/kZ es el anillo de enteros moédulo k. Entonces X, es totalmente disconexo bajo la
topologia inducida por el producto de las topologias discretas de Z/g,Z. La accién en X, es

T: X; — X,
(xn)nzl —> (mn -+ 1)n21-
Es claro que 7' es un homeomorfismo. Mas aun, (X,,7) es un sistema dindmico minimal

equicontinuo, y es de Cantor si, y sblo si, X, es infinito. A este sistema lo llamamos el
odémetro de base ¢. Es un resultado del folclore que Aut(X,,T) = X,.

En la proxima subseccion definiremos una clase de sistemas, que al contrario de los 0odo-
metros, son expansivos.

1.1.2. Sistemas simboélicos y S-adicos

Uno de los ejemplos clasicos de sistemas dindmicos de Cantor expansivos, y también una
de las clases de sistemas centrales en este trabajo, es la de los subshifts. Primero discutiremos
la notacién bésica de dinamica simbdlica que usaremos por el resto de este trabajo.

Un alfabeto es un conjunto A finito y no vacio. Para n > 0, A™ es el conjunto de palabras
en A de largo n. Anotamos At = |J, ., A" para el conjunto de palabras no vacias en A
y A* = At U {1} para el conjunto de todas las palabras en A. Si u,v € A%, entonces la
concatenacion de u con v la escribimos uv. Esto le da a AT la estructura de semigrupo y a A*
la de monoide. Sea B otro alfabeto. Un morfismo de palabras (o, simplemente, morfismo)
es una funcion o: AT — BT tal que

o(uw) = o(u)o(v), Vu,ve AT.

Sio: A — BT es cualquier funcion, entonces ésta se extiende por concatenaciéon a un
morfismo o: AT — Bt que seguimos llamando 0. Mas aun, o se puede extender a o: AN —
ANy ao: AZ — A% por

Tox Ty > o(xg)o(x)o(zg) - - -
XX _1.X9T1 T+ > - U(.CL'_Q)U(l’_l).0(1’0)0’(1’1)0’(1’2) cee,
donde, en la segunda linea, el punto indica el inicio de la coordenada 0 de la secuencia. Al

revés, si 0: AT — B es un morfismo, entonces o es la extension al semigrupo de palabras
de su restriccion o: A — BT al alfabeto.

Sean u,w € A* palabras. Escribimos u <,, u <, w y v C w para la relaciones de ser
prefijo, sufijo y subpalabra, respectivamente. También escribimos v <, w, v <, wy ©v C w
cuando ademas u # w. El largo de una palabra w € A* es |w|. Si F' C A*, entonces anotamos

(F)=minfw| y [F]=mdx|wl
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De manera similar, si : AT — BT es morfismo, entonces

(o) = (o(A4)) =minfo(a)] y o] = |o(A)| = mix|o(a)].

Al espacio A%, de secuencias bi-infinitas (n)nez cuyas coordenadas x,, son elementos de
A, le damos siempre la topologia producto originada de la topologia discreta en A. Entonces
A” es un espacio métrico compacto totalmente disconexo. El shift en A% es la funciéon

T: A% — A”
(l’n)neZ = (wn-l-l)nEZa

y, como es facil ver, es un homeomorfismo. Entonces (AZ,T) es un sistema dinamico de
Cantor y lo llamamos el full-shift en A. Un conjunto X C AZ es invariante si T'(X) = X.

Definicién 1.4 (Subshift) Un par (X,T), donde X C A% es un subconjunto cerrado e
mwvariante y T es la restriccion del shift a X, lo llamamos un subshift.

Notemos que si (X,7T") es minimal e infinito, entonces (X,T") es un sistema dindmico de
Cantor. Sean x,y € X e I C Z un intervalo. Usaremos la notacién x; para denotar la palabra
obtenida al restringir z a I. Diremos que x = y en [ si x; = y;. Es facil ver que X es
expansivo bajo la métrica estandar del producto:

d(z,y) = exp(—min{n > 0: Z(—nn 7 Ynmn]}) Vo,y € X,
donde min () = co. El leanguaje de X es el conjunto
L(X)={ue A" : existe z € X tal que u C z}.

Usaremos la notacion Ls(X) para indicar al conjunto de palabras u € L£(X) tales que
lu| > k.

Introducimos ahora los sistemas S-adicos.

Definicién 1.5 Un morfismo o: At — B™ es

1. primitivo, si para todo a € A yb € B, b es una letra de o(a).
2. propio, si existen a,b € B tales que para todo ¢ € A, o(c) comienza con a y termina
con b.

Una secuencia de morfismos o = (0,: Al — A' |).en es primitiva (resp. propia) si cada

on es primitivo (resp. propio). Decimos que o es correcta si es primitiva y propia.

Definicién 1.6 (Subshifts S-adicos) Sea o = (0,,: AL — Al |).en una secuencia de mor-
fismos. Para n > 1, definimos el subshift

X = {z € AZ: para todo k > 0 existe N >n ya € Ay tales que z_y 1 C o n(A)},

donde o, N) = Ops1- - On. El subshift S-ddico generado por o es X5 = X,(,O).
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Proposicion 1.7 Sea o = (0,: Al — AT |)nen una secuencia de morfismos. Entonces

XW =T on(X3HY), VneN (1.1)

kEZ

Si o es primitiva, entonces X, es minimal.

La ecuacion (1.1) implica que para cada z € X5 existe y € X5"™ v k € [0, |00yt (10)])
tales que x = T%0,,1(y). Si esta representacion es tinica para cada n > 1, entonces decimos
que o es reconocible.

Definicion 1.8 (Rango) Sea o = (0,: A — AT |)nen una secuencia de morfismos. Defi-
nimos su rango por

R(o) = sup #4,

n>1

1.2. Representacion por diagramas de Bratteli- Vershik

Sea (X,T) un sistema minimal de Cantor. Entonces X puede ser representado como
un diagrama de Bratteli ordenado y 7' como el homeomorfismo de Vershik actuando en el
diagrama. Describiremos en esta seccion los diagramas de Bratteli, el lenguaje que usaremos
y los teoremas de representacion clasicos de la teoria.

1.2.1. Diagramas de Bratteli

Un diagrama de Bratteli es un grafo infinito (V) E') que consiste de un conjunto de vértices
V' y de aristas E, ambos divididos en niveles V = VyUVjU... y E = E;UE>U. .. disjuntos a
pares. El conjunto V4 es un singleton {vg} y para todo n > 1 las aristas en FE,, unen vértices en
V-1 con vértices en V,,. Sie € E conectau € V,,_; con v € V,,, escribimos s(e) = uy r(e) = v,
donde s: £, — V,_ 1 yr: E, — V, son los mapeos de origen y llegada, respectivamente.
También es necesario que r—*(v) # () para todo v € V' 'y s7!(v) # 0 para todo v € V' \ 4.

Fijemos n > 1. El nivel n del diagrama es el subgrafo de vértices V,,_y UV,, y aristas F,
entre estos vértices. El nivel 1 se llama el sombrero del diagrama. Describimos el conjunto
de aristas E, con una matriz M, de dimensiones V,,_; x V,, cuya entrada (u,v) es el niimero
de aristas en F,, que unen el vértice u € V,,_; con el vértice v € V,,. También consideramos
varios niveles al mismo tiempo. Para enteros 0 < m < n, anotamos F,,,, para el conjunto de
caminos en el grafo que unen vértices de V,,, con vértices de V,,. Entonces la entrada (u,v) de
la matriz P, ,, = My,11 -+ M, es el nimero de caminos que suben desde u € V,,, a v € V.

Un diagrama de Bratteli (V, F) es simple si para todo m > 1 existe n > m tal que cada
par de vértices u € V,,, y v € V,, estd conectado por un camino finito, i.e., P, , tiene todas
sus coordenadas positivas.



1.2.2. Diagramas de Bratteli ordenados y el sistema de Bratteli-
Vershik

Un diagrama de Bratteli ordenado es una tripleta B = (V| E, <), donde (V| E) es un
diagrama de Bratteli y < es un orden parcial en F tal que: las aristas e, ¢’ € E son comparables
si, y solo si r(e) = r(e).

Para describir el nivel E,, ya no nos bastan las matrices M, de las subseccién anterior
pues no consideran el orden <. Ahora usaremos morfismos o2 definidos como sigue: si n > 2,
veEV,yeer(v)eslak-ésima arista de r ! (v) segtin <, entonces la k-ésima letra de o2 (v)
ess(e);siv e Viyeer(v)eslak-ésima arista de r—!(v) segiin <, entonces la k-ésima letra
de oB(v)ese. Asi,0,: V.F - VI sin>2yo0,: VT — Ef. Escribimos 0 = (¢5),5,. Para
n > 1,seal: V¥ — Z" el mapeo que manda la palabra w € V* al vector 1(w) € Z" cuya
coordenada u € V,, es el nimero de letras u que w tiene. | es el mapeo abelianizacién y se
cumple que lo o, | = P,,1 ol. Para n = 0 tenemos en E; una definicion y relacion similar.

El orden parcial < define naturalmente aristas minimales y maximales. Ademaés, este orden
en E induce otro en el conjunto de caminos E,,, para todo 0 < m < n: (ep41,...,6€,) =
(fint1,- -, fn) si, y solo si, existe i € (m,n] tal que e; < fi y e; = f; para j € (i,n].

Dada una secuencia creciente de enteros (ny),-, con ng = 0, definimos la contraccion de
B = (V, E, %) respecto a (ng),, por

(<v”k)k20 ) (E”kvnkﬂ)kzo ’ j) ’

donde = es el orden inducido en cada conjunto de aristas FE,
una expansion.

i - L@ operacion reversa es

Dado un diagrama de Bratteli ordenado B = (V, E, <), definimos Xp C EZ como el
conjunto de caminos infinitos (x1,zs,...) que parten en vy y tales que r(z,) = s(x,4+1) para
todo n > 1. Le damos a Xg la topologia que tiene como base a los cilindros

[er, 62, sen] = {(z1,72,...) €EXp; zi=¢;, for 1 <i<n}.

Cada [e,eg,...,€,] también es cerrado, como es facil ver, por lo que Xp es un espacio
métrico compacto y totalmente disconexo. Si (V, E) es simple y Xp infinito, entonces Xp es
de Cantor.

Cuando existe un tnico punto (x1,2s,...) € Xp tal que x, es maximal para todo n > 1
y un dnico punto (yi,ys,...) € Xp tal que y, es minimo para todo n > 1, decimos que
B = (V,E,=) es propio. Llamamos a estos puntos Tiyax ¥ Tmin, respectivamente. En este
caso definimos un mapeo Vp: X — Xp, llamada la accion de Vershik, como sigue: sea
r = (x1,22,...) € Xp \ {Tmax} ¥y sea n > 1 el entero mas pequenio tal que z,, no es una
arista maximal. Sea y,, el sucesor de z,, ¥y (y1,...,Yn—1) €l Gnico camino minimal en Ey,_
que conecta vy con el vértice inicial de y,,. Ponemos Vg () = (y1, -+, Yn-1,Yn, Tni1s---) ¥
VB (Tmax) = Tmin- Entonces es facil ver que Vp es un homeomorfismo en Xp.

El sistema (Xpg,Vp) es llamado el sistema de Bratteli-Vershik generado por B =
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(V, E,=). Cualquier contracciéon de B es simple y propia, y define un sistema conjugado a
(XB,Vp).

El teorema central de esta seccidon es:

Teorema 1.9 ([13]) Sea (Xp,Vp) un sistema de Bratteli-Vershik dado por un diagrama
B simple y propio. Si Xp es infinito, entonces (Xp,Vg) es un sistema dindmico minimal
de Cantor. Reciprocamente, si (X,T) es un sistema dindmico minimal de Cantor, entonces
existe un diagrama de Bratteli ordenado B simple y propio tal que (Xp,Vg) es conjugado a

(X,T).

Cualquier diagrama ordenado B = (V, E, <) simple y propio tal que (Xp, Vp) sea conju-
gado a (X, T) se llamara una representacién de Bratteli-Vershik de (X, 7). En lo que
sigue, cada vez que tengamos una representacion como esta, identificaremos Xpg con X.

Muchas veces conviene trabajar con una “buena” representaciéon de Bratteli-Vershik. Con-
sideraremos representaciones tales que

(B) Para todo n > 1, 0, es primitiva y propia.

Argumentos clasicos muestran que siempre es posible modificar un diagrama para obtener
uno que cumpla estas propiedades. En particular, para que los morfismos sean primitivos
se usa que el diagrama es simple, y para que sean propios la Proposicion 2.8 en [13]. Un
diagrama que cumpla estas condiciones lo llamaremos correcto.

Definicién 1.10 El rango de un diagrama B = (V, E, <) es

R(B) = sup #V,

n>1

1.3. Sistemas minimales de Cantor de rango finito

Un sistema minimal de Cantor es de rango topoldgico finito si admite una representa-
cién de Bratteli-Vershik de rango finito. El objetivo de esta seccion es demostrar la siguiente
relacion crucial entre diagramas de Bratteli y secuencias de morfismos que, en particular,
dice que los sistemas de rango finito son, salvo un caso trivial, subshifts S-adicos generados
por secuencias de rango finito.

Teorema 1.11 Sea B diagrama de Bratteli correcto de rango finito. Entonces ocurre exac-
tamente una de las siguientes situaciones:

1. Cada X((T"B) es periodico y (Xp,Vg) es conjugado al odometro de base (#Xi@)nzl.

2. Existe una contraccion B' de B tal que (Xp,Vp) es conjugado a X_p.



Observacion Notemos que si B es un diagrama como en el teorema, entonces
R(e?) = R(B') < R(B) = R(a?).
En particular, o? tiene rango finito.

El punto de partida para la demostracion del Teorema(l.11]es el siguiente resultado clésico.

Teorema 1.12 ([6]) Sea (X,T') un sistema de rango finito que no es un odémetro. Entonces
(X,T) es expansivo.

Sea B = (V, E, <) diagrama de Bratteli correcto. Paran > 1y x € X, sea

m(T) = ((VEI)(OW])%Z € E(%n.

Es facil ver entonces que
X = {ma(x) : v € Xp} C EL,

es un subshift y m,: (Xg,Vp) — (X](Bn), T) un factor.

Proposicién 1.13 Sea B = (V, E, <) diagrama de Bratteli correcto. Entonces ocurre exac-
tamente una de las siquientes situaciones:

1. Cada ng) es periddico y (Xp, Vi) es conjugado al oddmetro de base (#Xé"))nzl.
2. Existe n > 1 tal que (Xp, V) es conjugado a (X](BN),T), para todo N > n.

DEMOSTRACION. Definimos, para z,y € Xg,

d(xz,y) =exp(—min{n > 1:z, # yn}),

con la convencion min()) = oo. Es facil ver que d es una métrica que origina la topologia
de Xp. Primero supongamos que (Xp, Vg) es expansivo y tomemos § > 0 una constante de
expansividad. Elijamos n > 1 tan grande como para que exp(—n) < J. Entonces,

para todo x,y € Xp tales que z(g,) = Y(o,n], se tiene d(z,y) < ¢ (1.2)

Veamos que m,: (Xp, Vg) — (Xé"),T) es inyectiva. Si z,y € Xp cumplen m,(z) = m,(y),
entonces (V) = (VEy)pn para todo k € Z. Luego, por (1.2),

sup d(Viz, Viy) <6,
keZ

v x = y. Entonces 7, es un factor inyectivo; es decir, una conjugacion.

Supongamos ahora que (Xp, Vg) no es expansivo. El Teorema implica que (Xg, Vp)
es equicontinuo. Para n > 1, sea ¢, > 0 una constante de equicontinuidad para &,, = exp(—n).
Entonces,

para todo x,y € Xp tales que d(z,y) < 9, se tiene m,(z) = m,(y). (1.3)
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Como Xp es compacto, puede ser recubierto por una cantidad finita de bolas de didmetro
< 0,. Luego, como 7, es sobreyectiva, la condicion 1} implica que Xj(gn) es finito; mas aun,

como Xpg es minimal, X,(B”) consiste de solo una 6rbita finita. Definimos

T Xp — [ X5
n>1
T = (”n(l’»nzl'
Como 7, (x) = m,(y) implica que x}1,) = Yn.n), T es inyectiva, y asi un homeomorfismo con
su imagen Z = 7(Xp) (bajo la topologia inducida por la topologia producto). Ademas, el
mapeo
T: 72— Z
(T0(2)) 1 = (T (7)) 51
define un homeomorfismo que conmuta con 7. Luego, (Z,T) es un sistema dindmico que es
conjugado a (Xpg,Vp) a través de 7. Consideremos ahora el factor f,: Xj(gn) > ng_l) que

)

manda [ ,,) — Z[1,,—1)- Notemos que si y,y" € X](gnf1 , entonces podemos tomar k£ € Z tal

que T"y = ¢/ y calcular

T ) = £ (T) = £ W),
con lo que #f (y) = #/1(y/) (pues T es biyeccién). Se sigue de esto que #X 0" divide
a Xgl). Es fécil ver entonces que Z es el odémetro de base (#Xgl))nzl. O

Proposicion 1.14 Sea B = (V, E, <) diagrama de Bratteli correcto y B = (V', E', <) el
diagrama obtenido al contraer los primeros n > 1 niveles de B:

V' =VuUV, UV, U...

F' =FEy,UE,;1UE, »U...

Entonces Xj(gn) =X, 5.

DEMOSTRACION. Anotemos, para aligerar un poco la notacion, 7 = (7y)y>1 = o?'. Entonces
TN_nt1 = o0& para todo N > n, y si v € V,,, entonces la i-ésima letra de 7, (a) es el i-ésimo de
los caminos de Ej,, que terminan en v. Sea Z,;, € Xp el inico camino minimal y pongamos
Y = Tp(Tmin). Sea N > n. Como Ty_,11 = ok es propia, existen ay,by € Vy_1 tales que
Tn_n+1(C) parte con ay y termina con by, para todo ¢ € Vy. Luego, como y es imagen del
camino minimal,

T[l,N—n](aN) <, Y[0,400)5 (1-4)
T1,N—n] (ON) <s Y(—00,0)-
Notemos que si #Vy = 1, entonces Xé") y X, p son la misma oOrbita periddica de tamano
#Ey n. Podemos entonces suponer que #Vy > 2 para todo N lo suficientemente grande.

Esto, que 7y_n42 = 0§, es primitiva y (1.4) implican que

Yt an)) = TN—n) (ON) T N (08) E Tuvongol(€), Ve € Vg, (15)
para todo N grande. Haciendo tender N — oo en (L.5)) deducimos que y € X.. Como X, es
minimal, se sigue que Xgl) D X,, y como Xgl) es minimal, que Xj(gn) =X, O
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El Teorema [L.11] se sigue directamente de las Proposiciones y

El problema reverso al del Teorema que pregunta por si, dada una secuencia de
morfismos correcta o de rango finito, el sistema simbélico (X,,T') posee una representacion
de Bratteli-Vershik de rango finito, esta abierto; ver [5]. La siguiente construccion da una
respuesta parcial a esta pregunta al mostrar que (X, T) es factor de un sistema de rango
finito.

Sea o = (0,: A — Al |),>1 una secuencia de morfismos. A partir de o podemos
construir naturalmente un diagrama de Bratteli ordenado B? = (V7, E?, <) como sigue:

1. su conjunto de vértices es V7 = {vo} vy V,7 = A,,_1 paran > 1,

2. el diagrama tiene sombrero simple i.e. para todo v € V|7 hay exactamente una arista
entre vg y v,

3. el nivel n > 2 del diagrama esta descrito por el morfismo o,,_.

Diremos que B es el diagrama de Bratteli construido a partir de o. Es claro que o es de
rango finito si, y s6lo si B? es de rango finito. Si o es correcta, entonce B es correcto y la
Proposicion implica que (X4, T) es un factor de (Xpeo, Vg ). En general, este factor no
es una conjugacion.

1.4. Ejemplos

1.4.1. Substituciones

Sea o: AT — A" un morfismo primitivo. El subshift S-adico X, generado por la secuencia
de morfismos o = (0),>1 es conocido como el subshift substitutivo generado por o.
Esta clase de sistemas surgieron inicialmente como codificaciones de trayectorias en ciertas
superficies y han sido muy estudiados a lo largo de los anos. La relevancia que tienen aqui es
que, al ser la secuencia o constante, hace de los subshifts substitutivos, en cierto sentido, los
sistermas S-adicos mas sencillos. Efecto de esto es que los subshifts substitutivos aperidédicos
son conjugados al Bratteli que la substitucion define:

Teorema 1.15 ([10]) Sea 0: AT — AT un morfismo primitivo y propio y B el diagrama
de Bratteli ordenado construido a partir de la secuencia de morfismos constante o = (0)p>1.
Supongamos que X, es aperiddico. Entonces (X,,T) es conjugado a (Xpo,Vpe).

En particular, los subshifts substitutivos aperiédicos son de rango topologico finito.

El siguiente ejemplo es de [18]. Sea A = {0,1}, 0: AT — A™ el morfismo tal que 0 — 01,
1+ 10 y X, C AZ el subshift substitutivo asociado. Este es el subshift de Thue-Morse.
Sea ¢p: A — A la funcion que intercambia 0 con 1. Esta funcion se extiende a ¢: X, — X, y
define un automorfismo de X,. Mas aun, Aut(X,,7T') es generado por Ty ¢; en particular,
Aut(X,,T)/(T) es isomorfo a Z/27. En general, Aut(X,,T)/(T) es finito para todo morfismo
primitivo y propio o, pero cualquier grupo finito se puede realizar de esta manera [4]. En el
Capitulo 3 generalizaremos este fendémeno.
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1.4.2. Intercambios de intervalos

Las transformaciones de intercambios de intervalos son sistemas dindmicos de sencilla
definicion pero con ricas propiedades dindmicas. Para nosotros seran un ejemplo de sistemas
con representaciones de Bratteli-Vershik no triviales. Nuestra presentacion sigue la de [I].

Sea I = [I,7) C R un intervalo de namero reales y {I, = [l,,7,) : a € A} una particiéon
finita de I en d := #A intervalos. Una transformacién de intercambio de intervalos
(t.1.i.) es una funcion biyectiva T': I — I cuya restricciéon a cada I, es una traslacion. Toda la

informacion relevante de la transformacion 7' queda descrita por una tupla (7, \) que consiste
de:

1. un par de biyecciones m = (m,m,), con m.: A — {1,...,d}, que describen como es el
orden de los intervalos I, antes y después de aplicar T, respectivamente. Anotamos
t t t
_ (% G Gy
T=\g b ... av)°
1 G2 d

donde a5 = 7' (j), para € € {t,b}.
2. un vector columna positivo \ € Rﬁ, llamado vector de largos, cuya coordenada A,
a € A, es el largo del intervalo 1,,.

Si (7, A) es una t.i.i. tal que Aat) # Aqt, entonces la induccién de Rauzy-Veech de (7, \)
es la t.ii. (7', \) = R(m, \) definida por:

1. si Agt > A, entonces
d d

t t t t t t
7 = Ry(n) = ay 0 Gy Qg Opyq Qpye "0 g
=T = L g0 ad o oat g e b )
1 k-1 Qq d k+1 d—1
bt
donde k es tal que a; = a;, y

)\; = >\a7 Va 7& ail? y )‘;Z = )\afi - )‘ai’i;

decimos que w = @, es el winner y [ := )} es el loser.

2. 81 Agt < Agp, entonces
d d

t t b t t t
o =R (7) = ay -0 Qg g Qg Qg Qpyq 0 Qg g
= I =\ o ab b ab R
1 k-1 @k Qpgp1 Qpgo d

donde k es tal que al, = a4, y

)\; = A, Va 7& afl? y )\;Z = )\ag - )‘afi;
b

decimos que w = a/ es el winner y [ := a; es el loser.

Si (m, ) es una t.i.i. minimal, entonces R(m, A) es otra vez una t.i.i. minimal; en particular,
todos los iterados R™(m, \), n > 0, de la induccion de Rauzy-Veech estan definidos. El grafo
de Rauzy es el grafo dirigido etiquetado cuyos vértices son todas las permutaciones 7 que
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provienen de una t.i.i. (w, ) minimal y sus aristas etiquetadas son m — Ry(m) y 7 N Ry ().
La clase de Rauzy de 7 es la componente conexa R(w) de 7 en el grafo de Rauzy. Toda
clase de Rauzy es de hecho fuertemente conexa. A cada arista e := 7 — 7’ le asignamos un
morfismo S(e): AT — AT definido como sigue: sean w,l € A los simbolos loser y winner,
respectivamente; entonces S(e)(a) = a para todo a € A\ {l} y

lw sie=t, (1.6)
wl sie=bh. '

S(e)(l) = {

Ahora construiremos una extension simbélica de una t.i.i. y su representacion de Bratteli-
Vershik. Si (7, \) es una t.i.i., definimos el mapeo 1) que a cada x € I le asigna la secuencia
(Zn)nez, donde x,, = a si T"x € I,. Entonces 1 es invertible salvo en las orbitas de las
discontinuidades de (7, \) y define un factor f: (Q,7) — (I,T), donde

Q={Y(z):xel}C A%

El sistema (€2, 7)) es la extensiéon simbélica de (7, A).

Teorema 1.16 ([1]) Sea (w, \) una t.i.i. minimal. Entonces su extension simbolica (Q,T) es
un sistema dindmico minimal de Cantor. Mds aun, si ¥ = (Yn)n>0 €s el camino de aristas
en el grafo de Rauzy que define los iterados de la induccion de Rauzy-Veech, entonces

1. el diagrama de Bratteli ordenado B construido a partir de la secuencia de morfismos
o = (S(7m))n>0 es simple, propio y tal que (Xpo,Vpe) es conjugado a (X5, T), y
2. Xg =A.

En particular, B® es una representacion de Bratteli-Vershik de rango finito de (Q,T).

En el Capitulo 3 utilizaremos esta representacién para probar una propiedad genérica de
las t.i.i.
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Capitulo 2

Sobre el naimero de Factores

El objetivo de este capitulo es estudiar el nimero de factores simbélicos de un sistema de
rango finito. El punto de partida son dos articulos. El primero es [§], donde se prueba que los
sistemas linealmente recurrentes tienen finitos sistemas simbdlicos factores salvo conjugacion,
y el otro [I1], donde, para esta misma clase de sistemas y una vez fijado un sistema simbolico
factor, demuestran que existen finitos mapeos factores salvo composiciones con el shift. En
el Teorema de este capitulo se extenderan estos resultados a una clase mas general de
subshifts, en el Teorema [2.17] se dara una condicion suficiente para que un subshift S-adico
pertenezca a esta clase y en el Teorema [2.22| mostraremos que esta condicion es genérica
dentro de la clase de transformaciones de intercambios de intervalos.

El capitulo se divide en cuatro secciones. Primero, en la Seccion 1, se define lo que es una
palabra de retorno, la principal herramienta de este capitulo, y se obtienen las propiedades
bésicas que se necesitaran. La Seccion 2 se dedica a extender los resultados de [§] y [11] a una
clase de subshifts mas grande. En la Seccién 3, se da una condiciéon suficiente natural para
que una secuencia S-adica pertenezca a la clase antes mencionada (y, por lo tanto, tenga una
cantidad controlada de factores) y probamos, en la Seccion 4, que esta condicion es genérica
dentro de la clase de transformaciones de intercambios de intervalos.

2.1. Palabras de retorno

Fijamos, por el resto de esta Seccion, un subshift X C A% minimal aperiodico. Recordemos
que una ocurrencia de una palabra u € A* en una secuencia © € A% es un entero i € 7 tal

que T[jit|ul) = U.

Definiciéon 2.1 Sea x € X yu € A*. Decimos que w € A* es una palabra de retorno a u en
x si eristen dos ocurrencias conseculivas i,j de u en x tales que xj; ;) = w. Escribimos R,
para el conjunto de palabras de retorno a u en x.

Sea Ry = {1,2,...,#Ruu}. Definimos una biyeccion O, ,: Ry — Ryw como sigue:
ordenamos R, . de acuerdo a la posicion de la primera ocurrencia de sus elementos en T o)
y definimos O, (k) como el k-ésimo elemento de R, segin este orden.
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Como X es minimal, R, , no depende de x; anotaremos R, para este conjunto comun. Es
importante destacar que ©,,, si depende de z.

Lema 2.2 Sean v,y € X y u <, Yjo,c)- Entonces existe § € Rfu que cumple ©,,(y) = y.
Mads aun, y es inica en el siguiente sentido: si Z € Rf}u y T70,.,(Z) = y, entonces existe
s € Z tal que

@33 u Yy . > 07
5 — TSg y r = | ) (y[O,s))‘ SZA r = (21)
—102u(Tps0))| siT <O.

DEMOSTRACION. Como X es minimal, el conjunto de ocurrencias de u en y se puede escribir
como una secuencia creciente de enteros (iy)rez; més aun, como u <, yj,«), podemos suponer
que ip = 0. Entonces cada yj;, ;,,,) es una palabra de retorno a u. Sea § € RZ la secuencia
cuya coordenada k es

Y = @;lu(y[ik,ik+1))
Se sigue de la definicién que 6, ,(7) = y.

Sea zZ € R?u otra secuencia tal que 770, ,(Z) = y. Notemos que si w € R,, entonces
las tinicas ocurrencias de u en wu son al principio y al final. Sea ¢ € Z. Entonces u ocurre
en 0, (Z(—0o,s)u al principio de ©,,(Z;)u. Luego, u ocurre al principio de Oy, (Zi—1,)u.
Podemos continuar inductivamente para deducir que u ocurre al principio de O, (Z[;q)u,
para todo par de enteros j < 4. Se sigue de esto que u ocurre en cada posicion r+ |0, (Z[.))|
i >0,y 7 —|0:u(Z—i0)], © > 1, de y. Mas aun, estas son las tnicas ocurrencias de u en y.

Esto equivale a (2.1). ]

Siguiendo [10], definimos la clase de subshifts linealmente recurrentes.

Definicién 2.3 Decimos que (X, T) es linealmente recurrente si existe una constante ¢ € N
tal que para toda palabra u € L(X) y w € R, se tiene que |w| < c|ul.

Nosotros trabajaremos con una version localizada de esta nocién, que permitird extender
algunas propiedades de sistemas linealmente recurrentes a una clase mas general de sistemas.

Definicién 2.4 Decimos que un entero k > 1 es un largo de recurrencia lineal para la
constante ¢ > 0 si para toda palabra v € Li(X) de largo k y w € R, se tiene que |w| < c|ul.
Anotamos LR.(X) para el conjunto de tales k.

Ejemplo 1. Sea 0: At — A" un morfismo primitivo y (X,T) el sistema substitutivo
asociado. Entonces (X, T) es linealmente recurrente con constante 2|o|*. Esto es con-
secuencia del Lema [2.15] Por ejemplo, la substituciéon de Thue-Morse en A = {0,1}
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definida por

o A— AT
0 01
1—10

define un subshift linealmente recurrente de constante 16 [11].

2. Si X C AZ es un subshift, entonces (X, T) es linealmente recurrente si, y solo si existe
¢ > 0 y una representacion por Bratteli-Vershik de (X,7) dado por un diagrama
B = (V, E, <) correcto tal que #E,, < ¢, para todo n > 1. Esto es probado en [9].

Se tienen los analogos locales de las propiedades basicas de los subshifts linealmente recu-
rrentes:

Lema 2.5 Sea u € L(X).

i) Sik e LR(X) yv € Lseqryp—1(X), entonces en v ocurren todas las palabras de largo
a lo mds k.

i) Si|u| € LR.(X), entonces u“™ & L(X).
iii) Si ( [ M] C LR.(X), entonces (R,) > L4

2(c+1)? c+1 c+1°

i) Si <%7 (c+ 1)|u|} C LR.(X), entonces #R, < (c+1)>.

DEMOSTRACION. Fijamos x € X.

i) Sea w € Lix(X)y v € Lsc41k-1(X). Como X es minimal y k& € LR.(X), w ocurre en
x en posiciones separadas por a lo mas ck simbolos. Luego, w necesariamente aparece
en v.

ii) Supongamos que u‘t! € £(X). De (i), toda palabra de largo |u| aparece en u. Por
otro lado, en u°t! aparecen a lo mas |u| palabras de largo |u|. Luego, px(|u|) < |ul. El
Teorema de Morse-Hedlund [16] entonces implica que X es periodico.

|ul
ctl”
wtt <, u <, w™. Sea k > 1 el maximo entero tal que (w*)*™ <, u. Por un lado,

iii) Supongamos que existe w € R, con |w| < Entonces u tiene periodo |w|. Mas aun,

lw| < cl% Por otro lado, si |w*| < 2(13111), entonces (c + 1)|w*| < |ul, por lo que
2k)et]

(w <, u, lo que contradice la definicion de k. Concluimos que

e [l
2(c+1) c+1]"
Luego, de (ii), (w*)**? & £(X), que es una contradiccion.

iv) Sea v € L(X) de largo |[v| = ¢(c+ 1)|u| — 1. Como |u| € LR.(X), |R.| < clu] y de (i)
vemos que todas las palabras de retorno a u aparecen en v. Entonces, usando (iii), es
facil ver que:

yr, < 1l cletDlu

TR e+ =Y
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Los siguientes lemas permiten transferir las propiedades de recurrencia de X a sus factores.
Recordemos primero el siguiente resultado elemental:

Teorema 2.6 (Curtis-Hedlund-Lyndon [15]) Sean X C A%, Y C BZ subshifts y f: X =Y
un factor entre ellos. Entonces existe v > 0 y ¢ : A7t — B tal que

f(x) = (Qz](x[kfr,kﬂ"]))kez, Vr e X.

Decimos que 1 es una funcion local de radio r para f.

Lema 2.7 Sea f: X — Y un factor simbdlico (i.e. Y es un subshift) con funcion local ¢ de
radio r > 0 y k > 4r un entero. Si k € LR.(X), entonces k — 2r € Lo (Y).

DEMOSTRACION. Sea v € Lo, (Y) vy u € Li(X) tal que (u) = v. Es facil ver que |R,| < |R.|.
Luego,
IRy < clul = e(|v] + 2r) < 2¢lv].

]

Lema 2.8 Sea f: X — Y factor simbdlico, con'Y aperiddico. Sea v: A* 1 — B la funcion

local de f. Supongamos que <ﬁ,2(c+ 1)k] C LR.(X), con ﬁ >dr. Sive Li(Y),

entonces

|v]
1. (Rv) > Gy

2. #R, < (2¢+1)3.
DEMOSTRACION. Usando el Lema 2.7 obtenemos

(ﬁ (2 + Dk| C Lao(Y).

Se satisfacen las condiciones del Lema [2.5 y podemos concluir. O

2.2. Resultados principales

2.2.1. Acotar el nimero de factores

Necesitaremos la siguiente consecuencia de la lineal recurrencia local, que puede ser in-
teresante en si misma; notar que la cota obtenida es universal.

Proposicion 2.9 Sea f: X — Y factor entre subshifts minimales aperiddicos con funcion

local : A> 1 — B. Supongamos que existe k € N tal que ( 2(c+ 1)k| C LR.(X) ¥

__k
2(2¢+1)°
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_k
2(2¢c+1)

> 4r. Entonces, para todo v € Li(Y), el conjunto

wil(v) = {u € ﬁ\v\+2r(X) : w(u) = U}

tiene a lo mds 4(c + 1)% elementos.

DEMOSTRACION. Primero notemos que podemos usar el Lema [2.7] para obtener

(ﬁ (2¢ + 1)k | C Loo(Y). (2.2)

Sea v € Li(Y). La ecuacion (2.2) nos permite usar el Lema para deducir que dos
ocurrencias de elementos de 1)~ (v) estan separadas por al menos |v|/(2c+ 1) simbolos. Més
aun, |v| + 2r € LR.(X), por lo que cada palabra en X de largo (¢ + 1)(|v| + 2r) tiene
ocurrencias de cada palabra de L,42,(X) 2 ¢~ (v). Luego,

(c+ 1)(Jv| +2r)
[vl/2(c+1)

#Y~H(v) < <4(c+1)%

La ultima herramienta que usaremos es el siguiente resultado técnico.

Lema 2.10 Sea (X,T) un sistema dindmico minimal y f;: (X, T) — (Y;,T) factor, j =1,2.
Supongamos que Y1,Ys son aperiodicos, que fi es finito-a-uno y que existen x,y € X, r € Z
tales que f1(x) = fi(y) y fo(z) =T" fo(y). Entonces r = 0.

DeMOSTRACION. Ponemos y; = y. De la minimalidad y compacidad podemos encontrar una
secuencia (n;);>1 € yo € X tales que 7™z — y; y T™y; — yo. Entonces fi(v1) = fi(y2) v
fo(y1) = T7 f2(y2). De manera similar, podemos encontrar y3 € X tal que fi(y2) = fi(y3) v
fa(ya) = T7 fa(ys). De esta manera construimos una secuencia (y,)n>1 tal que

filye) = f1(Yr+1) Fa(yr) = T" fa(Yrs1) k> 1.

Como f; es finito-a-uno, existen ¢ < j tales que y; = y;. Tenemos entonces:

f2(3/z') = TTfZ(yiJrl) = TQrf2(yi+2) == Tr(i*j)f2(3/j) = Tr(ifj)fQ(yz’)-

Pero Y; es aperiodico, por lo que r = 0. O

Las siguientes dos proposiciones son el niicleo del Capitulo.

Proposicion 2.11 Sea X subshift minimal aperiodico. Supongamos que se cumple:

Existe E C N infinito y ¢ > 0 tal que para todo k € E se tiene:
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Entonces X tiene a lo mds C = (2c + 1)2€D? factores simbolicos aperiddicos, salvo
CONJUGacion.

DemosSTRACION. Para ¢ = 0,...,C, sea f;: X — Y, factor simbdlico aperiédico. Probaremos
que existen ¢ # j tales que Y; es conjugado a Y.

Sea r > 0 tal que todos los f; tienen una funcion local de radio r, sea B; el alfabeto de Y;
y O AST“ — B; la funcioén local de f;. Tenemos entonces

(fi(@))1 = i(T—r14r]) Ve e X, VI € Z.

Escribamos A = AY ™ y sea h: X — X" el isomorfismo al shift de bloques, con n: A7 —
A su funcién local. Entonces f/ = f; o h™' es un factor de X a ¥; con funcién local
¢,: A — B; de radio 0 dado por la ecuacion

Pi(n(u)) = ¢i(u)  Vu e AFH

Sea k € E tan grande como para que

k
— > 4r. 2.3
22c+1) = 23)
Fijamos € X' y u = Z_pj4r) € Lit2r(X). Ponemos 2’ == h(z) y v’ = x5y = n(u) €
L(XI). Para i € [0,C], sea z; = f;(x) y ui = (2;)jop) = ¢5(u') € L1,(Y;). Para cada palabra
de retorno w € R, a v/, la palabra ¢(w) es concatenacion de palabras de retorno a w;.
Esto induce un morfismo A;: R;u/ — R} . definido por la ecuacion

QZ); (@] Gm’,u’ frmnd ®Ii7ui (] /\Z (24)
Entonces también tenemos

f’L/ o 656/,11,’ = 611'7’!1«1' @) )\l (25)
Usando ([2.3)) es facil ver que se satisfacen las condiciones del Lema para u y del Lema
para v; obtenemos las cotas:
Rl < clul _ c(k + 2r) <4
(Ry) — |wil/2¢ k/2c —
#Ry = #R, < (c+1)°,
#R, < (2c+1)%.

Ai()] <

Deducimos que
2 (c+1)3
#{\ i e[0,C)} < (((2C+1)3>4 ) _¢

por lo que existen ¢ # j tales que \; = A;. Escribamos A = \;.

Afirmacién. Para todo y,z € X" si f;(y) = fi(2), entonces f;(y) = fi(2).
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DeMOSTRACION. Sean ¥, z € X[ tales que fi(y) = f;(2). Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que v’ es prefijo de yp ). Sea r € Z tal que u’ es prefijo de zp. o). Con esto, el Lema
nos da una secuencia y € R% (resp. z € R%) tal que O, /(y) = y (resp. O (Z) = T72).
Usando (2.5), tenemos:

fl(y) = fi®z’,u’(@) = @%,uz/\(y>7

[i(2) =T fiOupw(Z) =T 04, 4, AZ).

Pero fi(y) = fi(2), por lo que la parte de unicidad del Lema [2.2| implica que r = |©,, ,,(m)|,
donde m es un prefijo de A(7)[p,o0) tal que T™IA(y) = A(z). Por otro lado:

[i(@) = O (T) = O, 0, A(T),
fi(y) = T770,, A7) = T770,, ,, T™\T) = T1%= M=o, \@).

Tenemos entonces
fily) = Tt f (). (2:6)
Ahora, de (HI) y la Proposicion es facil ver que f; es acotado-a-uno. Podemos entonces

usar el Lema en (2.6) para obtener r = 0. O

Gracias a la afirmacion, tiene sentido definir f: Y; — Y; por f(y) = f;(¢/), donde ¢/ es
cualquier elemento de f; !(y). Es fcil ver que f es una conjugacion entre Y; e Y;. O

Proposicion 2.12 Sean X e Y subshifts minimales y aperiodicos. Supongamos que se cum-
ple:

Existe E C N infinito y ¢ > 0 tal que para todo k € E se tiene:

(2(%“) 2c +1)%| C LR.(X). (H2)

Entonces existen a lo mds C = (2c+ 1)12(‘3“)6 mapeos factores de X a'Y, salvo composi-
ciones con el shift.

DEMOSTRACION. Para i = 0,...,C, sea f;: X — Y factor. Probaremos que existen ¢ # j y
r € Z tales que f; =17 o f;.

Sea r > 0 tal que todos los f; tienen una funcion local de radio r y sea ¢;: A7 — B la
funcion local de f;. Fijemos z € X e y € Y. Sea k € E tan grande como para que

k
22ery - " 29)

Para cada i € {0,...,C}, existe k; € [0,ck) tal que (% f;(2))px) = Yjor)- Definamos f/ =
T% o f,. Entonces f! tiene radio ' = r + ck y podemos tomar una funcion ¢,: A1 — B
como su funcién local. Tenemos entonces

O X[ tr)) = Ylo,k)-
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Mostraremos que existen i # j tales que f; = f7; esto implica que f; = Tk f,.

Escribamos A = Ag”/“ y sea h: X — XU la conjugaciéon al shift de bloques, con
n: AZ*1 5 B su funcion local. Entonces g; = f; o h™! es un factor de X"l a Y con
funcion local ¥;: A — B de radio 0 dado por

Yi(n(u)) = ¢j(u) Vu € Loy 11(X).
De la minimalidad, basta probar que existen ¢ # j tales que g;(h(x)) = g;(h(z)).

Sea u = T[_p pirry, U = N(u), v = Y. Notemos que 1;(u') = v para todo i € [0,C].
Entonces, para cada palabra de retorno w € R, la palabra ¢;(w) es concatenacion de
palabras de retorno a v. Esto induce un morfismo \;: R, — R} definido por la ecuacion

’ll)i o @x’,u’ = @y,v o )\7,

Tenemos entonces también

gi © @x/,u’ = 63,/,1) o )\z

Usando (12.7)) es facil ver que se satisfacen las condiciones del Lema para u y del Lema
para v; obtenemos las cotas:

IR | clul c(k 4 217)
>\ _
MO < Ry = Tgljze = ko
#Ru’ = #Ru < ( 1)37

#R, < (2c+1)°.

<4lc+1® YbeR,,

Se sigue que
e+1)3 (e+1)?
#{N\;:7€{0,....,C}} < (((20+1>3>4( +1) > =C,

lo que implica que existen ¢ # j tales que \; = \;. Sea X == ;.

Como h(z)(p,«) tiene a u' como prefijo, el Lema nos da una secuencia T € R% tal que
©.(T) = h(x). Tenemos:

Esto termina la demostracion. O

2.2.2. Resultado principal

Definicion 2.13 Sean ¢: X =Y y ¢': X — Y’ factores entre sistemas dindmicos. Diremos
que ¢ es equivalente a ¢’ si existe : Y — Y’ conjugacion y £ € 7 tales que

Sodl =0,

Es fdcil ver que esto define una relacion de equivalencia.
Con esto ya podemos enunciar el teorema central de este capitulo.
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Teorema 2.14 Sea X un subshift minimal aperiodico. Supongamos que se satisface la con-

dicion (H2):
Existe E C N infinito y ¢ > 0 tal que para todo k € E se tiene:

(2(#“) 2c +1)% | C LR.(X). (H2)

Entonces X tiene a lo mds C = (2¢ 4+ 1)2¢t1° factores simbolicos aperiddicos, salvo
equivalencia.

DEMOSTRACION. Para i € [0,C], sea f;: X — Y; un factor simbolico aperiodico. Probaremos
que existen ¢ # j tales que f; es equivalente a f;.

Las hipotesis permiten usar la Proposicion [2.11] por lo que el principio del palomar nos
da F C[0,C] tal que

1. #F > (2¢+ 1)12+D)°,
2. para cada 7,j € I existe una conjugacion ¢, ;: Y; — Y.
Fijemos i € F' y definamos ¢ == 1; ; o ¢; para j € F. Entonces ¢;: X — Y; es un factor de

X aY;. Usando la Proposicion 2.12]y el principio del palomar obtenemos j, ;" € F distintos
y ¢ € Z tales que

SZ (0] (b; = Qb;/
Luego, S* o ¢; = (1; /i) o ¢ y ¢; es equivalente a ¢r. O

2.3. Una condicién suficiente para sistemas S-adicos

Para dar una condicion suficiente para que sistemas S-a4dicos sean parte de la clase del
Teorema necesitaremos algunos lemas que permitan transportar la primitividad de una
secuencia de morfismos a propiedades de recurrencia del sistema asociado.

Lema 2.15 Sea 0 = (0,: Af — Al |).>1 secuencia de morfismos correcta. Supongamos
que existen 1 <n < N y co > 0 tales que |0 < ¢y para todo j € [n, N + 2|. Entonces

({70, (o] € LRou (X).

DEMOSTRACION. Sea j € [n+ 1,N] y k > 0 tales que (0¢;-1) < k < (0(,)) ¥ tomemos
u € L,(X). Como |u| < (o0), existe ab € Lo XU+ tal que u aparece en (g ;11 (ab). Més
aun, como oo es primitiva y propia, ab aparece en o;.2(c) para todo ¢ € A;;5. Deducimos
que (g j+1](ab) (y por lo tanto u) aparece en cada o(g j12(c). Ahora, en cada ventana de largo
2|0(0,j4+2| de cada punto de X aparece algin oo 49(c); se sigue de esto que

Ru| < 2|00,542)] < 2¢5l00,-1] < 2¢5]ul.
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Lema 2.16 Sea o = (0,: A — Al |).>1 secuencia de morfismos correcta y 0 < a < f3
reales. Supongamos que existen 1 <n < N yco > 0 tales que |o;| < ¢y para todo j € [n, N+2]
y que se cumple la condicion

(Tm,N]) = B/

Entonces para k = |(0(0q))/a] se tiene que

(atk, k] € Loy (X).
DEMOSTRACION. Notemos que

Bk <

Ll

<U(0’"]> = <U(nvN]><0’(0,n]> < <U(O,N}>-
Luego, del Lema tenemos:
Locg 2 ((0(0,71}), <0-(0,N}>] D (ak, Bk].

[]

Teorema 2.17 Sea o = (0,,: A — Al |)u>1 secuencia de morfismos correcta. Supongamos
que existe E C N infinito y cog > 0 tales que para todo n € E existe N > n que cumple

1. |oj| < ¢o para todo j € [n, N + 2],
2. (o)) > 4(2¢5 + 1)%(4cg + 1).

. L 4 6 . 7 e, .
Entonces X, tiene a lo mds (4ch + 1)24C0+V° factores simbdlicos aperiddicos, salvo equiva-
lencia.

DEMOSTRACION. Para cada k € E podemos usar el Lema para deducir que

(ﬁ 2(c+ 1)’k | C LR(X).

donde ¢ := 2¢3. Esto implica que X satisface las hipotesis (H2). Entonces podemos usar el
Teorema [2.14] y concluir. O]

En el siguiente corolario reemplazamos la condicién 2 del Teorema por una que sélo
toma en cuenta el niimero de niveles sobre los cuales se tiene control.

Corolario 2.18 Sea o = (0,: A} — Al )1 secuencia de morfismos correcta. Suponga-
mos que existe £ C N infinito y co > 0 tales que para todon € E,

1. |oj| < ¢o para todo j € [n,n+ K],

_ log(4(2¢+1)2(4ci+1))
donde K = log (o)

4 6 . o1 e, . .
(4cd + 1)24@+V" factores simbdlicos aperiddicos, salvo equivalencia.

+ 3 y Ky = liminf,_,. #A,. Entonces X, tiene a lo mds
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Observacion El caso Ky = 1 es trivial, pues implica que X, es peridédico y, por lo tanto,
no tiene factores aperiodicos.

DEMOSTRACION. Mostraremos que se cumplen las hipotesis del Teorema [2.17, Notemos que
paran € E,

(Omnsrc-2) > KT > 402+ 1)°(4c) +1).

Luego, las condiciones del Teorema [2.17] se satisfacen y podemos concluir. O

Terminamos esta seccién mostrando que los sistemas que considera el Teorema tienen
como factores de Cantor s6lo a odémetros y subshifts.

Proposicion 2.19 Sea X un subshift como en el Teorema [2.1]} Entonces X tiene la pro-
piedad de coalescencia, es decir, existe una constante C tal que si

Xﬂy&&y&ﬁ...d’z_‘iygq%yg

es una cadena de factores donde cada Y; es un subshift y ¢ > C, entonces eziste j € [1,/] tal
que ¢; es una conjugacion. Mds aun, C' es la misma constante que en el Teorema [2.14)

DEMOSTRACION. Anotamos ¢ j = P41 © ¢ip2 0 ---0 ¢;. Si £ > C, con C la constante del
Teorema entonces el principio del palomar implica la existencia de ¢ < j tales que ¢
es equivalente a ¢ j; sea 1: X; — X una conjugacion y k € Z tales que Sk¢(07j} = 1o,
Entonces tenemos

G(i.g) © P04 = (ST") © b0

Como ¢ es sobreyectiva deducimos que ¢; ;) = S=ky. Se sigue facilmente de esto que ¢;
es inyectiva y por lo tanto una conjugacion. O

Corolario 2.20 Sea (X,T) un sistema dindmico como en el Teorema y [ (X, T) —
(Y, T) un factor tal que Y es de Cantor. Entonces Y es un odémetro o un subshift.

DEMOSTRACION. Como Y es Cantor, podemos construir una secuencia P,, = {P(n,1),..., P(n,p,)},
n > 0, de particiones de Y tales que

1. cada P(n,1) es clopen,
2. cada P(n,1i) estd contenido en algtin P(n —1,j), vy

3. para todo z,y € Y distintos, existe n > 0 tal que x,y estan en distintos elementos de

P
Sea n > 0. Definimos A, = [I,p,] y 0: Y — A, por §(x) = i si, y sélo si x pertenece

a P(n,i). Sea m,: Y — AL la funcién definida por (m,(z)); = 6(S*(z)) para todo i € Z.
Ponemos Y,, = 7,(Y). Entonces 7, es un factor de (Y, T') al subshift (Y, 7).
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La propiedad 2 implica que existe una funcion v, : A, — A,,_1 que se extiende a un factor
Yn: (Yo, T) — (Yo_1,T) tal que 7, o7, = m,_1. Tenemos la cadena de factores:

XLy ™y, Iy, T 2%y 2N Y, e >0, (2.8)

Entonces
7 = {(yn)nzo € HY" Y (Yn) = Yn-1, YN > 1},
n>0
con la topologfa inducida por la topologia producto y la accion T'(y,)n>0 == (TYn)n>0 €s un
sistema dindmico minimal Cantor que, por la propiedad 3, es conjugado a (Y, T) a través de
la funcion o(y) = (7,(y))n>0-

Si todos los Y;, son periodicos, entonces Z es un (#Y,,),>0-odometro, y asi Y es conjugado a
uno. Si existe algtn Y,, aperiddico, entonces podemos suponer que todos los Y,, son aperiodicos
al considerar una secuencia (P,)n>n,; luego, la Proposicion en la cadena implica
que todos los 7, son conjugaciones. Es facil ver entonces que (Z,T') es conjugado a (Yy,T'),
y asi (Y, T) es conjugado a un subshift. O

2.4. Aplicacién a Transformaciones de Intercambios de
Intervalos

En esta seccién mostraremos que las condiciones del Corolario son genéricas, en cierto
sentido, dentro de la clase de transformaciones de intercambio de intervalos (introducidas en
el Capitulo 1).

Sea A un alfabeto finito y C' = (V, E) una clase de Rauzy de t.ii.en A.Sie=7 > 7' € E
es una arista de C, entonces anotamos s(e) =, r(7) v l(e) = €. Sea

X ={(m)nz1 € BV :x(m) = s(ny1), Vn > 1}

el subshift de aristas en C. El Teorema nos dice que la extension simbolica de una t.i.i.
minimal (7, A) tal que 7 € C' es un subshift S-adico cuyos niveles estan construidos a partir
de un paseo infinito de X. Aqui probaremos que las hipotesis del Teorema [2.17] se cumplen
“para casi todos los paseos de X”. Primero recordemos el siguiente resultado clésico.

Proposicion 2.21 ([19]) Ewziste un medida ergodica p en X, llamada la medida de Parry,
que le asigna masa positiva a todo cilindro no vacio de X.

Teorema 2.22 Sea p la medida de Parry en X. Entonces para p-casi todo v € X, el
subshift S-ddico generado por la secuencia de morfismos o = (S(Vn))n>1 cumple las hipdtesis
del Corolario [2.18.

Observacion En [I] se prueba que v € X proviene de una t.i.i. si, y soélo si cada simbolo
a € A es el winner y looser de infinitos 7, . Es facil ver de esto que si i es la medida de Parry,
entonces p-casi todo v € X proviene de una t.i.i.
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DEMOSTRACION. Para v = (71,...,7,) un paseo en C, definimos

S() = (S Sm)).

Es facil ver que existen paseos v y 7' en C tales que S(7) es propio y S(7') es primitivo.
Como C es fuertemente conexo, podemos unir dltimo vértice de v con el primero de 4/ con
un paseo 6, y el altimo vértice de 7/ con el primero de v con un paseo §'. Luego, v := ~vd+'d’
es un ciclo en C tal que S(7y) es primitivo y propio. Sea ¢y = |S(7)| ¥

 log(4(2¢5 + 1)*(4cy + 1))
- log(#A)

la constante del Corolario 2.18] Sea ~' la concatenacion de K ciclos . Por la Proposicion
w([]) > 0y p es ergodica. Luego, para pu-casi todo punto v € X, existen infinitas
ocurrencias de v en . Luego, para p-casi todo punto v € X, una contraccién adecuada de
la secuencia S(v’) satisface las hipotesis del Corolario [2.18] O

K +3
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Capitulo 3

Sobre el nimero de Automorfismos

El grupo de automorfismos de un sistema dindmico permite medir, en cierto sentido, la
complejidad del sistema: mientras mas grande y complicado el grupo de automorfismos, mas
complejo se espera que sea el sistema. Por ejemplo, un resultado clasico es que cualquier
subshift sofico de entropia positiva tiene en su grupo de automorfismos copias isomorfas de
un grupo libre en numerables generadores y una de la suma directa de numerables copias
de Z [3]. En el otro extremo, un resultado reciente es que los subshifts de complejidad no-
superlineal tienen un grupo de automorfismos virtualmente Z [4]; es decir, tan pequeno como
puede ser. Cabe destacar que todo subshift minimal de complejidad no-superlineal es un
sistema minimal de Cantor de rango finito [5].

En este capitulo extenderemos el resultado de [4] dentro del caso minimal, probando que
todo sistema minimal de Cantor de rango finito que no es un odémetro tiene un grupo de
automorfismos virtualmente 7Z:

Teorema 3.1 Sea (X,T) un sistema dindmico minimal de Cantor de rango finito que no es
un odometro. Entonces Aut(X,T)/(T) es finito.

La demostracion se puede dividir en dos partes: primero se utiliza un lema de [4] que
permite relacionar el niimero de clases asintoticas con el tamano de Aut(X,T")/(T). Luego se
usa el Teorema para reducir el estudio al caso S-adico y se realiza un analisis cuidadoso
de la combinatoria de palabras que surge en los pares asintoticos.

En la Seccion 1 presentamos los resultados principales, entre los que se encuentra la de-
mostracion del Teorema una vez asumida la proposicién técnica central de este capitulo,
la Proposicion [3.3] El resto del capitulo se centra en demostrar esta proposicion. Para esto,
en la Seccién 2 introducimos las nociones de interpretacion y doble interpretacion, que son
centrales en su demostracion, y algunas de sus propiedades basicas. En la Seccion 3 proba-
mos los lemas de combinatoria de palabras que necesitaremos. Finalmente, en la Seccion 4
terminamos de introducir notacion y demostramos la Proposicion [3.3]
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3.1. Resultados principales

Sea (X, T) un subshift. Dos puntos z,y € X son asintoticos si &(_c0] = Y(—oc,0] ¥ T1 7 Y1-
Definimos la relaciéon ~ en X por

x ~ y si, y s6lo si existe k € Z tal que Tz e y son asintoticos o iguales.

Es facil ver que ~ es relacion de equivalencia. Una clase de equivalencia de ~ que no es
la orbita de un punto la llamamos componente asintética, y anotamos AS(X) para el
conjunto de todas las componentes asintoticas.

La siguiente proposicion, probada en [4], da una relacion entre el nimero de componentes
asintoticas y el tamafno de Aut(X,T)/(T).

Proposicion 3.2 Sea (X,T) un subshift minimal. Entonces existe un morfismo de grupos
inyectivo j: Aut(X,T)/(T) — PerAS(X), donde PerAS(X) es el grupo de permutaciones
en #AS(X) simbolos.

Un analisis de la combinatoria de palabras que surge en los pares asintéticos permite
obtener la siguiente proposiciéon, cuya demostraciéon posponemos hasta la secciéon 4. Primero
una definicion.

Sea W C A" un conjunto finito de palabras no vacias sobre el alfabeto A. Un punto
x € A” es factorizable sobre W si existe una funcion F': Z — Z x W tal que

i) si F(j)
i) si F(j)
iii) si F(0)

(i,w), entonces T(;_|u|) = W,
(i,w)y F(j+1)=(i,w), entonces i' =i + |w|,
(7,w), entonces i € [0, |w]|).

Es facil ver que esto equivale a que exista y € W% y k € Z tales que x = T"y, donde
T: A2 — AZ es el shift. Los cortes de F' son las posiciones i que aparecen en F(j) = (i, w),
j € Z.

Proposicion 3.3 Sea W C A" conjunto finito de palabras no vacias. Entonces existe B C
AT tal que

1. #B < A1(#W)T,

2. (B)y > (W) y

3. si x,y € A% son asintdticos y factorizables sobre W, entonces existe w € B tal que
w < T(—0,0]-

Teorema 3.4 Sea o = (0,,: A, = Ap_ 1)n>1 una secuencia de morfismos de rango K tal que
iy, o0 (0(0,n)) = 00. Entonces (X, T) tiene a lo mds 41K" componentes asintdticas.

DEMOSTRACION. Sea W, = 0(9n(A,), n > 1. Sea B, C Ay el conjunto que nos da el Lema
al usarlo sobre W,. Entonces #B, < K' = 41K". Sean (zo, %), ..., (Tx/,yx) pares de
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puntos asintoticos en X,. Para cadan >0y j € [0, K’], la Proposicion implica que z; e
y; se factorizan sobre W,,. Luego, de las propiedades de B,, existen j, # j,, tales que

(z5,) way00 = (@) (wn)00- (3.1)

Como #W, < K para todo n > 1, podemos elegir 1 < n; < ng < ... tales que j,, = jn, =

"':j#j/:j;u :j;LQ = ... Por ()

(@) (way0) = (@) (w0, Vi1 (3.2)
Como (W,) — oo cuando n — oo, se sigue de (3.2) que (2;)(—o0,0) = (Tj)(=oc,0, ¥ 881 25 ~ 2.
Esto prueba que hay a lo mas K’ clases asintoticas en X, . O

Con esto ya podemos demostrar el Teorema [3.1]

DEMOSTRACION (DEL TEOREMA [3.1)). Sea (X,7") un sistema dindmico minimal de Cantor de
rango finito que no es un odémetro. El Teorema |1.11] nos da una secuencia de morfismos
correcta o = (0,: A, = An_1),~,; de rango finito tal que (X,7") es conjugado a (X,,T).
Como X, es infinito, min,>; #A4,, > 2. Luego, la primitividad de o implica que

Iim (0(9n)(Ar)) > lim 2" = oo.

n—o0 n—oo

Entonces, si K es el rango de o, el Teoremanos da que #AS8(X) < 41K7, y la Proposicion

3.2l que
#Aut(X,T)/(T) < (#AS(X))! < (41K7)! < +oc.

3.2. Interpretaciones

Fijamos, por el resto del capitulo, un alfabeto A y un conjunto de palabras finito W C A",

Si u,v,w € A* son tales que w = uv, entonces escribimos u = wv™! y v = v lw.

Definicion 3.5 Sea w € A*. Una interpretacion en W de w es una sucesion I = wg, wy, ..., Wy,

n > 1, de palabras de A* tal que

1. wy,...,w, €W, wo <p Wi, Wng1 <g Wy Y Wypq # 1.

2. WoWWp11 = W1+ W,

Ver Figura . Notar el rol asimélrico que cumplen wy y wyy1 respecto a los otros wj. Los
cortes de I son

cr={i€0,w] : Fjeln]: wip)=w; - wy(wet1) "}
Notemos que 0 € ¢; ssiwog =1 y |w| € ¢1 886 Wy = wy,.
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Si el contexto es claro, hablaremos simplemente de interpretaciones, sin hacer referencia
a .

w1 w9 ‘e Wp—1 Wn,
TN N N N TN N
~—"A A A A A
W Wn1
w
Figura 3.1: Diagrama de una interpretacion I = wy, ..., w,11. Los cortes de I estdn marcados

con flechas.

Ejemplo Sea W = {A = aa, B = baab, C = babb}. Sean u = aabbabba, v = aabaab,
w = 1. Entonces

I,=b,B,C,Aa cr, = 13,7}
I,=1,A,B,B cr, = {0,2,6}
I,=1A4A cr, = {0}

son interpretaciones en W de u, v, w, respectivamente, junto a sus cortes.

Lema 3.6 Sea I = wy, ..., Wp41 una interpretacion de w. Siw' = w, j,), j1 < j2 € (0, [w]],
entonces w' tiene una interpretacion de la forma I' = u,wy, wi 41 ..., Wiy, V.

Omitimos la demostracion. Diremos que I’ es la interpretaciéon heredada por I. Des-
tacamos que I’ depende de la posicion de w en la que ocurre w'.

La demostracion del Teorema se basa en una induccién en base a reducciones de doble
interpretaciones. Definimos ahora esto ultimo.

Definicion 3.7 Una doble interpretacion (abreviado d.i.) en W de w es una tupla D =
(w; I;I') tal que I = wo,wy ..., wopq e I'" = wy,wy,...,wy, ., son interpretaciones de w.
Ver Figura . La d.i. D es mazimal si w1, W), parten con letras distintas. Una d.i.
mazimal es

. . . o
1. primaria, sin =1y wy = wy = 1.

2. secundaria, si

/
m

/

' (wm—l—l)_l <s wn(wn+1)_1 <4 w’l coew

m

/

i) n,m>2ywh--w (Wl 0) 7y

i) 6wy =16 |(wh) twy| > |wy].
Ver figuras y[3.4 Sea x = w,. El conjunto de cortes de D es:
ecp={ie(0,]z]] : Fje[l,m]:agy=w; - w,(w, ;)" Wt}

Equivalentemente, cp == cy, donde J es la interpretacion de wy,(w,,1)™' <, w heredada de
I

31



Es importante notar que si D = (w; ;") es secundaria, entonces |w| > (W), y que si
|lw| < (W), entonces D es primaria y m = 1.

Figura 3.2: Diagrama de una doble interpretacion de w.

m+1

/

Wy,

Figura 3.3: Diagrama de una d.i. primaria. Los cortes cp estdn destacados con flechas grises.

Wn+1

’
w n+1

!
w1 m

Figura 3.4: Diagrama de una d.i. secundaria. Las posiciones de w,, que corresponden a los
cortes cp estan destacados con flechas grises.

Ejemplo Sea W = {A = a; B = bab; C = baab} C {a,b}*. Sean u = babaa, v := baba.
Cualquier palabra x € {u,v}* tiene una d.i. maximal. Por ejemplo, si x = uvvu, entonces

D=(x; I =1,B,A/A,B,A,B,A,B,A A A, q;
I'=ba, B,A,C, A, B, A B, A, C,b)

es una d.i. maximal. Ver Figura Notemos que c¢p = (), pero que si D' = (z;I'; I), entonces
Cpr = {1, 2, 3}

Notemos que existe z € {a, b}Z aperiodico con dos factorizaciones sobre W. Esto no ocurre
cuando #W < 2. Para #W > 3 la combinatoria es mucho més complicada y permite esta
clase de situaciones.
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BAABABABAAA

T babaababababababaab

\/;KU/\MW

B

Figura 3.5: Un esquema de la d.i. D.

3.3. Lemas previos

Partimos recordando el siguiente resultado clésico:

Lema 3.8 (Fine and Wilf [12]) Sean u,v € A" palabras tales que uv = vu. Entonces existe
we At yn,m > 1 tales que u=w" y v =w™

DEMOSTRACION. Si |u| = |v|, entonces w = u = v sirve. En otro caso, sin pérdida de generali-
dad podemos suponer |u| > |v|. Pongamos u' = v"'u € A" y notemos que

uv = U_1UU = U_lvu =u=vu y |ul‘ + |U‘ < ’U‘ + ‘Ul

Entonces, por induccion, existe w € AT y n,m > 1 tales que v/ = w" v v = w™, es decir
? ) ) ) 3

u=w""""yv=uw" L
Si u € A*, entonces anotamos u>® = wuu--- y u~™ = ---yuu. Los Lemas y

hablan sobre cierta “sincronizaciéon” de las ocurrencias de u respecto a la periodicidad de w:

Lema 3.9 Sean u,w € A*, 0 = j; < jo < ... < js < |w| tales que wj, | <p v para todo
I €[l,s]. Seap € A* la palabra de largo minimo tal que w <, p>. Si |p| < |wg, jwp|, entonces
Ji = j1 mod |p| para todo 1 € [1,s].

DEMOSTRACION. Sea l € (1, s]. Como w(j, (] Wi jwl] <p %Y Wi el = [We., | = |p|, tenemos
que

P <p Wiy, |u|)- (3.3)

Si ji # 1 m6d [p|, entonces descomponemos p = popr, po, p1 € A*, con |po| = ji méd |p] ,
de (3.3) y w <, p>, deducimos que

PoP1 = P = W(G,5+Ipll = W(lpol,lpol+Ipl] = P1Po-

Ver Figura Luego, el Lema [3.8 nos dice que pg y p1 son potencias de una misma palabra,
lo que contradice la minimalidad de |p|.

33



J1 J2 s Ji p
Po (1

w 1
\_/ Po | P1 Do

p p p p p p

Figura 3.6: Si j; # j1 mdd |p|, entonces en la posicion j; se produce una “desincronizacion”
de las ocurrencias de p que nos permite usar Fine and Wilf.

Siue A"y k €N, decimos que u es k-peridédica si existe v € A* tal que v C v™.

Lema 3.10 Sean u,v,w € A*, 0 = j1 < jo < ... < js < i1 < iy < |w| tales que para todo
I € [1,s], wy ) <p v y para todo I € [1,2], we,) <s v. Sea p € A* la palabra de largo
minimo tal que w <, p>™. Entonces j; = j; mdd |p| para todo I € [1,s].

~

~

[\

e
@\
&

Figura 3.7: Esquema de las hipotesis del Lema m

DEMOSTRACION. Podemos suponer s > 2. Notemos que
Wiirin) Ss VY Wiipig) S ¥

implica que w' = w(;, s, es k-periddica, con k = |w, 4,|- Sea ¢ € A* tal que w' <, ¢° con
|g| minimo. Es claro que |¢| < |p|. Por otro lado

lg| <k = |wa, ] < lwg, - (3.4)

Entonces el Lema [3.9 nos dice que j; = j; méd |q| para todo [ € [1, s]. En particular, existe
n > 1 tal que w, j,) = ¢". Como

Wiy ] Sp U Y Wig wl] Sp Us

w es |wy, | = |¢"| periddica y w <, ¢*°. Esto implica que |¢| > [p|. Luego, ¢ = p y
terminamos. O

Luego sera comun tener palabras con varias interpretaciones. El siguiente lema nos da una
condicién suficiente 1til para construir una d.i. a partir de estas interpretaciones.
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Lema 3.11 Sea D = (d;I = dy, ... ,dpi1; I' = dyy, ..., d,, ) d.i. en W mazimal. Supongamos
que existen cortes i € cr, ' € cp tales que [i,|d|]| Nep y [, |d]] Ner son no vacios. Entonces
eziste [ = (e; J; J') d.i. principal o secundaria tal que e = dg,ja)), con k € c;Ucp. Mds aun,
0e= d(/ﬂdﬂ Y k€ cy Ncp, 0 |€’ > <W>

DEMOSTRACION. Las hipotesis implican que ¢, ¢;s son no vacios. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que ¢ = mixc; < maxcp. Notemos que d; |q) = dnd;}rl. Sea ' € cp el
elemento mas pequeio tal que i’ > i. Sea j € [1,m] tal que d jq) = d; -+ - d,, - ( ra1) . Hay
dos casos:

L. si ¢ = 4. Ponemos e = d;q), J = L, wp, wpr y J' = 1,d},...,d;,,,. Entonces £ =
(e;J; J') es primaria y parte en i € ¢; Ney.

2. si ' > 4. Entonces [7/,|d|]] Ne; = 0 (pues @ < ¢’ es el corte mas grande de I). Luego,
existe k € cp el antecesor de ¢’ en cp. Notemos que dgjq) = dj_y---d), - (dy, )"
La minimalidad de i’ implica que k < i. Podemos tomar entonces [ € [1,n — 1] el
entero mas grande tal que d g <s di---dy - (dpy1) ™' Sea b € A* tal que hd jq) =
d---d, - (dn+1)71. Ponemos e = d(k,|d|]; J = h,d,... 7dn+1 y J' = 1, d;’—lv - ’d{m—i—l'
Entonces E = (e; J; J') es secundaria. Esto implica que |e| > (W).

]

El Lema [3.12| es la relacion entre pares asintoticos y d.i.

Lema 3.12 Si x, 2’ € A% son asintdticos y factorizables sobre W, entonces existe un corte
I <0 de la factorizacion de x ¢ de o' tal que w = x(0 = x’(m] tiene d.i. en W principal o
secundaria.

DEMOSTRACION. Sea ' = —2|W|. Entonces w = z@g = [, hereda de manera natural
interpretaciones I y I’ de las factorizaciones de xz y z/. Como x1 # i, D = (w;I;I') es
d.i. maximal. Notemos que si [a,b] C [0, |w|] es un intervalo de largo al menos |[W|, entonces
[a,b] N ¢y, [a,b] Nep # 0. Como |w| > |W], esto implica que ¢y, ¢y # 0. Sea i = minc;.
Entonces i < |W/|, (i, |w]] tiene largo al menos |W| y asi (i, |w|] N ¢y # 0. Un razonamiento
analogo prueba que existe i' € ¢p tal que (¢, |w|] N ¢; # (. Podemos entonces usar el Lema
sobre D para concluir. O

3.4. Demostraciéon de la Proposiciéon [3.3

Ahora introduciremos bastante notaciéon; recomendamos apoyar la lectura en la Figura

B.8

De ahora en adelante, si usamos la letra D para denotar una d.i., entonces esta se escribe

D = (d; Ip = dnpy1,---,do; Ip =dy,...,d, ). Notemos el orden reverso en la primera
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Figura 3.8: Tlustracion de las definiciones en una d.i. secundaria

interpretacion. Para D d.i. primaria o secundaria, definimos:

{ 0 si D es primaria
e {’(%)_ldﬂ — (dppi1) tdn, -+ - da| si D es secundaria
/ |d| si D es primaria
s {‘d’ — (dnps1) 'y, -+ - ds| si D es secundaria

Cuando D es secundaria definimos:

ap =méixcp =ap + |dy---d,,
YD = |(dnp+1)_1dnp e d2|a

Bp = |dy,

Bp = Bp + b

D—l”

También

Rp = (dl)(o,aDL
Sp = (d)(apat,) =y~ dpy - (dyyh) ™
TD = RDSD = (dl)(O,ab]-

Es importante destacar que Rp = (d1) 0,05 = (d1)(8p.12,])-

La demostracion de la Proposicion serd una especie de induccion en base a reducciones.

Definiciéon 3.13 Sean D, E d.i. en W.
1. Decimos que D se reduce (débilmente) a E, anotado D — FE, si existe un sufijo comin
w <, d,e tal que, ¢ |w| > (W) 6 w parte en dy en un corte de D i.e. w = (d1)(ia,) cOn

’iGCD.
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2. Escribimos D = FE, leido D se reduce fuertemente a E, sie <,d vy, d le| > (W) ¢
e parte en dy en un corte de D.

Es importante notar que siempre se tiene la reduccion trivial D — D.

Para z, 2’ € W, sea P% el conjunto de d.i. principales D tales que dy =z y d} = 2.

Lema 3.14 Si P% # (0, entonces existe D € P% tal que para todo E € P%, 6 E — D ¢ E
tiene reduccion fuerte.

DeEMOSTRACION. Cualquier D € PZ, tal que o), es maximo funciona. En efecto: sea £ € P7, y
separemos en dos casos:

L. si oy = alp: entonces e = (e1) (0,0, = (d1)0,a,,) =d ¥y E — D (pues 0 es corte de £).

2. 51 oy < o entonces, como d} = €] = 2/, D # E y D, E son maximales, tenemos
que mp,mp > 2y |z| > |2]. Sea w = (| o (). Ver Figura 3.9 Como o < af,
existe I == 1,dj,...,d}, h la interpretacion de w = d(j,| oy ) heredada de Ip,. Sea I' ==
Ley, ... e, . Como oy < ofp, hy e, ., inician con letras distintas, por lo que
F = (w; I; I') es una d.i. maximal. Mas aun, 0 € ¢;Ncy, asi que podemos usar el Lema
para encontrar una d.i. G = (g; g, I;) principal o secundaria tal que g <, w.
Ademas, 6 g = W w con k € c; Nep, por lo que g = (e1) (o' +k,07(E) cON |2'| + K € cp,
6 |g| > (W). Como |g| < |w| < |e], en ambos casos tenemos que E = G.

7 7 / p

mp

Figura 3.9: Como d; = e; = z, las interpretaciones I}, I;; se sobreponen y forman una nueva
d.i. que es una reduccion fuerte de FE.

]

Fijamos ahora z,y,2',2/ € W, u € W U{1}. Sea Sg,";’;,(u) el conjunto de d.i. secundarias
D tales que

dl =, d2 =Y, (35)
dy =2, d, =2,

méx{\d;] :j € 2,mp—1]} = |ul,
con la convencion méax () = 0.
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Definiciéon 3.15 D C S, (u) es irreducible si

1. No existe D € D con reduccion fuerte.
2. No existen D, E € D distintos con D — FE.

En otro caso se dice reducible.

Es importante notar que si D' C D y D’ es reducible, entonces D también lo es.

Lema 3.16 Sean D, E € S})°,(u) distintos tales que Sp <, Sp. Entonces {D, E'} es reduci-
ble.

DEMOSTRACION. Tenemos que mirar dos casos:

1. si Sp = Sp: entonces d,e <; 2/Sp = 2'Sg. Como |d|, |e|] > (W), esto implica que d, e
tienen un sufijo comun de largo al menos (W), por lo que D — E.

2. si Sp <, Sp:rsean w = Sg el = 1lye),...,e, .. Como |[Sp| < |Sp|, existe I' ==
L, dy,...,d;, hlainterpretacion de w = T(ayp,ap+|55|) heredada de If,. Como |Sg| < |Sp|,
F = (w; I;I') es d.i. maximal y el Lema nos da una d.i G = (g; Ig, I};) tal que
g <s w. Méas aun, 6 g = W) cOn k € ¢ Ncp, por lo que g = (€1)(apthe/(E)] CON
ap+k € cp, 6 |g] > (W). Como |g| < |w| < |e|, en ambos casos tenemos que E = G.

[]

Lema 3.17 Sean D, E € S}, (u) distintos tales que cp Ncp # 0 6 oy = ofp. Entonces
{D, E} es reducible.

DEMOSTRACION. Hay dos casos:
1. si o) = /. Como dy =y, tenemos que
YT(0,0,) Ssdsinp > 2y d <, yrga,) sinp = 2. (3.6)
Ahora, como o/, = a/y v e3 = y, lo mismo ocurre para e:
YZ(oa,) s esing > 2y e <, yxoa,) sing = 2. (3.7)

Por otro lado,
], le] = (W) ¥y |yz,ap)| = (W). (3.8)

Se sigue de (3.7) v (3.8) que el sufijo comin maximal ¢ de d, e tiene largo |g| > (W).

2. si o) # oy y existe un corte comtn ¢ € cp N cp. Sin pérdida de generalidad o/, > /.
Entonces existen jp € [2,mp| y jr € [2,mg] tales que

/ oy / ’ —1
Tiar) = iy iy (d 1)

/ o / / -1
x(i,a%} - ejE T emE<emE+1) :
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Ver Figura Sea w = x(qr), I = 1,dj, ,...,d;,h la interpretacion de w =
diypriqptay) heredada de I, e I' = 1,¢€} ... e}, e, .. Como ap > ap, F =
(w; I;I') es d.i. maximal. Ademéas, 0 € ¢; N ¢y, por lo que podemos usar el Lema
para encontrar una di. G = (g; I, I(;) tal que g <, w. Més aun, 6 g = W,
con k € ¢; Nep, por lo que g = (€1)(itkar () cOn i +k € cg, 6 |g] > (W). Como
lg| < |w| < |e|, en ambos casos tenemos que £ = G.

T } f /P
x ],E

Figura 3.10: Como d; = e; = x, las interpretaciones [}, I, se sobreponen y forman un nueva
d.i. F' (destacada en naranjo) de la cual se puede extraer una reduccion fuerte de F usando

el Lema m

[
Lema 3.18 Sea D C S})%,(u) un conjunto irreducible. Entonces #D < 40(#W).
DemosTRACION. Notemos que, para D, E € D,
Rg <p Rp < Qap > Qg = ﬁD < BE (39)

Entonces, por el Lema v la irreducibilidad de D, la siguiente relacion define un orden
total en D:

D<E <& Rg<,Rp.

Sean D(1) < ... < D(s) todos los elementos de D. Identificamos, si el contexto es claro, D
con (0, s]. Adoptamos la notacién mnemotécnica:
D(j) = (d(j); duy+1(5):-- -+ do(d); do(i)s- -+ drngiyaa (4)); (3.10)

a(j) = apy), B() = Bpy), etc...

Sean D, E € D. Como Tp, Rg <, z, tendremos Tp <, Rg si, y solo si o, < ap. Para
€ (0, s|, definimos
D(j) ={DeD:Tp <, R(j)} ={D eD:ap<a(j)}
y D(0) := D. Notemos que D(j) C (7, s] para todo j € [0, s].

Afirmacién. Seap € [0, s] tal que D(p) no es vacio y p' := min D(p). Entonces #D(p)\D(p’) <
d.
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DemosTrAcCION. Notemos que p’ > 1. Sea D € D(p)\D(p'). Entonces
D € D(p) implica ap < a(p’) y
D ¢ D(p') implica oy, > a(p’),

es decir,
ap < a(p') < ab. (3.11)

Esta es la tinica propiedad que usaremos de D(p)\D(p'). Sean D, E € D(p)\D(p') con ap <
ap. Supongamos que ap < ap con el fin de obtener una contradiccion. Ver Figura Hay
dos casos:

1. si existe i € cp N [ag, @gl: supongamos oy, > o’y; el otro caso es o, < o/ (Lema

3.17) y es similar. Definamos w = T(4p,ar]- Sea I = 1,d,...,d;,h la interpretacion
de w = d(ypyapyptay) heredada de I, e I' = Niej,... e, . la interpretacion de
W = €(yytap,le] heredada de Iy, Como af < aofp, F = (w;I;1') es d.i. maximal.

Ademas, 0 € ¢;, ag —ap €Ecp y ag —ap € [0, |w||Nep, i —ap € [ag — ap, |w|] Nep.
Se satisfacen las condiciones del Lema y obtenemos una d.i. G = (g; I, I(;) tal
que g <, w. Mas aun, 6 g = W, jw) con k € ¢y Ncp, con lo que g = (€1)(aptkal] ¥
ap +k € cg, 6 |g| > (W). Como |g| < |w| < |e|, en ambos casos tenemos que F = G.
2. si cpNlag,ag] = 0: entonces ag < ap (pues ap € cp). Més aun, existe j € [2, mp — 1]

tal que ey ---e;, | T dj, lo que contradice la tltima condicion de (3.5).

d, Ip d,

mp

. Qs _ . ., . . s !
Figura 3.11: Si ap < ap, entonces la situacion se ve asi. Hay dos casos: 1. si ey --¢e,, 4

“ve” algtn corte de I}, entonces podemos construir una reducciéon fuerte. 2. si no ve cortes

es porque e, - --e;, ; estd contenido en alguno de los d}, j € [2,mp — 1], lo que contradice

la condicion ({3.35)).

Concluimos que

ap < ag para todo D, E € D(p) \ D(p') tales que D > E. (3.12)

Razonando por contradiccion, supongamos que #D(p) \ D(p’) > 6. Sean D(j1) > D(ja) >

...> D(js) € D(p)\D(p). Por (3.11) tenemos que o/(j;) > a(jg) para todo I € [1,6]. Luego,
como dy = 2"y d;, =2 para todo D € D,

T(a(i).ats)] <p TaG)aG) <p 2, VIE[1,4], (3.13)
T(a(i)at)] Ss Toat) <s ', VIE[5,6] (3.14)
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para todo [ € [1,6). Por otro lado, (3.12)) implica que
a() < a(i) < alji) < a(ipa), V€ [L6).

Sea w = T(a(j1),a(s)]- Ver Figura m

!/

I'(jy) A

« ]1)

/ /
xr T I/ €T

Figura 3.12: Gracias a (3.12), las ocurrencias de 2’ y 2’ de las interpretaciones I'(j;), [ € [1, 6],
aparecen intercaladas. Con (3.11)) obtenemos (3.13)) v (3.14)), lo que nos permite usar el Lema

sobre w.

Entonces podemos usar el Lema, sobre w para encontrar ¢ € A" tal que 2 (5(;,),a(s)] <p
¢y a(j;) = a(jr) mdd |q| para todo [ € [1,4]. Esto implica que, para todo [ € [1,4], existe
n(j1) > 1 tal que T(a(.agy) = 6" ¥ que Tag.ate) <p ¢

Escribamos ()] = ¢"To ¥y 2 = ¢"%, %o,2y € A, con n,m tan grandes como sea
posible. Para R € {=, <, >}, sea

Ir={le[1,4 :mRn—n(s)}.
Como #Z_ < 1,6 #I. > 206 #I_. > 2. Miramos solo el caso #Z. > 2 pues el otro es similar.

1. si #Z. > 2:sean j; < jy € Is. Sea qo <, q el prefijo comtin maximal de ¢ y xy. Para
Jj €, gv}, m—1>n—n(j), por lo que:

Se sigue de esto que T(ag) gy = ¢° "V q. Como n(j;) < n(jr), esto implica que
T(a(iy),o' G Sp T@at),e' G Y €l Lema implica que D es reducible.

]

Afirmacién. Sea p € [1,s] tal que #D(p) > 2 y sean p’ < p” € D(p) sus dos elementos méas
pequenos. Entonces:

L |R(p")| < |[R(p)R()7I.
2. Existe ¢ € W, i € (B(p),B(p")] tales que |c[ > |[R(P')| v 2@, <s ¢, donde iy =
méx(i — [el, B(1).
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Como R(j) = @{g(;) 1
|R(p)R(p')~| equivale a

|y p<p, R(p)R(p')~! esta bien definido. La condiciéon |R(p”)| <
[t 10| < 12(50).80) (3.15)

DEMOSTRACION. Supongamos que |R(p”)| > |R(p)R(p’)~!|. Entonces

1Z () 0] < |T0,amm) (3.16)

Sea ¢ € A* tal que z(gap) <s ¢~ con |¢| minimo. Notemos que x () <s ' para todo

j € {p,p,p"}. Estoy implican [¢| < [Z@@)am)] < [Z©.00], POr lo que podemos
usar el Lema sobre w = (o) Para concluir que a(j) = a(p) mdd |g|, para todo
J € {p,p’,p"}. En particular, existe £(j) > 1 tal que z(a(j),ap) = q'Y) para todo j € {p',p"}.
Ademas, si j € {p/,p"}, entonces j € D(p), por lo que |T'(j)| < |R(p)|. Luego,

o0

. .
S(J) = Tt () Sp Talam) = € <pq

para todo j € {p/,p"}. Esto implica que S(p') <, S(p”) 6 S(p") <, S(¥'), y asi el Lema [3.16]
nos da que D es reducible. Contradiccion.

Probemos 2. ahora. Por un lado, como p’ € D(p),

T(Y') <p R(P) = (g0 0 (3.17)

Por otro lado, usando (3.15) podemos calcular:

/ / / /
[R(p)| = 120,101 = 12500 80| + 12(807), 121 (3.18)
< 1] s3]+ a0 86
LBw),80M1 T 1T (B(@),80)
/
= |z ()80

De (8.17) y (3.18) se sigue que

R(p/) <p w?ﬁ(p),ﬂ(p”)]‘ (319)

Ahora, como [z{4, .| < |z|, la condicién (ii) de la definicion de d.i. secundaria implica
que A'(p”) < B(p). Entonces k = B(p) — f'(p”) > 0y, de (8.17), tenemos que T(p') =
d(p//)(thT(p/)”. Sea I = h, dh (p”), e ,dl2 (p”), b la interpretacic’)n de T(p/) = d<p”>(k,k+|T(p’)|]
heredada de I(p") ysea I’ = H, d\(p'), ..., d,, ), lainterpretacion de T'(p') = d(p') (5 Ja(e))
heredada de I'(p'). Elijamos ¢ = d;(p") = z(;, ;. | € [l1, 2], tal que iy < B(p) + |R(p')|, con i
tan grande como sea posible. De es facil ver que [y < m(p”), por lo que i < S(p”). Por
otro lado, la maximalidad de iy implica que ¢ > B(p) + |R(p')|. Entonces,

i€ [B(p) +|R@)], (")) € (B(p), B(")]. (3.20)

Supongamos, con el objetivo de obtener una contradiccion, que |c| < |R(p')|. Entonces iy >

B(p) = p'(p"), por lo que ig = i — |c|. Hay dos casos (ver figuras 3.13b))):

L. siB(p)+|T(p')| < i. Entonces E := (T'(p'); I; I') es maximal y secundaria (pues |R(p’)
lc|). En particular, |T'(p")| > (W), por lo que D(p') = E (es claro que |T'(p')| < |d(p’
Contradiccion.

>
).

|
)l
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2. 51 B(p)+[T(p')| = i. Entonces io—B(p) € cr, [R(P)| € cr y [R(P)| € [io—B(p), [T(P)IN
cry it — B(p) € [|RO)],|T®)|] N er. Luego, podemos usar el Lema sobre la d.i.
maximal £ = (T(p');I';I) para obtener una d.i G = (g; g, 1) tal que g <, T'(p).
Mas aun, 6 g = T'(p') (k,jw) con k € ¢y Nep, con lo que g = dy(p') ka7 ()] COR K € Cp(p),
6 lg| > (W). Como |g| < |T(p')| < |d(p')|, en ambos casos tenemos que D(p') = G.
Contradiccion.

Concluimos que |c| > |R(p')]. Como |zga),.| < |2'], tenemos que 5'(p”) < (1) (es decir,
la interpretacion I(p”) parte antes de (1)), por lo que ig < max(i — |c[, 5(1)).

](p//)

(b) Caso 2. S(p') ve la posicion i.

Figura 3.13: Definimos ¢ como el primer d;(p”) que toca a R(p’). Este simbolo no es d;(p”)
pues (3.19) dice que R(p') no llega mas alla de S(p”). Ademas, |c| > |R(p')|, o si no podriamos
construir una reduccion fuerte de D(p').

]

Sea pp = 0. Para ¢ > 0, definimos inductivamente: si #D(p;) < 1, ponemos p;1; = s.
En otro caso, sean p; < p! € D(p;) los dos nimeros mas pequenos de D(p;) y sean ¢; € W,
ri € (B(p:), B(P])] los elementos que nos da el claim al usarlo sobre D(p;). Ponemos
Pit1 = D;
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Notemos que D(p;y1) C D(p;). Sea t > 0 minimo tal que p; = s; entonces

t—1

D= U D(pi)\D(pi+1)-

1=0

El claim [3.4] implica que #D < 5t.

Afirmacién. t < 8(#W).

DEMOSTRACION. Supongamos que ¢ > 8(#W). Entonces el Principio de Palomar nos da i; <
... <15 tales que
l.ci=c¢, = =c.

2. ipy1 — i > 2 para todo k € [1,5).
Notemos que p; < p;,,, para todo k € [1,5), por lo que

lc| > |R(p;,)| > |R(ps,)]-
Entonces

o)) Sp Ty k€ [2,4], (3.21)
x/(ﬁ(p@),mk} <s¢, ke4,5]

Como ipy1 — i > 2, tenemos que p < p;, ., por lo que r;, € (8(pi,), B(pi,.,)] para todo

TS
k € [1,5). En particular, 5(p;,) < B(pis) < B(pi,) < 13, < 1i5. Ver Figura [3.14] Esto y las
ecuaciones 1) nos permiten usar el Lema sobre R(p;,) = x/(ﬁ(%)’w”: sea ¢ € A* tal

que R(p;,) < ¢*, con |g| minimo; entonces B(p;, ) = B(pi,) mod |g| para todo k € [2,4]. Para

k € [3,4], sea £(p;,) > 1 tal que x/(ﬁ(pi2),ﬁ(pik)} = ¢'®i) . Escribamos ¢ = ¢oq; de manera que

R(pi,) = ¢‘qo. Tenemos entonces, para k € [3,4],

—1
R(py,) = (f‘f'(ﬂ<pi2>,ﬂ(pik>1) ey = 4T - R(piy) = ¢ g (3.22)
Luego
R(ps,) ' T(pi,)
<p R(pi,) ' R(ps,) pues p;, € D(p;,)

) =1 e
p (7 Pigy) g por (3.22)
= (ChCIO)OO-

S<pik)

IA

Esto implica que S(pi,) <, S(pi,) 6 S(pi,) <p S(piy) y el Lema nos da una reduccion;
contradiccion. ]

Concluimos que #D < 5- 8(#W).
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Figura 3.14: Por un lado, aparecen los simbolos = de las interpretaciones I(p;,). Por otro
lado, aparecen los simbolos ¢ de la construccion de los p;. Preocupandonos de que ¢ sea
lo suficientemente grande y de otros detalles técnicos podemos usar el Lema [3.10] para que
algunos de los S(p;,) “sincronicen” y asi poder construir una reduccion fuerte con el Lema

B18

Ya podemos probar la Proposicion [3.3]

DEMOSTRACION (DE LA ProprosiciON [3.3). Para cada eleccion de z,2" € W tal que ij/ €s no
vacio, el Lema[3.14]nos da un singleton { D(z, 2’)} C P%. Para cada eleccion de z, y, 2/, 2 € W
y u € WU{1}, sea S(z,y,',2',u) C S};%,(u) irreducible de tamafio méximo. Sea 7 la unién
de todos estos conjuntos. Entonces:

Para toda d.i. D primaria o secundaria,
6 D tiene reduccion fuerte 6 existe £ € T tal que D — E. (3.23)

Sea
B = {Zd :DeT, ’d| < <W>, A W} U {d(|d|—(W),\d\] :DeT, ’d| > <W>}

Tenemos (B) > (W) y, por el Lema [3.18]

#B < ((#W)? +40(#W + 1)°) - (#W) < AL(#W)".
Sélo falta probar 3. Sean z,y € A? asintoticos y factorizables sobre W. Entonces el Lema
B.12nos da una d.i. D(0) = (d(0), I(0), I'(0)) primaria o secundaria tal que d(0) = g (aqui

volvemos a usar la notacion mnemotécnica de (3.10)), donde [ es un corte de la factorizacion
de x 6 y.

Sea D(0) = D(1) = ... una cadena de reducciones fuertes que parte con D(0) y de largo
méaximo. Como |d(i 4+ 1)| < |d(7)], esta cadena es finita y termina en un elemento D(k — 1),
k > 1. Como D(k — 1) no tiene reduccion fuerte, implica que existe D(k) € T tal que
D(k —1) = D(k). Si |[d(k)| > (W), entonces d(k)(ja)|—wy,jdw)) € By de las definiciones de
reduccion tenemos

d(k) (tage)| - wy Jay) s d(k —1) <g -+ <o d(0) <s P(—000]-

Ahora, si |d(k)| < (W), sea D(i) con i € [0, k] minimo tal que |d(:)] < (W). Notemos que
D(i) no puede ser secundaria; de hecho es primaria y nps) = mp) = 1. En particular, 0 es
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el tnico corte de D(i). Es facil ver entonces que D(7) no puede tener reduccion fuerte, por
lo que i € [k — 1, k]. Méas aun, se sigue de estas propiedades que d(i) = d(k). Ahora miramos
dos casos.

1. Sii = 0, entonces, como [ es corte de x 6 y, existe = € W tal que x(_, ;) = z, con lo
que zd(i) = 2d(0) = 2|20 <s T(—o0,0) ¥ 2d(i) = zd(k) € B.

2. Sii > 0,entonces i—1 > 0y D(i—1) se reduce fuertemente a D(i). Como |d(i)| < (W),
esta reduccion es de la forma d(i) = di(7 — 1)(p,ja, (i—1), con p un corte de D(i —1). Mas
aun, la minimalidad de ¢ implica que |d(i — 1)| > (W), por lo que existe z € W tal que
2d(i) <s d(i — 1). Luego

2d(1) <o d(i—1) <y - < d(0) < B0,

Como zd(i) = zd(k) € B, concluimos.
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Conclusion

En el Capitulo 3 probamos que todo sistema (X, T) de rango finito (RF) tiene un grupo
de automorfismos virtualmente Z. La demostracion se basé en, por un lado, la existencia
de una accion de Aut(X,T)/(T) en el conjunto de clases asintoticas y, por otro lado, de
un andalisis cuidadoso de la combinatoria de palabras que surge en los pares asintoticos.
Lo primero es algo general de subshifts minimales, mientras que lo segundo depende de la
estructura de rango finito de (X, 7’); mas precisamente, el resultado central de este analisis,
la Proposicion solo utiliza la estructura “por bloques de palabras” de los puntos de X.
Una situacion similar ya se habia visto en la demostracion de expansividad de los sistemas
RF de Downarowicz y Maass [6], donde la parte central de la prueba se basa en un lema
combinatorial (el llamado “Lema de Infeccion”). Cabe mencionar que en [5] se observa que el
Lema de Infeccion es consecuencia de un teorema profundo de combinatoria de palabras: el
Teorema de la Factorizacion Critica.

En el Capitulo 2 mostramos que, bajo hipotesis genéricas, el nimero de factores de un
sistema de rango finito es finito salvo composiciones con el shift y conjugaciones, y esta
demostracion resulta ser una localizaciéon de anélisis clasicos de palabras de retorno. Es
importante destacar que estos anélisis solo usan propiedades de recurrencia del sistema y
no su estructura RF, a diferencia de lo hecho en el Capitulo 3, que estudia directamente la
combinatoria de rango finito.

Esto sugiere que parte de la rigidez de los sistemas RF es que la combinatoria de palabras
que presentan, de aparente enorme complejidad, tiene ciertas restricciones poco entendidas
que la vuelven controlada(cambiar?). Esto va a la par de ciertas conjeturas sobre RF; por
ejemplo, ;un factor simbolico de RF es RF? Dado que el rango controla el nimero de medidas
ergddicas, el nimero de automorfismos y otras propiedades dindmicas, es muy esperable
que la respuesta sea afirmativa, pero sin fuertes propiedades de recurrencia que controlen
la combinatoria de palabras, los intentos de demostracion fallan rapidamente al tratar de
construir un diagrama de Bratteli del factor.

Esperamos, entonces, que las ideas desarrolladas en esta tesis ayuden a entender mejor esta
combinatoria y a la clase RF. Una posible direccion de investigacion es saber si la conjetura
antes mencionada, sobre si un factor simbolico de un sistema RF es RF, es cierta o no. Cabe
destacar que este problema es esencialmente equivalente al siguiente:

Problema. Sea K > 2y X un subshift con alfabeto A. Supongamos que existen Wy, W5, ...,
conjuntos de palabras en A, tales que:
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1. Cada W,, tiene a lo mas K elementos.
2. Los largos minimos (W,,) tienden a infinito.

3. Todo x € X es factorizable en W,,, para todo n > 1.

.Es X un sistema de rango topoldgico finito?

Una respuesta afirmativa a este problema significaria que si un subshift tiene una estruc-
tura “por bloques de palabras” (es decir, que se cumple 1, 2 y 3), entonces ya es posible
construir en X otra estructura por bloques de palabras que ademas sea reconocible.
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