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ALGORITMOS PARA PROBLEMAS DE FLUJOS INDIVISIBLES
Y JUEGOS EN ÁRBOLES

En esta memoria se enfrentan dos problemas. El primero de ellos es Unsplittable Flow on
Trees, en el cual dados un árbol con capacidades G, un conjunto de flujos de distintos tamaños
T ′ y un natural k, se busca encontrar un conjunto de k flujos que respeten las restricciones de
capacidad de las aristas. La versión en que el grafo es un camino corresponde a un problema
de scheduling. Para este problema se desarrollan algoritmos parametrizados.

El segundo problema es Stackelberg MST completo. En StackMST hay dos jugadoras,
una roja que posee un conjunto de aristas R que forman un árbol generador del grafo y
tienen precios definidos, y una azul que posee un conjunto de aristas B a las cuales se debe
asignar un precio, tras lo cual un ente externo selecciona un MST del grafo, y cada jugadora
obtiene la suma de los precios de sus aristas que estén en el MST. El problema consiste
en asignar precios a las aristas de la jugadora azul con tal de maximizar su utilidad. En la
tesis enfrentamos la versión del problema en que (G,B ∪ R) es un grafo completo, para la
cual presentamos un algoritmo que en tiempo polinomial soluciona una restricción de este
problema, el cual posteriormente es usado para construir un algoritmo 2ln(2)+ε-aproximado.
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Introducción

En la Optimización Combinatorial enfrentamos problemas en que si bien basta considerar
una cantidad finita de posibles soluciones, dicha cantidad suele ser demasiado grande cómo
para testearlas una por una. Es por ello que para afrontar los problemas combinatoriales se
suele aprovechar las propiedades que ofrece la estructura de dichos problemas y su espacio
de soluciones con tal de encontrar una solución óptima de manera lo más eficiente posible.

En esta tesis nos centraremos en dos problemas combinatoriales sobre grafos. En los grafos
hay un conjunto de vértices V , los cuales están unidos de a pares mediante aristas en un
conjunto E. Este tipo de problemas han sido ampliamente estudiados debido a lo simple de
su formulación y la inmensa cantidad de aplicaciones prácticas que tienen muchos de ellos.

Un problema que resulta de particular interés en este contexto es encontrar un subconjunto
de las aristas E ′ tal que para cada par de vértices exista un camino de aristas en E ′ que los
unen. Este problema es conocido cómo el del Árbol Generador de Peso Mínimo, o MST por
sus siglas en inglés, y existen algoritmos que resuelven este problema en O(|V |+ |E|) pasos.

Si bien MST es un problema que puede ser resuelto en un tiempo razonable, hay muchos
otros problemas combinatoriales que a pesar de lo simple de su formulación no permiten ser
resueltos de manera óptima en un tiempo que sea acotado por un polinomio sobre el tamaño
de la instancia. Uno de los ejemplos más famosos es el problema de la mochila, o knapsack
en inglés, en el cual hay una serie de objetos, cada uno con cierto peso y valor asociado, y
debemos decidir que objetos guardar en la mochila de manera de no superar el peso máximo
que esta soporta y obtener la mayor utilidad posible. Lamentablemente este problema es
NP-difícil, por lo que se cree que no se pueden construir algoritmos que puedan resolver este
problema en tiempo polinomial.

Construyendo algoritmos para problemas NP -difíciles

Williamsom y Schmoys utilizan el viejo dicho de los ingenieros “Rápido. Barato. Confiable.
Elige dos.” para recordarnos que cuando nos enfrentamos a un problema NP -completo, si
P 6= NP , entonces no podemos obtener simultáneamente algoritmos que (1) en tiempo
polinomial (2) encuentren soluciones óptimas (3) para todas las instancias [17].

Es por ello que a veces nos conformaremos con algoritmos que nos den una solución que este
cercana a ser óptima, mientras que en otras ocasiones buscaremos algoritmos que resuelvan
un problema de forma exacta, pero permitiendo un mayor tiempo de proceso, o construiremos
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algoritmos que solo entreguen soluciones para una versión restringida del problema.

Entonces nos corresponde preguntarnos como formalizar los puntos anteriores. En primer
lugar ¿Qué significa que una solución sea cercana a la óptima? De manera formal:

Definición 0.1 Para un problema de maximización diremos que un solución es una α-
aproximación si es que se cumple que la utilidad es de al menos 1/α veces la utilidad
óptima. Además diremos que un algoritmo es α-aproximado si es que siempre entrega una
α-aproximación. En este caso decimos que α es la garantía de aproximación del algoritmo.

Lo siguiente que cabe preguntarnos es que entenderemos por un mayor tiempo de proceso,
ya que podríamos simplemente permitir un tiempo exponencial sobre el tamaño de la instan-
cia, pero ello nos llevaría a algoritmos totalmente inutilízales en la práctica, y muchas veces
mediante simple fuerza bruta podremos lograr algoritmos que en tiempo exponencial nos den
una solución óptima, por lo que este caso no suele ser de mucho interés. En algunas ocasiones
existen parámetros que pueden ser relevantes para un problema y que podemos usar para
medir la complejidad de una instancia en particular. Por ejemplo, si estamos buscando un
subconjunto de tamaño k que cumpla alguna propiedad, como ser un clique en un grafo,
entonces entre mayor el k encontrar dicho conjunto se vuelve más complejo.

Cuando un problema está asociado a un parámetro, decimos que es un problema parame-
trizado. De manera formal:

Definición 0.2 Un problema parametrizado es un lenguaje L ⊆ Σ∗ × N, donde Σ es un
alfabeto finito fijo. Para una instancia (x, k) ∈ Σ∗ × N, k es llamado el parámetro.

Además, existen ocasiones en que podemos construir algoritmos para problemas parametri-
zados que tomen tiempo f(k)nO(1) con f una función computable, lo cual puede ser bastante
mejor que un algoritmo de tiempo exponencial. En este caso decimos que el algoritmo es
FPT, gracias a la siguiente definición:

Definición 0.3 Un problema parametrizado L ⊆ Σ∗×N, es llamado tratable de parámetro
fijo (FPT por su sigla en inglés) si es que existe un algoritmo A (llamado algoritmo de
parámetro fijo), una función computable f : N → N y una constante c tales que, dada
(x, k) ∈ Σ∗×N, el algoritmo correctamente decida si es que (x, k) ∈ L en tiempo acotado por
f(k) · |(x, k)|c.

Pero incluso hay ocasiones en que nos enfrentaremos a problemas que no pueden ser
aproximados en tiempo polinomial, y otros que no pueden ser resueltos de manera óptima en
tiempo FPT. Para aquellos casos en que ni aproximación ni tiempo FPT sean suficientes, hay
investigadores que han trabajado desarrollando algoritmos que den soluciones aproximadas
en tiempo FPT [10, 15]. A este tipo de algoritmos los llamaremos FPT-aproximados.

2



Definición 0.4 Dado un problema parametrizado, decimos que un algoritmo A es FPT-
aproximado de garantía α si es que existen una función computable f : N → N y una
constante c tales que, dada (x, k) ∈ Σ∗×N, el algoritmo en tiempo acotado por f(k) · |(x, k)|c
entregue una solución α-aproximada del problema.

Finalmente, muchas veces en el avance en el desarrollo de algoritmos para estos problemas
se parte por analizar la solución sobre tipos específicos de grafos, lo que puede permitir un
trabajo menos engorroso y ayudar a dar pistas sobre cuales características de la estructura
de un grafo hacen que un problema se vuelva más difícil de resolver. Y si bien muchas
veces se parte por analizar los problemas en grafos simples como caminos y estrellas, resulta
de particular interés el trabajo sobre árboles, pues permite una generalización de los casos
anteriores que captura una variedad sustantiva de grafos, y también muchas veces sirve como
primer paso para una ampliación hacia el trabajo con matroides, grafos de treewidth acotado
y/o el problema sin restricciones en la estructura del grafo.

Problemas a enfrentar
En esta tesis nos centraremos en la construcción de algoritmos para dos problemas parti-

culares sobre árboles, para lo cual aplicaremos y adaptaremos diversas técnicas de algoritmos
parametrizados y de aproximación, aprovechando las ventajas que nos presenta el trabajar
sobre árboles.

El primero de los problemas es Unspittable Flow on Trees, en adelante UFT, en el cual
tenemos un árbol G = (V,E) con capacidades en las aristas, un conjunto de tareas T =
{T1, ..., T|T |}. La capacidad de cada arista e será denotada por ce, mientras que cada tarea
Ti ∈ T cuenta con un nodo partida, un nodo de llegada y una demanda dem(Ti). Definiremos
como E(Ti) al único camino desde entre el nodo de partida y el de llegada, y diremos que
un conjunto de tareas S ⊆ T es factible para este problema si para cada arista e del grafo se
cumple que ∑

i:Ti∈S y e∈E(Ti)

dem(Ti) ≤ ce.

El objetivo es encontrar el conjunto factible con mayor cantidad de tareas. En la versión
parametrizada de este problema se entrega además un entero k, y el objetivo será encontrar
una solución de dicho tamaño.

UFT tiene diversas aplicaciones en problemas como Bandwith Allocation [2, 8, 14] y
Multicommodity Demand Flow [7], mientras que Unspittable Flow on Path (UFP), que es
la restricción del problema al caso en que el árbol G es un camino, tiene aplicaciones en
Caching, Scheduling y Resource Allocation [11].

El segundo problema es Stackelberg Minimum Spanning Tree, en adelante StackMST. En
este problema tenemos un grafo G = (V,E) donde E es la unión de un conjunto R de aristas
rojas y un conjunto B de aristas azules. Las aristas rojas forman un árbol generador, y
cada arista roja e tiene un precio asignado r(e). El problema consiste en determinar precios
para las aristas azules que permitan maximizar la suma de los precios de las aristas azules
presentes en un árbol generador de peso mínimo de la instancia resultante. En este trabajo
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nos reduciremos a estudiar el caso completo, en el cual para cada par de vértices distintos en
V existe al menos una arista en E adyacente a ambos vértices.

Un aspecto que consideraremos como fundamental es el conjunto de precios de aristas
rojas Cr. Por ello llamaremos factor de separación de r a una medida de la diferencia entre
los distintos precios de las aristas rojas, y que veremos afecta de manera importante en la
forma de las soluciones de StackMST completo.

La mayor relevancia de enfrentarse al caso completo de este problema es que podría per-
mitirnos entender mejor StackMST en general. Además este problema es generalizable a
matroides, y los algoritmos actuales para matroides aún pueden ser mejorados. Esperamos
que un avance en el estudio de StackMST completo permita buscar estrategias similares a
las acá usadas para enfrentar dichos problemas.

Estructura de la Tesis y Resultados
Esta tesis está estructurada en 2 partes. En la primera parte, la cual cuenta con dos

capítulos, se enfrenta UFT, mientras que en la siguiente parte de tres capítulos se analiza y
desarrollan algoritmos para StackMST completo.

El primer capítulo parte con la introducción de los core sets, que son un versión local de
un kernel común, y sigue con la exploración y demostración de algunas de sus propiedades.
Luego se presentan algoritmos para la construcción de core sets, los cuales son utilizados
para dar con un algoritmo exacto para UFT que corre en tiempo FPT con dos parámetros: el
tamaño de la solución y el número de demandas distintas de tareas. El capítulo termina con
el uso de Resource Augmentation para la construcción de algoritmos para UFT, entregando
un algoritmo que entrega una solución de tamaño k factible con aumento de recursos en las
aristas de factor δ y cuyo tiempo de proceso es FPT con parámetros k y δ.

Para ampliar el análisis de UFT en el segundo capítulo se muestra la construcción de un
algoritmo que entregue una 5-aproximación para UFT y cuyo tiempo de proceso es FPT de
parámetro k.

El tercer capitulo explora las características generales de las soluciones de StackMST
completo, así como la existencia de soluciones con una estructura particular definida. El
siguiente capitulo capítulo está dedicado a la reducción de StackMST completo a instancias
de tamaño menor y estructura más simple.

Finalmente, el quinto capítulo parte enfocado en la construcción de un algoritmo exac-
to para instancias con factor de separación mayor a 2, para luego seguir con el análisis
de cómo podemos ocupar algoritmos para instancias con factor de separación acotado in-
feriormente para la construcción de algoritmos aproximados para StackMST completo. El
trabajo del capítulo concluye con la construcción de algoritmo 2 log 2 + ε-aproximado para
StackMST completo.
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Parte I

Flujos no divisibles en Árboles
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Definición y antecedentes

Tal y como se mencionó en la introducción, dado (G, T , k) donde G = (V,E) es un árbol
con capacidades en las aristas, T es un conjunto de tareas y k es un entero que representa
la cantidad de tareas a buscar, el objetivo de UFT es encontrar un conjunto factible de k
tareas. Recordamos que:

• Dado e ∈ E la capacidad de e está denotada por ce.
• La demanda de una tarea Ti ∈ T es dem(Ti).
• El camino utilizado por una tarea Ti ∈ T es E(Ti).

Antecedentes
Unspittable Flow on Paths (UFP) es la restricción del problema al caso en que el árbol G

es un camino. Para UFP se conocen un algoritmo de aproximación de factor 5/3 + ε [12] y
un algoritmo de aproximación de factor 1 + ε con un tiempo de proceso FPT [16]. Sabemos
además que UFP es W [1]-difícil [16], por lo que de manera directa se deduce que UFT es
también W [1]-difícil. Sabemos también que UFT es NP-difícil aún cuando el problema se
restringe a árboles de profundidad dos [9].

Si bien UFP es un problema ampliamente estudiado, no existe el mismo nivel de cono-
cimiento sobre UFT, pero si conocemos una 2-aproximación en el caso en que todas las
tareas tienen demanda unitaria, una O(log(n))-aproximación para demandas arbitrarias, y
una O(log2(n))-aproximación para el caso con pesos [1, 6].

Multicommodity Flow On Trees

En este problema, en adelante MFT, hay un árbol G con capacidades en las aristas y
un listado de pares de vértices (si, ti). El objetivo es rutear simultáneamente flujos desde
cada nodo si hacia cada nodo ti de manera de maximizar el flujo total. Se conoce una 2-
aproximación para el caso en que las capacidades son enteras [9], y dicho caso puede ser visto
como un problema de UFT en que las capacidades de las aristas son enteras, por cada par
de vértices hay una tarea asociada con demanda unitaria que tiene como nodo de partida a
si y nodo de llegada a ti, y hay infinitas copias de cada tarea.

Chekuri, Mydlarz y Bruce mostraron que UFT podía ser visto como una versión de MFT
en que se introducen demandas asociadas a cada flujo, las cuales debían ser completamen-
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te satisfechas. Con ello probaron que para el caso cada tarea tiene un peso asociado y se
busca maximizar la suma de los pesos en una solución, entonces si la demanda de las ta-
reas está acotada por el mínimo de las capacidades de las aristas es posible encontrar una
48-aproximación mediante una formulación de programa lineal [7].

Packing Problems

En un Packing Integer Program, en adelante PIP, se entrega una matriz A ∈ Rm×n y
vectores b ∈ Rm y c ∈ Rn. El objetivo es encontrar un vector entero x tal que Ax ≤ b
que maximice cx. La restricción del problema al caso en que las entradas de A son 0 o 1 es
llamada (0, 1)−PIP.

Kolliopoulos y Stein [13] propusieron una versión en que todas las entradas de una columna
de A que sean distintas de 0 tengan el mismo valor, lo cual es equivalente a introducir sobre el
problema (0, 1)−PIP una demanda asociada a cada ítem. A esta versión la llamaron Column-
Restricted PIP, en adelante CPIP.

Chekuri, Mydlarz y Bruce mostraron que UFT es formulable como un CPIP, en el cual c
es un vector de unos y Aij es dem(Ti) si la i-ésima tarea contiene la j-ésima arista, y 0 en el
caso contrario [7].
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Capítulo 1

Algoritmos FPT para UFT

En este capítulo desarrollaremos algoritmos que tomen tiempo FPT y nos sirvan para
enfrentar UFT. Para ello partiremos generar mayor estructura para el problema, lo que nos
permitirá diferenciar las tareas según la ubicación de sus nodos de partida y llegada.

Luego introduciremos los core sets. De manera intuitiva, mientras que dado un kernel
podemos asegurar que hay alguna solución que está restringida a dicho kernel, dado un
core set para una parte del problema podremos asegurar que hay alguna solución tal que la
solución en esa parte del problema está restringida al core set.

Continuaremos con la construcción de un algoritmo para la generación de core sets para
conjuntos de tareas de igual demanda entre ellas y que tengan ciertas características co-
munes. Este algoritmo ocupara tiempo FPT con parámetros el tamaño de la solución y la
cantidad de demandas distintas de tareas de la instancia, y será la piedra fundamental que
nos permitirá construir un algoritmo para un tipo de instancia más general, con tareas de
distintas demandas.

Con la ayuda de dichos algoritmos presentaremos un primer algoritmo para UFT, cuyo
tiempo de proceso es UFT con los mismos parámetros descritos previamente.

Finalmente, la última sección de este capítulo presenta un algoritmo FPT tal que dado δ,
si existe una solución de tamaño k para la instancia entonces entrega una conjunto de tareas
de tamaño k tal que para toda arista e se cumple∑

i : Ti∈S∩Te

dem(Ti) ≤ (1 + δ)ce.

1.1. Estructura del problema
Antes de partir introduciremos algunos conceptos y daremos claridades sobre la notación

utilizada. Siempre que nos refiramos a caminos y subárboles en el grafo estaremos hablando
del conjunto de aristas que los componen. Cada tarea Ti ∈ T estará conformada por un
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camino E(Ti) y una demanda dem(Ti). La cantidad de tareas estará denotada por m = |T |,
mientras que n = |V | denota la cantidad de vértices.

Definimos
D = {dem(Ti) | i ∈ {1, . . . ,m})},

lo que significa que D es el conjunto de demandas de tareas en T . Además definiremos d = |D|
y un orden para las demandas D = {d1, ..., dd} tal que para todo i < j se cumple di < dj. En
ocasiones, para ser más explícitos, llamaremos dmin a d1 y dmax a dd.

Para trabajar con mayor comodidad definiremos de manera arbitraria un vértice r ∈ V
que será identificado como la raíz de G. Además:

• Sean v1 y v2 dos vértices distintos en V . Llamaremos Pv1,v2 al camino minimal que use
v1 y v2.
• Sean e1 y e2 dos aristas distintas en E. Llamaremos Pe1,e2 al camino minimal en G tal

que {e1, e2} ⊆ Pe1,e2 .
• Sea s un vértice de V . Definimos Hs como el subárbol de G que tiene raíz en s y ps

como la profundidad de Hs.
• Sea s ∈ V . Definimos δG(s) como el conjunto de aristas adyacentes a s en G, y δ↓,G(s)

como el conjunto de aristas δG(s) \ {s, p(s)}. En caso de que no exista posibilidad de
confusión, simplificaremos la notación a δ(s) y δ↓(s) respectivamente.
• Dados s y t dos vértices en distintos en V , definimos como Ts,t al conjunto de trabajos
Ti tales que las aristas de Ps,t ⊆ E(Ti).

Además, el siguiente lema muestra que podemos asumir que los nodos iniciales y finales de
cada tarea son hojas.

Lema 1.1 Sea (G, T ) una instancia. En tiempo O(m2) podemos construir una instancia
equivalente (G′, T ′) tal que para cada tarea Ti ∈ T los nodos iniciales y finales de Ti sean
hojas de G′.

Demostración. Sea Ti una tarea cuyo nodo inicial ui no sea una hoja. Definimos Definimos
G′ = (V ,E) como el grafo tal que

• V = V + w, donde w es un nodo que no está en V , y
• E = E + {w, ui}, donde la capacidad de {w, ui} es dem(Ti).

Además, definimos una tarea T ′i con nodo inicial w, nodo final igual al de Ti y demanda
dem(Ti), y definimos también T ′ = T − Ti + T ′i . Sea S una solución factible de (G, T ), si
Ti /∈ S entonces S es también una solución factible para (G′, T ′), mientras que si Ti ∈ S
entonces S ′ = S − Ti + T ′i es una solución factible para (G′, T ′).

Por el otro lado, si S ′ es una solución factible para (G′, T ′) y T ′i /∈ T ′ entonces S ′ también
es una solución factible para (G, T ), mientras que si T ′i ∈ S ′ entonces S = S −T ′i +Ti es una
solución factible para (G, T ). Concluimos la equivalencia de las instancias.
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Podemos seguir los mismos pasos para el nodo final de Ti. Repetimos este proceso para
todas las tareas, logrando una instancia equivalente (G′, T ′). Como los pasos mencionados son
realizados 2m veces y el tiempo requerido por una secuencia de los pasos es O(m), concluimos
que en tiempo O(m2) se obtiene (G′, T ′).

Hitting Sets

La siguiente definición introduciremos un conjunto de aristas que nos permitirá dividir el
árbol G en distintas partes, y será fundamental para la estructura del problema.

Definición 1.2 Diremos que Ehs ⊆ E es un hitting set de T si es que para toda tarea
Ti ∈ T se cumple que E(Ti) ∩ Ehs 6= ∅. Decimos que un hitting set es bueno si es que se
cumple que para cada par de aristas e1, e2 en el hitting set, si v es el vértice más cercano a
la raíz del camino Pe1,e2, entonces δ(v) ∩ Pe1,e2 ⊆ Ehs.

Por ello siguientes tres lemas estarán destinados a la construcción de un buen hitting set.

Lema 1.3 En tiempo O(m+ n) podemos encontrar un hitting set de tamaño a lo más 2k o
una solución de tamaño k.

Demostración. Sea G′ el grafo con capacidades con los mismos vértices y aristas que G, pero
tal que para toda arista e ∈ E(G′) se cumple que ce = 1. Sea también

T ′ = {T ′i | E(T ′i ) = E(Ti) y dem(Ti) = 1},

es decir T ′ es el conjunto de tareas T pero con demandas unitaria. Para (G′, T ′) podemos
encontrar una solución S de tamaño k′ y un hitting set de a lo más 2k′ en tiempo O(m+ n)
[9, Sección 5].

Si k′ ≥ k entonces S es una solución de tamaño mayor o igual a k para el problema
modificado, pero en el problema modificado todas las capacidades y demandas son unitarias,
por lo que las tareas de S son arista disjuntas entre ellas. Por ello S también será solución del
problema original, pues la demanda de cada trabajo es menor que la capacidad de cualquiera
de las aristas que ocupa, y cada arista es ocupada por a lo más una arista de S. Luego,
entregamos S como solución.

Por otro lado, si k′ ≤ k entonces el tamaño del hitting set entregado es menor o igual a
2k, por lo que en este caso, entregamos el hitting set como solución.

El siguiente lema nos permitirá mostrar que podemos construir un buen hitting set a partir
de un hitting set.

Lema 1.4 Dado un hitting set E ′ de k′ aristas, podemos encontrar un hitting set bueno Ehs
de tamaño a lo más 3k′ en tiempo nO(1).

10



r

(a) G (b) G′

Figura 1.1: Aristas rojas y naranjas del Lema 1.4.

Demostración. Diremos que las aristas de E ′ son rojas. Sean {e1, e2} un par de aristas rojas
y v el vértice más cercano a la raíz de Pe1,e2 . Vemos que Pe1,e2 ∩ δ(v) \E ′ es un conjunto de a
lo más 2 aristas. Luego, para cada par {e1, e2} ⊆ E ′ pintamos las aristas de Pe1,e2 ∩ δ(v) \E ′
de color naranja. En la Figura 1.1 se encuentra un ejemplo del resultado de este proceso.

Para cualquier arista naranja e existe un par de aristas rojas e′ y e′′ y un vértice v tales
que e ∈ δ(v) ∩ Pe′,e′′ y v es el vértice más cercano a r de Pe′,e′′ . Además existe un vértice u
adyacente a e′ o a e′′ tal que e ∈ Pu,r.

Sea Ehs el conjunto de aristas rojas y naranjas. Veremos que |Ehs| < 3k′, para lo cual
formaremos G′ el árbol resultante al contraer todas las aristas que no estén en Ehs.

Si δ↓,G′(v) tiene alguna arista naranja, entonces existen dos aristas rojas e′ y e′′ tales que
v es el vértice de Pe′,e′′ más cercano a la raíz. Si alguna de dichas aristas rojas es adyacente
a v entonces tenemos que v tiene al menos un hijo al que conecta con la arista naranja,
y otro al que conecta con la arista roja. Si, por el contrario, ninguna de dichas aristas era
adyacente a v entonces |P ∩ δ(v)| = 2, puesto que las 2 aristas de Pe1,e2 ∩ δ(v) son pintadas
naranjas en este caso. Concluimos que las 2 aristas de P ∩ δ(v) son rojas o naranjas y deben
estar presentes en el árbol contraído, por lo que siempre que δ↓,G′(v) tiene una arista naranja
entonces v tiene al menos 2 hijos, y en G′ todos las hojas serán adyacentes a una arista roja.

De lo anterior tenemos que si δ↓,G′(v) tiene solo una arista, esta debe ser roja. Generamos
G′′ el árbol resultante de contraer en G′ todas las aristas rojas que sean adyacentes a una
hoja y tales que su vértice más cercano a la raíz tenga grado uno, y tenemos que en G′′ todo
nodo que no sea una hoja tendrá al menos 2 hijos.

Si k′′ es el número de hojas de G′′, entonces existen a lo más 2k′′ vértices y 2k′′− 1 aristas
en G′′. En el paso de G′ a G′′ solo se contrajeron aristas rojas, y todas las hojas de G′′ son
adyacentes a una arista roja o son resultado de la contracción de una arista roja, por lo que
k′′ ≤ k′. Cómo solo se contrajeron aristas rojas en el paso de G′ a G′′ concluimos que en total
hay a lo más 2k′′ − 1 aristas naranjas en G′. Además sólo hay k′ aristas rojas en G′, por lo
que por lo que hay a lo más 2k′′ − 1 + k < 3k′ aristas en Ehs.
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Veamos ahora que Ehs es efectivamente un hitting set bueno de G. Sean e1 y e2 dos aristas
de Ehs, v el vértice de Pe1,e2 más cercano a r, y u1 y u2 los vértices más cercano a r de e1 y
e2 respectivamente.

Si la arista e1 es naranja, entonces existe un vértice u′1 adyacente a una arista roja tal que
e1 ∈ Pu′1,r. Si, por el contrario, e1 es roja entonces fijamos u′i = ui, y luego hacemos lo mismo
para la arista e2 según su color. Con ello tenemos que el camino entre u′1 y u′2 debe pasar
por u1 y u2, y por tanto v es también el vértice más cercano a la raiz de Pu′1,u′2 , con u

′
1 y u′2

vértices adyacentes a aristas rojas. Pero ello quiere decir que hay aristas rojas e′1 y e′2 tales
que u′1 ∈ e′1 y u′2 ∈ e′2, luego δ(v)∩Pe1,e2 = δ(v)∩Pe′1,e′2 , por lo que las aristas de δ(v)∩Pe1,e2
son aristas naranjas o rojas, y por tanto son parte de Ehs. Concluimos que Ehs es un Hitting
Set bueno.

Lema 1.5 En tiempo nO(1)+O(m) podemos encontrar una solución de tamaño k o un hitting
set bueno de tamaño a lo más 6k.

Demostración. El Lema 1.3 nos dice que en tiempo O(n+m) podemos encontrar un hitting
set de tamaño 2k o determinar que no existe solución. Si es que se encuentra el hitting set
entonces por el Lema 1.4 podemos encontrar en tiempo nO(1) un hitting set bueno de tamaño
6k, por lo que concluimos lo pedido.

Subárboles relevantes

Ahora que ya sabemos como construir buenos hitting sets, fijaremos un buen hitting set
Ehs para (G, T ) de tamaño a lo más 6k, e introduciremos algunos conceptos relacionados
a este hitting set, lo que nos permitirá clasificar las aristas y con ello identificar subárboles
relevantes de G, para los cuales obtendremos algunas propiedades que nos permitirán trabajar
de manera más simple con UFT.

Dado e ∈ Ehs, sea s el extremo de e que está más alejado de la raíz. Diremos que e es una
arista final si es que no hay ninguna otra arista del hitting set en Hs.

Por otro lado, sean e1 y e2 dos aristas en Ehs. Si Pe1,e2 ∩ Ehs = {e1, e2} entonces decimos
que dichas aristas son contiguas. Luego, si definimos P ′e1,e2 como el camino formado cuando
eliminamos e1 y e2 de Pe1,e2 , entonces cuando e1 y e2 son contiguas se tiene que P ′e1,e2 ∩Ehs =
∅.

Para cada par de aristas contiguas {e1, e2} ⊆ Ehs podemos pintar verdes las aristas en
P ′e1,e2 . En la Figura 1.2 podemos notar que existe un subárbol formado por la unión de aristas
verdes y las aristas en Ehs, las cuales están en color rojo. Llamaremos a dicho subárbol cómo
el árbol navideño de Ehs, denotado por E?

hs. De manera formal,

E?
hs = Ehs ∪ {e | e ∈ P ′e1,e2 , con e1 y e2 aristas contiguas en Ehs}.

El siguiente lema mostrará que podemos hacer que todo nodo interno v ∈ V (E?
hs) tenga

grado 3 en G.
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Figura 1.2: Ejemplo de árbol, en donde en rojo están las aristas de Ehs y entre las aristas
rojas y verdes forman el conjunto E?

hs.

Lema 1.6 Podemos construir en tiempo O(n2) una instancia equivalente tal que todos los
vértices v de E?

hs que no a aristas finales cumplen que |δ(v) \ E?
hs| = 1.

Demostración. Sea v ∈ V (E?
hs) un vértice que no cumple que |δ(v) \ E?

hs| = 1. Notamos que
δ(v) \E?

hs son las aristas adyacentes a v que no son parte del árbol navideño. Sea además w
un nodo que no está en V . Definimos G′ = (V ,E) como el grafo tal que V = V + w y E es
la unión de los siguientes conjuntos de aristas

• E1 = E \ [δ(v) \ E?
hs].

• E2 = {{u,w} | {u, v} ∈ δ(v) \ E?
hs}. Además la capacidad de {u,w} enG′ será la misma

de la misma de {u, v} en G.

• e = {v, w} con capacidad infinita.

Veamos que G′ y G son equivalentes. Para ello notamos que si {u, v} ∈ δ(v)∩E?
hs entonces

el camino entre u y v en G′ es u,w, v, por lo que una tarea utiliza a {u, v} en G si y solo si
utiliza a {u,w} y {w, v} en G′. De esta manera tenemos que para un conjunto de tareas S se
cumple que la capacidad utilizada en {u, v} en G′ es la misma que en {u,w} en G′. Además
para toda arista en E \ [δ(v) ∩ E?

hs] se cumple que la capacidad utilizada es la misma en
ambos grafos, por lo que concluimos que una solución es factible en G si y solo si es factible
en G′.

Luego realizamos este procedimiento para todo vértice de V (E?
hs) en que |δ(v) \ E?

hs| 6=
1. Cómo realizar el procedimiento para un solo vértice toma tiempo O(n) y realizamos el
procedimiento para menos de n veces, entonces el algoritmo toma tiempo O(n2).
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Figura 1.3: Árbol de la Figura 1.2 tras modificación realizada en el Lema 1.6.

Con esto, sea s un vértice de V . Diremos que Hs es un árbol colgante cuando se cumple
alguna de las siguientes opciones:

• Si s /∈ V (E?
hs) y existe v ∈ V (E?

hs) adyacente a s.
• Si s es el extremo de una arista final que está más alejado de la raíz.

En la Figura 1.3 las aristas de árboles colgantes se encuentran pintadas de naranjo.

Lema 1.7 Podemos construir una instancia equivalente en tiempo O(n2) en que la profundi-
dad de cada árbol colgante es a lo más (d+1)k. Aun más, si existe un β tal que D = {β, ..., dβ},
entonces en el mismo tiempo podemos construir una instancia equivalente en que la profun-
didad de cada árbol colgante es a lo más dk.

Demostración. Como la demanda de todas las tareas está un conjunto de d valores posibles,
tenemos que cuando hay a lo más k tareas entonces la suma de sus demandas tendrá a lo
más (d+ 1)k valores posibles.

Además, si las tareas tienen demanda en el conjunto {β, 2β, ..., dβ} entonces la suma de
las demandas de a lo más k tareas está en el conjunto {β, 2β, ..., dkβ}. Con este resultado
tenemos que podemos ajustar la capacidad de una arista al mayor valor en el conjunto de
posibles sumas de a lo más k tareas.

Si Hv es un árbol colgante, e1 es una arista de Hv y u es el extremo de e1 más cercano a
v, entonces todas las tareas que utilizan a e1 utilizan también todas las aristas de Pu,v, por
lo que dado cualquier e ∈ Pu,v la capacidad utilizada en e1 es siempre menor o igual a ce. Por
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ello, cambiamos la capacidad de e al mínimo de las capacidades de las aristas en Pu,v + e.

Luego, si e2 es la arista de Pu,v adyacente a e1, y ce1 = ce2 , entonces contraemos e1. Esto es
seguro pues sabemos que la capacidad utilizada por e1 será menor o igual a la usada por e2.

Tras realizar estos pasos tenemos que si u es una hoja y v un vértice tal que u ∈ Hv,
entonces en el camino Pu,v = e1, ..., e` se cumple que c(ei) < c(ej) para todo i < j. Luego
todas las aristas tienen distinta capacidad, y por tanto hay a lo más tantas aristas en el
camino como capacidades posibles. El proceso de revisión de cada arista toma tiempo O(n),
y como lo hacemos para todas las aristas, en total todo toma tiempo O(n2).

1.2. Core Sets

Estos conjuntos, que actúan de forma similar a los kernels, jugarán un rol central en la
construcción de los algoritmos de esta sección, pues en todos ellos partiremos por el computar
core sets. Pero antes de dar algunas pistas sobre la idea general tras las construcciones de este
capítulo, los presentaremos de manera formal, para luego mostrar algunas de sus propiedades.

Definición 1.8 Sea T ′ un subconjunto de T . Decimos que K ⊆ T ′ es un core set para T ′
si para cualquier conjunto factible S ⊆ T con |S| = k existe un conjunto de tareas factible
S ′ de tamaño k tal que

S ′ \ T ′ = S \ T ′ y S ′ ∩ T ′ ⊆ K.

Nuestra estrategia es elegir una conjunto de tareas con ciertas propiedades en común
y calcular un core set para ese conjunto de tareas que sea de tamaño acotado por una
función de k y d, para luego adivinar tareas en una solución S que sean estén en el core set.
Luego simplificaremos la instancia con la información obtenida y repetiremos el proceso en
la instancia simplificada.

Pero antes de hacer eso necesitamos introducir algunas propiedades de los core sets que
serán útiles para trabajar. La demostración de estos lemas es de carácter técnico y no aporta
mayor intuición para el resto del trabajo.

Lema 1.9 Sean Ta y Tb dos subconjuntos de T no necesariamente disjuntos entre ellos. Si
Ka y Kb son core sets de Ta y Tb respectivamente, entonces K = Ka ∪Kb es un core set para
T ′ = Ta ∪ Tb.

Demostración. Sea S una solución factible de tamaño k. Cómo Ka es un core set para Ta,
tenemos que existe un conjunto S ′ del mismo tamaño tal que

S ′ \ Ta = S \ Ta y S ′ ∩ Ta ⊆ Ka.

Debido a que S ′ es un conjunto de tamaño k y Kb es un core set para Tb, existe un conjunto
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S ′′ de tamaño k tal que

S ′′ \ Tb = S ′ \ Tb y S ′′ ∩ Tb ⊆ Kb.

De la última ecuación tenemos que

S ′′ \ Tb = S ′ \ Tb ⇒ (S ′′ \ Tb) ∩ Ta = (S ′ \ Tb) ∩ Ta
⇒ S ′′ ∩ (Ta \ Tb) = S ′ ∩ (Ta \ Tb).

Juntando las ecuaciones anteriores tenemos que

S ′′ ∩ T ′ =S ′′ ∩ (Tb ∪ Ta)
=(S ′′ ∩ Tb) ∪ (S ′′ ∩ (Ta \ Tb))
=(S ′′ ∩ Tb) ∪ (S ′ ∩ (Ta \ Tb))
=(S ′′ ∩ Tb) ∪ ((S ′ ∩ Ta) \ Tb)
⊆Kb ∪ (S ′ ∩ Ta)
⊆Kb ∪Ka

=K.

Y por el otro lado

S ′′ \ T ′ =S ′′ \ (Tb ∪ Ta)
=(S ′′ \ Tb) \ Ta
=(S ′ \ Tb) \ Ta
=(S ′ \ Ta) \ Tb
=(S \ Ta) \ Tb
=S \ T ′.

Luego S ′′ es de tamaño k y cumple que

S ′′ \ T ′ = S \ T ′ y S ′′ ∩ T ′ ⊆ K,

con lo que concluimos que K es core set para T ′.

Más adelante este trabajo nos enfocaremos especialmente en formar core sets para subcon-
juntos de Ts,t en que s y t cumplen ciertas propiedades. Para ello nos resultará particularmente
útil el siguiente lema, el cual muestra que para construir un core set para un conjunto T ′
podemos dividir T ′ en conjuntos más pequeños donde en cada conjunto todas las tareas uti-
lizan alguna arista en particular. Para ello será útil notar que si e = s, t entonces Ts,t será el
conjunto de trabajos Ti ∈ T tales que e ∈ E(Ti).

Lema 1.10 Sea T ′ un conjunto de tareas tal que todas las tareas tienen la misma demanda
y H = {s1, t1}, ..., {s`, t`} un conjunto de aristas tales que todo trabajo Ti en T ′ cumple
que E(Ti) ∩ H es no vacío. Si K1, ..., K` son core sets para (Ts1,t1 ∩ T ′), . . . , (Ts`,t` ∩ T ′)
respectivamente, entonces

⋃
i=1,...,lKi es un core set para T ′.
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Demostración. Resolveremos esto por inducción. El caso base es directo. Por hipótesis in-
ductiva tenemos que Ki =

⋃
j=1,...,iKj es un core set para T i =

⋃
j=1,...,i Tsj ,tj ∩ T ′, y por 1.9

Ki+1 = Ki ∪Ksi+1,ti+1
es core set para T i+1 = T i ∪ (Tsi+1,ti+1

∩ T ′), por lo que concluimos
lo pedido.

Finalmente, el siguiente lema nos muestra que si tenemos dos conjuntos T ′, T ′′ ⊆ T tales
que para cualquier solución S podemos reemplazar las tareas de S ∩ T ′ por tareas que estén
dentro para T ′′, entonces cuando un conjunto es core set para T ′′ es también core set para
T ′. Esto nos permitirá más adelante buscar core sets para conjuntos más pequeños de tareas,
los cual simplificará nuestro trabajo.

Lema 1.11 Sean T ′ y T ′′ tal que T ′′ ⊆ T ′ ⊆ T . Si K es core set para T ′′ y T ′′ es core set
para T ′, entonces K es core set para T ′.

Demostración. Sea S una solución factible de tamaño k. Cómo T ′′ es core set para T ′, existe
un conjunto factible S tal que |S| = k y

S \ T ′ = S \ T ′ y S ∩ T ′ ⊆ T ′′.

Además, comoK es un core set para T ′′ tenemos que existe un conjunto factible S ′ de tamaño
k tal que

S ′ \ T ′′ = S \ T ′′ y S ′ ∩ T ′′ ⊆ K,

pero dado que

S ′ \ T ′ = (S ′ \ T ′′) \ T ′

= (S \ T ′′) \ T ′

= S \ T ′

= S \ T ′,

y por el otro lado

S ′ ∩ T ′ = S ′ ∩ (T ′ \ T ′′) ∪ S ′ ∩ T ′′

⊆ S ′ ∩ (T ′ \ T ′′) ∪K
= [(S ′ \ T ′′) ∩ T ′] ∪K
= [(S \ T ′′) ∩ T ′)] ∪K
= [S ∩ (T ′ \ T ′′)] ∪K
= [(S ∩ T ′) \ T ′′] ∪K
= ∅ ∪K
= K.

Concluimos que K es core set para T ′.
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Figura 1.4: Formación de A y E en Akr.

1.3. Construcción de Core Sets

Si s y t son dos vértices que pertenecen a árboles colgantes, entonces podemos definir un
algoritmo Akr que entregue un core set para un conjunto de tareas con igual demanda T ′ que
sea subconjunto de Ts,t.

Akr(G, T ′, s, t)

1. Si ps = pt = 0 y |T ′| ≥ k, entonces de manera arbitraria retorna un subconjunto
de T con k tareas. Si ps = pt = 0 y |T ′| ≤ k entonces entrega como output T ′.

2. Escoge de manera greedy A = T1, ..., T|A| un subconjunto de tareas de T ′ tal que
para cada par i 6= j se cumple que E(Ti) ∩ E(Tj) = Ps,t. Deja de agregar tareas
a A si es que el tamaño de A es 2k o si no quedan más tareas por agregar.

3. Define E como el conjunto de aristas en Hs ∩ δ(s) y Ht ∩ δ(t) que son usados por
tareas en A.

4. Para cada ei ∈ E sea Psi,ti el camino Ps,t ∪ ei. De manera recursiva calcula
Ki = Akr(G, T ′ ∩ Tsi,ti , si, ti).

5. Retorna
K =

⋃
ei∈E

Ki.

Lema 1.12 Sea s y t dos nodos que son parte de árboles colgantes de G, y sea T ′ ⊆ Ts,t un
conjunto de tareas con igual demanda. Akr entrega un core set para T ′ de tamaño a lo más
(4k)ps+pt · k computado en tiempo (4k)ps+pt · k ·O(n).

Demostración. Diremos que la profundidad de la instancia es ps+pt, y probaremos este lema
por inducción en la profundidad de la instancia. Para el caso base ps + pt = 0, por lo que
ps = pt = 0. Luego en el paso 1 del algoritmo pueden pasar 2 cosas. Si K = T ′ entonces es
claro que K es core set para T ′. Por el otro lado, si K 6= T ′, entonces K tiene k elementos,
y luego podemos reemplazar todas las tareas de S ∩ T ′ por tareas de K.
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Veamos ahora el caso en que ps + pt > 0.

Dada ei ∈ E tenemos que T ′ ∩ Tsi,ti es el conjunto de tareas de T ′ que usan a la arista ei.
Como |Psi,ti | = |Ps,t| + 1 entonces psi + pti = ps + pt − 1, por lo que por hipótesis inductiva
Ki es un core set de T ′ ∩ Tsi,ti .

Luego, sea T ′′ =
⋃
ei∈E T

′ ∩ Tsi,ti . Por el Lema 1.10 tenemos que K es un core set para
T ′′. Veamos que T ′′ es un core set para T ′.

Si |A| < 2k, entonces toda tarea en T ′ utiliza alguna arista de E, por lo que T ′ = T ′′ y
concluimos.

Si |A| = 2k, entonces sea S = S1, ..., Sk una solución que cumpla con que S \ T ′ = S \ T ′
y minimice |S ∩ (T ′ \ T ′′)|.

Supongamos que |S ∩ (T ′ \ T ′′)| > 0, entonces existe una tarea Si ∈ T ′ \ T ′′. Como
Si no está en T ′′ entonces no utiliza aristas de E. Dado que todas las tareas utilizan a lo
más 2 aristas de E entonces existen a lo más 2(k − 1) tareas de A con aristas fuera de
Ps,t intersectadas por alguna tarea de S, y por tanto existe una tarea T ′ ∈ A que no es
intersectada fuera de Ps,t. Con ello tenemos que S − Si + T ′ es solución factible, pero

|S − Si + T ′ ∩ (T ′ \ T ′′)| = |S ∩ (T ′ \ T ′′)| − 1,

lo que es una contradicción. Concluimos que S ∩ T ′ ⊆ T ′′, por lo que T ′′ es un core set de
T ′ y por el Lema 1.11 tenemos que K es un core set para T ′.

Analicemos el tiempo usado por Akr.

Cada una de las instancias generadas tiene un camino Psi,ti que es una arista más largo
que Ps,t, por lo que psi + pti = ps + pt − 1. Una de las instancias será una hoja del árbol
de recursión solo si psi + pti = 0 . Cómo la profundidad inicial de T ′ es a lo más ps + pt, la
profundidad de la recursión es a lo más ps + pt.

El árbol de recursión cada nodo tiene a lo más 4k hijos y en cada hoja un core set usa
a lo más k tareas, tenemos que K es un core set para T ′ de tamaño a lo más (4k)ps+pt · k
computado en tiempo (4k)ps+pt · k ·O(n).

Ahora ocuparemos Akr para construir un algoritmo que nos permita construir un core set
para una parte más grande del problema. Para ello sea e = {s, t} una arista final de Ehs,
donde t es el extremo de e más cercano a la raíz, y T ′ un subconjunto de tareas con igual
demanda en T tal que cada tarea Ti ∈ T ′ solo usa a e y a ninguna otra arista de Ehs. Si
si u ∈ Hs entonces podemos construir un algoritmo Afin que calcule un core set para todas
las tareas en Ti ∈ T ′ tal que u ∈ V (Ti). Notamos que si u = s entonces el algoritmo podrá
computar un core set para todas las tareas de T e que sean de un mismo tamaño.

Antes de presentar este algoritmo, introduciremos algunos conceptos que nos serán de
ayuda en su formulación.
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Figura 1.5: Construcción de E en Afin. En rojo la arista final asociada.

Definición 1.13 Dado e ∈ Ehs, T e es el conjunto de tareas Ti ∈ T tal que Ehs∩E(Ti) = {e}.

En adelante diremos que una tarea Ti ∈ T e dobla en un vértice v si es que v es una hoja
del camino generado por las aristas de E(Ti) ∩ E?

hs.

Además, dados e una arista final y t el extremo de e más cercano a la raíz, diremos que el
nivel en e de un trabajo Ti ∈ T e es la mínima distancia entre t y el vértice v en el que dobla
Ti, y denotaremos le(Ti) a dicho valor. Durante esta sección asumiremos que las tareas de
T e = {T1, ..., T|T e|}, están ordenadas según su nivel en e, partiendo por aquellas que doblan
en un vértice más cercano a t, i.e. para cada par de tareas Ti, Tj ∈ T e con i < j se cumple
que le(Ti) ≤ le(Tj).

La idea tras el siguiente algoritmo es similar a la expuesta antes para Akr, con la sutil
diferencia que en este caso nos será relevante el orden de las aristas, por lo daremos una
cierta prioridad para la selección a las aristas que recorran menor parte del camino Pt,r.
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Afin(G, T ′, k, Ehs, e, u)

1. Inicializa el conjunto A = ∅, y siguiendo el orden de las tareas agrega Ti a A si es
que para cada tarea T ∈ A se cumple que E(T ) ∩ E(Ti) ⊆ Pt,r. Deja de agregar
tareas si es que A alcanza a tener 2k tareas.

2. Cada una de las tareas Ti usa una arista que cuelga del camino Pt,r, a la cual
llamaremos fi. Además, si u no es una hoja entonces Ti tiene una arista asociada
en δ↓(u), la cual llamaremos fi+|A|. Luego, si u es una hoja entonces define E =
{f1, . . . , f2|A|}, y en caso contrario E = {f1, . . . , f2|A|}.

3. Dado fj ∈ E define T ′j como el conjunto de tareas Ti ∈ T ′ tales que fj ∈ E(Ti).

4. Si fj es incidente a u y u′ es el otro extremo de fj, entonces calcula Kj =
Afin(G, T ′, k, Ehs, e, u′). Por el otro lado, si fj es incidente a V (Pt,r) y t′ es el otro
extremo de fj, entonces calcula Kj = Akr(G, T ′, u, t′).

5. Devuelve
K =

⋃
j∈{1,...,|E|}

Kj.

Lema 1.14 Sea e = {s, t} una arista final, donde t es el extremo de e más cercano a la raíz,
y sea u un vértice de Hs. Si T ′ ⊆ T e es un conjunto de tareas con igual demanda tal que
toda tarea Ti ∈ T ′ cumple que u ∈ V (Ti), entonces K = Afin(G, T ′, k, Ehs, e, u) es un core
set para T ′ de tamaño a lo más (4k)p+puk2 calculado en tiempo (4k)p+puk2 ·O(n).

Demostración. Antes de partir con la demostración notaremos que si fj es incidente a V (Pt,r)
y t′ es el otro extremo de fj, entonces T ′j = T ′∩Tu,t′ . En este caso gracias al Lema 1.12 tenemos
que Kj es efectivamente un core set para T ′j . Además, definiremos T ′′ =

⋃
j∈{1,...,|E|} T ′j , y

notamos que si para cada j ∈ {1, ..., |E|} el conjunto Kj es un core set para T ′j , entonces
gracias al Lema 1.9 tenemos que K es un core set para T ′′.

Veamos que T ′′ es un core set para T ′.

Si |A| < 2k entonces tendremos que para todo trabajo en T ∈ T ′ existe una arista fj ∈ E
tal que fj ∈ E(T ), por lo que T ′′ = T ′, y luego T ′′ es un core set para T ′.

Si |A| = 2k, entonces sea S ′ = {S1, ..., Sk} la solución de tamaño k tal que S ′ \T ′ = S \T ′
que minimiza |S ′ ∩ T ′ \ T ′′|.

Supongamos que existe una tarea Si ∈ S ′ tal que Si ∈ T ′ \ T ′′, y sea e′ la arista utilizada
por Si que cuelga de Ps,r. Notamos que cada tarea en S ′ intersecta a lo más dos aristas de
E, y que e′ /∈ E, ya que si e′ ∈ E entonces Si ∈ T ′′. Tenemos que:

• Si le(Si) > le(T2k) entonces Si usa a lo más una arista E. Se sigue que las tareas de S ′
intersectan a lo más 2k − 1 aristas de E, por lo que a lo más 2k − 1 tareas de A son
intersectadas fuera de Pt,r por tareas de S ′, por lo que existe una tarea Ti ∈ A ⊆ T ′′
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que no es intersectada por ninguna tarea de S ′ fuera de Ps,r. Cómo además

E(Ti′) ∩ Ps,r ⊆ E(Si) ∩ Ps,r,

concluimos que S = S \ Si + Ti′ es factible, pero entonces

|S ∩ T ′ \ T ′′| = |S ∩ T ′ \ T ′′| − 1,

lo que es una contradicción.
• Veamos ahora el caso en que le(Si) ≤ le(T2k). Como e′ /∈ E entonces Si no entró a A

porque intersecta a alguna tarea T ′ ∈ A fuera de Ps,r, lo que significa que Si tocaba una
arista e′′ ∈ E en δ↓(u) que estaba siendo utilizada por una tarea T ′ ∈ A, pero entonces
Si ∈ T ′e′′ ⊆ T ′′, lo que también es una contradicción.

Por lo que concluimos que S ′ ∩ T ′ ⊆ T ′′, por lo que T ′′ es un core set para T ′.

Demostraremos este lema por inducción en pu. Si pu = 0 entonces u es una hoja, y por
tanto E es un conjunto de aristas adyacentes a nodos de V (Pt,r). Ello nos dice que en el paso
4 el algoritmo siempre recurre a Akr para la construcción de los conjuntos Kj, por lo que K
es un core set para T ′′, y como T ′′ es un core set para T ′, el Lema 1.11 nos dice que K es
un core set para T ′. Además por el Lema 1.12 sabemos que el tiempo para construir Kj es
de (4k)p · k · O(n), por lo que K toma tiempo (4k)p · k2 · O(n). Con ello tenemos que en el
caso base se cumplen las condiciones requeridas.

Asumiendo que el enunciado se cumple para pu ≤ ` veamos que se cumple para pu = `+1.
Sea fj ∈ E. Ya vimos que si fj es una arista adyacente a un vértice de Pt,r entonces Kj

es efectivamente un core set para T ′j . En el otro caso, en que fj es adyacente a u y u′ es
el otro extremo de fj, tenemos que las tareas de T ′j cumplen que u′ ∈ T ′j . Cómo además
pu′ ≤ pu − 1 = ` entonces por hipótesis inductiva tenemos que Kj es un core set para T ′j .
Con ello para todo fj ∈ E el conjunto Kj es un core set para T ′j , y que por tanto K es un
core set para T ′′.

Repitiendo exactamente los mismos argumentos utilizados para el caso pu = 0 tendremos
que K es también un core set para T ′. Si fj es adyacente a un vértice de Pt,r entonces por el
Lema 1.12 sabemos que el tiempo para construir Kj es de (4k)p · k ·O(n). En caso contrario,
si fj es adyacente a u, entonces por hipotesis inductiva Kj toma tiempo

(4k)p+pu−1 · k2 ·O(n)

en ser construida. Concluimos que el tiempo de proceso para este caso está acotado por

2k · (4k)pk ·O(n) + 2k · (4k)p+pu−1k2 ·O(n) ≤ 4k · (4k)p+pu−1k2 ·O(n)

= (4k)p+puk2 ·O(n).

El siguiente lema generaliza el anterior resultado para el caso en que consideramos tareas
de diferentes demandas.
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Lema 1.15 Sean e ∈ Ehs una arista final y T ′ un subconjunto de tareas en T e. Si T ′` es el
conjunto de tareas en T ′ con demanda c` entonces

K =
⋃

`∈{1,...,d}

Afin(G, T ′` , e, s)

es un core set para T ′ de tamaño a lo más d(4k)2pk2 y calculado en tiempo d(4k)2pk2O(n).

Demostración. Gracias al Lema 1.14 tenemos que para cada ` ∈ {1, . . . , d} el conjunto

K` = Afin(G, T ′` , e, s)

es un core set para T ′` , donde |K`| ≤ (4k)2pk2 y el calculo de K` toma tiempo (4k)2pk2 ·O(n).

Concluimos gracias al Lema 1.9 que K es un core set T ′, el cual tiene tamaño acotado por
d(4k)2pk2 y es calculado por d usos del algoritmoAfin, lo que toma tiempo d(4k)2pk2·O(n).

1.4. Algoritmo para la resolución de UFT

Ahora tenemos las herramientas necesarias para mostrar nuestro algoritmo para resolver
UFT. Para ello, sean (G, T , k) es una instancia de UFT y Ehs un hitting set bueno de tamaño
a lo más 6k en el caso general. Gracias al Lema 1.7 asumiremos que la profundidad de los
árboles colgantes de (G,Ehs) es de a lo más (d + 1)k, y si D ⊆ {β, 2β, ..., dβ} entonces
asumiremos que la profundidad es de a lo más kd.

Antes de presentar este algoritmo introduciremos dos definiciones que nos ayudarán a
construir el algoritmo. La primera de ellos será la medida del problema, un valor que nos
ayudará a determinar la complejidad de una instancia, mientras que la siguiente es simple-
mente notación que denotará el como queda un grafo tras el fijar una de sus tareas como
parte de la solución.

Definición 1.16 Sea I = (G, T , k, Ehs) un cuarteto ordenado donde G un árbol con capa-
cidades en los arcos, T un conjunto de tareas, k un entero no negativo y Ehs un hitting set
bueno de (G, T , k). Diremos que la medida de I es µ(I) = k + |Ehs|.

Definición 1.17 Sea T ∈ T . Llamaremos G − T al grafo que tiene los mismos vértices y
aristas que G y en el cual la capacidad de cada arista e ∈ E(T ) es ce − d(T ) y para cada
arista e ∈ E \E(T ) es ce − d(T ). De manera intuitiva, G− T es el grafo G luego de fijar la
tarea T .
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AUFT(G, T , k, Ehs)

1. Si k = 0 entonces devuelve el conjunto vacío.

2. Si |Ehs| = 0 devuelve “Sin Solución”.

3. Elige una arista final e ∈ Ehs.

4. Calcula el conjunto K =
⋃
j∈{1,...,d}Afin(T e ∩ Tj), el cual es un core set para T e,

y adivina si es que existe alguna solución factible de tamaño k que tenga alguna
tarea en K.

• Si: En este caso adivina una tarea T ∈ K ∩ S y calcula S ′ = AUFT(G −
T, T −T,Ehs, k−1). Si S ′ es una solución de tamaño k−1 entonces devuelve
S ′ + T , y en caso contrario devuelve “Sin Solución”.
• No: Si no, entonces como K es un core set para T e tenemos que no hay

soluciones que ocupen tareas de T e, por lo que E ′hs = Ehs − e es un buen
hitting set de (G, T ). Luego, siguiendo el Lema 1.7 genera (G′, T ′) y devuelve
AUFT(G′, T ′, Ehs − e, k).

Teorema 1.18 Si (G, T , k) tiene solución entonces S = AUFT(G, T , k, Ehs) es una solución
factible de tamaño k cuyo cálculo toma tiempo

d
7k

(4k)7k·(2(d+1)k+1)k14k ·O(n2).

Además, si D ⊆ {β, 2β, ..., dβ} entonces el tiempo de proceso se reduce a

d
7k

(4k)7k·(2dk+1)k14k ·O(n2).

Demostración. Notamos que si k ≥ 1 y |Ehs| ≥ 1 entonces µ(I) ≥ 2, mientras que si µ(I) ≤ 1
entonces k = 0 o |Ehs| = 0. Además si en el paso 4 el algoritmo adivina Si entonces el cuarteto
ordenado generado I ′ = (G− T, T − T,Ehs, k − 1) tiene medida

µ(I ′) = k − 1 + |Ehs| = µ(I)− 1.

Por el contrario, si el algoritmo adivina No entonces el cuarteto ordenado generado I ′ =
(G′, T ′, Ehs − e, k) tiene medida

µ(I ′) = k + |Ehs − e| = µ(I)− 1.

Para correr este algoritmo sin adivinar generamos un árbol de recursión, en el cual cada
nodo tendrá una etiqueta con la instancia que representa. Para ello partiremos por generar
un nodo con la etiqueta I. Luego, para cada nodo en el árbol con etiqueta I = (G, T , k, Ehs)
si k ≥ 1 y |Ehs| ≥ 1 entonces calcula el core set K = {T1, ..., T|K|} for T e y genera

• Un hijo que represente el adivinar No, el que tendrá etiqueta (G′, T ′, Ehs − e, k′).
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• |K| ≤ d(4k)2p+1k2 hijos que representan adivinar si Si, donde el j-ésimo hijo representa
adivinar que la tarea Tj está en S, y por tanto tendrá etiqueta (G−Tj, T −Tj, Ehs, k−1).

Además, si k = 0 o |Ehs| = 0 entonces no genera hijos.

El objetivo de este árbol es dar una solución a cada instancia de cada etiqueta en el árbol,
partiendo por las hojas y subiendo hasta la raíz. Tenemos que para cada hoja la etiqueta
asociada tendrá k = 0 o |Ehs| = 0. Si k = 0 entonces marcamos la etiqueta con el conjunto
vacío, el cual es una solución factible para dicha etiqueta. Si |Ehs| = 0 y k ≥ 1, entonces como
k ≥ 1 cualquier solución para dicha etiqueta debe tener alguna tarea, pero como |Ehs| = 0
entonces |T | = 0, lo que significa que no hay tareas para escoger, por lo que concluimos que
no hay solución, y marcamos la etiqueta con “Sin Solución”.

Para un nodo interno v, si el hijo que representa al No está etiquetado con una solución
S ′, entonces S ′ es una solución factible de tamaño k, y marcamos la etiqueta de v con S = S ′.
Si no y el hijo que representa escoger la tarea Tj tiene su etiqueta marcada con una solución
S ′, entonces marcamos la etiqueta de v con S = S ′ + Tj.

Si ningún nodo hijo tiene una etiqueta marcada con una solución entonces eso significa
que no hay soluciones usando alguna tarea de K, pero K es un core set para T e, por lo que
no hay soluciones que usen tareas de T e. También, dado que el nodo hijo que representa al
No no tiene una solución marcada, significa que no hay soluciones que no tengan tareas de
T e, por lo que concluimos que no existe solución y marcamos la etiqueta del nodo con “Sin
Solución”.

Concluimos que la etiqueta de un nodo está marcada con “Sin Solución” si y solo si no
hay solución para la etiqueta marcada en la instancia.

Debido a que la instancia etiquetada en un nodo hijo de v tiene la medida de la instancia
etiquetada en v menos uno, y a que cualquier nodo cuya instancia etiquetada tenga medida
uno es una hoja, entonces la profundidad del árbol de recursión es a lo más µ(I) − 1. Aún
más, considerando que cada nodo tiene a lo más d(4k)2p+1k2 hijos, concluimos que el árbol
de recursión tiene a lo más (d(4k)2p+1k2)µ(I)−1 nodos.

Analicemos el tiempo que toma el algoritmo. En la creación del árbol, en cada nodo
tardamos d · (4k)2p+1k2 · O(n2) debido principalmente a la construcción del core set y a que
el reducir la profundidad de los árboles toma tiempo O(n2). Ello significa que el tiempo que
toma la construcción del árbol es de

(d(4k)2p+1k2)µ(I)−1 · (d(4k)2p+1k2)O(n) = (d(4k)2p+1k2)µ(I) ·O(n2).

Para marcar la etiqueta de cada nodo interno requerimos sólo ver las etiquetas de sus
hijos, y para marcar la etiqueta de una hoja usamos solo O(1). Concluimos que el tiempo
que toma marcar etiquetas es de

(d(4k)2p+1k2)µ(I)−1O(1).
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Por lo que concluimos que el tiempo de cálculo del algoritmo es de

(d(4k)2p+1k2)µ(I) ·O(n2) = (d(4k)2p+1k2)k+|Ehs| ·O(n2)

≤ (d(4k)2p+1k2)7k ·O(n2)

≤ d
7k

(4k)7k·(2p+1)k14k ·O(n2).

Cómo en el caso general asumimos que la profundidad está acotada por (d+ 1)k, entonces el
tiempo de proceso es de

d
7k

(4k)7k·(2(d+1)k+1)k14k ·O(n2).

Por el otro lado, si D ⊆ {β, 2β, ..., dβ} entonces d está acotado por dk, por lo que el tiempo
de proceso es de

d
7k

(4k)7k·(2dk+1)k14k ·O(n2).

1.5. Aumento de Recursos en UFT

El objetivo de esta sección es presentar un algoritmo que nos entregue una solución de
tamaño k, y que si viola alguna restricción, lo haga sólo por un pequeño margen.

Definición 1.19 Un conjunto de tareas S es factible bajo un aumento de recursos de factor
(1 + δ) si es que para toda arista e se cumple

∑
i : Ti∈S∩Te

dem(Ti) ≤ (1 + δ)ce.

i.e. la capacidad utilizada por S en dicha arista es a lo más (1 + δ)ce.

Para lograr nuestro objetivo, primero nos restringiremos al caso en que existe un k′ tal
que dmax ≤ k′dmin, que es lo mismo que decir que para toda tarea Ti ∈ T se cumple que
dem(Ti) ∈ [dmin, k

′dmin].
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Asra(G, T , k, δ)

1. Define α = δdmin/k.

2. Forma
T ′ = {T ′i | E(T ′i ) = E(Ti) y d′i = ddi/αeα}.

De manera intuitiva T ′ es T tras aproximar las demandas a múltiplos de α.
Las nuevos demandas d′i tienen un valor dentro del conjunto {α, 2α, ...,

⌈
k′k
δ

⌉
α} y

cumplen que di ≤ d′i < di + α.

3. Calcula un hitting set para (G, T ′) de tamaño a lo más 6k según el Lema 1.5.

4. Usando el algoritmo del Lema 1.7 sobre (G, T ′) genera G′, que es el grafo G
modificado para que la profundidad de cada árbol colgante sea acotada.

5. Devuelve AUFT(G′, T ′, Ehs, k)

Lema 1.20 Si k′ es tal que dmax ≤ k′dmin y existe solución factible S de tamaño k entonces
podemos encontrar una solución factible bajo un aumento de recursos de factor (1 + δ) de

tamaño al menos k en tiempo
⌈
k′k
δ

⌉7k
k
O(
⌈
k′k
δ

⌉
k2) ·O(n2).

Demostración. Si S es solución factible para las demandas originales, entonces en una arista
cualquiera e tendremos que

∑
i : Ti∈S∩Te

d′i ≤
∑

i : Ti∈S∩Te

(di + α)

=
∑

i : Ti∈S∩Te

di + α|S ∩ Te|

≤ ce + kα

= ce + δdmin

≤ (1 + δ)ce,

por lo que la solución original es una solución factible bajo un aumento de recursos de factor
1 + δ para el problema con las nuevos demandas.

Como el nuevo problema tiene a lo más
⌈
k′k
δ

⌉
demandas posibles y existe solución factible

de tamaño k, entonces el Teorema 1.18 nos dice que AUFT(G′, T ′, Ehs, k) es una solución de
tamaño k, la cual tarda en ser computada⌈

k′k

δ

⌉7k

(4k)
7k
(

2
⌈
k′k
δ

⌉
+1
)
k14k ·O(n2).

El lema anterior nos entrega una buena herramienta que utilizaremos para un algoritmo
que funcione independientemente de la demanda que tengan las tareas. Antes de continuar,
introduciremos algo de notación:
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J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8 J9 Jχ
· · ·

J
3
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J
3

2
· · · J

3

χ̄

Figura 1.6: Caso con k = j = 3, χ̄ =
⌈
χ−j−k
k+1

⌉
+ 1. En rojo los conjuntos Ji en B3.

• Dados k y δ definimos

Q =
k

δ
, k′ =

(
k

δ

)k
y χ =

⌈
ln dmax − ln dmin

lnQ

⌉
.

• Para ` ∈ {1, . . . , χ} definimos

J` =
{
Ti ∈ T | di ∈

[
dminQ

`, dminQ
`+1
)}
.

• Para j ∈ {1, . . . , k + 1} definimos

Bj =
⋃
`∈N

Jj+(k+1)`.

Notamos que dado un conjunto S de k tareas existe al menos un j ∈ {1, ..., k+ 1} tal que
S ∩Bj = ∅. Aprovecharemos esto para construir el algoritmo Ara, el cual adivinará el valor j
tal que S ∩ Bj = ∅, y calculará una solución factible bajo un aumento de recursos de factor
(1 + 2δ) para el problema en que eliminamos a Bj del conjunto de tareas T .

Para ello hará hasta k+1 iteraciones que representen cada opción de j ∈ {1, ..., k+1}. En
la iteración j-ésima, Ara generará conjuntos de tareas J jξ que serán la unión de k conjuntos Ji
de subíndices consecutivos que no contengan tareas de Bj, y luego generará una solución para
el problema restringido a dicho conjunto de tareas. Finalmente mezclará todas las soluciones
generadas. En la Figura 1.6 presentamos un esquema que esperamos de algo de intuición
sobre como son los conjuntos Bj y J jξ .
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Ara(G, T , k, δ)

1. Para j ∈ {1, . . . , k + 1}:

2. Para ξ ∈
{

0, . . . ,
⌈
χ−j−k
k+1

⌉
+ 1
}
:

3. Define
J jξ =

⋃
i∈{(ξ−1)·(k+1)+j+1,...,(ξ−1)·(k+1)+j+k}

Ji.

En otras palabras, J jξ alberga todas las tareas Ti ∈ T tal que

dem(Ti) ∈
[
dmin ·Q(ξ−1)(k+1)+j+1, dmin ·Q(ξ−1)(k+1)+j+1k′

)
.

Notamos que para cualquier ξ se cumple J jξ no contiene tareas de Bj.

4. Si Ijξ no es vacío, entonces calcula el mayor valor k tal que Asra(G, Ijξ , k, δ)

entrega una solución, y define Sjξ = Asra(G, Ijξ , k, δ).

5. Si
⋃ξ
i=1 S

j
ξ contiene al menos k tareas, entonces forma S̄ como un conjunto

de k tareas arbitrarias en
⋃ξ
i=1 S

j
ξ y devuelve S̄.

Lema 1.21 Si es que existe una solución factible S de tamaño k para (G, T ) entonces
Ara(G, T , k, δ) entrega un conjunto de tamaño k.

Demostración. Existe un j ∈ {1, ..., k + 1} tal que S no tendrá tareas de Bj. Si el algoritmo
no llega a su j-ésima iteración significa que ya entregó una solución de tamaño k. Si llega a la
j-ésima iteración entonces S ∩ J jξ será una solución factible para el subproblema restringido
a las tareas de J jξ , por lo que S ′ξ tendrá al menos |S ∩ Jξ| elementos. Eso significa que tras
revisar a lo más k valores distintos de ξ en que J jξ es no vacío el algoritmo llegará a generar
un S ′ de tamaño al menos k y generará un output S̄ de k elementos. Concluimos.

Lema 1.22 Ara entregará una solución factible bajo un aumento de recursos de factor (1+2δ).

Demostración. Para objeto de esta demostración, diremos que una tarea es de nivel ξ si es
que pertenece al conjunto J jξ . Definiremos además Dj = dminQ

j+1−(k+1), y notamos que si una
tarea T es de nivel i entonces dem(T ) ∈ [Dj, Djk

′). Llamaremos S̄ a la solución entregada
por Ara.

Sea e una arista cualquiera del grafo y sea i es el número más grande tal que existe alguna
tarea en S̄ ∩ J ji ∩ Te. La demanda de dicha tarea es al menos DjQ

i(k+1), y por tanto ce es al
menos Qi(k+1)Dj. La capacidad utilizada por cualquier tarea de S̄ que sea de nivel menor a
i es menor a Q(i−1)(k+1)Djk

′ = Q(i−1)(k+1)+kDj, y como en total hay menos de k tareas en S̄
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de nivel menor a i, entonces la capacidad utilizada por dichas aristas es menor a

kQ(i−1)(k+1)+kDj = δQ(i−1)(k+1)+k+1Dj = δQi(k+1)Dj ≤ δce.

Además por el Lema 1.20 sabemos capacidad utilizada en S̄ ∩ J ji ∩ Te es a lo más (1 + δ)ce,
por lo que en total la capacidad usada por dicha arista es a lo más (1 + 2δ)ce.

Teorema 1.23 Si es que existe una solución factible S de tamaño k, entonces Ara entregará
una solución de tamaño k factible bajo un aumento de recursos de factor (1 + 2δ) en tiempo

k
O
(
( kδ )

k+1
k2
)
·O(n2).

Demostración. Los lemas 1.21 y 1.22 nos dicen que Ara entregará una solución de tamaño k
factible bajo un aumento de recursos de factor (1 + 2δ). Además, como encontrar soluciones
para los subproblemas toma tiempo⌈

k′k

δ

⌉7k

(4k)
7k
(

2
⌈
k′k
δ

⌉
+1
)
k14k ·O(n2)

usando el algoritmo de 1.20, y en cada iteración usaremos dicho algoritmo para a lo más k
conjuntos de tareas, entonces cada iteración toma tiempo⌈

k′k

δ

⌉7k

(4k)
7k
(

2
⌈
k′k
δ

⌉
+1
)
k14k+1 ·O(n2),

y como el algoritmo realiza a lo más k + 1 iteraciones, entonces el tiempo de proceso de Ara

es de⌈
k′k

δ

⌉7k

(4k)
7k
(

2
⌈
k′k
δ

⌉
+1
)
k14k+2 ·O(n2) =

⌈
k

δ

⌉7k(k+1)

(4k)
7k
(

2
⌈
k′k
δ

⌉
+1
)
k14k+2 ·O(n2)

=

⌈
k

δ

⌉7k(k+1)

(4k)
7k
(

2d kδ e
k+1

+1
)
k14k+2 ·O(n2)

=

(
k

δ

)O(k2)

kO(( k
δ

)k+1k2) ·O(n2)

= kO(( k
δ

)k+1k2) ·O(n2).
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Capítulo 2

Algoritmo de Aproximación para UFT

El objetivo de esta sección será formar un algoritmo FPT 5-aproximado para este pro-
blema, esto es un algoritmo que entregue una solución que tenga tamaño al menos k/5 o
diga que no existe una solución de tamaño k en tiempo f(k)nO(1), donde f(·) es una fun-
ción computable, y que a diferencia de las secciones anteriores no tenga dependencia de la
demanda que tienen las tareas.

Por ello construiremos un algoritmo que reciba como entrada al grafo G, el conjunto de
tareas T , un valor k y un hitting set bueno Ehs de tamaño a lo más 6k. Recordamos que por
el Lema 1.5 podemos computar un hitting set bueno en tiempo nO(1).

Notamos que al eliminar las aristas de Ehs separaremosG en |Ehs|+1 componentes conexas
C1, ..., C|Ehs|+1. Además si u ∈ V (E?

hs), y {u, v} es la unica arista que cuelga de u, entonces
llamaremos H ′u al grafo que es la unión del árbol colgante Hv con la arista que cuelga {u, v}.
Recordamos que decimos T dobla en un vértice v si es que v es una hoja del camino generado
por las aristas de E(Ti)∩E?

hs. En la Figura 2.1 hay un ejemplo de los procesos mencionados
en este párrafo, donde encerrada está cada componente Ci ∈ {C1, ..., C|Ehs|+1}, y se muestra
un grafo H ′u.

La idea tras el siguiente algoritmo es adivinar características de una solución S que sea
factible y de tamaño k. Más en específico, hace adivinanzas sobre la ubicación de los vértices
en que dobla la tarea de menor demanda de S, a la cual llamaremos S1. Por ello llamaremos
ws y wt a los vértices en que dobla S1.
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r

u
H

′

u

Figura 2.1: Figura 1.3 tras la eliminación de aristas rojas.

Aaprox(G, T , Ehs, k)

1. Si dk/5e = 1 entonces selecciona cualquier tarea factible y la entrega como output.
Si no existiese dicha tarea, entonces devuelve “Sin Solución”.

2. Adivina los valores a, b ∈ {1, ..., |Ehs| + 1} tales que ws ∈ Ca y wt ∈ Cb. Llama
es a la arista de E(S1) ∩Ehs más cercana a ws, vs al vértice de es más cercano a
ws, y hace las definiciones análogas de vt y et respecto a wt.

3. Elige T1 como el trabajo de menor demanda que cumpla con que sus extremos
están en Ca y Cb. Fija i = 1 y llama s′1 al vértice en el que dobla T1 en Ca y t′1
al vértice en el que dobla en Cb.

4. Adivina si es que ws es más cercano a s que s′i y al mismo tiempo wt es más
cercano a t que t′i.
• No: En este caso asigna T̄ = Ti y continúa con el paso 6.

• Si: En este caso selecciona una tarea Ti+1 que sea la de menor demanda entre
las que tienen sus extremos en Ca y Cb y doblan en vértices más cercanos
a s y t que s′i y t′i respectivamente. Llamara s′i+1 y t′i+1 a los vértices en los
que doblan respectivamente. Fija i = i + 1, y si i ≤ 2k entonces vuelve a
realizar el paso 4.

5. En el set de tareas {T1, ..., T2k} todas tienen demanda menor o igual que S1

y doblan en distintos vértices. Tenemos que existe i tal que H ′si y H ′ti no son
utilizadas por ninguna tarea de S, por lo que el algoritmo adivina el valor de i,
y asigna T̄ = Ti.

6. Calcula S ′ = Aaprox(G− T̄ , T − T̄ , k−5), y Si S ′ es una solución de tamaño k−5
entonces devuelve S ′ + T̄ , y en caso contrario devuelve “Sin Solución”.
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ws

us

ut

wt

et
vt

H
′′

us

H
′

ut

T̄1
S1

us

vs vt

utE(T̄ ) ∩H
′

us E(T̄ ) ∩H
′

ut
E(T̄ ) ∩ Pvt,ut

E(T̄ ) ∩ Pus,ut

E(T̄ ) ∩ Pus,vs

Figura 2.2: Dibujo del caso en que T̄ es producido tras una respuesta No. En la parte inferior
del dibujo se puede apreciar la división de T̄ en 5 partes.

Podemos notar que en el paso 3 la demanda de T1 está acotada por la demanda de S1,
pues S1 es una de las tareas en el conjunto de tareas sobre el cual estamos minimizando y T1

es la tarea de menor demanda entre todas las opciones. También podemos seguir el mismo
argumento para ver que la demanda de Ti está acotada por la demanda de S1 en el paso 3 Si.

Lema 2.1 Si S es una solución factible de tamaño k entonces existe un conjunto Q ⊂ S de
a lo más 5 tareas tal que S \Q es una solución factible para (G− T̄ , T − T̄ , k − 5).

Demostración. Sean us el vértice en que dobla T̄ en Ha y ut el vértice en que dobla T̄ en
Hb. Nuestra estrategia será mostrar que todas las aristas de T̄ que sean utilizadas por alguna
tarea de S son utilizadas por un conjunto Q ⊂ S de 5 tareas. Para ello, dividiremos las aristas
de T̄ en 5 partes: T̄ ∩Hus , T̄ ∩ Pus,vs , T̄ ∩ Pvs,vt , T̄ ∩ Pus,vs y T̄ ∩Hut .

Definiremos algunos trabajos especiales de S que nos ayudarán en nuestro objetivo. Sean:

• Ss,1 el trabajo de S que maximiza |E(Ss,1) ∩ E(T̄ ) ∩H ′us|.
• St,1 el trabajo de S que maximiza |E(St,1) ∩ E(T̄ ) ∩H ′ut |.
• Ss,2 el trabajo en S tal que us ∈ V (Ss,2) y que maximiza |E(Ss,2) ∩ Pus,s|.
• Ss,3 el trabajo de S tal que s ∈ V (Ss,3) y que maximiza |E(Ss,3) ∩ Pus,s|.
• St,2 el trabajo en S tal que ut ∈ V (St,2) y que maximiza |E(St,2) ∩ Put,t|.
• St,3 el trabajo de S tal que s ∈ V (St,3) y que maximiza |E(St,3) ∩ Put,t|.

Las aristas en Pus,s utilizadas por alguna tarea de S son todas utilizadas por Ss,2 o Ss,3,
ya que si una arista e de dicho camino fuera utilizada por una tarea Si entonces dicha tarea
debe cumplir que s ∈ V (Si) o us ∈ V (Si). Si s ∈ V (Si) entonces Ss,3 también utiliza a e,
pues Ss,3 es la tarea que maximiza |Ss,3 ∩E(Pus,s)|. Por un argumento idéntico tenemos que

33



si us ∈ V (Si) entonces también utiliza a e. Podemos argumentar de manera análoga para ver
que las aristas en Put,t utilizadas por alguna tarea de S son todas ocupadas por St,2 o St,3.

Además las aristas en H ′us utilizadas por alguna tarea de S y por T̄ son todas utilizadas
por Ss,1, pues es la tarea de S que maximiza |Ss,1 ∩ E(T̄ ) ∩H ′us|. Finalmente las aristas de
Ps,t son siempre utilizadas por S1.

Si T̄ fue asignado tras 2k respuestas Sí, entonces eso significa que existe un i tal que H ′us
y H ′ut no son utilizados por ninguna tarea de S y además Ti utiliza aristas de H ′si y H

′
ti
. Por

ello en este caso definimos Q = {Ss,3, Ss,2, S1, St,3, St,2}. Vemos que:

• Las aristas en H ′us no son utilizadas por ninguna tarea de S,
• las aristas en Pus,s que son utilizadas por alguna tarea de S son siempre utilizadas por
{Ss,3, Ss,2},
• las aristas de Ps,t son utilizadas por S1.
• las aristas en Put,t que son utilizadas por alguna tarea de S son siempre utilizadas por
{St,3, St,2}, y
• las aristas en H ′ut no son utilizados por ninguna tarea de S.

Concluimos que en este caso todas las aristas de T̄ que sean utilizadas por una tarea de S
son utilizadas por una tarea de Q.

Si es que T̄ fue asignado después de una respuesta No, significa que para algún c ∈ {s, t}
se cumple que T̄ dobla en un vértice en V ′ec igual o más cercano que S1 a ec. Por ello, si c = s
definimos Q = {Ss,1, S1, St,2, St,3, St,1}. Luego tenemos que:

• Las aristas en H ′us utilizadas por alguna tarea de S son utilizadas por Ss,1.
• Las aristas en Pus,s que son utilizadas por S1 .
• Las aristas en Ps,t son utilizadas por S1.
• Las aristas en Put,t que sean utilizadas por alguna tarea de S son siempre utilizadas

por {St,3, St,2} .
• Las aristas en H ′ut utilizadas por alguna tarea de S son utilizadas por Ss,1.

Por lo que también en este caso todas las aristas de T̄ que sean utilizadas por una ta-
rea de S son utilizadas por una tarea de Q. Además si c = t nos basta con definir Q =
{Ss,1, Ss,2, Ss,3, S1, St,1}, y podemos probar de manera análoga el mismo resultado para este
caso.

Juntando todo, tenemos que en los 3 casos posibles cómo S1 es la tarea de menor demanda
de S y T̄ es de demanda menor o igual que S1 entonces S −Q+ T̄ es una solución factible.
Con ello, es directo que S −Q es una solución factible para (G− T̄ , T − T̄ , k − 5).

Lema 2.2 Si exista una solución S para (G, T ) que sea factible y de tamaño k, entonces
Aaprox(G, T , Ehs, k) es una solución factible de tamaño al menos k/5.
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Demostración. Realizaremos esta demostración por inducción en dk/5e. Si dk/5e = 1 en-
tonces el algoritmo entregará una tarea cualquiera, i.e una solución de tamaño 1. Para el
paso inductivo tenemos que por hipótesis inductiva Aaprox entregará una solución de tamaño
d(k − 5)/5e al recibir (G−T̄ , T −T̄ , k−5), y como al recibir (G, T , k) entregará como solución

T̄ +Aaprox(G− T̄ , T − T̄ , k − 5),

entonces la solución entregada tiene tamaño d(k − 5)/5e+ 1 = dk/5e, y concluimos.

Lema 2.3 El algoritmo Aaprox toma tiempo kO(k)O(n) +O(m logm).

Demostración. Para correr este algoritmo sin adivinar generamos un árbol de recursión, en
donde cada nodo tendrá una etiqueta con la instancia del problema que dicho nodo representa,
y luego iremos marcando cada etiqueta con la solución correspondiente. Antes de realizar
dicho proceso ordenará las tareas de T según su demanda.

Para la construcción del árbol de recursión partirá por generar un nodo con la etiqueta
I. Luego, para cada nodo en el árbol con etiqueta I ′ = (G′, T ′, Ehs, k′), si k′ ≤ 4 no genera
hijos, mientras que si k′ ≥ 5 entonces cada hijo del nodo representa una configuración de
respuestas en los pasos 2, 4 y 5 del algoritmo, las cuales llevan a distintas selecciones de T̄ ,
las cuales detallamos a continuación:

• En el paso 3 existen (6k + 1) · (6k)/2 opciones para el par a, b ∈ {1, ..., |Ehs|+ 1}.
• En el paso 4 lo único que necesitamos adivinar es la cantidad de respuestas No, las

que pueden variar entre 0 y 2k, por lo que existen 2k + 1 opciones de sucesiones de
respuestas Si/No en dicho paso.
• En el paso 5 existen 2k opciones de elección de tareas en este paso, pero sólo llegamos

a él si en el paso 4 hubo 4 respuestas no.

Concluimos que entre los pasos 4 y 5 hay 4k opciones posibles: 2k correspondientes a que
haya entre 0 y 2k − 1 respuestas No, y 2k correspondientes al caso con 2k respuestas No.
Con ello tenemos que en total cada nodo tiene (6k + 1) · (3k) · 4k = 12k2 · (6k + 1) = O(k3)
hijos.

Además, cada hijo tendrá un valor buscado 5 unidades menor que el del padre, y como
los nodos etiquetados con instancias con k ≤ 5 serán hojas del árbol de recursión, tenemos
que la profundidad del árbol está acotada por dk/5e entonces la profundidad del árbol será
de a lo más dk/5e. Concluimos que la cantidad de nodos del árbol está acotada por

[12k2 · (6k + 1)]dk/5e.

La generación de etiquetas de cada nodo, i.e. encontrar la tarea T̄ correspondiente y
generar la instancia (G− T̄ , T − T̄ , k− 5), toma tiempo O(m). Gracias a ello tenemos que el
tiempo total en la construcción del árbol de recursión es de

[12k2 · (6k + 1)]dk/5eO(m).
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Para las hojas marcar una solución para su etiqueta no es más que elegir la tarea de menor
demanda entre las tareas que respetan las restricciones, lo cual toma tiempo O(m), mientras
que para un nodo interno del árbol basta con ver si alguno de los nodos hijos tiene alguna
solución S ′, y si ese nodo está asociado con T̄ , entonces marcar el nodo con S = S ′ + T̄ ,
para lo cual basta con revisar los nodos hijos. Con ello, cada nodo es revisado dos veces en
el proceso de marcado de etiquetas, por lo que el tiempo de marcado es de

[12k2 · (6k + 1)]dk/5eO(m).

Concluimos que el tiempo de proceso de Aaprox es de

kO(k)O(m) +O(m logm).

Teorema 2.4 El algoritmo Aaprox es un algoritmo FPT 5-aproximado para UFT.

Demostración. Directo de los lemas 2.2 y 2.3.

36



Parte II

Stackelberg MST Completo
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Definición y antecedentes

En los Juegos de Stackelberg hay dos jugadoras, una líder, y una seguidora. La líder
toma una decisión, y luego la seguidora sabiendo la decisión de la líder elige que hacer. Este
tipo de juegos ha sido ampliamente estudiado por la Teoría de Juegos y resulta de gran
importancia debido a sus aplicaciones al estudio de mercados en que una firma tiene una
posición dominante sobre otra.

En el caso de Stackelberg MST, en adelante StackMST, tendremos un grafo G = (V,E)
donde E es la unión de un conjunto R de aristas rojas, las cuales forman un árbol generador
de G, y un conjunto B de aristas azules. Sobre este grafo dos jugadoras, una roja y una
azul, realizan los siguientes pasos: la jugadora roja parte definiendo los precios de sus aristas,
y luego la jugadora azul define el precio de las suyas, sabiendo ya el precio definido por la
jugadora roja. Posteriormente un ente externo compra un árbol generador de costo mínimo
T de todo el grafo, y cada jugadora recibe como utilidad el valor de las aristas en T que son
de su color.

En este trabajo nos reduciremos a estudiar qué precios debería definir la jugadora azul
sobre sus aristas con tal de obtener la mayor utilidad posible, donde además asumiremos que
para cada par de vértices distintos en V existe al menos una arista en E adyacente a ambos
vértices. A esta versión del problema le llamaremos StackMST completo, ya que G en este
caso contiene un grafo completo.

El caso general de StackMST es NP-difícil incluso cuando el grafo es planar [5], y APX-
difícil incluso cuando hay solo dos precios posibles para las aristas rojas [4]. Se conocen algo-
ritmos de aproximación con una garantía de aproximación de mı́n{k, 1 + log(b), 1 + log(W )},
donde k es el número de precios distintos de aristas rojas, b es la cantidad de aristas azules,
y W es la máximo razón entre precios de aristas rojas [4].

Para StackMST completo se conoce una 7/4+ε aproximación [3], y un algoritmo polinomial
para cuando el grafo es planar y de treewidth acotado [5], pero aún se desconoce si StackMST
completo está en P o si es posible la construcción de un PTAS para el mismo.
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Capítulo 3

Formalización y análisis de las soluciones.

El objetivo fundamental de este capítulo es el de dar mayor estructura al problema, la que
nos ayudará con el trabajo de los siguientes capítulos. Partimos formalizando el problema e
introduciendo los conceptos básicos que guiarán el análisis. Luego mostramos algunos peque-
ños ejemplos que esperamos sirvan para acercar de mejor forma al lector a este problema.
Continuamos con un análisis de las soluciones óptimas, la que nos permitirá definir propie-
dades útiles presentes en las algunas soluciones óptimas, y definir también aristas rebeldes
las que concentrarán nuestra atención en siguientes capítulos. Finalizamos con dos lemas que
explicitarán características estructurales más complejas de las soluciones óptimas.

3.1. Formalización

En esta sección partiremos por formalizar la operación de poner precio a las aristas azules,
para luego mostrar que podemos acotar los pricings a a estudiar. En particular, veremos que
nos basta con considerar el caso en que las aristas azules tienen precios que estén en el
conjunto de precios asignados a las aristas rojas.

Antes de partir con la jugadora azul, necesitamos formalizar la jugada de la jugadora roja.

Definición 3.1 Un pricing rojo es una función r : E → R+ ∪ {+∞}, donde r(e) es finito
para toda arista roja e ∈ R, y r(e) = +∞ para toda arista azul e ∈ B.

Definición 3.2 Dado un pricing rojo r definiremos Cr = {c1, c2, ..., ck} como el conjunto de
precios distintos de las aristas rojas bajo r, donde se cumple que 0 < c1 < c2 < . . . < ck. En
caso de no prestarse a confusión, escribiremos solo C.

Luego, podemos definir una jugada para la jugadora azul que respete las condiciones dadas
por la jugadora roja.
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Definición 3.3 Un pricing para una instancia (G, r) es una función p : E → R+ ∪ {+∞},
donde p(e) = r(e) para toda arista roja e ∈ R.

Dado un pricing p, el MST T será calculado usando el algoritmo de Kruskal, el cual dado
un orden de las aristas {e1, ..., en} tal que si i < j entonces p(ei) ≤ p(ej), crea (V, T ) un
bosque donde todos los vértices son aislados y T es un conjunto de aristas vacío. Luego,
siguiendo el orden de las aristas, si es que T + ei no tiene ciclos entonces agrega ei a T .

Definición 3.4 La utilidad obtenida por la jugadora azul cuando utiliza un pricing p corres-
ponde a U(p) = p(B ∩ T ), donde T es el MST de G generado por Kruskal para los precios
de las aristas bajo el pricing p.

Asumiremos que el orden seguido por Kruskal da prioridad a las aristas azules, es decir,
si ei es una arista azul, ej es una arista roja y p(ei) = p(ej) entonces i < j. Si para algún par
de aristas esto no fuera así entonces se podría bajar el precio de la arista azul en ε y obtener
lograr dicho objetivo, sólo perdiendo ε de utilidad.

La siguiente definición mostrará cierto tipo de pricings que por sus características nos
permitirán trabajar de mejor manera con ellos, mientras que el lema que le sigue mostrará
que de hecho siempre podemos restringirnos a estudiar dicho tipo de pricings.

Definición 3.5 Diremos que un pricing es simple si las aristas azules de valor finito están
incluidas en todo MST asociado al pricing y además se cumple que p : E → C ∪ {+∞}.

Lema 3.6 Podemos restringir el conjunto de pricings óptimos de StackMST a los pricings
simples.

Demostración. Sea T el MST generado para un pricing dado p. Si e ∈ B\T entonces podemos
aumentar el precio p(e) a +∞ sin modificar la utilidad obtenida por p. Con ello obtenemos
un pricing en el cual las aristas azules fuera de T tienen precio infinito, i.e. un pricing simple.

Por otro lado, si e ∈ T y p(e) /∈ C entonces sea ci el menor precio de C que es mayor
que p(e). Podemos aumentar el precio de todas las aristas f tales que p(e) ≤ p(f) < ci a ci.
Con ello, se sigue cumpliendo que el p(ei) ≤ p(ej) si i < j, por lo que al entregarle el orden
original de las aristas y el nuevo pricing al algoritmo de Kruskal, nos entregará el mismo MST
T que el definido originalmente, pero como el precio de al menos una de las aristas aumentó,
entonces también aumentó la utilidad obtenida, lo que es una contradicción con el que p sea
óptimo. Concluimos.
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Ejemplo previo

Con tal de ganar intuición sobre este problema, antes de seguir con las definiciones del
problema, analizaremos la instancia mostrada en la Figura 3.1. En este caso el definir un
pricing óptimo corresponde a definir qué aristas azules fijar a precio c1, cuáles fijar a precio
c2 y qué aristas no usar. Además debemos considerar que cualquier MST usará solo 5 aristas,
por lo que no vale la pena poner precio a más que dicho número de aristas azules, y podemos
considerar algunos pricings cómo equivalentes entre si gracias a las simetrías del problema.
Estas características nos permitirán limitar el número de opciones a considerar.

c1

c1

c1

c2 c2

Figura 3.1: Instancia de 5 aristas. En la figura sólo se muestran las aristas rojas, las aristas
azules corresponden al complemento de las rojas en el grafo completo.

Partiremos por estudiar el caso en que c2 = 4c1. En este caso el lector podrá ver por
inspección que la solución óptima solo tendrá dos aristas, las cuales tendrán precio c2. Además
podemos ver que existen multiples formas de elegir estas 2 aristas azules de precio c2.

c1

c1

c1

c2 c2

c2 c2

(a)

c1
c1

c1

c2 c2

c2 c2

(b)

c1

c1

c1

c2 c2

c2

c2

(c)

Figura 3.2: Tres soluciones óptimas para el caso c2 = 4c1 con utilidad 2c2. Las aristas anchas
corresponden a aquellas que forman parte de T .

Pero también podemos notar que todas estas soluciones tienen una estructura similar. ¿A
qué nos referimos con esto? Bueno, a que básicamente en las 3 soluciones el MST generado
consiste en 3 aristas rojas de precio c1, seguido de 2 aristas azules de precio c2.

De manera similar podemos encontrar las soluciones para los casos en que c2 = 2,5c1 y
c2 = 1,5c1; las cuales se encuentran graficadas en las figuras 3.3 y 3.4.

Aquí podemos notar que la estructura de los MST asociados a las soluciones cambian de
manera importante según el precio. En el caso en que c2 = 2,5c1 las soluciones cuentan con 3
aristas azules de precio c1, 1 arista roja de precio c1, y 1 arista azul de precio c2, mientras que
en el caso en que c2 = 1,5c1 la solución cuenta solo con 5 aristas rojas de precio c1. Con ello,
podemos ver las soluciones óptimas dependerán fuertemente de C, pero también podemos
notar que para un precio fijo muchas soluciones óptimas parecen tener bastante en común.
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c1
c1

c1

c2 c2

c2

c1

c1

c1

(a)

c1
c1

c1

c2 c2

c2

c1

c1

c1

(b)

c1

c1

c1

c2 c2

c2

c1

c1

c1

c1

(c)

Figura 3.3: Tres soluciones óptimas para el caso c2 = 2,5c1 con utilidad 3c1 + c2. Las aristas
anchas corresponden a aquellas que forman parte de T .

c1
c1

c1

c2 c2

c1

c1

c1

c1

c1

c1

(a)

c1
c1

c1

c2 c2

c1

c1

c1

c1

c1

c1

(b)

c1

c1

c1

c2
c2

c1

c1

c1

c1

c1

c1

(c)

Figura 3.4: Tres soluciones óptimas para el caso c2 = 1,5c1 con utilidad 5c1. Las aristas anchas
corresponden a aquellas que forman parte de T .

Subgrafos importantes

Tras los anteriores ejemplos, ya nos encontramos con la posibilidad de dar cierta formalidad
a esta similitud que presentaban algunas de las soluciones de una misma instancia. Para ello
partimos por introducir los siguientes conceptos:

Definición 3.7 Llamaremos Ri al conjunto de aristas rojas de precio a lo más ci. Además,
dado un pricing p llamaremos Bp,i al conjunto de aristas azules e tales que p(e) ≤ ci, y Gp

i,j

al grafo (V,Bp,i ∪Rj).

Los subgrafos Gp
i,j serán fundamentales para nuestro análisis de las soluciones. Por ello,

llamaremos

• cc(Ḡ) al número de componentes conexas de un grafo Ḡ, y

• C(v, p, i) a la componente de Gp
i,i que contiene al vértice v. Si e es de precio a lo más

ci entonces llamaremos C(e, p, i) a la componente de Gp
i,i que contiene ambos extremos

de e.

Además, en la construcción o modificación de un pricing p diremos que agregamos una arista
a Bp,i cuando fijamos a dicha arista un precio ci. Además diremos que una componente C
genera a una arista e si es que los extremos de e son parte de los vértices de C.
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3.2. Estructura Laminar

Dado un pricing p, podemos imaginar un grafo que se va construyendo por etapas. En la
primera etapa agregamos las aristas azules de precio c1 y generamos el grafo Gp

1,0, y luego
agregamos las aristas rojas de precio c1, generando Gp

1,1. En la segunda etapa agregamos las
aristas azules de precio c2 seguidas de las aristas rojas de precio c2, y así continuamos hasta
terminar de agregar las aristas. El proceso se grafica mediante un ejemplo en la Figura 3.5.

c1

c1

c1

(a) Gp
1,0

c1
c1

c1
c1

c1

c1

(b) Gp
1,1

c1
c1

c1

c2

c1

c1

c1

(c) Gp
2,1

c1
c1

c1

c2 c2

c2

c1

c1

c1

(d) Gp
2,2

Figura 3.5: Contrucción por etapas de la Figura 3.3a.

Podemos notar que a medida que vamos agregando aristas al grafo vamos uniendo distintas
componentes. Para visualizar mejor esto, en la Figura 3.6 mostramos como se ven las distintas
componentes de los grafos Gp

1,0, luego las componentes de Gp
1,1 junto a las de Gp

1,0, y así
continuaremos.

c1

c1

c1

(a) Gp
1,0

c1

c1

(b) Gp
1,1

c1

c1

c2

(c) Gp
2,1

c1

c1

c2

(d) Gp
2,1

Figura 3.6: Componentes de las subfiguras de la Figura 3.5.
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En la Figura 3.6a se pueden ver las componentes de Gp
1,0 rodeadas en gris. En 3.6b se

suman también las componentes de Gp
1,1 en negro. Luego iteramos la misma idea, en gris

las componentes tras agregar las aristas azules de precio c2, y en negro el como quedan tras
agregar las rojas del mismo precio.

Podemos ver que para cualquiera de las etapas consideradas en la figura, el grafo se
particiona en componentes conexas, los cuales en las siguientes etapas se van uniendo entre
ellos. Para aprovechar y entender mejor esto es que introduciremos los siguientes conceptos.

Definición 3.8 Un multiconjunto L de subconjuntos de V es laminar si

∀X, Y ∈ L : X ∩ Y 6= ∅ ⇒ X ⊆ Y ∨ Y ⊆ X.

Definición 3.9 Dado un grafo G′ = (V ′, E ′), comp(G′) es la partición de V ′ dada por las
componentes conexas de G′. Además, diremos que dos grafos G1 y G2 tienen las mismas
componentes si comp(G1) = comp(G2).

Definición 3.10 Sean P y Q dos particiones de V . Diremos que Q es más gruesa que P,
denotado por P v Q, si todo conjunto en Q es unión de conjuntos de P. La relación v define
un orden sobre las particiones de V .

Notemos que cada componente de Gp
i,i es la unión de componentes de Gp

i,i−1, es decir,
comp(Gp

i,i) es más gruesa que comp(Gp
i,i−1). De la misma forma comp(Gp

i+1,i+1) es más gruesa
que comp(Gp

i,i−1), y podemos extender este razonamiento para concluir que

Gp
1,0 v Gp

1,1 v Gp
2,1 v Gp

2,2 v Gp
3,2 · · · v Gp

N,N .

Además, dado
L = comp(Gp

1,0 ∪G
p
1,1 ∪G

p
2,1 ∪G

p
2,2 ∪ ... ∪G

p
N,N),

sean X e Y dos conjuntos distintos en L. Si X e Y pertenecen a la misma partición entonces
como son distintos deben ser disjuntos. Si pertenecen a distintas particiones, entonces por el
parrafo anterior tenemos que una partición debe ser más gruesa que la otra, por lo que si Y
es el conjunto que pertenece a la partición más gruesa, entonces o bien Y contiene a X, o
bien Y es disjunto de X. Concluimos por tanto que L es laminar.

Observación: Si p es un pricing para (G, r) entonces Gr
i,i v Gp

i,i.

Podemos observar que si bien en la Figura 3.3 para un c2 fijo mostramos tres soluciones
distintas, todas ellas tienen una estructura laminar muy similar. Y es que muchas veces no nos
importa tanto el detalle del precio de cada arista, sino que nos basta con saber la estructura
laminar de las soluciones.
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Es más, si dado un pricing p para (G, r), definimos

Lp = comp(Gp
1,1) ∪ comp(Gp

2,2) ∪ · · · ∪ comp(Gp
N,N) y

Lr = comp(Gr
1,1) ∪ comp(Gr

2,2) ∪ · · · ∪ comp(Gr
N,N),

uno de los principales resultados de esta tesis será mostrar que bajo ciertas condiciones existe
un pricing óptimo p tal que la estructura laminar Lp es igual a Lr.

3.3. Utilidad obtenida
Esta sección presenta cuatro lemas. El primero de ellos nos permite calcular la utilidad de

un pricing en función de sus componentes {Gp
j,j, G

p
j,j−1}j∈[N ].

Lema 3.11 Podemos calcular la utilidad de un pricing p en función del número de compo-
nentes conexas de los grafos {Gp

j,j, G
p
j,j−1}j∈[N ] mediante la siguiente fórmula

U(p) =
N∑
j=1

[cc(Gp
j−1,j−1)− cc(Gp

j,j−1)]cj.

Demostración. Dado un MST T asociado a un pricing p, la utilidad obtenida por el jugador
azul corresponde a la suma del precio de las aristas azules que son parte del MST. Podemos
notar que el número de aristas azules de precio cj que son parte de T está dado por

cc(Gp
j−1,j−1)− cc(Gp

j,j−1),

donde notamos que esta cantidad no depende de cual MST estemos eligiendo1. Por ello la
utilidad recibida por las aristas azules de precio cj es

[cc(Gp
j−1,j−1)− cc(Gp

j,j−1)]cj.

Concluimos que la utilidad total asociada a dicho pricing es en total

U(p) =
N∑
j=1

[cc(Gp
j−1,j−1)− cc(Gp

j,j−1)]cj,

independiente cual sea el MST asociado.

Gracias al Lema 3.11 podemos construir los tres lemas a continuación, en los cuales en-
tregamos herramientas que serán utilizadas durante el resto de esta parte de la tesis para
comparar la utilidad de dos pricings. Si bien los dichas herramientas son fundamentales, la
demostración misma de los lemas es principalmente de carácter técnico, y no aporta mayor
intuición para entender el problema ni los lemas de más adelante.

1Usando el supuesto que una arista azul se considera más liviana que una roja del mismo precio.
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Lema 3.12 Sean p y q dos pricings para (G, r). Si para todo j ∈ {1, ..., N} se cumple que:

• cc(Gq
j,j) ≥ cc(Gp

j,j) y
• cc(Gq

j,j−1) ≤ cc(Gp
j,j−1),

entonces la utilidad de q es mayor o igual a la de p. Si además existe algún i tal que alguna
de las 2 desigualdades se cumple de manera estricta para i entonces la utilidad de q es
estrictamente mayor que la utilidad de p.

Demostración. Utilizando la formula del Lema 3.11 tenemos que

U(p)− U(q) =
N∑
j=1

[cc(Gp
j−1,j−1)− cc(Gq

j−1,j−1) + (cc(Gq
j,j−1)− cc(Gp

j,j−1))]cj ≥ 0,

pues todos los sumandos son mayores o iguales a 0.

Si existiera alguna desigualdad estricta entonces uno de los sumandos sería estrictamente
positivo, y tendríamos que

U(p)− U(q) > 0.

Lema 3.13 Sean p y q dos pricings para (G, r). Si existe i ∈ {1, ..., N} tal que

• Para j < i se cumple que Bp,j = Bq,j.
• Se cumple que cc(Gq

i,i−1) < cc(Gp
i,i−1) y que comp(Gq

i,i) = comp(Gp
i,i).

• Para j > i se cumple que Bp,j \Bp,i = Bq,j \Bq,i

Entonces q tiene mayor utilidad que p.

Demostración. Si j < i entonces

Gp
j,j = Gq

j,j y Gq
j,j−1 = Gp

j,j−1,

y por tanto tenemos que

cc(Gp
j,j) = cc(Gq

j,j) y cc(Gq
j,j−1) = cc(Gp

j,j−1).

Por otro lado, si j > i, entonces como las componentes de Gp
i,i son las mismas de Gq

i,i y
Bp,j \Bp,i = Bq,j \Bq,i, tenemos que las componentes de Gq

j,j son las mismas de Gp
j,j y las de

Gp
j,j−1 son las mismas de Gq

j,j−1, por lo que

cc(Gp
j,j) = cc(Gq

j,j) y cc(Gq
j,j−1) = cc(Gp

j,j−1).

Finalmente, para i tenemos que

cc(Gq
i,i−1) > cc(Gp

i,i−1) y cc(Gq
i,i) = cc(Gp

i,i).
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Con ello tenemos que para todo j se cumple que cc(Gq
j,j) ≥ cc(Gp

j,j) y cc(G
q
j,j−1) ≤ cc(Gp

j,j−1),
donde además cc(Gq

i,i−1) > cc(Gp
i,i−1). Concluimos por el Lema 3.12 que la utilidad obtenida

por q es mayor a la obtenida por p.

Lema 3.14 Sean p y q dos pricings. Si ∀j ∈ {1, ..., N} se cumple que

cc(Gp
j,j)− cc(G

q
j,j) = cc(Gp

j,j−1)− cc(Gq
j,j−1) ≤ 0,

entonces q tiene al menos la misma utilidad que p.

Demostración. Por el Lema 3.11 tenemos que

U(p)− U(q) =
N∑
j=1

[cc(Gp
j−1,j−1)− cc(Gq

j−1,j−1)− (cc(Gp
j,j−1)− cc(Gq

j,j−1))]cj

=
N∑
j=1

(cc(Gp
j−1,j−1)− cc(Gq

j−1,j−1)cj −
N∑
j=1

(cc(Gp
j,j)− cc(G

q
j,j))cj

=
N−1∑
j=0

(cc(Gp
j,j)− cc(G

q
j,j)cj+1 −

N∑
j=1

(cc(Gp
j,j)− cc(G

q
j,j))cj

= [cc(Gp
0,0)− cc(Gq

0,0)]c1 + [cc(Gp
N,N)− cc(Gq

N,N)]cN

+
N−1∑
j=1

[cc(Gp
j,j)− cc(G

q
j,j)](cj+1 − cj)

= [n− n]c1 + [1− 1]cn +
N−1∑
j=1

[cc(Gp
j,j)− cc(G

q
j,j)](cj+1 − cj)

=
N−1∑
j=1

[cc(Gp
j,j)− cc(G

q
j,j)](cj+1 − cj) ≤ 0.

3.4. Aristas rebeldes y sumisas
Esta sección tiene como objetivo la clasificación de aristas rojas en dos tipos, rebeldes y

sumisas, la cual nos ayudará a entender de mejor manera los pricings óptimos.

Partiremos con dos lemas que nos muestran que en un pricing óptimo, si una arista azul
e tiene un precio ci entonces debe existir otra arista roja de precio ci en C(e, p, i).

Lema 3.15 Sea p un pricing óptimo simple y e una arista azul tal que ci = p(e). Luego,
existe una arista roja f de precio ci y un ciclo L tal que e, f ∈ L y L ⊆ E(C(e, p, i)).

Demostración. Sea C = C(e, p, i). Tenemos dos casos dependiendo de si existe un camino
P ⊆ E(C)− e entre los extremos de e o no.
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Si existe dicho camino, como e es una arista azul de precio finito en un pricing simple, no
existe un camino entre los extremos de e en Gp

i,i−1, por lo que P debe tener aristas rojas de
precio ci, y por tanto concluimos que existe una arista roja f en P . Pero con ello L = P + e
es el ciclo buscado.

En el caso en que no exista el camino P ⊆ E(C) − e entre los extremos de e podemos
construir un pricing q partiendo por q = p y luego subiendo el precio de e a ci+1, con lo que

• para j < i se cumple que Bq,j = Bp,j,
• Bq,i = Bp,i − e y
• para j > i se cumple que Bq,i = Bp,i.

Notamos que E(Gq
i,i−1) = E(Gp

i,i−1)− e y E(Gq
i,i) = E(Gp

i,i)− e, por lo que

cc(Gq
i,i) ≤ cc(Gp

i,i)− 1 y cc(Gq
i,i−1) ≤ cc(Gp

i,i−1)− 1. (3.1)

Si los extremos de e están en la misma componente de Gq
i,i entonces C(e, q, i) es una

componente de Gq
i,i que contiene un camino P entre los extremos de e, pero como E(Gq

i,i) =
E(Gp

i,i)− e entonces E(C(e, q, i)) ⊆ E(C), y luego P ⊆ E(C), lo que contradice la hipótesis
de este caso. Por tanto, los extremos de e están en diferentes componentes de Gq

i,i, y también
en distintas componentes de Gq

i,i−1.

Además, bajo el nuevo pricing las componentes de Gq
i,i−1 que no tengan vértices de C son

las mismas que las componentes de Gp
i,i−1 que no contienen vértices de C, lo que en palabras

simples significa que esa parte del grafo Gp
i,i−1 no sufre modificaciones.

Con ello tenemos que

cc(Gq
i,i) > cc(Gp

i,i) y cc(Gq
i,i−1) > cc(Gp

i,i−1).

Juntando esta última desigualdad con 3.1 concluimos que

cc(Gq
i,i) ≤ cc(Gp

i,i)− 1 y cc(Gq
i,i−1) ≤ cc(Gp

i,i−1)− 1.

Además para todo todo j 6= i se cumple que E(Gq
j,j) = E(Gp

j,j) y E(Gq
j,j−1) = E(Gp

j,j−1),
por lo que

cc(Gq
j,j) = cc(Gp

j,j) y cc(Gq
j,j−1) = cc(Gp

j,j−1).

Concluimos por el Lema 3.11 que U(q) − U(p) = ci+1 − ci, por lo que p no es óptimo, lo
que es en una contradicción, y por tanto deben existir P ⊆ E(C)− e.

Lema 3.16 Sea p un pricing óptimo simple, C ′ una componente de Gp
i,i−1 y C la componente

de Gp
i,i que contiene a C ′. Si C ′ tiene dos o más vértices entonces C genera una arista roja

de precio menor o igual a ci.
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Demostración. Supongamos que no, por lo que C ′ tiene al menos dos vértices y C no genera
ninguna arista roja de precio menor o igual a ci. Luego, C ′ debe contener una arista azul e
de precio cj, con j ≤ i, para que sus vértices estén unidos en una misma componente. Cómo
e es una arista azul de precio cj entonces por el Lema 3.15 debe existir una arista roja f de
precio cj y un ciclo L tal que e, f ∈ L y L ⊆ E(C(e, p, j)) ⊆ E(C), por lo que f es una arista
roja generada por C.

Como las aristas azules de precio ci son procesadas justo antes que las aristas rojas de
precio ci, los lemas 3.15 y 3.16 nos dan la intuición de que los precios de las aristas azules
podrían tener como objetivo el evitar que una arista roja sea parte del MST generado por
este juego. Basados en esta idea es que introducimos la siguiente definición:

Definición 3.17 Sea p un pricing y e una arista roja de precio ci. Si Bp,i ∪Ri−1 genera a e
entonces e no será parte de ningún MST. En este caso diremos que el pricing p captura a e.

Notamos que el que una arista sea capturada no quiere decir necesariamente que su precio
es obtenido como utilidad, pues se podría fijar los precios de todas las aristas azules en 0 y
con ello se capturarían todas las aristas, pero la utilidad obtenida sería 0.

Con esta definición, a partir de ahora en esta sección cambiaremos el foco, y nos dedicare-
mos a estudiar a las aristas rojas. En particular, los dos siguientes lemas muestran que bajo
ciertas condiciones podemos asegurar que ciertas aristas rojas serán capturadas por cualquier
pricing óptimo, por lo que siempre que la jugadora azul juegue de forma óptima la jugadora
roja no recibirá utilidad por dichas aristas.

Lema 3.18 Sea p un pricing óptimo, e una arista roja de precio ci y C = C(e, p, i). Si existe
una componente C ′ de Gp

i,i−1 con C ′ ⊆ C que contenga los dos extremos de alguna arista roja
e′, entonces e es capturada por p.

Demostración. Supongamos que e no es capturada por p, i.e no es generada por E(Gp
i,i−1).

Luego, los vértices de C están en al menos 2 componentes de Gp
i,i−1, por lo que los vértices

de C ′ son subconjunto estricto de los de C.

Cómo R no tiene triángulos y el grafo contiene una copia del grafo completo, entonces debe
haber una arista azul entre cada vértice fuera de e′ y algún extremo de e′. En particular, existe
una arista azul f entre un extremo de e′ y algún vértice de C \C ′. Cómo f tiene extremos en
dos componentes distintas de Gp

i,i−1 entonces f no es parte de Bp,i. Por ello podemos formar
un nuevo pricing q partiendo por definir q = p, y agregando f a Bq,i.

El número de componentes deGq
i,i−1 es menor que el deGp

i,i−1, pues una de las componentes
del primero es la unión de dos componentes del segundo. Además las componentes de Gq

i,i y
Gp
i,i son las mismas, pues Gq

i,i sólo tiene una arista azul de precio ci extra, la cual tiene ambos
extremos dentro de C, por lo que no une componentes de Gp

i,i. Por construcción tenemos que
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para j < i se cumple
Bq,j = Bp,j

y para j > i se cumple
Bq,j \Bq,i = Bp,j \Bp,i,

por lo que el nuevo pricing cumple las condiciones del Lema 3.13 y por tanto tiene una utilidad
mayor que el pricing p, lo que es una contradicción. Concluimos que p captura a e.

Lema 3.19 Sea e ∈ R una arista roja de precio ci y C ′ = C(e, r, i). Si C ′ contiene alguna
arista roja e′ de precio menor a ci, entonces e es capturada por todo pricing óptimo.

Demostración. Sean p un pricing óptimo y C la componente de Gp
i,i que contiene a C ′. Cómo

e′ es de precio menor a ci entonces e′ será generada por una componente C de Gp
i,i−1, con

C ⊆ C, por lo que se tienen las condiciones del Lema 3.18, y por tanto e es capturada por p.
Cómo p era un pricing óptimo cualquiera, concluimos que todo pricing óptimo captura a e.

Luego, si tenemos una arista roja e de precio ci, entonces gracias al Lema 3.19 tenemos una
condición suficiente mediante la cual podemos garantizar que una arista será capturada por
un pricing óptimo, la cual depende de que haya una arista roja de precio menor en C(e, r, i).
Pero ¿Qué pasa en el caso en que todas las aristas de C(e, r, i) tienen el mismo precio? Los
dos lemas a continuación se enfocarán en el estudio de dicho caso.

Lema 3.20 Si T ′′ es un subárbol rojo que no es estrella, entonces existe un árbol azul T ′ tal
que V (T ′′) = V (T ′).

Demostración. T ′′ es una estrella si y solo si todas sus hojas están a distancia en T ′′ menor
o igual a dos entre ellas.

Sea v ∈ V (T ′′) una hoja de T ′′, como T ′′ no es una estrella entonces existe una hoja v′
a distancia mayor o igual a tres de v. Sea e′ la única arista adyacente a v′ en T ′′. Notamos
que los dos extremos de e′ no son adyacentes a v, ya que si uno de ellos lo fuera entonces la
distancia entre v y v′ sería menor o igual a 2. Gracias a ello, podemos construir T ′ realizando
los siguientes pasos:

1. Definimos T ′ como un árbol sin aristas.
2. Agregamos a T ′ dos aristas que vayan desde v hacia ambos extremos de e′.
3. Revisamos cada vértice u ∈ V (C). Si u no está conectado a v mediante un camino de

aristas en T ′, entonces agregamos una arista entre v y u a T ′.

En la Figura 3.7 se puede ver un ejemplo de como se genera T ′. Cómo T ′ conecta todos los
vértices de T ′′, concluimos.
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Figura 3.7: Pasos en la construcción de T ′.

Lema 3.21 Sean p un pricing óptimo simple, e una arista roja de precio ci y C = C(e, p, i).
Si todas las aristas rojas de C son de precio ci y no forman una estrella, entonces e es
capturada por p.

Demostración. Supongamos por contradicción que e no es capturada por p. Cómo las aristas
rojas en C no forman una estrella, entonces el Lema 3.20 nos dice que existe un árbol azul
T ′ que cubre los vértices de C. Con ello podemos generar el pricing q partiendo por q = p, y
agregando a Bq,i las aristas de T ′.

Para j < i tenemos que Bp,j = Bq,j, mientras que para j > i

Bp,j \Bp,i = Bq,j \Bq,i,

pues solo cambian las aristas de precio ci.

Todas las componentes de Gp
i,i son también componentes de Gq

i,i, pues las componentes
que no tengan vértices de C no sufren cambios, q se asegura de mantener conexo C, y no se
agrega ninguna arista entre un vértice de C y un vértice fuera de C.

Como e no es capturada por p, hay al menos dos componentes distintas de Gp
i,i−1 que son

subconjuntos de C, y la construcción de q conecta en Gq
i,i−1 a dichas componentes de Gp

i,i−1.
Además tenemos que las componentes de Gq

i,i−1 que no tienen vértices de C son también
componentes de Gp

i,i−1, pues en los cambios realizados en la construcción de q no modifican
dichas componentes. Concluimos que la cantidad de componentes de Gq

i,i−1 es menor que la
de Gp

i,i−1.

Tenemos que se cumplen las condiciones del Lema 3.13, y por tanto p no sería óptimo,
por lo que e debe ser capturada por p.

Con esto ya conocemos algunas condiciones bajo las cuales una arista siempre es capturada.
En lo que resta de este capítulo nos reduciremos a trabajar con la siguiente definición que
resume las condiciones dadas en los lemas 3.16 y 3.21.

Definición 3.22 Diremos que una arista roja de precio ci es sumisa si la componente C
de Gr

i,i en que está e no es una estrella de aristas rojas de precio ci.
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Figura 3.8: En linea más ancha las aristas rebeldes, y en línea delgada las sumisas. Podemos
notar que hay 3 aristas rebeldes de precio c2 adyacentes entre ellas, las cuales forman una
estrella rebelde.

La siguiente definición sólo explicita al conjunto de aristas no sumisas, y concentrará
nuestra atención en el siguiente capítulo.

Definición 3.23 Nos referiremos a las aristas no sumisas como aristas rebeldes, y habla-
remos de estrellas rebeldes para referirnos a una estrella en que cada arista es rebelde.

Para entender un poco mejor estas definiciones, en la Figura 3.8 mostramos un ejemplo de
pricing para el árbol rojo. El siguiente lema muestra que las aristas sumisas son capturadas
por cualquier pricing óptimo.

Lema 3.24 Sean e una arista roja de precio ci y C ′ = C(e, r, i). Si e es una arista sumisa
entonces e será capturada por cualquier pricing óptimo.

Demostración. Sean p un pricing óptimo y C = C(e, p, i) la componente de Gp
i,i que contiene

a C ′. Si alguna componente de Gp
i−1,i−1 que sea subconjunto de C tiene tamaño dos o más

entonces por el Lema 3.16 sabemos que genera una arista roja e′ de precio a lo más ci−1,
por lo que una componente de Gp

i,i−1 incluirá ambos extremos de e′. Luego, se cumplen las
condiciones del Lema 3.18, y por tanto e es capturada.

Por otro lado, si todas las componentes deGp
i,i−1 que son subconjuntos de C ′ tienen tamaño

uno, entonces cómo C ′ ⊆ C y C ′ no es una estrella de aristas rojas de precio ci, se tiene que
C tampoco puede ser generada por una estrella de aristas rojas de precio ci, por lo que se
cumplen las condiciones del Lema 3.21. Concluimos que e es capturada.

3.5. Estructura de pricings óptimos?

Los lemas en esta sección no son utilizados en la construcción del algoritmo que esta tesis
presenta para StackMST completo, y pueden omitirse en una primera lectura.

Los dos lemas a continuación nos dan una idea de como se comporta el precio de las aristas
azules en un pricing óptimo bajo ciertas condiciones. En los dos siguientes lemas tendremos
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Figura 3.9: Transformación de p a q. Las aristas azules en linea continua tienen precio cj,
mientras que las azules tienen precio cl, donde j < ` < i

una arista de precio ci y una componente C = C(e, r, i) tal que todas las aristas de C tienen
precio ci. Este caso se da, por ejemplo, cuando C es una estrella rebelde de precio ci. Los
lemas tendrán como foco el análisis de las aristas azules incidentes a C.

De manera introductoria a estos lemas, fijemos p un pricing óptimo, y j el menor valor
tal que existe una arista azul e′ de precio cj en p incidente en V (C). Notamos que si j < i
entonces el Lema 3.16 nos dice que existe un ciclo L tal que e′ ∈ L. Además, no hay aristas
rojas incidentes en V (C) de precio menor a ci, ya que de haber serían parte de C = C(e, r, i),
y por tanto no todas las aristas de C tendrían precio ci. Luego, como L es un ciclo de aristas
de precio a lo más cj que toca un vértice de C entonces al menos dos aristas de precio a lo
más cj inciden en V (C), y dado que dichas aristas no pueden ser rojas, entonces concluimos
que hay al menos dos aristas azules de precio cj adyacentes a V (C).

El lema a continuación muestra que de hecho podemos asumir que las aristas de precio
menor a ci incidentes a V (C) son sólo dos y ambas de precio cj. Muestra además que dichas
aristas se pueden asumir adyacentes a un mismo vértice dentro de la estrella y a los extremos
de una arista roja. Este lema será relevante para demostrar que podemos reducir las estrellas
rebeldes a aristas rebeldes. En la Figura 3.9a hay un ejemplo de posible instancia.

Lema 3.25 Sea p un pricing óptimo y e una arista roja de precio ci, donde C = C(e, r, i) es
tal que todas las aristas rojas de E(C) tienen precio ci, y cj es el menor precio tal que existe
una arista azul e′ de precio cj en p incidente en V (C). Si j < i podemos generar un pricing
q que tenga la misma utilidad que p y tal que hayan sólo dos aristas de precio menor a ci
adyacentes a V (C), las cuales tienen precio cj y son adyacentes a una misma arista roja e1

de precio cj y a un mismo vértice extremo de e.

Demostración. Definimos C ′ = C(e, p, i), y notamos que por el Lema 3.15 cómo e′ es una
arista azul de precio cj, entonces existe una arista roja e1 de precio cj generada por C(e′, p, j).

En esta demostración construiremos un nuevo pricing, el cual cumplirá con las condiciones
del Lema 3.14 y lo pedido en este lema. Para ello, partiremos por eliminar las aristas de precio
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cj incidentes en C, para luego reemplazarlas por aristas adyacentes a e1, dos de las cuales
serán adyacentes a un mismo extremo de e al cual llamaremos u y a los extremos de e1. Para
las aristas de precio c` con j < ` ≤ i también reemplazaremos las aristas incidentes en C por
aristas adyacentes e1, pero de las nuevas aristas ninguna será incidente en C. En la Figura
3.9 hay un ejemplo de esto.

En detalle, partimos con q = p y ` = j, para luego realizar los siguientes pasos:

1. Definimos E` como el conjunto de aristas de precio c` incidentes en C, y fijamos Bq,` =
Bp,` \ E`.

2. Agregamos a Bq,` dos aristas que vayan desde un mismo extremo u de e hacia ambos
extremos de e1.

3. Seleccionamos una arista e′ de E`. Si v es el extremo de e′ que no está en C, entonces
vemos si es que v está conectado a u en Gq

j,j−1. Si es que no está conectado, entonces
agregamos una arista entre v y algún extremo de e1 a Bq,` y eliminamos e′ de E`. Si E`

no queda vacío volvemos a realizar este paso.
4. Aumentamos el valor de ` en 1.

Mientras j ≤ i repetimos los pasos 1, 3 y 4. Para finalizar agregamos aristas desde e1 hacia
todos los extremos de C ′ a precio ci.

Es directo de la construcción que las únicas aristas de precio menor a ci adyacentes C
bajo el pricing q son las dos aristas agregadas en el paso 2. Luego, veamos que q y p cumplen
con las condiciones del Lema 3.14.

Sea j ≤ ` < i y E`
=
⋃`
k=j Ek. Cada componente de Gp

`,`−1 que tenga alguna arista de E`

tiene al menos un vértice de C. Luego, si k es el número componentes de Gp
`,`−1 que incluyen

alguna arista de E`, entonces existen al menos k vértices de C tocados por aristas de E`.
Cómo sólo uno de los vértices de C tiene aristas adyacentes en Gq

`,`−1 entonces hay al menos
k − 1 vértices de C que están aislados en Gq

`,`−1.

Luego, en Gq
`,`−1 los vértices de las k componentes de Gp

`,`−1 que tienen alguna arista de
E
` están en C` = C(e1, q, `) o son vértices de C que están aislados en Gq

`,`−1, los cuales
son al menos k − 1. Luego dichas k componentes de Gp

`,`−1 se transformaron en al menos k
componentes bajo el pricing q. Cómo las otras componentes de Gp

`,`−1 son idénticas en Gq
`,`−1,

tenemos que cc(Gq
`,`−1) ≥ cc(Gp

`,`−1), que es lo mismo que decir que

cc(Gp
`,`−1)− cc(Gq

`,`−1) ≤ 0.

Por otro lado, sea C una componente de Gp
`,`−1 que tiene una arista de E

`. Cómo supusimos
que p era óptimo entonces por el Lema 3.15 la componente C tiene una arista roja de precio
a lo más c` dentro de ella. Luego, por el Lema 3.18 no existe ninguna arista roja de precio c`
entre C y otra componente de Gp

`,`−1, pues dicha arista debería ser capturada por el p, y por
tanto debería estar dentro de una componente de Gp

`,`−1.
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(a) Componentes de Gp
j,j−1. (b) Componentes de Gq

j,j−1.

(c) Componentes de Gp
`,`−1. (d) Componentes de Gq

`,`−1.

Figura 3.10: Estructuras laminares de p y q.

Con ello tenemos que las únicas componentes que se unen entre ellas en el paso de Gq
`,`−1

a Gq
`,` son componentes que también son parte de Gp

`,`−1 y se unen entre ellas en el paso de
Gp
`,`−1 a Gp

`,`, por lo que

cc(Gq
`,`)− cc(G

q
`,`−1) = cc(Gp

`,`)− cc(G
p
`,`−1),

que es lo mismo que

cc(Gp
`,`)− cc(G

q
`,`) = cc(Gp

`,`−1)− cc(Gq
`,`−1).

Concluimos que por tanto las condiciones del Lema 3.14 se cumplen para todo ` tal que
j ≤ ` < i.

Además, por la definición de q tenemos que comp(Gp
i,i−1) = comp(Gq

i,i−1). Cómo no cam-
bian las aristas rojas de precio mayor o igual a ci ni las aristas azules de precio mayor a ci,
concluimos que para todo ` ≥ i se cumple que cc(Gp

`,`−1) = c(Gq
`,`−1) y cc(Gp

`,`) = c(Gq
`,`).

Con ello
cc(Gp

`,`)− cc(G
q
`,`) = cc(Gp

`,`−1)− cc(Gq
`,`−1) = 0,

y por tanto también se cumplen para dichos valores de ` las condiciones pedidas.

El análisis del párrafo anterior se extiende de manera directa para el caso en que ` < i,
por lo que el nuevo pricing cumple con las condiciones del Lema 3.14, y por tanto q tiene al
menos la misma utilidad que p, cumpliendo con lo buscado.
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El siguiente teorema no es utilizado por ningún lema más adelante, pero consideramos que
entrega un resultado relevante para futuros avances en este problema, ya que da un precio
mínimo para aristas adyacentes a vértices de C.

Teorema 3.26 Sea p un pricing óptimo, e2 una arista roja de precio ci donde C = C(e2, r, i)
es tal que todas las aristas rojas de E(C) tienen precio ci, y e = {s, t} una arista azul donde
s es incidente a e2 y t es un vértice fuera de C. Si no hay aristas rojas de precio menor
a ci incidentes en t, entonces en un pricing óptimo p los vértices s y t están en distintas
componentes de Gp

i−1,i−1.

Demostración. Sea V ′ = V (C) + t. Analizando por contradicción, supondremos que existe
un pricing óptimo p en que e es generado por C(s, p, i − 1). Luego, sea ` el menor valor tal
que e es generado por C(s, p, `) y j el menor precio de una arista adyacente a C.

Por el Lema 3.15 existe una arista roja e1 de precio cj generada por C(s, p, j). Notamos
que e1 no es incidente en V ′, pues todas las aristas rojas incidentes en V ′ tienen precio al
menos ci.

Gracias al Lema 3.25 podemos asumir que las únicas aristas de precio menor a ci que
son incidentes en V (C) tienen precio cj y son adyacentes a un mismo extremo u de e2 y a
los extremos de e1. Cómo en Gq

`,` las únicas aristas incidentes en V (C) son las 2 aristas de
precio c`, y ambas son adyacentes a e1, entonces todos los vértices de V (C) distintos de u son
vértices aislados de Gp

`,`. Luego, dado que t ∈ C(s, p, `) entonces s no es un vértice aislado,
por lo que u = s.

Generaremos un pricing q en el cual separamos s de t en Gp
`,`−1 sacando a t de C(s, p, `), pe-

ro manteniendo que comp(Gq
`+1,`) = comp(Gp

`+1,`). Para ello partimos con q = p y realizamos
los siguientes pasos

1. Eliminamos todas las aristas azules de precio c` adyacentes a t.
2. Revisamos si cada vértice v de V (C(s, p, `)) distinto de t está conectado en Gq

`,`−1 a e1.
Si no lo está entonces agregamos a Bq,` una arista entre e1 y v.

3. Agregamos una arista entre e1 y t a Bq,`+1.

Con ello tenemos que

cc(Gq
`,`−1) = cc(Gp

`,`−1) + 1

cc(Gq
`,`) = cc(Gp

`,`) + 1

y todos los demás números de componentes se mantienen iguales. Luego, la utilidad cambia
en

c`+1 − c` > 0,

lo que nos dice que el pricing p no es óptimo y tenemos una contradicción. Concluimos que
no puede ocurrir que s y t estén conectados solo por aristas de precio menor a ci.
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Capítulo 4

Reducciones aplicables a instancias de
StackMST completo

El objetivo de esta capítulo será el de construir algoritmos que tomen una instancia cual-
quiera y la transformen en una que cumpla ciertos criterios particulares. Para ello partiremos
en esta sección por mostrar algunas propiedades fundamentales, las cuales serán utilizadas
por los lemas de las siguientes secciones.

La siguiente sección tendrá por objetivo el reducir las componentes de Gr
1,1 a vértices

y aristas, lo que resultará fundamental para la construcción de algoritmos en el siguiente
capítulo.

La sección final de este capítulo está dedicada a mostrar que podemos reducir las estrellas
rebeldes a aristas, lo que si bien es un resultado estructural interesante, no presenta lemas que
vayan a ser utilizados en el siguiente capítulo. Aún así, esperamos que los resultados de dicha
sección ayuden en un trabajo futuro a mejorar el algoritmo presente al final de este trabajo.

Partiremos por mostrar que bajo ciertas condiciones posible contraer aristas rojas.

Lema 4.1 Sea e una arista roja. Si existe un pricing óptimo tal que e es parte del MST
generado para dicho pricing, entonces G = G/e es una instancia equivalente de óptimo
OPT (G) = OPT (G).

Demostración. Sean s y t los extremos de e, y p un pricing óptimo de G. El pricing p induce
un pricing p sobre G. La utilidad generada por p es OPT (G), por lo que OPT (G) ≥ OPT (G).

Por otro lado, sea q un pricing óptimo deG. Dicho pricing induce un pricing sobreG, el cual
consiste en mantener todas las aristas al mismo precio. Todas las aristas azules que eran parte
del pricing q son también parte de cualquier MST asociado a q′ en G, por lo que la utilidad de
q′ es OPT (G). Luego, como q′ es un pricing factible para G, entonces OPT (G) ≤ OPT (G).
Concluimos que OPT (G) = OPT (G), y que ambas instancias son equivalentes.
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Figura 4.1: Transformación de G a G.

Lema 4.2 Si p es un pricing óptimo simple y e = {s, t} es una arista azul donde i es el menor
valor tal que Gp

i,i genera a e, entonces existe un pricing óptimo simple q tal que q(e) = ci.

Demostración. Supongamos que p(e) 6= ci. Si s y t están en distintas componentes de Gp
i,i−1

entonces e no es parte de la solución, por lo que podríamos formar un pricing q partiendo
por q = p y agregando la arista e a Bq,i. Con ello tendríamos que cc(Gq

i,i−1) = cc(Gp
i,i−1)− 1

y que comp(Gq
i,i) = comp(Gp

i,i). Luego, se cumplen las condiciones del Lema 3.13, por lo que
la utilidad de q es mayor que la de p, lo que es una contradicción. Concluimos que s y t están
en la misma componente de Gp

i,i−1.

Notamos que al agregar e a Gp
i−1,i−1 no se genera ningún nuevo ciclo, pues como i es el

menor valor tal que Gp
i,i genera a e, entonces los extremos de e están en distintas componentes

de Gp
i−1,i−1. Por otro lado, como s y t están en la misma componente de Gp

i,i−1 entonces existe
un camino en Gp

i,i−1 entre los extremos de e que no incluye a e, por lo que al agregar e a
Gp
i,i−1 se genera un ciclo. Concluimos que dicho ciclo debe contener al menos una arista azul

de precio ci distinta de e, a la cual llamaremos e′.

Podemos construir un pricing q partiendo por q = p, luego eliminando e′ de Bq,i y agre-
gando e a Bq,i. Con ello el pricing q tiene las mismas componentes que el pricing p, y por
tanto la misma utilidad. Como q(e) = ci, concluimos.

El siguiente lema será fundamental para mostrar que podemos reducir aristas azules. La
Figura 4.1 da un ejemplo de la transformación realizada en el lema.

Lema 4.3 Sea e = {s, t} una arista azul, y sea f una arista roja adyacente a e que sea parte
del camino rojo entre s y t. El grafo G = G/e− f contiene una copia del grafo completo.

Demostración. Recordamos que e ∈ V (G). Veamos que entre cada par de vértices u, v ∈
V (G) hay una arista roja o azul. Si u y v son distintos de e entonces hay una arista e′ entre
u y v en G, la cual no fue contraída ni eliminada, por lo que e′ es parte de G.
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Si u = e, entonces supongamos que f es incidente a t, y sea w el otro extremo de f .
Notamos que si f es paralela a e entonces w = s, pero s no es parte de G, por lo que en dicho
caso no puede ocurrir que v = w. Si v 6= w entonces hay una arista e′ ∈ E(G) distinta de e
y f que conecta a s con v, por lo que e′ conecta a u = e con v en G. Finalmente, si v = w,
entonces hay una arista e′ que conecta a s con w en G, por lo que e′ conecta a u = e con
v = w en G. Cómo el caso en que f es adyacente a s es análogo, entonces siempre se tiene
que existe alguna arista entre cada par de vértices u, v ∈ V (G), y concluimos.

4.1. Reducción de componentes de primer nivel

Esta sección estará completamente dedicada a las reducciones de aristas de precio c1, las
cuales resultan fundamentales para la construcción de algoritmos en el siguiente capítulo.
Para ello, partiremos por explicitar una versión más débil de Lema 4.2.

Lema 4.4 Si e = {s, t} es una arista azul tal que existe un camino de aristas rojas de precio
c1 entre s y t, entonces existe un pricing óptimo q tal que q(e) = c1.

Demostración. Sea p un pricing óptimo. Dado que existe un camino de aristas rojas de precio
c1 entre s y t, entonces Gp

1,1 genera a e. Además Gp
0,0 no tiene aristas, por lo que no puede

generar a e. Concluimos que existe un pricing óptimo q donde c1 es el menor valor tal que
Gq

1,1 genera a e, por lo que el Lema 4.2 nos dice que existe un pricing óptimo q en el cual
q(e) = c1, con lo que concluimos.

El siguiente lema muestra un caso en que podemos reducir las aristas azules que estén
fijadas a precio c1 por algún pricing óptimo.

Lema 4.5 Sea e = {s, t} una arista azul tal que s es incidente en una arista roja e2 de
precio c1, y sea f la arista de mayor precio del camino rojo entre s y t. Si e es parte de una
solución óptima a precio c1 y f es adyacente a e entonces G = G/e − f es una instancia
equivalente a G tal que OPT (G) = OPT (G)− c1.

Demostración. Por el Lema 4.3 tenemos que G contiene un grafo completo.

Sea p un pricing óptimo de G. Si en G utilizamos los mismos precios que p da a las
aristas correspondientes de G entonces formamos un pricing p̄. La utilidad generada por p̄ es
OPT (G)− c1, por lo que OPT (G) ≥ OPT (G)− c1.

Por otro lado, sea q̄ un pricing óptimo de G. Nos gustaría formar un pricing q para (G, r)
que mantenga las aristas usadas por q̄. Nos basta con los siguientes pasos para lograrlo:

1. Revisamos cada arista azul e′ no adyacente a e con q̄(e′) finito, y fijamos q(e′) = q̄(e′).
2. Agregamos e a Bq,1.
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3. Por cada arista ek = {e, v} de precio finito agregamos {s, v} o {t, v} a Bq,j, donde j es
tal que q̄(e′) = cj.

Sea B∗q̄ el conjunto de aristas de precio finito bajo q̄. Sea {e1, e2, ..., e|B∗q̄ |} un orden para
las aristas de B∗q̄ tal que q̄(ei) ≤ q̄(ej) si i < j. Notamos que por cada ek ∈ B∗q̄ fijamos una
arista e′k ∈ B∗q tal que q(e′k) = q̄(ek). Si ek no tiene a e de extremo, entonces e′k = ek, y si ek
tiene a e de extremo entonces e′k tiene a s o t de extremo. Luego, si identificamos como e′k a
la arista fijada para ek entonces podemos ordenar las aristas de e+ {e′1, e′2, ..., e′n−1} de forma
tal que e sea la primera arista y se conserve para las otras aristas el orden original, es decir,
si i < j entonces e′i va antes que e′j.

Cómo e es procesada antes que el resto de aristas azules entonces e es incluida en el
MST. Por otro lado, supongamos que al momento de procesar e′` ∈ {e′1, e′2, ..., e′n−1} existe un
camino entre los extremos de e′` que utiliza aristas rojas de precio menos al de e` y aristas en
e + {e′1, e′2, ..., e′`−1}. Luego, existe un camino en G entre los extremos de e` que solo utiliza
aristas azules en {e1, e2, ..., e`−1} y aristas rojas de precio menor a e`, pero ello contradice
que el pricing q̄ sea simple. Concluimos que todas las aristas azules de precio finito bajo q
son parte del MST construido por Kruskal, por lo que U(q) = OPT (G) + c1.

Dado que q es un pricing factible para G, entonces OPT (G) + c1 ≤ OPT (G). Concluimos
que OPT (G) = OPT (G) + c1 y que ambas instancias son equivalentes.

Con esto ya tenemos las suficientes herramientas para probar el lema a continuación, el
cual será fundamental para la construcción de algoritmos en el siguiente capítulo.

Lema 4.6 Sea (G, r) una instancia de StackMST. Mediante contracciones de aristas, en
tiempo O(n2) podemos crear una instancia (G′, r′) equivalente a (G, r) en la cual para toda
componente C de Gr′

1,1 se cumple que C ′ es o un vértice aislado, o dos vértices unidos por
una arista rebelde.

Demostración. Para lograr dicho objetivo primero inicializamos E ′ como el conjunto vacío.
Luego revisamos cada componente C de Gr

1,1 y realizamos los siguientes pasos

1. Si existe un árbol azul T ′ que solo utiliza aristas azules con ambos extremos en C y
cubre todos los vértices de C. Agregamos las aristas de T ′ a E ′.

2. Si no existe T ′ entonces C es una estrella rebelde. Si C es una estrella con al menos dos
aristas y v es el centro de la estrella, entonces formamos un árbol azul T ′ que cubra los
vértices de V (C)− v. Agregamos las aristas de T ′ a E ′.

El Lema 4.4 nos permite fijar para cada componente las aristas de T ′ a precio c1 como parte
de la solución, por lo que podemos fijar todas las aristas en E ′ como parte de la solución. Por
otro lado, gracias al Lema 4.5 podemos contraer cada una de las aristas en E ′. Tras esto cada
componente C quedará reducida a un vértice aislado o una arista rebelde. Tras estos pasos
todas las componentes de Gr

1,1 serán compuestas por un vértice aislado, o por dos vértices
unidos por una arista rebelde.
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Para poder realizar las operaciones de contracción de mejor manera usaremos la estructura
de datos Disjoint Data-set, con la cual cada contracción de aristas toma tiempo α(n), donde
α(·) es la inversa de Ackermann. Asumiendo que las aristas ya estaban ordenadas por precio,
el identificar las componentes de Gr

1,1 toma O(n), mientras que la construcción de los árboles
T ′ para las distintas componentes tomará en total tiempo O(n2). La contracción de las aristas
en E ′ tomará tiempo O(|E ′|α(n)) ≤ O(n2), por lo que en total el tiempo de proceso será
de O(n2).

4.2. Reducción de estrellas rebeldes?

Los lemas en esta sección no son utilizados en la construcción del algoritmo que esta tesis
presenta para StackMST completo, y pueden omitirse en una primera lectura.

El siguiente lema corresponde simplemente a la generalización del Lema 4.5.

Lema 4.7 Sea e = {s, t} una arista azul tal que s es adyacente a un arista roja e2 de precio
ci donde e2 es la arista más liviana de C(e2, r, i), y todas las aristas rojas adyacentes a t
tienen precio al menos ci, y sea f la arista de mayor precio en el camino rojo entre s y t. Si
e es parte de una solución óptima a precio ci y f es adyacente a e entonces G = G/e− f es
una instancia equivalente a G tal que OPT (G) = OPT (G)− ci.

Demostración. Por el Lema 4.3 tenemos que G contiene un grafo completo. Intentaremos
replicar la demostración utilizada para el Lema 4.5.

Sea p un pricing óptimo de G. Si en G utilizamos los mismos precios que p da a las
aristas correspondientes de G entonces formamos un pricing p̄. La utilidad generada por p̄ es
OPT (G)− ci, por lo que OPT (G) ≥ OPT (G)− ci.

Por otro lado, sea q̄ un pricing óptimo de G. Tenemos que en CG(e2, r, i) no hay aristas
de precio menor a ci, y por el Lema 3.25 podemos asumir que si CG(e2, r, i) es adyacente
a aristas de precio menor a ci, entonces es adyacente a sólo 2 aristas de precio menor a ci,
y dichas aristas son adyacentes a un mismo vértice u′ de CG(e2, r, i) y a los extremos de
una arista rebelde e1 = {s′, t′}. Aún más, cómo u′ es el único vértice adyacente a aristas de
precio menor a ci de CG(e2, r, i) entonces todas los demás vértices de CG(e2, r, i) son vértices
aislados en Gq̄

j,j y en Gq̄

j,j−1.

Nos gustaría formar un pricing para (G, r) que mantenga las aristas usadas por q̄. Si u′ 6= e
entonces nos basta con los siguientes pasos para lograr dicho objetivo:

1. Revisamos cada arista azul e′ no adyacente a e con q̄(e′) finito, y fijamos q(e′) = q̄(e′).

2. Agregamos e a Bq,i

3. Por cada arista ek = {e, v} de precio finito mayor o igual a ci agregamos {s, v} o {t, v}
a Bq,j, donde j es tal que q̄(e′) = cj.
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Sea {e1, e2, ..., en−1} un orden para las aristas de B∗q̄ tal que q̄(ei) ≤ q̄(ej) si i < j, y sea e`
la primera arista tal que p(ek) ≥ ci. Notamos que por cada ek ∈ E(G) arista en B∗q̄ fijamos
una arista e′k ∈ E(G) tal que q(e′) = q̄(e). Si ek no tiene a e de extremo, entonces ek = e′k, y
si ek tiene a e de extremo entonces e′k tiene a s o t de extremo. Luego, si identificamos como
e′k a la arista fijada para ek entonces podemos ordenar las aristas de {e′1, e′2, ..., e′n−1} + e de
forma tal que e este entre e′k−1 y e′k.

Es directo que toda arista azul ej con j < k será incluida en el MST de G, pues G es G
con una arista descomprimida, y por tanto si dichas aristas no forman ciclos en G entonces
tampoco lo harán en G.

Dado que en Gq
i−1,i−1 u es el único vértice de C(e2, r, i) con aristas adyacentes de precio

menor a ci, entonces en Gq
i−1,i−1 al menos uno de los extremos de e es un vértice aislado, y

por tanto e no es generada por Gq
i−1,i−1. Cómo e es procesada antes que el resto de aristas

azules de precio ci entonces e es incluida en el MST.

Finalmente, supongamos que al momento de procesar e′` ∈ {e′k, e′k+1, ..., e
′
n−1} existe un

camino entre los extremos de e′` que utiliza aristas rojas de precio menos al de e` y aristas en
{e′1, e′2, ..., e′`−1} + e. Luego, existe un camino en G entre los extremos de e` que solo utiliza
aristas azules en {e1, e2, ..., e`−1} y aristas rojas de precio menor a e`, pero ello contradice
que el pricing q̄ sea simple. Concluimos que todas las aristas de B∗q serán parte del MST
construido por Kruskal, por lo que U(q) = OPT (G) + ci.

Si u′ = e entonces debemos tener cuidado con que hacemos con las dos aristas de precio
cj adyacentes a e. Notamos que debe si en (G, r) hay una arista roja entre s y un extremo
de e2, y también hay una arista roja entre t y un extremo de e2, entonces existe un camino
en (G, r) entre s y t que no usa a f . Cómo también hay un camino entre s y t en (G, r) que
usa a f , entonces hay 2 caminos distintos entre s y t, lo cual contradice el hecho de que las
aristas rojas forman un árbol. Concluimos que existe un u ∈ {s, t} tal que {u, s′} y {u, t′}
son aristas azules.

Por ello imitamos los pasos realizados en el caso anterior cuidando elegir un vértice u
adecuado. Construimos el pricing q realizando los siguientes pasos:

1. Revisamos cada arista azul e′ no adyacente a e tal que q̄(e′) sea finito, y fijamos q(e′) =
q̄(e′).

2. Seleccionamos un vértice u ∈ {s, t} tal que {u, s′} y {u, t′} sean aristas azules. Agrega-
mos las aristas {u, s′} y {u, t′} a Bq,j.

3. Agregamos e a Bq,i

4. Por cada arista {e, v} de precio finito mayor o igual a ci agregamos {s, v} o {t, v} a
Bq,j, donde j es tal que q̄(e′) = cj.

En la Figura 4.2 pueden se muestra un ejemplo de la construcción del pricing. Nuevamente
notamos que por cada arista e ∈ E(G) tal que e ∈ B∗q̄ fijamos una arista e′ ∈ E(G) tal que
q(e′) = q̄(e), y que podemos ordenar las aristas de {e′1, e′2, ..., e′n−1} + e de forma tal que e
este entre e′k−1 y ek.
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Figura 4.2: Formación de q a partir de q̄. Sólo se muestran cuatro aristas azules adyacentes
a e en G para ejemplificar que ocurre con cada arista azul adyacente a e.

Sea j < i. En G
q̄

j,j hay sólo una componente que tenga a e, mientras que en Gq
j,j hay

2 componentes que tienen extremos de e. Las componentes de Gq̄

j,j que no tienen a algún
extremo de e se mantienen iguales en Gq

j,j, por lo que concluimos que cc(Gq̄

j,j) = cc(Gq
j,j) + 1.

El mismo argumento aplica para concluir que cc(Gq̄

j,j−1) = cc(Gq
j,j−1) + 1.

Al momento en que Kruskal procese e sus 2 extremos estarán en aristas separadas, por lo
que incluirá a e cómo parte del MST. El resto de las aristas que siguen a e siguen el mismo
orden que en el caso en que u′ 6= e, por lo que podemos usar los mismos argumentos para
mostrar que son incluidos por Kruskal en el MST. Concluimos que U(q) = OPT (G) + ci.

Dado que q es un pricing factible para G, entonces OPT (G) + ci ≤ OPT (G). Concluimos
que OPT (G) = OPT (G) + ci y que ambas instancias son equivalentes.

Si bien el siguiente teorema no es utilizado durante el siguiente capítulo para la construc-
ción de algoritmos, entrega un resultado relevante para la comprensión del problema, pues
permite reducir las estrellas rebeldes a aristas.

Teorema 4.8 El problema es equivalente a la versión en que no existen aristas sumisas e de
precio ci que sean la arista de menor precio de C(e, r, i), y en que todas las estrellas rebeldes
de precio ci son aristas.

Demostración. Sea e ∈ R una arista de precio ci que cumple con ser la de menor precio
de C(e, r, i). Si V (C(e, r, i)) 6= V (e), entonces V (C(e, r, i)) tiene al menos 3 vértices. Luego,
existe al menos una arista azul e′ = {s, t} que tenga sus 2 extremos en V (C(e, r, i)). De
manera alternativa, si e fuera una arista sumisa, entonces también existe una arista azul
e′ = {s, t} cuyos extremos estén en C(e, r, i).

Todas las aristas rojas del camino entre s y t son de precio ci, por lo que si f es la arista
de dicho camino adyacente a s, entonces f es la arista más pesada del camino rojo entre s y
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t, y por el Lema 4.7 tenemos que G/e′ − f es una instancia equivalente.

Luego, cada vez que exista una arista e de precio ci que sea la de menor precio en C(e, r, i)
y sea sumisa o V (C(e, r, i)) 6= V (e) generamos el grafo G′ = G/e′ − f , e iteramos este
proceso hasta que no existan aristas sumisas de precio ci que sean la arista de menor precio
de C(e, r, i).

Con ello la instancia generada no tendrá aristas sumisas e de precio ci que sean la arista
de menor precio de C(e, r, i). Además, cómo tampoco pasará que si e es de precio ci, es la
arista de menor precio en C(e, r, i), y V (C(e, r, i)) 6= V (e), entonces no pueden haber estrellas
rebeldes con más de 2 vértices. Concluimos lo buscado.

64



Capítulo 5

Algoritmos para StackMST completo

Esta sección estará dedicada al desarrollo de distintos algoritmos que aprovechen la es-
tructura dada por los dos capítulos anteriores. Para ello, resultará fundamental la siguiente
definición.

Definición 5.1 Sea r un pricing rojo. Llamaremos factor de separación de r, o también
dr, al valor definido por la siguiente formula

dr = mı́n
i∈{1,...,N−1}

ci+1

ci
.

Intuitivamente, el factor de separación de r nos dice que tan distantes están los valores
en Cr. Durante esta sección demostraremos algunos lemas que nos ayudarán a demostrar que
para ciertos valores de dr podemos encontrar soluciones exactas.

Más en específico, primero mostraremos algunas propiedades, y con ellas mostraremos que
podemos construir un algoritmo exacto para instancias con factor de separación mayor a 3.
Luego mostraremos algunas propiedades más, que en conjunto con algunas de las propieda-
des anteriores nos ayudarán a construir algoritmos para instancias con factor de separación
mayor a 2.

En la segunda sección de este capítulo mostraremos como usar algoritmos exactos para
instancias con factor de separación acotada inferiormente para la construcción de algoritmos
de aproximación para el caso general. La idea general tras ello es que si es que tenemos una
instancia con factor de separación pequeño entonces podemos seleccionar un factor α tal que
podamos solucionar las instancias con factor de separación α, y luego aproximar los valores
de las aristas rojas a potencias de α, para finalmente resolver la nueva instancia.

El resultado central y final de este capítulo será la construcción de un algoritmo 2 log 2+ε-
aproximado para StackMST completo cuyo tiempo de proceso es O(n3 ·N).
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Importante: Gracias a la reducción dada en el Lema 4.6, en el transcurso de esta sección
asumiremos que todas las aristas rojas de precio c1 son aristas rebeldes, por lo que las
componentes de Gr

1,1 son siempre vértices o aristas rebeldes. A las instancias de este tipo
les llamaremos instancias reducidas.

5.1. Algunos ejemplos

En primer lugar, para entender un poco las ideas tras esta sección, queremos mostrar de
donde nacen estás ideas. Dos de los resultados de esta sección estarán dedicados a mostrar
condiciones bajo las cuales podemos asegurar que todas las aristas rojas de precio c1 son parte
de la solución óptima, y por tanto podemos utilizar la reducción de aristas rojas dada por el
Lema 4.1 sobre ellas. En particular el Lema 5.2 muestra que siempre que en toda instancia
reducida con r > 3 podemos realizar dicha reducción.

Por el contrario, cuando r < 3 aparecen estructuras algo más complejas. Con tal de hacer
un primer acercamiento a dichas estructuras, es que en esta sección exploramos un caso
simple en que las aristas rojas del grafo G forman un camino de tres aristas. El Lema 5.7
mostrará que de hecho podemos forzar la presencia de la primera estructura en ciertos casos,
lo que nos permitirá garantizar condiciones para el uso de la reducción del Lema 4.1 sobre las
aristas rojas de precio c1. Esperamos que las otras dos subestructuras sirvan a futuro para
seguir avanzando en el desarrollo de algoritmos para este problema.

Estos ejemplos también nos permitirán introducir una forma de graficar los precios de los
aristas que estará presente a lo largo de esta sección. Dibujaremos las aristas de precio c1 con
linea continua, las de precio c2 con línea discontinua, y las de precio c3 con línea punteada.

Cruce de tres aristas

El siguiente es un caso básico: tenemos 2 aristas rojas de precio c1 unidas por una arista
de precio c2. Ya analizamos casos un poco más complejos al inicio del Capítulo 3, y podemos
notar que si c2 < 3c1 entonces la solución será un camino de 3 aristas que cruza entre las 2
aristas rojas de precio c1. Podemos notar que en este caso las 2 aristas rojas de precio c1 son
capturadas, y para ello se sacrifica la posibilidad de obtener una arista de precio c2.

Figura 5.1: Destacadas en amarillo las aristas capturadas. En azul continuo las aristas de
precio c1, las que forman un cruce de tres aristas.
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Puente de dos aristas

Pensemos ahora en un camino de 3 aristas rojas en donde la primera de las aristas tiene
precio c1 y las otras 2 aristas tienen precio c2. En este caso, si c2 > 2c1 entonces nos conviene
simplemente mantener la estructura laminar original y utilizar dos aristas azules de precio c2.
Pero si es que c2 < 2c1 entonces el óptimo tendrá un camino de 2 aristas de precio c1 que
inicia en un extremo de la arista de precio y termina en el otro extremo de dicha arista, y
además utilizará una arista de precio c2.

Figura 5.2: Destacada en amarillo la arista capturada. En azul continuo las aristas de precio
c1, las que forman un puente de dos aristas.

También está el caso en que la primera arista roja tiene precio c1, la segunda tiene precio
c3 y la tercera tiene precio c2. Si 2c1 + c2 > c3 y 2c1 + c2 > 2c2 entonces podemos ver por
inspección que él óptimo también tendrá un camino de 2 aristas de precio c1 que inicia en
un extremo de la arista de precio y termina en el otro extremo de dicha arista, y además
utilizará una arista de precio c2.

Figura 5.3

Podemos notar que en ambos casos la arista de precio c1 es capturada, y en la componente
que la genera existe un camino de 2 aristas, cuyos vértices son los 2 extremos de la arista de
precio c1 y un vértice extra. A dicho camino lo llamaremos en adelante puente de 2 aristas,
o simplemente puente.

Puente de tres aristas

Ahora vemos el caso de un camino de 3 aristas rojas en donde la primera arista roja tiene
precio c2, la segunda c1 y la tercera c3. Si 3c1 > c2 + c3 entonces la solución óptima utiliza
un camino de 3 aristas azules a precio c1, que parte en un extremo de la arista de precio c1 y
termina en su otro extremo. A dicho camino en este caso lo llamaremos puente de 3 aristas.
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Figura 5.4: En azul continuo las aristas de precio c1, las que forman un puente de tres aristas.

5.2. Algoritmos exactos para instancias con factor de se-
paración acotado inferiormente

La idea general tras los algoritmos presentados en esta sección es siempre la misma: iden-
tificar un conjunto de aristas azules que podemos fijar a precio c1, de forma tal que no sean
necesarias más aristas azules a precio c1. Luego gracias al Lema 4.5 podremos contraer las
aristas azules fijadas, y gracias al Lema 4.1 las aristas rojas que queden. Con ello tendremos
que el conjunto de precios tendrá un valor menos, por lo que podemos repetir el procedimiento
hasta que todas las aristas rojas tengan el mismo valor.

Factor de separación mayor a 3

Lema 5.2 Sea (G, r) una instancia reducida en que todas las componentes de Gr
1,1 son vér-

tices o aristas rebeldes y c2 > 3c1. Sean también p un pricing y C una componente de Gp
1,1.

Si C es la unión de dos o más componentes de Gr
1,1 entonces p no es un pricing óptimo.

Demostración. Sean kv la cantidad de vértices en C y kr la cantidad de componentes de
Gr

1,1 en C. Dado que cada componente de Gr
1,1 en C tendrá a lo más dos vértices, entonces

kv ≤ 2kr. Supondremos por contradicción que C es la unión de dos o más componentes de
Gr

1,1, por lo que kr ≥ 2.

Figura 5.5: C. En linea continua aristas de precio c1. kv = 9.

Generamos el pricing q, partiendo con q = p y cambiando el precio de todas las aristas
azules que tengan ambos extremos en C a precio c2. Con ello los kv vértices de C quedarán
separados en kv distintas componentes de Gq

1,0, mientras que las kr componentes de Gr
1,1 que
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Figura 5.6: Componentes de Gr
1,1 dentro de C. En este caso kr = 6

Figura 5.7: Vértices de C bajo el pricing q. En linea continua aristas de precio c1 y en linea
discontinua aristas de precio c2.

eran subconjuntos de C estarán separadas Gr
1,1, mientras que el resto de la estructura laminar

de q y p son iguales.

Resumiendo, tenemos lo siguiente:

• cc(Gq
1,0) = cc(Gp

1,0) + kv − 1,
• cc(Gq

1,1) = cc(Gp
1,1) + kr − 1,

• para i ≥ 2 tenemos cc(Gq
i,i−1) = cc(Gp

i,i−1) y
• para i ≥ 2 tenemos cc(Gq

i,i) = cc(Gp
i,i)

Por ello, la utilidad de q es

U(p)− (kv − 1)c1 + (kr − 1)c2 ≥ U(p)− (2kr − 1)c1 + dr(kr − 1)c1

> U(p)− (2kr − 1)c1 + 3(kr − 1)c1

= U(p) + (kr − 2)c1

≥ U(p)

Con lo que p no sería óptimo, lo que es una contradicción. Concluimos que C no puede
contener dos o más componentes de Gr

1,1.

Inspirados en el Lema 5.2 es que proponemos el siguiente algoritmo para instancias con
factor de separación mayor a 3, cuya correctitud es mostrada en el lema que le sigue.
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A3(G, r)

1. Reducir componentes de Gr
1,1: Siguiendo el Lema 4.6 reduce las componentes

de Gr
1,1 a vértices aislados y aristas rebeldes.

2. Fijar aristas rojas: Cada arista roja de precio c1 la asumimos como parte de
la solución, y la contraemos.

3. Iterar: G′ el grafo generado tras los puntos 1 y 2. Fijamos como nuevo conjunto
de precios {c2, ..., cN}, y volvemos al paso 1.

Lema 5.3 Si (G, r) una instancia en que dr > 3, entonces A3(G, r) es un pricing óptimo
para (G, r) calculado en tiempo O(n2 ·N).

Demostración. El Lema 4.6 es el que da la correctitud del paso 1. El paso 1 garantiza que
la instancia no tiene aristas sumisas, por lo que el Lema 5.2 es el que nos permite garantizar
la correctitud del paso 2. Tras cada iteración generamos una instancia con un conjunto de
precios de menor tamaño que la instancia anterior, por lo que el proceso se repetirá N veces
y terminará con éxito.

El paso 1 del algoritmo toma O(n2), por lo que en total tomará tiempo O(n2 · N). El
paso 2 toma tiempo O(α(n)) por cada arista contraída y como se contraerán menos de n− 1
aristas entre todas las ocasiones que se ocupe dicho paso, en total el tiempo utilizado en el
paso 2 es de O(n · α(n)). Finalmente, el paso 3 toma O(n) cada vez que se utilice, usando a
lo más O(n ·N) entre todas las iteraciones. Con ello, el tiempo total de proceso del algoritmo
es de O(n2 ·N).

Factor de separación mayor a 2

Para empezar, nos pondremos en el caso en que existen 2 aristas rebeldes de precio c1 en
una misma componente de Gr

2,2, y mostraremos que existe un pricing óptimo p en que dichas
aristas están en la misma componente de Gp

1,1.

Lema 5.4 (Cruce de 3 aristas) Si existen aristas rebeldes e1 y e2 de precio c1 que están
en la misma componente Gr

2,2 y c2 < 3c1, entonces existe un pricing óptimo simple en que e1

y e2 están unidas mediante un cruce de 3 aristas de precio c1 entre ellas.

Demostración. Sean p un pricing óptimo, C1 = C(e1, p, i), C2 = C(e2, p, i), m1 el número de
aristas rebeldes de precio c1 distintas de e1 y e2 que son capturadas por C1 o por C2, y n2 el
número de vértices no adyacentes a aristas rebeldes de precio c1 que estén en C1 o C2.

Partiremos por analizar el caso en que C1 = C2. En este caso podemos construir un pricing
q modificando el pricing p. Partimos con q = p y luego realizamos las siguientes modificaciones
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(a) C1 y C2. (b) Vértices de C1 y C2 bajo pricing q.

Figura 5.8: En linea continua aristas de precio c1 y en linea discontinua aristas de precio c2.

1. Eliminamos las aristas azules de precio c1 con extremos en C1 y C2.
2. Agregamos un cruce de 3 aristas que utiliza los 4 extremos de e1 y e2 a Bp,1.
3. Revisamos cada vértice v de C(e1, p, 1), y si es que v no está conectado mediante un

camino en Gq
1,0 a e1 entonces agregamos una arista entre v y algún extremo de e1 a

Bq,1.

Como solo modificamos internamente C1, entonces la estructura laminar de q es igual a la de
p, y por lo tanto q cumple con lo buscado. Por ello de ahora en adelante nos centraremos en
el caso en que C1 6= C2.

Supongamos m1 = 0. Si los extremos de e1 están en la misma componente de Gp
1,0, como

no hay una arista azul paralela a e1 entonces debe existir al menos un vértice extra en
C1, y lo mismo pasa para e2. Por el lado contrario, si los extremos de e1 están en distintas
componentes, entonces no puede existir ningún vértice extra en C1, pues en dicho caso existiría
alguna arista azul en C1, por lo que el Lema 3.19 nos dice que C1 debería generar a e1. Por
ello, podemos distinguir 3 casos con las siguientes características:

a. Los extremos de e1 están en la misma componente de Gp
1,0, y los extremos de e2 están

en la misma componente de Gp
1,0: En este caso el número de componentes de Gp

1,0 que
tienen vértices e1 o de e2 es de 2, y n2 ≥ 2.

b. Los extremos de e1 están en la misma componente de Gp
1,0, y los extremos de e2 están

en distintas componentes de Gp
1,0: En este caso el número de componentes de Gp

1,0 que
tienen vértices e1 o de e2 es de 3, y n2 ≥ 1.

c. Los extremos de e1 y e2 están todos en distintas componentes de Gp
1,0: En este caso el

número de componentes de Gp
1,0 que tienen vértices e1 o de e2 es de 4, y n2 = 0.

Además, las componentes de Gp
1,1 que tengan vértices de V (C1)∪ V (C2) son siempre 2, C1 y

C2. Cualquiera sea el caso, podemos crear un pricing q partiendo con q = p y realizando los
siguientes pasos:

1. Eliminamos las aristas de precio c2 de C(e1, p, 2).
2. Eliminamos las aristas azules de precio c1 de C1 y C2.
3. Agregamos un cruce de 3 aristas que utiliza los 4 extremos de e1 y e2 a Bp,1.
4. Revisamos cada vértice v de C(e1, p, 2), y si es que v no está conectado mediante un

camino en Gq
2,1 a e1 entonces agregamos una arista entre v y algún extremo de e1 a Bq,2.
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Figura 5.9: C1 y C2.

En la Figura 5.8 hay un ejemplo del cambio de p a q. Podemos notar que dado que m1 = 0 y
que bajo el pricing q las únicas aristas azules de precio c1 adyacentes a vértices de C(e, p, 2)
son aquellas presentes en el cruce de 3 aristas, entonces tanto en Gq

1,0 como en Gq
1,1 hay n2 +1

componentes que contienen vértices de V (C1) ∪ V (C2), y el resto de los valores de cantidad
de las particiones son iguales para p y q. Con ello, podemos analizar los 3 casos anteriores:

a. La utilidad aumenta en (n2 − 1)c2 − (n2 − 1)c1 = (n2 − 1)(c2 − c1) > 0.
b. La utilidad aumenta en (n2 − 1)c2 − (n2 − 2)c1 = (n2 − 1)(c2 − c1) + n2 > 0.
c. La utilidad aumenta en (n2 − 1)c2 − (n2 − 3)c1 = 3c1 − c2 > 0.

Por lo que en ninguno de los casos p sería óptimo, y llegamos a una contradicción.

Por lo tanto sólo nos falta estudiar el caso m1 ≥ 1. Haciendo un análisis similar al hecho
anteriormente, tenemos los siguientes casos:

a. Los extremos de e1 están en la misma componente de Gp
1,0, y los extremos de e2 están

en la misma componente de Gp
1,0: En este caso el número de componentes de Gp

1,0 que
tienen vértices e1 o de e2 es de 2, y m1 + n2 ≥ 2. En la Figura 5.9 hay un ejemplo de
este caso.

b. Los extremos de e1 están en la misma componente de Gp
1,0, y los extremos de e2 están

en distintas componentes de Gp
1,0: En este caso el número de componentes de Gp

1,0 que
tienen vértices e1 o de e2 es de 3.

Además, las componentes de Gp
1,1 que tengan vértices de V (C1)∪V (C2) son siempre 2, C1

y C2. Cualquiera sea el caso, podemos crear un pricing q partiendo con q = p y realizando
los siguientes pasos:

1. Eliminamos las aristas azules de precio c1 de C1 y C2.
2. Agregamos un cruce de 3 aristas que utiliza los 4 extremos de e1 y e2 a Bp,1.
3. Revisamos si es que existe un árbol generador T ′ de (V (C1)∪V (C2)) \ (V (e1)∪V (e2)).

Si es que existe, entonces agregamos sus aristas a Bq,1. Si es que no y n2 ≥ 1, entonces
revisamos cada vértice v de (V (C1) ∪ V (C2)) \ (V (e1) ∪ V (e2)), y si v es adyacente a
una arista rebelde de precio c1 y además no está conectado mediante un camino en Gq

1,0

a e1 entonces agregamos una arista entre v y algún extremo de e1 a Bq,1.
4. Revisamos cada vértice v de C(e1, p, 2), y si es que v no está conectado mediante un

camino en Gq
2,1 a e1 entonces agregamos una arista entre v y algún extremo de e1 a Bq,2.
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Figura 5.10: Vértices de C1 y C2 bajo pricing q.

Podemos notar si en el paso 3 existe un árbol generador T ′ entonces tanto en Gq
1,0 como en

Gq
1,1 hay 2 componentes que tengan vértices de V (C1) ∪ V (C2), y el resto de la estructura

laminar es igual para p y q.

Con ello, si es que existe el árbol T ′, entonces podemos concluir para los 2 casos anteriores
lo siguiente:

a. Podemos notar que en este caso todos los números de componentes se mantienen, y por
tanto la utilidad no cambia.

b. La utilidad cambia en c1.

Además sabemos que si m1 = 2 entonces existe T ′. Por ello, si es que no existe T ′, entonces
m1 = 1, y podemos concluir para los 2 casos anteriores lo siguiente:

a. En este caso tendremos que n2 ≥ 1, por lo que tanto en Gq
1,0 y en Gq

1,1 hay n2 + 1
componentes con vértices de V (C1) ∪ V (C2). Luego, la utilidad cambia en

n2c2 − n2c1 = n2(c2 − c1) > 0.

b. En este caso n2 = 0 ym1 = 1, por lo que en Gq
1,0 hay 3 componentes que tengan vértices

de V (C1)∪V (C2), y en Gq
1,1 hay 2 componentes que tengan vértices de V (C1)∪V (C2).

Con ello, todos los números de componentes se mantienen iguales respecto a p, por lo
que la utilidad no cambia.

Con ello tenemos que en cualquiera de los casos que no deriban en una contradicción q es un
pricing que cumple con lo buscado.

Los siguientes dos lemas mostrarán que cuando (G, r) es una instancia reducida y c2 > 2c1,
entonces las componentes de Gp

1,1 que no son vértices aislados generan 1 o 2 aristas rebeldes
de precio c1.

Lema 5.5 Sea (G, r) una instancia reducida con c2 > 2c1 y p un pricing óptimo para (G, r).
Si C ′ es una componente de Gp

1,1 con al menos dos vértices, entonces C ′ solo tiene vértices
adyacentes a aristas rebeldes de precio c1.
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Demostración. Sean E ′1 el conjunto de aristas rebeldes de precio c1 generadas por C ′, V ′2 el
conjunto de vértices de C ′ que no son adyacentes a aristas rebeldes de precio c1, m1 = |E1|
y n2 = |V2|. Notamos que |V (C ′)| = 2m1 + n2, y que lo que buscamos probar es equivalente
a decir que n2 = 0.

Notamos que si m1 ≥ 1 entonces toda arista rebelde de precio c1 incidente en V (C ′)
cumple con las condiciones del Lema 3.18, y por tanto es generada por C ′.

Partimos por analizar el caso en que m1 ≥ 2 y existe un vértice v ∈ V ′2 . En este caso
siempre existirá un árbol generador de los vértices en V (C ′)− v, por lo que podemos generar
el pricing q partiendo con q = p, y realizando los siguientes pasos:

1. Eliminamos las aristas azules de precio c1 de C ′.
2. Formamos T ′ un árbol generador para los vértices de V (C ′)−v, y agregamos sus aristas

a Bp,1.
3. Agregamos una arista entre v y algún vértice de V (C ′)− v a Bp,1.

Lo que en terminos simples significa que sacamos a v de la componente C ′. Con ello tendremos
que

cc(Gq
1,0) = cc(Gp

1,0) + 1

cc(Gq
1,1) = cc(Gp

1,1) + 1

y que el resto de la estructura laminar se mantiene igual. Pero ello aumenta la utilidad en
c2−c1, por lo que el pricing no sería óptimo, lo que es una contradicción, por lo que si m1 ≥ 2
entonces n2 = 0.

Por otro lado, si m1 = 1 y n2 ≥ 1 entonces podríamos generar el pricing q, partiendo con
q = p y realizando los siguientes pasos

1. Eliminamos las aristas azules de precio c1 de C ′.
2. Para cada vértice u ∈ V2 agregamos una arista de precio c2 entre u y algún extremo de
e a Bq,2

Con ello tendremos que

cc(Gq
1,0) = cc(Gq

1,0) + n2 + 1

cc(Gq
1,1) = cc(Gq

1,1) + n2,

y que el resto de la estructura laminar se mantiene igual. Pero ello aumenta la utilidad en
c2 · n2 − c1(n2 + 1) > c1(n2 − 1) ≥ 0, por lo que el pricing p no sería óptimo, lo que es una
contradicción, por lo que n2 = 0.

Finalmente, no puede ocurrir que m1 = 0, pues eso significa que no hay aristas rojas
generadas por C ′, pero C ′ es una componente de Gp

1,1 con al menos dos vértices, por lo que
el Lema 3.16 nos dice que debe existir una arista roja de precio c1 en C ′, lo que deriva en
una contradicción. Concluimos que n2 = 0.
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Lema 5.6 Sea (G, r) una instancia reducida con c2 > 2c1 y p un pricing óptimo para (G, r).
Si C ′ es una componente de Gp

1,1 con al menos dos vértices, entonces C ′ contiene a lo más
dos aristas rebeldes de precio c1.

Demostración. Cómo C ′ tiene al menos dos vértices, entonces gracias al Lema 5.5 sabemos
que todos los vértices de C ′ son adyacentes a algún extremo de una arista rebelde de precio
c1.

Supongamos que m1 ≥ 3, por lo que debe haber al menos una arista azul de precio c1 con
ambos extremos en C ′ y por el Lema 3.16 debe haber una arista roja de precio c1 generada
por C ′. Luego, por el Lema 3.18 sabemos que si una arista rebelde de precio c1 es adyacente
a C ′ entonces dicha arista es capturada por C ′. Luego, sea E ′1 el conjunto de aristas rebeldes
de precio c1 generadas por C ′ y m1 = |E1|.

Luego, sean e1, e2 ∈ E ′1. En este caso podemos crear un pricing q partiendo con q = p y
realizando los siguientes pasos:

1. Eliminamos las aristas azules de precio c1 que están dentro de C ′.
2. Agregamos un cruce de 3 aristas que utiliza los 4 extremos de e1 y e2 a Bq,1.
3. Si m1 ≥ 4 entonces formamos T ′ un árbol generador de V (E ′1 − {e1, e2}). Agregamos

las aristas de T ′ a Bq,1.
4. Agregamos una arista entre un extremo de e1 y algún vértice de V (E ′1−{e1, e2}) a Bq,2

Con ello tenemos 2 casos. En primer lugar, si m1 = 3 entonces el número de componentes
de Gq

1,0 aumenta en 2 respecto a Gp
1,0, mientras que Gq

1,1 aumenta en 1 respecto a Gp
1,1, y el

resto de los números de componentes se mantienen iguales. Con ello, la utilidad cambia en
c2 − 2c1 > 0, por lo que p no sería óptimo.

En el otro caso, si m1 ≥ 4 entonces cc(Gq
1,0) = cc(Gp

1,0) + 1 y cc(Gq
1,1) = cc(Gp

1,1) + 1, y el
resto de la estructura laminar se mantiene igual. Con ello, la utilidad cambia en c2−c1 > 0, por
lo que nuevamente p no sería óptimo. Concluimos que si m1 ≥ 3 entonces p no sería óptimo,
por lo que hay a lo más dos aristas rebeldes de precio c1 que sean adyacentes a C ′.

Finalmente, el siguiente lema muestra que si (G, r) es una instancia reducida en que
c2 > 2c1 sobre la cual se aplicó la reducción del Lema 5.4, entonces cualquier pricing óptimo
no fija aristas azules a precio c1.

Lema 5.7 Sea (G, r) una instancia reducida con c2 > 2c1 en que todas las componentes de
Gr

1,1 son vértices o aristas rebeldes, y sea p un pricing óptimo para (G, r). Si e es una arista
rebelde de precio c1 y C ′ = C(e, p, 1), entonces V (C ′) = V (e).

Demostración. Supongamos que V (C ′) 6= V (e). Sea E1 el conjunto de aristas rojas de precio
c1 en C = C(e, p, 2), V2 el conjunto de vértices no adyacentes a aristas de E1 que estén dentro
de C, m1 = |E1| y n2 = |V2|. Probaremos que m1 = 1.
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Figura 5.11: C. En linea continua aristas de precio c1, y en linea discontinua aristas de precio
c2. En este caso m1 = 4 y n2 = 5.

Figura 5.12: Estructura laminar de C. En este caso dentro de C hay 1 componente de Gp
1,1

de 4 vértices, 2 componentes de Gp
1,1 de 2 vértices y 5 componentes de Gp

1,1 de 1 vértice.

Por el Lema 5.6 podemos concluir que todas las componentes de Gp
1,1 que tengan 2 o más

vértices, tienen 2 vértices que son los extremos de una arista roja de precio c1, o 4 vértices
que son los extremos de dos aristas rojas de precio c1. Por ello las componentes de Gp

1,1 tienen
1, 2 o 4 vértices. Con ello, definimos k como la cantidad de componentes de Gp

1,1 que son
subconjuntos de C y tienen 4 vértices.

Si C ′′ es una componente de 4 vértices de Gp
1,1 entonces existen 2 aristas rebeldes de precio

c1 que son generadas por C ′′, y por el Lema 3.18 sabemos que si una arista rebelde de precio
c1 es adyacente a C ′′, entonces dicha arista es capturada por C ′′, por lo que existe un subárbol
generador con 3 aristas azules de precio c1 bajo p que genera C ′′. Además, la cantidad de
aristas de E1 que son generadas por componentes de Gp

1,1 de 4 vértices es de 2k.

Las componentes de Gp
1,1 que tienen 2 vértices corresponden solo a una arista rebelde

roja. Además, cómo todas las aristas de E1 están en componentes de Gp
1,1 que tienen 2 o 4

vértices, entonces la cantidad de aristas de E1 que son generadas por componentes de Gp
1,1

de 2 vértices es de m1 − 2k. Con ello, podemos concluir que:

• La cantidad de componentes de Gp
1,0 que tienen vértices de C son k+ 2(m1− 2k) + n2.

• La cantidad de componentes de Gp
1,1 que tienen vértices de C son k + (m1 − 2k) + n2.

• La cantidad de componentes de Gp
2,1 que tienen vértices de C es 1.

• La cantidad de componentes de Gp
2,2 que tienen vértices de C es 1.
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Figura 5.13: Componentes de Gr
1 y Gr

2 dentro de C.

Además podemos probar que no existe algún vértice v ∈ V (C) que sea vértice aislado
en Gr

2,2. Razonando por contradicción, supongamos que v es vértice aislado en Gr
2,2. Si v no

fuera un vértice aislado en Gp
1,1 entonces C(v, p, 1) debe generar alguna arista roja de precio

c1, pero ello indica que C(v, p, 1) tiene al menos vértices, y por el argumento del primer
parrafo concluimos que entonces en C(v, p, 1) hay sólo vértices adyacentes a aristas rebeldes
de precio c1, lo que contradice el hecho de que v sea vértice aislado en Gr

2,2. Entonces v sólo es
adyacente a aristas de precio al menos c2, y por tanto podemos hacer un pricing q partiendo
por p = q, y realizando los siguientes pasos:

• Por cada arista de la forma {v, u} de precio c2 eliminamos {v, u} y agregamos una
arista entre v y algún extremo de e a Bp,2.
• Agregamos una arista entre e y u a Bp,3.

Con ello se cumple que

cc(Gq,2) = cc(Gp,2) + 1

cc(Gq,2) = cc(Gp,2) + 1,

y el resto de la estructura laminar es igual para q y p. Luego U(q) = U(p) + c3 − c2, lo que
contradice que p sea óptimo. Concluimos que no hay vértices aislados de Gr

2,2 dentro de C.

Basados en el pricing rojo, formaremos un pricing q que mantenga la estructura de com-
ponentes dada por r, lo que se traduce en que las componentes de Gq

1,1 dentro de C son las
mismas que las de Gr

1,1, y lo mismo aplica para el siguiente nivel. Para ello partimos con
q = p, y realizamos los siguientes pasos:

1. Eliminamos las aristas azules de precio c1 y c2 que están dentro de C.
2. Para cada e′ ∈ E1 − e fijamos Ce′ = C(e′, r, 2). Para cada vértice v de Ce′ vemos si es

que está conectado a e′ en Gq
2,1, y si no está conectado entonces agregamos una arista

entre algún extremo de e′ y v a Bq,2.
3. Para cada e′ ∈ E1−e revisamos si e′ está conectado a e en Gq

3,2. Si no es así, agregamos
una arista entre e′ y e a Bq,3.

En el pricing q se cumplen las siguientes proposiciones:
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Figura 5.14: Vértices de C(e, p, 2) bajo el pricing q. En linea continua aristas de precio c1, en
linea discontinua aristas de precio c2, y en linea punteada aristas de precio c3.

• La cantidad de componentes de Gq
1,0 que tienen vértices de C son 2m1 + n2.

• La cantidad de componentes de Gq
1,1 que tienen vértices de C son m1 + n2.

• La cantidad de componentes de Gq
2,1 que tienen vértices de C es m1.

• La cantidad de componentes de Gq
2,2 que tienen vértices de C es m1.

Por lo que tenemos los siguientes cambios en los números de componentes

cc(Gq
1,0) = cc(Gp

1,0) + 3k

cc(Gq
1,1) = cc(Gp

1,1) + 2k

cc(Gq
2,1) = cc(Gp

2,1) +m1 − 1

cc(Gq
2,2) = cc(Gp

2,2) +m1 − 1,

y la utilidad cambia en

c3(m1 − 1) + c2(2k + 1−m1)− c1(3k) > 2c2(m1 − 1 + 2k + 1−m1)− c1(3k)

= c2(2k)− c1(3k)

> c1(4k − 3k)

= kc1 > 0

Lo que es una contradicción. Concluimos que m1 = 1.

Gracias a estos últimos tres lemas, estamos en condiciones de mostrar un algoritmo para
instancias con factor de separación mayor a dos.
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A2(G, r)

1. Reducir componentes de Gr
1,1: Siguiendo el Lema 4.6 reduce las componentes

de Gr
1,1 a vértices aislados y aristas rebeldes.

2. Cruce de 3 aristas: Si c2 < 3c1 entonces revisa cada componente C de Gr
2,2. Si

existen 2 aristas rebeldes e1 y e2 de precio c1 con ambos extremos en C entonces
fija un camino con 3 aristas azules a precio c1 que pasen por los extremos de
e1 y e2, y luego reduce según el Lema 4.5. Continúa hasta que no existan más
componentes de Gr

2,2 que cuenten con dos aristas rojas de precio c1.

3. Fijar aristas rojas: Una por una revisa todas las aristas rojas de precio c1, las
declara parte de la solución y las contrae.

4. Iterar: Para todo i ∈ {2, ..., k} fija c′i = ci+1, y vuelve al paso 1.

El siguiente lema mostrará la correctitud de este algoritmo, el cual es un resultado fun-
damental de esta tesis y será utilizado en la construcción de un algoritmo de aproximación
para instancias con factor de separación menor a 2.

Lema 5.8 Si (G, r) una instancia en que dr > 2, entonces A2(G, r) es un pricing óptimo
para (G, r) calculado en tiempo O(n2 ·N).

Demostración. El Lema 4.6 es el que da la correctitud del paso 1. Luego, tenemos 2 casos.
En primer lugar, si c2 > 3c1. En este caso el paso 2 no aplica, y gracias a que el paso 1
garantiza que la instancia es una instancia reducida, el Lema 5.2 nos permite garantizar la
correctitud del paso 3.

Por otro lado, si c2 < 3c1 entonces es el Lema 5.4 el que nos da la correctitud del paso 2.
Además, tras este paso podemos garantizar que en ninguna componente de Gr

2,2 hay 2 aristas
de precio c1. Además, como dr > 2 entonces tenemos que c2 > 2c1, por lo que se cumplen las
hipótesis del Lema 5.7, y por tanto tenemos tenemos la correctitud del paso 3.

Cada vez que el algoritmo llegue al paso 4 genera una instancia con un conjunto de
precios de menor tamaño que la instancia anterior, por lo que el proceso se repetirá N veces
y terminará con éxito.

Siguiendo la argumentación del Lema 5.3 podemos ver que el tiempo total de proceso
usado en los pasos 1, 3 y 4 es de O(n2 ·N). Identificar las componentes de Gr

2,2 toma tiempo
O(n), mientras que dada una componente C, la elección de pares de aristas tomará dentro
de esa componente tiempo O(V (C)), por lo que en total el tiempo que toma elegir pares de
aristas es de O(n) en una iteración, y de O(n ·N) en total. Finalmente, la contracción de las
aristas en el paso 2 entre las N iteraciones tomará tiempo O(n · α(n)), con lo que el tiempo
total que el algoritmo toma en el paso 2 es de O(n · N), y el tiempo total de proceso es de
O(n2 ·N).
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5.3. Algoritmo de aproximación para StackMST comple-
to

Si bien en los pasados capítulos hicimos el análisis de un único pricing rojo, en este capítulo
dejaremos de hacer eso con tal de otorgar algunas herramientas útiles para demostrar las cotas
de optimalidad logradas por el algoritmo de aproximación.

Luego, sean r y r′ dos pricings rojos y q un pricing para (G, r′). Definimos q|r como el
pricing tal que para toda arista azul e ∈ B cumple que q|r(e) = q(e), mientras que para toda
arista roja e ∈ R cumple que q|r(e) = r(e). Además, dado un algoritmo ALG, diremos que
ω(ALG) es la utilidad obtenida por el algoritmo.

Los dos siguientes lemas mostrarán que cuando para toda arista roja e se cumple que
r′(e) ≤ r(e) entonces q|r tiene la misma utilidad que q.

Lema 5.9 Sean r y r′ dos pricings rojos, q un pricing simple para (G, r′) y e una arista roja.
Si r′ es tal que r′(e) < r(e) y para todas las aristas f ∈ R − e se cumple que r′(f) = r(f)
entonces U(q|r) = U(q).

Demostración. Sea T un MST para G bajo la función de precios q. Si e no es una arista de T
entonces al aumentar su precio seguirá sin ser parte de ningún MST. Cómo la utilidad dada
por un pricing es la suma de los precios de las aristas azules de un MST, y los precios de las
aristas azules presentes en T se mantienen iguales, tenemos que U(q|r) = U(q).

Por otro lado, si e es parte de T , entonces e separa a T en dos componentes C1 y C2.
Las aristas de T − e se mantienen como parte del MST, aún cuando cambie el precio de e,
mientras que e forma parte de un MST si y solo si e es la arista de menor precio del corte
(C1, C2). Si e al aumentar de precio deja de ser la arista de menor precio de dicho corte,
entonces existirá una arista e′ que sea la de menor precio de dicho corte, con lo que T − e+ e′

será un MST. Cómo no hay aristas azules que no sean parte de T , entonces e′ debe ser roja.

Cualquiera sea el caso, las aristas azules de T se mantienen como parte del MST al mismo
precio, por lo que la utilidad de q|r para (G, r) es igual que la otorgada por q para (G, r′).

Lema 5.10 Si r y r′ son dos pricings rojos tales que para toda arista roja se cumple que
r′(e) ≤ r(e), entonces para todo pricing q de (G, r′) se cumple que U(q|r) = U(q).

Demostración. Veamos que se cumple el enunciado por inducción en el número de aristas
rojas e tales que r′(e) < r(e). Para el caso base en que hay solo una arista roja e tal que
r′(e) < r(e) tenemos que el enunciado se cumple gracias al Lema 5.9.

Para el paso inductivo supondremos que si hay k aristas rojas e tales que r′(e) < r(e)
entonces para todo pricing q de (G, r′) se cumple que U(q|r) = U(q). Si r′ tiene k + 1
aristas rojas e tales que r′(e) < r(e), entonces elegimos una arista f tal r′(f) < r(f), y
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podemos formar un pricing rojo r′′ en el cual para toda arista roja distinta de f se cumple
que r′′(e) = r′(e), mientras que r′′(f) = r(f). Por construcción se cumplen las condiciones del
Lema 5.9, por lo que U(q|r′′) = U(q|r). Además en r′′ son k las aristas e tales que r′′(e) < r(e),
por lo que se cumple que U(q|r′′) = U(q). Concluimos que U(q|r) = U(q).

De manera intuitiva, si tuviéramos un algoritmo que pudiera resolver el caso dr ≥ α
entonces podemos definir un algoritmo que parta por generar un pricing r′ aproximando el
pricing rojo r de manera tal que el costo de cada arista r(e) se aproxime a la mayor potencia
de α que sea menor o igual a r(e). Al hacer ello, conseguiríamos que dr′ ≥ α y que para
toda arista e se cumple que r′(e) ≤ r(e). Luego, podríamos generar un pricing q que sea
óptimo para (G, r′), y utilizar q|r cómo pricing para (G, r). Inspirados en ello, presentamos
el algoritmo a continuación.

El algoritmo A′ recibe un algoritmo Aα, una instancia (G, r) y un valor u tal que 0 ≤ u < 1
y realiza los siguientes pasos:

A′(Aα, G, r, u)

1. Forma r′ el pricing rojo tal que para toda arista e ∈ T cumple que

r′(e) = αblogα(r(e))−ucαu.

2. Entrega (G, r′) a Aα, y llama q al pricing que devuelve Aα.

3. Entrega q|r como output.

El siguiente lema muestra que si p es un pricing óptimo para (G, r), entonces podemos
formar un pricing p′ para (G, r′) tal que el MST generado para (G, p′) sea el mismo que el
generado para (G, p).

Lema 5.11 Sea (G, r) una instancia de StackMST completo, p un pricing óptimo simple
para (G, r), u un valor tal que 0 ≤ u < 1, r′ es el pricing rojo formado en el paso 1 de
A′(Aα, G, r, u), y p′ el pricing tal que para toda arista e ∈ E se cumple que

p′(e) = αblogα(p(e))−ucαu.

Luego, si T es el MST de (G, p) y T ′ es el de (G, p′), entonces T ∩B = T ′ ∩B.

Demostración. Notamos que para toda arista roja e ∈ R se cumple r(e) ≥ r′(e), y que para
toda arista e ∈ E se cumple p(e) ≥ p′(e).

El pricing p′ aproxima el precio de cada arista en p al mayor valor de la forma αu · αi
tal que i sea un natural y se cumple que αu · αi ≤ p(e). Notamos que esta es la misma
transformación aplicada a r y que es una trasformación monótona creciente, por lo que si e1

y e2 son dos aristas en E tales que p(e1) ≤ p(e2) entonces p′(e1) ≤ p′(e2).
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Puede pasar que p(e1) < p(e2), pero p′(e1) = p′(e2). Si dicho caso ocurre y e1 es roja y e2

azul, entonces el algoritmo de Kruskal al revisar (G, p) procesa antes e1 que e2. Por el otro
lado, cómo estamos asumiendo que entre aristas de un mismo precio se procesan antes las
azules que las rojas, entonces Kruskal al revisar (G, p′) procesa e2 antes que e1.

Veamos que en el MST generado por Kruskal al revisar (G, p′) están todas las aristas
azules que tienen precio finito en p. Para ello, sea B∗p = B ∩ T = {e1, ..., e|B∗p |} el conjunto
de aristas azules en T , donde si i < j entonces p(ei) ≤ p(ej). Cómo p es un pricing simple,
entonces B∗p es el conjunto de aristas azules de precio finito.

Si usamos el algoritmo de Kruskal sobre (G, p′) respetando el orden de B∗p y el algoritmo
no incluye alguna arista de B∗p , entonces sean ei la primera arista que Kruskal no incluye,
cj = p(ei) y c′` = p′(ei). En este caso al momento de procesar ei Kruskal ya había procesado
las aristas en {e1, ..., ei−1} y todas las aristas rojas de precio menor al de ei, i.e. Rr′

`−1, y como
dicho algoritmo no incluye a ei entonces los extremos de ei están conectadas en un camino
de aristas de {e1, ..., ei−1} ∪Rr′

`−1.

Por otro lado, sea e′ una arista roja tal que r′(e′) = c′k con k < `, y supongamos que r(e′) ≥
cj. Cómo cj = p(ei) entonces tenemos que r(e′) = p(e′) ≥ p(ei), por lo que r′(e′) ≥ p′(ei).
Pero p′(ei) = c′`, por lo que r′(e′) ≥ c′`, lo que es una contradicción y por tanto debe ocurrir
que r(e′) < cj. Concluimos que el conjunto de aristas rojas e que cumplen que p′(e) < c′`
cumplen también que r(e) < cj, es decir, Rr′

`−1 ⊆ Rr
j−1.

Pero como Rr′

`−1 ⊆ Rr
j−1 entonces existe un camino de aristas en {e1, ..., ei−1} ∪ Rr

j−1 que
conecta los 2 extremos de ei, lo que significa que al usar Kruskal sobre (G, p) el algoritmo
no incluye a ei, lo que es una contradicción. Luego Kruskal debe incluir a toda arista de B∗p
en el MST generado, es decir B∗p = T ∩B ⊆ T ′ ∩B. Cómo las aristas azules de precio finito
en p′ son las mismas que en p, entonces no puede ser que haya más aristas en T ′ ∩B que en
T ∩B, por lo que concluimos que T ∩B = T ′ ∩B.

El siguiente lema muestra que A′ al recibir un u aleatorio funciona como un algoritmo
aleatorio que en esperanza entregará una α log(α)

α−1
-aproximación.

Lema 5.12 Sea (G, r) una instancia cualquiera. Si Aα es un algoritmo que resuelve StackMST
completo para instancias con factor de separación mayor o igual a α en tiempo O(nβ), en-
tonces cuando el algoritmo A′ recibe Aα, (G, r) y un valor u aleatorio uniforme entre 0 y 1
toma tiempo O(nβ) y

Eu[ω(A′(Aα, G, r, u))] ≥ α− 1

α log(α)
OPT.

Demostración. Sea r′ el definido por el primer paso del algoritmo, por lo que para toda arista
e se cumple que r(e) ≥ r′(e). Notamos que dr′ ≥ α. Si p es un óptimo de la instancia original,
definimos p′ un pricing para (G, r′) en el cual para toda arista e cumple que

p′(e) = αblogα(p(e))−ucαu.
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Por el Lema 5.11 tenemos que si T es el MST de (G, p) y T ′ es el de (G, p′), entonces
T ∩B = T ′ ∩B. Luego

U(p′) =
∑
e∈T∩B

p′(e) =
∑
e∈T∩B

p(e) · p
′(e)

p(e)

=
∑
e∈T∩B

p(e) · α
blogα(p(e))−ucαu

αlogα(p(e))

=
∑
e∈T∩B

p(e) · αblogα(p(e))−ucαu−logα(p(e))

=
∑
e∈T∩B

p(e) · α−[(logα(p(e))−u)−blogα(p(e))−uc].

Además, como p′ es un pricing factible para (G, r′) entonces la utilidad obtenida por q,
que es el pricing óptimo generado por Aα para (G, r′), es al menos la misma que la obtenida
por p′. Por otro lado, el Lema 5.10 nos dice que la utilidad obtenida por q|r es al menos la
utilidad obtenida por q. Luego,

E[U(q|r)] = E[U(q)] ≥ E[U(p′)] = E[
∑
e∈T∩B

p(e) · α−[(logα(p(e))−u)−blogα(p(e))−uc]]

=
∑
e∈B∗

E[p(e) · α−[(logα(p(e))−u)−blogα(p(e))−uc]]

=
∑
e∈B∗

p(e)E[α−[(logα(p(e))−u)−blogα(p(e))−uc]].

Cómo ue = (logα(p(e)) − u) − blogα(p(e))− uc es una variable de distribución aleatoria
uniforme entre 0 y 1, tenemos que

Eu[α−[(logα(p(e))−u)−blogα(p(e))−uc]] = Eu′ [α−u] =

∫ 1

0

α−udu =
α− 1

α log(α)
,

y como q|r es el pricing entregado por A′ concluimos que

Eu[ω(A′(Aα, G, r, u))] = E[U(q|r)]

≥
∑
e∈B∗

p(e) · α− 1

α log(α)

=
α− 1

α log(α)
·
∑
e∈B∗

p(e)

=
α− 1

α log(α)
·OPT.

Además, cómo los pasos 1 y 3 se realizan en tiempo lineal, el tiempo de proceso del algoritmo
es de O(nβ).

El lema anterior nos entrega un buen algoritmo aleatorio, pero aún podemos lograr un
algoritmo no aleatorio que alcance la misma cota de aproximación.
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El algoritmo A recibe un algoritmo Aα y una instancia (G, r), y luego realiza los siguientes
pasos:

A(Aα, G, r)

1. Para cada valor ci ∈ C genera un valor ui = logα(ci) − blogα(ci)c, fija u0 = 0,
uN+1 = 1 y U = {u0, u1, . . . , uN+1}.

2. Para cada valor ui in U entrega (Aα, G, r, ui) a A′, y guarda el pricing generado
cómo pi.

3. Elige el pricing pi con mayor utilidad.

Lema 5.13 Sea (G, r) una instancia cualquiera. Si Aα es un algoritmo que resuelve StackMST
completo para instancias con factor de separación mayor a α en tiempo O(nβ), entonces
cuando el algoritmo A recibe Aα y (G, r) entrega una solución en tiempo O(nβ+1) y

ω(A(Aα, G, r)) ≥ α− 1

α log(α)
OPT.

Demostración. Dado que

Eu[ω(A′(Aα, G, r, u))] ≥ α− 1

α log(α)
·OPT,

entonces existe un valor u tal que

ω(A′(Aα, G, r, u)) ≥ α− 1

α log(α)
·OPT,

y sea i el valor tal que ui−1 < u ≤ ui. Llamaremos ru al pricing rojo tal que para toda arista
roja f cumple que

ru(f) = αblogα(p(f))−ucαu,

y analizaremos el pricing rojo ri que para arista roja f cumple que

ri(f) = αblogα(p(f))−uicαui .

Dada e una arista roja cualquiera tenemos que

blogα(r(f))− uc = blogα(r(f))− uic y αu ≤ αui ,

por lo que
ru(f) = αblogα(r(f))−ucαu ≤ αblogα(r(f))−uicαui = ri(f).

Luego para ru y ri se cumplen las condiciones del Lema 5.10, por lo que si p es un pricing
óptimo simple para (G, ru) entonces U(p|ri) = U(p), y luego un pricing óptimo para (G, ri)
tendrá al menos la misma utilidad que p.
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Cómo A calcula un pricing pi óptimo para (G, ri) tenemos que

ω(A(Aα, G, r)) ≥ U(pi) ≥ U(p|ri)
= U(p)

= ω(A′(Aα, G, r, u))

≥ α− 1

α log(α)
·OPT.

Teorema 5.14 El algoritmo A al recibir A2 y una instancia (G, r) entrega una solución
2 log 2 + ε-aproximada en tiempo O(n3N).

Demostración. Por el Lema 5.8 tenemos que A2 entrega una solución óptima para el caso en
que dr ≥ 2 + ε, por lo que por el Lema 5.12 con α = 2 + ε nos dice que

ω(A(A2, G, r)) ≥ (2 + ε)− 1

(2 + ε) log(2 + ε)
OPT ≥ 1

2 log(2) + ε
OPT,

y concluimos lo pedido.

Este último resultado mejora la mejor aproximación actual para este problema, la cual es
de 1,75 + ε con ε arbitrario, hasta un valor cercano a 1.38.
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Figura 5.15: Garantía de aproximación según factor de separación. En rojo, la mejor garantía
lograda hasta ahora, y en azul la garantía logrado en esta tesis.
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Conclusión

En esta tesis se logró mostrar que UFT era un problema parametrizable bajo parámetros
k el tamaño de la solución y d la cantidad de demandas de tareas distintas, lo que ayuda a
mostrar que d entrega una medida relevante de complejidad para este problema que aún no
había sido abordada. Este trabajo también es, hasta donde sabemos, el primero en entregar
un algoritmo parametrizado para UFT, lo cual representa un avance fuerte, dado que el
problema no puede ser solucionado en tiempo FPT si el parámetro seleccionado es k.1

También se logró mostrar que aumentando ligeramente la capacidad de las aristas, me-
diante resource augmentation, podíamos encontrar soluciones de tamaño igual al óptimo de
la instancia original en un tiempo acotado. Esto muestra lo susceptible que es este problema
a pequeños cambios en la capacidad y en el tamaño de las aristas, y refuerza lo relevancia
que dichos tamaños tienen en la complejidad de este problema.

Para la construcción de un algoritmo de aproximación intentamos con técnicas distintas
a la presentada en este trabajo, como separar las tareas en pequeñas y grandes [12] según la
razón entre el tamaño de la tarea y la mínima capacidad de las aristas que usaba. Ello resultó
infructuoso debido a la imposibilidad para realizar algún tipo de programación dinámica para
sobre el conjunto de tareas grandes, debido a la diversidad de caminos que se pueden presentar
en un árbol, en especial cuando pueden existir vértices que pueden ser adyacentes a una gran
cantidad de aristas del hitting set bueno. No sabemos si existen otras formas de sortear
este problema, pero hasta ahora ello representa una dificultad que marca una diferencia
importante entre árboles y caminos.

Fue finalmente el análisis de las distintas secciones de un trabajo en una hipotética solución
el que nos permitió construir un algoritmo de 5-aproximación que funcionara en tiempo FPT.
Queda como problema abierto el bajar la cota de aproximación, idealmente llegando hasta
1+ε con un algoritmo en tiempo parametrizado, dado que creemos imposible lograr una 1+ε
aproximación en tiempo polinomial debido a que el problema es APX-difícil. Para avanzar en
dicha tarea creemos que puede aportar el partir por intentar encontrar una 1+ε-aproximación
en tiempo UFT para el caso en que la capacidad de las aristas es uniforme, y el tamaño de
las tareas está acotado inferiormente.

Queda también como problema abierto el caso en que cada una de las tareas tiene un peso
asignado, e intentamos maximizar el peso total de nuestra solución. Finalmente, creemos que

1A menos que falle la Exponential Time Hypothesis.
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es posible el reducir los tiempos de proceso para la búsqueda de soluciones, ya que en todos
los algoritmos mostrados creemos que los tiempo de proceso están aún lejos de ser óptimos.

Con StackMST completo logramos disminuir el factor de aproximación a 2 log 2 + ε, lo
cual representa un avance notable respecto al mejor algoritmo presente en la literatura, el
cual presenta una 1,75+ε aproximación. Aún más, logramos mostrar propiedades que se pre-
sentan en las soluciones óptimas y una estructura para la generación de algoritmos para este
problema. Creemos fuertemente que podemos seguir disminuyendo la cota de aproximación,
sospechamos que siguiendo la misma línea de trabajo podríamos llegar a lograr un PTAS,
y no descartamos la posibilidad de que el problema sea resoluble en tiempo polinomial en el
tamaño de la instancia.

Esperamos que el análisis entregado permita ayudar a guiar un mejor análisis del caso no
completo del problema, el cual es APX-difícil y para el cual el mejor algoritmo conocido tiene
una garantía de mı́n{k, 1 + log(b), 1 + log(W )}, donde k es el número de precios distintos
de aristas rojas, b es la cantidad de aristas azules, y W es el máximo ratio entre precios de
aristas rojas [4], pero para el cual está abierto el si admite o no un algoritmo con factor
constante de aproximación.

Existen también otras posibles lineas de trabajo futuro, entre las cuales destacamos el
buscar la construcción de un Programa Lineal Mixto que aproveche la estructura de las solu-
ciones. También podríamos intentar reemplazar el análisis del caso completo por el de grafos
para los cuales el jugador azul tiene un grafo sean suficientes densas bajo alguna definición
apropiada de densidad, o suficientemente similares o cercanas al árbol rojo. Finalmente, nos
gustaría intentar replicar las ideas y el trabajo realizado para el caso de otras matroides.
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