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PROF. GUIA: AXEL OSSES ALVARADO

ESTABILIDAD PARA MODELO DE LIGHT SHEET FLUORESCENCE MICROSCOPY
2D Y EXTENSION AL CASO TRIDIMENSIONAL

La observacion a escala celular de procesos biologicos de forma continua en el tiempo y en
las tres dimensiones espaciales es uno de los grandes objetivos en la investigacion cientifica
para comprender aspectos esenciales de la vida. Ademas, la forma en que la observacion
es llevada a cabo debe ser, en lo posible, a una alta resolucién, sobre largos periodos de
tiempo y sin comprometer en gran medida aspectos fisiologicos del espécimen en cuestion. El
Microscopio de Fluorescencia por Planos (en adelante LSFM por su nombre en inglés, Light
Sheet Fluorescence Microscopy) es un microscopio de fluorescencia que observa el espécimen
en estudio excitando con una fuente luminica moléculas capaces de fluorescer (fluoroforos)
que han sido colocadas previamente en la muestra etiquetando estructuras del espécimen en
estudio y luego observando la luz fluorescente que estos emiten. Asi, el microscopio tiene
por objetivo observar la distribucion de fluoréforos en el espécimen. A diferencia de otros
microscopios de fluorescencia, la técnica usada por el LSFM para adquirir las imégenes cumple
en gran medida los requerimientos mencionados y lo convierte en una herramienta esencial
para la investigacion en las areas de biologia celular y medicina molecular.

Existen problemas inherentes a la mayoria de los fenémenos 6pticos, tales como imperfec-
ciones en las mediciones o el scattering producido sobre los fotones, efectos que distorsionan
la imagen final obtenida y por tanto no es tan cercana a la distribucién de fluoréforos ori-
ginal como gustarfa. Esto ultimo restringe el estudio biolégico y por tanto se hace necesario
un procedimiento que pueda corregir las imperfecciones en las mediciones. Para restaurar la
imagen final se plantea un modelo fisico mateméatico que explica como es formada la medicion
a partir de la distribucién de fluoréforos. Se trabaja inicialmente con un modelo bidimensio-
nal el cual es estudiado tedrica y numéricamente planteando el respectivo problema inverso:
como recuperar la distribucion a partir de las mediciones. Al respecto la unicidad del pro-
blema ya estd demostrada mientras que se cuenta con una resolucion numérica del problema
bidimensional mediante la construccion de un sistema lineal.

Los principales resultados de esta tesis se resumen primero en un resultado de estabilidad
de tipo Lipschitz para el problema inverso de LSFM, el que a su vez se basa en un novedoso
resultado de estabilidad del mismo tipo para recuperar la condicién inicial (cuando es a
soporte compacto) de la ecuacion de calor en R". En segundo lugar, desde el punto de vista
numérico se establece la extension del modelo al caso tridimensional considerando ademas
el fenomeno de descalibracion y una nueva idea para simular la difusion que presentan las
imégenes. Finalmente, dado que el problema consiste en tratamiento de imagenes se aplican
herramientas disponibles en el area de las redes neuronales para dar una solucién al problema
inverso bidimensional por esta via como una alternativa al sistema lineal, con la esperanza
de poder extender este enfoque al caso tridimensional.
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Introducciéon

Desde la invenciéon del primer microscopio de la mano de Zacharias Janssen en 1595, la
microscopia se ha vuelto un pilar fundamental en el estudio de la biologia celular. Los avances
de la época permitieron a investigadores como Robert Hooke ver por primera vez células,
bacterias y actividades biologicas que ocurren a un nivel inalcanzable para el ojo humano. El
desarrollo de distintas técnicas a lo largo del tiempo ha permitido mejorar sustancialmente
tanto la resolucion de las imagenes como la escala posible de vision, los periodos de tiempo y
la posibilidad de obtener imagenes tridimensionales. Actualmente, se cuenta con dos grandes
grupos de microscopios: los épticos, que trabajan directamente con fotones, y los electronicos,
que forman imégenes del objeto a través del comportamiento de electrones.

Esta tesis estudia un tipo de microscopio 6ptico denominado Light Sheet Fluorescence
Microscopy (LSFM en adelante) que a su vez forma parte de los llamados microscopios
de fluorescencia. El mecanismo de los microscopios de fluorescencia consiste en etiquetar
estructuras celulares con fluoréforos, para posteriormente iluminar la muestra con fotones
de cierta longitud de onda. Los fluoréforos absorben estos fotones y en un instante posterior
emiten nuevos fotones pero con longitud de onda mayor (es decir, menor energia). La radiacion
electromagnética emitida es captada por las camaras formando la imagen final.

El LSFM es capaz de obtener imagenes en vivo y tridimensionales de forma eficaz, permi-
tiendo que los investigadores puedan observar la dinamica biologica en un lapso de tiempo
determinado. Otra de las ventajas que tiene este microscopio es la de reducir fenémenos inde-
seados pero inherentes a la microscopia como lo son el foto blanqueamiento o la foto toxicidad.
Lo anterior motiva a que el LSFM sea una de las técnicas preferidas en la actualidad para
observar la actividad biologica celular.

Sin embargo, las imégenes obtenidas sufren de dos limitaciones fisicas: el ruido y el efec-
to de blurring. En la préactica, imagenes difusas son obtenidas, inhibiendo la capacidad de
observacion del investigador, esto tltimo es la motivacion de esta tesis: como reconstruir la
distribucién de fluoréforos original a partir de las mediciones obtenidas por el LSFM, es decir,
como reconstruir la imagen original. Para abordar este problema resulta necesario plantear
primero un modelo matematico que explique como se forma la imagen final a partir de la
distribuciéon de fluoréforos original. Esto ultimo se conoce como el modelo directo, es decir,
si se conoce la distribucién de moléculas fluorescentes, entonces el modelo determina una
aproximacion a las iméagenes que obtiene el microscopio. Una vez se tiene el modelo directo,
se desea resolver el problema inverso, esto es, como reconstruir la distribucion de fluoréforos
a partir de la medicién con ruido y con blur del microscopio teniendo como informacion a



priori el modelo directo de como son generadas las imagenes.

La resolucion del problema inverso involucra tanto un estudio teérico como uno numérico,
ambos aspectos estan evidentemente entrelazados entre si. En lo tedrico interesa estudiar en
primer lugar la unicidad de la solucion, esto es, si dada una mediciéon entonces existe una y
s6lo una distribucion de fluoréforos que genera dicha medicion. En segundo lugar, se estudia
la estabilidad del problema, esto es, si se tienen dos mediciones parecidas generadas por dos
distribuciones, entonces estas distribuciones deben ser parecidas en cierto sentido, lo que en
otras palabras, corresponde a la continuidad del operador inverso. El problema abordado
por la estabilidad esté intrinsecamente relacionado con la reconstruccién numérica y tiene
que ver con el hecho de que por un lado el modelo establecido no emula perfectamente la
realidad y, por otro lado, que el instrumento de medicién no mide la senal de forma perfecta.
Como consecuencia, la medicion con la que uno trabaja esta levemente alejada de lo que nos
gustaria, por lo que la distribucién de fluoréforos a recuperar puede o no estar muy alejada
de la distribucién por recuperar, de modo que si el problema no es estable, la solucion
computada podria no tener relaciéon alguna con la distribuciéon original. Para la resolucion
numeérica del problema se usa una herramienta ampliamente utilizada en la actualidad: las
redes neuronales.

La tesis consiste en cinco capitulos. Los primeros dos capitulos constituyen un resumen
de lo que ya esta hecho y la base de este trabajo: por un lado se describen las propiedades
y el mecanismo principal del microscopio en cuestién y por otro lado se comenta el modelo
bidimensional establecido en [9] junto con la unicidad del problema inverso alli demostrada.
Los tres capitulos siguientes detallan el trabajo de esta tesis, el que se resume primero en un
resultado de estabilidad Lipschitz para el problema inverso de LSFM como consecuencia de
otro resultado de estabilidad Lipschitz para recuperar la condiciéon inicial para la ecuacion
de calor en R". La estabilidad para el problema inverso de LSFM constituye un resultado
poderoso que, en particular, implica la unicidad del problema mostrada en [9]. En segundo
lugar, se trabaja la extension del modelo al caso tridimensional junto con la simulacién de
imégenes sintéticas para este caso y, finalmente, la implementacion de una red neuronal para
resolver el problema inverso bidimensional. Mas especificamente esta tesis estd organizada
como sigue:

El capitulo (1] describe las propiedades generales del LSFM, qué motiva su frecuente uso
en la actualidad, como son formadas las imagenes, qué ventajas tiene por sobre otros micros-
copios, cuéles son los fenémenos que estan involucrados que explican las imagenes difusas
obtenidas, entre otras. Este breve estudio otorga las herramientas necesarias para establecer
el modelo directo.

El capitulo [2| describe el modelo directo en el caso hipotético de estar trabajando en dos
dimensiones junto con el respectivo problema inverso, ambos planteados en [9]. Este modelo
consiste en dos EDP’s: la primera es la ecuacion de Fermi para un haz de particulas y describe
la primera etapa de iluminacién o excitacion de los fluoréforos, la segunda es la ecuacion de
transporte radiativo y establece como es el proceso de fluorescencia y de proyeccion sobre las
camaras. Al final del proceso se obtiene una expresion explicita para las mediciones, la que
puede ser vista como la solucién a la ecuacion de calor en R con una condicién inicial similar
a la distribucion de fluoréforos que se desea recuperar. El principal teorema de este capitulo



es la unicidad del problema inverso demostrado en [9].

El capitulo [3] estudia la estabilidad del problema inverso en dos dimensiones. Al igual que
en la demostracion de la unicidad del problema, esta se basa en estudiar la ecuacién de calor
en R, en particular, en la reconstruccion de la condicién inicial en base a mediciones que se
tengan en cierta region. Este problema es conocido como Ecuacion de calor retrograda en
tiempo y es conocidamente mal puesto, esto es, pequenos errores en las mediciones pueden
dar lugar a grandes errores en la solucion (la condicion inicial a recuperar), lo que puede ser
arreglado agregando informacién a priori sobre la solucion. Al respecto, se demuestra primero
una estabilidad de tipo logaritmica para la ecuacion de calor en R™ en base a un resultado
equivalente pero en dominios acotados mostrado en [27]. Para pasar del dominio acotado a
R™, es necesario considerar el trabajo hecho en [0], donde se trabaja la controlabilidad a cero
para una ecuacion de calor semilineal definida en dominios no acotados. La hipotesis principal
para lograr tal resultado es suponer que la region de observacion w debe ser muy grande, mas
especificamente, de complemento acotado, mientras que la herramienta matematica usada
es la desigualdad de Carleman para ecuaciones parabolicas (vélida para dominios acotados)
aplicada luego de introducir cierta funcién cut-off. Lo anterior es la base para un resultado
de estabilidad logaritmica para el problema de LSFM, sin embargo, esto se puede mejorar
anadiendo més informacion sobre la soluciéon. En nuestro caso, se anade la hipotesis de que
la condicién inicial sea a soporte compacto, lo que sumado a la solucién con la que se cuenta
para la ecuacion de calor que depende explicitamente de la condicién inicial darda un novedoso
resultado correspondiente a una estabilidad de tipo Lipschitz.

En el capitulo []se estudia la extension del modelo 2D al caso 3D, el que se condice més con
la realidad. En este caso también se llega a una férmula explicita, sin embargo, el estudio de la
unicidad y estabilidad del problema inverso se complica y se deja como trabajo a futuro. Por
otro lado, trabajar el problema numéricamente con un nivel de discretizaciéon aceptable hace
que simular imagenes sintéticas sea imposible o poco préctico de realizar en un computador
de escritorio, razoén por la cual es necesario hacer uso de computacion de alto rendimiento
sobre infraestructura ad hoc. Al respecto, se trabaja con el cluster Guacolda-Leftraru, a cargo
del Laboratorio Nacional de Computacion de Alto Rendimiento (NLHPC por sus siglas en
inglés) de Chile. Se muestran las simulaciones numéricas obtenidas con implementaciones en
Matlab, asi como también los tiempos de ejecucion. El problema que surge es que el modelo
tal cual esté es incapaz de generar blur en las imagenes, razén por la que se anade la hipotesis
de que las camaras del microscopio no son colimadas. Esta modificaciéon se anade facilmente
al modelo y las simulaciones muestran que entonces si es posible captar este fenémeno.

Finalmente en el capitulo [5 se estudia la resolucién numérica del problema inverso en dos
dimensiones por via de una red neuronal. Asociadas al area del deep learning, esta herramienta
se ha vuelto muy popular en el mundo de la ingenieria por la versatilidad que presenta,
teniendo en particular muy buenos resultados para problemas de tratamiento de imagenes.
Existen diversos softwares para implementar redes neuronales, en esta tesis se trabaja con la
paqueteria Tensorflow desarrollada por Google y que esté orientada a tratar problemas de
inteligencia artificial, los que a su vez se reducen a resolver un problema de optimizacion.
Otro aspecto importante en esta area son los procesadores de los computadores usados para
ejecutar el proceso. Al respecto, los procesadores GPU (Unidad de Procesamiento Gréafico)
gozan de tener tiempos de ejecucion muy buenos con respecto a procesadores CPU (Unidad



de Procesamiento Central), por tanto, contar con este recurso resulta muy beneficioso. Para
resolver numéricamente el problema inverso en dos dimensiones se construye una red neuronal
que recibe como input la medicion del LSFM, posteriormente lo transforma a una imagen
con las dimensiones de la distribuciéon de fluoréforos, y a esta imagen se le aplica el modelo
directo. Asi, el input y el output de la red corresponden a mediciones y lo que se desea
minimizar es la diferencia entre estas. De esta forma la distribuciéon reconstruida es aquella
que genera la mediciéon mas cercana a la que es conocida. La infraestructura con la que se
trabaja es Google Colab, un entorno de maquinas virtuales abiertos a la comunidad cientifica
desarrollada por Google y orientada a tratar problemas de inteligencia artificial. Esta ofrece
la oportunidad de ejecutar la red en GPU, resolviendo el problema inverso en muy buenos
tiempos.



Capitulo 1

Microscopia Fluorescente por Planos

El LSFM entra en el grupo de los llamados microscopios de fluorescencia, un tipo de
microscopio 6ptico cuyo mecanismo para formar imagenes del objeto de estudio es a través de
la fluorescencia. Para lograrlo, se interviene el espécimen anadiéndole fluordforos, estructuras
que tienen la capacidad de asociarse a ciertas partes de la célula o tejido tales como el
citoesqueleto, membranas, ADN o la matriz extracelular [I] y de fluorescer una vez excitadas
con fotones. De esta forma la estructura biologica que se pretende estudiar es etiquetada con
fluordforos para su posterior observacion a través del microscopio. Un ejemplo de espécimen
comunmente estudiado con esta técnica es el embrién del pez cebra, el que ha podido ser
modificado genéticamente para que desarrolle proteinas fluorescentes con las cuales poder ser
observado. La caracteristica de este pez es que posee un genoma analogable al del humano y es
por tanto utilizado para ver como reaccionan a farmacos nuevos, estudiando asi la viabilidad
de llevar estos productos al consumo humano. Otra ventaja que posee este espécimen es que
tiene un tejido transparente que permite una gran penetracion de luz durante la observacion
a través del microscopio.

En pocas palabras, el proceso de fluorescencia consiste en la emision de luz por parte
de un objeto que ha absorbido cierta radiacion electromagnética. El proceso consta de dos
etapas, primero la excitacion, en la cual fotones con una longitud de onda especifica excitan
electrones de los fluoréforos, los que absorben la energia de los fotones incidentes pasando de
un estado fundamental (el de menor energia) a un estado excitado (de mayor energia). La
siguiente etapa es la de emision o fluorescencia en donde el electron pierde la energia obtenida,
retornando al estado fundamental y emitiendo un fotén en este proceso. Ahora bien, antes
de emitir el foton, el electron pierde energia en forma de calor pues en el estado excitado
pasa primero al estado de menor nivel vibracional en un proceso denominado relajacion no
radiativa. Una vez en este estado, el electron vuelve a su estado fundamental, emitiendo
radiacion electromagnética. Asi, el foton emitido posee menos energia o mayor longitud de
onda que el fotén absorbido. Este proceso se esquematiza con el denominado diagrama de
Jablonski mostrado en la figura [1.1}

Otros microscopios de fluorescencia ampliamente usados son el Widefield Microscopy
(WFEM), el Laser Scanning Confocal Microscopy (LSCM) y el Two-Photon Excitation Mi-
croscopy (TPEM). En este capitulo se estudia brevemente las caracteristicas del LSFM y sus



ventajas sobre los microscopios recién mencionados que lo convierten en una practica muy
utilizada por los investigadores para detectar procesos biologicos en 3D y a lo largo de cierta
cantidad de tiempo.
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Figura 1.1: Diagrama de Jablonski. El electron es excitado absorbiendo la energia de fotones
incidentes. Una vez excitado pierde energia en forma de calor para luego volver al estado
fundamental emitiendo un fotén de mayor longitud de onda.

1.1. Propiedades y ventajas del LSFM

El método usado por el LSFM se basa en una técnica denominada optical sectioning,
usada como alternativa a otra llamada physical sectioning. La segunda también sirve para
obtener imagenes tridimensionales y actiia, en simples palabras, cortando en laminas el tejido
a observar de forma que cada lamina es observada por separado obteniendo al final del
proceso la imagen tridimensional deseada. El problema obvio de este enfoque es que excluye
el estudio de estructuras bioldgicas vivas y por tanto imposibilita observar procesos en el
tiempo. Como alternativa a esta técnica esta la ya mencionada optical sectioning, que en
vez de cortar la muestra fisicamente, genera imagenes de un corte o plano de un grosor
determinado iluminando o detectando la porciéon deseada de forma que la imagen 3D final
se compone de un stack de imégenes 2D. La gran ventaja de este enfoque es permitir que la
muestra se mantenga intacta y viva.

Existen variados métodos para lograr la técnica de optical sectioning: el primero es pro-
cesando la imagen via deconvolucion por ejemplo, el segundo es captando la senal necesaria
durante la fase de deteccion y el tercero es excitando la porciéon necesaria durante la fase de
iluminacion y detectar toda la senal emitida [19].

El primer enfoque es usado por el WFM, microscopio en el que la muestra es iluminada
de manera uniforme por la fuente luminica excitando toda la muestra. El problema en este
enfoque es que, si bien genera un stack de imégenes 2D asociadas a cada plano de la muestra,
la resoluciéon de cada plano es reducida dado que resulta complejo determinar a qué profun-



didad de la muestra es emitida la luz fluorescente, en otras palabras, la contribucion de luz
fluorescente que esté fuera del plano focal ensucia la senal emitida por la luz fluorescente que
si esta en el plano focal reduciendo el contraste en la imagen. Ver figura A). Con esto el
procesamiento de la imagen via deconvolucién permite reducir la senial emitida por los planos
cercanos al plano focal aumentando el contraste de las imagenes.

La segunda forma es usada por el LSCM donde el optical sectioning se logra durante la fase
de deteccion. Este microscopio escanea plano por plano la muestra. Para ello usa dos pequenos
agujeros llamados pinhole, el primero se usa para enfocar la fuente luminica hacia cada punto
del plano de interés y el segundo es utilizado para discriminar entre la luz fluorescente emitida
por el punto de interés y el resto de la senal pues durante la iluminaciéon una porciéon conica
de la muestra por sobre y debajo del punto y fuera del plano focal es excitada de forma
inevitable. Ver figura B). De esta forma, se escanea todo el espécimen punto por punto
de cada plano (o pixel por pixel méas bien) limitando la deteccion al volumen deseado. El
problema de este método es la porcion excitada que no es considerada en la detecciéon, lo que
limita la técnica a muestras de un grosor de s6lo 100 micrémetros aproximadamente. Ahora
bien, en los dos microscopios mencionados, durante la iluminacién méas puntos son excitados
aparte del de interés, por tanto la muestra es expuesta a una cantidad de fotones mayor que
la deseada. Esto genera dos inconvenientes: foto blanqueamiento y foto toxicidad. El primer
fendmeno nombrado consiste en un decaimiento en la capacidad del fluor6foro a emitir luz
fluorescente dado por la sobre exposicion de luz. En el segundo, las moléculas fluorescentes
en su estado excitado tienden a reaccionar con moléculas de oxigeno produciendo radicales
libres que danan estructuras celulares generando efectos negativos en el organismo [12].

Finalmente, el tercer enfoque es usado en TPEM y LSFM de formas distintas. En TPEM,
como bien indica el nombre, se usan dos fuentes de luz para excitar los fluoréforos. La
particularidad del método es que la longitud de onda de los fotones emitidos para excitar
los electrones es larga (por ejemplo, fotones en el infrarrojo), es decir, tienen menos energia
que los fotones usados en los dos métodos antes senalados, de esta forma los electrones
requieren no uno sino dos de estos fotones para saltar al siguiente nivel de energia. Para que
lo anterior ocurra es necesario que los fotones exciten de forma simultanea al fluoréforo, si
no lo hacen entonces no hay excitaciéon y menos fluorescencia. Asi, en TPEM se emiten los
fotones de tal forma que excitan de forma simultanea el fluoréforo especificamente en el punto
de interés, logrando que la vecindad de ese punto no sea excitada (a diferencia de LSCM).
Ver figura B). Otra ventaja de este método es que el uso de fotones de una gran longitud
de onda, permite mayor penetracion en la muestra, siendo posible estudiar especimenes de
700 micrometros de grosor [19]. Dado que el proceso consiste en escanear cada seccion de la
muestra, una desventaja que poseen tanto el TPEM como el LSCM son los largos tiempos
de adquisicion.

En LSFM en cambio, se excitan los fluor6foros con un plano delgado de iluminacién (light
sheet) enfocando so6lo el plano de interés excitando de esta forma solo los fluordforos que
alli se encuentren y evitando entonces la posible contribucion fuera de foco como ocurre
en LSCM. Una vez excitados, se capta la senal emitida por fluorescencia con las camaras
del microscopio de modo que, a diferencia de lo que ocurre en LSCM, no se rechaza una
porcion de la senal fluorescente. Una particularidad es que la direcciéon en que se emite la
fuente luminica es perpendicular a la direccién en la que se detecte la fuente fluorescente,



a diferencia los tres microscopios antes mencionados. Ver figura [[.3] La imagen captada
es 2D, posteriormente se repite el proceso para el resto de los planos focales y se forma
la imagen 3D como un stack de imagenes 2D. Esta técnica reduce significativamente el foto
blanqueamiento y la foto toxicidad, pues la muestra es expuesta a una menor cantidad de luz,
razoén por la cual, es posible estudiar las muestras por tiempos prolongados en comparacion
a los otros microscopios de fluorescencia. [luminar de esta forma también reduce los tiempos
para adquirir las imagenes, pues no es necesario escanear punto por punto lo que ocurre en
cada plano.
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Figura 1.2: Izquierda: Widefield Confocal Microscopy. Se iluminan todos los alrededores del
plano focal, por tanto se capta senal fluorescente innecesaria que ensucia la imagen. Derecha:
Laser Scanning Confocal Microscopy y Two Photon Excitation Microscopy: Se usan pinholes
tanto para la iluminacién como para la detecciéon para enfocar el punto de interés. En el
recuadro a la derecha, en verde se destaca la zona excitada por la iluminacién, dando cuenta
de la capacidad de TPEM de excitar sélo la porcién necesaria.
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Figura 1.3: Esquema de funcionamiento del LSFM. Durante la iluminacion, sélo es excitado
el plano focal con un plano de luz. Una vez excitados los fluoroforos del plano focal se capta la
senal fluorescente con las caAmaras. La direccion de iluminacion es perpendicular a la direccion
de deteccion.

Otra ventaja del LSFM con respecto a lo que ocurre en LSCM o TPEM, es que cada pixel
de la camara queda expuesto por aproximadamente 500 microsegundos en el caso de tomar



la imagen a una alta velocidad de 15 planos por segundo de 2048 x 2048 pixels cada uno,
mientras que en los microscopios confocal o two-photon, este tiempo se reduce a no mas de
5 microsegundos para escanear la muestra a un tiempo razonable, por ejemplo 1 plano por
segundo de 512 x 512 pixels. Debido a esto, en LSFM es posible usar un laser cuya potencia
puede ser hasta 100 veces menor que en los otros dos microscopios para la fase de iluminacion,
potencia que al ser muy alta también hace incurrir en foto blanqueamiento y foto toxicidad
[22].

Otro aspecto importante en microscopia es la resolucion del microscopio. Este parametro
se define como la distancia minima a la que deben estar dos puntos de la muestra para que
el microscopio sea capaz de distinguirlos. En este sentido, lo ideal es que esta distancia sea
la menor posible, de tal forma que sea facil distinguir dos objetos por muy cercanos que
se encuentren. De acuerdo a [35], la resolucion que alcanza el LSFM es de 1 micrémetro,
es decir, escala subcelular. Por otro lado, el LSFM es capaz de tomar imagenes a muestras
de un grosor de aproximadamente un centimetro, lo cual muestra una ventaja adicional con
respecto a LSCM y TPEM, que trabajan con muestras del orden de micrometros y milimetro
de grosor respectivamente. Finalmente, se destaca el bajo costo econémico del LSFM, que
puede llegar a ser hasta 7 y 15 veces més barato que el LSCM y TPEM, respectivamente.

Ahora bien, no todo es bueno en el LSFM. Existen en la muestra, objetos que producen
scattaring o dispersion de la luz emitida y también la absorben. Esto tiene dos consecuencias:
si el plano de luz con el que se excitan los fluoréforos es emitido desde, digamos, el lado
izquierdo, las estructuras que primero son iluminadas impiden el paso de todos los fotones a
lo largo de la trayectoria, impidiendo que lleguen a las estructuras ubicadas en el lado derecho
del plano generando un efecto de ensombrecimiento. Por otro lado, el scattering genera que la
fuente luminica se vaya dispersando a medida entra en el objeto y, por tanto, se excitan una
cantidad de fluoréforos que estan fuera del plano focal, teniendo como consecuencia que la
camara capte una senal fuera de foco. Finalmente, el problema més importante es la presencia
de blur o difusion en las imagenes obtenidas. Estos efectos se describen brevemente en la

siguiente seccion donde se muestran imagenes obtenidas por el microscopio de la Facultad de
Medicina de la Universidad de Chile.

En este punto, resulta natural pensar que existen muchas implementaciones distintas de
microscopios de fluorescencias basados en la idea del LSFM. Més atn, LSFM es un nombre
genérico que engloba a los distintos microscopios usados a la fecha y que se basan en dicha
técnica. El microscopio denominado Selective Plane Illumination Microscope (SPIM) es el
que més se parece a lo descrito hasta ahora, sin embargo, es también posible mencionar el
Multidirectional SPIM, en el que para iluminar el plano en cuestion, se hace desde ambos
lados y a distintos angulos, de forma que los problemas mencionados de ensombrecimiento y
scattering son reducidos. Existe también el Digital Scanned Laser Light Sheet Fluorescence
Microscopy (DSLM), en donde para iluminar el plano se usan beams que viajan a través
de una linea particular del plano y que son emitidos a distintas alturas. La ventaja de este
enfoque es que no es necesario hacer que el laser pase por una serie de lentes para formar el
plano como en SPIM, lo que implica que la pérdida en intensidad de iluminacién es menor
al 5%, por tanto, la eficiencia de iluminacion es de un 95 %, permitiendo menores tiempos
de exposicion que en SPIM obteniendo la misma senal de fotones fluorescentes [22], 21]. Esta
tltima configuracion sera estudiada en el capitulo 4] donde el plano de iluminacién se modela



emitiendo beams a distintas alturas. Otra variante posible es en la fase de deteccion, siendo
factible anadir dos camaras, una frontal y una trasera, que detecten la senal, una a cada lado
del eje de deteccion (ver figura . La ventaja de hacer esto se debe a que mientras més
alejado esté el plano de iluminaciéon de la caAmara, mas viaja la luz fluorescente a través de la
muestra, perdiendo intensidad de la senal captada en la camara. Ademés de esta atenuacion,
el blur también aumenta con esta distancia.

Finalmente, el modelo de LSFM con el que se trabaja ilumina con planos de luz formados
por beams emitidos a distintas alturas, lo hace por izquierda y por derecha pero no simulta-
neamente y capta el plano iluminado con dos cdmaras como se muestra en la figura Asi,
al iluminar por izquierda se obtienen dos stacks de imégenes 3D, uno por cada camara, y
lo mismo al iluminar por derecha, teniendo en total 4 volimenes de imégenes para observar
el espécimen. En palabras simples, al iluminar por izquierda se espera observar bien lo que
ocurre a este lado del objeto, captar la senial con la camara frontal permite observar mejor
lo que ocurre en los planos cercanos a esta camara y lo mismo ocurre con la iluminaciéon por
derecha y observar con la cAmara trasera.
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Figura 1.4: Esquema de funcionamiento del microscopio que se trabaja. Cuenta con ilumina-
cion por izquierda y por derecha y dos camaras para la fase de deteccion.

1.2. Imagenes obtenidas por LSFM

En la presente seccion se muestran imégenes de un embrién del pez killifish obtenidas por
el LSFM de la Facultad de Medicina de la Universidad de Chile para apreciar los fen6menos
presentes en esta técnica. Se muestran los resultados por plano y se detallan los fenémenos
que se pretenden simular con el modelo. Los planos iluminados que se muestran son el 97 en
la figura [1.5] el 201 en la figura y el 306 en la figura tomados entre un total de 401
cortes.

El plano 97 esta més cercano a la camara trasera y es facil observar que en esta camara
hay menos blur que en las captadas por la cidmara frontal. También se aprecia el efecto
de ensombrecimiento en fase de iluminacion: al iluminar por izquierda, las estructuras que
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primero son excitadas inhiben el paso de todos los fotones atenuando lo que ocurra hacia la
derecha y lo mismo al iluminar por derecha. Otro fenémeno que se aprecia es que la intensidad
de la senal es més baja mientras més alejado esta el plano de iluminaciéon de la camara
respectiva, lo que llamamos ensombrecimiento en fase de fluorescencia. Asi por ejemplo, la
intensidad méaxima captada por la camara frontal al iluminar el plano 97 por izquierda y
derecha es de 785 y 1498, respectivamente. Sin embargo, en la caAmara trasera, estos valores
ascienden a 2313 y 2971, respectivamente (notar que en la figura hay diferencia en las
escalas de las iméagenes). Los fenémenos de blur y ensombrecimiento en fase de fluorescencia
se aprecian en la caAmara opuesta en la figura pues en este caso el plano de iluminacién esta
mas cercano a la cdmara frontal. Finalmente, en la figura las intensidades son similares
pues el plano de iluminaciéon esta equidistante a ambas cdmaras.

(a) Hluminacion por izquierda, cAmara (b) Iluminacién por derecha, camara
frontal. Maximo valor: 785 frontal. Maximo valor: 1498

(¢) Tluminacion por izquierda, cAmara (d) Iluminacion por derecha, camara
trasera. Méaximo valor: 2313 trasera. Méaximo valor: 2971

Figura 1.5: Mediciones obtenidas al iluminar el plano 97 de 401.
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(a) Tluminacién por izquierda, caAmara (b) Iluminacion por derecha, camara
frontal. Maximo valor: 1587 frontal. Maximo valor: 1580

(c¢) Hluminacion por izquierda, camara (d) Iluminacion por derecha, camara
trasera. Maximo valor: 2121 trasera. Maximo valor: 2817

Figura 1.6: Mediciones obtenidas al iluminar el plano 201 de 401.
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(a) Tluminacién por izquierda, cAmara (b) Iluminacion por derecha, camara
frontal. Maximo valor: 2396 frontal. Maximo valor: 3494

(c¢) Huminacion por izquierda, camara (d) Iluminacion por derecha, camara
trasera. Maximo valor: 972 trasera. Maximo valor: 1436

Figura 1.7: Mediciones obtenidas al iluminar el plano 306 de 401.
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Para finalizar esta seccion, se muestra un procedimiento tipico para visualizar la muestra
en su totalidad (sin considerar los cortes) que es tomando el méximo del stack de iméagenes a
lo largo del eje y (eje por el que se apilan las imagenes 2D). Los resultados se muestran en la
figura[l.8 Estas imagenes luego se juntan en una sola para formar la imagen [I.9] Esta imagen
constituye la mejor aproximacion a la distribucion de fluoréforos que se quiere observar y es
con esta imagen con la cual se trabaja. Recordando que al iluminar por izquierda surgen
problemas al lado derecho y viceversa, tiene sentido que la recuperacion hecha por esta via
presente problemas en la zona media.

(a) Maximo a lo largo del eje y pa- (b) Maximo a lo largo del eje y para ilu-
ra iluminacién por izquierda, cdmara minacién por derecha, cAmara frontal.
frontal.

(¢) Maximo a lo largo del eje y pa- (d) Maximo a lo largo del eje y pa-
ra iluminacién por izquierda, cdmara ra iluminacién por derecha, camara
trasera. trasera.

Figura 1.8: Maximo a lo largo del eje y para las 4 mediciones.

Resumiendo, el modelo planteado debe ser capaz de generar los efectos de ensombreci-
miento por iluminaciéon, ensombrecimiento por fluorescencia y un blur creciente con respecto
a la distancia entre el plano de iluminaciéon y la cdmara. De esta forma, se puede resolver el
problema inverso y mejorar el resultado final mostrado en la figura [I.9]

Como conclusion, la velocidad para tomar imagenes 3D, la reduccion de los efectos de foto
blanqueamiento y foto toxicidad y una resoluciéon aceptable hacen del LSFM un objeto de
amplio uso y de un necesario estudio bajo la lupa matematica para poder recuperar de mejor
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forma la distribuciéon de fluoréforos dada la presencia de blur y asi poder contribuir atin mas
al desarrollo de las ciencias bioldgicas.

Figura 1.9: Imagen final obtenida por el microscopio. Los 4 stacks de los voltiimenes se juntan
en esta imagen.
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Capitulo 2

Modelo 2D para LSFM

En el presente capitulo se describe el modelo matematico establecido en [9] para el LSFM
en dos dimensiones. Este planteamiento divide el proceso de observacion del objeto en dos
etapas: en primer lugar ocurre la iluminacion o excitacion, proceso que es modelado con la
ecuacion de Fermi para un haz de particulas. Este consiste en emitir un rayo o beam a altura
h que incida sobre el objeto y dada la presencia de artefactos dentro del objeto, ocurre un
fendémeno de scattering generando la apertura del haz de luz a medida que entra al objeto
como se muestra en la figura . Al iluminar el objeto, los fluoréforos (representados como
puntos amarillos en la figura que estan localizados en distintas estructuras de éste, se
excitan para dar paso a la segunda etapa consistente en la etapa de fluorescencia modelada con
la ecuacion de transporte radiativo. En este paso, los fluoréforos emiten fotones en distintas
direcciones, la intensidad de estos fotones es captada en camaras ubicadas en la parte superior
e inferior. Estas proyecciones son las observaciones que se tienen del experimento.

Las dos ecuaciones usadas poseen una solucion explicita, por tanto se cuenta con una
expresion explicita para las mediciones obtenidas por la cAmara en funcién de la fuente fluo-
rescente que se desea recuperar. Mas atn, esta expresion puede ser vista como la convolucion
de la fuente fluorescente con el kernel de calor en cierto tiempo, con lo cual, surge de manera
natural ver la medicion como la solucién a la ecuaciéon de calor en una dimension. Esta tltima
interpretacion es la que permite establecer un resultado de unicidad para este problema in-
verso. El mismo enfoque es usado en el capitulo [3| para establecer la estabilidad del problema
inverso.

Las variables fisicas que se tratan a lo largo de este trabajo son las siguientes (se usa x
para referirse tanto a un punto en R?, caso tratado en este capitulo y el siguiente, como en
R3, caso tratado en el capitulo :

e s (x): densidad de moléculas fluorescentes en el punto x. Esta es la variable que se desea
recuperar a partir de las mediciones obtenidas por el microscopio.

e \(x): atenuacion para el laser incidente en el proceso de iluminacion.
e t)(x): scattering o difusion dada por el medio en el que incida el laser.

e a(x): atenuacion de la luz fluorescente en el proceso de fluorescencia.
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Camara superior

—

L(s,64)

Camara inferior

Figura 2.1: Esquema del experimento al iluminar a altura h. Dado el scattering, los fotones se
dispersan a medida que entran en el objeto. Una vez excitado el objeto las cAmaras captan las
intensidades de fotones viajando en lineas de la forma L(s, ). En el caso de que las camaras
sean colimadas, estas rectas son perpendiculares a ambas camaras.

En lo que sigue, se denota por 2 C R? un dominio abierto con borde suave (la regularidad
se explica mas adelante) que representa al objeto que se desea observar con el microscopio.
Se asume que Q C [0, s1] X [—y1,y1] para algin si,y; > 0. Ademés, para h € [—yy,y1] se
define x;, := inf{z : (z,h) € 2} (como se muestra en la figura [2.1]).

2.1. Modelo directo

En esta seccion se estudia en detalle la ecuaciéon de Fermi para un haz de fotones en
2D, también conocida como Fermi pencil-beam en la literatura, para modelar el proceso de
iluminacion y la ecuaciéon de transporte radiativo para modelar el proceso de fluorescencia.

2.1.1. Etapa de iluminacién: Ecuacién de Fermi para un haz de
fotones en 2D

En esta secciéon interesa modelar el comportamiento de fotones incidentes desde cierta
altura emitidos en cierta direcciéon y cémo se distribuyen dentro del objeto con el que in-
teracttian. Este haz de fotones que entra al objeto a través de algin punto en el borde de
este se conoce en la literatura como pencil-beam y se caracteriza, entre otras cosas, por el
hecho de que todas las particulas emitidas se mueven inicialmente en una misma direccion.
La ecuacion de Fermi para un haz de fotones permite modelar el comportamiento de un haz
de luz infinitamente delgado que pasa por un objeto que genera dispersion o scattering a
medida que los fotones lo atraviesan. Esta ecuacion puede ser derivada de una mas general,
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la ecuaciéon lineal de Boltzmann en dos pasos: primero la ecuacién lineal de Boltzmann es
aproximada por la ecuacion de Fokker-Planck y luego, ésta es aproximada por la ecuacion de
Fermi [5].

e Comentarios sobre la ecuaciéon de Fermi, ecuaciones de Fokker Planck y de Boltzmann.
La ecuacion de Fermi es deducida de una forma no rigurosa en [32] y describe la
distribuciéon angular y espacial de un haz de luz infinitamente delgado al incidir a
cierta altura a lo largo del eje x sobre un objeto que produzca un nivel de scattering
en los fotones y asumiendo que no hay pérdida de energia. Esta funcién es llamada
u y depende de (z,y, 2,6,,0.), es decir, v mide la intensidad de fotones que hay en
el punto (z,y,z) moviéndose en la direccion determinada por los angulos 6, y 6, en
coordenadas esféricas. Si se fija la coordenada 2z y vemos la proyeccion de u en el plano
(x,y), entonces la funcion u, (x, y, 8,) representa la cantidad de fotones en el punto (z, y)
moviéndose en direccion 8,. De manera anédloga, podemos fijar y y ver la proyeccién de
wen el plano (z, z), en cuyo caso la funcion us(x, z, 0,) representa la cantidad de fotones
en (x,z) moviéndose en direccion 6,. Por simetria, ambas funciones estan gobernadas
por el mismo proceso fisico y, ademas, dado que los angulos de desviacion 6, y 0, son
independientes, tenemos la siguiente igualdad

w(x,y, 2,0,,0,) = ui(z,y,0,)usz, 2,0,)

La igualdad anterior sera ttil en el capitulo 4] donde se estudia la extension tridimensio-
nal del modelo. En este capitulo nos interesa solo el modelo 2D y por tanto nos fijamos
exclusivamente en la funciéon u; que en adelante seguimos llamando u. La ecuacion que
satisface u derivada por Fermi corresponde a

ou N ou 1 0%
9, Yo T 2 ap2
ox dy  w? 00
donde w es una constante que representa la energia de la particula incidente. La condi-
cion de borde es que en = = 0 hay una particula incidente a altura y = 0 (en la siguiente

seccion esta altura corresponderé a la altura de iluminacion) con direccion dada por
0, = 0, esto es

(2.1)

u(0,y,6,) = d(y)o(6,)

La solucion explicita para esta ecuacion esta dada por la siguiente expresion [32]:

2 92 0 2
B (58]
X x X

unnb) =50y

Ahora bien, se puede asumir que efectivamente hay pérdida de energia suponiendo que
en w es una funcién dependiente s6lo de z. El haz de particulas pierde energia
a medida que incide en el objeto debido al efecto Compton, el que a su vez produce
desviaciones en la trayectoria de los fotones generando scattering, luego este pardmetro
w esta directamente relacionado con el scattering en el experimento. En este caso es
posible encontrar una solucion explicita [14] dada por la formula de Fermi-Eyges:

—_

(2.2)

u(z,y,0,) = QyAz(:U) —2y0, A (z) +y A0($))

2 B(x) 2P <_ 440(2)B(x)
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T _ k
donde B(x) = Ag(z)As(z) — A1 (2)? y Ag(x) = / %dr Esta solucion sera usada
0 T

en la siguiente seccion para encontrar la distribuciéon de fotones durante el proceso de
iluminacion.

Para finalizar este capitulo, se comenta brevemente la derivaciéon de esta ecuacion a
partir de la ecuacion de Fokker Planck bajo ciertos supuestos. El objetivo original de
la ecuacion de Fermi fue el determinar la distribucién angular y espacial de un haz de
particulas cosmicas luego de atravesar un medio que produce scattering. Esta ecuacion
puede ser vista como el término principal de cierta expansion asintética de la ecuacion
de Fokker-Planck, la que a su vez puede ser vista como el término principal para cierta
expansion asintotica de la ecuacion lineal de Boltzmann. El procedimiento para deducir
las ecuaciones de Fermi y de Fokker-Planck como expansiones asintéticas es mostrado
en [5] considerando que no hay dependencia temporal. En [3] se muestra la deduccion
de la ecuacion de Fokker-Planck a partir de la ecuacion de transporte de Boltzmann
considerando dependencia temporal y anadiendo un término de absorcion de fotones .
La hipotesis necesaria para pasar de la ecuaciéon de Boltzmann a la de Fokker-Planck
es suponer que el scattering se concentra en la direccion de propagacion del laser, esto
es, la probabilidad de cambiar de una direccién a otra se concentra cerca de direcciones
cercanas a la original, descartando la posibilidad de que haya scattering isotrépico
(donde la probabilidad de cambiar de una direccién a otra es uniforme). La ecuacion
de Fokker Planck en dos dimensiones independiente del tiempo estéd dada por

0 - VU(ZL‘, Y, 0) + )‘("Bv Y, O)U(I, Y, 0) = ¢(9U7 y)Agu(m, Y, 0)

con 6 € S' la direccion de propagacion (6 = (cos(8,), sin(6,))), u(x,y, ) es la inten-
sidad de fotones en el punto (z,y) que se mueven en la direccion 6. El coeficiente A
determina la porcion de fotones que son absorbidos en el punto (x, y) moviéndose en di-
reccion 6, Ag es el operador de Laplace-Beltrami en S y 1 es el coeficiente relacionado
con el scattering del medio. Con esto, la ecuacion de Fokker-Planck puede ser rescrita
como sigue:

{ (cos(0y)0x + sin(0,)0y, + Mz, y,0,) — P(x,y)d Ju(z,y,0,) = 0
u(()? Y, ey) = 5@)5(01/)

donde z € (0,00),y € R, 8, € R/27Z. Finalmente, suponiendo que 6, ~ 0 se obtiene la
ecuacion de Fermi para un haz de fotones con el término adicional de absorcion A:

{ (0r + 0,0, + A\(2,0,0,) — ¥(z,0)0; Ju(r,y,0,) = 0

Notar que como las desviaciones dadas por el angulo 6, son pequenas, s6lo importa lo
que ocurre en y = 0 para los coeficientes de absorciéon y scattering, A y 1 respectiva-
mente, razon por la cual se evaltian en la recta (x,0).

Ecuacion de Fermi y aplicacion en LSFM. El modelo se simplifica si consideramos un
medio isotropico, es decir, A(z,y,6,) = A(x,y). Si consideramos 1 el coeficiente de

difusién o scattering del objeto, entonces la relacion que satisfacen w y ¢ es — =
W

Y(x, h), para h la altura a la cual se emite el haz de iluminacion. Con todo lo anterior,
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la ecuaciéon que modela el proceso de iluminacién con un beam a altura h bajo las
cantidades fisicas consideradas corresponde a

ou ou 0%*u
U({Eh, Y, gy) = 5h<y>50(9y)7 YIS (xha OO), y e R’ 9y e R.

(2.3)
donde A, (z) = Az, h), ¥p(x) = ¥(x, h). El término de la ecuacion que involucra a A
es lineal y por tanto nuevamente obtenemos una solucion explicita similar a[2.2] Ahora
bien, en vez de trabajar con las integrales de la forma Ay, se trabaja con las integrales

Ei(z) = / (7 — )"y (7)dT (notar que los pardmetros se trasladan, por ejemplo, en

h
la coordenada x se trabaja desde xj; en vez de desde 0 pues es en este punto donde se
entra al objeto, mientras que en y se trabaja desde la altura h en vez de 0). Asi, la
solucion queda descrita como sigue:

w(z,y,6,) = exp (— / )\h(r)d7> £(z) (2.4)

donde
z=(y—h—"0,(x—u1,),0,), f(z)= ! - exp (—lztE_l(x h)z)
Y B 27m+/det(z, h) 2 ’

E, —-FE _ 1 Ey B
YX(z,h) = (_51 E01>’ Yz, h) = Tots (E(l) E;)

Dado que interesa la distribucion de fotones independiente del angulo, se desea integrar
u con respecto a 6, para obtener la intensidad total de excitacion en el punto (z,y)
al iluminar a altura h. Para obtener una expresiéon explicita se rescribe como una
normal bivariada en las variables y y 0, de forma que integrar sobre 0, sea el simple
calculo de la distribuciéon marginal. Para ello se definen los siguientes pardmetros:

o ) e o)

- (y—h—gzu—xh)) N <y9—yh>

Asi, la funcién f(z) queda descrita como sigue

o) 2Wdem12 o (% (ye—yh)t (AT, m)A) (ye—yh)>

Como esta es una normal bivariada, integrar sobre ¢, da una normal de una variable
cuya varianza corresponde al primer término de la diagonal de la matriz de covarianza

con lo cual
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(pues 6, es la segunda variable), esto es (AXA")yy = Ey(z, h) —2(z —xp) Ey (2, h) + (2 —
x3)?Eo(z,h)) =: ai(x) obteniéndose finalmente la distribuciéon deseada:

vp(z,y) = /u(m,y,é’y)dey

_ efp <_ / )\h(r)d7> /R ()0, (2.5)

De esta forma, vy, representa la intensidad de fotones en el punto (z,y) al iluminar con
un beam a altura h. Para terminar esta seccion se entrega la forma explicita de o} ()
que serd necesaria mas adelante:

ai () = Ey(x,h) — 2(x — x3) Ey (2, h) + (v — 21,)* Eo (2, h)) = /x(:c —7) 2 (T)dT (2.6)

Th

Observacion 1 Es importante destacar que para cada valor de x la expresion es
una gaussiana en la variable y con media h y varianza a;(x) (salvo por la exponencial
de atenuacion). Por otro lado o2 (z) es claramente creciente con respecto a x como se
puede ver en la igualdad [2.6] con lo que el haz de luz se abre de acuerdo al valor de
a?(x) a medida que entra en el objeto, modelandose asi el fenémeno de scattering. Para
la iluminaciéon por derecha, el fenémeno es anélogo, abriéndose el laser de derecha a
izquierda.

2.1.2. Etapa de fluorescencia: Ecuaciéon de transporte radiativo

Una vez que el objeto ha sido iluminado con un haz a altura A nos interesa en primer
lugar determinar qué porciéon de moléculas fluorescentes ha sido excitada para luego modelar
el proceso de fluorescencia. Se postula que la fuente fluorescente wy, es proporcional a la
intensidad de fotones del proceso de iluminacién por la densidad de moléculas fluorescentes
1, de esta forma

wy(z,y) = ¢ vp(z,y)pu(z,y) (2.7)

Los fluoréforos excitados comienzan a emitir fotones que son captados por las camaras
superior e inferior. En lo que sigue, se modela la detecciéon de fotones para la cAmara superior,
pues para la inferior el razonamiento es anélogo. Sea pp(z,y,0) la intensidad de fotones en
la posicion (z,y) que viajan en direccion @ = (cos(0), sin(6)) luego de haber iluminado el
objeto a altura h. El proceso de fluorescencia se entiende como la propagacion de fotones en
distintas direcciones y es entonces modelado con una ecuaciéon de transporte lineal, donde
existe una atenuaciéon a y una fuente fluorescente wy,, de esta forma, p; satisface

0 . Vx,yph(a:a;%a) + a(x,y)ph(w,y,O) = wh(xay)a V(:U,y) € R270 € Sl 28
lim pi((2,y) —16,6) =0, ¥(z,y) eR*0est (28
—00

La condicién de borde plantea que no existen otras fuentes de radiacion aparte de wy,. Si
se supone que la fuente fluorescente wy, y la atenuacion a son integrables en cada linea de R?
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entonces [2.§ posee una tnica solucion, dada por

pu(,1,0) = / " n(y) + r0)exp (— / (@) + Ta)df) dr (2.9)

—0o0

La expresion anterior da cuenta de la intensidad de fotones detectada en la posicion (z, y)
moviéndose en la direccion 0 luego de iluminar a altura hA. Finalmente, como las cdmaras
estan ubicadas fuera del soporte del objeto, nos interesa la intensidad de fotones lejos del
origen, especificamente, interesa considerar el nimero de fotones viajando a lo largo de lineas
definidas como L(s,0) = {(z,y) € R? : (z,y) - @ = s}, siendo s la distancia de la recta al
origen y 6 la direcciéon perpendicular a la recta (ver figura . De esta forma, la intensidad
de fotones a lo largo de la linea L(s, ) se calcula como sigue:

ph(S, OJ_) = tligloph(se + teJ_u OJ_)
0

= th wp (56 + (t +7)8")exp / a(s@ + (t + T)HL)dT) dr
—00 —00 r
¢ 0
r—t+r = lim wy (50 + 10T )exp ( / a(s@ + (t + T)OL)dT> dr (2.10)
t—o0 PO .
;
T—=t+T = th wy, (50 + 6+ )exp < / a(s0 +76%) dT) dr
—00
= / wy (50 + 1O )exp ( / a(s@ + TOJ')dJ') dr

Esta solucién puede ser vista como la transformada de rayos X sobre w;, con atenuacion a.
Con esto en mano ya se tiene un modelo del problema, donde A permitira simular el ensom-
brecimiento por iluminacion, ¥ permite modelar el scattering y a modela el ensombrecimiento
por atenuacion, los fenémenos nombrados en el capitulo[I] En la siguiente seccion se estudia
el caso en que la cdmara es colimada. La expresion anterior sera ttil en el capitulo |4 para
simular el efecto de blurring en las mediciones.

2.2. Problema inverso. Camara colimada

En el caso de que las cAmaras sean colimadas, esto es, miden fotones viajando en direccion
perpendicular a la camara, y considerando 8+ = (O 1) para la camara superior y = = (0, —1),
las mediciones obtenidas por la cAmara en el pixel s al iluminar a altura A se obtiene juntando

las expresiones [2.5] y 2.10¢

pr(s) = /_Z wp (8, 7)exp (— /TOO a(s,7)dr> dr

- c/oo 1(s,7)un(s, r)exp (— /TOO a(S,T)dT) dr (2.11)

- e (- )[R e (A

A continuacion se define el operador de mediciones P:
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Definicion 1 Se define el operador de mediciones P que acttia sobre fuentes u € pr(Qad)
dada por la expresién anterior, esto es

P € Cpy(Qaa) = Plu](s, h) :=pn(s), V(s,h) € N

En la definicién §2,q es un conjunto admisible definido en la siguiente seccion y Cpu,(€244)
denota la funciones continuas por pedazos definidas en Q,q. El objetivo ahora es mostrar
la inyectividad de este operador, esto es, si dos mediciones son iguales, entonces la fuente
que genera estas mediciones es la misma. Dado que el operador de mediciones es lineal con
respecto a p, bastara con mostrar que si las mediciones son 0 para todo (s, h) entonces p = 0.

2.2.1. Regularidad sobre datos fisicos

Recordemos que los parametros fisicos que estan en juego en el proceso son la densidad
de fluoroforos p (la incognita en el problema inverso), la atenuacion A\ en el proceso de
iluminacion, el scattering v y la atenuaciéon a en el proceso de fluorescencia. En lo que sigue
supondremos que p, A, a € Cp,,(Q) mientras que ¢ € C1(Q). Suponemos ademés que todas
estas funciones se anulan fuera de Q. Finalmente, hay que notar que es solucion de

s6lo cuando v, > 0, por tanto, se anade la hipotesis de que ¥ > 0 en 2. La regularidad del
borde del conjunto €2 se explica en la siguiente seccion.

2.2.2. Conjunto admisible 2,4

Como se coment6 antes, es solucion de solo cuando v, > 0, por lo que el modelo
de la fase de iluminacion no es valido en la medida que el laser sale de 2 (donde 1) se anula).
De esta forma la medicion en el pixel s al iluminar a altura h dada por la expresion py(s) en
cobra sentido en la medida que [z}, s] x {h} C Q (recordemos que para h € [—y;, 1] se
define zj, := inf{x : (x, h) € Q}). Este punto motiva las siguientes definiciones (ver [2.2| como
referencia):

Definicién 2 Para s € [0, s;] se definen el siguiente conjunto y valor:

Y, = {hE[—yl,yl]:mh<s}
s— = inf{s:Y; #0}

Intuitivamente el valor s~ denota la coordenada x del punto del borde més cercano al eje
y. Notar que Y, siempre es un abierto y si s < r entonces Y; C Y,.. Cabe destacar también
que es posible que Y, sea conjunto disconexo y, més atn, puede ocurrir que Yy ni siquiera
esté completamente contenido en €). Este tltimo punto motiva la siguiente definicion:

Definicién 3 Se dice que un punto s € [s7, s1] es admisible si (zp,s) x {h} C Q para todo
h € Y,. Mas aun, se define el valor s™ como el supremo sobre los s admisibles.

Intuitivamente, s* corresponde a la coordenada x del punto del borde que cumple con
estar més cercano al eje y y cuya recta tangente al borde sea paralela al eje x.
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Definicién 4 Para s € [s7,s"] se definen los valores y(s) := inf(Y;) e (s) := sup(Y;). Se
definen también y~ = y(s1), y* :=7(s7).

Con esto en mano ya es posible definir el conjunto 2,4
Definicion 5 Se define la seccion admisible de € como Q.4 := {(z,y) € Q1 x < sT}.

Definiciéon 6 Se define la funcion v : Y+ — [0, s7] como v(h) = xj,. Esta funcién cumple
con

Qoa = {(z,y) :y(y) <z <s'}

Para evitar casos patologicos, consideramos {2 un conjunto convexo, en cuyo caso es posible
orientar el objeto de forma que la tangente a los puntos (s*,3y7) y (s™,y") es paralela al eje
z. El ejemplo mas simple es el del circulo mostrado en la figura [2.2]

Céamara superior x

Y1 y(h)

i

I L [5, 9¢)

v Céamara inferior

Figura 2.2: Esquema de los parametros definidos.

Finalmente, definimos el tipo los dominios admisibles con los que se trabajari en lo que
sigue:

Definiciéon 7 Se dice que € es admisible si satisface Q@ = Quq, v € CYY+) y
7' (y(s)) <0,Vs € (s7,57).

2.2.3. Inyectividad del operador de mediciones P

Como fue mencionado anteriormente, en lo que sigue se asume que ) = Quq, i, \,a €
Cprw(R), ¥ € CHQ), ¢ > 0 en Q. El problema inverso, consiste en determinar la fuente u a
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partir de las mediciones P[u|, es decir, en adelante se estudia la invertibilidad del operador
P. En lo que sigue se muestra que este operador es inyectivo, esto es, cada medicién queda
determinada univocamente por la fuente p que la produce. Se asume también que los otros
parametros fisicos A, 1, a son conocidos. El objetivo a continuacion es demostrar el siguiente
teorema:

Teorema 1 Sea s € (s7,sT) fijo. Si Plu|(s,h) = 0 para todo h € Y5, entonces pu(s,y) =0
para todo y € Y.

Observacion 2 Dada la linealidad del operador P con respecto a pu, el teorema anterior es
equivalente a decir que P es inyectivo.

Con el objetivo de mostrar el teorema, recordemos primero que por [2.11

=, i) [ ()

con ai(s) = / (s —7)%y(7)d7. Dado que A se asume conocido, entonces es posible dividir
y

por la exponencial de atenuacion de forma que al lado izquierdo quedan términos conocidos
y al lado derecho queda la fuente p convolucionada con cierto kernel. A continuacion se fija
s € (s7,sT) v se definen las siguientes funciones para ver el lado derecho como la solucion a
la ecuacion de calor en R:

S

o(h) = —ai(s)= 5 /(h)(s —7)2(r, h)dr

fy) = pls,y)exp (—/yooa(sm)df) (2.12)
o) = Pl e ([ wrar)

v(h)
Con esto en mano, se tiene la siguiente igualdad:

(r—h)?

o) = [ %p (—T(h)

Si consideramos la siguiente ecuacion

>, Vh €Y,

U — Uy, = 0, (y,t) € R x (0, +00),
u(y7 O) = f(y)a siy €Y,
u(y,0) = 0, siygY, (2.13)
lim wu(y,t) = 0, vVt >0

ly|—o00

uly,1) = /R \J;%exp G%) dr
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Finalmente, haciendo que y juegue el rol de altura de iluminaciéon y o el rol de tiempo,
entonces si se evalia esta solucion en la curva I' := {(y,0(y)) : y € Ys} U{(y,0) : y ¢ Y5} C
R x [0,4+00) se tiene la siguiente igualdad:
f(r) (y —r)?
/R\/47ra(y)exp( 4o (y) )dr o), WeY,

En lo que sigue, la altura de iluminacion se describe con la variable y en vez de h. Lo que
esta expresion nos dice es que las mediciones al iluminar a altura y se corresponden con la
solucion de la ecuacion de calor en el punto y y en un tiempo o(y) que depende de y. Dado
que la hipotesis del teorema es que las mediciones se anulan para todo y € Y, entonces, la
expresion anterior dice que la solucion v de la ecuacion [2.13] se anula sobre la curva I'. Con
esto, la demostracion del teorema se reduce a probar lo siguiente:

ulr =0=u(y,0) =0,Vy € Y,

Para probar lo anterior es necesario que I' cumpla ciertas propiedades. Dado que la curva I'
se define a partir de la funcion o, se muestran propiedades que cumple esta funcién:

Proposicién 1 Recordando que 1 > 0 en €, ¢ € C*(Q), entonces ¢ cumple las siguientes
propiedades:

i) 0:Y, — Res de clase C',
ii) o(y) = 0siy solo si y € Y5,
iii) si o(y) = 0 entonces o’(y) =0y

iv) existe un £ > 0 tal que o’(y) > 0 para todo y € (y(s),y(s) +&).

DEMOSTRACION. En primer lugar, un calculo directo implica que

1

W) =GO+ [ -G e

Como vy € CY(Y,+) y ¢ € CY(Q) la proposicion i) queda mostrada directamente. Por otro lado,

notamos que siy € 9Y; entonces y(y) = s, lo que sumado con que ¥ > 0 permite concluir ii) y

iii). Finalmente, para probar iv), sean m = inf |¢(x,y)| >0y M = sup [0¢/0y(z,y)| >
(z,y)EN (z,y)€Q

0, entonces [2.14] implica que

20'(y) B , 8
s = O + / P s
> —VI(y)m+W ()( N 7)%dr
= —7)m— 5(s = 1W)M = = (y(s))m
Recordando que 7/(y(s)) < 0 por ser 2 admisible, entonces existe £ > 0 tal que o'(y) > 0
para y € (y(s),y(s) +¢&]. -
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Con todo esto en mano, ya es posible demostrar el teorema [I}, para lo cual se muestra el
siguiente resultado de unicidad para la ecuaciéon de calor:

Teorema 2 Sea 0 € CYR) y sea I' = {(y,t) : t = o(y)} C R x (0,+00). Sean y :=
inf(supp(c)) y ¥ := sup(supp(o)). Supongamos que existe & > 0 tal que o'(y) > 0 en
(y,y +&). Sea u solucion a la ecuacion

Up — Uyy = 0, (yat) € R x (07 _'_OO)
u(y,t) — 0, cuando |y| — oo,Vt >0

tal que supp(u(-,0)) C supp(o) y ulr = 0. Entonces u = 0 en todo R x (0, +00). En particular
u(y,0) = h’m+ u(y,t) =0, Vy € R.
t—0

DeMOSTRACION. Sea T = o(y+¢). Dado que la derivada de o es positiva en (y, y+§), entonces
existe su inversa p(t) := o~ !(t) € C(0,T) N C[0,T). Asi, p(T) =y + £ y p(0) =y, de donde
es posible parametrizar la curva I' en la zona derecha a (y,0) como {(p(t),t) : 0 <t < T}
como se muestra en la figura [2.3]

supp(u( -, 0)

Figura 2.3: Curva I' definida a partir de la funciéon o. La funciéon p es la inversa de o en
(yy+¢)

A continuacién se define la siguiente funciéon que mide la energia de u a la izquierda de la

curva I
p(t)

1) ;:-/ u(y, t)2dy, ¢ € [0,7T)

—0o0

Derivando la expresion anterior anterior para ¢ € (0,7) queda

dr 1 d P(t)
SO = S0P Lo+ [t ulu)dy
dt 20— dt oo
=0, pues u|p=0
p(t)
(=) = [l (0. )y
- . p(t)
(PP) = uCt)uy(OPD~ [ (w6l

=0
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Finalmente se concluye que

dr p(t)
SO== [ oty <o vepT)
lo que implica que I(t) es una funciéon decreciente. Por otro lado supp(u(-,0)) C supp(o), por
tanto 1(0) = 0, lo que sumado a que I(t) > 0 para todo t € [0,7") implica que

u(y,t) =0, Vte|0,T),Yy < p(t)

Con esto, la solucién u se anula en un abierto, y por continuacién tnica para ecuaciones
parabolicas [28] se concluye que u se anula en todo R x (0, 400) con lo que u(-,0) = 0. Otra
forma de ver esto es recordando que para ty fijo, la funcion y — u(y, to) es analitica (més ain,
el semigrupo de calor se puede extender a un semigrupo holomorfo en el plano Re(z) > 0
como se muestra en [10], volumen 5, ch. XVII, § 6, proposicion 1), de donde se concluye que
u(y,to) = 0 para todo y € R. Asi, u = 0 en R x (0,7) y por tanto la condiciéon inicial es
también nula. N

Esto concluye la inyectividad del operador de mediciones P.

2.3. Simulaciones numéricas del problema directo

Para finalizar este capitulo, se muestran simulaciones del problema directo en 2D y se ana-
lizan cémo afectan los distintos parametros fisicos en las mediciones obtenidas. En particular,
interesa observar tres fenémenos modificando convenientemente la atenuaciéon de iluminacion
A, el scattering 1 y la atenuacion de fluorescencia a. Estos fenémenos son el ensombrecimien-
to durante la fase de iluminacion, el scattering durante la misma fase y el ensombrecimiento
durante la fase de fluorescencia. Los resultados numéricos que se muestran son simulados
usando Python, en particular, la paqueteria Tensorflow, lo cual sera ttil en el capitulo 4
donde se trabaja la construccién de una red neuronal para la soluciéon del problema inverso.

A continuacion se muestra la fuente p simulada:

Es importante destacar que se toma una fuente p que vale 0 en las cercanias de 0€) debido
a un problema que surge al considerar la estabilidad del problema. Esto quedaré claro en el
capitulo [3] teorema [7] Se considera una discretizacion de N = 256 tanto en el eje x como
en el eje y y la intensidad de las particulas fluorescentes fue simulada de forma aleatoria con
valores uniformemente distribuidos entre 0 y 1. Los otros parametros fisicos se consideran
constantes, y con soporte en €2 (es decir, tienen un valor constante dentro del circulo naranjo
en la figura y 0 fuera de este), especificamente se escoge:

e \=0,1
e Y =0,004
e a=0,7

Con estos valores, al iluminar altura h por la izquierda se forman las imagenes vy, y wy,
descritas en y (usando ¢ = 1 para esta tltima). Los resultados obtenidos al iluminar
por izquierda y por derecha se muestren en las figuras [2.5] y [2.6] respectivamente.
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Densidad de moléculas fluorescentes p

1.00
0.75
0.8
0.50
0.25 0.6
0.00
) 0.4
—0.25
~0.50
0.2
~0.75
~1.00 0.0

0.0 0.5 1.0 1.5

Figura 2.4: Fuente p. Incognita del problema inverso. La linea roja punteada indica la altura
y = 0,004. En naranjo se destaca el borde del dominio €.

Funcién v;,. h=-0.004 Funcién wy. h=-0.004
1.00 350 1.00
0.75 300 0.75 25
0.50 0.50
250 20
0.25 0.25
200 B
0.00 0.00 15
150
—0.25 —0.25 o
100
—0.50 —0.50
_ 5
—0.75 30 —0.75
~1.00 0 ~1.00 0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 2.5: Izquierda: Funcién vy, resultante del proceso de iluminacion por izquierda a altura
h = —0,004. Derecha: Funciéon w;, construida a partir de v,,. La linea roja punteada indica la
altura de iluminacion.
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Funcién v;,. h=-0.004 Funcién wy,. h=-0.004

1.00 350 1.00

0.75 200 0.75

0.50 0.50
250

0.25 0.25
200

0.00 0.00
150

—0.25 —0.25

i 100 i

—0.50 —0.50

—0.75 20 —0.75

~1.00 0 ~1.00

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5

Figura 2.6: Izquierda: Funcion vy, resultante del proceso de iluminaciéon por derecha a altura
h = —0,004. Derecha: Funcién w;, construida a partir de v,. La linea roja punteada indica la
altura de iluminacion.

Se recuerda que vy,(x,y) y ai(x) tiene la siguiente forma:

oz, y) = exp (— L ; Ah(T)dT) mexp (-%)  a(z) = L jh)(x—T)Qwh(T)dT

Dados los bajos valores que toma a2 cuando x es cercano a y(h), cerca de 9 la imagen
v, toma valores muy grandes, lo cual motiva mostrar la imagen v, alejada del borde y asi
apreciar el efecto de apertura por scattering. Esto cobra atin méas sentido si consideramos que
la imagen que se proyectara finalmente es wy,, la que es construida como la multiplicacién de
v, con p y esta tltima esta efectivamente lejos del borde.

Como bien se puede observar, el laser se abre a medida que entra en el objeto como efecto
del scattering como se coment6 en la observacion [I} Ademés, debido a la exponencial de
atenuacion de iluminacion se observa un ensombrecimiento de izquierda a derecha cuando se
ilumina por izquierda y viceversa al iluminar por derecha. Estos dos fenémenos explican que
las observaciones finales se vean mejor por el lado izquierdo al iluminar por izquierda y por
el lado derecho al iluminar por derecha.

Posterior al proceso de iluminaciéon viene el proceso de fluorescencia o proyeccion, donde
la imagen wy, se proyecta sobre las camaras superior e inferior de acuerdo a la expresion py,

en Los perfiles obtenidos se muestran en la figura [2.7]
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Proyeccion camara superior, iluminacién por izquierda, h=-0.004 Proyeccign camara superior, iluminacién por derecha, h=-0.004

_ 0.40 4
0.35 4 ﬂ
0.35 4
0.30 4
0.30 4
(.25 4 o
h=l = -
5 5 0.25 4
o L)
£ 0.20 A E
= = 0.20 4
o ]
% 0.15 B
5 ¢ 0.151
E E
0.10 4 0.10 -
0.05 4 0.05 4
0.00 4 L 0.00 4 “—'J J
T T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Proyeccién cdmara inferior, iluminacién por izquierda, h=-0.004 Proyeccién cdmara inferior, iluminacién per derecha, h=-0.004
_ 0.40 4
0.35 H
0.35 4
0.30 4
0.30 4
= 0.25 4 =
= = 0.25 1
w L)
E 0.20 A E
= = 0.20 4
5 015 3
g £ 0.15
= =1
£ =
0.10 4 0.10 4
0.05 H 0.05 4
0.00 4 L 0.00 4 L“-‘ J
T T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 2.7: Perfiles obtenidos por camara superior e inferior al iluminar por izquierda y
derecha con un beam a altura h = 0,004. Como la distancia entre la altura de iluminacion
y ambas cdmaras es similar, no hay mucha diferencia entre los perfiles formados por ambas
camaras al iluminar por el mismo lado.

Debido a la exponencial de atenuaciéon de fluorescencia en se espera obtener mayor
intensidad en el perfil mientras mas cercana sea la altura de iluminacién a la cAmara sobre
la que se proyecta y, por tanto, la cAmara superior obtiene mejor la informacién para las
estructuras cercanas a ella y lo mismo para la camara inferior. En la figura 2.7 la altura
de iluminacién esta ubicada casi a la misma distancia de ambas camaras, razén por la que
este fenomeno no se observa en estos perfiles. Ahora bien, al iluminar a altura h = 0,373, se
espera observar mas intensidad en la caAmara superior que en la inferior tanto al iluminar por
izquierda como por derecha. Esto se puede observar en la figura [2.8]
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Proyeccion camara superior, iluminacidn por izquierda, h=0.373 Proyeccién camara superior, iluminacién por derecha, h=0.373

0.7 0.40 A F
0.6 m 0.35
0.30 A
w 0.5 ~
=2 =2
s g 0.25 A
E 044 E
E E 0.20 A
‘2 0.3+ 2
8 g 0.15 4
£ 0.2 =
- 0.10
0.1 A 0.05 1 ~
0.0 \_ﬁ_.- 0.00 A
T T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Proyeccion cdmara inferior, iluminacién per izquierda, h=0.373 Proyeccién cdmara inferior, iluminacién por derecha, h=0.373
0.4 m f
0.20 A
= 0.3 4 P
5 5 0.15 4
L) o
E £
0.2 kS
‘G ‘@ 0.10 4
< =
Z Z
= £
0-11 0.05 4
0.0 4 Ln—" /\ 0.00 A ‘—ﬂ

T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 2.8: Perfiles obtenidos por cdmara superior e inferior al iluminar por izquierda y
derecha con un beam a altura h = 0,373. Como la distancia entre la altura de iluminacién y
la camara superior es menor que la que hay con la cAmara inferior, se ven diferencias entre
los perfiles formados por ambas camaras al iluminar por el mismo lado.

Para formar la imagen final, se debe iluminar el resto de las alturas deseadas apilando
los perfiles obtenidos de acuerdo a la altura de iluminacién. A modo de ejemplo, el perfil
mostrado en la figura da los valores de la imagen final en la fila asociada a la altura
h =0,004. En la figura se observan las mediciones finales obtenidas por el modelo. Con
estas figuras es facil notar lo que se comentd previamente: al iluminar por izquierda se ven
mejor las estructuras del lado izquierdo y lo mismo para el lado derecho, mientras que las
proyecciones sobre la camara superior ve mejor las estructuras cercanas a esta camara y lo
mismo para la caAmara inferior.
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Camara superior, iluminacién por izquierda Camara superior, iluminacién por derecha

0.75 L2 0.75

0.50 1.0 0.50

0.25 0.8 0.25

0.00 0.00
0.6

—0.25 —0.25
0.4

—0.50 —0.50
2

—0.75 0.2 —0.75

—1.00 0.0 —1.00

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5
Camara inferior, iluminacién por derecha

1.00 1.00
1.4

0.75 0.75
1.2

0.50 0.50
1.0

0.25 0.25
0.8

0.00 0.00

_ 0.6 _

—0.25 —0.25
0.4

—0.50 —0.50

—0.75 0.2 075

0.0 —1.00
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5

—1.00

Figura 2.9: Mediciones finales obtenidas para A = 0,1, = 0,004, a = 1.

Asi, el problema inverso planteado consiste en recuperar la imagen p en a partir de
las 4 mediciones de la figura [2.9,

Es posible modificar los valores de las funciones \, ¢ y a para observar mejor los fenémenos
que ocurren. A modo de ejemplo se prueban los siguientes parametros:

e \ = 3,9 = 0,004,a = 0,7. Con esta configuraciéon se espera aumentar el efecto de
ensombrecimiento en fase de iluminacion: al aumentar la atenuacién durante el proceso
de iluminacién ocurre que las estructuras que primero ilumina el haz de luz ensombrecen
las que vienen después. Ver figura [2.10]

33

0.4

0.3

0.1

0.0

0.4

0.0



Camara superior, iluminacién por izquierda Camara superior, iluminacién por derecha

1.00 1.00 0.40
0.75 0.8 0.75 0.35
. 0.7 - )
0.50 0.50 0.30
0.6
0.25 0.25 0.25
0.5
0.00 0.00 0.20
0.4
—0.25 —-0.25 0.15
0.3
~0.50 0.2 ~0.50 0.10
—0.75 0.1 —0.75 0.05
~1.00 0.0 ~1.00 0.00
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Camara inferior, iluminacién por derecha
1.00 _ 1.00
1.0
0.75 0.75
) 0.4
0.50 0.8 0.50
0.25 0.25 .
0.6 0.3
0.00 0.00
. 0.2
~0.25 0.4 ~0.25
—0.50 —0.50
0.2 0.1
—0.75 —0.75
~1.00 0.0 ~1.00 0.0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 2.10: Mediciones obtenidas para una atenuaciéon de iluminaciéon A muy grande. Se
aprecia el ensombrecimiento en fase de iluminacion.
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e \=0,1,9 =0,1,a = 0,7. Con esta configuracion se espera aumentar el efecto de scatte-
ring en fase de iluminacion: al aumentar el scattering durante el proceso de iluminaciéon
la funcién v, se abre mucho al atravesar el objeto generando una imagen final mucho
méas ruidosa. Ver figura [2.11]

Camara superior, iluminacién por izquierda Camara superior, iluminacién por derecha
1.00 - 1.00
0.5
0.75 0.75 04
0.50 04 0.50
0.25 0.25 0.3
0.3
0.00 0.00
0.2
~0.25 0.2 ~0.25
—0.50 —0.50
7 01 7 0.1
—0.75 —0.75
—1.00 0.0 —1.00 0.0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Camara inferior, iluminacién por derecha
1.00 1.00 0.6
0.75 0.75
0.4 0.5
0.50 0.50
_ _ 0.4
0.25 0.3 0.25
0.00 0.00 0.3
_ 0.2 _
—0.25 —0.25
0.2
—0.50 —0.50
0.1 .
0.1
—0.75 —0.75
—1.00 0.0 —1.00 0.0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 2.11: Mediciones obtenidas para una scattering 1) muy grande. Se observa una imagen
mucho maés ruidosa.
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e A = 0,1, = 0,004,a = 3. Con esta configuracion se espera aumentar el efecto de
ensombrecimiento en fase de fluorescencia: al aumentar la atenuacion durante este pro-
ceso, las estructuras se veran mientras mas cercas estén de la camara respectiva. Ver

figura [2.12]

Camara superior, iluminacién por izquierda Camara superior, iluminacion por derecha

0.5 0.75

0.4
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—1.00 0.0 —1.00
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Camara inferior, iluminacién por izquierda Camara inferior, iluminacién por derecha
1.00 1.00
0.75 0.6 0.75
0.50 0.5 0.50
0.25 0.25
0.4
0.00 0.00
0.3
—0.25 —0.25
0.2
—0.50 —0.50
~0.75 0-1 ~0.75
—1.00 0.0 —1.00
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 2.12: Mediciones obtenidas para una atenuaciéon de fluorescencia a muy grande. Se
observa el ensombrecimiento en fase de fluorescencia.

Para finalizar este capitulo, se ven las mediciones obtenidas para un valor de s fijo, es-
to es, p(s,-) vy se compara con los valores de la misma columna de la fuente, u(s,-), y con
(s, -)exp(— fyoo a(s,7)d7). Lo anterior se estudia con la idea de verificar la relacion entre las

. . ., ., . ., o e . o0
mediciones con la solucion de la ecuacion de calor con condicion inicial yu(s, -)exp(— [~ a(s, 7)d7)

dada en[2.12)y 2.13]

En la figura [2.13] se comparan las sefiales obtenidas para s = 1,004. Dada la exponencial
de atenuacion es de esperar que al condiciéon inicial sea menor que la fuente.

Por otro lado, se recuerda que la medicién obtenida (la curva en verde) corresponde a la
solucion de la ecuacion de calor en la curva I que a su vez se construye a partir de la funcion
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o. La curva anterior se representa en la figura[2.14 Ademaés, se usa la medicion obtenida por
la camara superior al iluminar por izquierda mostrada en la figura [2.9

Comparacion i, condicion inicial y medicion, s = 1.004

1.0 -
"""" Fuente _ Fuente 7
Condicién inicial 1.00
=== Medicién
0.75
0.5+
0.50
E 0.6 | i .
@ ' : =
@ . I ‘ ,
=i i I
z | R iy 0.00
= ' :”i T
g i I 1
g 0.4 ol " I
. | I [
- SR i X Al 1 ~0.25
Iy bt Il
R AT
Py b ) | )
I N ~0.50
P i i
021 P : I i il : |
SRR :
l -
NI ~0.75
'R 14y bR i
[0 l| ko i 'R
(b \ I n HERI i N .
[ A \ I g1 \ L N ~1.00 . i : : - |
R : 4l Lt 12 — 0.00 025 0530 075 100 125 150 175

T T T
—-1.00 —0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.5 1.00

Figura 2.13: Izquierda: grafica para comparar las sefiales p(s, -),u(s, -Jexp(— [T a(s,7)d7) y
p(s,-) para s = 1,004. Derecha: fuente p con linea punteada indicando la columna s = 1,004
en cuestion.

Como bien se puede observar, mientras més grande es o, mas difiere la medicion de la
condicién inicial en la figura [2.13] pues o juega el rol de tiempo al ver la mediciéon como la
solucion de la ecuacion de calor. De la misma forma, la medicion resulta similar a la condicion
inicial en las zonas donde o es pequeno.

Para finalizar, dado que se consideran los parametros ¢ (en la definicion de wy,, ver 2.7)) y
A conocidos, al pasarlos dividendo en se obtiene la relacion

1 s oo M(S7 7”)6_ [ a(s,r)dr (T _ h)Z
—pp(s) - ex M (T)dT ) = exp | ———=—=% | dr
mnls) e ([ () I e (e

Al lado izquierdo obtenemos lo que es conocido y al lado derecho se obtiene el operador que
acttia sobre la incognita p. En la figura se comparan ambas senales, de forma que el
problema inverso consiste en recuperar la senal p a partir de la informaciéon conocida.
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o para s=1.004

Ay
Funcién o (z)

0.00030 A

0.00025 H

0.00020 A 0.25

0.00

0.00015

0.00010 A

0.00005 A —0.75

—1.00
0.00000 A 0.00 025 050 0% 1.00 L25 150 175  2.00

T T T T
—1.00 —0.75 —0.50 —0.25 0.00 025 050 075 1.00

Figura 2.14: Izquierda: funciéon o. En las zonas donde es mas grande, mas distinta es la
medicién de la condicién inicial. Comparar con Derecha: funcién o2 (z) para todos los
valores de h y z, destacando con la linea roja punteada la columna de interés.

%p(,‘;. y}ﬁ--'r'-\’-‘fi' AT ys (s, y) para s = 1,004
1.0 . - i
——— Medicién sobre exponencial de atenuacién
Fuente gt
0.5 4
0.6
0.4 4 [\
0.2 4 |
| |
0.0 } U

T T T T T
—1.00  —0.75 —=0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 2.15: Comparacion entre informacion conocida (en azul) versus la informacion que se
desea recuperar (la fuente p en naranjo).
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Capitulo 3

Estabilidad Lipschitz para el problema
inverso en LSFM

Segtn el modelo planteado en [9] y explicado en el capitulo 2| la medicion obtenida en el
pixel s de la cAmara al iluminar a altura y esta dada por la siguiente expresion (ver [2.11)):

s 00 [L(S, T)ei fToo a(s,m)dr (7‘ _ y)Z
p(s,y) =c-exp —/ A TdT)/ exp | — dr
( ) ( Y(y) y( ) —00 ay<8)\/ 27 20&5(8)
donde

aZ(s) = / (s — T)wa(T)dT
gl
Al igual que en se define

o) =503 =5 [ (6=

Se recuerda brevemente que este problema puede ser planteado como la solucién a la
ecuacion de calor: si la variable s se fija, entonces es posible ver las mediciones como funcion
de la altura de iluminacion y definiendo p(y) := p(s,y) y o(y) := o(s,y). Si se considera el
siguiente problema

U — Uy, = 0 en R x (0,7)

u(y,0) = uo(y) enR (3.1)
lim u(y,t) = 0 te(0,7)

ly|—o0

entonces podemos tomar ug(y) = fs(y) := u(s,y)e” e (747 on lo que la solucion de la

ecuacion anterior evaluada en (y, o(y)) nos da la medicion obtenida por la cAmara en el pixel
s cuando iluminamos a altura y. Mas especificamente tenemos la siguiente igualdad:

p(y) = c-exp (— /W;) (T, y>dT> u(y,o(y))
= o) = e ([ M) ). ey,

7(v)

(3.2)
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donde el conjunto Y; esta definido en la definicion [2] Esta expresion nos dice que se tienen
mediciones de la soluciéon u de en la curva I' = {(y,0(y));y € Ys} C R x (0,7). El
problema inverso consiste en recuperar la fuente u a partir de las mediciones. Para demostrar
la unicidad del problema se supuso que si las mediciones p(y) = 0 Vy € Y; entonces u(s,y) =0
Yy € Yy, para s € (s, sT).

El objetivo ahora es mostrar la estabilidad del problema. Para ello se mostraré una esti-
macién de estabilidad para reconstruir la fuente p a partir de las mediciones obtenidas, lo
que sera equivalente a mostrar una estimacién de estabilidad para la reconstruccion de la
condicién inicial en la ecuacion de calor anterior. De esta forma es necesario estudiar propie-
dades del problema inverso denominado Backward Heat Equation, problema que, entre otras
cosas, esta mal puesto en el sentido de Hadamard. En la seccion se estudia el estado del
arte de este problema. En las siguientes secciones [3.2] 3.3y [3.4] se estudian nuevos resultados
de estabilidad para recuperar la condicion inicial de la ecuacion de calor y como concluir la
estabilidad deseada para el modelo del LSFM.

El sketch de la demostracion es como sigue: en los teoremas [3] [] y [b] se muestra un resultado
general correspondiente a una estimacion de estabilidad condicional de tipo logaritmica para
la recuperacion de la condicién inicial para la siguiente ecuacion de calor:

(3.3)

u—Au = 0, en R" x (0,7)
U(y, 0) = uO(Z/)? en R"

en funcion de las mediciones hechas en cierta region. Este resultado estéd demostrado en [27]
(teorema 2.1) para dominios acotados, por tanto, se extiende este resultado para el dominio
R™ usando el desarrollo de [6] sobre controlabilidad nula en la ecuacion de calor para dominios
no acotados. En el teorema |3|se obtiene una desigualdad de energia de la soluciéon a . En
el teorema se obtiene una estabilidad tipo Holder para estimar la norma L?(2) de la solucion
de en un tiempo positivo en funcion de las observaciones. Esta desigualdad sera usada
en el teorema [5| para mostrar la estabilidad condicional logaritmica para la recuperacion de
la condicién inicial ug en la ecuacion de calor cuando ug € A (cierto conjunto admisible que
anade informacion a priori sobre la solucién), es decir, una estimacion de ug en funciéon de la
norma de u en cierta regiéon de observacion.

El resultado anterior es valido también para dimension n = 1, lo cual permitiria obtener
una estabilidad condicional de tipo logaritmica para el problema inverso del LSFM, sin em-
bargo, en este problema se puede tomar ventaja del hecho que la condicién inicial es a soporte
compacto. Esto tltimo permite mejorar la estimacion a una de tipo Lipschitz principalmente
gracias al teorema [0} Con esto en mano se vuelve al LSFM para concluir la estabilidad en
el modelo planteado: en el teorema [7| se muestra como estimar la norma L? de la solucion
u de , con condicién inicial uy = fs, entre dos tiempos positivos y desde —oo hasta el
borde de la curva donde se tienen las mediciones en funciéon de las mediciones en el borde de
esta curva. Finalmente, en el teorema [§] se muestra la estabilidad para la reconstruccion de
1 en funcion de las mediciones para el modelo de LSFM planteado como consecuencia de los

teoremas [0] y [7]
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3.1. Ecuaciéon de calor retrograda en tiempo

Como se vio en la introduccion de este capitulo, interesa recuperar la condicién inicial
de la ecuaciéon de calor en R a partir de informacién que se tiene en instantes posteriores.
Este problema motiva a estudiar brevemente la ecuacion de calor retrograda o backward heat
equation:

u—Au = 0 en 2 x (0,7)
u(y,T) = ur(y) enQ (3.4)
u(y,t) = 0 sobre 0§2 x (0,T)

para 2 C R" de borde suave. El objetivo es recuperar la solucién en tiempos previos 0 < ¢ < T
a partir de la informacién que se tiene en tiempo T'. Ahora bien, es fundamental tomar en
cuenta que la medicién en tiempo T suele no ser exacta, pues esta observacion se hace
mediante instrumentos fisicos en los que hay un ruido asociado a la medicién, por tanto, si el
ruido asociado a la mediciéon es § > 0, el dato que se maneja es cierta funcion f que cumple
con

lu(-,T) = fFOI <6

para cierta norma. Esta ecuacion ha sido muy trabajada en el area de los problemas inversos,
teniendo la particularidad de ser un problema mal puesto en el sentido de Hadamard [16]. Una
forma intuitiva de explicar este fenémeno es por el efecto regularizador que tiene la ecuacion
de calor: si se considera el problema directo de la ecuacion de calor, por muy irregular que
sea la condicién inicial, en un instante inmediatamente posterior, la soluciéon se vuelve suave,
luego al tratar el problema retrogrado en tiempo resulta imposible recuperar dicha condicion
inicial. Recordemos que para que un problema esté bien puesto debe cumplir las siguientes
propiedades:

1. Existencia: para datos viviendo en cierto espacio, existe una soluciéon al problema.

2. Unicidad: Los datos del problema determinan tnicamente la solucién de éste. En
esto corresponde a decir si para cada dato up, existe una tinica solucion u que satisface la
ecuacion. En el problema de LSFM, esto corresponde a preguntar si para las mediciones
en la curva [ existe una tnica solucién que tenga dichos valores en la curva, lo que fue
mostrado en el teorema [Il

3. Estabilidad: La soluciéon del problema depende continuamente de los datos, esto es,
si pequenas perturbaciones en los datos implican pequenas perturbaciones en la so-
lucion. Este suele ser el punto mas controversial de todos en el siguiente sentido: la
solucién recuperada a partir de la mediciéon ruidosa debe estar cerca de la solucién real.
En consecuencia, si el problema no es estable, la solucion encontrada (numéricamente
por ejemplo) puede encontrarse muy lejos de la solucion real sin constituir una apro-
ximacion adecuada. Este problema se reduce a estimar la norma de la solucién con
respecto a la norma de las mediciones. Un problema fundamental entonces es ver con
qué norma/topologia se trabaja para asegurar la estabilidad.

El problema estd mal puesto pues no es estable. En efecto, veamos dos ejemplos [17]
en dimension n = 1 (para dimensiones mayores el procedimiento es similar):

e Se considera la norma L> en ambos espacios, datos (ur) y solucion u. Sea la siguiente
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sucesion de condiciones finales u%(z) = e™*. Es facil ver que existe solucién a [3.4] para
cada n € N dada por

Un(CL’, t) _ e(T—t)n2 eina:

Luego, tenemos que ||ufp||L®) = 1 para todo n € N, sin embargo, [|u"(-,t)||z®) — 00
cuando n — oo para todo 0 <t < T.
sin(nw
e Si ahora se considera la norma L? se puede tomar la sucesion u/(z) = g Se

nw
procede via Fourier notando primero que

313

silél <n

Fu3)(€) = -(sgn(n — &) + sgn(n +&)) = { 0 silel>n

Luego
T8 i [¢] <n
0 silg|>n

Fu)(e,) =0 Fup(e) = {

Finalmente notamos que ||u%||;2@®) = = — 0 cuando n — oo, mientras que ||u"(-,t)||2r) =

n 2
/ %eQ(T_def — 00 cuando n — oco.
—n

Dado que el problema no es estable, es necesario agregar informacion a priori para asegurar
la estabilidad. En este punto se recuerda el siguiente postulado [20]: ‘A lack of information
cannot be remedied by any mathematical trickery!’. Asi, una de las formas tipicas de volver
estable el problema es considerar que la condicién inicial asociada al problema cumpla con
[lu(,0)|| < M, para cierta constante M > 0 y cierta norma adecuada. Existen variados
resultados en torno a como mejorar la estabilidad de este problema de los cuales se presentan
algunos a continuacion:

e En [I8] se estudia la siguiente ecuacion de calor en R:

Ut = Ugg, €11 Rute (07T)7 HU(,T)—f()HLP(R) Sé

sujeto a que ||u(-,0)||ze@) < M, para p € (1,00). Los datos del problema son T', e, M, p
y la medicion f. Se mejora el resultado establecido en [I7] obteniendo una estabilidad
de tipo Holder para recuperar la solucion w en un tiempo 0 < ¢t < T' y otra estabilidad
logaritmica para recuperar la condiciéon inicial. Més atn, dan una soluciéon v explicita
estable del problema construida como sigue: se considera el problema con condicion
final definida como la convolucion entre el dato f y el kernel de Dirichlet definido
como n) para cierto v escogido adecuadamente. Esta soluciéon v cumple la siguiente

desigualéad (ver teorema 3.1)

[o(-,t) — u(, )| oy < 8YTMYT Wit €[0,T) (3.5)

Esta estimacion no da continuidad con respecto a los datos en el tiempo ¢ = 0. Sin
embargo, anadiendo més hipotesis sobre la condicion inicial, la soluciéon v propuesta
cumple la siguiente estimacion de tipo logaritmica para cierta constante ¢ > 0:
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1 E —/2
o0) = U0y < B + e (in's
donde E,~, 3 son dados (ver teorema 3.3).
Cabe destacar que la desigualdad para p = 2 es directa del hecho que la funcién
t = [Ju(-, t)|[72 () es log-convexa.
En [39] se estudia la siguiente ecuacion de calor en un dominio 2 C R" acotado y de
borde suave:

u = p(t)Au, en Q x (0,T7), u =0, sobre 992 x (0,7
con observaciones f hechas en un subdominio w C 2 de manera que

Hu(7T> - f||L2(w) < (57

problema al que denominan Local Backward Problem. Al igual que en el ejemplo an-
terior, se construye una soluciéon explicita estable g a partir de los valores y vectores
propios de —A en €2 junto con el dato f y la funcién p. La construccion de esta funcion
g se basa en el optimal filtering method planteado en [36]. La funcion g asi construida
cumple la siguiente estimacion logaritmica:

CGC/Tﬁ U .,0 1

FuC-O 120
Int =L@

Para concluir esta estimacion es necesario primero estudiar el caso en que la observacion
[ se tiene en todo el dominio, es decir, ||u(-,T) — f||r2(q) < 6, problema que denominan
Global Backward Problem. La funcién g construida en este caso cumple la siguiente
estimacion

u10) — gl sy < A PTG Ol
\Jin (VERp )

En [34] se estudia la ecuacion

w(z,t) = Au(x,t), en (0,7) x Q, wu(x,t) =0, en (0,T) x 0N

Para 2 C R”, 2 < n < 3 un dominio acotado con borde suave. En este paper se
obtiene una estabilidad de tipo Lipschitz para observaciones hechas en un subconjunto
del borde 0% del siguiente tipo: existe una constante C'(2,T", ) > 0 tal que

ou

. 2 <
a0z < €[5

B, (I'x(0,00))

donde I' = {z € 09Q; (x — ) - v(x) > 0} para un xy € R" fijo y arbitrario, u € (1,5/4),
u(-,0) € H*(Q) N Hi() y la norma || - ||, rx(0,00)) S€ construye a través del espacio
de Bergman-Selberg, esta definida para funciones analiticas y es suficientemente fuerte
como para estimar la condicién inicial.
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e En [40] se estudia la ecuacion
ur(z,t) = Au(x,t), en (0,7) x Q, wu(z,t) =0, en (0,7) x 0N

para {2 C R™ un domino acotado con borde suave. Las observaciones se tienen el cilindro
(0, T) X w para w un subdominio de 2 arbitrario. El resultado principal es un estimacion
de estabilidad de tipo Lipschitz para estimar la solucién en un tiempo 0 < ¢ < T'y una
estimacion de estabilidad condicional de tipo logaritmica para recuperar la condiciéon
inicial. La tltima estimacion mencionada pide que la solucion u(-,0) € Uy = {a €
H?*(Q) N H(Q); ||al|m2) < M}, luego existe una constante C(Q, T, w, M) > 0 tal que

) -1
u(+,0)||z2) < C (In
[[u(-,0)||z (®) ( <||u||H1(o,T;L2(w))))

Para obtener este resultado se hace uso de una desigualdad de Carleman mostrada en
[13].

e En [27] se considera la siguiente ecuacion de calor

up = A(z)u, en Q x (0,t), wu=0, sobre 92 x (0,7)

donde  es un dominio acotado en R™ con borde suave y A(x) es un operador eliptico
de segundo orden autoadjunto de la forma

Alz)u = Z a% <aij<x)§—;> — e(2)u

i,j=1

donde los coeficientes a;; y ¢ cumplen propiedades adecuadas. El objetivo es estudiar
la reconstrucciéon de la condicién inicial a partir de mediciones obtenidas en el cilindro
w X (1,7T), donde w es un subdominio de 2 y 7 es un instante cualquiera, posiblemente
lejos de 0. El objetivo es extender el resultado en [40] (brevemente explicado en el punto
anterior) para un operador eliptico lineal general y a partir de mediciones obtenidas
lejos del 0 pues estas mediciones pueden ser dificiles de obtener en la practica (en el caso
anterior se consideran mediciones a partir del tiempo 0). Al suponer que la solucién
al problema pertenece a cierto conjunto admisible A := {a € H*(Q); [|a||y2e o) < M}
para € > 0y M > 0 plantean una estabilidad de tipo logaritmica, esto es, existen
constantes C(M,e) > 0y k € (0,1) tal que

—K

u(-, )| 20y < C(M,e) (—In||ul| r2(x (1))

Para llegar a esta estimacion se usan desigualdades de Carleman demostradas en [20],
la convexidad logaritmica de la funcion t — ||u(-, ¢)|[3. (o ¥ resultados de interpolacién
entre espacios de Sobolev [29]. Cabe destacar que en este trabajo, se considera también
el problema de tener observaciones d,u en I'x (7, T'), para I' C 092 y v la normal unitaria
exterior a () obteniendo también una estimacion logaritmica para la reconstruccion de la
condicion inicial. La primera parte de este paper sera la base para mostrar estabilidad
logaritmica considerando mediciones en w x (7,T') pero considerando la ecuacion de
calor en R".
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3.2. [Estabilidad logaritmica condicional para recuperar
la condicién inicial en la ecuacion de calor en R”

A continuacién estudiaremos la estabilidad condicional para recuperar la condicién inicial
en la siguiente ecuacion ({3.3). Las observaciones seran realizadas en un intervalo de tiempo
(1,7) x w con w C Q. Recordemos que las estimaciones de estabilidad son de la siguiente
forma

||Error de medicion||  Estabilidad Lipschitz
||Diferencia de soluciones|| < C'{ ||Error de medicion||* Estabilidad Holder
L Estabilidad logaritmica

—In||Error de medicién||

La estabilidad condicional no es s6lo importante desde el punto de vista teérico matematico
al otorgar la continuidad de la soluciéon con respecto a los datos, sino que también puede
proveer importantes nociones sobre el comportamiento numérico que tendra la solucién, por
ejemplo, estimaciones de este estilo pueden dar lugar a una elecciéon adecuada del parametro
regularizador del funcional de Tikhonov para que la solucién obtenida por esta via esté bien
aproximada (ver por ejemplo teorema 5 en [24] o [4]), asi como también puede ser util en
determinar un mallado adecuado para un esquema de diferencias o elementos finitos. En
esta tesis nos preocuparemos solo de la estabilidad del problema sin determinar posibles
consecuencias para la resoluciéon numérica del problema.

Teorema 3 Sea {2 un subconjunto no acotado de R™ de clase C?. Sea w C Q tal que Q\w
es acotado. Sean 7,7 constantes tales que 0 < 7 < T'. Luego, para todo 0 < e < (T'—7)/2
existe C; tal que

Hut||%2(7—+a,T—a;H*1(Q)) + HUH%Q(T—Fa,T—é;Hl(Q)) < CEHUH%?(T,T;B(W))

Observacion 3 El resultado anterior también es valido para €2 = R", de hecho, en los
siguientes teoremas se trabaja sélo considerando este caso. Trabajar este teorema para €2 no
necesariamente R” puede ser 1util para generalizar esos resultados a mas dominios. De esta
forma, se tendria la estabilidad logaritmica en R"™, en dominios no acotados y en dominios
acotados [27].

Observacion 4 El resultado anterior es valido incluso para 7 = 0, siendo ¢ el parametro
que hace que la constante C. se vaya a co cuando € — 0. El teorema anterior corresponde
a la primera parte del paso uno del teorema 2.1 en [27]. La herramienta principal usada es
una desigualdad de tipo Carleman mostrada en el teorema 2.1 en [20]. Esta desigualdad es
valida en dominios acotados, luego, nos basamos en [6] para extender el resultado a dominios
no acotados, en donde se trabaja con la solucion el problema adjunto a [3.3] En nuestro
caso, nos interesa lo que ocurre con la soluciéon del problema directo por lo que se siguen los
pasos de [6] para estimar ||u||r2(r4e7—;02(0)) ¥, haciendo una pequeiia modificacion es posible
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estimar también ||Vu||r2(r1cr—c12(q)) logrando estimar asi la norma ||ul|p2(r4e7—e;n1 (). La
estimacion de la norma ||u||p2(ricr—c;m-1(q)) €s directa de la ecuacion de calor.

DEMOSTRACION. Se acotan cada uno de los dos términos por separado

o ||u||r2(rier—cim1(0))- Sea & > 0. Con el objetivo de localizar el problema en la zona
donde no hay observaciones se introduce la funcion cut-off p € C*°(£2) como sigue (ver

figura :

p = en Q\w
p=0 enws={r€w;d(z,dw)>d}
p€(0,1] en w\ws

wp

—~

O\ w
—
®

Figura 3.1: Funcion p(z)

Sea 6 = pu. Notamos que 6; — A0 = p(u; — Au) — Apu — 2VpVu = —Apu — 2VpVu.
Sea © = {z € Q;p(z) > 0}. § =0 en Q\O, luego 0 es solucion de

0, — A9 g en © x (0,7)
0 0 sobre 00 x (0,7)
0(z,0) = pup(z) en©O

con g = —Apu — 2VpVu. Como O es acotado, se puede aplicar la desigualdad de
Carleman demostrada en Imanuvilov Yamamoto [20] (teorema 2.1) con [ = 1. Para ello
se introduce la funcién 1 como sigue:

) € C*(0)
¥ > 0en O, 1 = 0 sobre 0O
Vi) # 0 en O\w

La existencia de esta funcion estéd demostrada en [7], lema 1.1. Ahora bien, para seguir el
desarrollo en [27], se requiere que la observacion sea realizada en el intervalo de tiempo
(1,T) con T estrictamente positivo, por lo que los pesos de Carleman a considerar son

e)\w(ac) e)\w(m) _ 62>\H'¢’($)Hc(§)
_ t) =
(t— ) (T —t) a(z,1) (t— )T —1)

5([13,15) =
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Luego por [20] existe A > 0 tal que para todo A > ) existe S0(A) > 0 tal que existe una
constante C; > 0 tal que para todo s > so(\) la solucion 0 € L*(© x (1,T)) satisface

/ / < yve\2+sgye|2) o2
T (3.6)
<C (ng ||L2 7 T;H=1(0)) "’/T /@mw S§|9|2€28adxdt>

Usando el hecho de que Ap y Vp se anulan en Q\w y que g = —Apu—2VpVu, podemos
seguir el desarrollo en [0] para obtener que

T
18006 ooy < / / ApPlupe

Ap=0en O\w,e** <1 < / / |ul?
ONw

/ [
Por otro lado

—2(Vp - Vu)e® = =2V - (ue**Vp) + 2ue**Ap + 2use®*Vp - Va (3.7)

IN

Esta identidad viene de div( fF ) = fdivF + F - V. La igualdad resulta util para
calcular la norma H~1(©) pues nos olvidamos de Vu para trabajar sélo con u salvo
por la divergencia en el primer término, pero esto es facil de trabajar para la norma
H~1(0©). Con lo anterior queda que

12090 Ve a1y < C (11090 Fagrsacen +
[lue**Ap + use**Vp - Va \%Q(T,T;Lz(@)o

Usando que Vp =0, Ap =0 en O\w, e** < 1y que existe s; > 0 tal que \seso‘g—;| <1
para todo s > sq, se obtiene que

12(Vp - Vu)e | [Tz 10y < CllullZ2r 1200
De lo anterior se obtiene una estimaciéon para ge®® en funciéon de las observaciones:
l9e** e im0y < CllullZairrzzwy (3.8)

Por otro lado, tomamosA/A\ vy § = max{so()), 51} fijo (de forma que|3.6|y m se cumplan)
y denotamos por & y £ a las funciones a y € con A = X. Como ¢ € C*(©), existen
constantes 71,1 > 0 tales que

T 2 72
(=T =0 =S G-I =0

con lo cual [3.6] queda

//( )|v9|2 Té(T)W)emdxdt 59

S
<C ) 6|2 e*%dzdt
1 <HUHL TT ><w)+/ /@ﬁw t—T( )’ ’ x )



Lema 1 Sean k y K constantes positivas tales que

k< ePlWlce — M@ < K 2@ (3.10)

Luego, para = € O tenemos

~

S

o=

<_—e (3.11)

(t—7)T —t) 9o _ (T —T—¢) —25K

—e¥ > ———— —_— te T — 3.12
e > TSy (2 ) telrraT-d (312

Observacion: El lado derecho de la ultima desigualdad del lema [1] tiende a 0 cuando

e —0.

Estas desigualdades seran ttiles para estimar la norma L2(7 + ¢, T — &; L?(Q2)) de u
y de Vu con respecto a la observacion ||u||%2((T7T)Xw). La primera desigualdad servira
para acotar el lado derecho en [3.9] la segunda servira para acotar el lado izquierdo en
mientras que la ultima desigualdad servira para estimar la norma del gradiente.

Probemos el lema:

DEMOSTRACION. Notemos que © Nw C ©. Sea z € © Nw y consideremos las siguientes

funciones .
3

6:(0) = g Y (@) = Pl e
— (T —

. r(z)
Luego &(t, z) = —m, por tanto

~

§ —25r(x)

$(t) = mexp (m) = ;eXP <#ﬁ“(fﬂ)) =: 1, (t)

La variable t' := (t—7)(T —t) resulta estar en el intervalo [0, (T'—7)?/4] para t € [, T].
Derivando e igualando a 0 se obtiene que 7, alcanza su méaximo en t* = 23r(z), ademas,
resulta creciente para t' € (0,t*) y decreciente para t’ > t*. Dependiendo de si t* es
mayor o menor que (7' — 7)?/4 se obtiene lo siguiente:

féfoéf%(] ¢.(t) = t/e[o%éif)z p 12 (t)
e () (%) e S t* < (T —r)2/4
_ L L
e (T — 7)2/4) = ﬁexp (%) sit* > (T —7)%/4

Independiente de cual sea la situacion se obtiene que

1
, xt _ ’ . t/ < N t* — —1
trerfc?:%gb *) t’e[O,I(IYl“afi)Q/zl]n () < me(t") 2r(:z:)e
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Usando concluimos [3.11} Para probar se procede de manera similar: sea z € ©
y se define la funcién

pa(t) = (t— T)A(T — 1) Q256 _ t—:exp (—2§r(x)) — g (t')

5 5 t’
La variable ¢ := (t — 7)(T — t), para t € [T +¢,T — €] resulta estar en el intervalo

[e(T — 7 —¢),(T — 7)%/4]. En este caso ¢, es decreciente en ¢’ por lo que, similar a los
calculos previos se obtiene que

Pe(t) = @u(t') > qu(e(T =7 —2)) = Mexp (ﬁS—T@))

T—-1—¢)
O
Con esto en mano volvemos a y para el lado izquierdo queda que
[ [ (= |0|2
t—7)(T —1) T)(T
T
t—
2/ ( )|v9|2 254
e (3.13)
T—¢ _
2/ / t T (T )|v0|2 256
T+e @

v

02/ /|ve|2

con Cy la constante del lado derecho de la tltima desigualdad del lema. El lado derecho
en [3.9 queda

sa ! 5 2 2sa
||ge ||L27-TH ))+/T /@m_—t)w| ¢
<CH”||L27-TL2 )+21k _1/ / |9|2
ONw
(p<len®Nw) <C||U||L2 TTLQ(w)+21k 1/ /@mw |u|2

< Ollullf2(r 20wy

De esta forma

T—e
[ [ 196 < C/Callulf ran (314
T+e

Dado que 6 se anula en 9O usamos \; el primer valor propio de —A en H}(©) de forma

que
/ Vo / V6P
A= Inf < 4@
vEH(O) /|U|2 /|6)’2
©




[rwor = x [ o
© )
ONw QN\w

> )\1/ 07 = )\1/ lul?>, (p=1en O\w)
N\w QNw

Asi, aplicamos (3.14]) para obtener

T—e T—e
A / / uf? < / / V0P < C/Collul ooty o
T4e O\w T+e€ ©

T—e
[ [ < crCallulaney (3.1
T+e

Con la cota anterior ya ha sido estimada la norma L?(7 + &, T — &; L*(Q2)) de u con
respecto a las observaciones.

Por tanto

Veamos como estimar la norma del gradiente. Para ello usaremos la misma desigualdad

(t—7)(T —1t)

del lema para acotar el término pero con t € [7‘ +5, T — 5]. Cuando t

S
esta en el intervalo mencionado la cota dada por el lema es

(=D =) o, /2T =7 =¢/2) ( /2(T_2§K /2)) o
S S 3 —T—£

Repitiendo lo hecho en obtenemos que

e
|V0)|2e*5
; // t—7' )|v9|2 - (3.16)
/2,
/rJra/Q/‘ve’2

Con esto obtenemos una cota similar a [3.14k

[ 1o < creite o (3.7
T+e

v

| \/

y usando nuevamente \; el primer valor propio de —A en H}(O) queda que

/ / uf? < C/C3lul agoponiin) (3.18)
+e/2

Sea ahora la funcion y(t) € C®([r,T]) con x(t) = 0 para t € [1,7 + /2], x(t) estric-
tamente creciente en (7 +¢/2,T —¢) y x(t) =1 en [T' — ¢,T] como se muestra en la
figura (3.2

20



Figura 3.2: Funcion x(t)

Multiplicando la ecuaciéon por ux(t) e integrando en €2 se obtiene que

1 2dx
2 e _
/ Vulx + 3 2dt u'x = / dat’

relacion que ahora se integra entre [T + /2, t]:

/T;/Q/Q|Vu|2x+\%/ﬂu2(t)x(t)1—%/Qu2(7+5/2) (re/2) = /TW/

Vv Vv
>0 =0 pues x(7+¢&/2)=0

de donde obtenemos que

t t T—e
[t ] [zl [
T+e/2 JQ 2 T+e/2 JQ de T+e/2 JQ

Usando t =T — ¢ y B.1§

/ /|Vu| X<C’/ /U <C/C3||u||L27-TL2 (@)
+e/2 +e/2

Por otro lado, usando la crecencia de x en (7 + ¢, (T'+ 7)/2) el lado izquierdo cumple

que

T—¢ .
/ //|Vu|x>/ /|VU|X>X +5/ /|vu|2
T+e/2
Juntando y y notando que x(7 + €) > 0 obtenemos que
T—e
C
AV i 2 .
/T+€ /Ql = Csx(T+e)||u||L2<TvT7L2(w))

Con 315y concluimos que

||U| |%2(T+E,T7€;H1(Q)) < C15| |u||%2(w><(T,T))
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o ||ut||%2(r+a,T—a;H*1(Q))' Multiplicando por v € H}(Q) e integrando por partes se

obtiene que
/ WU = — / VuVu
Q Q

de donde integrando entre (7 + &, T — ¢) y usando lo recién mostrado se concluye

el |22 e r—emr-10)) < Nullf2graer—ecm) < CellullZe@ximy

]

Para continuar resulta necesario definir tanto los espacios de Sobolev fraccionarios (o espa-
cios de Slobodeckij) W*?(2) (con s no necesariamente entero) como el laplaciano fraccionario

(—A)® en R™

Definicién 8 Sean s € (0,1) y p € [1,00). Se define el espacio W*P(2) como sigue:

WHP(Q) = {u e (o) M vl g Q)}

|z =yt

y se dota con la norma

lu(x) — uly)[P e
lulbwesiey = ( [ o [ [ =00 g0,

Ademas el término

lu(z) — uly)P )W
Ulyyrswiq) = ———="dady
s (/Q Q |z—y[rter

es la llamada (semi)norma de Gagliardo. Para el caso p = 2, se define el espacio H*(2) :=
W2(Q), que resulta ser un espacio de Hilbert. Por otro lado, para el caso Q = R", el espacio
H*(R™) también puede ser descrito mediante la transformada de Fourier:

H*(R") = {u € L*(R") : (1 + [€]*)*%a(¢) € L*(R")}

donde (&) denota la transformada de Fourier de u.

Definicion 9 Para u € S, la clase de funciones Schwartz, y s € (0, 1) se define el operador
laplaciano fraccionario (—A)® como sigue

(—A)’u(z) = C(n, s)p.v./}R Mdy

e

y p.v. denota el valor principal de la integral.

donde
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La constante C(n, s) surge por la siguiente proposicion (mostrada en [30]):

Proposicion 2 Sea s € (0,1) y sea (—A)* : § — L?(R") el laplaciano fraccionario. Luego,
para todo u € S se tiene la siguiente igualdad:

(=A)u=F(|g]*0)

Observacion 5 En realidad, el laplaciano fraccionario en R" tiene muchas definiciones equi-
valentes [25]. En lo que sigue nos centraremos en la definicion dada por esta proposicion via
transformada Fourier.

A continuacion se demuestran propiedades del laplaciano fraccionario en R™ que seran
necesarias en lo que sigue:

Proposicion 3 Se tienen las siguientes identidades:
L (A)(=A)f = (=A)"f,
2. (A)P(=A)f =—Af,
3. (ZA%)e f =B (—A),
4. Vs > 0, HCS > 0 tal que H(— )S tAf||L2 R™) < t—5||f||L2(Rn vVt > 0

5. |[(=2)* fllz2mny = 2C (0, )|t pr2s ).

donde 2 es el semigrupo de calor en R™.

DEMOSTRACION. Las demostraciones se basan exclusivamente en la transformada de Fourier
(denotada indistintamente por Ff o f):

L (ZAP(=8)f = FHEPFFEP) = FHIEPIf) = (=a)" f

2. Al igual que en el punto anterior se obtiene que

(A (=A== f = F ¢ f) = —Af

3. F((—A%)e f) = [§F (2 f) = ¢~ f = e F|g2 f = e tEF((=A)*f).
Tomando anti-transformada concluimos que
(A f =2 (=A)f
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4. Notemos primero que F((—=A)%e'®f) = F(F (€] U f)) = || 1€ f. En se-
gundo lugar la funcion & — |€ ]23e_t‘5|2 es radial por lo que se considera la funcién

42 .. —
g(r) = r?*e™" y vemos que alcanza un maximo en 7:
_ _9¢ 1 72 96 T2 A _ S
g(F) =257 le™™ e Tt =0=T = 7
» s%e™?
g(T) = "

Observacion 6 Es facil verificar que ¢”(7) = 4te™(7)® < 0 y por tanto 7 es efec-

tivamente un méaximo. Como ademas lim, ., g(r) = 0, se concluye que 7 es maximo
global.

Con lo anterior se concluye que

Cs
g(,r) S t_s’ vr Z 0
Finalmente se concluye via Plancherel:
s s —t|€]? p CS
[(=A)%e" fll2@ny = [|[E[**e " f| 2@n) < t—stHLQ(Rn)

5. Este resultado estéd demostrado en [30], proposicion 3.4.

Observacion 7 Del punto 5 se concluye que existe una constante ¢ = ¢(n, s) tal que

[ul|g2s@ny < c(n, s)([ull2@ny + |[(—A)°u]|2@n)) (3.22)

Para seguir estudiando la estabilidad condicional sean 0 < 8 < 1y M > 0 fijos y se
introduce el conjunto admisible

A= {a € H¥[R"); ||al|g2s(any) < M}

En los teoremas [d] y [f] se asume que la condicién inicial que se quiere recuperar pertenece
a este espacio, lo cual corresponde a tomar en consideraciéon informacién a priori sobre la
solucién a nuestro problema.

Teorema 4 Sea w C R” tal que R™\w es acotado. Sean 7 < T fijos y u solucion de con
condicién inicial ug € A. Luego, para todo § > 0, 0 < ¢ < (T — 7)/2 existen constantes
positivas ¢(n, ), Ce, Cs tales que

_1
02 1/27 25+1 25 25
‘|uHC([T+E,T7€};L2(R")) S [c(n, S)M (1 + W) 0526+1 ||uH[2f;1(L;><(T,T))

o4



Observacion 8 si 7 > 0 entonces la cota explota por la constante C. cuando € — 0. Si en
cambio 7 = 0 entonces C?/(7 + ¢)* también explota.

DEMOSTRACION. En primer lugar, como consecuencia del teorema anterior para {2 = R" obte-
nemos la siguiente estimacion

Null7n o erer1 @y < Celltl) 2o rry)

y usando el embedding de Sobolev (teorema 4.12 en [2]) concluimos que

ullo(rser—em-1@ny < O[] r2gox ) (3.23)

Lo siguiente que se hace es estimar la norma ||u||c((r4e7—c);m2s®ny) Para un 6 > 0y se
concluye mediante interpolacion de espacios de Sobolev. Veamos que para todo d > 0 existe
una constante Cs > 0 tal que

3 C3
Hu"C([T+€’T7€];H2§(Rn)) S c(n, (S) (1 + m) Hu(7 O)HLQ(Rn) S c(n, 5)]\/[ (1 + m

Aplicando|3.22} el punto 4 de la proposicién y la decrecencia de la funcion ¢ — [|u(-, t)|[z2&n)
(por ser u solucién a la ecuacion de calor) obtenemos

lulle(reer—cims@ny = sup (lul,t)][m2@n
te[r+e,T—¢]
1/2
< en,d) sup (Jful, Dl Fagn + 11(=8) w0l agan)
te[r+e,T—¢]
S T
< cn®) s (IOl + Gl
te[r+e,T—¢]
) 02 1/2
< ¢(n,d sup (uo n+—u0 n>
( )te[T+aT ] [|uol |72 (gn) T )%H 122
o2 \1/2
< ¢e(n, )M (1 + (T+6)25>
(3.24)
Finalmente, para concluir se juntan y (3.24)) y concluimos via teoria de interpolacion
(proposicion 2.3 [29] junto con seccion 2.4.1 en [38] o teorema 4.1 en [§]): sop = —1, 51 = 20,
2
s = 0 (para llegar a la norma L?), por tanto, s = —s¢f + s;(1 — @) implica tomar 6 = %51
[full < ullZ? ||uH2‘s+1
C(lr+e,T—e;L2(R™)) = C([r+e,T—e|;H- C(fr+eT—l;H (R"))
C 1/27] 2641 | 4
5
: [C(m I (1 " m) G2 |l ||;z+;X (r.1))
=Ce s
[

95



Teorema 5 Sea u solucion acon ug € Aysean 0 < 7 < T Si ||u||r2(ux (1)) < 1 entonces
para todo d > 0,0<e < (T'—7)/2) y 0 € (T+¢,T —¢) existen constantes k = k() € (0, 1)
y C=C(g,6,M,0) > 0 tales que

—K

|[uol| r2mny < C (—log|ul|r2(wx (-.1))

DEMOSTRACION. En primer lugar se muestra que la funcion ¢t — ||u(-,t)||%2(9) satisface la
propiedad de convexidad logaritmica y se prueba la siguiente estimacion:

HU| |L2(0,9);L2(Q) S 0(6, (5, M, 9)(—ZOQ| |UHL2(w><(T,T)))_1/2 (325)

para 0 € (7 +¢,T — ¢). En efecto, sea V(t) = Hu(-,t)H%Q(Rn). Derivando e integrando por
partes se obtienen las siguientes identidades:

V'(t) :2/uut: —2/ |Vul?, V(1) :4/uf
Q Q Q

VIV(L) = V'(t)*

log V(1)) = =7

Notemos luego que por Cauchy-Schwarz

2
V’(t)Q—V”(t)V(t):él(/ uut) —4/ uf/ u2§4/ uf/ u2—4/ uf/ u? =0
R" n n R JRe R" n

de donde
log(V(t))" >0

es decir, V(t) es log-convexa. Sea 0 < t < 6. Luego, haciendo la combinacién convexa entre
0 y 0 con pardmetro t/60 queda

logV (t) = logV (t/0 -0+ (1 —t/0)-0) < (1 —t/0)logV (0) + t/0logV (0)
Equivalentemente

_ 1t0 2t/0 _ 2t/0
V() S VOV 0)7 e Jul, e < uol[Fogdy [ul 017k < M2 Jul, 0)]17 ey

Integrando la tltima relacion de 0 a 6 queda que

' 0 SOV 2\ 270
/H“<'>t)|\%2(w)df < M2/ (M) gt
0 0 ]\42- 2
_ 9 [[u(, 2y — M
Log([lu-, O)17: sy ) ~log(M?)

_ r—Yy
) = o)~ tog(y)

o6

Si consideramos la funcion




notamos que su derivada es positiva gracias a la desigualdad del logaritmo
1—1/x <log(x), Vz € (0,00) (3.26)

luego f es creciente. Si usamos 0 € (7 +¢,T — ¢€) de tal forma que (gracias al teorema |4))

lu(, )l L2y < Cesllu HE‘?LX(TT

(con C. s la constante del teorema [4) entonces podemos usar y = M? y usando la crecencia
de f con respecto a la desigualdad anterior queda que

/9““(' O|2a@mdt < 0 [l )72 oy — M?
0 s UM L2 (rn) = log(||u(-, )||L2 ®") ) — log(M?)

Ce,é”“| lz‘i{ix(ﬂm - M?

45
Log(C2 sllull 220w (r.ryy) — Log(M?)

7

Ahora bien, hay dos casos que conducen a la misma cota:

° 052, s < M?. En este caso, se factoriza el numerador por M? y queda

; I
) et < g | 2B
0 lOg( ol (T,T)))
Considerando la funcién
_axr—1
J(x) = log(ax)

25+1

L2 (wx (r, T))), es posible derivar esta funcion y ver que es

02
creciente con respecto a w, luego, en vez de tomar z = 5%

(con a jugando el rol de ||u]|

se usa 2 = 1 obteniendo

22 —1

0
L2(wx(1,T))
/ [ )] 2ot < 120 (XD
0

25+1

tog(|[ul| 12, 1))

Finalmente, suponiendo que la observaciéon es pequena, es decir

|ul| L2 @x (rry) <1

entonces,
509||“||252+;x iy <0

y por tanto

0
46 _
[ Byt < M (toglull oty

27



o M? < 6’35. En este caso, se factoriza el numerador por C.s. Procediendo de manera
analoga se llega a la desigualdad

46 _
[ OBt < €260 tonl oy

En conclusién

46
2041

=:C(,6,M,0)

1/2
) (—oglull2guxiry) 2

J/

ul|L2(0,0;2(rmy) < max{C. s, M} (9

de donde se concluye [3.25]
Para finalizar se estiman las siguientes normas

HUHWLP(O,Q;LQ(R")) <C, HU||LP(0,9;L2(RH)) < C(—509|’U||L2(wx(r,T)))

para luego interpolar en un espacio adecuado. Para esto, se usan propiedades del laplaciano
fraccionario dadas en [3] Por las propiedades 2 y 3, se tiene que

(e, 1) = AetPug = —(—A)I_BetA(—A)Buo

donde S es el coeficiente asociado al conjunto admisible A. Usando el punto 4 de la proposicion
B queda que
s (-, )| 2 ny < Cat™ P [(=A) | L2 any

Sea 1 < p < 1/(1 — ), elevando la expresion anterior a p, integrando de 0 a 6 y usando
el punto 5 de la proposicion |3| se obtiene que

6 6
1
[ e 01t < € [ =2 sy <

(como 1 < p < 1/(1—p) el exponente en la integral es menor que 1 por tanto integra finito).
Es decir

el 75 0.0:2mmy) < C(B, M, ) (3.27)
Por otro lado

ey )|y < Nltol zoqeny :»/ [enI- dt</ gl gt < MPO (3.28)

Juntando y se obtiene que
||ullwrr0,6,22@ny) < C(B, M, 0) (3.29)

Por otro lado, tomando p < min{1/(1 — j3), 2}, se puede usar [3.25 pero con norma L” en
tiempo pues el intervalo considerado es acotado:

||U||LP(079;L2(Rn)) S Ql/p||u||L2(079;L2(Rn)) S 0(6, 5, M, 0)(—log||u||L2(wX(T’T)))_1/2 (330)
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Nuevamente se interpolan las estimaciones y de forma que para 0 < s < 1

]| wi-sw(op.r2@ny) < C(e, 6, B, M, 0)(~log||ul|12(wx(ry) ">

Escogiendo s tal que (1 — s)p > 1 podemos usar la inyeccion de Sobolev (el teorema 4.54
en [11] aborda el embedding para el caso fraccionario) y concluir con k = s/2:

ullcqoer2@ny < ullwi-seor2@ny < C(e,d, 8, M, 0)(—log||ul| L2wxr.1)))

]

3.3. [Estabilidad Lipschitz para recuperar la condicién ini-
cial en la ecuacién de calor en R" para condiciones
iniciales a soporte compacto

En esta seccion se vuelve a la ecuacion pero no necesariamente en dimensién 1 y se

aprovecha la dependencia explicita de la solucion con respecto a la condicién inicial. Ademas
se supone adicionalmente que la condicién inicial es a soporte compacto.

Lema 2 Si uy € L'Y(R"), ug > 0y supp(ug) C B := B(0, R) la bola centrada en el origen y
de radio R para algin R > 0. Entonces, para t > 0 existe una constante C' = C'(R,t) tal que

HUOHLl(R”) < C‘|U(‘at)||L2(2B)

DEMOSTRACION. Recordemos que u toma la forma explicita

_ly-rl?
e 4t

u(y,t) = /n uo(r)Wdr (3.31)

Como el kernel de calor integra 1 para todo t > 0 tenemos que

yTI

||u0||L1(R”) = /n UO(T)dT’ = /n /n uo n/erdy
= / / U(] 7”
ly|<2R JR™

La primera integral del lado derecho es acotada por Cauchy-Schwarz y usando [3.31}

/ / Uo
ly|<2R n

_ly=rl® T\

drdy+/ / Uup(r) ———=drdy
)2 ly>2R JRn o 4 t)/?
(3.32)

n/zdrdy [ty < B Dllen (339
ly|<2R
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donde |2B] es la medida de la bola de radio 2R. Para la segunda integral, se usa el soporte
compacto de ug:

_ly=

7’\ 2
4t
uo(r) ——=drdy = / / ————drdy

A;|>2R /n (4mt)n/2 y[>2R |r\<R 47”5)"/2

,ly—rﬁ
e
= uo(T) / ————dy | dr

A<R < yi>2r (4mt)n/?

La integral dentro del paréntesis puede ser acotada uniformemente con respecto a r por
una constante «(R,t) € (0,1) que resulta creciente con respecto a t. Lo anterior se debe a
que corresponde a la integral de una gaussiana de media r y varianza 2t en una zona lejana a
la media y, si t aumenta, entonces aumenta la varianza, haciendo que més masa se concentre
lejos de la media. Con esto se obtiene que

_ly—r|® TI

/ / up(r n/2drdy < (R, t)/ ug(r)dr (3.34)
ly|>2R JR™ [r|<R

Juntando [3.32] B.33] y B.34] se concluye:

luollreny = [ walrdr < (1= alR ) 2BI2 fule )2

-~

C(Rt)

]

La constante C'(R,t) es creciente con respecto a t, luego, si se trabaja en un intervalo de
tiempo cerrado [ty,ts] con t; > 0, entonces la constante puede ser escogida uniformemente
en t y concluir lo siguiente:

Corolario 1 Sean 0 < t; < t5. Existe una constante C' = C(R, t1,ts) tal que

ol mny < Cllul|2@Bx (11 ,t2))

DEMOSTRACION. Por el lema [2 sabemos que

ol Lreny < C(R O)|Jul-,t)]|22m)

Elevando al cuadrado, integrando en (¢1,?2) y usando la crecencia de C'(R,t) con respecto
a t se obtiene lo siguiente:

to to
/ [|uol[71 @nydt < / C(R,)|u(-, 0)|[720m)dt & (ta—t1)||uol[71mny < C(R, ta)?[[ull 200811 10))

t1 t1

Por tanto
C(R to)

HUOHLl(R" \/7HUHL (2B,(t1,t2))
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Ahora bien, es posible ir més alla y deshacerse de la hipotesis de positividad de uq:

Teorema 6 Sean 0 < t; < ty y R > 0. Sea ug € L'(R") tal que supp(ug) C B := B(0, R).
Existe una constante C' > 0 tal que

[[uol[r@ny < Cllullz2@Bx(t1,12))

DEMOSTRACION. Sea ui = max{+up, 0} y sea u* la solucion a con condicion inicial ug
respectivamente. Por el corolario [1| existe una constante C' = C(R, t1,t3) tal que

ug | rny < Cllu™]| 1228, 0)

Luego, como u = u®™ — u~, entonces u™ = u + u~, por tanto

ol | L2y = [Jug |2y + |ug [|nr@ey < C (|Jullr2@s @6 + U 2208 0.6)))

A continuacion se analizan los siguientes operadores:
A:ug € LY(B) = u € L*(2B x (t1,t5))
T: Ug € L1<B) — U € L2(2B X (tl,t2>>

donde ug se extiende por cero a R™. El objetivo de considerar estos operadores viene de la
desigualdad anterior:

ol By < C(||[Auol|r2@Bx(t: 1)) + [Tl L22Bx (11,42))) (3.35)

Veremos que A es un operador continuo e inyectivo y T un operador compacto para
poder deshacernos de la parte compacta a partir de la proposicion 6.7 en [37]. Para ver la
continuidad de A se usa Cauchy-Schwarz:

2 1/2

ly—r[?
_ - - e 4t _ 1/2 _ e_ 2t — 1/2 u_<y7 t)
u (y,t) = /n Ug (T) (47Tt)n/2 dr < HuO HLI(Rn) </Rn Uy (T) (47Tt>n ) < HUO HLI(RH) ((47Tt)n/2

De la ultima expresion queda que

||ug || &) 2
- t < — d
u (y7 ) — (47Tt)n/2 () /QB Y
to
dt

—112
Dy < ol gy /
7 L (23) B (47Tt)n t1

to 1
Hu_H%Q@BX(tl,tg)) S HuOH%I(R")’QBll (47Tt)ndt
1
12 i 12B| [ log(t2/t1), sin=1
HU HL2(QB><(t1,t2)) < HUO HLI(Rn) (47’[’)” Ll <€_}L _ :—Z) Csin 7& 1
n- 1 2
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En conclusion

w228 x(t,t2)) < C(R, L, t2)||ug || mny < C(R,ty, t2)||uol| 21 ey (3.36)

y de manera analoga se obtiene que

||u+||L2(2B><(t1,t2)) < C(R, ty, ta)||uo|| L1 ()

Luego se concluye la continuidad de A gracias a la identidad v = u™ — u™:

vl L2@Bx(t1,2)) < C(R, 1, t2)||uol| L1 ®n)

Veamos ahora que T es un operador compacto. La continuidad es directa de[3.36] Para ver

la compacidad veremos este operador como la composiciéon de dos operadores: T = Yo 0 T,
donde
T, :ug € Ll(B) —u € L2(t1,t2;H1(2B>)

To:u™ € L2(t1,t2,H1(2B)) —u € L2(2B X (tl,tg))

Veremos que T; es continuo, Ty es compacto y por tanto, la composicién T es compacta.
Para ver la continuidad de T; notamos que por [3.36] basta ver qué ocurre con las derivadas:

) ettt et R
U (y,t)—uo*W: u(y,t) = | ug * Aty (y)—(uo*—ﬁwe )(Z/)

Para estimar la norma ||Vu™(-,t)||(z2(2))» se usa la desigualdad de Young con p =1,q =
2,7 = 2, de forma que % + é = % + 1 obteniéndose

. 1
‘ "ot (dm)n 2’

1
- IO — | P
HUO HLl(R )Qt(47rt)”/2||ye ||(

IVu=( )| z2eyr < lug |2y /4

(L2(2B))™

L2(2B))"

La ultima norma es facil de estimar:

1/2
2
Hye_|y|2/4tH(L2(2B))n = (/ ly[e 1 /thy)
2B

(e=y/vat) = ( /2 B/\/ﬁ|x’2(2t)e_|m|2(2t)”/2dx> v

1/2
—_ Ctn/4+1/2 (/ |$|2e_|x2d;p)
2B/V/2t
— O(t)tn/4+1/2

donde C(t) es decreciente con respecto a t. De aqui se obtiene que

1
K)ot ()2

1

IVu™ (Ol zz@yn < g |l CHe 12 = CO)llug 1o iz
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Elevando al cuadrado e integrando entre t; y t5 queda que

to 1
VU2 ax it ey < CQ(tl)Huo_“ZLl(Rn)/t tn/?—i—ldt

= C2t) [y |2 gy —t 2 |2

3 1 1
= C*(t1)l]ug H%I(R") zﬁ - W)
1 2

Se concluye entonces que

[[Vu™||22Bx (t1,42)) < Cllug |2r@ny < Clluol|pr@ny

De este modo el operador YT es continuo, mientras que Yo es compacto por el teorema
de Rellich-Kondrachov que nos da la inyeccién compacta de H' en L? (teorema 6.3 en [2]).
Finalmente, la composicién de un operador continuo con un compacto es compacto, asi T
es compacto. Para concluir, es posible usar la proposicion 6.7 en [37] o también se puede
usar un argumento de unicidad compacidad. La proposiciéon recién mencionada establece lo
siguiente:

Proposicion 4 Sea T € L(V, W)y K € K(V,Y), para V,IW,Y espacios de Banach. Luego,
si
lully < C(|Tullw + [|Kully), YueV

entonces T tiene rango cerrado.

Asi, por[3.35] el operador A es a rango cerrado y ademés, por el principio de continuacioén
tnica fuerte para la ecuacion de calor [28], A resulta ser un operador inyectivo. Luego, si
restringimos la imagen de A a R(A) = A(L'(—K, K)), obtenemos que este operador es
biyectivo y por el Teorema de la Aplicacion Abierta existe una constante C' > 0 tal que

uol| 1 @ny < Cl|Auol|228x (11 ,62)) = Cllul|L22Bx (11 ,82))

Por otra parte, el método de unicidad compacidad procede por contradiccion: supongamos
que no existe la constante C' tal que

l[uol|Lrmny < Cl|Auol|L22Bx (11 ,12))

De esta forma, para todo n € N existe una funcion uf € L'(B) tal que

ug |21y > nl|Aug]|L2@Bx (11 42))

Sin pérdida de generalidad, es posible tomar ||uj||,1(zy = 1, de donde la desigualdad
anterior implica que
||AU6LHL2(2B><(t1,t2)) — O,n — 0
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En segundo lugar, dado que T es un operador compacto y la sucesion v es acotada, existe
una subsucesion que seguimos llamando u{ tal que Yu( es sucesion de Cauchy. Finalmente,

por [3.35 notamos que

[[Aug — Aug'|| L2 @B (t1,82)) + 1TUG — Tug||L2(2Bx (t1,42))
[AUG || L2@Bx (11,62)) T+ 1AUG || L22Bx (11 12)) + || Tug — Yug'|| 228 (11,82))
—0, n,m— o0

Sllug —ufll ey <
<

De lo anterior, se concluye que u? converge a una funciéon vy € L'(B) que resulta ser
de norma 1 pues la sucesion uj es de norma 1. Asi, la contradiccién surge entorno a la
inyectividad de A pues

llvollLrmy =1, [|Avol|L2@Bx(t1,t2)) = nlg%o | Aug || L22Bx (t1,42)) = O

]

El teorema anterior nos dice como estimar la norma L' de una funciéon ug a soporte
compacto con respecto a observaciones hechas en un abierto que contenga al soporte. De esta
manera, se obtiene una estabilidad de tipo Lipschitz, sin embargo, es posible usar el teorema
B}, para ver qué estabilidad es obtenida cuando la observacion es hecha en un subdominio que
no contiene necesariamente al soporte de ug:

Corolario 2 Sea w C R” tal que R"\w es acotado. Sean 0 < 7 < T,0< e < (T —1)/2,
ug € L'(R™) con supp(ug) € B € wy u la solucion a la ecuacion (3.1 con condicion inicial wy.
Entonces, existe una constante C. > 0 tal que

HUOHLl(R”) < CEHUHLQ(wX(TvT))

DEMOSTRACION. Sea t; = T+¢ey to =T —e. Por el teorema previo existe una constante C' > 0
tal que
ol Lrmny < Cllul|2@Bx (rrer—e)) < Cllul|L2@n s (r4e,r—e))

La desigualdad del teorema [3] considerando €2 = R" da, en particular, la siguiente esti-
macion
ul|L2@n s (rter—e)) < Cel[ul|L2(wx (1))
Juntando las dos desigualdades anteriores se concluye la demostracion. O]
Observacion 9 La constante de estabilidad explota cuando € — 0, ademas 0 < ¢ < (T —
7)/2, en conclusion, la constante es més grande a medida que el intervalo de observacion

(1,T) es pequeno. Mas atin, al usar solo la estimacién de la norma L? en tiempo y L? en
espacio del teorema [3] la constante C. es de la forma

o 25K C
e TP e(T—7—¢)) e(T—1—¢)
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Si por ejemplo se toma € = (T' — 7)/4 se obtiene una constante de la forma

C. = exp ( 325K ) . 16C

3(T —1)? T —71)2

3.4. Estabilidad para problema inverso de LSFM

La siguiente secciéon trabaja con el problema de microscopia directamente para concluir
la estabilidad deseada. Para ello, el teorema [7] estima la energia de la solucion u de en
cierto subconjunto del cilindro R x (0,7") en funcién de las mediciones del problemas hechas
en la curva I'.

Al fijar s € (s7,s"), se puede tomar u solucion a la ecuacion con condicién inicial
uo(y) = fs(y) = p(s,y)e” Jy" alsimydr y entonces se tiene la siguiente igualdad:

u(y,o(y)) = %exp (/;y) A(T, y)dT) p(y), VyeYy;

donde

)= [ (= rru

Recordemos las siguientes propiedades que cumple o:

e 0:Y, +ResCh

o(y) = 0siy € 9,

0'(y) =0 cuando o(y) =0y

Existe & > 0 tal que o'(y) > 0 para y € (y(s),y(s) + &) = (y,y +&).

Se definen Ty = o(y+¢&;) y lafuncion py(t) = o~ (¢t) € C1(0,T1)NC|0, T3] restringiendo o al
intervalo (y,y+&:1). Asi, se puede parametrizar la seccion de la curva I' que estéa ubicada justo
a la derecha de (y,0) como {(pr(t),t) : 0 <t < Ti}. Se define la funcion g (t) := u(pr(t),?)
como las mediciones observadas. Anédlogamente, existe & > 0 tal que o es estrictamente
decreciente en (§ — &, 7), se denotan Ty := o (jj — &) v pr(t) = o 1(t) € C*(0,Ty) N C[0, Ty]
restringiendo o al intervalo (7 — &2, 7). Asi se puede parametrizar la seccion de la curva I' que
esté ubicada justo a la izquierda de (7, 0). Nuevamente, se define la funcion gg(t) := u(pg(t),t)
como las mediciones observadas en esta zona. Ver figura [3.3] En adelante se considera T' =
min{71, 75} y se redefinen las constantes &, & de forma que o(y +&) = o(y — &) = T.
Finalmente, es posible definir las integrales de energia

1 e ) 1 [ )
R =y [ 0P @)= [ oy te D)
—o0 PrR(t)

El siguiente teorema, permite estimar la energia en un subconjunto del cilindro R x (71, 73),
por ejemplo L en la figura [3.3] en funcion de las mediciones hechas en el borde de la curva
I'. Para estimar lo que ocurre en la regiéon R el procedimiento es anélogo.
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1 1
y pit) ¥y +& 7-& pr(t) § Y

Figura 3.3: Curva I' sobre la cual se tienen las mediciones. La funcién p se define como la
inversa de o en el intervalo (y,y + &) mientras que pg es la inversa de o en (7 — &, %).

Teorema 7 Supongamos que supppu C €2, asi para un s € (s7,s1) fijo existe d, > 0 tal que
[s(y) =0en (y,y+95)U(Y—6s,7), es decir, supp(fs) < Ys. Sea u solucion a con condicion
inicial ug = fs ysean 0 < 7y <7, < T. Si f, € L'(R) entonces

1 2 pr(T) 9 T2
s [ [ twnPavar < Ol (-7 [ ol
T —o0 0

1 [rr@®)
DEMOSTRACION. Se usa la integral de energia I (t) = 5/ lu(y,t)]*dy para asegurar la

—00
estabilidad del problema. Para ello, se calcula su derivada y se trata de acotar con respecto
a las mediciones:

pL(t)
O = 300+ [ ulhun0d
1, / pL(t)
= Su(pe(t). )P (1) + / . u(y, t)uy,(y, t)dy
pL(t)
PP = St 0,060 + ulpn ). 0 on(0.0) = [ gl 0Py

Recordando que g, (t) = u(p(t),t) se obtiene que

al ] ) , pL(t) 9
1 = 900 + grB)uy(pr (D) 1) - /_ _ lw(y iy (3.37)

< SO0+ gu Oy pu(0).1)

Se busca seguir acotando la expresion anterior de forma que al lado derecho queden sélo
términos que dependan de las mediciones g;,. Posteriormente, se integra de 0 a ¢, para que al
lado izquierdo quede I (t) — I(0) = I(t) y asi se obtenga una estimacion de I (t). Ahora
bien se recuerda lo siguiente

1 1

/) =~ W a0+ [5G nar

Luego o'(y) — 0 cuando y — y. En consecuencia p(t) — oo cuando t — 0. Como se
quiere integrar de 0 a ¢, es necesario saber como se comportan los otros términos de [3.37] en
0:

66



e Se analiza el término g7 (¢)p/,(t), més especificamente, se estudia el comportamiento
de gr(t)p}(t) para t € (0,T) y se mostrara que gr(t)p} (t) se mantiene acotado. Lo

0() .

anterior es equivalente a ver el comportamiento de =— o) n (y,y+&).
o' (y =

Notemos primero que

o'(y) = —%(s — W) (v (y), v)7' (v) + % /( )(8 — 1)y (1, y)dr
Luego

s

o'(y) > 1(8 —(y))* [—7’(y)¢(7(y),y) —/

> Uy (T, d]
: [ rylar

El término entre corchetes es estrictamente positivo al trabajar en y € (y,y + &), por
tanto concluimos que o’(y) se va a 0 mas lento que (s —y(y))? cuando y tiende a y. Asf
queda que

M%/ e (- %;(;))2)@

o'(y) (s —1()? C YEWYTE)

Como supp(fs) C (y+ 95,7 — ;) la integral en la desigualdad anterior queda sobre este
intervalo. Por otra parte, tenemos que

1 s 1/2
s — 20 (y)1/? — (s — 2 s — 1) (r, y)dr
(=20 = Zata=a? ([ =) |

1 s _ o ] 1/2
- ([ e=me=a v )
1 s ) 1/2
> ([ et y@
1 s . 1/2
> 7 (C’/W(y)(s —7) d7'>
= C(s—(y)"”
c-L i 0\
con = \/§ 7
También se tiene la siguiente estimacion sobre o(y):
L[ 2 o 3
o) =3 [ (=7 e £ Clo (o)
(g%zb(:v,y)
con C'= — 5 . Luego,
g9.(y) g0 FAGI o (=Y
o(y) ‘ : C/ - <4m<y>>1/2<s — 1) p( io(y) )d 538)
|fs(r)] (y —r)? . '
= C/ (s =) 7P ( Cas —v(y)>3> ‘
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A continuacion se analiza la funcién

(s —A)72P (‘ﬁ)

Esta funcién resulta continua en su dominio. Veamos que el limite cuando y — y es
0 para extender el dominio por continuidad a [y,y + &) X [y + 0s, ¥ — 65]. En efecto si
ly —y| < 65/2 y dado que |y — r| > J, entonces

(1:7) € (5 + 6] X [y + 805 =8 = ¢ !

ly—rl<ly—rl+ly—yl<ly—rl+d&/2<|y—rl+ly—rl/2=|y—7r|>1/2]y -7

Luego

e e | I e

<

1
< - _
= G (

— 0, cuandoy —y

Con lo anterior, esta funcién se extiende por continuidad a [y,y + & X [y + 05, ¥ — d5),
dominio que es compacto, por tanto alcanza un maximo. De lo anterior queda

§—0s
2] <cta) [ 100 = Bl

Analicemos ahora el término gy, (¢)u,(t, pr(t)) en (3.37). Se estima solamente la derivada
de u.

(y— 7“)2) “ly—rl,,

fs(r)
uy(y,0(y)) = / 4—exp(
» /AT (y) do(y) ) 20(y)
_ y—sS—yreXp (_ _r)2) _‘y—r|dr
y+o, \/4mo(y) 4o (y) 20(y)

Al igual que antes, se analiza la funcion

_ ! (-
) € (4 61 % -+ 807 = 0] = —zenp (<= EE ) (oly = 1)

Esta funcion resulta continua en su dominio y vemos que cuando y tiende a y, la funcién
tiende a 0. Con un desarrollo similar al anterior, si |y —y| < 6,/2 y |y —r| > d, entonces
ly —r| >1/2ly —r| > 6,/2, ademas, |y —r| <y — 6 — y, luego

1 (y—r)? 1
st (o)

oy (‘ 16§<y>) Iy = T"

1 2
< _ - J— 05 —
— 0, cuandoy —y

<
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En conclusion se puede extender por continuidad el dominio de la funcién a [y,y +
&) x [y + 65,9 — 0], dominio que resulta compacto y por tanto, esta funcion alcanza
un maximo alli. Por tanto

§—0s

luy(pr (1), B)] < C(s,5,) / u(P)dr = Cls, 6l Al Lo

_y+6s

e Juntando los dos puntos anteriores se obtiene lo siguiente:

Al _
dt —
<

Integrando de 0 a 7 queda

%\!J%(t)HP'L(tN + g )]y, pr(t))]
||fs||L1(R)C(S7 5s>|gL(t)|

1(7) < C(s.6) || follo / lgp(t)]dt

Integrando de 7 a 75 y usando Cy := (s, ds) se concluye:

N

7)[Adydr

(Fubini)

/IL( )dr
Cullfullor / / g1 (1) dedr
Collfllors (/ / g2(D)ldrdt + / / ot |drdt)

Collfullrce ( / (72 — ) gu (D) + / (el >\dt)
Cullfillor ey ( | = mlatenae+ | < - n>rgL<t>rdt)
Coll fell L@y (72 — 71) /O lgr(t)]de

Observacion 10 Recordemos que las mediciones cercanas a y se denotan por ggr(t) =
u(pr(t),t). Procediendo de forma analoga a lo hecho recién, se concluye que

AN

T2
DPdydr < |1l (72 — 1) / gr()|dt
0

Para concluir la estabilidad del problema inverso asociado al LSFM se usan el corolario

y el teorema [7] requiriendo trabajar sobre un conjunto de fuentes admisibles definido a
continuacion. Sea §2 C 2 un subdominio estrictamente contenido en 2. Se denota por B al
conjunto de fuentes admisibles como

B = {p e L'(R?) : supp(p) C O}
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Teorema 8 Sea p € B, s € (s7,s7) y fs = p(s,y)e” Jy" a7 Entonces existe una cons-
tante C' > 0 tal que
sl < Cll(lgel + lgrDIlrom)

DEMOSTRACION. Consideramos w = [y, y]¢. Usando el corolario [2 tenemos que

HszLl(R) < CEHUHLQ(UJX(O,T)) (3.39)

Por otro lado, por el teorema [7]

/ / uly, 7)[Pdydr + / / u(y, 7)2dydr
T Pr(T)

(s, 6|1 ful 1) T / 92(8)] + lga(®)ldt

IN

HuH%Q(wX(O,T))

VAN

Recordemos finalmente la dependencia de C(s, d,) con respecto al soporte de la funcion
fs: como pu € B, supp(p) C Q, luego, para el s dado, existe un do(s) tal que supp(u(s,-)) C
(y + 60(s),7 — do(s)) para todo p € B, por tanto, se puede tomar o, = dy(s). Asi, la cons-
tante C'(s, d5) puede ser escogida de forma uniforme considerando C(s, do(s)). De esta forma,
juntando las dos desigualdades anteriores se obtiene que

1fsll 2oy < CEllllZ oo,y < C2C (s, 0ol lra Tl (g2l + l9rDl Lo

[ sl < C2C(s,00(s))T H(|gL\ + lgrDl2r0,1) (3.40)

Observacion 11 La constante de estabilidad decrece mientras més grande es T, lo que
significa que mientras més informacién sobre las mediciones es tomada en consideracion, méas
pequena serd esta constante. En efecto, si se toma e = T'/4 entonces, por la observacion |§| la
constante de estabilidad queda de la forma

C(s,60(3))C2T = (s, 8u(s) Jexp (64§K ) 16°C

645K\ 162C?
37?2 WT = C(s,00(s))exp ( )

312 ) 3273

Observacion 12 Es interesante notar que en este teorema no resulta necesario considerar
todas las mediciones como se ve en la figura [3.3] Un estudio interesante seria como agregar
esta informacion a la estimacion final de tal forma que, eventualmente, sea posible mejorar
la constante de estabilidad.
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Capitulo 4

Modelo 3D para LSFM

En este capitulo se extiende el modelo 2D al caso 3D. Para ello se cambia levemente la etapa
de iluminacion, de forma que en vez de emitir un sélo beam como en el caso 2D, se emiten
varios beams a distintas alturas para iluminar el plano y = y, del objeto 3D, considerando
que la apertura de éste es tanto en y como en z. De esta forma se simula la iluminaciéon por
planos (light sheets). Este periodo de excitacién genera la funcién wy,(x,y, z), imagen que
luego es proyectada hacia las dos cdmaras para obtener las mediciones asociadas al plano
en cuestion. El proceso se repite para el resto de los planos y de esta forma es observado el
objeto.

Por un argumento de simetria, sera simple obtener una expresion para la iluminacion de
un beam en el caso 3D. La superposicion de la imagen obtenida por varios beams emitidos
a distintas alturas dara la imagen vy (x,y, 2) correspondiente a la distribucion de fotones
cuando se ilumina el plano yy. Al final del proceso, se llega a una férmula explicita para
las mediciones, lo que motiva a estudiar nuevamente la unicidad y estabilidad del problema
como se hizo en los capitulos 2]y 8| La diferencia principal con el caso bidimensional es que la
medicion final en un pixel fijo de la cdmara ya no puede ser vista como la solucion a la ecuacion
del calor con cierta condicion inicial, sino més bien como un promedio con ciertos pesos de una
solucion a la ecuacion de calor similar en R. Al respecto se dejan comentarios sobre c6mo
proceder en este caso, pues los resultados de unicidad y estabilidad no son directamente
aplicables en esta situacion y por tanto se deja como problema a futuro. Posterior a esto,
se ven simulaciones numéricas del modelo y se comparan los tiempos de ejecucion obtenidos
por Python (usando la paqueteria de Tensorflow principalmente) y Matlab. Estos algoritmos
tienen implementaciones distintas: en Matlab se trabaja con muchos ciclos for, mientras que
en Python se da preferencia a tensores de alta dimension. El objetivo principal es poder
simular el problema directo en el menor tiempo posible para la red neuronal.

Se considera primero que la caAmara es colimada, esto es, en la fase de proyeccion, solo se
toman proyecciones sobre rectas perpendiculares al plano de cada cdmara. Las simulaciones
numéricas permiten mostrar que el modelo no esta captando el fenémeno de blurring: en
las imagenes reales obtenidas por el microscopio este efecto es notorio y es de hecho la
motivacion de plantear este problema. Uno de los efectos que se observan en estas imégenes
es un blur creciente a medida que el plano iluminado esta mas lejos de la caAmara sobre la que
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es proyectado. Para anadir este efecto se considera que las cdmaras ya no son colimadas y por
tanto, cada pixel recibe proyecciones no sélo en direccién perpendicular, sino que levemente
desviados de esta direccion. Para considerar esto es necesario agregar la distancia del plano
de la camara al origen como una nueva variable.

El costo computacional de obtener las simulaciones tridimensionales es muy alto con res-
pecto a lo que ocurre en el caso 2D, razon por la que es necesario hacer uso de infraestructura
ad hoc. Para ello, las simulaciones se hacen en el cluster Guacolda-Leftraru a cargo del La-
boratorio Nacional de Computacion de Alto Rendimiento (NLHPC por sus siglas en inglés)
y en Google Colab, un entorno de maquinas virtuales desarrollado por Google abierto a la
comunidad cientifica. Los mejores resultados en cuanto a tiempos de ejecucion son obtenidos
en Guacolda-Leftraru, donde se cuenta con 40 niicleos CPU para paralelizar el proceso. Mas
detalles sobre estas infraestructuras se pueden encontrar en el apéndice [A.T]

4.1. Fase de iluminacion

En el caso bidimensional, al iluminar con un rayo emitido a altura g, la distribuciéon de
fotones en el punto (z,y) viajando en direccion 6, (4ngulo con respecto al eje ) al iluminar
a altura yo estaba dada por la expresion [2.4}

Uy, (2,7, 0y)

En el caso 3D, el haz de fotones incide desde el punto (yo, z0) y debido al scattering los
fotones sufren desviaciones tanto en y como en z en angulos 0, y 6,. Al asumir que estas
desviaciones son independientes una de la otra se obtiene que la cantidad de fotones en el
punto (x,y,2) y viajando en direccion (6,,6,) es igual a

Uy, 20 (‘1'7 Y, z, 93/7 92) = Uy, ($7 Y, Qy) * Uz (x, Z, Qz)

De forma similar al caso 2D, integramos sobre los éngulos 0, 6, para obtener la distribucién
de fotones en cada punto (z,y, z) al iluminar en (yo, 2o). Para ello se define primero la funciéon
Y(yo, 20) como la coordenada z del punto (7y(yo, 20), Yo, 20) € OQ (ver figura [4.1)):

L (g plr )

47“7(557?/0,20 40(37,%,20)

Uyo,20 (l‘, Y, Z) = exp (_ / A(Ta Yo, ZO)dT)
Y

(y0,20)

(4.1)

1 X
o(x,yo,20) = 3 /( )(x — T)zw(T, Yo, 20)dT
Y(¥0,20

Nuevamente es necesario trabajar en las zonas donde ) es positiva. Por hipotesis esto
ocurre en §, luego dados 9o y , el movimiento de 2y es acotado entre dos valores z := z(yo, 7)
y Z = Z(yo, x). Ahora bien, el proceso de iluminacion del plano consiste en una coleccion de
beams emitidos en el plano y = yy a distintas alturas zy. Asi, al iluminar el plano y = vy,
el material iluminado corresponde a la superposiciéon de beams emitidos a distintas alturas

72



para lo cual se integra sobre zy en el intervalo correspondiente:

’UyO(ZE,y, Z) = / Uy0720($,y,z)d2’0

’ : 1 (y —y0)* + (2 — %)?
= exp —/ (T, Yo, 20 dT) ——exp <—
/z ( ¥(y0,20) ( ) dmo(z, Yo, 20) 4o (x, Yo, 20)

* (4.2)

Zp

Plano y=yo

Figura 4.1: Esquema de la fase de iluminaciéon. En el plano y = y, se ilumina con un beam a
altura zy. La zona amarilla representa la distribucion de fotones dentro del objeto y representa
a la funcién vy, .,. Posteriormente, se proyecta esta imagen a lo largo del eje y hacia las
camaras (solo se representa la camara frontal).

Con lo anterior la fuente fluorescente w,, al iluminar el plano y, estd dada por la siguiente
expresion:
Wy, (2, Y, 2) = cp(x, Yy, 2)vy, (2, Y, 2) (4.3)

4.2. Fase de fluorescencia

Con esto, el proceso de iluminaciéon ya ha sido abordado y se pasa a la etapa de fluores-
cencia. Suponemos que la camara frontal esta ubicada en el plano y = d y la trasera en el
plano y = —d (en el caso colimado considerado ahora este dato no es relevante, sin embargo
més adelante se anade la hipotesis de no colimacion de la caAmara, donde si entra en juego la
distancia de la camara con respecto al origen). El pixel (s,, s,) de cada camara esta ubicado
en (s;, £d, s,) respectivamente. Ademas suponemos que los rayos siguen una trayectoria con
direccion © = (singcos, sinpsind, cosp) € S?, con ¢ ~ /2 (angulo polar) y 6 ~ 7/2 (d4ngulo
azimutal) para camara frontal, § ~ —m /2 para camara trasera. Para simplificar trabajaremos
con la camara frontal, es decir, la ubicada en y = d (ver figura .
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Como la camara es colimada entonces el pixel (s,,s,) mide solamente la intensidad del
haz de luz que viaja perpendicular a la camara y pasa por el pixel de modo que ¢ = 7/2
y 6 = 7/2. Con esto el pixel (s,,s,) mide la intensidad de fotones que viajan en la recta
(84,0,5,) +7(0,1,0) = (84,7, 5,), con 1 el pardmetro de ésta. Asi, la medicion esta dada por
la siguiente expresion:

Dyo (52 52) :/wyo(sz,r, S, )exp (—/ a(sg, T, Sz)dT) dr (4.4)
R T

La integral anterior corresponde a integrar sobre la recta L en la figura[4.1] En la siguiente
seccion se observa que el hecho de integrar sobre esta linea da lugar nuevamente a la solucion
de la ecuacion de calor en una dimension evaluada sobre curvas determinadas por la funcion
o similar a lo que ocurre en el caso 2D.

Al igual que en el modelo 2D, es necesario definir el conjunto admisible €,q en el cual
el modelo resulta valido, lo que a su vez dependia de las zonas donde ) era estrictamente
positivo. Este analisis resulta facil de hacer teniendo en mano lo hecho para el caso 2D: al
considerar la iluminacion del plano yg, se puede tomar el corte {(z,y0,2);x € R,z € R} N Q
y construir sobre este corte el conjunto admisible igual a como se hizo en el capitulo [2]
Llamamos a este conjunto Quq(yo). Sea Yy := {yo € R : {y = 5o} N Q # 0}, entonces el
conjunto admisible para el caso tridimensional queda descrito como Q,q = Uy,ev,Qad (Vo).

4.3. Comentarios sobre unicidad y estabilidad para el mo-
delo 3D

Una pregunta natural que surge es si es posible extender los resultados de unicidad y
estabilidad obtenidos para el modelo 2D en los capitulos previos. A continuacion se presenta
un sketch de como queda establecido el problema para el modelo 3D.

4.3.1. Iluminacién por laser

Supongamos de momento que sblo se emite un beam desde el punto (o, z0) y la ima-
gen obtenida es proyectada, es decir, no se considera la iluminaciéon por planos. Usando las
expresiones y se obtiene que la medicion obtenida en el pixel (s,,s.) es

o0
Pyorzo(Szy 82) = /c,u(sm,r, S2)Vyo.z0 (Szy Ty S2)€XP <—/ a(sg, T, sz)dT) dr
R

sz " _ _ 2
= ce f’Y(yo,zo) A(7y0,20)dT / /“L<SI7 T’_Sz) exp (— (y() T) + (SZ ZO) ) dr
R 47T<7($x73/0720) 40(%;90720)

ce Jso.20) M(Tw0,70)dT ( (Sz _ 20)2 >
= e e —————— ———— .
477‘7(3177%720) 40(331:790;20)

— froo a(sg,T,82)dT )2
/ ,U(SI, r, SZ)e exp ( (yO T) )) dr
R

Ao (Se, Yo, 20) _40(3x7y0a 20

(4.5)

Si vemos la medicion en el pixel (s,.,s,) al iluminar a altura zy como funciéon del plano
de iluminacion yo (esto es, fijar s,,s, y 20), entonces la tltima integral es la solucion de
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oo
‘2 . . e e — d
la ecuaciéon de calor en una dimension con condicion inicial p(s,,y,s.)e Jy” alsamsa)dr oo

mediciones en la curva I' := {(yo,t);t = 0 (sS4, Y0, 20)} C Rx (0,7"). Hay que notar que al fijar
2o se puede hacer un corte paralelo al plano x — y a altura z,. Esto dara origen a un circulo

(si el objeto en cuestion es una esfera) y a un esquema equivalente al del caso 2D como se
muestra en la figura [£.2]

y

Wi /

¥

o(Sx, Yo, Z0)

Figura 4.2: Izquierda: Corte del objeto 3D a altura z; visto en el plano x —y. Derecha: Funciéon
0 (Sz, Yo, z0) como funcion del plano de iluminacion yq.

Notemos finalmente que la expresion es equivalente al caso 2D salvo por el término
1 < (s, — 20)?
exp| —————
471'0’(896,3/0,20) 40—(35071/0730)
rrollo muy similar al caso 2D permitiria obtener tanto la unicidad como la estabilidad para
este caso asumiendo que el término extra es conocido.

) que surge de considerar desviaciones en z. Un desa-

4.3.2. Iluminacién por plano

En el experimento real, se ilumina todo el plano y = y, emitiendo beams a distintas
alturas, por lo que el caso anterior no resulta valido. Para obtener el caso real entonces hay
que considerar la superposicion de beams como se hace en la expresion [£.3] De esta forma,
las expresiones para la medicion obtenida en el pixel (s, s,) al considerar iluminaciéon sobre
todo el plano y =y, es

Pyo(82,82) = /cu(sx,r, 82)Uyo (Sz, T, S, )€XP (—/ a(sg, T, Sz)dT) dr
R r

= c [ sy, 1, 8.)e” I alsayyse)dr,

R

2 = I58 20) MT0,20)dT ( 2 _ 2
& o= 1) + (5. — 20)
— dzod
l 47T0<Sx7y07Z0) exp( 40(%;1/0,20) “odr <46>

/Z e f”f(zyo,zo) A(7y0,20)dT ( (Sz _ ZO>2 )
= C exp| —F——""7"—¢ ] -
z 47r0(3x7y07 ZO) 40(890,3/0,30)
— froo a(sz,T,5z)dr 02
R e
R 47TU(SI7y07ZO) 4U<vayO;ZO)
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Es importante notar que los limites de integracion z y z son dependientes de yy vy s, por
tanto, en el dltimo paso es posible hacer Fubini. Si se fijan las variables (s, s.) es posible
ver la medicién obtenida en este pixel como funcién del plano de iluminaciéon yy por lo que
las mediciones se denotan por p(yp). Si consideramos la expresion , esta nos dice que
las mediciones en gy son una combinacién de la soluciéon u a la ecuacién de calor en una
. ., . ., e e . _ [

dimension con condicién inicial ug(r) = p(sg,r,s,)e ) =757 evaluada en g, pero en
distintos tiempos de forma que

p(yo) = / (520, 20)1(10, 0 (52, 50, 20))l20

z

e f::(zyo,zo) A(7:y0,20)d7 (S — 20)2
4
con «(s,, Yo, 20) 1= ¢ e

4770'(8x,y0,20) 40’(533,:1_/0’20)
se toman en cuenta mediciones de u sobre distintas curvas determinadas por zg y dependientes
de yo como se muestra en la figura [4.3

) un peso conocido. En este caso

t
A
f
& \
e _\{5"3_‘%0’ -1/2)
‘E; Y,

Figura 4.3: Curvas sobre las que se tienen mediciones. En este esquema se dibujan 4 curvas
(cada una para un zy distinto). Suponiendo que el objeto es una esfera a altura z = 0, se
corta el circulo de mayor didmetro y por tanto, se espera que la funciéon o alli alcance valores
més grandes. A medida que nos alejamos de esta altura, esta funcién decrece. La medicion
al iluminar en ¥ se construye como una combinacion de los valores de la soluciéon u en los
puntos marcados.

La pregunta entonces serfa como recuperar la condicion inicial de la ecuacion de calor en
base a estas mediciones, incognita que no puede ser respondida de la misma forma que en el
caso bidimensional.

4.4. Simulaciones numéricas y tiempos de ejecuciéon

En esta seccién interesa estudiar los resultados obtenidos de acuerdo a este modelo su-
poniendo que la cdmara es colimada. Interesa generar imagenes para el modelo 3D en el
menor tiempo posible, pues el objetivo es resolver el problema inverso construyendo una red
neuronal que en cada iteraciéon de la rutina de optimizacion resuelva este problema directo
(esto se discute més a fondo en el capitulo [5]).

Se trabajan dos implementaciones numéricas para el problema directo: la primera hecha
en Matlab, en donde hay dos ciclos for, el primero es para recorrer los planos de iluminacion,
mientras que el segundo es para recorrer los haces de luz emitidos a cada altura; la segunda
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implementacion esta programada en Python, especificamente usando la libreria de Tensorflow,
en cuyo caso se trabaja con un soélo ciclo for el cual recorre los planos de iluminacion. Para
eliminar el ciclo for para los haces de luz emitidos se trabaja con tensores cuyo tamano
depende del nivel de discretizacion dado por la variable N.

Evidentemente, las simulaciones seran mas costosas a medida que N aumenta, haciendo
imposible o poco préactico realizarlas en un computador de escritorio. Es por esto que se
trabaja con computadores de alto rendimiento (HPC por sus siglas en inglés), cuya capacidad
de computo sobrepasa con creces las de un computador normal y permite generar simulaciones
de forma muchos mas eficiente. Como se dijo anteriormente, en esta tesis se trabaja con
Guacolda-Leftraru, el cluster a cargo del NLHPC y con Google Colab. Cabe destacar que
Google Colab es usado solo para simulaciones en Python y el objetivo es comparar tiempos
de ejecucion considerando que en Google Colab se tiene acceso no sé6lo a procesadores de tipo
CPU (Unidad de Procesamiento Central), sino que también GPU (Unidad de Procesamiento
Grafico) y TPU (Unidad de Procesamiento Tensorial). Este tltimo procesador fue creado
por Google y tiene la particularidad de trabajar eficientemente con tensores y tener una
arquitectura en coordinaciéon con Tensorflow, la paqueteria usada para obtener simulaciones
en Python, sin embargo, tanto en este capitulo como en el siguiente, se vera que los mejores
tiempos son alcanzados al ejecutar en GPU. Se especifica méas sobre estas infraestructuras y
procesadores en el apéndice y respectivamente.

Como se dijo anteriormente, en Matlab se trabaja con dos ciclos for, el primero recorre los
planos de iluminacién y el segundo la altura de emision de cada beam. En el cluster Guacolda-
Leftraru, se cuenta con 40 ntcleos con los que paralelizar la ejecucion de los codigos. En este
caso, se paraleliza sobre el for correspondiente a los planos de iluminacién, de modo que cada
ntcleo se encarga de la iluminacién de un plano en forma paralela.

En Python, para obtener la funcion vy, al iluminar el plano y = yy se construye el tensor
Uy, (2, Y, 2, 29) de dimension N x N x N x N que corresponde a la imagen obtenida al iluminar
la altura zp del plano yy. Posteriormente, se suma sobre la tltima coordenada, es decir,
sobre zp para asi obtener la imagen vy, (4.2). Esta imagen es de dimension N x N x N y
a partir de ésta se construye la imagen wy, en a ser proyectada. El problema de este
enfoque es el alto costo en memoria que se requiere para construir los tensores de dimension
N x N x N x N. Si por ejemplo se quiere trabajar con N = 256, un tensor de esta dimensiéon
tiene un costo aproximado de 16GB de memoria, ademas para la ejecuciéon se requieren 4
de estos tensores, es decir, 64GB de memoria. Esta implementacién no se logra paralelizar
puesto que la clase que se usa para poder hacerlo, denominada Multiprocessing, presenta
problemas en su implementacion. Esto no permite aprovechar todos los ntucleos disponibles
en Guacolda-Leftraru, por lo que se opta por no ejecutar el codigo en este cluster. Por
lo anterior la implementaciéon en Python es probada en Google Colab y la de Matlab en
Guacolda-Leftraru.

Se simulan las mediciones usando los siguientes parametros fisicos:

e A= 5lqg+cuconc=10
o Y =S1g+cipcon ¢ =0,1

® Wy, = Caly,jt cON Cp = 1
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C,
e a=T1g+c3puconcy =2

Ademés, se simulan los casos N = 128, N = 180 y N = 256. En el caso de Google Colab
no se simula el caso N = 256 pues no hay suficiente memoria. En la tabla se muestran
los tiempos de ejecucion en cada uno de los recursos usados. Es destacable el tiempo que
se puede ganar ejecutando el codigo en GPU. Si bien en Google Colab no se pudo simular
con N = 256 por falta de memoria, se espera que en Guacolda-Leftraru si pueda hacerse en

GPU pues se cuenta con memoria suficiente, pudiendo asi mejorar los tiempos mostrados en
la tabla.

Google Colab Leftraru
Python (Tensorflow) Matlab
Tiempo | Tiempo | Tiempo Tiempo
CPU [s] | GPU [s] | TPU [s] | CPU [s] (con 40 nucleos)
N=128 826 11.20 91.54 59.2
N=180 | 4608 32.47 | 458.53 265
N=256 - - - 1455.2

A continuacion se muestran los resultados numéricos obtenidos por Matlab para N =
256. En primer lugar, se muestran 4 planos de la fuente p en la figura para los que
posteriormente se muestra la simulacién correspondiente a iluminar dichos planos.
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Figura 4.4: Distintos cortes de la fuente pu.

En la figura se muestran las mediciones obtenidas por el modelo al iluminar el plano
72 de la muestra. También se muestra el valor maximo alcanzado en cada imagen. Dado que
el plano 72 se encuentra mas cercano de la camara trasera, es de esperar que el maximo
alcanzado en esta camara sea mayor que el alcanzado en la cdmara frontal, lo que fue men-
cionado en el capitulo [2] como ensombrecimiento por fluorescencia. Es facil observar también
el efecto de ensombrecimiento por iluminacién: al iluminar por izquierda se ensombrecen las
estructuras a la derecha y viceversa. Otro fenémeno facil de apreciar es que aparecen mas
estructuras aparte de las que se ven en (a), lo que se debe a que la apertura del laser en y
excita estructuras en otros planos que luego son proyectadas. Cada uno de estos fenémenos,
el modelo es capaz de representarlos a partir de los parametros fisicos: A regula el ensombre-
cimiento por iluminacion, ¢ regula la apertura del laser y a regula el ensombrecimiento por
fluorescencia. Similares resultados son obtenidos en la figura [4.6]
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IIuminacién por izquierda, camara frontal, plano 72 IIurqinacic')n por derecha, camara frontal, plano 72
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(a) Tluminacién por izquierda, camara frontal. Maxi- (b) Iluminacién por derecha, cAmara frontal. Maximo

mo valor: 37,59 valor: 16,8
IIumi1naci6n por izquierda, camara trasera, plano 72 IIum1inacién por derecha, camara trasera, plano 72
08 100 08 100
-06 % 06 %0
80 80
04 04
70 70
02 02
60 60
0 0
50 50
02 02
40 40
04 . 04 i
06 20 06 2
08 10 08 10
1 0 1 0
0 05 1 15 2 0 05 1 15 2

(¢) HMluminacion por izquierda, camara trasera. Maxi- (d) Hluminacion por derecha, cAmara trasera. Maximo
mo valor: 64,74 valor: 26,94

Figura 4.5: Mediciones obtenidas al iluminar plano 72.
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IIumi1nacic'>n por izquierda, camara frontal, plano 103 IIumEnacic’)n por derecha, camara frontal, plano 103
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0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

(a) Hluminacién por izquierda, camara frontal. Méxi- (b) Iluminacion por derecha, cAmara frontal. Maximo

mo valor: 40,3 valor: 39,15
IIumir11acién por izquierda, camara trasera, plano 103 IIumi1nacic'>n por derecha, camara trasera, plano 103
08 100 08 100
-0.6 % 0.6 o0
80 80
04 04
70 70
0.2 02
60 60
0 0
50 50
02 02
40 40
04 . 04 -
06 2 06 2
0.8 10 08 10
1 0 1 0
0 05 1 15 2 0 05 1 15 2

(¢) Hluminacion por izquierda, camara trasera. Maxi- (d) Iluminacion por derecha, cAmara trasera. Maximo
mo valor: 55,13 valor: 48,53

Figura 4.6: Mediciones obtenidas al iluminar plano 103.
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El plano 145 se encuentra mas cercano a la camara frontal, y por tanto se obtienen valores
mas grandes en las proyecciones sobre esta cdmara que en la cdmara trasera como se muestra
en la figura [4.7] Resultados similares se observan al iluminar el plano 191 en la figura [4.§]

IIumi1nacic'>n por izquierda, camara frontal, plano 145 IIum;nacién por derecha, camara frontal, plano 145
08 100 0.8
0.6 g0 06
80

04 04
70

02 02
60

0 0
50

02 02
40

04 . 04

06 20 06

08 10 08

1 0 1

0 0.5 1 15

N

0 05 1 15 2

(a) Iluminaciéon por izquierda, camara frontal. Maxi- (b) Iluminacion por derecha, cimara frontal. Maximo
mo valor: 99,5 valor: 76,82

IIumir11aci6n por izquierda, camara trasera, plano 145 IIumi1nacic'>n por derecha, camara trasera, plano 145

038 100 038

06 o 06
80

04 04
70

02 02
60

0 0
50

0.2 02
10

04 - 04

0.6 20 06

08 10 08

1 0 1

0 0.5 1 1.5

]

0 0.5 1 15 2

(c¢) Huminacion por izquierda, camara trasera. Maxi- (d) Iluminacion por derecha, cAmara trasera. Maximo
mo valor: 88,94 valor: 63,87

Figura 4.7: Mediciones obtenidas al iluminar plano 145.
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IIumi1nacic'>n por izquierda, camara frontal, plano 191 IIumgnacién por derecha, camara frontal, plano 191

08 100 0.8 100
-06 % -06 o0
80 80
04 -04
70 70
02 -02
60 60
0 0
50 50
02 02
40 40
04 20 04 30
06 20 06 20
0.8 10 08 10
1 0 1 0
0 0.5 1 15 2 0 05 1 15 2

(a) Tluminaciéon por izquierda, cAmara frontal. Maxi- (b) Hluminacion por derecha, camara frontal. Maximo

mo valor: 69,84 valor: 71,05
IIumir11acién por izquierda, camara trasera, plano 191 IIumi1nacic'>n por derecha, camara trasera, plano 191
08 100 08 100
08 9 08 %
80 80
04 04
70 70
-0.2 -0.2
60 60
0 0
50 50
02 02
40 40
04 % 04 -
08 20 08 20
08 10 08 10
1 0 1 0
0 05 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

(¢) Hluminacion por izquierda, camara trasera. Maxi- (d) Iluminacion por derecha, cAmara trasera. Maximo
mo valor: 44,35 valor: 39,39

Figura 4.8: Mediciones obtenidas al iluminar plano 191.
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Finalmente, es posible hacer el analogo a las figuras [1.§ donde se toma el maximo valor
a lo largo del eje y de las mediciones para obtener una visualizaciéon 2D de la muestra. Esto
se muestra en la figura [4.9

Maximo a lo largo de eje z Maximo a lo largo de eje z
I!uminacién por izquierda, camara frontal I1Iuminacién por derecha, camara frontal

(a) Tluminacién por izquierda, camara frontal. (b) Huminacion por derecha, camara frontal.

Maximo a lo largo de eje z Maximo a lo largo de eje z
Il1uminacic'>n porizquierda, camara trasera I1Iuminacic'>n por derecha, camara trasera

-0.8

-0.6

-04

-0.2

0

02

04

0.6

0.8

1

0 0.5 1 15 2

(¢) Mluminacion por izquierda, camara trasera. (d) Huminacién por derecha, cAmara trasera.

Figura 4.9: Méaximo tomado con respecto al eje y en cada medicion.

4.5. Limitaciones del modelo. Efectos de blurring y des-
calibraciéon

Uno de los fen6menos mencionados en el capitulo [1] es la presencia de un creciente blur a
medida que el plano de iluminacion estd mas alejado de la cAmara sobre la que se proyecta.
Las mediciones mostradas en la seccién anterior dan cuenta de que el modelo es incapaz de
generar blur en cada plano. Este efecto se puede observar con la férmula para las mediciones
mostrada en [4.6] donde si bien existe una convolucion con una gaussiana, esta es con respecto
a la coordenada y, por tanto, es de esperar que en esta direccion si exista blur (notar que no
hay convolucién en s, ). Para observar esto, es posible rotar las mediciones con respecto al eje
z, de forma que en vez de observar el plano x — z se observe el plano y — z y tomar el maximo
de las proyecciones con estos planos, en cuyo caso, se observa blur en sentido horizontal. Esto
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se muestra en la figura[4.10] También se puede ver la figura[2.9del capitulo 2, donde el efecto
de blur en la imagen es s6lo en la direccién vertical, pues esta es la direccion de proyeccion
en el caso 2D. En conclusion tanto en el caso 2D como en el 3D, el blur es captado sblo en
la direcciéon de propagacion de luz fluorescente hacia las camaras por tanto hace falta anadir
algo al modelo para captar blur en cada plano.

Maximo a lo largo de eje z
ara iluminacion por izquierda, camara frontal
100

Maximo a lo largo de eje z

Rotacié? Rotacic'>1n para iluminacioén por derecha, camara frontal

-08

-06

-04

-02

0

02

04

06

08

1

(a) Tluminacién por izquierda, caAmara frontal. (b) Huminacion por derecha, camara frontal.

Maximo a lo largo de eje z
ara iluminacién por izquierda, camara trasera
00

Maximo a lo largo de eje z

Rotaci61n para iluminacion por derecha, camara trasera

Rotacion
- 80

-08

-06

-04

-02

0

02

04

06

08

1

-0.8

-0.6

-04

-0.2

0

02

04

0.6

0.8

1

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -05 0 0.5 1

(¢) Huminacion por izquierda, camara trasera. (d) Huminacion por derecha, caAmara trasera.

Figura 4.10: Maximo tomado con respecto al eje y en cada medicién rotada con respecto al
eje y.

Por otro lado, otro de los problemas que presenta el microscopio es la descalibracion del
dispositivo. Hay dos fuentes de descalibracién: una es dada por el dngulo de emision de los
laser por izquierda y por derecha y otra es el angulo en el que se ubican las camaras frontal
y trasera. Primero la emision de los ldser beam por izquierda y por derecha puede estar
descalibrada una con respecto a la otra, generando que el plano iluminado al emitir beams
por izquierda no coincida del todo con el plano iluminado al emitir beams por derecha y que
en ninguno de los dos casos sea exactamente el plano y = yy. Por otro lado, la ubicacion
de las camaras hace que las proyecciones no estén necesariamente centradas en torno a la
direccion (0,+1,0). Los problemas que esto conlleva es que cuando se comparan las imagenes
plano por plano, estas no coinciden como uno desearia.
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En lo que siguen se plantea como modelar los dos fenémenos estableciendo asi un modelo
directo cercano a la realidad que puede ser usado posteriormente para resolver el problema
inverso.

4.5.1. Anadiendo blur al modelo

Para abordar este fenémeno se anade la hipotesis de no colimaciéon de las caAmaras y que
estas se ubican en el plano y = +d como en la figura |4.1} En adelante se trabaja solo para la
camara frontal y = d, las expresiones para la cdmara trasera son analogas. Con lo anterior,
el pixel (s;,s,) de la caAmara frontal recibe una superposicion de rayos incidentes a ese pixel
en distintas direcciones. Estos rayos siguen una trayectoria de la forma (s,,d, s,) + r©, con
r el parametro de la recta, © = (sinpcos, sinpsin, cosp) € S, ¢ ~ /2, 0 ~ 7/2. La idea
de no colimacion es representada por simplicidad para dos dimensiones en la figura [4.11]

d Camara superior | m \
] |

LAl

h

Camara inferior \ Lo/

Figura 4.11: Efecto de no colimacién en dos dimensiones. Cada cdmara capta senales viajando
en direccion 0 € [—Ap, Ap]. En el caso colimado s6lo se toma en cuenta la proyeccion en
linea negra. En el caso no colimado el perfil proyectado corresponde a una superposiciéon de
proyecciones en distintos angulos representada con la senal en verde. Como la cAmara inferior
estd més alejada de la altura de iluminaciéon, hay mas blur en ese caso que en la superior.

En base a y se postula que la medicion del pixel (s, s,) para fotones incidiendo
en la direccion © esta dada por la siguiente expresion:

Pyo (82, 5:,0) = /wyo((sx,d, s,) + r®)exp (—/ a((sg,d, SZ)+T@)dT) dr
R r

= Wy, (S5 + rsinpcost, d + rsinpsind, s, + rcosyp)-
R

exp (— / a(sy + Tsinpcosh, d + Tsinpsind, s, + TCOSgp))dT) dr
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Ahora bien, al superponer todas las direcciones posibles © obtendremos la medicién en
(Sz,5,). Se postula entonces que la medicion final es un promedio uniforme entre todas las
trayectorias. Si suponemos que hay un grado de no colimacion Af, Ay la expresion final
queda como sigue:

w/2+A¢  pr/24+A0
Pyo(82,82) = / / / Wy, (85 + rsingcosd, d + rsinpsing, s, + rcosp)-
w/2—Agp w/2—A0 JR

exp (— / a(s, + Tsinpcost,d + Tsinpsind, s, + Tcosgo))dT) drdfde
' (4.7)

Usando las expresiones para vy, y wy, en[4.2)y [f.3 respectivamente se obtiene lo siguiente:

w/24+A¢  pr/24+A0 z
Dyo(Szy5:) = c- / / / / p(sy + rsinpcos, d + rsingsind, s, + rcosy)
T T RJz

[2-Dp  Jm/2—A0
Sz +rsinpcosd
P <_ f“/(yo,zo) ? /\<7—7 Yo, ZO)dT)

Ao (s, + rsinpcost, yo, 2o)
(d + rsingsing — yo)* + (s, + reosp — z)*
exp | —
P 4o (s, + rsinpcosd, yo, 2o)

exp | — / a(s, + Tsinpcost, d + Tsinpsind, s, + Tcosgo))dT) dzodrdfdyp
' (4.8)

4.5.2. Anadiendo descalibracion al modelo

Incorporar la descalibracion al modelo resulta sencillo. Para la iluminaciéon por izquierda
corresponden dos dngulos de descalibracion. Uno rota la emisiéon de cada laser con respecto
al eje z y otro con respecto al eje y. Para la iluminacion por derecha corresponden otro par
de angulos de descalibracion no necesariamente iguales a los de la iluminacién por izquierda.
Luego, para simular el proceso de iluminaciéon por izquierda por ejemplo, basta con rotar
el dominio con los angulos de descalibracion correspondientes, de manera que el proceso de
iluminacién coincida con el plano y se procede como en el caso calibrado. Una vez se tiene esta
iluminacion se rota nuevamente pero en sentido contrario para volver a la posiciéon inicial. Lo
mismo se hace por derecha. Con este procedimiento se forma la imagen w,, que luego debe
ser proyectada a las cidmaras.

Por otra parte cada camara tiene tres dngulos de descalibraciéon cada una, uno para cada
eje. Para proyectar entonces, se rota la imagen w,, junto con la atenuacion a en los dngulos
correspondientes para alinear el eje de proyeccion con la direccion (0, +1,0) y proceder como
en el caso calibrado.

Al final, se han anadido 10 variables més al problema correspondientes a los dngulos de
descalibracion.
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4.5.3. Simulacién numérica para modelo LSFM 3D con cAmara no
colimada y descalibraciéon

La ecuacion es implementada s6lo en Matlab. El procedimiento es como sigue: rotar el
dominio de acuerdo a los &ngulos de descalibracion para cada iluminacién, iluminar el plano
y = Yo y formar la imagen w,, a ser proyectada. Luego se rota w,, de acuerdo a los éngulos de
descalibracion de cada camara. Si bien antes solo se proyectaba en la direccion (0, +1,0) para
las cAmaras frontal y trasera respectivamente, ahora la no colimacién de las camaras hace
necesario hacerlo en mas direcciones ligeramente desviadas de la original, para lo cual se rota
nuevamente la imagen w,, para hacer coincidir la proyeccién con la direccion (0,£1,0). La
distancia del plano de las camaras al origen +d determinara dénde se proyectara finalmente
la senal. De esta forma, se introduce la dependencia de la imagen final con respecto a la
diferencia entre la distancia +d y el plano de iluminaciéon yy que simulard mas blur cuando
esta distancia sea més grande.

En lo que sigue se muestran las simulaciones obtenidas al iluminar los mismos planos
72,103,145 y 191 de la misma fuente tratada en la seccién anterior pero con descalibracion
y no colimaciéon. Las simulaciones son realizadas asumiendo que la no colimacion de cada
camara es de Af = Ap = 0,01 grados y que los dngulos de descalibracion estan restringidos
al intervalo [—3, 3] en grados. Asi, en la imagen se puede observar el fendmeno de blur a
diferencia de lo que se vio en la figura [1.5] Ademaés, se observa mas blur en la camara frontal
pues el plano iluminado estd més alejado de esta camara. Lo mismo se aprecia en la figura
4131
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lluminacion por izquierda, camara frontal.
Plano 72
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lluminacion por derecha, camara frontal.
Plano 72
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(a) Hluminacién por izquierda, camara frontal. Méxi- (b) Iluminacion por derecha, cAmara frontal. Maximo
valor: 16,82

mo valor: 28,82

lluminacion por izquierda, camara trasera.
Plano 72
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lluminacion por derecha, camara trasera.
Plano 72
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0 0.5 1
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(¢) Hluminacion por izquierda, camara trasera. Maxi- (d) Iluminacion por derecha, cAmara trasera. Maximo
valor: 29,13

mo valor: 52,94

Figura 4.12: Mediciones obtenidas al iluminar plano 72.
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lluminacion por izquierda, camara frontal.
Plano 103
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lluminacion por derecha, camara frontal.
Plano 103
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(a) Tluminacién por izquierda, camara frontal. Maxi- (b) Iluminacién por derecha, cAmara frontal. Maximo
valor: 33,17

mo valor: 48,99

lluminacion por izquierda, camara trasera.
Plano 103
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(¢) HMluminacion por izquierda, camara trasera. Maxi- (d) Hluminacion por derecha, cAmara trasera. Maximo
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mo valor: 66,28
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lluminacion por derecha, camara trasera.
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valor: 38,74

Figura 4.13: Mediciones obtenidas al iluminar plano 103.
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Los planos 145 y 191 se encuentran més cercanos a la camara frontal, y por tanto en las
figuras y se observa mas blur en la cimara trasera.

lluminacion por izquierda, camara frontal. lluminacion por derecha, camara frontal.
Plano 145 Plano 145

R -1

-08 0.8
-06 0.6
04 0.4
-02 0.2
0 0
02 0.2
04 04
06 0.6

08 0.8

1 1

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 15 2

(a) Iluminacién por izquierda, cAmara frontal. Maxi- (b) luminacion por derecha, camara frontal. Maximo
mo valor: 94,07 valor: 71,4

lluminacion por izquierda, camara trasera. lluminacion por derecha, camara trasera.

, Plano 145 . Plano 145

-08 -0.8

-0.6 -0.6
-0.4 -0.4
02 -0.2
0 0
02 0.2
04 0.4
06 0.6

08 0.8

1 1

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 15 2

(¢) Tluminacion por izquierda, camara trasera. Maxi- (d) Iluminacion por derecha, caAmara trasera. Maximo
mo valor: 75,05 valor: 64,16

Figura 4.14: Mediciones obtenidas al iluminar plano 145.
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lluminacion por izquierda, camara frontal.
Plano 191
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lluminacion por derecha, camara frontal.
Plano 191
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(a) Tluminaciéon por izquierda, cAmara frontal. Maxi- (b) Iluminacion por derecha, camara frontal. Maximo
valor: 75,4

mo valor: 68,96

lluminacion por izquierda, camara trasera.
Plano 191
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(c¢) Huminacion por izquierda, camara trasera. Maxi- (d) Iluminacion por derecha, cAmara trasera. Maximo
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mo valor: 40,56
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valor: 38,19

Figura 4.15: Mediciones obtenidas al iluminar plano 191.
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Para finalizar se muestra la imagen formada al tomar el maximo con respecto al eje y en
la figura [4.16] Esta figura debe ser comparada con para notar la presencia de blur de
mejor forma.

Maximo a lo largo de eje z Maximo a lo largo de eje z
I!uminacién por izquierda, camara frontal I1Iuminacic'>n por derecha, camara frontal

-08 -0.8

-0.6 -0.6
-04 0.4
-0.2 -0.2
0 0

02 02

04 30 0.4
06 2 06
08 10 0.8
1 0 1
0 05 1 15 2 0 05 1 15 2
(a) Tluminacién por izquierda, camara frontal. (b) Hluminacion por derecha, camara frontal.
Maximo a lo largo de eje z Maximo a lo largo de eje z

Il1uminacic'>n por izquierda, camara trasera I1Iuminacic'>n por derecha, camara trasera

-08
-06
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0
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08

1
0 0.5 1 1.5 2

(¢) Huminacion por izquierda, camara trasera. (d) Hluminacion por derecha, camara trasera.
Figura 4.16: Maximo tomado con respecto al eje y en cada medicion.

Cabe destacar que los dngulos de descalibracion usados parecen resultar muy pequenos
teniendo efectos poco apreciables en estas simulaciones. El problema de esta implementacion,
es que toma demasiado tiempo en ejecutarse. En particular, esta simulaciéon tomé 10165,68
segundos, es decir, casi 3 horas usando 40 niicleos en Guacolda-Leftraru siendo el principal
problema la cantidad de rotaciones y proyecciones que se realizan para abordar la no colima-
cion de las camaras. Dado que interesa generar esta simulacion en el menor tiempo posible
surge la necesidad de aproximar esta soluciéon. Una opcién para hacer esto seria tratar el pro-
blema considerando camaras colimadas y al resultado de iluminar cada plano yy aplicarle una
convolucién con un filtro gaussiano de varianza (d — )2 Este proceso es barato computacio-
nalmente, sin afectar mayormente los tiempos de computaciéon del caso colimado y permite
anadir blur cada vez méas grande a medida que la distancia entre la caAmara respectiva y el
plano de iluminacién sea mas grande. Quizas la varianza considerada puede ser repensada
para anadir los angulos de no colimacién Ay y A6.
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Capitulo 5

Red neuronal convolucional para LSFM
2D

En el presente capitulo se estudia la construccién de una red neuronal para resolver el
problema inverso en dos dimensiones y sin considerar el problema de calibraciéon. El objetivo
es construir una red que reciba las 4 mediciones del microscopio, esto es, las imagenes de cada
iluminaciéon y cada camara, y cuyo output sea una imagen mejorada de la fuente . Como
se resuelve el problema en dos dimensiones la fuente p tiene tamano N x N mientras que
las mediciones tienen tamano N X N X 4. De esta forma, esta resoluciéon plantea un método
alternativo al realizado en [9], donde la reconstruccion numérica se basa en la linealidad del
operador de mediciones P con respecto a la fuente p, de manera tal que se resuelve un sistema
lineal mediante una previa discretizaciéon del operador. Ambos enfoques, el sistema lineal y
la red neuronal, no han sido trabajados atin en el caso tridimensional, sin embargo, se espera
que el enfoque acé estudiado sea facil de adaptar.

La idea fundamental de la red neuronal que se trabaja es que funciona con una sola
medicion en vez de miles de estas como suele ocurrir en la mayoria de las redes en deep
learning. Lo anterior se entiende mejor estudiando la base de la arquitectura de la red (ver

figura :

e Input layer: Medicion real. El tamano entonces de esta capa es N X N x 4.

e Hidden layers: Transformaciones convolucionales y activaciones no lineales. La tltima
capa escondida es la mas importante de la red: debe ser de tamano N x N y representa
la fuente aproximada. Esto quiere decir que el paso desde el input hasta esta capa
representa la transformacion de las mediciones en la fuente deseada.

e Output layer: a la tltima capa escondida se le aplica el modelo directo establecido en el
capitulo 2] Asi, el output corresponde a la medicion generada por la fuente estimada.

Con esta arquitectura, lo que se pretende minimizar es la diferencia entre el input y el
output bajo cierta norma. Las capas escondidas (hidden layers) transforman el input a partir
de varios parametros o pesos que seran optimizados con el objetivo de que el output sea lo
més parecido al input. En este sentido, la red se aprovecha de la inyectividad del modelo pues
una y solamente una fuente es capaz de generar la medicién dada como input, por tanto, si
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la fuente estimada genera una medicion (output) cercana al input, entonces se puede decir
que esta es la fuente que se busca. Ademas, la estabilidad concluida en el capitulo [3| dice que
si la diferencia entre dos mediciones (input y output) es pequena, entonces la diferencia entre
las fuentes respectivas (fuente original y fuente predicha) debe ser pequena también. Asi,
esta red intenta representar la funcion que dadas las mediciones entrega la fuente p asociada,
resolviendo asi el problema inverso.

OO,
MO0
B o
P00
& @
020

JH_JH_J

\ VAN
Input layer Hidden layer Fuente Output layer /
estimada Modelo directo

Figura 5.1: Arquitectura de la red a trabajar. Las mediciones originales (input) son transfor-
madas en una imagen de N x N que representa la fuente deseada. A esta capa se le aplica el
modelo directo para obtener las 4 mediciones asociadas a esta fuente. En las capas escondidas
se destacan los pesos w' a ser estimados. La salida de cada capa no depende de todos los
parametros de la entrada, representando la influencia de un pixel del input en el output con
las lineas de color.

El paso de una capa a la siguiente involucra dos operaciones (salvo en el tdltimo paso
donde la operacion aplicada es el modelo directo): una transformacion lineal (por ejemplo
una convoluciéon) y una aplicacién no lineal o funcion de activacion. Por ejemplo, en la
figura [5.1], para pasar del input a la primera capa escondida se convoluciona con un filtro
determinado por pesos o parametros w!, que corresponden a las variables a optimizar por la
red. Posterior a esta transformacion lineal se utiliza la llamada funcion de activacion, la que
corresponde simplemente a una transformacion no lineal. Al final de este proceso se forma
una nueva imagen cuya dimension puede diferir de la dimension del input. En la figura [5.1
esta nueva imagen se representa con los valores hi, ... hi, correspondientes a los pixels de
la imagen. La cantidad de capas a utilizar y qué tipo de transformaciones usar dependen del
investigador, teniendo en cuenta por ejemplo que mientras mas capas se anadan a la red,
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més capacidad de simular la funcién deseada puede tener la red, sin embargo, se agregan
més parametros a optimizar. Esto da una idea de la gran versatilidad que tienen las redes
neuronales para resolver problemas.

Finalmente se destaca que la arquitectura de red que se estudia para el caso dos dimensio-
nal puede dar nociones bésicas para abordar la resoluciéon del problema en tres dimensiones.
En este sentido, la implementacion de la red para ese problema puede resultar directa y
facil de modificar a partir de lo que se estudia en este caso. Esto no quita que la resolucion
via sistema lineal pueda ser estudiada para el caso tridimensional, sin embargo, construir la
matriz asociada al sistema puede resultar muy costoso entre otros problemas.

5.1. Arquitectura de la red: Convolucién, ReLU y Max
Pooling

Las operaciones que usa la red a construir son la convolucion como transformacion lineal,
ReL U como transformacion no lineal y el maz pooling. A continuacion se explica brevemente
en qué consisten estas operaciones y qué motiva su uso. Gran parte de esta explicacion se
basa en el libro Deep learning [15], uno de los méas leidos en esta area.

La convolucion es una operacion lineal que aplica un filtro o kernel de tamano pequeno
(de dimension 3 x 3 0 5 x 5 por lo general, aunque puede ser del tamano que uno desee)
sobre la imagen original para transformarla. Si el filtro es de tamano m x m, entonces el
primer pixel de la imagen resultante se construye como la suma del producto término a
término de los valores del filtro con el primer bloque de tamano m x m de la imagen original.
Posteriormente, se toma el siguiente bloque de este tamano, se realiza la misma operaciéon y
se repite el proceso. Ver figura [5.2] Una variante comtnmente utilizada para esta operacion
es la denominada stride, que determina cuéntos pixels se mueve el filtro hacia la derecha y
hacia abajo a medida que recorre la imagen. Por ejemplo, en la figura se toma un filtro de
tamano 2 x 2 con un stride de 1 en el movimiento horizontal y vertical. Ahora bien, como se
muestra, el output de esta operaciéon presenta menor dimensiéon que el input y de hecho sera
de menor dimensién mientras mas grande sea el stride, sin embargo, esto puede ser remediado
con una operacion llamada padding. La forma mas simple de padding consiste en agrandar el
input anadiendo tantos ceros en el borde de la imagen como sea necesario para que el output
tenga la misma dimension. Si bien existen mas variantes para esta técnica, en este trabajo
se considera la recién dicha.

Esta operacion surge como alternativa a la multiplicacién por una matriz A, en donde al
multiplicar la imagen por esta matriz, cada pixel de la imagen resultante depende de todos los
pixels de la imagen anterior. En la convoluciéon en cambio, el valor de cada pixel del output
depende de una cantidad menor de pixels de la imagen original, propiedad denominada sparse
interaction. A modo de ejemplo, si se tiene una imagen de n pixels y se transforma a otra
de m pixels, entonces la matriz A tendria dimensién m X n y por tanto m X n parametros
que entrenar, sin embargo, el tamano del filtro para la convoluciéon puede ser de k valores,
siendo necesario entrenar m X k, con k a eleccion. En la practica se muestra que este valor k
puede ser varios 6rdenes de magnitud menor que n teniendo como consecuencia una cantidad
mucho menor de pardmetros que realizar, una considerable cantidad menos de operaciones
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multiplicacién y suma y mejores resultados. Esta interaccion se representa en la figura [5.1| con
las lineas de color. Otra ventaja de la convoluciéon con respecto a multiplicar por la matriz
A es que en el segundo caso, cada parametro o peso de la matriz afecta sélo a un elemento
del input, mientras que en la convolucién, cada elemento del kernel acttia sobre todos los
elementos del input, fenémeno denominado parameter sharing. Estas propiedades permiten
que la convolucién sea una buena operacion para detectar pequenas caracteristicas de una
imagen, por ejemplo, detectar bordes de una imagen, problema ampliamente abordado en
deep learning.

Output
Input Kernel
b " aw+bx | bw+cx
* w X _ +dy+ez | +ey+fz
d f Y ? dw+ex | ew+fx
g h i +gy+hz | +hy+iz

Figura 5.2: Esquema de como opera la convolucion. Cada valor del output depende de una
cantidad acotada de valores del input, no de todos. Con un padding adecuado se puede lograr
que cada parametro del filtro actie sobre cada pixel del input.

Luego de hacer una transformacion lineal sobre la imagen se aplica una no lineal. En
nuestro caso, esta transformacion es la denominada ReLU o Rectified Linear Unit, la que
actia de forma independiente sobre cada pixel z; y se define simplemente como max{0, x;}.
Esta operacion presenta ventajas como tener bajo costo computacional por su simplicidad,
tiene un comportamiento casi lineal, lo que contribuye al algoritmo de optimizacioén, entre
otras. Sin embargo, son los resultados obtenidos empiricamente son los que han motivado el
amplio uso de esta funcion de activacion.

La tercera operacion llamada Max pooling consiste en generar una nueva imagen donde
cada pixel toma como valor el méximo de una vecindad del pixel correspondiente de la imagen
original como se muestra en la figura [5.3] En esta imagen el tamano del filtro es de 2 x 2, el
stride usado es de 1 tanto horizontal como verticalmente y, al igual que para la convolucién,
el output de esta imagen es de menor dimension. De hecho en la practica suele usarse un
stride mayor a 1 precisamente para reducir la dimension de la imagen y de esta forma captar
aquellas caracteristicas mas importantes de la imagen, ademéas permite que el output de la
imagen sea invariante ante pequenias traslaciones en el input (si los objetos de la imagen del
input se mueven levemente, el resultado de esta operaciéon no cambia mayormente).

Con estas tres operaciones se construye la red como sigue:

e Input: son las 4 mediciones, de forma que se considera como un arreglo de tamano
N x N x 4.

e Capa 1: Convolucion con 4 filtros de tamano 3 x 3 x 4 (esta convoluciéon es de 3
dimensiones, ver figura [5.4]). Dado que son 4 filtros, el output de esta capa es un arreglo
de tamano N x N X 4 (para conservar la dimension N x N de cada imagen se usa el
padding que permite hacerlo). Esto da un total de 4 x 3 x 3 x 4 = 144 parametros para
entrenar. Se finaliza esta capa aplicando la funcién de activacion ReL.U.

e Capa 2: Convolucién con 16 filtros de tamano 3 x 3 x 4. El output de esta capa es
un arreglo de tamano N x N X 16 pues se usan 16 filtros. En esta capa el ntiimero de
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parametros asciende en 16 x 3 x 3 x 4 = 576. Nuevamente se aplica una funcién de
activacion ReL.U.

e Capa 3: Max pooling. Esta operacién no modifica la dimension del input ni anade
parametros que entrenar.

e Capa 4: Convolucién con 4 filtros de tamano 3 x 3 x 16. El output de esta capa es
un arreglo de tamano N x N X 4 pues se usan 4 filtros. En esta capa el ntmero de
pardmetros asciende en 4 x 3 x 3 X 16 = 576. Nuevamente se aplica una funcion de
activacion ReLU.

e Capa 5: Convolucién con 1 filtro de tamano 3 x 3 x 4. Dado que es 1 filtro, el output de
esta capa es un arreglo de tamano N x N x 1. En esta capa se anaden 1 x 3 x 3 x4 = 36
parametros para entrenar. Se finaliza esta capa aplicando la funcién de activaciéon ReLU.

e Capa 6: Max pooling. Nuevamente, esta operacion no modifica la dimensién ni anade
parametros. La imagen resultante de esta capa puede considerarse la mas importante
pues representa la fuente u reconstruida.

e Output: Aplicacion del modelo directo. Dado que la imagen construida en la capa
anterior representa la fuente u, se aplica el modelo directo para construir las mediciones
asociadas a esta fuente para posterior comparacion con el input de la red.

Filter
—
Stride X Output
1|0 |o0s5]|o0s 1 1 1
— 1 1 1
5[0 fo0s] 1|0 ®
Sl o] 1 [os] 1 3 T
<
1 los|os]| 1
P

Figura 5.3: Esquema de como opera la operacién max pooling. Al igual que en convolucién,
cada valor del output depende de una cantidad acotada de valores del input, no de todos.
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Figura 5.4: Esquema de como opera la convolucion 3D. El proceso es analogo al caso 2D. En
este ejemplo se usan dos filtros de tamano 3 x 3 x 3, dando como resultado dos imagenes en
el output.

Ingut Image
6x6x3

Como resultado, esta arquitectura suma un total de 1332 parametros que optimizar. Una
observacion sumamente importante es que esta resolucién no representa un modelo de apren-
dizaje como tal, pues una vez entrenados los parametros no se busca evaluar la red sobre otra
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medicion y ver como la transforma en la fuente. Si quisiese abordarse el problema como uno
de aprendizaje, la forma de proceder seria generar miles de pares de datos sintéticos fuente-
medicion, entrenar la red estimando los parametros de aprendizaje y finalmente testear esta
red sobre nuevos datos para evaluarla. Lo anterior quiere decir que no se pretende aproximar
el operador inverso con la red, sino que, dada una medicién, se minimiza el funcional de costo
y se recupera la fuente respectiva sin establecer un modelo paramétrico de aprendizaje. En
este sentido, aplicar el modelo directo en la tltima capa resulta fundamental para alcanzar
una buena transformaciéon pues anade informacién a priori a la red sobre el proceso, idea
inspirada en [31].

Las tres operaciones nombradas son ampliamente usadas en la préactica y es esto lo que
motiva su uso en la construccion de esta red. Cabe destacar por ejemplo que el max pooling
que se usa es tal que deja el output con la misma dimension que el input, dejando de lado
los beneficios mencionados de esta operacion. Si bien se prueba el comportamiento de la red
con max pooling teniendo buenos resultados, se probé también qué ocurria sin esta capa
y se obtuvieron resultados muy similares y con la ventaja de gastar menos tiempo al ser
menos operaciones. Resultados obtenidos de esta forma no son mostrados sin embargo dan
una idea de la amplia gama de parametros que se pueden modificar para reducir tiempos de
computacion, obtener mejores resultados, etc., lo que queda como estudio a futuro.

El siguiente aspecto a considerar es el optimizador utilizado. En nuestro caso se usa ex-
clusivamente el optimizador Adam [23], uno de los tantos que se basan en el gradiente como
direccion de descenso. En principio este optimizador es usado para optimizacion estocasti-
ca, pues en deep learning suele usarse una cantidad grande de datos de entrenamiento que
representan input y output de la funcién que se busca modelar, en cuyo caso la funcién de
costo se construye como la suma sobre todos los datos de la diferencia en cierta norma de
la red aplicada al input menos el output. Esta suma y el gradiente de la funcién objetivo
es muy costosa de calcular y por tanto se recurre a algoritmos como Stochastic Gradient
Descent (SGD) donde en cada iteracion se toma aleatoriamente un elemento de la suma
para aproximar la funcién objetivo. Una variante de SGD es mini-batch, donde en vez de
tomar solo un elemento, se toma un pequeno grupo de elementos (batch) en cada iteracion
del proceso de optimizaciéon. En la red construida en este trabajo este fenémeno no ocurre
pues s6lo se entrena para un dato, sin embargo, lo interesante del optimizador son las rutinas
que presenta para actualizar el valor del learning rate o step size al moverse en la direccion
de descenso en cada iteracion, de hecho, el nombra Adam es una abreviacién para Adaptive
moment estimation. Este algoritmo es inicializado con un learning rate estimado de forma
empirica, valor que luego es adaptado en cada iteracion siendo distinto para cada variable
que se optimiza. Nuevamente, el hecho de que este algoritmo sea ampliamente utilizado mo-
tiva su uso en este estudio dando buenos resultados. Para terminar, se destaca el algoritmo
Back-propagation [33] que es fundamental para aplicar estas rutinas de optimizacion basadas
en el gradiente. Este algoritmo es el que permite calcular el gradiente de la funciéon objetivo
con respecto a los parametros a optimizar de forma eficiente para que luego sea usado por el
optimizador escogido.
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5.2. Resultados

Una vez escogida la arquitectura de la red y el optimizador a usar s6lo resta determinar
la funcién de pérdida a optimizar. En esta secciéon se muestran los resultados para distintas
funciones de pérdida y coémo cambian los resultados al cambiar los parametros fisicos. Al
respecto se consideran 4 problemas, el primer problema es abordado en [9] resolviéndolo a
partir de un sistema lineal, mientras que el resto tiene la particularidad de presentar compli-
caciones al implementarlo con ese enfoque, dando cuenta de la versatilidad de la resolucion
numérica via redes neuronales.

e Problema 1: recuperar la fuente p cuando los pardmetros fisicos son constantes y
conocidos. En este caso se estudia también qué ocurre con la imagen recuperada al
variar la variable ¢, dado que al hacer méas grande esta variable, hay mas difusién en
las mediciones y por tanto se espera que sea més dificil recuperar la fuente pu.

e Problema 2: recuperar la fuente p cuando los pardmetros fisicos son constantes pero
suponiendo que a, 1) son conocidas y A es desconocida. En este caso, el algoritmo debe
ser capaz de determinar tanto p como la constante \.

e Problema 3: recuperar la fuente y cuando la mediciéon es generada con parametros
fisicos a, 1 constantes conocidas, \ es variable desconocida que depende de la fuente
i pero el modelo usado por la red considera que A es una constante que determinar.
Nuevamente, el objetivo es determinar p y la constante A que mejor represente el
proceso.

e Problema 4: recuperar la fuente p cuando la medicion es generada considerando los
parametros fisicos dependientes de p y desconocidos pero el modelo usado por la red
considera que A\, y a son constantes. En este problema, hay que determinar p y las
constantes que mejor representen a los parametros fisicos.

En particular, si se pretende abordar los problemas 2, 3 y 4 con un sistema lineal como
en [9] se torna necesario modificar la matriz que discretiza al operador P en cada iteracion
pues los pardmetros fisicos cambian, haciendo muy costoso el proceso. En el contexto de
redes neuronales, dichos problemas se solucionan simplemente agregando tantas variables de
optimizacién nuevas como parametros se deseen construir. En los problemas 3 y 4, al asumir
que ciertos parametros fisicos son variables dependientes de u se pretende incluir los efectos
producidos por la presencia de las mismas moléculas fluorescentes.

La fuente p a recuperar es mostrada en la figura[5.5] En lo que sigue, la fuente reconstruida
se denotara p*, la medicion original se denotara P[u, de manera que el input de la red es
P[u] v el output es P[u*]. Las funciones de pérdida a usar son:

e ||P[u] —P|[u*]||p1: diferencia de la norma L' entre input y output. El learning rate para
el optimizador se toma como 0,001.

o ||Plu] — Plu]l|zr + aTV (u*): diferencia de la norma L' entre input y output sumado
con variacion total de fuente recuperada con a = 0,5. El learning rate en este caso se
toma como 0,0005.

o ||Plu] — Plu*]||p2: diferencia de la norma L? entre input y output. El learning rate
tomado es de 0,001.

o ||Plu] — Plp]llzz + TV (u*): diferencia de la norma L? entre input y output sumado
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con variaciéon total de fuente recuperada con a = 0,005. El learning rate tomado es de
0,001.

Densidad de moléculas fluorescentes
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Figura 5.5: Fuente p a ser reconstruida por la red

Dado que la norma L? penaliza mucho maés las diferencias grandes que las pequenas, se
espera que tenga menos capacidad de eliminar el blur que considerando la norma L', por
tanto se espera que esta tltima reconstruya de mejor forma la fuente deseada. El learning
rate escogido y el valor de « se escogen por ensayo y error. En todos los casos TV (u*) se
calcula como

TV () = Z |/‘L;k+1,j - Mi*,j| + |Mi*,j+1 - Mi*,j|

Lj

por tanto, al agregar la variaciéon total como término a minimizar se anade un regularizador
al problema que induce sobre p* que sea constante por pedazos incorporando asi informacion
a priori. Cabe destacar el importante rol que juega «: si es muy pequeno, el algoritmo no
minimiza la variacién total, mientras que si es muy grande, entonces el término toma un rol
muy fuerte en comparacion a la norma de la diferencia de las mediciones, inhibiendo que la
fuente recuperada p* sea similar a la deseada pu, por tanto, o debe ser probado con hartos
valores.

Una vez se tienen los resultados, se comparan py p* el error relativo normalizado y la me-
dida de similitud SSIM. El error relativo normalizado se define como NRE = || — u*||/||pl],
mientras menor sea este valor, mejor serd la imagen obtenida. Para fines comparativos, la
norma usada es tanto la L! como la L?. Por otro lado, SSIM es un indice llamado Structural
Similarity Index desarrollado en [41]. El indice mide el nivel de degradacion que hay entre
una imagen original o de referencia con otra que ha sido generada procesando la original de
alguna forma. El indice ha ganado gran notoriedad pues se condice bien con la percepcion
humana sobre las dos imagenes. A modo de ejemplo, en [41] toman una imagen de referencia
a partir de la cual generan 5 imagenes con ruido cada vez mayor. La particularidad es que
todas las imagenes tienen el mismo error cuadratico medio con la imagen de referencia, por
lo cual esa métrica no se condice del todo con la percepciéon humana, sin embargo el indice
SSIM muestra tener valores razonables al comparar las imagenes.
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En todos los problemas que se muestran en lo que viene se realiza un total de 1024
iteraciones durante la rutina de optimizacion. Ademés, los cddigos se ejecutan en Google
Colab con CPU, TPU y GPU, teniendo resultados muy similares con los tres procesadores.
Ademas se ejecuta en un computador de escritorio con procesador Intel Core 15-8300H, 2.30
GHz, 8GB de RAM, y con tarjeta grafica (GPU) NVIDIA GeForce GTX 1050 de 2GB de
RAM. Se muestran so6lo los resultados obtenidos por GPU en Google Colab, pero se comentan
los tiempos de ejecucion obtenidos por los distintos procesadores usados. Se aprecia como
procesar en GPU presenta una mejora sustancial en los tiempos de ejecucion, pues es capaz
de procesar la informacion paralelizando calculos como la convolucién o max pooling, a
diferencia de CPU que trabaja secuencialmente. Una explicacion mas acabada al respecto
puede ser encontrada en el apéndice [A.2] Es necesario destacar que en el computador de
escritorio hay problemas de memoria para los problemas 2, 3 y 4, razon por la cual se opta
por ejecutar las capas de la red y el algoritmo de optimizacion en GPU, pero el problema
directo en CPU, evitando la limitacién de memoria. Lo anterior trae como problema que
los tiempos aumenten més de lo deseado, de hecho el problema directo en GPU toma 0,052
segundos en promedio mientras que en CPU toma 1,38 segundos en promedio, diferencia
fundamental considerando que en cada iteracién es necesario resolver el problema directo.

Finalmente, en todos los problemas a la medicién obtenida se le anade ruido de Poisson con
el fin de evitar el fendmeno llamado inverse crime: el algoritmo de reconstruccién numérico
debe ser sensible a este ruido que se explica por una parte por un error en los instrumentos
de medicion y, por otra, por el hecho de que el modelo no se ajusta al cien por ciento con lo
que ocurre en la realidad.

5.2.1. Recuperar fuente cuando los parametros fisicos A\, ¢ y a son
constantes conocidas

Se busca reconstruir g suponiendo que las mediciones son generadas a partir de parametros
fisicos constantes y conocidos. Se toman los siguientes parametros fisicos: A = 0,1 - 1q,
a = 0,7 1g. Se consideran ademas dos casos para el valor de 1, el primero es ¢ = 0,004 - 1
y el segundo ¥ = 0,01 - 1. En el segundo caso se espera una peor reconstruccion pues existe
més difusion.

e ) = 0,004 - 1. Las mediciones obtenidas se muestran en la figura [5.6] La medicion al
iluminar por izquierda y observar con la caAmara superior capta mejor la zona superior
izquierda de la fuente original mientras que la camara inferior capta mejor la zona
inferior izquierda. Lo mismo al iluminar por derecha. Por esta razon se toma cada cuarto
que mejor se ve de cada mediciéon en una sola imagen, lo que se aprecia en la figura
a). Esta imagen es similar a la fuente original por lo que se puede considerar como
una primera aproximacion a u, sin embargo tiene problemas en la zona encuadrada,
donde la funcién ¢ descrita en el capitulo [2l ha tomado un gran valor y por tanto hay
una alta difusion. En la figura se comparan las 5 recuperaciones obtenidas, esto es,
la obtenida por las mediciones y aquellas dadas por la red neuronal con las distintas
funciones de pérdida. Los resultados obtenidos por la red neuronal son capaces de
eliminar una gran parte del blur inicial otorgando una buena estimacion de la fuente
fluorescente.
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Figura 5.6: Mediciones obtenidas para A = 0,1, a = 0,7 y ¢ = 0,004.

Un resumen de los resultados obtenidos se presenta en las tablas|5.1]y en donde se
ven los tiempos de ejecucion para cada funciéon objetivo y las medidas de comparacion
de imagenes comentadas previamente respectivamente. Con respecto a la primera tabla,
es notable la resolucion dada al procesar en GPU, siendo posible resolver el problema
inverso en aproximadamente un minuto para un computador de escritorio con tarjeta
grafica.

Funcion de PC de
pérdida Congle Colkls escritorio

Tiempo | Tiempo | Tiempo | Tiempo

CPU [s] | TPU [s] | GPU [s] | GPU [s]

L 691.49 | 240.58 41.75 61.91
L'+TV 693.60 | 280.93 36.43 63.60
L? 687.97 | 229.17 36.21 63.01

L*+TV 694.97 | 288.64 36.49 65.20

Tabla 5.1: Tiempos de ejecucion en segundos.
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Funcion de pérdida e =1 | e = il SSIM
[eells e[

Mediciones 0.448 0.426 0.929

Lt 0.133 0.196 0.975

L'+ TV 0.208 0.259 0.952

L? 0.194 0.241 0.955

L*+TV 0.156 0.217 0.968

Tabla 5.2: Resultados de similitud entre los distintos métodos al ejecutar en GPU en Google
Colab. Se muestra el error relativo con norma L', con norma L? y el indice SSIM.

A partir de la tabla[5.2] se puede ver que las 4 implementaciones mejoran notablemente
la fuente recuperada con respecto a la informacion que se extrae sélo con las mediciones.
Se destaca por sobre todo los resultados obtenidos por la norma L' como funcién de
pérdida. Es interesante notar la diferencia de esta funciéon de costo con los resultados
obtenidos al agregar la variacion total como regularizador, pues se espera que este
segundo enfoque sea mejor que el primero, sin embargo tiene resultados marcadamente
peores. Esto da pistas de que el parametro o tomado como 1/2 debe ser aumentado.
Cuando se considera la norma L? de la diferencia si es posible apreciar el efecto de la
variacion total.

Dado que el problema de la imagen obtenida por las mediciones se encuentra basica-
mente en la zona media de la imagen, se comparan los valores recuperados para la
columna = = 1,004. Estos resultados se muestran en la figura [5.8] En estos graficos se
compara la columna mencionada de la fuente, la medicién original y la fuente recupe-
rada. En todos los casos es notable la diferencia entre la medicion y la fuente, siendo
la medicion una senal mucho més suave e incapaz de aproximar bien a p en las zonas
cercanas al 0 pues es en esta zona donde la funcién o es més grande. Por otro lado, la
senal obtenida por las 4 implementaciones via red neuronal aproximan bien a la fuente
1, sin embargo, no son capaces de captar el hecho de que p es constante por pedazos,
obteniendo en los 4 casos oscilaciones en el intervalo [—0,75, —0,5]. En este sentido, se
vuelve a poner en duda la elecciéon del parametro o cuando en la funcién de pérdida
considera la variacion total como regularizador.

Otro aspecto importante a considerar es la velocidad a la cual desciende la funcion de
pérdida con respecto a la cantidad de iteraciones. Interesa aquella implementaciéon que
toma la menor cantidad de iteraciones posibles para llegar a un minimo local. Esto puede
ser visto en la figura [5.9] donde se comparan las funciones de pérdida obtenidas para
cada funcién de costo. En estas figuras se observa que aquellas funciones de pérdida que
involucran la diferencia de la norma L? descienden més rapido y tienen poca variacién
al alcanzar 300 iteraciones aproximadamente, razéon por la que se podrian hacer menos
de 1024 iteraciones y seguir teniendo buenos resultados en menos tiempo.
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(a) Fuente recuperada por mediciones. (b) Fuente recuperada con funcioén de costo L!.
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(c) Fuente recuperada con funcién de costo L'+TV.  (d) Fuente recuperada con funcién de costo LZ.
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(e) Fuente recuperada con funcién de costo L?+TV.

1.00
0.75

0.50

0.00
—-0.25
-0.50
-0.75

-1.00
[

Figura 5.7: Fuente recuperada por los distintos métodos. Independiente de la funcién de
pérdida, la red neuronal mejora la senal dada por las mediciones.
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Funcién de pérdida: L*. Columna x=1.004 Funcién de pérdida: L + TV. Columna x=1.004
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(a) Perfil recuperado para columna x = (b) Perfil recuperado para columna z =
1,004 y funcién de pérdida L*. 1,004 y funcién de pérdida L'+TV.
Funcién de pérdida: L2. Columna x=1.004 Funcién de pérdida: L2+TV. Columna x=1.004
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(c) Perfil recuperado para columna x = (d) Perfil recuperado para columna z =
1,004 y funcién de pérdida L2. 1,004 y funcién de pérdida L?+TV.

Figura 5.8: Comparacion de perfiles obtenidos para la columna x = 1,004, donde la imagen
recuperada por las mediciones se vuelve més difusa.
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Funcién de pérdida L! vs iteraciones Funcién de pérdida L + TV vs iteraciones
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Figura 5.9: Funcién de pérdida versus iteraciones para los 4 casos considerados.
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e ¢ = 0,011q. Al aumentar el scattering, las mediciones se vuelven mas difusas y por tanto
resulta intuitivo pensar que la imagen recuperada sera peor que en el item anterior.
Esto se aprecia en la figura a). Esta imagen puede ser comparada con la figura
a) para apreciar el aumento en el nivel de difusion.

Funcion de PC de
pérdida Cengle Colele escritorio

Tiempo | Tiempo | Tiempo | Tiempo

CPU |s| | TPU [s| | GPU [s] | GPU [s]

L 684.96 222.36 21.41 101.25
L*+TV 692.02 266.81 21.73 132.82
L? 679.96 222.71 21.57 132.66

L*+TV 690.72 | 273.91 21.78 65.18

Tabla 5.3: Tiempos de ejecucién en segundos.

Funcién de pérdida | ||p — p*[[1/|lpll | [le = p*ll2/11pl]2 | SSIM
Mediciones 0.532 0.48 0.898

Lt 0.241 0.282 0.940

L'+ TV 0.256 0.294 0.937

L? 0.268 0.298 0.929

L?>+TV 0.275 0.304 0.932

Tabla 5.4: Resultados de similitud entre los distintos métodos al ejecutar en GPU en Google
Colab. Se muestra el error relativo con norma L', con norma L? y el indice SSIM.

Nuevamente, en la tabla [5.3] se aprecia como la ejecucion en GPU es claramente la
mejor en tiempos de cémputo. Por otro lado la primera fila de la tabla se puede
comparar con la primera fila de la tabla para notar que el nivel de difusion hace
que la medicién sea atin mas lejana a la fuente p. Las 4 funciones de pérdida mejoran
la informaciéon que nos deja la mediciéon sola, siendo la que tiene mejores resultados la
funcion de pérdida L' al igual que en el caso anterior.

Observando la figura se puede ver que la recuperaciéon no es tan buena como en el
caso ¥ = 0,004 pues el nivel de difusion es mayor y por tanto cuesta mas reducir el blur.
Este fenomeno también se puede observar en la figura[b.11] donde las 4 reconstrucciones
son incapaces de anularse donde la fuente p se anula, dando una senal mas suave en
esas zonas.
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Fuente recuperada por mediciones Fuente recuperada. Funcién de costo: L!

1.00 07 1.00 12
0.75 0.75
0.6 10
0.50 0.50
05
0.8
0.25 0.25
0.4
0.00 0.00 0.6
03
~0.25 ~0.25
0.4
02
-0.50 ~0.50
0.2
-0.75 01 o5
~1.00 00 -1.00 0.0
000 025 050 075 100 125 150 175 2.00 000 025 050 075 100 125 150 175 2.0

(a) Fuente recuperada por mediciones. (b) Fuente recuperada con funcioén de costo L!.
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(c) Fuente recuperada con funcién de costo L'+TV.  (d) Fuente recuperada con funcién de costo LZ.
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(e) Fuente recuperada con funcién de costo L?+TV.
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Figura 5.10: Fuente recuperada por los distintos métodos. Independiente de la funciéon de
pérdida, la red neuronal mejora la senal dada por las mediciones.
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Funcién de pérdida: L*. Columna x=1.004 Funcién de pérdida: L + TV. Columna x=1.004
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(a) Perfil recuperada para columna x = (b) Perfil recuperada para columna z =
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(c) Perfil recuperada para columna a = (d) Perfil recuperada para columna z =
1,004 y funcién de pérdida L2. 1,004 y funcién de pérdida L2+ TV.

Figura 5.11: Comparacion de perfiles obtenidos para la columna x = 1,004, donde la imagen
recuperada por las mediciones se vuelve més difusa.

5.2.2. Recuperar fuente cuando los parametros fisicos ¢ y a son
constantes conocidas y la atenuacion \ es constante pero des-

conocida

En este problema se trabaja la misma simulaciéon del primer caso anterior, esto es, con
parametros fisicos constantes iguales a A = 0,1, ¢y = 0,004 y a = 0,7, sin embargo, se
considera que la variable A es desconocida pero dada por una constante ¢, por tanto se
agrega esta nueva variable a la rutina de optimizacion a desarrollar por la red neuronal.
Para abordar el problema de optimizacion se inicializa la variable ¢ en 1 y se impone la
restriccion ¢ € [0,0001,5]. Ademés se recuerda que en este problema y en los dos restantes
la resolucion por GPU en computador de escritorio esté limitada por memoria, razén por la
cual, las rutinas de convolucién, max pooling y de optimizaciéon se llevan a cabo en GPU,
mientras que la resoluciéon del problema directo se realiza parcialmente en CPU, evitandose
asi el problema de memoria, resolviendo el problema inverso pero aumentando los tiempos de
ejecucion. Al respecto se estima que los tiempos de ejecucién podrian mejorar notablemente
con un poco mas de memoria disponible para la GPU de forma que todo el proceso se lleve
a cabo alli.

Un resumen con los tiempos y resultados obtenidos para las 4 funciones de pérdida tra-
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bajadas se muestran en las tablas y 5.6l Se observa en la tabla que los 4 métodos
aproximan en cierta forma la constante ¢ = 0,1. Llama la atencion sin embargo que la funcion
de pérdida L' +TV es la que peor aproxima la constante pero mejores resultados de similitud
tiene con la fuente p.

Se destaca también que el scattering ¥ no es tan grande, lo que implica buenas recons-
trucciones como se muestra en las figuras y .13

Funcién de PC de
pérdida Coogle Cilal escritorio
Tiempo | Tiempo | Tiempo Tiempo
CPU [s| | TPU [s|] | GPU [s| | GPU+CPU |s]
Lt 1478.44 | 311.84 18.96 903.50
L'+ TV 1489.76 | 358.71 19.51 881.77
L? 1472.92 | 312.68 19.40 885.67
L*+TV | 1482.24 | 360.25 | 19.34 896.89

Tabla 5.5: Tiempos de ejecucion.

Funcion de pérdida | Constante ¢ | ||x — p*|1/[|gllr | [l — w*l2/| ]l | SSIM
Mediciones 0.1 0.448 0.426 0.929

L 0.110 0.177 0.225 0.967
L'+TV 0.069 0.142 0.205 0.974

L? 0.125 0.190 0.232 0.960
L*+TV 0.111 0.174 0.227 0.964

Tabla 5.6: Resultados de similitud entre los distintos métodos al ejecutar en GPU en Google
Colab. Se muestra el error relativo con norma L', con norma L? y el indice SSIM.
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(a) Fuente recuperada por mediciones. (b) Fuente recuperada con funcién de costo L!.
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(c) Fuente recuperada con funcién de costo L'+TV.  (d) Fuente recuperada con funcién de costo L.
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(e) Fuente recuperada con funcion de costo L2+TV.

Figura 5.12: Fuente recuperada por los distintos métodos. Independiente de la funcion de
pérdida, la red neuronal mejora la senal dada por las mediciones.
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Funcién de pérdida: L*. Columna x=1.004 Funcién de pérdida: L* + TV. Columna x=1.004
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(c) Perfil recuperada para columna a = (d) Perfil recuperada para columna z =
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Figura 5.13: Comparacion de perfiles obtenidos para la columna x = 1,004, donde la imagen
recuperada por las mediciones se vuelve més difusa.

5.2.3. Recuperar fuente cuando los parametros fisicos ¢ y a son
constantes conocidas y A es variable y desconocida

En el problema abordado a continuaciéon se construyen mediciones con atenuacion A va-
riable y desconocida pero con 1 y a constantes y conocidas. El objetivo es recuperar la fuente
(1t pero bajo el supuesto que A es una constante desconocida ¢, de forma que, al igual que
en el caso anterior, ¢ sera una nueva variable de optimizacion y debe ser tal que aproxime
de buena forma los efectos que A variable produce. De esta forma, no hay una ‘respuesta
correcta’ para la constante ¢ como en el problema anterior.

Los pardmetros usados para generar las mediciones son ¢ = 0,004 - 1o, a = 0,7 - 1o y
A=1/2-1q+ 2- p. La medicion resultante se muestra en la figura a).

Para resolver este problema se inicializa la variable ¢ en 1 y se restringe al intervalo
¢ € [0,00001, 10]. En la tabla nuevamente se aprecia lo rapido que resulta resolver este tipo
de problemas en GPU gracias al nivel de paralelismo que tiene para procesar la informacion.
Por otro lado, en la tabla se ve que las funciones de pérdida L', L? y L?+TV generan una
constante cercana a 0,7 y al igual que en el problema anterior, la constante ¢ determinada
por L'+ TV es la mas alejada del resto, mas atin, este método genera los peores resultados
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de similitud con p. Esto se destaca atin mas cuando se ve la figura b), donde se aprecia
qué tan lejana esté la reconstruccion p* de p. También, la solucién obtenida con la funciéon
de costo L' es la que presenta mejores estadisticas.

Una pregunta interesante seria como se relaciona la constante estimada con la variable
A original. Una primera idea seria considerar que la constante encontrada corresponde a un
promedio de A. El promedio de A sobre €2 es igual a 0,677, valor que resulta cercano a los
valores estimados por el método (salvo por L'+TV).

Funcién de PC de
pérdida o Cells escritorio
Tiempo | Tiempo | Tiempo Tiempo
CPU [s] | TPU [s] | GPU [s] | GPU+CPU |[s]
Lt 1431.93 | 309.65 19.20 924.89
L'+ TV 1441.54 | 356.27 19.46 928.32
L? 1437.10 | 311.30 19.26 916.91
L?+TV 1443.75 | 357.58 19.44 915.17

Tabla 5.7: Tiempos de ejecucion en segundos.

Funcion de pérdida | Constante ¢ | ||x — p*|1/I|gellr | [l — w*|l2/|pel|2 | SSIM
Mediciones - 0.574 0.557 0.906

Lt 0.724 0.212 0.251 0.953
L'+TV 0.463 0.298 0.314 0.948

L? 0.738 0.224 0.265 0.948
L*+TV 0.682 0.223 0.261 0.950

Tabla 5.8: Resultados de similitud entre los distintos métodos al ejecutar en GPU en Google
Colab. Se muestra el error relativo con norma L', con norma L? y el indice SSIM.
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Figura 5.14: Fuente recuperada por los distintos métodos. Independiente de la funcion de
pérdida, la red neuronal mejora la senal dada por las mediciones.
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Funcién de pérdida: L*. Columna x=1.004 Funcién de pérdida: L + TV. Columna x=1.004
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(¢c) Perfil recuperada para columna x = (d) Perfil recuperada para columna z =
1,004 y funcién de pérdida L2. 1,004 y funcién de pérdida L2+ TV.

Figura 5.15: Comparacion de perfiles obtenidos para la columna x = 1,004, donde la imagen
recuperada por las mediciones se vuelve més difusa.

5.2.4. Recuperar fuente cuando los parametros fisicos \,¢ y a son
variables y desconocidas

En el cuarto y tltimo problema se construye la medicion con A, ¥ y a variables dependien-
tes de p y desconocidas. Para la reconstruccion se hace el supuesto de que los 3 parametros
son constantes, por tanto, la red debe anadir 3 nuevas variables de optimizacién, cada una
para cada parametro fisico de tal forma que, al igual que en el caso anterior, estas variables
alcancen un valor que mejor represente los efectos que los parametros dependientes producen.

Los parametros usados son A = 1/2-1g+2-u, v» = 0,002-15+0,008-py a = 0,175-1o+0,7- 0.
Los resultados para esta medicién se pueden ver en la figura ).

Las constantes se inicializan en 1, 0,1 y 1 para A, ¥ y a respectivamente, y todos se
restringen al intervalo [0,00001, 10]. En este caso, al haber més parametros que optimizar,
los tiempos de ejecucién mostrados en la tabla 5.9/ aumentan en todos los casos con respecto
a los tiempos de los problemas anteriores. Nuevamente, GPU presenta el mejor desempeno,
siendo més de 5 veces mas rapido que TPU y més de 20 veces que CPU.

En la tabla [5.10] se aprecia que los 4 métodos obtienen similares estimaciones para las
constantes. Nuevamente es posible estudiar la relacién de las constantes encontradas con los
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Funcion de PC de

pérdida Cosge Colkly escritorio
Tiempo | Tiempo | Tiempo Tiempo

CPU [s| | TPU [s| | GPU [s| | GPU+CPU |s]
Lt 2057.96 | 445.08 87.58 1108.54
L'+ TV | 2087.59 | 494.36 | 87.63 1123.42
L? 2029.74 | 445.28 87.50 1112.33
L?+TV 2025.66 | 490.88 87.59 1110.70

Tabla 5.9: Tiempos de ejecucion en segundos.

promedios de los pardmetros originales. Los promedios para A, ¢ y a son 0,677, 0,0027 y 0,237.
Como se puede ver en la tabla estos valores se asemejan a las constantes optimizadas.
En este caso las funciones de pérdida L' y L' +TV son las que presentan mejores resultados.

Finalmente, en la figura se aprecia que la reconstruccion para la columna xz = 1,004
es mas lejana con respecto a las reconstrucciones de los otros problemas. Esto resulta natural
pues se han agregado mas variables al problema, sin embargo, es posible mejorar los resultados
realizando mas iteraciones aprovechando los bajos tiempos de ejecuciéon en GPU.

FUI}CIO.H g Constante ¢ | Constante ¢; | Constante c3 e = ol |l = 1ol SSIM
pérdida ||| L1 |2l 2
Mediciones - - - 0.458 0.453 0.935
Lt 0.746 0.0023 0.260 0.162 0.207 0.971
LYY TV 0.620 0.0022 0.281 0.181 0.225 0.973
L? 0.775 0.0021 0.317 0.181 0.219 0.966
L?>+TV 0.714 0.0021 0.300 0.195 0.233 0.964

Tabla 5.10: Resultados de similitud entre los distintos métodos al ejecutar en GPU en Google
Colab. Se muestra el error relativo con norma L', con norma L? y el indice SSIM.
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(c) Fuente recuperada con funcién de costo L'+TV.  (d) Fuente recuperada con funcién de costo L.
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(e) Fuente recuperada con funcion de costo L2+TV.

Figura 5.16: Fuente recuperada por los distintos métodos. Independiente de la funcion de
pérdida, la red neuronal mejora la senal dada por las mediciones.
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(a) Perfil recuperada para columna x = (b) Perfil recuperada para columna z =
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(c) Perfil recuperada para columna a = (d) Perfil recuperada para columna z =
1,004 y funcién de pérdida L2. 1,004 y funcién de pérdida L2+ TV.

Figura 5.17: Comparacion de perfiles obtenidos para la columna x = 1,004, donde la imagen
recuperada por las mediciones se vuelve més difusa.

5.2.5. Comentarios sobre resultados obtenidos

Una cuestion obvia a mencionar es la gran capacidad de la GPU para resolver este tipo
de problemas. Esto se debe a la capacidad que tiene de paralelizar procesos tales como la
convoluciéon o el max pooling. Lo interesante de esta herramienta es que permite ejecutar
més pasos durante la optimizacion sin tener costos grandes en términos de tiempo.

La funcién objetivo que parece tener mejores resultados es la diferencia en norma L', pues
la fuente reconstruida u* con este costo en la mayoria de los casos presentaba mayor similitud
a la fuente original u. Al respecto se sospecha que la eleccion de « para la funcion de pérdida
L'+ TV puede ser ajustada de mejor forma para obtener resultados atin mejores en este caso.

Los problema son resueltos con la rutina de optimizaciéon Adam, la que resulta dar buenos
resultados empiricos. Se probaron otros algoritmos tales como AdaGrad o RMSProp, los
que también tienen la particularidad de actualizar el learning rate en cada iteracion, sin
embargo, estos tuvieron magros resultados. Esto se condice con gran parte de la literatura
de deep learning, donde el optimizador Adam se presenta como uno de los favoritos.

Finalmente, esta implementacion constituye una gran base para resolver el problema in-
verso en tres dimensiones. Dado que la estructura de la red implica resolver el problema
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directo en cada iteracion, resulta de vital importancia ser capaz de resolver dicho problema
en el menor tiempo posible como se coment6 en el capitulo

120



Conclusion

La microscopia de fluorescencia ha demostrado ser una muy buena herramienta para ob-
servar el desarrollo de procesos biologicos de ciertos especimenes por prolongados periodos
de tiempo. En particular la técnica de iluminacién por planos de luz dada por el LSFM hace
que este microscopio sobresalga por sobre sus pares. Sin embargo, dados los problemas que
presentan las mediciones del microscopio se vuelve fundamental el modelamiento y estudio
matemaéatico para saber como se lleva a cabo el proceso fisico y asi comprender mejor las
caracteristicas de lo que nos rodea. El modelo fisico matematico junto con las correcciones
hechas anadiendo blur como consecuencia de la no colimacién de las cdmaras y el fenémeno
de descalibraciéon hacen que el modelo tridimensional sea muy completo y represente la ma-
yor cantidad de fenémenos observables. Cabe destacar con respecto al blur que es deseable
estudiar otra forma de modelarlo debido a los altos tiempos que toma simular las medicio-
nes con esta variante. En este sentido, seria interesante probar modificaciones a la ecuacion
de transporte radiativo usada para la fase de fluorescencia incluyendo aca el fenémeno de
scattering de la misma forma como es hecho en la primera ecuacion.

Con respecto a la estabilidad encontrada para el problema inverso de microscopia resulta
necesario continuar su estudio de forma numeérica analizando por ejemplo el comportamien-
to de la constante de estabilidad con respecto a los pardmetros de los que depende. Otra
problema a abordar es como este resultado de estabilidad puede dar nociones sobre el com-
portamiento numeérico al resolver el problema minimizando cierto funcional de energia. Al
respecto, existen varios trabajos de Klibanov por ejemplo que pueden contribuir en este sen-
tido. Resulta interesante también mencionar el resultado general demostrado correspondiente
a la estabilidad de tipo Lipschitz para recuperar la condicion inicial de la ecuaciéon de calor
en R™ cuando esta es a soporte compacto, resultado muy novedoso, pues la mayor parte
de la literatura sobre el problema de ecuacién de calor retrograda en tiempo presenta esta-
bilidad de tipo logaritmica. Dicho resultado también merece ser estudiado numeéricamente.
Otra extension al problema que se puede estudiar en el futuro es el comportamiento de la
ecuacion de calor en dominios no acotados, no necesariamente R"™. De momento seria intere-
sante estudiar qué ocurre con esta estimaciéon cuando se trabaja en el semiplano superior
{(z1,...,xp—1,2,) € R" : x,, > 0} y ver si se puede extender el resultado usando por ejemplo
las propiedades del niicleo de Green. Finalmente, el estudio que queda para futuro es cémo
concluir la unicidad y estabilidad del problema inverso en microscopia para el caso tridimen-
sional, donde se cuenta con una férmula explicita que nuevamente puede ser vista como la
solucién a cierta ecuacion de calor en R pero a la cual los desarrollos del caso bidimensional
no aplican directamente.
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Con respecto a la resoluciéon numérica ya se cuenta con dos algoritmos que permiten
resolver el problema inverso. Uno es la resoluciéon por sistema lineal y otro es usando la
red neuronal, ambos entregando buenos resultados. Queda atin por comparar los resultados
obtenidos por ambos métodos y determinar si uno da mejor soluciones que el otro. Resulta
necesario destacar la versatilidad de la resolucién via red neuronal que permite reconstruir
los distintos parametros fisicos del problema ademas de la fuente p y los buenos tiempo de
ejecucion al operar en GPU. Si bien la red ya da resultados buenos, queda mucho atin por
estudiar para llegar a una arquitectura 6ptima. En particular interesa una que realice la menor
cantidad de operaciones como convoluciones o max pooling para reconstruir la fuente. En
este contexto es también relevante estudiar la cantidad de hiperparametros ajustables dentro
de una red neuronal: la cantidad de capas, el tamano de los filtros de convolucién o max
pooling, el tamano del stride, la constante de penalizacién para el regularizador por variaciéon
total, etc. Ahora bien, es posible desde ya usar esta arquitectura y aplicarla sobre el caso
3D siempre y cuando se decida una buena rutina para resolver este problema numéricamente
pues, como se vio, los tiempos de ejecucion eran relativamente altos.

Por otro lado las capacidades de computo que se presentan en la actualidad permiten llevar
a cabo procesos que pueden resultar muy dificiles o incluso imposible para un computador
de escritorio. Por lo anterior es necesario destacar lo realizado por el NLHPC, abriendo a la
comunidad cientifica la posibilidad de ejecutar tareas muy costosas en su infraestructura. En
este sentido los recursos que pone a disposicion el NLHPC seran fundamentales para resolver
el problema inverso en tres dimensiones con el método de redes neuronales. Esto constituira
un gran avance para el objetivo final que es tratar directamente con las imégenes que da el
microscopio de la Facultad de Medicina de la Universidad de Chile. Mas atn, las imagenes
con las que trabaja este microscopio tienen una resolucion de 2048 x 2048 pixels para cada
imagen del stack, razon por la que, en estricto rigor, debiera trabajarse con N = 2048 en vez
de N = 256, haciendo esto atin mas indispensable la computacion de alto rendimiento que
se tiene a disposicion. Se aprecia también los recursos que ofrece Google a través de Google
Colab para la investigacion cientifica de forma completamente abierta.

Para concluir se puede decir que ha quedado pavimentado el camino para una solucién
numérica mas realista del problema.
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Apéndice A

Computacion de alto rendimiento

A.1. Guacolda-Leftraru y Google Colab

En el capitulo 4| se trata un problema de alto costo computacional por lo que se recurre
a infraestructuras de alto rendimiento tales como el cluster Guacolda-Leftraru, a cargo del
Laboratorio Nacional de Computacion de Alto Rendimiento (NLHPC por su sigla en inglés)
de Chile o Google Colab, un entorno de méaquinas virtuales basado exclusivamente en Jupyter
Notebooks.

Guacolda-Leftraru, es el supercomputador a cargo del NLHPC, siendo cada uno un cluster.
Para acceder a esta infraestructura es necesario solicitar una cuenta a NLHPC, dependiendo
del tipo de cuenta, se otorgan distintos beneficios. Para este estudio, se hizo uso de una
cuenta de iniciacion (académica), que otorga 40 nucleos, 100 GB de memoria y 20000 horas
de computo con un tiempo méaximo de uso de 1 ano. Cabe destacar que esta solicitud fue
hecha antes de que el cluster Guacolda estuviese en funcionamiento, de hecho, actualmente
la misma cuenta otorga 88 ntucleos, y 50000 horas de computo. Este supercomputador esta
basado en la distribuciéon Centos Linux y utiliza el protocolo SSH para asegurar la conexion
remota (para usuarios de Linux o MacOS basta con usar el comando ssh, mientras que para
Windows el programa PuTTY permite establecer la conexion). Otro aspecto sumamente
importante es el sistema de gestion de recursos Slurm: dado que los recursos del cluster
son finitos, las distintas tareas solicitadas por todos los usuarios son asignadas segun cierto
criterio de preferencia de acuerdo a las caracteristicas de estas, actuando Slurm como un
gestor de colas. A modo de ejemplo es posible informar el tiempo a usar para la ejecucion
del codigo para ganar prioridad en esta cola. Este cluster posee distintos tipos de softwares
instalados, si bien en este trabajo sb6lo se hizo uso de Matlab, también es posible ejecutar
c6digos en Python, Julia, OpenFOAM, etc.

Dentro de las principales dificultades con respecto al uso de este cluster esta primero acos-
tumbrarse al lenguaje de Linux y a los comandos de Slurm para cargar una tarea al cluster. A
modo de ejemplo, el siguiente script es usado para poder ejecutar el codigo Modelo  directo.m

de Matlab:
#!/bin /bash
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#SBATCH —job—name=Modelo—directo3D
#SBATCH —partition=general
#SBATCH —mem=192000

#SBATCH —t 0—01:00:00

#SBATCH —n 40

#SBATCH —ntasks—per—node=40
#SBATCH —output=% A. out

#SBATCH —error=%A. error

#SBATCH —L matlab

ml Matlab /2017

mkdir —p /tmp/${SLURM_JOB_ID}/{lcj ,mecr}
export MCR_CACHE ROOT=/tmp/${SLURM_JOB_ID}/mecr

matlab —nodisplay —nosplash —nodesktop < Modelo directo.m

Dentro de los comandos importantes usados de Slurm estan —partition que informa la
particion del cluster sobre la cual se pretende ejecutar el codigo (general en el ejemplo),
—-mem que indica la cantidad de memoria a ser usada (192 GB en este caso), -t que indica el
tiempo (cero dias y una hora es especificada), -n para informar la cantidad de nticleos (40 en
el ejemplo), -L para cargar una licencia (Matlab en este caso) y ml Matlab/2017 que carga
el software Matlab. Finalmente, para cargar este cdédigo a la cola de tareas en el cluster se
ejecuta el comando sbatch script.sh, siendo script.sh el nombre del script anterior.

Otro problema que surge es que en fechas de alta demanda por parte de los usuarios se hace
mas dificil acceder a la infraestructura, por lo que la ejecucion de los codigos queda supeditada
a la disponibilidad de los recursos. Ademas, es fundamental hacer un uso responsable de los
recursos facilitados, de forma que es imperante optimizar el cédigo al maximo incurriendo
en distintas técnicas de paralelismo. Por otro lado, el cluster cuenta con distintas particiones
caracterizadas principalmente por la cantidad de memoria RAM. En el problema abordado
en el capitulo [4] se usa la particion general, la que cuenta con 192 GB de memoria RAM con
procesador CPU (es decir, en el script anterior se usa toda la capacidad de memoria RAM de
la particion general). Ahora bien, existe también la particion gpus, la que también cuenta con
192 GB de memoria RAM. Esta particién podria ser fundamental para resolver el problema
inverso tridimensional con el enfoque dado en el capitulo[5} si resolver el problema directo en la
particion general toma 10165,68 segundos considerando que la cAmara es no colimada y 1455,2
segundos si es colimada, es de esperar que en la particion gpus tome mucho menos tiempo, lo
que se suma a la rapidez de estos procesadores para resolver problemas relacionados con redes
neuronales (donde hay operaciones como la convoluciéon o el mismo proceso de optimizacion
que también deben ser llevadas a cabo).

Por otro lado, Google Colab esté abierto a la comunidad cientifica, cualquiera que quiera
ejecutar codigos en dicha infraestructura puede hacerlo de manera libre y gratuita, sin em-
bargo, cada sesién cuenta con un tiempo limite de uso de 12 horas. De la misma forma, la
memoria también es limitada en comparacion a lo que Guacolda-Leftraru puede otorgar dado
que se cuenta con un méaximo de 25 GB de memoria RAM. El lenguaje usado es Python y se
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dispone de todas las paqueterias esenciales, en particular Tensorflow, pues Google Colab esta
dedicado fuertemente a tratar problemas del area de aprendizaje de méquinas. Aparte de
procesadores de tipo CPU y GPU, cuenta ademéas con un nuevo tipo de procesador llamado
TPU el que es desarrollado exclusivamente por Google.

Con respecto a problemas relacionados con aprendizaje de méaquinas tales como las redes
neuronales, el uso de GPU es fundamental pues acelera los tiempos de ejecucion de forma
notable con respecto a los rendimientos que puede dar ejecutar los mismos coédigos en CPU. En
este sentido es importante destacar la paqueteria Tensorflow pues no hay que hacer cambios
en los codigos (salvo un par de lineas) para ejecutar todo en el procesador deseado y trae
todos los comandos necesarios para redes neuronales, tales como convolucion 2D y 3D, max
pooling, funciones de activacion, etc. De esta forma, se puede decir que el 90 % del trabajo
para implementar la red neuronal fue pasar el cédigo de Matlab a Tensorflow. En resumen,
la infraestructura Google Colab permite dar una buena solucién al caso bidimensional (ver
capitulo [5]) sirviendo de base para resolver el caso tridimensional en la particion gpus del
cluster Guacolda-Leftraru (donde dicho sea de paso también se cuenta con la paqueteria
Tensorflow).

A.2. CPU, GPUy TPU

En los capitulos (] y [5| se hace referencia a la resolucién del problema directo y de la
red neuronal, respectivamente, con distintos procesadores: CPU (Unidad de Procesamiento
Central), GPU (Unidad de Procesamiento Grafico) y TPU (Unidad de Procesamiento Ten-
sorial), tres tipos de hardware que procesan las instrucciones de distintas formas. Una CPU
es esencialmente el cerebro de cualquier dispositivo computacional llevando a cabo todas las
instrucciones dadas. Inicialmente, las CPU’s eran disenadas con un sélo nucleo, lo que im-
plicaba que sb6lo una operacion podia ser llevada a cabo en un momento. Posteriormente se
desarrollan CPU’s con més nucleos permitiendo llevar tantos procesos como niicleos hubiesen
al mismo tiempo (por ejemplo, en la cuenta otorgada por NLHPC es posible usar 40 nticleos
de Guacolda-Leftraru, mientras que en un computador de escritorio la cantidad de ntucleos
oscilan entre los 4 y 16 dependiendo del equipo). Por otro lado, una GPU posee mas de estos
nicleos pero mas pequenos (o de menor capacidad) que los de CPU, cuyo disefio permite
computar tareas similares en paralelo. Inicialmente, fueron disenadas para obtener buenos
graficos en juegos de computadoras, sin embargo, con el boom del area del aprendizaje de
méquinas es que comenzo a utilizarse para resolver estos problemas con muy buenos tiempos.
En pocas palabras una CPU es mejor para llevar a cabo tareas complejas en forma secuencial,
mientras que una GPU es mejor para ejecutar muchas tareas poco costosas pero en paralelo.
A modo de ejemplo, para ejecutar en CPU la operaciéon convolucién esquematizada en la
figura [5.2] se parte con el filtro en la primera posicion, se hacen las operaciones correspon-
dientes y se obtiene el valor del primer pixel del output, posteriormente se mueve el filtro a la
segunda posicion y se realiza la misma operacion para obtener el valor del segundo pixel, y asi
sucesivamente, de forma que se trabaja secuencialmente. Dado que las operaciones llevadas
a cabo son poco costosas (multiplicar y sumar basicamente), esto es posible de ejecutar en
GPU, en cuyo caso, cada uno de los niicleos de la GPU realiza la operacion de multiplicar y
sumar con el filtro en cada posicion al mismo tiempo, trabajando entonces de forma paralela
y disminuyendo los tiempos notablemente. Considerando que la convolucion se ejecuta varias
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veces en cada paso de la rutina de optimizacion (y también otras operaciones como el max
pooling), se entiende entonces la gran diferencia de tiempos que hay al ejecutar en CPU y
GPU. Finalmente, la TPU es un procesador desarrollado por Google que nace en 2015 y
estéd dedicado exclusivamente a abordar problemas de inteligencia artificial, especificamente
usando la paqueteria Tensorflow. Este tipo de hardware ha estado disponible recién desde
2018 a través de Google Colab. Con respecto a este procesador se esperaba que resolviera
los problemas en menos tiempo que GPU, sin embargo, este tltimo procesador es claramente
mas rapido en todos los casos probados, razén por la que se sospecha que el recurso puede
ser utilizado de otra forma mas eficaz.
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