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MODELO HIDRODINAMICO DE LA MAREA ROJA EN LA BAHIA QUELLON.

El fenémeno de las mareas rojas ha afectado en las tltimas décadas las costas del sur de Chile,
la region de los Lagos, la region de Aysén y la de Magallanes. En particular Chiloé se ha visto
fuertemente afectado con estos episodios de marea roja, generando pérdidas economicas para
la industria pesquera y ademas peligro en la salud de quienes consumen mariscos, debido al
nivel de toxicidad que generan las microoalgas de la marea roja.

El objetivo de este trabajo es desarrollar un modelo matematico, que permita entender la
dindmica de estos eventos y ademas ser capaces de predecirlos. En primera instancia se
realiza un estudio tedrico de las ecuaciones que rigen la dindmica de fluidos incompresibles
(Navier-Stokes), luego se estudian las discretizaciones de las ecuaciones de Navier-Stokes para
calcular numericamente la velocidad de la marea y finalmente se calcula la concentracion de
microalgas en el mar usando la ecuaciéon de transporte de contaminantes de convecciéon-
difusion para estudiar la concentracion de microoalgas en el mar.
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Introducciéon

La marea roja es el incremento masivo de microoalgas en el mar, cuyos efectos pueden
llegar a ser perjudiciales tanto para la salud del humano como para la economia. Su nombre se
debe a que las Floraciones Algales (Bloom) pueden llegar a tefir el agua del mar de diversos
colores, en que el mas comtun es rojo. Esta coloracion del agua se debe a que estas microalgas
poseen pigmentos. Mas generalmente (y correctamente) se conoce como Floraciones Algales
Nocivas (FAN), puesto que estas floraciones masivas se pueden dar sin tenir agua, pero si
siendo nocivas.

Las FAN se pueden clasificar en toxicas y no téxicas.

e AN no toxicas, son aquellas floraciones que dado la gran cantidad de microoalgas,
acaparan demasiado oxigeno, generando mortalidad en peces y demases de la vida
marina.

e FAN toxicas, son aquellas floraciones en que las algas emiten sustancias téxicas y co-
mo algunos moluscos se alimentan de estas microoalgas, puede ser peligroso consumir
mariscos en estas zonas de marea roja para los humanos.

Algunos mariscos que concentran estas toxinas son los choritos, almejas, machas, locos y
cholgas, por citar a los mas conocidos en la cultura popular. El gran problema de la marea
roja, es que no hay forma de determinar si un marisco esta contaminado con estas toxinas
a simple vista, no se aprecia un cambio en su color o olor, s6lo a través de un analisis de
laboratorio se puede estudiar el nivel de toxicidad del marisco. Lo anterior motiva este trabajo
de tesis; realizar un modelo que pueda predecir los episodios de marea roja, sin la necesidad
de estudiar cada marisco, sino que estudiar localmente la concentraciéon de microalgas de la
marea roja en cada region del mar.

Esta tesis estd organizada como sigue: Capitulo 1 introduce los preliminares tedricos,
necesarios para lo que sigue en esta tesis. Capitulo 2 estudia la formulacion variacional de
un problema de Navier-Stokes. Capitulo 3 explica la parte biologica de la marea roja estu-
diando la Alexandrium catenella, introduce el modelo matemaético y el dominio del problema.
En el Capitulo 4 se discuten las discretizaciones e implementaciones computacionales en
MATLAB y C++. En el Capitulo 5 se explica el uso del software OpenFOAM y qué solvers
se utilizan. Finalmente en el Capitulo 6 se realizan las simulaciones y analizan los resultados
obtenidos.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se estudian los fundamentos mateméticos de las ecuaciones de Stokes y
Navier-Stokes, en particular los espacios funcionales asociados a los problemas y teoremas de
existencia de solucion. Se basa en [6], sin embargo [J] también es una buena referencia.

A lo largo de todo este capitulo se trabaja con la hipotesis Q C RY un abierto, acotado y de
frontera Lipschitz.

Primero, es necesario introducir el espacio de las distribuciones (vectoriales) a divergencia
nula

Definicién 1.1 V := {¢ € D(Q)"/div(¢) = 0}.

Sin embargo el espacio anterior es demasiado regular, lo cual motiva a definir el espacio
de las funciones a traza nula y divergencia nula,

Definicion 1.2 V := {v € H}(Q)" /div(v) = 0}.

Se dota a H(€2) de la norma |ul, , := ||[Vul|oo. Claramente V es sev cerrado de Hg(Q)V,

entonces por proyeccion sobre un sev cerrado en un espacio de Hilbert, se tiene que H}(Q)Y =
V @ VLt donde V4 = {u e HY Q)N /(Vu,Vv) =0, YveV}.

Definicion 1.3 L3(Q) := {p € LQ(Q)//pdx = O}.
Q

Proposicion 1.4 L3(Q) se identifica isométricamente con L*(2)/R.



DEM: Sea p € L3(f2), entonces

2 ¢ 2
lI* = fnf llp+cllog
0
= inf|]p||SQ+QCM+CQ|Q|
ceR ’ 0
2 . 0
= ploe + 19
= plifa

Definicion 1.5 V' ={y e H Y (Q)V/(y,¢) =0, Vo eV}

Obs: NO confundir con el ortogonal de V, que se denota V+ el cual es subespacio de
H} ()Y, mientras que V= esté en el dual de Hg(Q)V.

El siguiente resultado es crucial y en primera instancia pasa desapercibido, pues es probar
cerradura que generalmente se hace por sucesiones y no presenta mayor dificultad, sin em-
bargo, jcomo probar que el limite de la sucesion que se toma es el gradiente de una funcion
en L*(Q)?. Revisar [6]o [9] para ver una demostracion en detalle.

Proposicion 1.6 El operador gradiente definido de L*(Q) en H=1(Q) es a imagen cerrada.
Teorema 1.7 Si f € HY(Q)N tal queVp € V, (f,¢) = 0, entonces existe p € L*(Q) tal que

f=Vp

Ademds, si ) es conezo, entonces p es tinico en L*(Q)/R.

DEM: En primer lugar, notar que la hipotesis puede verse de la siguiente forma:

Yo e Vi{pv) =0 < peV’
< ¢ e Ker(div)? pues V = Ker(div)

y se quiere probar que ¢ € Im(V). Luego, es suficiente probar que Ker(div)? = Im(V). Para
ello, la idea es usar el Teorema de la imagen cerrada.

Hay que ver que el adjunto de div € L(H ()Y, L*(Q2)) es el operador —V € L(L*(2), HY(Q)N).
Por representacion de Riesz, L*(Q) se identifica con su dual y Hy(Q)Y con H~1(Q)". Enton-
ces,

N

dp
<Ua—VP>H3(Q),H—1(Q) - _;/Q“‘a_xl
- 0

al Ou;
= ;/Qpax; —Mpues u € HY ()

_ / pdiv(u)da

Q
= (p, diU(U)>L2(Q),L2(Q)

3



Ademaés, por proposicion anterior, Im(V) es cerrado en H1(Q)", y por Teorema de la
imagen cerrada, se concluye que Ker(div)? = Im(V). ]

Recordar que operador gradiente es lineal continua de L*(Q)) en H~Y(QY). El siguien-
te resultado establece a qué subespacios restringirse para obtener que el gradiente es una
biyeccion.

Corolario 1.8 Sea Q C RY. Entonces,

1. El operador gradiente es un isomorfismo de L3(Q)) en V°

2. El operador divergencia es un isomorfimos de V*+ en L3(9)

DEM:

1. Primero la nyectividad. Sea p € L3(2) N Ker(V). Entonces Vp = 0 y de la conexidad
de Q, se obtiene que p es constante ctp en  y como p € L3(12), debe tener media nula,
luego

O:/pdx

Q
= p|Q| pues p constante ctp en

Es decir, Ker(V) = {0}.
Para probar la sobreyectivad, sea f € V°y por Teorema 1.7, V° = Im(V), luego existe
un tnico p € L?(Q)/R tal que

J=Vp

Como LZ(Q) se identifica isométricamente con L?*(2)/R se concluye.

2. Aqui la idea es razonar usando lo probado en el primer apartado, junto a que —V es el
operador adjunto de div. Entonces, div es un isomorfismo de (V)" en (L2(Q)) = Li(Q).
Bastara probar que (V) se identifica con V.

Notar que para cualquier funcion f € VO c H=Y(Q)", basta restringirse a V1 y asi

flve € (V2"
Sea g € (V1)', se busca construir g € H~*(Q) tal que Vv € V,

(g,v) =0
Definiendo g de a siguiente forma: Yu € Hj (<),
<§7u> = <g7 PVJ-<u>>

Si u € V, entonces Py (u) y por lo tanto,

(9,u) = (9, Pyi(u)
= 0

Queda probar que es una isometria, es decir, ||g]|-1,0 = |lg[/v1)-
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Se tiene que

lgll-1o = sup (9, )|
weri(@) [l g
g, P
ueH;(Q) ‘u|1Q
> sup ’<97PVJ_(U)>|
ueV+ |<~ |u]17Q
g,u
- P
wevt [Uli g
= llgllvsy

La otra desigualdad viene de Cauchy-Schwarz y de que la proyeccién sobre un sev
cerrado es 1-Lipschitz lineal. En efecto,

R 1 2 )]
’ u€HE () |u|1Q
||9||(VL)/ |PVL(U)|1,Q
u€HL(Q) |U|1Q
gl vy

IN

IN

Proposicion 1.9 Si ademds que ) es conexo.

Para cada uy € H2(T) tal que [ ug-nds = 0, entonces existe una funcion g € H (), tal

r
que

g = ug sobrel

{div(g) =0 enQ

DEM: Como ug € Hz(T) = yo(H(R)), entonces existe w € H'(2) tal que

w = ug sobre I

Notando que

0 = /u0~nd5
r
= /w-nds

= f div(w)dx por Teorema de la divergencia
Q

Entonces div(w) € L3(€2). Usando que el operador divergencia es un isomorfismo de V+ en
LE(Q), existe v € V* tal que div(v) = div(w).

Se define g := w — v, que por lo anterior es a divergencia nula. Ademéas, g = w sobre I pues
v € HY(D). O



Teorema 1.10 Si f € H Y Q)N tal que Vo € V, {f, ) = 0, entonces existe p € L*(Q) tal
que

J=Vp

Ademds, si Q2 es conexo, entonces p es inico en L*(Q)/R.

Para probar el Teorema hace falta un lema previo, el cual se omite su demostracién debido
a la complejidad técnica pero proviene de un Teorema general de espacios de Banach (Peetre-
Tartar). La demostracion se puede hallar [§].

Lema 1.11 Sea Q) es conexo. Sip € L2 (Q) y Vpe H (), entonces p € L*(Q2)

loc

Ahora si se puede probar el Teorema enunciado.

DEM: Sin perdida de generalidad se puede suponer que {2 es conexo, pues si no, se puede
trabajar sobre cada componente conexa. Por el Lema basta probar que existe p € L7 (Q)
tal que f = Vpe H 1 (Q)V,

Como €2 es abierto, acotado, conexo y con borde Lipschitz, existe una secuencia creciente
(Qm)m>1 de abiertos, acotados, conexos y de borde Lipschitz tal que

QnCcQy Q=]
m>1

La idea es usar el Teorema [[.7], sin embargo, como V esté estrictamente contenido V' no se
puede hacer en 2, pero si sobre los €2,,.

Claramente f|o,, € H1(Q,)".

Sea uy,, € V,,, := {v € H}(Q,,)" /div(v) = 0 en Q,,}. Probemos que {f|q,,, %) = 0. Hay que
usar la hipotesis, pero no necesariamente se tiene que u,, € V, asi que es necesario regularizar
Uy -

Para € > 0, sea p. una funciéon en D(RY) el niicleo regularizador, que cumple

® p: =0

. / pgdx:/ pdr =1
RN B(0,e)

El nicleo regularizador cumple que cuando € — 0, p. * U, — U, en L*(Q). Mas atn, como
Uy € HY(Q)N, se tiene que p. * Uy, — U, en HY(Q)V.
Por otro lado, p. * v € D(RY) pues p. € D(RY), entonces por propiedad de la convolucion

div(pe * uy) = pe* div(uy,)
=0

por lo tanto ¢ = p. * u,, € V, y por hipotesis

<f7 um> = Hme—}O <f7 Pe * um>
~ 0

Del Teorema [L.7} existe p,, € L*(Q,,)/R tal que
flaw = Vom (1.1)
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Como los (£2,,,)m>1 son crecientes, es decir, €, C 11, se tiene
Flom = flom en Oy,
y por , Vom = Vpma1 en Q,,, es decir,
V(Pm = Pmt1) = 0 en Q,

entonces, p,, — Pm+1 €s constante en (2,,, cuyo valor se denota C,, ‘= pm — Pma1 €n ¥
puesto que p,, es tnica salvo constante aditiva, luego tomando p,, + C,, en lugar de p,, se
obtiene que p,, = pmi1 en €2, es decir,

Pm = Pma1 en Q,, Vm >1

Asi, basta definir p := ll/le pm € L*( U Qn)/R = L*(Q)/R = L} () que cumple

m>1

f=VpenQ



Capitulo 2

Formulacién Variacional de Stokes

En este capitulo se estudia la relacion entre constantes para definir inicamente la presion
cuando el dominio esta compuesto por dos abiertos suaves y un tubo que los conecta, basén-
dose en los articulos 2], [3] v [4], donde se usan los resultados sobre espacios funcionales del
problema de Stokes.

Sea el siguiente dominio particionado Q. = Q5 UY; U 0., UQ5 U5 C R?, que corres-
ponde a un tubo O, 1, de largo L y altura €, que conecta dos dominios suaves €] y €15.

Figura 2.1: Dominio octopus

Se define el espacio V¢ := {v € H}(.)?/div(v) = 0en Q.}. El borde del dominio se
denota I', = 09Q2..
El propésito de este capitulo es estudiar el siguiente problema de Stokes con condicién de
borde no homogénea:
—vAu+Vp=f en 2
(S) div(u) =0 en €2,
U = Ug sobre I,

con uy € H? (T'.) que cumple la condicién de compatibilidad, es decir, / ug - nds = 0.
Te
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Hay mucha teoria desarollada para el estudio de este problema, usando los resulados
exhibidos en el capitulo de preliminares. De acuerdo a la Proposicion , existe g € H'(£2,)
tal que

div(g) = 0 enf(l
g = wug sobreI';

Haciendo dicho relevo, el problema se puede estudiar variacionalmente como

Encontrar v € H'(Q.)? tal que

(FVS) (v=g) eV
/Vu:Vvdm—/f-vdx, Yo e Ve
€ QE

El inconveniente de este problema es que si bien la teoria es ampliamente conocida, re-
solverlo numéricamente es muy costoso, debido al largo L de O, 1. Esto motiva a definir el
siguiente conjunto:

Definiciéon 2.1 We = {w e Vejw(xy, x) = <w15)x2)> con (x1,x2) € OE,L}

Proposicion 2.2 W*¢ es sev cerrado en H} (). Por lo tanto, W*¢ es un espacio de Hilbert

dotado del producto interno usual de H} ()%

DEM: Sea (w,,), C W¢ tal que w,, — w en H}(Q.)?. En particular,
div(w,) — div(w) en L*(Q.) Como w, € W¢, div(w,) = 0y por lo tanto div(w) = 0.
Queda ver que w no depende de x; en O, 1. Del hecho que w,, — w en L?(9.)?, se obtiene
que existe una subsucesion (w,, ) tal que w,, — w ctp en Q.. En particular, w,, — w ctp en
wnkl(‘%‘?)

O..1 y puesto que wy, (1, 22) = 0

) en O, 1, se obtiene que

w(xy, ) = (w%&)) ctpen O, . O

La idea de introducir el subespacio W¢ es simplificar el problema (FVS). Asi, se plantea el
siguiente problema

Encontrar v € H(2.)? tal que

(FVIV) (u—yg) € We
/Vu:dex:/f-wdx, Yw e W*
Qe Qe

Teorema 2.3 El problema variacional (FVW) posee solucion y esta es inica.

DEM: Definimos L : W& — R dado por L(w) := f-w—Vg:Vwdxy
Qe

a:WexWe — R dado por a(z,w) = Vz: Vwdz. Claramente L es lineal y a(-,-) es una

€2
forma bilineal pues la integral y derivada son lineales.
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e [ es continua: Sea w € W€,

|L(w)| < |f-w—Vg:Vw|dz
Qe
< |f w|—|—\Vg Vw|dx
agk 8wk
—1d
< / £l ax] ot
Ogx owy,
< [[fllo.ellwllog. + -
kal 8:5] 0,9. O 0,9.
< [lfllocllwlie. +1Vallos.
< (Iflloc. + IVgllo.eo)lwll1e.
e a(-,-) es continua: Sea z,w € W¢,
la(z,w)| < /|V2:Vw|dx
Qe
/ 2 8Zk 8wk
=[]
Q. py) 85Ej 8ZEj
8
N st Ox; 0,0- Ox; 0,9
IV2lo.0.

IAINA

I2ll0c llwll1.
e a(-,-) coerciva: Sea w € W¢,
tw,w) = [ Vul'ds
e
> Cllwlli e,
donde la tltima desigualdad es por la equivalencia de normas en Hj(£2.) debido a la

desigualdad de Poincare.

Entonces por el Teorema de Lax-Milgram, existe un tinico z € W€, tal que
a(z,w) = L(w)

entonces,

/ V(iz+g): Vwde = [ f-wdz

€ QE

Luego, basta definir w := 2z + ¢, pues asi, z = w — g € W*, tal que

Vw : Vwdz = f-wdx m
Qe Qe
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Surge la pregunta natural: ;Qué problema diferencial resuelve la solucion de (FVW)?

Para responder a dicha pregunta, es necesario usar un resultado tipo Teorema m (De
Rham), adaptado al espacio particular We.
_ (wl(%)) }
OE,L -

El siguiente lema permite caracterizar el ortogonal en L?(€.)? de Y.

Definicion 2.4 Se define el siguiente subespacio de H'(£2.)?

Ye = {w € H'(Q.)*/w-n =0 sobre 09, div(w) = 0 en Q. w

o

OBSERVACION: Es claro que W¢ C Y*.

Lema 2.5

L
yel — {90 € L*(Q.)? /90 = Vpy en LQ(QE)Q?/ orday = [p] en L2((0,)), p, € HY(Q), k = 172}
0

DEM: Por simplificaciéon en la notacion, se llama

L
X = {90 € L2(95)2 /QO = Vpk; en LQ(Qi)Q,/ 901d3?1 = [p} en D/((0,5))7pk c Hl(Qi)J{; _ 1,2}
0

Primero se prueba que X es un sev cerrado en L%(€.)% Sea ¢" = (o7, ¢%) C X, tal que
©" — p en L?(Q.)% Hay que ver que ¢ € X.

Se tiene que " = Vpi en L*(Q), y como ¢" — ¢ en L*(€.)?, entonces Vpp — ¢lo: en
L*(Q5)? y como el operador V € L(H'(Q3), L*(£2)) es a imagen cerrada en L?(€25), entonces
existe una subsucesion n; tal que

2

pr = lim pzj en Hl(Qi), ¢ = Vp, en LQ(QZ)2

j—0o0
y de la continuidad de la traza de las funciones H'(€.), se sigue que
P’z = prls:z en L2((0,¢))

- ng ., .,
Ademas, como ¢’ — ¢ en L*(0. 1), se puede extraer una subsucesion la cual se seguird
denotando n; para no sobrecargar la notacion, tal que

L L
/ o dz — / ¢1dzy en L*((0,¢))
0 0

Pasando al limite, se obtiene que

L
/ o1y = plus — plss en L2((0, )
0

Por lo tanto, ¢ € X. A continuacién se prueba por doble inclusién que X+ = Y=,
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e Y5 C Xt:Seaw € Y® Sea p € X,

(w,@)og. = / w - dx

Q 05 O-1 Y2

£
1

= / plw-nds—/ P div(w)—i—/ pgw-nds—/ pgdw(w)—i-/ 1w
005 § S~ 0905 ~—— O:.L

2

0
= plw-n—i—/ plw-n—l—/ pgw-n+/ DoW - n—l—/ prw1
/aaimafza s o0sn00. Y O-1

0 1 2 0

5 L
= / p|g§w1dx2 —/ p|g§w1dx2 +/ wl(QTg)/ @1(1‘1,$2)d$1d$2
H 5 0 0

15 L 5

= [ i) [ erondedes — [ wnl)lple)de,
0 0 0

= 0 puesspelX

o

Notar que se pudo usar la Identidad de Green: Vg € H'(Q2),v € H(div, ),

(Vg,v)00 + (div(v),q)oa = (v-n,¢)o00

pues pr € HY(Q) y w € H'(Q5)2.

e X1 CYe Seawe X+ es decir, Vo € X, (w, ). = 0.
Tomando ¢ = Vp, con p € H'(£2,) se tiene que ¢ € L*(0.). Ademas,

L
/ prdr; = / Op ——dz;
0 axl

- L Zo _p(ova)
= [p}

Esto prueba que ¢ = Vp € X para cada p € H'(€.), por lo cual,
0 = (w, vP)O,QE

= / pw-nds—/ pdiv(w)dx
20 c

Luego,

/ pw - nds :/ pdiv(w)dz (2.1)
00, Qe

En particular, Vp € D(€).), (div(w), p)oqa. = 0, esto es,

div(w) =0 en D'(Q)
y a fortiori esta igualdad es en L*(€).), pues w € H'(2.)% Usando esto en (2.1)), se
obtiene que Vp € H'(Q.), (w - n,p)oan. = 0, por lo tanto w - n = 0 en el sentido de
H2(99.).
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Finalmente, queda probar que w

0..(T1,12) = (wlg@))‘ Sea ¢ € X,

0 = (w7 90)0,(25
w-Vpgdx—l—/ w - pdx

= / w - Vprdor + /
Qs 03 O..L

= / pw - nds — / pdiv(w)dx + / pow - nds — /
005 Qs 005 03

= / p1w~nd5+/p1w~nds+/ pQw-nds+/
995 N9 ne 995N )

€ €
= / plsswiday — / pleswidas + / w - pdx
0 0 OE,L

Entonces, para todo ¢ € X

/ w - pdr = / wy [p]das (2.2)
0.1 0

/O wepds= /O (wlg@)) oda (2.3)

Op.
Como no hay restricciones sobre s en O, se tiene que ¢ = (8 o1 ), con

p
p € D(O. ). Usando (2.2)),

podiv(w)dx + / w - pdx
OE,L

p2w~nds+/ w - pdx
OE,L

£
2

3o L0\O. 1

dp
0= w;—=——dz
/OE,L 181’1
__[owm
- 8,%1 7p

)
a_:ll —0en D(0.1)

De lo cual se deduce que wy (w1, z2) = w;(zs) en D'(O. 1), y como wy(-,-) € L*(.),

Entonces,

wy (21, 72) = wy(72) en L*(O. 1) (2.4)

Para ver que ws|o, (71, 72) = 0, se usa que (2.3) y (2.4), llegando a que
/ wy (1, T9)podz = 0, Yy € L*(O. 1)
OE,L

Asi, w e Y.

En consecuencia, X+ =Y y como Y¢ es sev cerrado en L?(Q,)?, (X))t = X.
Se concluye que Y&+ = X. m
El lema anterior sera particularmente ttil para interpretar la solucion u de (FVIWW). Con el
mismo proposito, pero con aplicaciéon mas directa atn es el siguiente Teorema:

13



Teorema 2.6 Sea ¢ € L*(€2.)?, tal que Yw € H} ()%, div(w) =0 en Qf y

0., (71, T2) = (wl(xQ)), (p,w) = 0. Entonces, existen py € L*(Q25) y pa € L*(5) tnicas

w

0

salvo constante tales que

©=Vp enD(Q) (2.5)
© = Vpy en D/(Qg)
/0 or(er, ) =[] en D((0,)) (2.7)

DEM: En particular, se tiene que para cualquier w € D(Q5)?, tal que div(w) = 0 en
con k € {1,2}

y luego en virtud del Teorema , existe py € L?(€2) tinica salvo constante tal que

¢ = Vpy, en D'(Q)

Més atin, como ¢ € L?(Q.)?, se tiene a fortiori que Vpy € L?(9.)?, es decir, p, € H'(£2.).
Queda probar (2.7)).

Sea w € Hj(Q:)?, tal que div(w) =0 en Qf y wlo_, (v1,22) = (1"18‘772))7

0 = (p,w) i
= / Vpi - wdx + VpQ-wd:E+// ©1(x1, xo)wy (z2)dz das
0s Qs o Jo

€ L
= / prw - nds — / p1 div(w) dz + / pow - nds — / po div(w) dz + / / prwide
o005 Q \«0/—-’ 005 Qs T 0 Jo

i

€ L

= plw-nds—l—/ plw-nds—i—/ p2w~nd3+/ pgw«nds—l—// prwyde
/animaﬂe ha'ad s 005n00: 55 o Jo

0 §
5 L
= /p|g§w1dx2—/ p|zgw1d$2+/ ’LU1(902)/ @171, m2)d
ne B 3 0 0
= /wl(xg)/ gol(xl,:vg)dxldxg—/ wy (x2)[p](z2)dxs
0 0 0

Luego,

/05 w1 (x2) /OL o1(21, x9)dadey = /05 w1 (22)[p] () da, (2.8)

Tomando w;, € D((0,¢)) y extendiéndola a O, 1, como w|o, , (71, 72) = <w1 E)Zlfz)) Se define
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la funcion w := wlo, , 15_, , la cual pertenece a Hg(§2:)?, pues

8w1
Vuwl|? =
Vol = |52 2
2
8w1(x2)
= dz
A (9362 2

< oo pues w; € H}((0,¢))

y por construccion w = 0 sobre 0f)..
Ademas, claramente div(w) = 0 en €., pues como sélo depende de x9, div(w) =0en O, 1 y
es nula fuera de O, ;. Por lo tanto se tiene (2.8)) para cada w; € D((0,¢)), es decir,

/0 o1(21,)d = [p] en D((0,6)) O

Teorema 2.7 Si u es solucion de (FVW), entonces existe py, € L*(€)5) unica salvo constante,
con k € {1,2} tal que

([ —Au+Vp, = fenD(Q)
div(u) = 0en 5

u = wug en el sentido de la traza sobre 092 N OS)] (2.9)
u = (Zl) en el sentido de la traza sobre 25
2

—Au+Vpy, = [ enD(Q5)
div(u) = 0 en Q5

u = wug en el sentido de la traza sobre 02, N 0S5 (2.10)
u = (Zl) en el sentido de la traza sobre X5
L 2

( L azul L )
—/ Wdﬂh +[p = / fdz1 en D'((0,¢))
0 2 0
u1(0) = up(0,0), en el sentido de la traza sobre 0Q. N (0, ¢€)
ui(e) = wuo(0,¢), en el sentido de la traza sobre 02 N (0, ¢€)

€
/ urdrs = —/ Uug - nds
. 0 090-N00E

NOTACION: [p] := plss — pls: = p2(L, 2) — p1(0, z2)

(2.11)

DEM: Como (u — g) € V=, entonces

0 = div(u—g)
= div(u) — disfg)” ® pues el relevo es a la divergencia nula
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Luego se cumple div(u) = 0 en D'(25). Usando el Teorema de la divergencia,

0 = / div
i
= / u - nds
o0
= / u - nds—i—/ u - nds
005 NON= 5e
3
= / -nds + / u1ds
ammaﬂs 0
>
De donde se obtiene que, / urds = — / up - nds.
0 99z NAQE

Del hecho que (u — g) € Hy(Q:)? y el relevo g = ug sobre ', se sigue que
u = uy sobre I'y, y luego, u = ug en el sentido de la traza sobre 0. N 0. Ademés,

w=lon, = (79 eavonces

u(0,29) = (Z;Eg: Z;) sobre Y5
uw(L,zy) = (Z;((Z ii;) sobre Y5
Por otro lado, u es soluciéon de, Vu: Vwdr = f-wdx, Yw € W¢, en particular, se
tiene que e e
Vw € D(Q.)?, tal que div(w) =0 en Q. y wlo,, = (Uném))’
(Au+ fw) =0

Usando el Teorema con ¢ = Au + f, se obtiene que existen existen p; € L*() y
p2 € L?(Q5) tinicas salvo constante tales que

Au+f = Vpr enD'(Q)
Au+f = Vpy enD'(Q5)

L 82’&1 ,
a 2 +f1<x17‘>d$1 = [p] cn D(((]?g))
0o 9T
Otra opcion es notar que ¢ = Au+f € Y y usando el Lema , se obtiene que Au+f € X,
dando un resultado andlogo al de usar Teorema [2.6] Lo cual concluye la prueba. O

OBSERVACION: Para determinar constantes de manera tnica de la presion, se puede por
ejemplo integrar la ecuacion ([2.11f), respecto a x5, obteniendo

2 € € L
// 8u1dx1dx2 /[p]dxz—// fdxidx,
0 o Jo

02 5 € L
e imponer, / / “ ——5dridzy = 0, lo cual implica que / [p]das :/ / fdxidx,. Esto
o Jo

0
es, la presion es tal que integrar verticalmente el salto de presiéon coincide con integrar la

componente tangencial de la fuerza en todo el tubo O, 1.
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Capitulo 3

Marea Roja

3.1. Biologia

Desde 1972 se ha senalado a la Alexandrium catenella como la gran responsable del Veneno
Paralizante de los Mariscos (VPM), encontrada en la region de Magallanes. La Alezandrium
catenella es un Fitoplancton, organismo con capacidad de realizar fotosintesis. Desde un
punto de vista toxicolégico, es la microalga de mayor importancia, por lo cual es fundamental
estudiar su ciclo de vida para comprender el fenémeno de marea roja.

El ciclo de la Alexandrium catenella consta de cinco etapas.

vegetative
{ N\

gametes

¢
0 )
ok@

Figura 3.1: Ciclo de vida de Alexandrium Catenella.

1. Quiste: Residen en el fondo del mar, cubierto por sedimentos. Esta etapa puede durar
anos.

2. Germinacion: Ocurre bajo condiciones especificas del medio ambiente, tales como la
temperatura, luz y oxigeno. El Quiste se rompe y emerge una celula, la cual se puede
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reproducir (dividiéndose) a los pocos dias.

3. Crecimiento vegetativo: La célula nada hacia la superficie, comenzando su etapa de
crecimiento gracias a la luz y la disponibilidad de nutrientes.

4. Gameto: Cuando se acaban los nutrientes, el crecimiento vegetativo se termina y se
forman dos gametos.

5. Cigoto: Los dos gametos anteriores se unen, formando una célula la cual se desarrolla
hasta convertirse en cigoto y luego en un quiste, el cual cae al fondo del mar y comienza
el ciclo nuevamente.

3.2. Modelo Matematico

Como se explica en la introduccion, la marea roja es un fenémeno tremendamente comple-
jo, pues depende de muchos factores tanto fisicos como bidlogicos, entre ellos la temperatura,
intensidad de la luz, concentraciéon de nutrientes, velocidad del mar, entre muchos otros. Por
lo cual para modelarlo se deben hacer simplificaciones.

El objeto de estudio es ¢ la concentracion de alga en cierta porcion del mar. Dicha concentra-
cién evoluciona con el tiempo y no es homogenea en espacio. Para describir la concentracion
de microalgas se utiliza la ecuacién de conveccion-difusion:

Oc(x,t)

5 + div(cu) — div(DVe) = F. (3.1)

con u la velocidad de la marea, D la constante de difusion del alga en el mar y F' el término
de fuente. Esta ecuacién es una combinacion de dos procesos fisicos:

e Transporte convectivo (advectivo): es la capacidad del medio de transportar la concen-
tracion debido a la velocidad del medio.

e Difusion: las particulas se mueven de las zonas de mayor concentracion a zonas de
menor concentracion.

Esta ecuacion en el fondo se refiere a que si la concentracion de algas comienza en un lugar,
por ejemplo el centro, el medio, es decir el mar, debido a su dindmica transporta el alga, por
lo cual la concentracién en ese sitio inicial va cambiar.

El término fuente F' se determina como la tasa de nacimiento menos la tasa de muerte
de microalgas. Es en éste término que aparece la componente biologica (temperatura del
ambiente, intensidad de la luz, salinidad, etc). Sin embargo, por la complejidad de este
término al no contar con una expresiéon analitica, en esta tesis se trabaja con la hipodtesis
F =0, es decir, no se producen nuevas microalgas ni mueren dentro del dominio de interés.
La idea es contar en el futuro con datos para poder modelar esta funciéon. De momento, basta
con suponer F' = 0 y asi estudiar el transporte de microoalgas en el mar.

El principal problema de esta formulaciéon es que depende de la velocidad del medio que
en este caso es el Mar: la concentracion es la incognita y la velocidad debe ser dato, pero
claramanente la velocidad del mar no es un dato, o al menos hasta el momento no existe
una forma de medir la velocidad del mar en cada punto y tiempo. Hallar la velocidad del
mar es mas dificil que resolver (3.1]), pues en la conveccién-difusion hay una sola incognita:
la concentracion.
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3.3. Campo de velocidades

Antes de resolver la EDP asociada a la concentracion de algas, se debe calcular el campo
de velocidad de la marea. Esta se calcula a través de las ecuaciones de Navier-Stokes:

p (% + (u-V)u— ,uAu) =—-Vp+ fen Q (3.2)

V-u=0en Q (3.3)

donde las incognitas son u la velocidad y p la presion. Notar que v : R x R?* — R3, v la
presion p : R x R® — R3. Luego, u(t,z,y,2) = (ui(t, z,y, 2),us(t, ,y, 2), us(t, v, y, 2)) sus
componentes en el eje X, y, z respectivamente.
Y los siguientes parametros:

e f la fuerza por unidad de volumen.
e 1 la viscocidad dindmica de un fluido.

e p la densidad del fluido.

Esté probado (ver [9]) que existe solucion tnica si la viscocidad es lo suficientemente gran-
de. Este régimen se conoce como laminar (el movimiento del fluido es ordenado), mientras
que para viscocidades pequenas el movimiento del fluido es desordenado, regimen conocido
como turbulento.

Se define v = ; la viscocidad cinemética.

Para el caso del agua la viscocidad cinematica es del orden de 1076 a 10~° m?z, la cual es bas-
tante pequeia y se entra en regimenes turbulentos (lo cual tiene sentido pues el movimiento
del mar es desordenado).

Como primera aproximacion a resolver el problema, en esta tesis se desarolla el caso laminar.
El caso turbulento requiere de tener bien estudiado el caso laminar (que es resolver Navier-
Stokes estable), pues aparecen nuevas componentes en las ecuaciones.

La viscosidad corresponde con el concepto informal de espesor. Es una propiedad fisica ca-
racteristica de todos los fluidos, la cual emerge de las colisiones entre las particulas del fluido
que se mueven a diferentes velocidades, provocando una resistencia a su movimiento. En
pocas palabras es una resistencia a fluir. Es una medida de la resistencia de la deformacion
del fluido.

3.4. Bahia Quell6n

El dominio de interés es la Bahia Quellon, ubicado en Chiloé, Region de los Lagos. La
siguiente figura muestra la Bahia Quellon visto con Google Earth.
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Figura 3.2: Bahia Quellon vista desde arriba con Google Earth.

3.5. Diferencia entre oleaje y marea

Es recurrente confundir oleaje con marea, por lo cual es necesario entender la diferencia
entre éstos conceptos, ya que el objeto de interés en este problema es la marea y no el oleaje,
para asi imponer las condiciones de borde adecuadas.

Las olas son movimientos ondulatorios, oscilaciones periédicas de la superficie del mar, for-
madas por crestas y depresiones que se desplazan horizontalmente. Las olas las crea el ro-
zamiento del viento sobre la superficie del agua y la realimentacion: cuanto mas altas, mas
viento recogen y mas crecen. La marea es el cambio periédico del nivel del mar producido
principalmente por las fuerzas de atraccion gravitatoria que ejercen el Sol y la Luna sobre la
Tierra.

Marea alta es el momento en que el agua del mar alcanza su maxima altura en el ciclo de la
marea, mientras que la Marea baja es el momento en que el agua del mar alcanza su altura
minima en el ciclo de la marea.

Un modelo simple que explica por qué se producen las mareas proviene del equilibrio de
fuerzas usando la segunda Ley de Newton. En esta explicacion se considera la Tierra como
un cuerpo rigido de forma esférica de radio Ry, que esta cubierta por una capa de agua de
espesor uniforme. La Tierra se ve sometida a la atraccion gravitatoria tanto del Sol como la
Luna, ambos influyen en la marea. Por simplicidad simplemente se considera el efecto de la
Luna.

La Tierra y la Luna rotan en torno al centro de masas comin del sistema Tierra-Luna. La
distancia entre el centro de masa de la Tierra y el centro de masa de la Luna se denota dry,.
La fuerza de marea F; en un punto de la superficie de la Tierra, es igual a la diferencia entre
la fuerza de atracciéon que la Luna ejerce sobre un objeto situado en dicha posicion, y la
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fuerza de atraccidon que ejerceria sobre tal objeto si estuviese en el centro de la Tierra. Hay
cuatro puntos interesantes A, A’ y B, B’, que representan las dos zonas de marea alta y las
zonas de marea baja, respectivamente. En la siguiente figura se esquematiza esta situacion

TL L

Figura 3.3: Tlustracion de la fuerza de mareas.

e En el centro de masa de la Tierra C, hay equilibrio de fuerzas entre la atraccion gravi-
tacional ejercida por la Luna sobre la Tierra y la fuerza centrifuga. Es decir,

Fo(T) = F(T) (3-4)

e En el punto A la atraccion de gravedad ejercida por la Luna es mayor (menor distancia)
a la fuerza fuerza centrifuga. Luego la fuerza de marea es la diferencia

E&(A) = Fg(A) - Fg(T)

La distancia entre el centro de masa de la Luna y el punto A de la Tierra es dr;, — Rr,

por lo tanto F,(A) = —G%i. Entonces,

1 1\
F(A) = —GMrM;, ((dTL my d%L)l

2ry Ry — 13 .
d3., (drr — Rr)?

Como Rr << dpr, se puede hacer la siguiente aproximacion

—2GMpr MRy
Ft(A) ~ L Ti

3
dTL

- —GMTML

e En el punto A’ la atraccion de gravedad ejercida por la Luna es menor (mayor distancia)
que la fuerza centrifuga. La fuerza de marea es la diferencia F;(A') = F,(A") — F,(T).
Analogamente a los célculos anteriores, como la distancia entre el centro de masa de la
Luna y el punto A’ de la Tierra es drj, + Ry, se obtiene que

2GMyrMp Ry
F}(A)%%l
TL
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e En el punto B la fuerza de atraccion gravitacional es radial 7 y como F (T) apunta
en i, es necesario hacer la descomposicion de fuerzas 7 = cos(@) + Seno(e) 7, como el

angulo 0 es muy pequeno, se tiene que cos(f) ~ 1y sen(f) ~ E' Entonces

—GMTMLRT ~ GMTML > GMTMLA

F(B) = J— i
drr(d3, + R%)”  df, + R% d%,
~ MML T/\
d — 3 J
GMrMpRy
Analogamente para B’, se obtiene que Fy(B') = —ggT LL T3

Notar que, en modulo Fy(B) y Fy(B’) es la mitad que F;(A) y F(A").

Los calculos muestran que las mareas se producen por la diferencia de fuerza de atraccion
gravitatoria con la Luna (con el Sol es anélogo) entre el punto méas cercano y maés lejano de
la Tierra a la Luna (que estan conectados por el didmetro en la direccion radial a la Luna).
Esta diferencia provoca que se estire la Tierra desde estos extremos, formando un elipsoide
como el que muestra la figura [3.3] Ademas, como el periodo de rotacion de la Tierra es de
aproximadamente 24 horas, se demora 6 horas en pasar del punto A al punto B, igualmente
en pasar de B a A, de A’ a B’ y de B’ a A. Esto explica porque el tiempo aproximado
entre marea alta y marea baja es de 6 horas y el periodo de mareas (entre una marea alta
y la marea alta siguiente o entre una marea baja y la marea baja siguiente) es de 12 horas
aproximadamente.

Para trabajar con datos reales de mareas, se extraen datos a partir tablas de mareas de la
Bahia Quellon de internet [} Con este fin, se usa la funcion get TableFromWeb de MATLAB P
que permite leer tablas con datos y retorna los strings. Por lo tanto, el trabajo fue convertir
esos strings (considerar que no todos los dias tienen 4 mareas) en vector y posteriormente
realizar una interpolacién trigonométrica. Todo sto se hace en el script GenerarDatoDeTa-
blasDeMarea en MATLAB.

La tabla muestra las cuatro mareas al dia que se producen en el dia, durante una semana
completa: desde el 04 de Febrero hasta el 09 de Febrero.

El grafico muestra la altura que alcanza la marea en cada hora del dia, en la Bahia
Quellon la semana desde el 04 de Febrero al 09 de Febrero. Esto es 1til a la hora de establecer
las condiciones de borde del problema, para posteriormente simularlo. Las rectas verticales,
son lineas de separacion entre cada dfa. La figura [3.5b] muestra la altura de las mareas del
dia 04 de Febrero. Los puntos azules muestran las cuatro mareas (bajas y altas) de ese dia.

La pagina utilizada es https://es.tideschart.com/Chile/Los-Lagos/Provincia-de-Chiloe/Puerto-Quellon.
También se considerd la opcion de usar datos del SHOA https://www.shoa.cl/php/mareas.php, el problema
es que no se encuentran datos de la Bahia Quellén en este caso. De todas formas no es tan relevante, el
proposito es simplemente considerar como condicion de borde algo mas realista que sen(wt) y cos(wt), sino
que combinaciones de estas con distintas amplitudes en cada marea.

Zhttps: //www.mathworks.com /matlabcentral /fileexchange /29642-get-html-table-data-into-matlab-via-
urlread-and-without-builtin-browser Cortesia de Sven Koerner por compartir su funcion.
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Figura 3.4: Tablas de las mareas en Puerto Quellon desde el dia 04 de Febrero del 2020 al 09

de Febrero.
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Figura 3.5: Graficos en MATLAB a partir de la tabla de mareas leida desde internet.
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Capitulo 4

Ecuaciones Discretizadas

En este capitulo se estudian las ecuaciones discretizadas de Navier-Stokes y conveccion-
difusion usando el Método de Volimenes Finitos. Se implementan los algoritmos tanto en
MATLAB como en C + +.

4.1. Ecuaciones discretizadas de Navier-Stokes

Como al discretizar, cada componente de velocidad tendra dimension igual al namero de
volimenes finitos considerados, se vuelve muy pesada la notacion v = (uq, us, u3) para la
velocidad, lo cual conlleva a adoptar la notacion u = (U, V, W) para la velocidad. Ademas,

considerando la densidad p constante, se define P := =, que por simplicidad se sigue llamando
presion. Por ultimo, la fuerza f simplemente se expresa como f = (f-eq, f-eq, f-e3) en que

e1, €9, €3 es la base candnica en R3.
Con la notacion especificada arriba la ecuaciéon de momentum en el eje x queda:

oU oP
— VU —vAU + — = f -
5 +u v + B f-e
Sean w; C  volumenes finitos, coni € {1,..., N} y N el nimero de volimenes finitos, es
N
decir ) = Uwi. Sea w; un volumen finito, cuyo borde es dw; = U r;.
i=1 j:I'j es cara de wj

Integrando sobre un volumen finito w; cualquiera,

/a—wa—i—/u-Vwa—V/ Awa—l—/a—Pdw:/fﬁldw
w Ot wj wj w O wi

Por hipotesis de volimenes finitos las funciones son constantes en el interior de cada
volumen finito (en los bordes depende de la interaccion entre volimenes contiguos).
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Vo € wi,
Uz, t) = Ulx,t) = Ut) = U
P(z,t) = P(x,t) = P(t) =: Pk

freat) = freat) = (fre®) = (f-e)l

en que i sera usado como subindice y representa el valor de la funcién en el volumen wj,
mientras que k € N el superindice es la etapa temporal actual.

A continuacion se discretiza cada término:

e Término de evolucion:

W g
w Ot ot
g~ vt
e Término de conveccion:
/ u-VUdw = / div(Uu)dw usando que div(u) =0

1 i

= /{)‘U(u-n)ds
Y. UMD n)(T) T

1

Q

J:I'j cara de wj

Queda definir bien el término de velocidad en el borde, pues ésta toma valores distintos
en los volimenes finitos vecinos. Si I'; es cara externa, es decir I'; € 0€2, simplemente
UM(';) = UF. Si la cara I'; es interna, es decir, dw; N dw; = T';, entonces se utiliza la
condiciéon conocida como upwind

Uk si (uf-n)(T;) >0

Uy si(u®-n)(l;) <0
Esto quiere decir, que si el flujo sale del volumen finito w; (entra al volumen finito
vecino w;) la velocidad en el borde es la del volumen finito con que entra el flujo UF, y

si el flujo entra al volumen finito w; (sale del volumen finito vecino w; la velocidad en
el borde es la del volumen finito con que entra UF).

/AU-Vwa% Z Ujk(uk-n)(Fj) IT';| + Z UF(u" - n)(T;) |Ty]

j:I'j cara de wj j:I'j cara de wj
T'; es cara interna T'; es cara interna
(uF-n)(T';)<0 (uk-n)(r;)>0

+ Y U )Ty (41

j:I'; cara de w;
I'; es cara externa
J

Ademas, del hecho de que div(u) = 0 en w; y usando el Teorema de la Divergencia
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/wi div(u)dw

/ u - nds
Ow

>

J:I'j cara de wj

>

j:I'j cara de w;
I'; cara interna
(uF-n)(I';)<0

u* - n(T;) Tyl

Q

De donde se obtiene que,

2

J:I'j cara de w;
I'; cara interna
(u*n)(1;)=0

u® - n(T;) 0| +

Uk,

1

Multiplicando por

Y. UM n) () 0]+

j:I'j cara de w;
I';j cara interna
(uk ) ()20

u® (D) L]+

u® (D) |T] + u® () Ty

j:I'; cara de w;
I'; cara interna
(u*n)(T5)>0

>

j:I'; cara de w;
I'; cara externa

u® - n(T;) Tyl

2

J:I'j cara de w;
I'; cara externa

== Y wam)In) (@2)
J:I'j cara de w;
I'; cara interna
(uF-n)(T';)<0
Yo U n)(1y) |1y
j:I'; cara de w;
I'; cara externa
—— ) Ufrn)Ty)|r,] (43)

j:I'j cara de wj
I'; cara interna
(uk ) (T}) <0

Finalmente, reemplazando esta ultima expresion en (4.1) se obtiene la discretizacion

del término convectivo

1

e Término de difusion: Laplaciano

/'u.wm S W -Uh @ n)(m) I

(4.4)

J:I'j cara de w;
I'; cara interna

(uFn)(T;)<0

/ AUdw / div(VU)dw

= / VU - nds por Teorema de la Divergencia
Ow;
= / a—Uds
Aw; 371
(Ur - Uf)
~ > — T
de(ws, WJ)



donde d.(w;,w;) denota la distancia desde el centro del volumen finito w; al centro del
volumen finito w;. Esta aproximacion de la derivada normal tiene sentido si el vector
distancia entre centros es perpendicular a la cara I';. Sino, se puede considerar como
de(wi, w;) = d(wi,w;) - n(T;) la distancia entre centros producto punto la normal a I';.

e Término de Difusion: Gradiente de presion

OP
—dw = / Pn,ds integrando por partes
Ow;

w 0T
> Pmg(Ty) Ty

j:I'; cara de wj

Q

en que n,(I';) es la componente x de la normal exterior a I';.

OBSERVACION: Surge la pregunta natural de si definir la variable presion en las caras o
en los volumenes finitos. La respuesta es que se consideran presiones en cada volumen
finito y también las presiones en las caras externas en las cuales no hay condicion de
borde sobre la velocidad. Esto se explica mas adelante.

e Término fuente:

/ frerdw (f - en)t

Luego la ecuacion de momentum en x discretizada queda como sigue a continuacion:

|wil k kY () k k w VI
AL Ui + | Z (U7 = U5)(u” - n)(Ly) |Ty] = | Z (U = U )m
j:I'; cara de wj j:I'; cara de wj
I'; cara interna
(ukn)(T;)<0 (4.5)
|wil g
Y Pina(D)In] = lal (et + U

J:I'j cara de w;

Como el término convectivo es no lineal, no se pueden resolver las ecuaciones discretizadas
como un sistema lineal del tipo
AUV, WPl =b
por esta razoén es necesario linearizar la discretizacion. Esto se hace a través de iteraciones
tipo punto fijo:
k,0 k,0 kt okt .
Sea U;"" := UF, P := PF y para cada £ > 1 se definen U;”", P"" como la solucién de

1

2 k.t ke—1 klN ki—1 k.t k.0 v Lyl
N + D (% Vi (7 '”)(Fj)|rj|+A > W -u )W
j:I'j cara de ws j:I'; cara de w;
I'; cara interna
(uF = 1n) (1) <0
Wi _
Y RN = el (e S (4

J:I'; cara de wj
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donde se espera que hm U ot = UF

=00

y lim P**
{—00

= Pk,

Anal6gamente, se obtienen las ecuaciones discretizadas de momentum en y, z

|wil

At

k.l k¢ kl—1
Vit + > Vi (=u™ e n)(
j:I'; cara de w;
I'; cara interna

L) [T

il +

j:I'j cara de wj

k.t k.t V|Fj|
<V Vi )dC(whwj)

i Y

D

(uF4=1.n)(T';)<0
k.0 |w1| k,0— -
D PPy () [T = el (f - et + - > VT a)Iy) [T

J:I'j cara de w; J:I'; cara de wj
I'; cara interna
(a1 m)(T;)<0

jwil Bt kg k-1 k,t YNRAY

i > D W (=) (T + Y (=W )W

J:I'j cara de w;
I'; cara interna
(uFt=1.n)(I';)<0

PEn(T)) [Ty = Jax| (f - e3)f +

Y

j:I'j cara de wj

|W1|
At

Estas igualdades son ciertas para todoi € {1,

hay N ecuaciones y como la velocidad es vectorial

j:I'j cara de wj

k=1 _
vl

W ) (1

D

j:I'j cara de wj
T'j cara interna

(uk+t= L) () <0

i) 105

, N}, por cada componente de la velocidad

= (U,V,W) se tiene en total 3N

ecuaciones, mientras que hay 3N + M incognitas, 3N para la velocidad y M para la presion.

Por lo tanto faltan ecuaciones.

Primero es necesario aclarar como definir la presion y por consiguiente el valor de M, para

lo cual hay dos opciones:

Definir las presiones sobre las caras, en cuyo caso M corresponde al ntimero de caras.

Definir las presiones sobre voliimenes finitos, méas las caras externas en que la presion
no es condiciéon de borde (y la velocidad si). Asi, M es el nimero de volumenes finitos

més las caras externas en que la presion no es condicion de borde.

Las ecuaciones restantes vienen de la condiciéon de fluido incompresible V - u = 0. La idea es
traducir esta condicién en el ntimero de ecuaciones de cada opcion.

Opcién 1: Para obtener tantas ecuaciones como caras se impone que el flujo que entra en cada

borde es el mismo que lo que debe salir (pensando en que en dicho borde I' conecta dos
volimenes finitos vecinos w; y w; el flujo entra desde w; a w;):

uf -ny(T;) = —ub-ny(Ty)

boni(T;)

pues n; = —n;, la normal exterior a w; en
exterior a w; en la cara I';.
A modo de justificacion de dicha hipotesis, se enuncia la siguiente proposicion:

la cara I'; tiene signo opuesto a la normal
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N
Proposicion 4.1 Sea uw € H'(Q) tal que div(u) =0 en Q = Uwi, con u constante en
i=1
espacio en cada volumen finito w;, esto es u(x,t) = u;(t) Vr € w;.
Entonces, Vk,l € {1,...,N},

n(Owy N dwy) = uy, - n(Owg N Ow;)

conn:=mn; = —ng.
DEM:
0 = (div(u),p)

= —/u - Vipdw
Q

N
= —Z/U-V@dw

B dp dp
= —Z/U v + W dw

:—ZU/a—SOd +V/ d+W/agOdw

i=1 wi
N

= — g Uj - / endw
1—1 Owi

— _Z > /gpnds

i=1 j:I'j cara de w;

En particular, tomando ¢ € D(wy U w;) tal que sop(p) D dwy N dwy, se tiene que

0 = —ul~/ gpnlds—uk-/ pngds
Ty, r

Ik

= —u- / ends + ug - / pnds
Owi,NOw; OwrNOwy

Como las caras son poligonos planos, la normal a una cara es constante sobre la cara,

entonces
0 = —(ul-n)/ gods—i—(uk-n)/ pds
OwgNow; OwrNOw;
= (up—w)-n eds
OwNOwy
En que basta tomar ¢ tal que / wds > 0. Se concluye que ug - n = u; - n. O]
Owr,NOw;

A pesar de que esta es la verdadera condicion, pues la condicion de divergencia nula se
traduce en que el flujo que entra por una cara, debe ser el mismo flujo que sale, tiene el
problema de que por cada presiéon hay una restriccion sobre la velocidad en esa cara, lo
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cual conlleva a tener demasiadas restricciones, y para dominios con muchos volimenes
finitos, el nimero de caras es mayor al nimero de velocidades, por lo cual hay mas
restricciones sobre la velocidad que incognitas.

Opcion 2: Es una relajacion del caso anterior. Descomponiendo el término en que aparece la
presién en las ecuaciones discretizadas,

Yoo PnT)Il= Y PM)T+ > Py [Ty

j:I'j cara de wj j:I'j cara de wj j:I'j cara de wj
I'; es cara interna I'; es cara de borde

Luego la presion se define siguiendo la Opcion 2, pues la Opcién 1 considera mas
restricciones que incognitas, lo cual vuelve el sistema matricial infactible. Entonces la
presion en los bordes se calcula como

PF+ P} . .
_ si I'; = Ow; N Ow; es cara interna

si I'; es cara externa (de borde)

Hay tantas presiones M como voliimenes finitos mas el nimero de caras externas, y la
restriccion asociada a cada presion es,

> Wby =0 (4.7)

J:I'j es cara de wj

Asi se consiguen las 3N + M ecuaciones y se puede plantear un sistema matricial para resolver
el problema discretizado.

Para una cierta etapa temporal k£ € N fija y para cada ¢ € N, el sistema de ecuaciones se
escribe en forma matricial a continuacion

Avy Onxn Onxn  Avp Ukt by

Onvxy  Avu Onxn  Ayp Ve by (4.8)
Onxn Onxn Ay Awp | | W] T [ bw '
AEP A\T/P A:,I/;/P Onrxn prt bp

donde



¥

(Avo )i

(Avv)sj

(AUP)ii

(Aup)sj

(AUP)ib

(AVP)ii

(Avr)i

(AVP)ib

(AWP>ii

(Awp)sj

(AWP)ib

J
JAN

>

(=™ n) () 1] +

j:I'j cara de w;
I'; cara interna

k,l—1
(ui’

—v ||
d0<wi7wj>

;>

2
j:I'; cara de wj
I'; cara interna

na (L) [Ty
2
15 (Ls) [Ty
1
5 2
j:I'; cara de wj
I'; cara interna

ny (I';) 1
2
1y (L) [T
1
5 2
j:I'j cara de wj
I'; cara interna

n.(T;) [Tyl
2
n. (L) Tl

n

)(I'})<0

si I'; es cara de w;

«(I') Ty

j:Fj

D

cara de wj

si I'; es cara de w; y I'; cara interna

si I'y es cara de w; y I'y cara del borde

ny () [Ty

si I'; es cara de w; y I'; cara interna

si I'y es cara de w; y 'y cara del borde

n. (') [T]

si I'; es cara de w; y I'; cara interna

si I'y es cara de w; y I'y cara del borde

a1y

dC(wiawj)

los términos restantes son 0. Por lo cual la matriz A es sparse y ademas es simétrica.

Notar que

(Avp)i B + (Avp)uP + (Awp)u P = 5

D>

J:I'j cara de w;
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y por Teorema de la Divergencia,

0 = / div(1)
o
ow

~ > ()l

j:I'j cara de wj

Se deduce que

B
(Avp)ils + (Avp)uPs + (Awp)uP; = D) Z n(L;) [Tl
j:I'j cara de wj
I'; cara externa

. Qué ecuacion es la que se obtiene del ultimo bloque de filas de la matriz A?
AGpU + AL pV + AjypW =0

Hay 2 casos, el caso en que la fila corresponda a un volumen finito w; o bien a una cara
externa I'%.

N
(AEP)FU = ZAUP ji
7j=1
ng(I4) [T
-y
JTi=0wiNdw; #0
N

(ATp)ul = > (Aup)pU;

j=1

= > ne(Ty) 5| U;

j:I'y cara de wj
T’y cara externa

= n,(I) [Ts| U,

con my, el volumen finito al cual pertenece la cara de borde I'y,. Analogamente para los demas
productos,

n Fi Fi
(AVpV = > %Vj
J:Ti=0w;NOw,; #D
n, Fi Fi
(Afyp)W = > %Wa

JTi=0wiNOw;#0

Luego,

(ATp)ieU + (App)iV + (Afyp)ieW = > wenT) =0

JTi=0wiNdw; #0
(AUP)boU + (Avp)bov + (AWP)bOW = Um, - n(Ly) [Ty

DO | —

La primera igualdad se interpreta como la condicién de flujo promedio nulo sobre las caras
del volumen finito, mientras que la segunda es imponer una condicién sobre las velocidades
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normales, dado que la presion es incognita en dichas caras.

El lado derecho queda como

|wi]

- k,e—1 k,e—1
(bv)i = EUik Pl (f - en)f + > T (=u - n)(T5)U;
j:I'j cara de wj
I'; cara interna
(- Ln)(1;) <0
‘wil - ke—1 k,e—1
(bv)i = E‘/ik Pl (f - e2)f + > T (=u™ - m)(T5) V™
j:I'j cara de wj
I'; cara interna
(= Ln)(1;) <0
‘wil - ko—1 k,e—1
(bv)i = EWik P ] (f - es)f + > 5] (=u™ " - ) (T) W5
J:I'j cara de w;
I'; cara interna
(- Ln)(1;)<0
(bp)i = 0
(bp), = dato sobre las velocidad normal en la cara I,

Con lo cual, el sistema matricial queda completamente determinado.

OBSERVACION 1: Con la descripcion de las matrices dadas, las condiciones de borde
vienen escondidas en la matriz A, las cuales son datos y deben pasar al lado derecho. Esto
depende de cada region del borde (Fondo, Superficie, Mar-Tierra y Mar-Mar) y se hace al
programar las matrices.

OBSERVACION 2: Sin pérdida de generalidad se puede considerar f = 0, pues basta
considerar el cambio de variable P en lugar de P — gz.

4.1.1. Condiciones de borde en Navier-Stokes para la marea

Aqui es necesario tener en consideracion que si se impone condicién de borde sobre la
velocidad en una region, entonces la presion en dicha cara es incognita, asi mismo si hay
condicién de borde sobre la presiéon en una region, la velocidad en los volimenes finitos que
tienen una de sus caras en dicha region es incognita (la dualidad entre la velocidad y la
presion). A continuacion se discute la eleccion de la condicion de borde sobre cada region.

e Fondo: Aqui el fluido debe derrapar, asi que se usa v -n = 0, y la velocidad tangencial
se deja libre.

e Superficie: Esta es la condicién de borde que modela la marea. Como el nivel del mar
varia sinusoidalmente y se parte con velocidad nula, la elevacién del mar en la superficie
tiene perfil z(t) = Acos(wt) con w = 2% el perfodo angular y A la amplitud. Luego la
velocidad viene dada por u,(t) = W = —Awsen(wt).
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e Mar-Tierra: Es la condicién de borde mas simple, u = 0.

e Mar-Mar: Aqui se usa P = 0. Se puede pensar en usar presion hidrostatica P = gz,
pero recordar el cambio de variable P <— P — gz.

Regiones del borde Condicién sobre u Condicién sobre P
Fondo u-n=>0 no hay
Superficie u, =W = —Awsen(wt) no hay
Mar-Tierra u=10 no hay
Mar-Mar no hay P=0

Tabla 4.1: Tabla resumen condiciones de borde en Navier-Stokes implementadas en MATLAB.

4.1.2. Soluciéon del sistema lineal: MINRES

Para resolver Navier-Stokes el problema se reduce a resolver el sistema lineal Az = b con
una matriz cuadrada de (3N + M) x (3N + M) y b un vector de dimensiéon 3N + M. Conviene
estudiar el problema en general: Sea A una matriz simétrica invertible de d x d y b € R%.

En el caso de Navier-Stokes como la matriz A es simétrica y no es definida positiva (por
ende no se puede usar Gradiente Conjugado) se opta por utilizar el Método MINRES; el cual
se detalla a continuacion a partir del articulo original [7].

MINRES es un método iterativo para la soluciéon numérica de un sistema simétrico de ecua-
ciones lineales.

La idea del método es aproximar la soluciéon por un vector en un subespacio adecuado, de
forma de minimizar el residuo r(x) := ||Az — b]|.

Definicion 4.2 Para cada n > 1 se define el n-ésimo subespacio de Krylov

Ko = (b, Ab, ... A" 'b)

El siguiente resultado es muy importante, pues dice que bajo ciertas condiciones la solucion
xr = A7'b pertenece a un subespacio de Krylov, y asi el algoritimo MINRES cobra sentido.

Proposicion 4.3 Si existe k € N tal que, dim(ICy) = 1, dim(Ky) = 2,..., dim(Ky) = k =
dim (K1), entonces:

i) VO >k, dim(K,) = k
i) A7lb € K.

DEM:

i) Basta probarlo para ¢ = k+2. Se tiene que Ky o = (b, Ab, ..., A¥F1b), por lo tanto hay

que demostrar que A*T'b se escribe como combinacién lineal de b, Ab, ..., A*¥~'b Dado
que dim(Ky) = dim(Kgy1), se tiene que A¥b € Ky, luego existen Ao, A1, ..., \e1 € R,
tal que

AR = Nb + M Ab+ ...+ N AP (4.9)
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Multiplicando por A, se obtiene

AMD = XNgAD + M A%D + .+ M1 AR (4.10)
Reemplazando en , se obtiene

AMD = Ngb 4+ A Ab + ...+ A1 AFTD

donde 5\0 = )\0)\k—17 5\1 = )\0 + )‘1/\k—1; ce j\k—l = )\k_g + )\,%_1.
ii) Multiplicando (4.9) por A~!, se obtiene

AR = N AT D N b N AR
Despejando, se deduce que

A= Ngb+ MAb+ ... + M 1 A D € Ky

- T Ao 1
con A — A )\ = O]
n Ag = N | 1= /\0 k—1 = )\o
En ocasiones los vectores b, Ab, A%b, ..., A*=1b pueden estar muy cerca de ser linealmente

dependientes, por lo cual conviene ortonormalizar la base del subespacio de Krylov. Para ello
se aplica el método de Gram-Schmidt:

( V1 = be ICl,
wy = 7{57 51 = leHa
N 1
Wy, = E c ]Cl,
Vg 1= Aw; € ICQ,
Wy 1= U2 — <712>1TJ1>U71, Ba = Hw2H>

~

W
Wy 1= — € Ko,
2

v 1= Ay € K3,
w3 1= v3 — (U3, W)W — (V3, W) W2, B = |lws,
w3
W3 1= — € ]Cg,
3

Vg1 = Awy, € Kk,
k—2

Wr41 = V41 — <Uk+17wk—1>wk—la <Uk+17wk Wy, — Z Uk;w] Brt1 == “wk—i-lH;
7j=1

Wrk+1
Wht1 = Kk
\ Br+1

Proposicion 4.4 Se tienen las siguientes propiedades para la bases ortonormal del subespacio
de Krylov
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i) Para todo j < k — 2 se cumple que (A, w;) =0
’I,Z) Wkt = Awk — <AUAJ]<;, UA}]C_1>’UT)]C_1 — <Awk,d}k>ﬁ)k

iii) Para todo j € N se cumple que (Aw;i1,0;) = (W41, A;) = Bt
DEM:

i)
(Awg,w;) = (W, Aw;) por simetria de A
J
= [fwja || (g, i) + > (1, 1dy) {Addy, 1)
i=1
=0
donde la ultima igualdad es por la ortogonalidad de los vectores wy, w; para todo i # k.
ii) Directo de i).

iii) Usando ii),

(Wjy1, Ay) = (Wjq1, Bja1Wj1 + (A, Ady)w; + (Atdy, Wy 1)w;1)
= Bipa|lWjgr]] + (A, wy) (W1, Wy) + (A, Wj_1) (Wjg1, Wj—1)
= ﬁj+1

donde la tltima igualdad proviene de la ortnormalidad de los vectores de la base,
<wn,wm> = 5nm =

NOTACION: a; := (Aw;, ;)
Definicion 4.5 La base orthonormal de Ky queda dada por

(. b
B

wq
ﬁﬂ% = Aﬁ/l — o

§ Bawg = Ay — 51?171 — Qs

| Ber1Wit1 = AWy — oy, — Br—1Wp—1

Definicion 4.6 Vj, = (w;|ws] - - - |ix) € May,
Proposicion 4.7 FEl producto matricial AV}, se puede escribir como

AVy, = ViTy, + Brs1iriaep, (4.11)
donde
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52 (8% /33 0 0
0 -
T, = | . 5.3 )
0 0 ap—1 [
0 0 Bk o
DEM:
AV = [Awy | Ay | -+ | Ay |
= [Wioq + WP | WP + Wocra + WsPs | -+ | Wi—1 Bk + Wtk + W1 By |
(0%} BQ 0 Tt 0 0
Bz ay Py - 0 0
0 B ° '
= [ |We| - | Wk | Wigr Jagrar |+ :
0 0 oo B
0 0 o «-- 0 Ben -
= ViTh + Bri1psref .

OBSERVACION: La matriz 7T}, es simétrica.

El algoritmo MINRES resuelve el sistema lineal mediante una soluciéon aproximada que

minimiza el residuo:

minryq = ||Azg4 — 0
S.a. Tp41 € ICkH

Como se busca la solucién aproximada en un subespacio de Krylov, z;, € Ky, esta se puede
escribir de la siguiente manera
= Viy

donde y € R*, por lo cual el problema se traduce en resolver

min ||Avk+1yk+1 - bH2
s.a. y € R

Al ser un problema de minimizacién, se utiliza la regla de Fermat para llegar a alguna
condicion necesaria. Por comodidad y para reducir notacion, se define B := AV}, que por

" se tiene B = Vka + ﬁkﬂwkﬂef

|AViy —blI> = [ By —0|?
= (By,By) — 2(By,b) + ||b]|
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Considerando la funcién f : R¥ — R, f(y) = (By, By)—2(By, b), e imponiendo V f(y) = 0,
se obtiene

BBy = B"b (4.12)
La condiciéon de minimo es:
B"By=B"b += VIAAVy =Vl Ab
= (V] + 5k+1ek@g+1)(Vka + Beprtrmer )y = (TV, + 5k+1ekw1::+1)51@1

<~ (Tka + ﬁiﬂekef)y = 51Tke1 (413)
El problema de la ultima expresion es que T}, es simétrica pero no necesariamente inver-
tible, por lo cual la idea es hacer una descomposicion LQ).

Definicion 4.8 Sean @)1, ..., Qr matrices ortogonales elementales tales que el producto
TkQ1Q2 - - - Qr—1 sea una matriz triangular inferior.

Las matrices ortogonales no pueden ser cualquiera, sino que los coeficientes deben ser tales
de ir formando un producto triangular superior.

c1 S O --- 0 0
S1 —C1 0 0 0
0 0 1

Q1=
0 0 .10
o 0 - --- 0 1

con ¢; = cos(f), s; = sen(6). Entonces

o+ 61y 0 e 00

1By + s100 S182— iy Py - 0 0

T, = 81.63 _0_163
0 0 oapr B
O 0 “ e P /Bk ak

s1y ¢ se escogen de modo que sy — ¢109 = 0, luego tan(f) = @7 y por lo tanto
g

o
¢ = 2 2
Vor+ B3
P
S1 =

vai+ 63
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Asi,

Y=/ + B3

0 0 0

0y = 1o+ s100 Yo =510 —cian B3 0
€3 1= 5103 5_3 = —c1f3 as B
Tle = 0 0 54 Qly
0 0
0 0
Del mismo modo
Y1 0 0 0
b 2= /T2° + B3 0 0
£3 03 = Cyl3 + Spa3 V3= 903 — o fu
T:@Q:1Q2=1 0 €4 1= Saf4 04 := —c2f Qy
0 0
0 0
con
_ V2 - f33
Co = _

A

Proposicion 4.9 (Descomposicion LQ)

Ly = T1.Q1Qz - Q1 =

con

Era—— 5
Ve = ’Yk2 + 5;3“7 Cr = E, Sk = an
Vi Vi

v+ 0 O 0 0
(52 Y2 0 0 s 0
ez 03 v3 0

0 [y 54 Y4 0
0 O Ok_1
0 0 Ek

0 0
0 0
0 0
Op—1 5k
5k 677
0 0
0 0
0 0
Q1 ﬁk
Bk (6973
0 0
0 0
0 0
V-1 O
o Tk

Ademds, se cumple que Tj, = Li,QT, con la notacion Q == Q1Qs - - Qx_1.
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Definicion 4.10 Se define la matriz Ly como

vw 0 0 0 -+ 0 0 0
dg 7% O 0 --- 0 0 0
e3 03 3 0

0 €4 54 Y4 0 0 0
0 0 Ok-1 -1 O
0 0 e Ok Wk

Las matrices Ly, L defieren sélo en ;.
Proposicién 4.11 L, y L; cumplen las siguientes relaciones

1. Ly = LDy, con Dy = diag (1, 1,...,1, zii)

— =T
2. Lk Lk = LkLg + 62+1eke£
Usando la descomposicion L@,

7.1, = TkaT por simetria de T},

(LyQ")(LiQN)"

= LQ'QL,

= Ly L_kT QT, Q = I pues son matrices ortogonales

Reemplazando en (4.13)), y usando la Proposicion se llega a

Ly, L};”y = 51L_erl

Nuevamente gracias a la proposicion anterior se tiene que
T
Ly Ly = B1L Dy.Qey
Como Ly, es invertible (es triangular inferior y los términos de su diagonal son no nulos),

L;;Fy = 1 D;Qey

Finalmente,
y=L,"-t, dondet= B DypQe; (4.15)
Recordando que la soluciéon viene dada por z; = Viy, reemplazando (4.15))
x = Vil Tt (4.16)
Definiendo M := VLT = [ Wi, | Wiy |--- | Ty |, basta calcular el producto entre M y

t para determinar la solucién aproximada. Sin embargo, conviene aprovechar la estructura
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incremental de xj, pues es mas eficiente computacionalmente.
. k . k
Suponiendo que se conoce M ,E ), que es solucion de M, ,5 [T = V. Entonces,

0
0

0 = [Vi | Wg41]
€k+1

Okt1
(000 0) Ym

M T

— M]ng)Lf + mk+1 0=Vi, M, O + mk+17k+1 = Wit

Ek4+1
Ok+1

Se obtiene

1 /.
mk—&-l = (wk+1 - mk—lgk-i-l - mkék-i-l)

VYk+1

Por lo tanto, la soluciéon aproximada del problema viene dada por

Le+1 = Tk + tkﬂmkﬂ (417)

Algoritmo 1 Algoritmo MINRES.
1. Calcular el vector Wy, de la base ortonormal del subespacio de Krylov

2. Buscar xp,1 solucion aproximada en el subespacio de Krylov que minimice el residuo:

minryq = ||Azg4 — 0
S.a. Try1 € IC]C+1

2.1. Calcular t 1 = pB181 - - SkCra1, CON §§ = %y G =
1

2.2. Calcular Mrgy1 = (ﬁ)[ﬁ.l — Mg_1€k+1 — mk5k+1).

Vk+1
2.3. Calcular xp1 = g + tpp1Mpr1.
3. Si el residuo 7,11 es menor a la tolerancia, entonces x = x4 es la solucién aproximada
al sistema lineal.
Si no, hacer k <— k+ 1 y volver a 1.

4.1.3. Discusion sobre el residuo en MINRES

Recordar que MINRES minimiza el residuo r,, = ||Az,, — b|| sobre el subespacio de Krylov
Ky, los cuales cumplen Ky C Ks. .., luego los residuos son no crecientes r; > ry > - - -.
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Transcurridas d iteraciones con d el tamano de la matriz A, MINRES encuentra la solucion
exacta, pues ahi g = RY, entonces 7q = 0. Sin embargo, la idea es no realizar tantas
iteraciones (en la geometria de Quellon d = 3N + M > 50000). El objetivo es hallar una
soluciéon aproximada con residuo pequeno.

., Como calcular los residuos? Una primera opcién es reemplazar el x,, obtenido en la n—ésima
iteracion en r,, = || Az, — b||?, no obstante, multiplicar la matriz A es muy costoso, asi que
es mejor explicitar aiin mas el residuo usando la teoria.

Como z,, € K,,, x, = V,,y con y € R" el vector de ponderadores reales. Luego,

[Azy = bl = [[AV = i |

= (VT 4 Bus1elWny1)y — Srtn |
. T, .
- (Vn | wn-i—l) (6 +1yeT> - Blle

T, n
= Vn+1 (ﬁ e ) Yy— 61Vn+1€1 =

= |[Vag1 ((573—16 ) y— 5le(n+1)) H

- <Vn+1 ((6nfne ) y— ﬁle (n+1) ) s Vit ((57;5"6 ) y — 5le(n+1 )>2
T, . T ) 5

) <<(ﬁ”+1e ) v el Hi) Vil Vs ((ﬁn-&-le ) y — Bref" )>

- H (ﬁmle > ' ﬂlegnﬂ)
= ||QRut10Y — 51QQT G ||, haciendo descomposicion QR y usando QQT =

, anjernH = [ por ser matrices ortonormales

Luego el minimo se puede calcular sobre ||R,+1,y — BlQTeYLH) ||, v escribiendo

R . .
Ryiin = ( 0) con R una matriz cuadrada de n x n, se obtiene que

Q115

JMINRES _ R|y—

0 Q17n+1/61

al no haber restriccion sobre y en la tltima fila, se sigue que

TMINRES 51@1 nt1 = B1S1-+ 8y,

Que es mucho maés eficiente de calcular, pues no requiere hacer la multiplicacién matricial
Az, ademés de ser incremental (se guarda el residuo, y en la etapa siguiente simplemente
se multiplica por $,11).
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4.2. Ecuacion discretizada de conveccion-difusion

Integrando la EDP de conveccion-difusion ([3.1) sobre un volumen w; C 2, con i €
{1,..., N} se obtiene que:

; %dw + /wi div(cu)dw — /

Wi

div(DVc)dw:/ Fdw.

wi
Por hipotesis del Método de los Volimenes Finitos, la concentracion ¢ y el término fuente

son constantes en espacio para cada volumen finito, es decir, Vt > 0,Vx € wj,

1

F(x,t) = F(t) = FF

c(z,t) = clx,t)=:cF

en que el subindice i denota el valor de la funcién en el volumen finito w; y el superindice k
denota la etapa temporal £ € N. A continuacion se discretiza cada término:

dc ~ 0ci(t)
/wi Edw = 5 ||

e Término de evolucion:

Q

e Término convectivo:

/. div(cu)dw = /a | c(u-n)ds
H(Ly)(u* - n)(T;) [T

j:I'j cara de wj

Q

Para definir bien el término de la concentracion en las caras internas I'; = dw; N dw;,
nuevamente se utiliza la condicion de upwind:

si (u¥-n)(T;) >0

si (

@)
o~
—~
'1
o
N—
I
——
Ny

y siguiendo un procedimiento anéalogo a (4.1)), (4.2]) y (4.3) se obtiene
/ div(cu)dw =~ Z (c;c — M) (Wh - n)(Ty) |1y

J:I'j cara de w;
I'; cara interna
(uk~n)(1"j)<0

e Término difusivo:
/div(DVc)dw = DVec - nds

i 8Wi
Z D(C <F3> Cl) ‘Fj’
dC(wiij>

Q

J:I'j cara de wj
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e Término fuente:

/ Fdw ~ FF |w]

i

Sumando cada término, se obtiene la ecuacion de conveccidén-difusion discretizada

|wi| k DL k
- E —u® - n) ()| E S b N B,
At + ' ( u TL)( J)‘ ]|+ ' dc(wiywj) G
j:I'j cara de w; j:I'j cara de w;
I';j cara interna

(uF-n)(I';)<0

DT Wi|
S N GV (R P IR 4 L M L P

de(wi, wj At
J:Tj cara de w; J:I'j cara de w; C( v J)
I'j cara interna
(uF-n)(T';)<0
(4.18)
Para las caras internas es recomendable usar v"(I';) = — Al igual que en la seccién

anterior, para resolver las ecuaciones discretizadas se puede plantear el sistema matricial,
pero no es necesario también pues se puede usar el Método de Jacobi resolviendo el sistema

de ecuaciones con un método iterativo. Las matrices asociadas a la ecuacién de conveccion-
difusiéon estan dadas por

jwi] DILy|
Aii = E + Z —U,k : n(F]) |FJ‘ + Z —

de(wi, w;
J:T'j cara de w; j:T'; cara de w; C( b J)
I';j cara interna

(uF-n)(I';)<0

DT;]
k . . k
A = u"on(ly) 0] - dC(T,Zuj) st w; es vecino de wy y u” - n(T;) <0
A = __DInL si w; es vecino de w; y u” - n(I';) >0
17 dc (w” w]) J 1 J iy
b= Sl R
y el resto de términos son nulos. Donde para el lado derecho esta implicita la condiciéon de
i k
() — ¢
derivada normal nula, % = 0.
de(wi, wj)

4.2.1. Condiciones de borde ecuacion de conveccion-difusion

Dada la hipotesis de no-transferencia de microalgas en los bordes (pues la cantidad de
concentracion es la misma en el dominio), la condicion de borde es tipo Neumann. Si se
considera la creacion/destruccion de microalgas o transferencia de microalgas en Mar-Mar
cambia la condiciéon de borde.
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Regiones del borde | Condicién sobre ¢
dc
Fond — =0
ondo %n
Superficie g _ 0
(gn
Mar-Tierra ge _ 0
%n
Mar-Mar ge _ 0
on

Tabla 4.2: Tabla resumen condiciones de borde para la ecuacion de conveccion-difusion de
microalgas.

4.2.2. Meétodo de Jacobi

El Método de Jacobi es un algoritmo iterativo para determinar la soluciéon de un sistema
de ecuaciones lineales estrictamente diagonal dominante.
Sea A € Myyq, b € R, Se quiere resolver Az = b.
Para ello, se descompone la matriz A en su diagonal y la matriz restante

A=D+R
donde
a;; 0 0 0 ap a4
D 0 ag 0  R- CL.21 0 aog
0 ... 0 agqg aqy ... aqa-1 O

La solucién aproximada se obtiene iterativamente como
2" = Db — Ra™) (4.19)

donde z(™ es la n—ésima aproximacion de la solucion z.
Por componentes, la soluciéon viene dada por

1
" = = (bi - Zawﬁ"j S vi=12....d (4.20)

i J#i
El siguiente Teorema establece un criterio de convergencia para el Método de Jacobi.

Teorema 4.12 Si A es estrictamente diagonal dominante, entonces la solucion aproximada
™ converge a la solucion exacta x = A~'b cuando n — oc.

La demostracion se puede encontrar en [IJ.

Al usar el Método de Jacobi para resolver (4.18]), hay dos etapas: la temporal que se denota
k y también es necesario introducir otro superindice, para las iteraciones de Jacobi, /.
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£l D

Izltl 4 B wy) + E (= n)(T)) | C?(e) 4 Z C?,(z)
j . dc(wi, (,dj)

j:I'j cara de wj j:I'j cara de wj
I'; cara interna

k(D) _ (ukn)(T;)<0

B Y @l Y

J:I'j cara de w; J:I'j es cara de wj
I'j cara interna
(uk-n)(I';)<0

El criterio para terminar las iteraciones de Jacobi (en cada tiempo) es fijando una tole-
rancia: ||cF(H) — 0| < ¢ y con un nimero maximo de iteraciones, de modo que la que se
cumpla primero termine el loop del Método de Jacobi.

OBSERVACION: En las ecuaciones discretizadas de Navier-Stokes no se puede usar el Método
de Jacobi pues los términos de la diagonal de la matriz A asociados a las presiones son nulos.

4.3. Comando mldivide

En un principio estos métodos se implementaron en C+-+, sin embargo, el método MIN-

RES nunca convergio, el residuo no es lo suficientemente pequeno, y como se deben realizar
varias iteraciones temporales, ademéas de que en cada iteracién temporal estan las iteraciones
no lineales esto vuelve inviable el uso del método MINRES. Esto motivo a buscar una op-
cion alternativa para resolver el sistema lineal: el comando mldivide en MATLAB, o también
conocido como \, el cual esta basado en UMFPACK de C++, con algoritmos que resuelven
sistemas lineales con desempeno optimizado.
Para comparar los métodos implementados, se usa simplemente el operador de Stokes (sin
considerar el término convectivo), cuya resolucién numérica es méas simple. Usando parame-
tros v = 0,01 la viscosidad, A = 2 la amplitud y ¢ = 0,5 s el tiempo a evaluar en la velocidad
vertical sinusoidal en la condiciéon de borde de marea, se obtiene la siguiente tabla

mldivide minres
Residuo 1.15189¢e-15 | 1.28184 e-2
Tiempo [s] 37 381

Tabla 4.3: Comparacion de resolucion sistemas lineales para Stokes estacionario.

donde se fij6 un méximo de 5000 iteraciones en minres. También se obtiene el siguiente
grafico que describe la relacion entre el tiempo de ejecucion de Minres (que aumenta segin
aumenta el méximo de iteraciones) con el residuo
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Figura 4.1: Grafico Tiempo de ejecucion MINRES (usando méximos de iteraciones
1000,2000,3000,4000,5000) vs Residuos.

Para el caso de la ecuacién de conveccion-difusion, usando las velocidades obtenidas en
Navier-Stokes y coeficiente de difusion D = 0,03, At = 30 minutos
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Figura 4.2: Graficos de desempeno del método de Jacobi.

mldivide Jacobi
Residuo 2.7242e-12 | 1.48 e-1
Tiempo [s] 3 1165

Tabla 4.4: Comparacion de resoluciéon sistemas lineales para la ecuaciéon de conveccion-

difusioén.

En ambos casos es mas eficiente el uso del comando mldivide que justifica usar MATLAB.
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Capitulo 5

OpenFOAM

5.1. Estructura de OpenFOAM

Para las implementaciones numeéricas se utiliza el software OpenFOAM (Open Source
Field Operation and Manipulation). OpenFOAM es un software libre basado en el lenguaje
de programacion de C++, en donde se resuelven numéricamente problemas de mecanica de
medios continuos, en particular CFD (Computational Fluid Dynamics).

En OpenFOAM se pueden implementar modelos mateméticos que usen EDP’s, es decir,
la EDP asociada, las condiciones de borde, condiciones iniciales, parametros, etc. Ademas,
OpenFOAM tiene pre-procesamiento en donde se pueden generar mallas y para el post-
procesamiento se puede utilizar ParaView, el cual permite visualizar la soluciéon obtenida en
formato OpenFOAM y muchos otros formatos. En OpenFOAM se trabaja en un case, que es

Open Source Field Operation and Manipulation (OpenFOAM) C++ Library

' ' '

| Pre-processing Solving . Post-processing
d Y 4 Y d k
- Meshing User Standard . Others
Utilities Tools ™ | [Applications|Applications ParaView e.g.EnSight

Figura 5.1: Estructura de OpenFOAM. Fuente: OpenFOAM v7 User Guide,
https://cfd.direct /openfoam /user-guide.

digamos coloquialmente el directorio. Este cuenta con una estructura bésica, que se muestra
en la figura [5.2

e system en que se indica la EDP asociada, el intervalo de tiempo en que resuelve la
ecuacion y At (controlDict), se detalla la discretizacion de cada término de la ecuacion
(fuSchemes), las variables de la ecuacion y con qué algoritmo se resuelven (fvoSolution).
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— controfDict
— fvSchemes
L fvSolution
L blockMeshDict

- |:| constant

— ... Properties

L |:| polyMeash
boundary

faces

neighbour
owner

points

- D time directories

Figura 5.2: Case en OpenFOAM. Fuente: OpenFOAM v7 User Guide,
https://cfd.direct /openfoam /user-guide.

Para mallas estructuradas, con geometrias basicas como cuadrados, rectangulos, se
puede usar blockMeshDict para generar los volimenes finitos.

e constant donde se establecen propiedades fisicas (como la viscosidad del fluido) y las
caracteristicas del mallado en los archivos dentro de la carpeta polyMesh: points, faces,
boundary, owner, neighbour. Estos archivos determinan completamente la malla con
sus voltumenes finitos, estos se explicaran en profundidad al momento de detallar la
generacion de la malla.

e time directories en que se agregan condiciones iniciales y se guardan las soluciones en
los tiempos que se indican, en 0/ van las condiciones iniciales de cada variable, junto
con sus condiciones de borde. En el caso de Navier-Stokes es 0/U y 0/p. Al momento
de correr el solver, se comienzan a guardar las soluciones en los tiempos indicados, en
que para cada campo aparecen sus valores cada volumen finito.

Para maés referencias, consultar en [5].

5.2. Pre-procesado: generacion de la malla

Para generar el dominio, se necesitan datos de la bahia Quellon: los puntos espaciales
en coordenadas x,v, z. Estos datos se leyeron en MATLAB, para posteriormente generar la
matriz de puntos y de prismas, cuyas bases son tridngulos, tiene seis puntos y cinco caras.
Para pasar la malla a formato OpenFOAM, se debe tener claro el case polyMesh que es
la carpeta donde se almacena la informacion de la malla. Recordar que como OpenFOAM
trabaja con volimenes finitos es importante hacer la distincion de cara externa (perteneciente
al borde) de cara interna (no perteneciente al borde), en cuyo caso conecta a dos volumenes
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finitos. Por esto, es necesario distinguir que volumen finito es neighbour y cual es owner de
dicha cara interna.

points es la lista de vectores en R?, que representan cada punto espacial del dominio. Los
puntos se numeran desde 0, es decir, el primer vector de esta lista es el nodo 0.
faces es la lista de caras de la malla, en que cada cara esté se determina por numeraciéon de
sus vértices en la lista points.
owner es la lista de caras, en que se indica a qué volumen finito pertenece cada cara, es decir,
la primera entrada es el ntimero del volumen finito al que pertenece la cara 0, la segunda
entrada es la numeraciéon del volumen finito en el cual se encuentra la cara 1. Incluye tanto
caras internas como externas.
neighbour es la lista de caras en que cada entrada es la numeracion del volumen finito vecino
al volumen finito en owner de cada cara interna. Solo considera caras internas.
boundary son las regiones que componen el borde del dominio, en que cada regiéon es un
diccionario, en el cual se indica el tipo de region, la cara en cual comienza y el nimero de
caras de la region.
Al momento de numerar las caras, se deben numerar las caras internas y luego las caras
externas. En las caras externas van de manera seguida las caras de cada region, es decir,
primero las caras de la primera region de borde, luego las caras del segunda regiéon de borde,
y asi. Ademas, en cada volumen finito se numeran las caras internas en orden creciente segiin
la numeracion de los volumenes finitos vecinos; esto se conoce como UpperTriangularOrder.
A continuacion se muestra una descripcién general de la generacion de la malla en formato
OpenFOAM y luego se procede a explicar en detalle cada parte.

Algoritmo 2 Generacion de la malla en formato OpenFOAM

1: Convertir los puntos y prismas del archivo de datos de la bahia Quellén a matrices en
MATLAB.

Recorrer cada prisma, guardando las caras, el owner y el neighbour de cada cara.
Identificar caras internas y caras externas. Eliminar las caras repetidas.

Transformar la numeracion de caras segtin los nodos efectivamente usados.

Ordenar segiun UpperTriangularOrder.

Imprimir los puntos, caras recibiendo la etiqueta de cada punto, los owners, neighbours
y el borde en sus respectivos archivos.

1. Convertir los puntos y prismas del archivo de datos de la bahia Quellén a matrices en
MATLAB:

Los datos de la Bahia Quellon recibidos se muestran en 5.3y [5.4] respectivamente.

Para la bahia de Quellon, en el eje Z la dimension (en metros) va desde —87,3912m a
Om, mientras que en el eje X, la dimension va desde Om to 22590,9m = 22,59km y en
el eje Y va de Om a 25414,6m = 25,414km, por lo cual el tamano relativo del espesor
del mar en el dominio es pequeno respecto al largo y ancho.

La tabla resume los minimos y maximos en cada coordenada.

En la implementacién, es importante notar que las primeras cuatro filas de la matriz
de puntos tienen el mismo z e y, varian solo en la coordenada z. Este patron se repite
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1 2 3 4

1 0 0 1.954de+04 -17.4373
2 1 0 1.954de+04 -15.6927
3 2 0 1.954de+04 -1.7347
4 3 0 1.954de+04 0.0100
5 4 125.0839) 2.0077e+04 -17.0348
6 5 125.0839) 2.0077e+04 -15.3483
7 B 125.0839) 2.0077e+04 -1.6965
8 7 125.0839) 2.0077e+04 0.0100
9 8 154.8847  1.5904de+04 -17.7205
10 9 154.8847  1.5904de+04 -15.9475
1 10 154.8847  1.5904de+04 -1.7631
12 1 154.8847  1.5904de+04 0.0100
13 12 272.5302) 2.0583e+04 -16.9674
14 13 272.5302) 2.0583e+04 -15.2696
15 14 272.5302) 2.0583e+04 -1.6877
16 15 272.5302) 2.0583e+04 0.0100

Figura 5.3: Primeras dieciséis filas de la matriz de puntos del dominio. La matriz de puntos
tiene dimensiones 54176 filas y 4 columnas.

1 2 3 4 5 ]
1 253 17081 17077 254 17082 17078
2 254 17082 17078 255 17083 17079
3 255 17083 17079 256 17084 17080
4 17081 5349 17593 17082 5350 17594
5 17082 5350 17594 17083 5351 17595
6 17083 5351 17595 17084 5352 17596
7 17077 17593 5345 17078 17594 5346
8 17078 17584 5346 17079 17595 5347
9 17079 17595 5347 17080 17596 5348
10 17593 17077 17081 17594 17078 17082
11 17584 17078 17082 17595 17079 17083
12 17595 17079 17083 17596 17080 17084
13 3349 17085 17601 5350 17086 17602
14 5350 17086 17602 5351 17087 17603
15 5351 17087 17603 5352 17088 17604
16 17085 285 17597 17086 286 17598
17 17086 286 17598 17087 287 17599
18 17087 287 17599 17088 288 17600

Figura 5.4: Primeras dieciocho filas de la matriz de triprismas del dominio. La matriz de
puntos tiene dimensiones 76416 filas y 6 columnas.

X Y Z
minimo|m]| 0 0 -87.3912
méaximo|m| | 22590.9 | 25414.6 | 0.01

Tabla 5.1: Variacion en cada coordenada de los puntos de la Bahia Quellon.
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para las siguientes cuatro filas y asi sucesivamente. Ver figura [5.4]

De la observacion anterior, hay prismas en tres niveles de altura: es decir, para cualquier
punto con numeracion k de la fila i y columna j, el punto de la fila i + 1 y columna
j serd k + 1, mientras que para el punto de la fila i + 2 y columna j serd k + 2, en
la siguiente fila se parte de otro punto y se vuelve a repetir el patréon. La figura [5.5
muestra los tres niveles de prismas en altura.

2950

8850 2750

Figura 5.5: Ejemplo de los tres niveles de prismas, para las primeras 3 filas de la matriz de
prismas.

2. Recorrer cada prisma, guardando las caras, el owner y el neighbour de cada cara:

La astucia al recorrer los prismas fue aprovechar la estructura de TriPrismas que se
explico méas arriba, para hacer un for sobre un tercio del ntumero de prismas (que
representan el ntimero de prismas en cada nivel) y luego sobre los tres niveles, pues asi
en el primer nivel la primera cara seria de borde al pertenecer al fondo y la tltima cara
del tercer nivel perteneceria a la superficie.

Acéa hay que tener en cuenta el orden en que entrego los puntos al momento de crear
cada cara, éstos deben ser como si se estuviera recorriendo una circunferencia, puede
ser en sentido horario o antihorario, pero hay que ser consistente con esta eleccion pues
la normal exterior a la cara sigue la regla de la mano derecha.

OBSERVACION: Al ir recorriendo prismas se decidi6 eliminar los prismas de dimensiones
muy pequenas, pues sino se tendria problemas con el Niumero de Courant y las simu-
laciones divergerian rapidamente, esto pues mientras menor es la variacion en espacio,
aumenta el nimero de Courant. Las simulaciones se mantienen estables mientas el nu-
mero de Courant es menor a 1, cuando es mayor a 1 la velocidad crece rapidamente a
infinito.

La figura [5.6) muestra la matriz de caras en MATLAB.

3. Identificar caras internas y caras externas. Eliminar las caras repetidas:
Es importante saber hacia donde apunta la normal exterior de cada cara, y las caras
internas son caras que comparten dos prismas distintos. La informaciéon de la caras
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1 17077 17081 253 0
2 253 17081 17082 254
3 253 254 17078 17077
4 17081 17077 17078 17082
5 254 17082 17078 0
6 254 17082 17078 0
7 254 17082 17083 255
8 254 255 17079 17078
9 17082 17078 17079 17083
10 255 17083 17079 0
1 255 17083 17079 0
12 255 17083 17084 256
13 255 256 17080 17079
14 17083 17079 17080 17084
15 256 17084 17080 0
16 17593 5349 17081 0
17 17081 5349 5330 17082
18 17081 17082 17394 17593

Figura 5.6: Primeras dieciocho filas de la matriz de caras del dominio. La matriz de caras
completa (sin considerar los volimenes de dimensiones muy pequenas) tiene 381705 filas y 4
columnas. Las caras de tres nodos, reciben un cero en la cuarta columna.

internas que se eliminan, es reemplazada por los vecinos.

Para distinguir las caras internas, una opcion es para cada cara recorrer la matriz de
caras y ver si en alguna fila todos los nodos coinciden con la cara actual (aunque es-
tén en distinto orden), en dicho caso la cara es la misma. Esto se puede hacer menos
costoso con el comando find para buscar la fila en que los nodos son los mismos de la
cara actual, en dicho caso la cara actual es una cara interna. El problema de esto es
que en las caras internas, los nodos no necesiamente estan en el mismo orden para los
dos prismas que conecta.

Por este motivo, se hace uso del comando sort y ordenar de forma creciente las nu-
meraciones de los puntos en cada cara y luego pegar estas numeraciones en un soélo
numero, obteniendo un arreglo, en que cada nimero es un identificador de la cara.
Aplicar nuevamente sort para ordenar de forma creciente los identificadores de la caras
y obtener el arreglo de numeraciones original de cada cara en la matriz de caras (esto
solo se realiza con el proposito de hacer méas eficiente el codigo, pero no es necesario).
Luego el criterio para decidir si una cara es interna, es que en esta nueva matriz de
caras ordenadas, es que dos filas consecutivas tengan los mismos nodos.

Al momento de guardar caras externas, estas se deben guardar después de las caras
internas; la primera cara externa va después de la tltima cara interna. Ademas las filas
consecutivas deben ser de la misma regién del borde, es decir, si la fila i-ésima de la
matriz de caras, es una cara externa del borde j, entonces la fila i 4 1-ésima es una cara
externa de la region j del borde, salvo cuando sea la tltima cara del borde, en cuyo
caso la fila i+ 1-ésima es una cara de la region j+ 1 del borde. Las caras de cada regiéon
de borde estan en filas consecutivas, hasta pasar al siguiente borde.

4. Transformar la numeracion de caras segin los nodos efectivamente usados:
Ya que se eliminan los nodos asociados a caras muy pequenas, no se utilizan todos los
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nodos en la matriz de puntos, es por esto, que se eliminan los no utilizados y reenumeran.
Esta reenumeracion de los nodos efectivamente utilizados influye en la numeracion de
nodos que identifican a las caras, por lo cual hay que actualizar la numeracién de nodos
en cada cara.

5. Ordenar segiun UpperTriangularOrder:

Para cada volumen finito, las caras deben estar ordenadas segtuin el orden creciente de
la numeracion de los voliimenes finitos vecinos. Por ejemplo, antes de esta etapa para
el prisma ntumero 3 que tiene tres caras, en la matriz de owners los indices de estas
caras son 6,7,8 y las caras internas junto a los prismas vecinos se detallan en la tabla
b.2] Luego al reordenar, las filas de la matriz de owners se mantiene pero se permutan
las filas de la matriz de neighbours, lo cual se puede observar de la tabla [5.3en que se
permuta las filas 7 con la 8.

Cara | Owner | Neighbour
6 3 4
7 3 42
8 3 9

Tabla 5.2: Caras internas y prismas vecinos del prisma con numeraciéon 3, antes de aplicar el
reordenamiento

Cara | Owner | Prismas vecinos
6 3 4
7 3 9
8 3 42

Tabla 5.3: Caras internas y prismas vecinos del prisma con numeraciéon 3, luego de aplicar el
reordenamiento.

6. Imprimir los puntos, caras recibiendo la etiqueta de cada punto, los owners, neighbours
y el borde:
Este se debe hacer indicando la cara en que comienza y el nimero de caras de cada
region del borde, en formato OpenFOAM, quedando como muestra la figura [5.7]
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FoamFile

{ »
version
format
class
location
object

}

54116

(

(B' 19543.655192

(@ 19543.655192

(@ 19543.855192

(@ 19543,655192

2.8;
asciij
vectorField;

"constant/polyMesh”™;

points;

-348.94934)
-314.085486)
-34.89498)
@)

FoamFile

(125.883856
(125.883856
(125.883856
(125.883856
(154.884741
(154.884741
(154.884741
(154.884741
(272.53e191
(272.530191
(272.530191
(272.53e191
(372.932217
(372.932217
(372.932217
(372.932217
(380.400597
(380.480597
(380.400597
(380.400597

286876.
2@876.
28876.
286876.
19@43.
19843,
19@43.
19643,
2@582.
2@582.
2@582.
2@582.
18582.
18582.
18582.
18582.
211es.
211@8.
211@8.
211@8.

577853
577853
577853
577853
929135
929135
929135
929135
7859849
7@85989
785989
785989
138677
138677
138677
138677
936732
936732
936732
936732

-341.29654)
-387.16688)
-34.12966)
@)
-354.610874)
-319.14966)
-35.46188)
@)
-339.54704)
-385.59234)
-33.9547)
@)
-358.7239)
-322.85152)
-35.5724)
@)
-338.49648)
-384.64684)
-33.84964)
@)

(a) Lista de puntos.

FoamFile

version
format
class
note
location
object

218728

PO@ @Y NN OO O NN R R R W W RS

2.0;
aseii;

labellist;

"nPoints: 54116 nCells: 76341 nFaces: 218728 nInternalFaces: 162977";

"constant/polytesh”;

owner;

FoamFile
1
version 2.8;
format asciij
class facelist;
location "constant/polyMesh™;
object faces;
h
218728

3(241 17e41 17037)
4(17048 17836 17837 17041)
3(242 17042 17038)

4(17@41 17837 17838 17042)
4(17@42 17838 17839 17043)
3(17@41 5329 17553)
4(17848 17841 17553 17552)
4(5328 17552 17553 5320)
3(17842 5330 17554)
4(17841 17842 17554 17553)
4(5329 17553 17554 5338)
4(17842 17843 17555 17554)
4(533p 17554 17555 5331)
3( 17553 5325)

a( 17552 17553 17@37)
a( 5324 5325 17553)
3( 17554 5326)

af 17553 17554 17@38)
af 5325 5326 17554)
af 17554 17555 17@39)
af 5326 5327 17555)
3( 17837 17841)

3( 17838 17842)
3(5329 17845 17561)
4(17044 17568 17561 17045)

(b) Lista de caras.

FoamFile

version
format
class
note
Location
object

¥
162977(
1

9
2
12
11
a
9
42
5
10
43
11
a4
7
9
39
8
10
40
11
41
1@
11
13

(d) Lista de owners

2.9;
ascii;
labellist;

"nPoints: 54116 nCells: 76341 nFaces: 218728 nInternalFaces: 162977";

(¢) Diccionario del borde.

“constant/polyMesh”;

neighbour;

(e) Lista de neighbours.

Figura 5.7: Generacion de la malla en formato OpenFOAM.

El dominio discretizado visto en ParaView se muestra en la figura
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{
version 2.8;
format asciij;
class polyBoundarytMesh;
location "constant/polyMesh™;
object boundary;
¥
4
(
Bordegl
{
type wall;
nFaces 25447,
startFace 162977;
}
Bordeg2
{
type wall;
nFaces 25447,
startFace 188424;
}
BordeB3
1
type wall;
nFaces 4385;
startFace 213871;
}
Borde@d
{
type wall;
nFaces 552;
startFace 218176;
}
)



Figura 5.8: Dominio con sus voltimenes finitos.
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El borde separado en sus cuatro regiones se muestra en la figura [5.10

(a) Superficie del mar. (b) Fondo del mar.

(c) Interaccion mar-tierra en celeste e interaccion
mar-mar en amarillo.

Figura 5.9: Dominio visto con Paraview.

Notar que el dominio se ve plano, esto es pues la escala vertical es mucho menor a la
escala horizontal. A continuaciéon se muestra un dominio escalado en el eje z para poder
apreciar con mayor detalle la altura del mar. Esto se muestra en las figuras[5.10a], [5.10D]

b.10d
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(a) Dominio de la bahia quellén, escalado en un factor 100 las coordenadas z.

(b) Malla de la bahia quellon, escalado en 2 6rdenes de magnitud menos en el eje x e y.

(c) Malla de la bahia quellon, escalado en 2 érdenes de magnitud menos en el eje x e y.

Figura 5.10: Dominio escalado y malla de volimenes finitos.
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5.3. Solvers

OpenFOAM ofrece una amplia gama de solvers de EDP’s; para la ecuacion del calor,
de Navier-Stokes, ecuacion de Black-Scholes, ecuacion del transporte; también hay solvers
para transferencia de calor, quimica, combustién, mezcla de fluidos, etc. A continuaciéon se
describen brevemente los solvers utilizados en este trabajo.

e icoFoam: Es el solver para un fluido Newtoniano e incompresible cuyo régimen es
laminar. Es decir, se resuelven las ecuaciones clasicas de Navier-Stokes. Para resolver
las ecuaciones de Navier-Stokes se usa el Algoritmo PISO.

e pisoFoam: Es el solver para un fluido Newtoniano e incompresible cuyo régimen es
turbulento. Se pueden elegir modelos turbulentos del tipo RAS (Reynolds Avegared
Simulation). Para resolver las ecuaciones utiliza el Algoritmo PISO.

e pimpleFoam: Solver para fluidos incompresibles, con dependencia temporal y tur-
bulencias. Usa el Algoritmo PIMPLE en lugar del Algoritmo PISO para resolver las
ecuaciones.

e shallowWaterFoam: Solver para resolver las ecuaciones de aguas poco profundas
(Shallow Water Equations) con rotacion, viscocidad nula.

e scalarTransportFoam: Solver para la ecuacion del transporte (conveccion-difusion),
con velocidad constante.

Para comprender mejor como funcionan estos Solvers, es necesario revisar los algoritmos de
resolucion que utilizan. Para resolver Navier-Stokes se utilizan Algoritmos de tipo Splitting,
esto quiere decir que se resuelve separadamente la velocidad de la presion.

La idea de los métodos es la siguiente: En las ecuaciones de Navier-Stokes, para cada volumen
finito hay 4 ecuaciones y 4 incognitas (uy, u,, u,, P), con P := }—; donde la densidad es cons-
tante. No obstante, no hay una ecuaciéon para la presion; la ecuacion de continuidad de flujo
es una restriccion para la velocidad y la presion se puede pensar como el multiplicador
asociado a dicha restriccion. Para lidiar con esta complicacion, se calcula la velocidad en un
instante de tiempo, usando la presion en el instante de tiempo anterior; luego se calcula la
presion usando la velocidad calculada anteriormente, y finalmente es necesario corregir la
velocidad para que cumpla la condiciéon de divergencia nula.

Las ecuaciones de Navier-Stokes ([3.2)) se escriben en OpenFOAM como

fvVectorMatrix UEgn
(
fvm: :ddt (U)
+ fvm::div(phi, U)
- fvm::laplacian(nu, U)

)

donde phi es el flujo u-n, que aparece al aplicar el Teorema de la Divergencia en el término
convectivo.
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e Etapa de Predicciéon de Momentum: La ecuaciéon de momentum se escribe matri-
cialmente como

Muttt = v p* (5.1)

donde se usa la presién obtenida en el tiempo anterior P, para calcular una velocidad
tentativa en el tiempo actual u*+1. Esta velocidad es tentativa, es decir no es la solucion,
pues no cumple la restriccion de la ecuacion de continuidad de flujo, por lo cual es
necesario corregirla. En OpenFOAM esto se ve en la siguiente linea de cédigo:

solve(UEqn == - fvc::grad(p));

e Calculo de la presion: Primero se define el residuo al extraer la diagonal de la matriz
de momentum

H = Au — Mu (5.2)

OBSERVACION: Se define como ((5.2) y NO como Hu = Au — Mu.
La ventaja de esta definicion, es que las matrices diagonales son faciles de invertir, y
su inversa viene dada por

L0 L. 0 0
mi1
0 - 0 0
ma2
Al = : .
o ... 0 —L1—
M(N-1)(N-1)
0 0 ——
mNN
Usando (5.1) y (5.2), se tiene
Au—H =—-VP
Multiplicando por A~! y reordenando,
utt = AT'H - ATV P (5.3)

Aplicando divergencia y usando que div(u) = 0, se llega a una ecuaciéon de Poisson para
la presion

div( AV P = div(A™H) (5.4)
En OpenFOAM,

volScalarField rAU(1.0/UEgqn.AQ));
volScalarField HbyA(constrainHbyA(rAU*UEqn.H(O), U, p));
fvScalarMatrix pEqn
(
fvm: :laplacian(rAU, p) == fvc::div(phiHbyA)
)3
PEqn.solve();

e Correccioén de la velocidad: Una vez hallada la presion, se puede corregir la velocidad
usando (5.3) con la presion actual

W= AT - ATV PR
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e Actualizacién de la presién: Ya estan calculadas P! y «**!, sin embargo, una

vez se obtiene la velocidad corregida u**!, la presion P**! ya no satisface la ecuacién
(5.4) pues el término fuente (lado derecho) H depende de la velocidad, la cual acaba
de ser actualizada. Aqui es donde aparecen los Algoritmos SIMPLE y PISO, que se
diferencian en la forma de corregir la presion.

1. Algoritmo SIMPLE: El Algoritmo SIMPLE es un acrénimo Semi-Implicit Method for
Pressure-Linked Equations. Para actualizar la presion, se vuelve a resolver la ecuacion
de prediccion de Momemtum y repite todo el proceso anterior, hasta que la solucion
converja.

Muerl — VPkJrl
H = Auftl — Myrt?
div(A-IVP) = div(A'H)
ubtt = ATYH — ATV PR

Esto se conoce como outer corrector loops.

La razon del nombre "Semi-Implicito", es pues las ecuaciones discretizadas de momen-
tum y correcion de presion se resuelven implicitamente, pero la correciéon de velocidad
es explicita.

El algoritmo se puede resumir como sigue:

Algoritmo 3 Algoritmo SIMPLE.

1:
2:

Establece las condiciones de borde.
Prediccion de Momentum: Usando la presién calculada en el tiempo anterior P* (se
considera término fuente en esta etapa), se calcula la velocidad tentativa

Multt = -V P*

Célculo del Residuo al extraer la matriz diagonal: H = Auf+t! — Muk+t,

Obtener la presion actual: div(A~'VP*1) = div(A™1H).

Corregir la velocidad actual: u**! = A=1H — A-1V Pk,

Volver a la etapa 2 (outer corrector loops) para recorregir presion, y por ende la velocidad,
hasta conseguir convergencia. Si se alcanza la convergencia, entonces u**! y P*+1 estan

bien calculados, en dicho caso actualizar el tiempo k <— k + 1 y pasar a la etapa 1.

2. Algoritmo PISO: El Algoritmo PISO cuyo nombre es una sigla de Pressure Implicit
With Split Operator es para problemas no estacionarios (transient).
Para actualizar la presion se actualiza directamente el residuo H con la velocidad ob-
tenida en la etapa de Correcion de Velocidad. Se realizan lo que se conoce como inner
loops (pues resuelve la ecuacion de momentum sélo una vez)

H AuFtl — MoyFtt
div(A~IVPEY) = div(A™'H)
uk+1 — AflfH _ Aflvplﬁrl

A continuacién se resume este algoritmo.
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Algoritmo 4 Algoritmo PISO.

1
2

: Establece las condiciones de borde.
. Prediccion de Momentum: Usando la presién calculada en el tiempo anterior P* (se
considera término fuente en esta etapa), se calcula la velocidad tentativa

Myt = v pk

Calculo del Residuo al extraer la matriz diagonal: H = Au — Mu.

Obtener la presion actual: div(A~'V P = div(A™1H).

Corregir la velocidad actual: uf*! = A=1H — A-1VPEL,

Volver a la etapa 3 (inner loops) para calcular H y repetir el proceso hasta conseguir
convergencia. Si se alcanza la convergencia, entonces u
en dicho caso actualizar el tiempo k <— k£ + 1 y comenzar nuevamente en la etapa 1.

k+1 v P+ estan bien calculados,

OBSERVACION: El criterio de convergencia en cada etapa temporal es

MU+ VP <y, |div(uh)] < e

3. Algoritmo PIMPLE: Es una combinaciéon del Algoritmo PISO y del Algoritmo SIM-

PLE, pues utiliza tanto correctores externos (outer correctors loops) como correctores
internos (inner correctors loops).

Hay que saber distinguir los correctores externos de los correctores internos: el niimero
de correctores externos define cuantas veces se resuelven la ecuacion de momentum
antes de pasar al siguiente tiempo y el nimero de correctores internos es el nimero de
veces que la presion es corregida en cada iteracion. Se sugiere usar al menos 50 correc-
ciones externas y 1 — 3 internas, pues las correciones internas suelen mejorar poco los
resultados. Usar sélo un corrector externo es equivalente al Algoritmo PISO.
PIMPLE es un algoritmo muy estable, util cuando se trabaja con grandes pasos tem-

t
porales y se quiera mantener la condicion CFL de Co = U s < 1 en una dimensién y
x
més generalmente el nimero de Courant en el volumen w; se calcula como
1
Co, S fu-n(m)I)

2 ’wi| j:I'jes cara de w;

El Algoritmo PIMPLE en OpenFOAM permite ir variando el paso temporal, ajustando
el nimero de Courant, fijando un niimero de Courant maximo y asi en cada iteracion
el paso temporal se adapta segin este.

5.3.1. Condiciones de Borde

En las condiciones de Navier-Stokes con OpenFOAM aparece algo que no ocurre con al

implementacion en MATLAB del método de resolver simultaneamente la velocidad y presion;
se debe poner condiciones de borde tanto para velocidad como presion, debido a que el método
es de splitting, es decir cuando se resuelva la ecuaciéon de momentum se requiere de condicion
de borde para la velocidad y cuando se resuelva la ecuacién de Poisson de la presion se
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requiere de su propia condiciéon de borde. Para que no queden sobredeterminada la solucion,
lo recomendable es usar condicion de borde Neumann zeroGradient (derivada normal nula)
para la variable que no lleva condicién de borde tipo Dirichlet. De esta manera, las condiciones
de borde se resumen a continuaciéon en la tabla [5.41

Regiones del borde Condicion sobre u Condicion sobre P

Fondo u-n=>0 @ =0

%n
Superficie u, = W = —Awsen(wt) 8_p =0

n.
Mar-Tierra u=20 @ =0

5 on
Mar-Mar g _ 0 P=0

on

Tabla 5.4: Tabla resumen condiciones de borde Navier-Stokes en OpenFOAM.

5.4. Shallow Water Equations

La ecuaciones Shallow Water (aguas poco profundas) son un conjunto de EDP que descri-

ben el movimiento de un fluido incompresible en un dominio cuya profundidad es considerada
poco profunda respecto al largo horizontal. Estas ecuaciones se derivan al integrar en pro-
fundad las ecuaciones de Navier-Stokes, en el caso en que el largo horizontal es mucho mayor
al largo vertical.
Bajo estas hipoétesis, de las ecuaciones de Navier-Stokes se obtiene que el gradiente de presion
vertical es aproximadamente hidrostatico. Al integrar verticalmente la velocidad vertical es
removida de las ecuaciones, es decir, la velocidad vertical U, no aparece en las ecuaciones
Shallow Water, lo cual no significa que sea nula. Una vez que se resuelven dichas ecuaciones,
la velocidad vertical se puede recuperar de las ecuaciones de continuidad de masa.

%(hu)#—V- (hu'vw) + f x hu = —|g| V(h+ h)
oh
E‘FV(’%U) =0

con h(t,z,y) la distancia desde el fondo a la superficie y ho(x,y) la distancia desde el sistema
de referencia (que en OpenFOAM esté definido debajo del fondo del mar) al fondo del mar,
u(z,y) = (Uy, Uy) el vector velocidad promediado en profundidad del mar, f := (2Q2- 2) la
fuerza de Coriolis, con () la rotacion angular de la Tierra.
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Fondo del Mar
Superficie del Mar
Referenciaz =0

Y

Figura 5.11: Esquema de la funciéon h distancia del fondo a la superficie y hy distancia del
sistema de referencia al fondo.

5.4.1. Deduccién de las Shallow Water Equations

Hay que deducir una ecuacion a partir de la ecuacion de continuidad de masa (o fluido
incompresible) y otra de la de conservacion del momentum.
La condiciéon de fluido incompresible es

V-u=0en

Para un instante de tiempo ¢, al integrar en profundidad desde z = z;(x,y) el fondo hasta la
superficie z = z4(t, z,y), se obtiene

zs(t,z,y)
0 = / V -udz

1 ()

zs(tyz,y) O O zs(t,z,y) O
- / <ﬂ+ﬂ)dz+/ 93 4.
sp@y) \OT Oy @y 0%

zs(t,2.y) (91,61 (9UQ
- \/Z (% + a_y) dz + u3|z:zs(t,x,y) - u3|ZZZf(x,y)

f(:r,y)
o [l Oz Oz;
= % o) urdz —uy ’z:zs(t,x,y)% + ‘z:zjc(:v,y)%
zf(z,y
o [l Oz, 0z;
+8_y o) uzdz + U2|z:zs(t,:c,y)% + U2\z:zf(:v,y)a_y
zf(z,y

FUs| 2=z () — U3le=zp(e)

65



Con el proposito de eliminar los términos de borde, se imponen las siguientes condiciones de
borde sobre el fondo y superficie del mar:

e Fondo (z = z¢(z,y)):

82]0 aZf
z=zr(x - z=z¢(2,y) A z=zr(z,y) A 5.5
Usls=zp(ag) = Wlomzs @) 5+ Uzlo=zs o) dy (5.5)
e Superficie (z = z4(t, z,y)): Flujo relativo no normal
82’5 823 azs
u3|z:25(t,x,y) - E + u1|z:zs(t,x,y)% + u2|z:zs(t,x,y)a_y (56)
p(zs(t,z,y)) =0 (5.7)
Asi se obtiene,
a g, 8 Zs(t7$7y) a Zs(t7x7y)
- + — updz + — usdz =0
o 07 J. ey Y s (@)

Recordando que h(t, z,y) = z,(t,z,y) — z¢(z,y), entonces

oh o 1 zs(t,z,y) o 1 zs(t,x,y)
— + —h—/ uydz + —h—/ uzdz =0
ot  Oxr h e dy h zf(z,y)

Por ultimo, definiendo las velocidades promediadas en profundidad

1 Zs(t7x7y)
up(t,x,y) = E/ udz

f(l‘,y)

1 zs(t,z,y)
W(t,x,y) = ﬁ/ updz

1 ()

Se obtiene oh o) o(mm) o
U1 U _
o Tar oy o VM (58)
Ahora queda estudiar la ecuacién de conservacion del momentum. Las fuerzas actuantes en
este caso son la gravedad y la fuerza Coriolis, con F¢ := f x u = (|| f|lue, —|| f]|u1,0) la fuerza

Coriolis y F, = (0,0, — |g|) la fuerza de gravedad, por lo tanto la fuerza total es

F=Fo+ Fy= (I, Fa, F) = (= || flluz, || fllur, = |g])
En la componente vertical, el eje z las ecuaciones de Navier-Stokes son

dus (8%@, 0%us 02U3> op
= U —|—

dt Ox? + o2 022 ) 0z pldl (59)

Como se estan modelando aguas oceanicas, la viscocidad es muy pequena, asi que se puede
considerar v = 0. Ademas, por hipotesis de las Shallow Water Equations la aceleracion
vertical es nula, luego

_Op
0=—5~rlg
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Integrando con respecto a z desde z hasta z,(t,z,y) y usando la condicion de borde de la
superficie de presion nula ((5.7)),

p(z) = —plgl (z — z)
Derivando con respecto a x e y,

Il A Y e
ar P98 oy gay

(5.10)

La ecuacion del momentum en el eje x,

8u1 8U1 3u1 8u1 (82u1 82U1 82u1> 1 8p

— 4+ U —=— +Us—— +U3—— =V + + =4 u
ot U ox 2 dy 50z Ox? Iy 922 Py I f {2

Considerando v = 0, y la identidad ([5.10)), la ecuacién de momentum en el eje x se reduce a

8u1+u au1+u 8u1+u 8u1_||f”u _ |8zs
ot Y ox 283/ 50z 2= 75,

(5.11)

La idea es usar la regla de Leibniz integral, para sacar las derivadas de la integral. De la
6u1 i aUQ i 6u3 —0
or oy 0z )

condicion V - u = 0, se tiene que u; (

Luego,
6%1 8U1 8u1 o 8 2 8 @
U1 al’ -+ U9 ay + us 82 -+ fUQ = a—l‘(uﬁ + a—y(ulug) + &(Uﬂbg)

Reemplazando esto en (5.11)) e integrando en profundidad desde z = z;(x, y) hasta
Z = Zs(ta z, y)a
/zs(t,x,y) o o o zs(t,z,y) 825

N 2 - - — —
ax<“1) +8y(U1U2)+82(U1U3) | fl|luadz 9] 5,

dz (5.12)

zf(x,y) zp(@,y)

Desarrollando cada término por separado, usando la regla integral de Leibniz y el Teorema
Fundamental del Calculo

% 0z 0z, [** 0z,
- dz = — dz = —|g| h
. \g\/zf 5, 9% 9] e /Zf z g e

o Zs%dz—g/zsudz—u\ %—gu_—zﬂ 92
T We==rgr — ot TR ot

2f

= Qu? o [* 0z 0z o 0z Dz
¢ / —rdz = — ufdz — uf|.e o + u%|zzzf L= _xhu% — U=z, 4 U] !
z

. O or o or % 0 ox Z:zf%
2s a(u1u2) a /Zs @ZS azf
d = _— d - 2=2zs o z=zf o "
. /Zf Dy z oy 5 uruzdz — (urta)|s=s, By + (uruz)] " 9y
o azs 8Zf
= a—yhU1U2 — (Ul'U/Q)‘z:zsa_y + (u1u2>|2—zfa_y
° /Zfé a(flglzu?))dZ = (U1U3)|z:2’5 - (u1u3)|222’f
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o [ Nfludz = =l hes [ dz = =l

zf zf

Sumando estas integrales y reemplazando en ([5.12)), se obtiene

ohur  O(hu?)  O(huiuz Dz Dz, Dz,
atl —+ (83;'1) + ( a:; 2> - Hthu2 - ul‘z:zs (E + ullz:zsg + u2’z:zsa_y - U3’Z == Zs)
0zy 0zy 0z
s | = (u1|zf% + U2|z:zfa—y - U3|zzf) =—|glh I

Usando las condiciones de borde del fondo y la superficie, (5.5)) y (5.6 respectivamente

ohu;  O(hu3) | O(hitip)
ot + ox * oy

024
oz

— [[fl[huz = —[g| h

Definiendo como sistema de referencia z = 0 bajo el fondo marino y hy(z,y) la elevacion del
fondo respecto al sistema de referencia, se tiene que la superficie estd dada por

zs(t, 2, y) = h(t, z,y) + ho(z,y)
Se obtiene que

ohur  O(hu3)  O(hurts) B A(h + ho)

Anéalogamente, de la ecuaciéon de conservacion del momentum en el eje y, se deduce la expre-
sion

(5.13)

ohw;  O(hurws)  O(hud)
ot + ox + dy

d(h+h
+ 1l = — g 22 R) 5 2
Y

(5.14)

5.4.2. Creaciéon de Solver en OpenFOAM

En OpenFOAM, el solver shallowWaterFoam resuelve las ecuaciones con incognitas h,q,
con ¢ = hu un cambio de variable, y al final de cada iteracién temporal obtiene u = { junto
con hroa = h+ hg. Es importante recalcar que u es la velocidad horizontal y por tanto tiene
solo dos componentes, en x e y.

Para el caso de la Bahia Quellon, en que interesa describir la marea, es méas facil estudiar
hrotar que h, pues si hryq describe la marea, depende solo del tiempo y no del espacio, mien-
tras que h depende tanto del tiempo como espacio.

Por ello se crea un nuevo solver que resuelva hr.q v ¢, para luego recuperar h. Esto tiene
ventajas principalmente a la hora de poner las condiciones de borde como se verd mas ade-
lante. Ademaés, aprovechando que se resuelven las EDP con el algoritmo PIMPLE, se incluye
otra modificacion en el solver, que fija un namero méaximo de Courant (que es la condiciéon
CFL Co < 1 para asegurar convergencia) en cada iteracion temporal, y asi ajustar el paso
temporal At en cada iteracion.

Esto se hizo en el solver hTotalshallow WaterFoamConNroMaximoCourant.

Recordar que este solver esta escrito en C' 4+ +, en un archivo .C' por lo cual es necesario
compilarlo haciendo wmake en Ubuntu, para que OpenFOAM pueda reconocer la creacion
de este nuevo solver.
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5.4.3. Condiciones de borde

Como en Shallow Water el problema pasa a ser 2-D, las condiciones de borde deben ser
en el dominio 2-D. En consecuencia, la superficie y fondo no son considerados como borde.

Fondo: empty.

Superficie: empty.

Mar-Tierra: Velocidad normal nula, u - n = 0. Esta condicién representa que no hay
flujo en la region Mar-Tierra.

Mar-Mar: Esta es una condicion de borde abierta, artificial. No es tan claro que
condiciéon de borde utilizar, sin embargo, la méas intuitiva es imponer hryq(z,t) =
hroa(2,0) + Asen(wt) con x € I en Mar-Mar, A la amplitud de la marea y w = 2%,
en que 7' = 12hrs = 43200s el periodo de mareas.

Condicién sobre hu Condicién sobre Apq
Mar-Tierra wu-n=>0 dhgotal —0
n.
hrotal(2,t) = hrota (2, 0) + Asen(wt)
Ohu
Mar-Mar o 0 0
" hrotar(2,t) = hyoa(z,0) + Acos(wt) — A

Tabla 5.5: Tabla resumen condiciones de borde en Shallow Water.

Las figuras [5.13] muestran la condicion de borde en Mar-Mar. Comparar con la figura [3.5a]

89.5 — :
sor [/ \ /o 1

8851 | \ -

875} \ \ -

hTotal [m]

86.5 | \ [
86 [ \ /]

85.5 - N/ N .

85 1 1 | |
0 5 10 15 20 25

Tiempo [horas]

Figura 5.12: Condicién de borde en Mar-Mar: nivel del mar sinusoidal
hrotar(2,t) = hroa(z,0) + Asen(wt), con A =2m, T = 12hrs el periodo de marea.
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87.5

. \\ | /"\\

86.5 - \ ‘

855 \ "

hTotal [m]

\
84.5 \

.\. \ |
83.5 \\/ \ J
83 : '

10 15
Tiempo [horas]

20 25

Figura 5.13: Condicién de borde en Mar-Mar: nivel del mar
hrotar(,t) = hroa(2,0) + Acos(wt), con A = 2m, T = 12hrs el periodo de marea.

Las condiciones iniciales de h y hg, se muestran mediante el grafico en MATLAB

Fondo del Mar
— — Superficie del Mar
Feferenciaz =0

Figura 5.14: Batimetria del dominio hq y la altura de la columna de agua h.

70



5.5. scalarTransportFoam

En OpenFOAM el solver scalarTransportFoam resuelve la ecuacion de conveccion-difusion.
Sin embargo, este solver tiene un problema y es que la velocidad es constante respecto al
tiempo. Para superar este inconviente se crea el solver MareaRojaPimpleFoam que resuelve
Navier-Stokes y luego la ecuaciéon de conveccion-difusion en cada iteraciéon de tiempo. Para
ello, en cada iteracion de tiempo se calcula la velocidad dentro del loop del algoritmo PISO
o PIMPLE y una vez se obtiene la velocidad actual en dicho tiempo (con las respectivas
recorrecciones), se calcula la concentracion C.

Primero es necesario descargar los codigos fuentes del solver tanto icoFoam o pimpleFoam,
para modificar cada solver a gusto. En este caso, se explica a continuacién la modificacion
del solver pimpleFoam para acoplarle la conveccion-difusion.

1. Modificar el archivo createFields. H: Debajo de la linea

#include "createRDeltaT.H"

hay que definir la constante de difusion , inspirandose en como se define la viscosidad
en OpenFOAM o copiando las mismas lineas del solver scalarTransportFoam. En dicho
solver se usa la notacion DT para la constante de difusiéon. Se puede usar cualquier
nombre, pero luego hay que ser consistente a la hora de trabajar con el case cuando el
solver ya esté compilado.

I0dictionary transportProperties

(
I0object
(
"transportProperties",
runTime.constant (),
mesh,
I0object ::MUST_READ_IF_MODIFIED,
I0object ::NO_WRITE
)
)

Info<< "Leyendo constante de difusion DT\n" << endl;
dimensionedScalar DT
(

transportProperties.lookup ("DT")

)

y luego de que se definen los campos de velocidad y la presion, hay que definir la
concentracion, de forma analoga a la presion reemplazando p por C' (o cualquier nombre
que se le quiera dar a la concentracion).

Info<< "Leyendo campo escalar concentracion C\n" <<endl;
volScalarField C
(

I0object

(
IICII’
runTime . timeName (),
mesh,
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I0object: : MUST_READ,
I0object:: AUTO_WRITE
),

mesh

)

2. Agregar la ecuacion de conveccion-difusion: Fuera del loop del algoritmo PIMPLE,
agregar las siguiente lineas (simplemente haciendo la analogia C' — U, DT — nu.

fvVectorMatrix CEqn
(
fvm: :ddt (C)
+ fvm::div(phi, C)
- fvm::laplacian(DT, C)
)3
CEqn.solve(Q);

3. Cambiar el nombre del ejecutable, en el archivo files de la carpeta Make. Por ejemplo

cambiando,

pimpleFoam.C
EXE = $(FOAM_APPBIN) /pimpleFoam

MareaRojaPimpleFoam.C
EXE = $(FOAM_USER_APPBIN)/MareaRojaPimpleFoam

Finalmente ejecutar haciendo wmake.
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Capitulo 6

Resultados

En este capitulo se muestra una seleccion de los resultados obtenidos. Se divide en los
resultados obtenidos por MATLAB y OpenFOAM.
Los célculos se realizaron en un computador con las siguientes caracteristicas: Procesador
Intel(R) Pentium(R) CPU N3540 @2.16 GHz 2.16 GHz, 8.00 GB de memoria RAM y un
sistema operativo de 64 bits, procesador basado en x64. Es importante tener en cuenta
esto, pues obviamente en un computador mas potente aumenta la velocidad en los calculos.
Cuando esté completamente modelado el problema y en particular resuelto el problema con
turbulencias, se puede lanzar un calculo en un intervalo de tiempo mayor (aproximadamente
un mes, pues interesa el fenémeno de la marea), como por ejemplo en el cluster del CMM.

6.1. MATLAB

6.1.1. Resolucion de las ecuaciones de Navier-Stokes

El nimero de celdas efectivamente usadas son 76341. El ntimero de caras en las que la
presion es variable es 55199 (que son las caras entre las regiones fondo, superficie y mar-
tierra), por lo tanto hay un total de 131540 presiones. Luego el tamano de la matriz de
Navier-Stokes es 2 x 76341 + 360563 = 360563. Resulta evidente que esta matriz no se puede
tratar como una matriz completa en ningin computador comun y corriente, por la gran de
memoria que requiere. Por ejemplo, al generar una matriz cuadrada de soélo ceros, MATLAB
lanza el siguiente error:

>> zeros(360563, 360563)
Error using zeros
Requested 360563x360563 (968.6GB) array exceeds maximum array size preference. Crea-
tion of arrays greater than this limit may take a long time and cause MATLAB to become
unresponsive. See array size limit or preference panel for more information.
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Por lo tanto, la matriz debe tratarse como sparse dado que gran cantidad de sus elementos
son 0. Los parametros utilizados son los siguientes:

e Tiempo inicial ¢t =0

e Tt = 24 horas = 86400 s el tiempo final.
e At =060 s.

e T =6 horas el periodo de mareas.

e A =2 m la amplitud de marea.

Dado que se aborda solamente el caso laminar, las viscosidades no deben ser demasiado
pequeias (1075 viscosidad cinemética del mar). Se exploran los casos v = 0,01 y v = 1.

La figura[6.I] muestra el patron de dispersividad de la matriz de Navier-Stokes para ¢ = 60
s, v =0,01.

1 15 2 25 35
nz = 3279455 «10°

[ ]

Figura 6.1: Patron de dispersividad matriz de la ecuacion de Navier-Stokes discretizada usan-
do voltimenes finitos.

El nimero de elementos no nulos es 3279455. En la diagonal se logra apareciar claramente
los bloques de la matriz asociados a la velocidad; Ayy, Avy, Aww. Fuera de la diagonal,
estdn los bloques asociados a la presion definida sobre volimenes finitos Ayp y Ayp. Las
tres lineas en los costados corresponden a la presion en los bordes. Se observa ademaés, que
la matriz es simétrica (lo cual se comprueba en el computador).

Primero se prueba con v = 0,01.
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Figura 6.2: Magnitud de la velocidad de marea, obtenida de resolver las ecuaciones de Navier-
Stokes programada en MATLAB.
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Figura 6.3: Gréfico tiempo de ejecucion de la ecuacion de Navier-Stokes implementada en
MATLAB.
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El tiempo de ejecucion del programa resultéd ser de 173132 s, es decir, 48 horas con 5 mins.
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Figura 6.4: Grafico del residuo de la ecuacion de Navier-Stokes discretizada implementada
en MATLAB, usando la velocidad calculada con MATLAB para una viscosidad v = 0,01.

1.5

Numero de Courant

0 5 10 15 20 25
Tiempo discretizado [horas]

Figura 6.5: Grafico del Numero de Courant obtenido con MATLAB v = 0,01.

El ntiimero de Courant promedio sigue una onda, con periodo de aproximadamente 6 horas
como muestra la figura [6.5l El nimero de Courant maximo pese a sobrepasar el valor 1, el
método no diverge, lo cual habla de la estabilidad del método, sin embargo, cuando el valor
alcanza el maximo genera perturbaciones en el grafico del niimero de Courant maximo, ya
que lo esperable es que tenga el mismo comportamiento que el nimero de Courant promedio
pero con amplitud mayor.
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6.1.2. Resolucion de la ecuacion de conveccion-difusion

Como en este caso no se cuenta con datos (y no tiene sentido hablar concentracion inicial
nula, pues no habria que transportar) se considera una concentraciéon inicial de un cilindro
en el centro del dominio, cuyas dimensiones son :

Tmin + Tmax

e Centro de la mancha en el eje x : 5

Ymin + Ymaz

e Centro de la mancha en el eje y : 5

Lmaz — Tmin

e Radio de la mancha: 3

e (; =1 si el volumen finito i esta dentro del cilindro, C; = 0 fuera del cilindro.

Luego la concentracion inicial es

Figura 6.6: Concentracion inicial: mancha circular.

La figura[6.7 muestra el patron de dispersividad de la matriz de la ecuacion de conveccion-
difusion discretizada.
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nz = 402295 w104

Figura 6.7: Patron de dispersividad matriz de la ecuacion de conveccion-difusion discretizada
usando voltimenes finitos.

A continuacién se muestra la concentracion, obtenida al simular la ecuaciéon de conveccion
difusion.
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(a) t = 0 hrs, v = 0,01. (b) t = 3 hrs, v = 0,01.

(e) t = 21 hrs, v = 0,01. (f) t = 24 hrs, v = 0,01.

Figura 6.8: Magnitud de la concentraciéon de microalgas, obtenida de la ecuacion de
conveccion-difusion programada en MATLAB.

El programa demord 25 minutos en obtener la solucion y escribir los archivos para poste-
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riormente leerlos en ParaView.
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Figura 6.9: Grafico tiempo de ejecucion de la ecuacion de conveccion-difusion implementada
en MATLAB.
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Figura 6.10: Grafico del residuo de conveccion-difusion implementada en MATLAB, usando
la velocidad calculada con MATLAB para una viscosidad v = 0,01.

80



-

Maximo y minimo de Concentracion
o o o
S D (=)
: : .
s s .

o
[N
T
.

0 | . . . . . . |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Tiempo discretizado [horas] w104

Figura 6.11: Gréfico del méximo y minimo de concentraciéon en alguna celda del dominio en
cada tiempo, obtenido con MATLAB y usando la velocidad calculada con MATLAB para
una viscosidad v = 1.

El grafico muestra el comportamiento del nimero de Peclet, definido para cada volu-
men como la suma de los coeficientes de la conveccion dividido la suma de los coeficientes de
difusion. Es el andlogo al namero de Reynolds (que se estudia para Navier-Stokes), pero para
la ecuacion de conveccion-difusion. Este grafico muestra que con los parametros dados, la
conveccion se hace mas importante que la difusion y puede llegar a ser hasta 80 veces mayor
el aporte de la conveccion.
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Figura 6.12: Tiempo discretizado |horas| vs Numero de Peclet.
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6.2. OpenFOAM

6.2.1. MareaRojaPimpleFoam

Se utilizan los pardmetros At = 60 s el salto temporal, A = 2 m la amplitud y periodo de
mareas 1" = 12 hrs.

e v =0,01:

(b) t =9 hrs.

(¢) t = 9 hrs, 3 mins.

Figura 6.13: Magnitud de la velocidad de la marea obtenida por las ecuaciones de Navier-
Stokes.

La figura [6.13], muestra que para viscosidad v = 0,01 las solucién a las ecuaciones de
Navier-Stokes diverge a partir de las 9 horas; la velocidad aumenta dramaticamente en
3 minutos como queda en evidencia en la figura
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Figura 6.14: Magnitud de la concentracién de la marea obtenida por la ecuacion de
conveccion-difusion.

A continuacién se muestran una serie de figuras importantes para analizar los resultados
y su desempeno.
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Figura 6.15: Grafico tiempo de ejecucion del solver MareaRojaPimpleFoam.

La figura muestra el desempeno del solver; el cual demora aproximadamente la
mitad del tiempo de simulacién. En simular 9 horas y 3 minutos (aunque el tiempo
final era T = 24 horas el solver divergié en 9 horas con 3 minutos) demor6 17142
segundos, es decir, 4 horas, 45 minutos y 42 segundos.
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Figura 6.16: Grafico del Numero de Courant obtenido con el solver MareaRojaPimpleFoam
para una viscosidad v = 0,01.

El grafico [6.16]indica lo importante que es que se cumpla la condicion CFL Co > 1. En
este caso a los 31440 s el numero de Courant dejé de cumplir la condicion CFL 1,02867
y en cuanto se supera esta cota, la velocidad aumenta exponencialmente. En esta linea,
para probar con un At méas pequeno y ver si asi se mantiene la condicién CFL, se uso6
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Residuo Velocidad

At = 20 s y aun asi, a los 32280 s el niimero de Courant méximo fue 1,00087, luego
volvi6 a diverger.
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Figura 6.17: Residuos finales obtenidos por el solver MareaRojaPimpleFoam.

Notar que el orden de los residuos es mayor para la concentraciéon C', pues es la ecuacion
mas facil de resolver (es una ecuacion cuya incognita es campo escalar). En OpenFOAM,
se debe fijar un residuo como tolerancia al momento de iterar y hallar las soluciones, en
este caso se fijo 107 para la velocidad y 10~® para la presion, puesto que se demoraba
mas en hallar la presion. Otro problema del solver, es que la concentracion tiene mucho
error, pues la concentracion inicial tenia valores en [0, 1], por lo cual el efecto de la
difusion implica que la soluciéon debe seguir tomando valores en ese intervalo, pero
moviéndose a zonas de menor concentracién y no a zonas de mayor concentracion. El
error llega a ser del 20 %. Esto motiva a probar usando las velocidades obtenidas con
OpenFOAM, resolver conveccién-difusion con MATLAB y ver si las velocidades estan
mal calculadas, o es un problema de la ecuacién de conveccidon-difusion.
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Figura 6.18: Gréfico del méximo y minimo de concentraciéon en alguna celda del dominio en
cada tiempo, obtenido con el solver MareaRojaPimpleFoam para una viscosidad v = 0,01.
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(a) t = 3 hrs. (b) t =9 hrs.

(c) t = 15 hrs. (d) t = 21 hrs.

Figura 6.19: Magnitud de la velocidad de la marea obtenida por las ecuaciones de Navier-
Stokes.
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(a) t = 0 hrs.

(c) t =9 hrs. (d) t = 15 hrs.

(e) t = 21 hrs. (f) t = 24 hrs.

Figura 6.20: Concentracion de la marea obtenida por la ecuacién de conveccion-difusion.

En simular 1 dia = 86400 s, el programa demor6 42379 s, es decir, 11 horas, 46 minutos
y 19 segundos. Ver el grafico de la figura [6.21] el cual es aproximadamente lineal.
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Figura 6.21: Gréafico tiempo de ejecucion del solver MareaRojaPimpleFoam, con viscosidad
v=1.

El ntiimero de Courant en este caso nunca excede el valor 1, por lo cual no hay divergen-
cias. Mas atin, tanto el Numero de Courant maximo en alguna celda como el promedio
sobre el dominio muestra un comportamiento periddico. El nimero de Courant maximo
es practicamente un orden de magnitud mayor que el niimero de Courant promedio.
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Figura 6.22: Grafico del Numero de Courant obtenido con el solver MareaRojaPimpleFoam
para una viscosidad v = 1.

El orden de magnitud sigue siendo el mismo que en el caso anterior v = 0,01. Notar
que el residuo de la presiéon se hace mas pequeno en la cercania de los 3,9, 15, 21 horas
que es donde se aprecia el efecto de subida/bajada de la marea. Esto queda claro en la

figura [6.23b]
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Figura 6.23: Residuos finales obtenidos por el solver MareaRojaPimpleFoam para una visco-
sidad v = 1.

El méaximo y minimo de la concentraciéon en el tiempo nuevamente muestra el extrano
comportamiento de que el maximo supera el valor 1 y el minimo disminuye mas que
el valor 0. En este caso, el minimo alcanza hasta un valor —0,4 lo cual representa un
error de hasta el 40 %, pues la concentracion inicial vive en [0, 1]. Ojo que los valores
negativos de la concentraciéon no es el problema, pues son sblo valores, perfectamente
se puede usar otro intervalo [cq, ¢o] con ¢; > 0, y ¢o > 1 asi no se tomarian los valores
negativos; el problema radica en que la soluciéon deja de pertenecer al intervalo inicial.
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Figura 6.24: Gréfico del méximo y minimo de concentraciéon en alguna celda del dominio en
cada tiempo, obtenido con el solver MareaRojaPimpleFoam para una viscosidad v = 1.

6.2.2. Velocidad con OpenFOAM y concentracién con MATLAB

En vista del problema en la concentracion que presenta el solver MareaRojaPimpleFoam,
se utiliza la velocidad obtenida con OpenFOAM, para hallar la concentraciéon mediante la
ecuacion de conveccion-difusion programada en MATLAB.
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(e) t = 21 hrs. (f) t = 24 hrs.




(g) t = 48 hrs. (h) t = 72 hrs.

Figura 6.25: Concentracion de la marea obtenida por la ecuacion de conveccion-difusion.
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Figura 6.26: Grafico tiempo de ejecucion de conveccion-difusion resuelta en MATLAB y
usando la velocidad calculada con pimpleFoam para una viscosidad v = 1.
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Figura 6.27: Grafico del residuo de conveccion-difusion resuelta en MATLAB y usando la
velocidad calculada con pimpleFoam para una viscosidad v = 1.
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Figura 6.28: Gréfico del maximo y minimo de concentracion en alguna celda del dominio en
cada tiempo, obtenido con MATLAB y usando la velocidad calculada con pimpleFoam para

una viscosidad v = 1.

6.2.3. hTotalshallowWaterFoamConNroMaximoCourant

Usando la condicion de borde de marea en Mar-Mar: Ao (2, ) = hrotar(x,0) + Asen(wt),
con A = 2m se obtuvieron los siguientes resultados en las figuras [6.29 , [6.30] y 6.31] En la

(a) t = 0 hrs. (b) t = 3 hrs. (¢) t = 9 hrs.

(d) t = 15 hrs. (e) t = 21 hrs. (f) t = 24 hrs.

Figura 6.29: Nivel de la marea hr,, obtenido por las ecuaciones de Shallow Water.
figura [6.29) se aprecia que transcurridas las 3 horas se alcanza el maximo de altura de marea,

luego comienza a bajar el mar y se alcanza el minimo a las 9 horas. Luego se repite cada 12
horas por la periodicidad que se explicd en capitulos anteriores del fenémeno de la marea.
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Notar que la onda de marea se empieza a propagar desde la region Mar-Mar y no alcanza a
llegar a Mar-Tierra. A partir de estos resultados, se programa en MATLAB para construir
una malla dindmica considerando la elevacion de la marea obtenida por Shallow Water. Para
generar esta malla evolutiva basta guardar en cada tiempo la carpeta polyMesh con los points
de tal tiempo. La figura [6.30] permite ver la evoluciéon 3-D de la marea, sin embargo no se

) t = 0 hrs. ) t = 3 hrs. ) t =9 hrs.
) t = 15 hrs. ) t = 21 hrs. ) t = 24 hrs.

Figura 6.30: Dominio evolutivo, con la elevacion de la superficie obtenido en Shallow Water.

alcanza a reproducir el fenémeno de la marea, sino que parece méas bien oleaje (al menos en
la parte Mar-Mar). En la figura se aprecia que la velocidad obtenida no reproduce el

— 0.0e+00 £ i — 0.0e+00

(a) t = 3 hrs. (b) t =9 hrs.
Figura 6.31: Velocidad horizontal obtenida por las ecuaciones de Shallow Water.

fenomeno de la marea, pues el sentido de las flechas no apuntan hacia mar-tierra cuando sube
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la marea, ni hacia mar-mar cuando baja la marea como si sucedia en los solvers anteriores.
El tiempo de ejecucion del solver fue 7808 segundos, es decir, 2 horas, 10 minutos.

De las figuras obtenidas, se deduce que las condiciones de borde no reproducen bien el fe-
némeno. Las ecuaciones de Shallow Water presentan un comportamiento oscilatorio, por lo
cual el mar no sube uniformemente o baja uniformemente como deberia suceder (por la na-
turaleza global de la atraccion gravitacional de la Luna o el Sol sobre la porcién de mar). Se
probaron otras condiciones de borde pero tampoco se obtuvieron los resultados esperos. Una
opcion que se explord fue usar velocidad normal sinusoidal en Mar-Mar, el problema de esta
condicién es que si bien es acorde al problema que la velocidad normal sea sinusoidal, no se
conocen los valores o la escala de estos valores, como si se saben en la superficie (que es la
condicion de borde que se usa en los solvers para Navier-Stokes).

96



Conclusion

Del estudio de los métodos implementados en OpenFOAM y MATLAB, se concluye lo
siguiente

El solver de OpenFOAM es aproximadamente cuatro veces méas rapido que las imple-
mentaciones en MATLAB; el solver de OpenFOAM demora la mitad que el tiempo
a simular, mientras que la implementaciéon en MATLAB de Navier-Stokes demora el
doble del tiempo a simular.

La ecuaciéon de conveccion-difusion es més simple de resolver que la de Navier-Stokes.
Las principales diferencias entre estas ecuaciones son que la de convecciéon-difusion tiene
incognita escalar y ademés el término convectivo no presenta no linealidad. Esto queda
en evidencia en los tiempos de célculo de la ecuacién de conveccidon-difusion y se puede
usar saltos de tiempo mayores. Es por esto que los esfuerzos en este trabajo radicaron
en resolver Navier-Stokes.

El solver en MATLAB es més estable, se puede superar el valor Co > 1, y atn asi
el método no diverge. En OpenFOAM es de vital importancia cumplir esta condiciéon

CFL.

El solver en MATLAB da flexibilidad, en el sentido que OpenFOAM es una especie de
caja negra, ya que si bien se pueden hacer modificaciones (inspirandose en lo que ya
estd hecho) no se entiende bien la programacion ni la notacion de los codigos fuentes. Se
pueden entender, pero es necesario ser experto en OpenFOAM y meterse de lleno en los
codigos. No hay un tutorial que haga esto, s6lo guia de usuario y tutorial que explican
lo basico. Esto aplica sobre todo en las condiciones de borde, que en OpenFOAM no
es facil poner condiciones de borde no uniformes en espacio.

Los resultados de la concentraciéon son bastante similares, sin embargo, MareaRoja-
PimpleFoam presenta problemas en los valores de la concentracion. Ademés se puede
apreciar los fenémenos de conveccion y difusion.

El solver de Shallow Water si bien es bastante intuitivo para describir el problema (pues
describe la altura y velocidad que es lo que interesa en el caso de la marea) no presenta
los resultados esperados; no se aprecia el fenémeno de la marea. Una idea es modificar
la ecuacion, usando de antemano la altura h(t) como dato, sin embargo habrian 3
ecuaciones (las dos de velocidad y la que se deriva de divergencia nula) y dos incognitas
(solo la velocidad horizontal U,,U,), por lo tanto la EDP estaria sobredeterminada.
Para resolver este problema, una opcién es hacer que la gravedad dependa del tiempo
al momento de derivar Shallow Water a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes.
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Como trabajo futuro queda implementar los modelos de turbulencia, en particular en modelo
e — k. Este modelo incorpora dos variables la disipaciéon de energia turbulenta ¢ y la energia
cinética turbulenta k, las ecuaciones son bastante similares a las Navier-Stokes con lo que
no resulta dificil hacer las modificaciones al solver hecho en esta tesis. Sin embargo, esta el
problema de las Wall Functions que se usan en estos modelos, que son modelos y valores que
hay que explorar.

Es importante mejorar la malla, pues hay zonas con altura muy pequena (las cercanas a
Mar-Tierra), en que hay una notable disminucion de la profundidad del mar. Numéricamente
esto genera problemas, dado que al momento de resolver el sistema se producen divisiones
por nimeros demasiado pequenos.

Los resultados obtenidos en MATLAB son buenos y permiten entender el problema, pero
muy lentos, una opcion es usar en C++ esta implementacion. El cual disminuiria considera-
blemente el tiempo de ejecucion, sin embargo el problema radica en la resoluciéon del sistema
lineal. Al momento de usar C++ es imperante usar UMFPACK para resolver los sistemas
lineales de manera eficiente.

También se puede mejorar la velocidad en MATLAB haciendo paralelismo y haciendo uso
del cluster. Ahi se pueden lanzar calculos en un intervalo de tiempo mayor.

Por ultimo, se requieren datos reales para que el modelo tenga validez, entre ellos la elevacion
de la marea, la velocidad normal en el borde mar-mar y la concentracion inicial de algas.
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