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PROPAGACION DE ONDA PEQUENA EN UN MEDIO NO LINEAL
MODELADO CON UNA NUEVA ECUACION CONSTITUTIVA
En los ultimos anos se han propuesto nuevas relaciones constitutivas implicitas para mo-
delar el comportamiento de los cuerpos elasticos. Como subclase de estas relaciones cons-
titutivas se desprende un caso, cuando se consideran deformaciones pequenas, de la forma
e = h(T) (ver [1, 2, 3]), donde & corresponde al tensor de deformacién infinitesimal y T

corresponde al tensor de esfuerzos de Cauchy.

El tema de esta memoria se enfoca en estudiar el fenémeno de propagacion de ondas de
pequena amplitud en materiales que estan sometidos a grandes cargas estaticas sobre las
que se superpone una excitacion de esfuerzo externa, pequefia y dependiente del tiempo. Los
modelos de materiales a considerar son no lineales y modelados mediante la nueva ecuacion

constitutiva mencionada en el parrafo anterior.

Los problemas a estudiar en la presente memoria son unidimensionales y de alta simetria.
Se resuelven numéricamente las EDPs de onda lineales (para los desplazamientos) asociadas
a cada caso. Estos son: una cavidad esférica bajo inflacién, un tubo cilindrico con inflacion,
un tubo con inflacién y corte telescopico, un tubo con inflacion y corte circunferencial y una
placa infinita sometida a compresién en ambas caras. Los modelos a estudiar corresponden a:
un material que muestra limite de deformacién, un modelo para roca y otro para hormigén,
en donde se tiene pulsos de tipo sinusoidal y rectangular. Ademas se estudia el efecto de

distintas presiones estaticas y distintos tamafios para cada geometria.

Al resolver numéricamente las EDPs de onda lineales para cada caso mencionado en los
parrafos anteriores, se concluye que las presiones estaticas aplicadas, en general, tienen un
efecto importante en la forma, amplitud y velocidad de la onda segin sea su magnitud. Lo
anterior se debe a la no linealidad de los modelos. Por otro lado, se aprecia, que para mayor
rigidez del material se tiene una mayor velocidad de las ondas y una amplitud menor. La
geometria tiene un efecto considerable, pues cuando es muy pequena es dificil visualizar las

ondulaciones debido a la velocidad muy elevada de la onda.
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Capitulo 1
Introducciéon

Los fenémenos ondulatorios que se producen en cuerpos bajo cargas grandes estaticas son
muy comunes en estructuras de hormigén y de roca. En las primeras normalmente se deben
a sismos y en las estructuras de roca tanto a sismos como a tronaduras. Por la relevancia que
tiene estudiar como se propagan ondas pequefias en estos materiales, se realiza un estudio

tedrico para diferentes geometrias y regimenes de carga en modelos tedricos para éstos.

Algunos materiales fragiles como el hormigén y la roca pueden exhibir un comportamiento

no lineal entre la deformacion y el esfuerzo.

Recientemente se han propuesto relaciones constitutivas nuevas, de las cuales se desprende
un caso de mucho interés, que de manera reciente ha sido estudiado, que consiste de ecuaciones
en que el tensor de deformacién es funcién del tensor de esfuerzos. Se han modelado materiales

como los mencionados en los parrafos anteriores con este tipo de ecuacion constitutiva nueva.

En la presente memoria se estudia como se propagan ondas pequenas en materiales mo-
delados con esta ecuacién constitutiva en que la deformaciéon es funcién del esfuerzo. Para
distintas geometrias se suponen esfuerzos grandes y estaticos a los que se anade una excita-
cién pequena (en comparacién con la carga estatica inicial) y dependiente del tiempo, que
genera la propagacion de una onda de pequetia amplitud en el material. Se estudia el efecto
de distintos tipos de excitaciones, asi como el efecto de la geometria, el material estudiado y

la magnitud del esfuerzo estatico.



1.1. Motivacion

El presente estudio, tiene como fin ser de utilidad en la modelacién de estructuras de
hormigén o roca sometidas a grandes cargas estaticas, en las que se propagan ondas de

pequena amplitud; producto de actividad sismica, tronaduras u otra excitacion exterior.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo General

Resolver mediante métodos numéricos problemas de valor de frontera con el fin de estudiar
la propagacién de onda pequenia en medios que son no lineales, modelados con una nueva

ecuacién constitutiva para diferentes geometrias sencillas y regimenes de carga en el tiempo.

1.2.2. Objetivos especificos

= Comprender la relevancia, y aplicaciones que pueden llegar a tener las ecuaciones cons-

titutivas nuevas, en que la deformacion es funciéon del esfuerzo.

= Utilizar herramientas computacionales con el método de elementos finitos para la reso-
lucién de ecuaciones diferenciales parciales, como es el programa Comsol 5.3a, que es

el empleado para la obtencion de resultados numéricos en la memoria.

= Realizar ajustes de curvas, desplegando habilidades aprendidas en cursos anteriores.

1.3. Alcances

= Se tratan solo problemas de frontera con geometrias sencillas (esfera, anillo cilindrico

y placa delgada infinita). Todos los problemas son unidimensionales.

= Se suponen regimenes de cargas dinamicas sencillos para estudiar la propagacion de

ondas en cada caso.

= Solo se estudia la propagacién de ondas en 3 tipos de modelos de materiales fragiles,

en que la deformacion es funcion del esfuerzo.



Capitulo 2
Antecedentes

En este capitulo se presentan los antecedentes tedricos minimos para una comprension
basica del estudio de propagacién de onda pequena en un medio no lineal modelado con una
nueva ecuacion constitutiva. Se presenta un resumen basico de cinématica, la nueva ecuacién
constitutiva (donde la deformacién es funcién del esfuerzo), un resumen del problema de

valor de frontera y la deducciéon de ecuaciones incrementales.

2.1. Ecuaciones basicas

2.1.1. Cinematica y ecuacién de movimiento

En un cuerpo 4 denotamos una particula por X, y en el sistema de referencia ésta ocupa
la posicién X = kg(X). La configuracién de referencia se denota como kg(%). Para denotar
la posicion en la configuracién actual del punto se usa la notacion x. Se supone que existe
un mapeo (uno a uno) x tal que x = x(X,t). La configuracién actual se denota por k(%)
(que corresponde a la configuracion tras un tiempo ¢). El gradiente de deformacion, el tensor
izquierdo de Cauchy-Green, el vector desplazamiento y el tensor de deformacion linealizado

son definidos como:

_0x T B 1 (0u ou”

El tensor de esfuerzos de Cauchy se denota por T y la forma local del balance del momento
lineal es la siguiente:
pu = div T + pb, (2.2)



donde p es la densidad del cuerpo, b representa la fuerza de cuerpo especifica en la configu-

racién actua y ” representa dos veces la derivada en el tiempo.

2.1.2. Relaciones constitutivas

Una relacién constitutiva, en mecanica de medios continuos, relaciona una medida del es-
fuerzo con una medida de la deformacién. Los casos mas tipicos de estudio han sido aquellos

en que se considera algiin tensor de esfuerzos como funcién de un tensor de deformacion.

En los ultimos anos se han propuesto nuevas relaciones constitutivas para modelar los
cuerpo elasticos. Dentro de estos nuevos tipos de relaciones encontramos la relaciéon implicita
1, 2]:

§(B,T) =0, (2.3)

De la ecuacion (2.3) se desprende el siguiente caso:

B = §(T). (24)

El caso anterior es de interés pues no corresponde ni a un cuerpo elastico de Cauchy ni de
Green. Al considerar el caso de pequenas deformaciones (ver [3]), [Vu| ~ O(d) con § << 1, se
tiene la aproximacion B ~ 2e +1 (donde & corresponde al tensor de deformacion linealizado)

la ecuacién (2.3) puede escribirse como:

e = h(T). (2.5)

En [4] se ha supuesto, ademds, considerar la existencia de una funcién escalar II que

permite escribir el tensor de deformacién linealizado € de la siguiente forma:

_on

= 57 (2.6)

€



2.1.3. Problema de valor de frontera

A fin de resolver problemas de valor de frontera, en el contexto de las nuevas ecuaciones

constitutivas de la forma (2.5), es necesario encontrar T y u que satisfagan las ecuaciones
(2.2), (2.4)4 y (2.5):

1
pit = divT + pb,  S[Vu+ vu'l=¢, e=5(T), (2.7)
considerando las condiciones de borde:
u=1 x€cok'(#), Tn=t xcIk'(B), (2.8)

donde 0k.(#) es la frontera del cuerpo Z en la configuracién actual k;(#). Se tiene que
Ok (AB) U OkL(AB) = Ok(AB) v Oki(P#) N Oki(A) = (). El vector n corresponde al vector
exterior unitario normal a la parte de la frontera del cuerpo dkk(%). Por otro lado, u y T
corresponden a un campo de desplazamiento y esfuerzo, respectivamente, que son conocidos

en la frontera del cuerpo 4.

En la presente memoria se plantean ecuaciones en términos del desplazamiento u para el
problema (2.7), pero ello no siempre es posible pues la ecuacion (2.7)3 no siempre es invertible
y por tanto la ecuacién (2.7); en algunos casos no puede quedar expresada unicamente en

términos del desplazamiento u.

En el problema (2.7) no es necesario agregar ecuaciones de compatibilidad para la de-
formacién, pues Rajagopal y Srinavasa en [5] han demostrado que al tomar como variables
principales del problema el desplazamiento u y el tensor de esfuerzos de Cauchy T el problema

puede ser resuelto sin la necesidad de considerar dichas ecuaciones.

2.2. Ecuaciones incrementales

Esta subseccién esta basada en la publicacién de ecuaciones incrementales de P. Arrue,
R. Bustamante y D. Sfyris [6]. Para la obtencién de ecuaciones incrementales se supondra
un tensor de esfuerzos de Cauchy T compuesto de dos partes: un esfuerzo inicial estéatico
y grande T, generado por una traccién externa t, que se aplica en la frontera del cuerpo

HHA;;” ~ O(d) con 6 << 1 quedando

Okt(A) y un esfuerzo pequetio y dindmico AT tal que

T con la forma siguiente:



T = Ty + AT. (2.9)

Al reemplazar la ecuacién (2.9) en (2.7)3, se tiene la aproximacién:

0
&(T) ~ &(Ty) + a,[%(TO) (AT, (2.10)
Suponiendo la existencia de una funcién escalar II(T) ([4]) que permite expresar & como

en la ecuacion (2.6). La ecuacién (2.10) se puede escribir como:

oIl 0?11
donde se denota:
oIl 0*11
Ep = aT(TO), Ae = 8T6T (TO) . AT (212)

Se supondra que Ty genera un desplazamiento ug al que se agrega un pequeno desplaza-
miento dependiente del tiempo Au producido por el incremento AT. Quedando el desplaza-
miento u de la forma: u = ug+ Au. Por otro lado, se supone que el desplazamiento u genera
una deformacién € la que se puede suponer compuesta por dos partes: €y producida por ug
y una parte pequena y dependiente del tiempo Ae asociada a Au. Se tienen las siguientes

expresiones:

;(vu +Vu') = &, ; [V(Au) + V(Au)'] = Ae. (2.13)

Al suponer T y ug como soluciones de (2.7) y reemplazando (2.9), (2.10), (2.12) y (2.13)
en el problema de valor de frontera (2.7) se obtiene el conjunto de ecuaciones incrementales
siguiente:

. . 1 T o)
pAu = div(AT), §[V(Au) +V(Au)'] = Ae, Ae= 3T AT. (2.14)

Se define el tensor de cuarto orden C como:

211
= o107 L)

Es relevante destacar que C depende exclusivamente de la parte estatica T del tensor

C

(2.15)

de esfuerzos T. Al estudiar el problema de propagaciéon de onda pequena se tiene que los
coeficientes de las EDPs de onda lineales para Au dependen de componentes de C, por lo

que es necesario resolver (2.7) para obtener la forma de la EDP.



Capitulo 3
Metodologia

La metodologia empleada para la realizacién de esta memoria consta fundamentalmente

de cuatro partes, que se detallan a continuacién:

= Estudio en detalle de la bibliografia pertinente a ecuaciones constitutivas implicitas,
junto con el estudio de los modelos no lineales a emplear para la propagacion de ondas

y ecuaciones incrementales.

= Obtencién de las ecuaciones incrementales de onda para el desplazamiento para cada
una de las geometrias y materiales en estudio. Se obtienen, también, las expresiones

para sus coeficientes.

= Se resuelven las ecuaciones de onda para el desplazamiento para cada uno de los casos,
siendo resueltas en primera instancia las ecuaciones quasi-estaticas relacionadas a las
cargas estaticas iniciales y luego estas soluciones se emplean para la resoluciéon numérica
de la EDP de onda.

= Se obtienen los distintos graficos para los desplazamientos y esfuerzos. Se analizan y

discuten los resultados.



Capitulo 4

Modelos constitutivos

4.1. Modelo con comportamiento limite de de-

formacion

En esta seccion se presenta una ecuacion constitutiva en que la deformacién del cuerpo
esta limitada a un cierto valor independiente del valor del esfuerzo. En este material se supone

que h(T) es una funcién isotrépica por lo que el tensor de deformacién € tiene la forma ( ver

[7]):

e =Bl + BT+ BT (4.1)

donde fy, B v B2 dependen de los invariantes:

1 2 1 3
I =tr T, Igzitr(T), Igzgtr(T ) (4.2)
Considerando la subclase (4.1) se supone la existencia de una funcién escalar II(T) tal que
€= g—g ([4]). La funcién II a considerar es isotrépica por lo que:

I(T) = (11, 5, [;) = € = LT+ [, T + II;T?, (4.3)
donde II; = % con ¢ = 1,2, 3. La expresién a considerar para II(T), ver [8], es la siguiente:

I(T) = —g In[cosh(BL,)] + %\/1 +ul, (4.4)

donde «, 3, v y ¢ son constantes cuyos valores se muestran en la tabla 4.1:



Tabla 4.1: Valores para las constantes de II(T) (4.4)
o I6] ¥ L E v
1/Pa 1/Pa 1/Pa? Pa
0.01  9.27681x107%  4.01995x107° 1071 323387085 0.3

Reemplazando (4.4) en (4.3) se obtiene la siguiente expresién para e:

g
e = —a tanh(B8) I + T. 4.5
o tanh(PLL+ =5 (45)
El modelo con comportamiento limite de deformacion (4.5) para esfuerzos cercanos a 0 se

aproxima al modelo lineal de Hooke € = —Z 11+ (”gl)T, donde E es el médulo de Young y

v el coeficiente de Poisson. Al realizar la aproximacion de (4.5) considerando T =~ 0 se tiene:

e~ —afLI+~T. (4.6)

Al igualar (4.6) con el modelo de Hooke se tienen las relaciones que permiten obtener el
moédulo de Young E' y el coeficiente de Poisson v con los valores de las constantes de la tabla
4.1:

Y =ap, - =7-ap (4.7)

Por otro lado, en notacién indicial la ecuacion (4.5) queda:

v
g;; = —a tanh( 811 )6;; + ————=T;,. 4.8
J (61>] 1+2L[2j ( )

A continuacién se obtiene la expresion indicial para C (ecuacién (2.15)) para el material
con comportamiento limite de deformacién. Para ello se utiliza la expresion indicial de &

(ecuacién (4.8)). Calculando la derivada respecto a T se obtiene:

c. — Oz _ _ Oltanh(BL)) .~ 0O g o1 9T
K 0T} 0T} YTy \VI +2L) Y VT + 2L, 0T
_ _aa(tanh([)’h)) oI, 5. 8( g ) oI, T v o1,

ol Ol 7 0L \V1 + 2Ly ) 0Ty ¥ 1 + 21,01y

L
= —a B sech®(B1)00y — —— L TyTy +

~
(1+2u15)> Qm( k01 + 0adjr). (4.9)



4.2. Modelo no lineal para roca

Para modelar la roca Rajagopal y Bustamante, ver [9], han propuesto un modelo no lineal
e isotrépico que depende de los esfuerzos principales o, del tensor de esfuerzos T. La funcién

II(T) = (01, 09,03) satisface las siguientes condiciones de simetria dada la isotropia del

modelo:
H(O’l,0'270'3) :H(O'Q,Ul,O'g) :H(O'17O'3,0'2). (410)
Al expresar la deformacién como € = g—g se tiene:
O ) o o)
e=> —a?@a?, (4.11)
= do,

donde a® son los vectores propios de T. Denotando las deformaciones principales como

€p, P = 1,2,3 es posible mostrar que:

ol
= a9 4.12
Ep aap ( )
La forma siguiente para IT (ver [9]), cumple con las condiciones (4.10):
[l(01,02,03) = fi(01) + fi(02) + fi(03) + fa(01) (02 + 03) + Fa(02) (01 + 03)
0y +oy+0
+fa(01) (02 + 03) + f3 (1323) , (4.13)

donde las funciones fi, f2 ¥ f3 sus derivadas y sus segundas derivadas tienen la forma:
fi(#) = ay [ —erIn(dy)z], fa(w) = a2 [d5?® = 1], fa(2) = 3as [dg"* — csIn(dg)z], (4.14)

f1(z) = arerIn dy(df* — 1), o(x) = aaca In(da)d3?™, f5(x) = 3azesIn d3(ds*™ — 1), (4.15)
T() = aqci(ln dy)?d5™, §4(x) = 3asca(In ds)?dS$™, (4.16)

donde o4, ¢; y d; son constantes. Las funciones anteriores aseguran que el cuerpo presenta un

comportamiento distinto en tracciéon y compresion:

(@) # H—a). (4.17)

El modelo no lineal para roca no presenta deformacion residual, es decir, no existe defor-
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macién cuando el esfuerzo es cero:

oIl
-—(0,0,0) =0 =1,23. 4.18
ao_p ( ) ) ) Y p Y Y ( )
En [9] se realiza la aproximacién para el modelo de roca considerando esfuerzos cercanos
a 0. Se tiene que el modelo se aproxima de manera muy precisa al modelo lineal de Hooke.
Los valores obtenidos para el moédulo de Young E y el coeficiente de Poisson v al igualar con
el modelo de Hooke para esfuerzos bajos (considerando las constantes de la tabla 4.2) son los

siguientes:

E ~ 2600 M Pa, v=0.138. (4.19)
Los valores para las constantes del modelo no lineal de roca se muestran en la tabla 4.2:

Tabla 4.2: Constantes para el Modelo no lineal de Roca

651 &%) as C1 Co C3 dy da ds
M Pa MPa 1/MPa 1/MPa 1/MPa
0.011 -0.0004 0.001 -0.08 -0.05 -0.08 0.1 0.2 0.1

La expresién siguiente permite calcular las componentes de C = f;gT (To) ([9)):

1
— - (p) () (9) (@) (@) (9) (p) (p)
C—§ § 28%8%(& XaY @a¥a?+a?¥@a?®a’ a )+

3 aH a(a(p) (02 a(p))

> o (120)
+= oy oT
donde:
d(a?) ® aP) _ 1 B 4 1 B (4.21)
oT op — 0y op — Oy
B(PQ) — B(qp) — l(a(P) ® a((I) ® a(P) ® a((I) + a(P) ® a(‘]) ® a(‘]) ® a(P) +
2
a? @a? @a® ®a? +a?@a? ga?@a?). (4.22)

11



4.3. Modelo no lineal de hormigén

En [10] Grasley et al. propusieron un modelo no lineal isotrépico para el hormigén tras
la realizacion de un experimento de compresiéon de un cilindro de hormigén sin restriccion

lateral. E1 modelo obtenido propuesto corresponde a uno del tipo de la subclase (4.1):
e =Bl + BT+ T (4.23)

donde [y = v tr(T) + sinh [ x(T )72} b1 = 4y Po = 0. Los valores para las constantes del

modelo (4.23) se muestran en la tabla 4.3:

Tabla 4.3: Constantes para el Modelo no lineal de Hormigén

T V2 V3 V4
1/M Pa MPa”?  1/MPa

4.4796 1.8975 562.01 18.7353

Para obtener los coeficientes C;ji; (ecuacién (2.15)). El tensor de deformacién (4.23) en
notaciéon indicial queda como sigue (tomando en consideracién que Sy = 0) y su derivada

respecto a T

€ij = Bodi; + L1155, (4.24)
8617 850 T
= 4.2
oL, ~ o1 T e, (4.25)

donde por regla de la cadena y considerando la dependencia de 3, solamente del invariante
[1 = tI'(T)

651'] i 660 611

4.26
9T ~ oL 0T, 3 aTkl (4.26)
Las derivadas % y 811 son las siguientes:
9o V2 rya—1 1” ol
— = —=I? h| — — = O 4.27
or, " " wt ) e ™ (4.27)
La derlvada ” - tiene la siguiente expresion:
oT;,;, 1
BT;:l =3 (0ir0j1 + 0305k - (4.28)
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La expresion para C;ji; finalmente queda:

_ V2 rya—1 1? o
Cijkl =7+ fll cosh [ — 5kl5ij + — (5ik5jl + 5il6jk:) . (429)
V3 V3 2
A partir de la expresién anterior es posible observar las siguientes simetrias Ciju = Cpuj,

Cijki = Cjirt = Cjur = Cijik-

4.3.1. Fitting Modelo no lineal de Hormigén

La expresién para C (ecuacién (4.29)) presenta problemas en 0 por lo que no se puede
usar para analizar la propagacion de ondas. Para solucionar dicho problema se ha realizado
un ajuste al modelo no lineal para roca [9] de tal forma de aproximar las curvas en el caso
del cilindro en compresién sin restricciones laterales para ambos modelos, ofreciendo una

aproximacién razonable en el tramo 0 — 60 [M Pa].

Las constantes obtenidas para el modelo no lineal de roca modificado que permiten apro-

ximarlo al de hormigén (4.23) son las siguientes:

Tabla 4.4: Valores para el modelo no lineal de roca modificado

aq (%) Qa3 C1 Co C3 d1 dg d3
M Pa M Pa 1/MPa 1/MPa 1/MPa
0.12 -0.00021  0.0009 -0.18 -0.038 -0.04 1.07  0.655  0.248

Al realizar el proceso andlogo de linealizacién del modelo, como en [9] se obtiene el médulo

de Young F y el coeficiente de Poisson v con los valores de las constantes de la tabla 4.4:
E =~ 53387 M Pa, v~ 0.3107. (4.30)

En la figura 4.1 estan graficadas las curvas para la deformacion axial ¢, y la deformacién
circunferencial ¢4 versus el esfuerzo axial de compresiéon o, para el caso de un cilindro en
compresion sin restriccion lateral. En azul estan las curvas del modelo no lineal de hormigén
de Grasley (ecuacién (4.23)) y en rojo el modelo no lineal de roca ([9]) con las constantes de
la tabla 4.4. A los valores para el esfuerzo compresiéon o, por un tema de visualizacion se les

asigna un signo positivo asi como a ¢,:
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Figura 4.1: Gréficos de la deformacién radial ¢, y la deformacion cir-
cunferencial €y versus el esfuerzo axial o, en [M Pa| para cilindro en
compresion axial sin restriccion lateral
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Capitulo 5

Solucion de algunos problemas

unidimensionales de valor de frontera

En la presente seccion se estudian numéricamente problemas de propagacion de onda
pequena para diversas geometrias y regimenes de carga en los tres modelos de materiales

mencionados en la seccion anterior. Se compara el efecto de distintos esfuerzos estaticos.

5.1. Esfera bajo inflacién

Se estudia el comportamiento de una cavidad esférica definida por r; <r <7y, 0 <0 <
2m, 0 < ¢ < 7 bajo inflacién en su interior y sometida a un esfuerzo pequeno y dependiente

del tiempo en su radio interior.

Figura 5.1: Cavidad esférica sometida a presion interna

Se supondra un tensor de esfuerzos T compuesto por la suma de un tensor de esfuerzos
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grande To(r) = T}, (r)é, @ €, +Tpg(r)éo ® €9+ Tys(r)€p R €4 al cual se superpone uno mucho
més pequeno en magnitud y dependiente del tiempo AT = AT, (r,t) & ® é, + ATy (1,t)
ég X ég + AT¢¢ (I‘,t) é¢ X é¢:

T(r,t) = To(r) + AT(r, ). (5.1)

Se supone un desplazamiento quasi-estatico ug(r) = u,.(r)é, y se anade, debido a la super-
posicion de un esfuerzo pequeno, la superposiciéon de un pequeno desplazamiento radial y

dependiente del tiempo Au,(r,t) = Au,(r,t)é, tal que:

u(r,t) =up(r) + Au,(r, t). (5.2)

Se suponen T y ug, asi como T y u, como soluciones del problema de valor de frontera (2.7).
Se tiene una ecuacién quasi-estatica para la parte grande del tensor de esfuerzos (ecuacién
(2.7)1) y una incremental para la parte pequena y dependiente del tiempo (ecuacion (2.14);).

La ecuacién quasi-estatica es la siguiente:

div T, = 0. (5.3)

La ecuacion (5.3) en coordenadas esféricas, tomando en consideracién la simetria esférica de

Ty, es:

drl,.,. 1
22T — Ty — Tpg) = O, 5.4
i o6 — Too) (5.4)

cos ¢

Toe — Thg) = 0. 5.5
Tsen¢( o6 — Too) (5.5)

Al reemplazar (5.5) en (5.4) se obtiene:

rdl,

Tog = Thy = = T 5.6
o0 ="Top=5——+ (5.6)

De la ecuacién (2.13); se tienen las componentes, en coordenadas esféricas, del tensor
&y = E(T())i

ou u U
= 87«rv €90 = TT’ Eop = 7rv erg =0, €9y =0, &rp=0. (5.7)

A partir de la ecuacion (5.6), (5.7) y la ecuacién constitutiva para cada modelo no lineal se
resuelven numéricamente para obtener 7T,.. y Tyy. En la respectiva subseccion de cada modelo

se especifica el método y las condiciones de borde.
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Por otro lado, la ecuacién incremental asociada a la parte dindmica de T y u es la

siguiente:
pAu = div(AT). (5.8)

En coordenadas esféricas, y tomando en consideracién la dependencia solamente radial del

incremento del esfuerzo y el campo de desplazamiento, se obtienen las ecuaciones:

82(A'LLT) a(ATrr) 1
0= 5% (AT, — ATy) (5.10)
© rsen¢ o0 w0 '

La tercera ecuacién da cero a ambos lados. Respecto a la ecuacion (5.10), ésta implica que
ATy, = AThy. Por tanto, se pueden comprimir las ecuaciones (5.9) y (5.10) en una:
*(Au,)  O(AT,,) 2

@tQ - 67" + ; (ATTT - ATGG) . (511)

De la ecuacion (2.13)y se tiene para las componentes del tensor Ae:

J(Au,.) Au, Au,
5 Aegg = o Acyy = o Acry =0, Acpy =0, Acy=0.
(5.12)

En notacién indicial, tomando en consideracién la ecuacién (2.14)3 y (2.15), las compo-

Agrr -

nentes de Ae se pueden expresar en términos de C y AT como:
Ac"fij = CijklATkl- (513)

Denotando la coordenada r por un 1, la coordenada 6 por un 2 y la coordenada ¢ por un 3,

al expandir la expresién anterior de manera matricial queda:

A511 Cllll 61122 C1133 ACTII
A522 = C2211 C2222 C2233 ATQQ : (514)
A533 C3311 63322 C3333 ACT33

Aprovechando las simetrias Cj;i = Crij; la ecuacién matricial anterior se puede escribir de la

siguiente manera simétrica:
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A511 Cllll 61122 61133 ATH
AEZQ = 01122 62222 C2233 ATQQ : (515)
A533 Cl 133 62233 63333 AT‘33

La matriz de la ecuacién (5.15) se supone invertible (su determinante distinto de 0). Por lo
que se tiene la siguiente ecuaciéon matricial:

ATy Nii Nig Nig| |Aeq
ATy | = |Nig Ny Nog| |Aca| . (5'16)
AT Nig Nag Nss| |Aess

Al reemplazar (5.12) en (5.16) se obtienen las siguientes ecuaciones:

o(Au, Au, Au,
ATy = Ny (Auy) + Nio “ + N3 “ ) (5.17)
or r r
o(Au, Au, Au,
ATy = Niy (Bu,) + Nz . + Nas ;L ; (5.18)
o(Au, Au, Au,
ATs3 = Ni3 (Bu) + Nog = 4 Nyg=r. (5.19)
or r r

Reemplazando las ecuaciones (5.17)-(5.19) en la ecuacién (5.11) se obtiene la siguiente EDP
de onda lineal en términos de Auw,.:

0?(Au,) 0 I(Au,) Au, Au,| 2 I(Au,) Au,
P"or = or [Nﬂ or Nz r s r + r Nu or Nz r
Au, O(Au, Au, Au,
+Ni3 —N12M — Ny — Ny ] (5.20)
r or r r

Luego de algunas manipulaciones la ecuacion anterior queda finalmente como:

82(Aur) 82(AUT) 8N11 ng N13 2 G(Aur) 1 8N12
o Nu or? * or N r * ;NH or * r or
Nis  ONi31l Nz 2 2
7"2 + 87‘ ; 7‘2 - ﬁNQQ — 742N23‘| AUT. (521)

Reordenando la ecuacién (5.21) de una manera mas compacta queda:

0?(Au,) 0?(Au,) ONy; 1 I(Au,)
v =Ny 52 |75 +;(2N11—N12+N13) or
10(N N 1
*M + *(ng + N13 — 2N22 - 2N23) Aur. (522)
r or r2
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De la ecuacién (5.5) se tiene que Tpg = Ty,. Lo anterior implica que Ciio2 = Ciiss y
que 02222 = 03333. Por lo tanto, N12 = N13 y N22 = N33. Esto simpliﬁca la ecuacion (522)

obteniéndose:

9*(Au,) o Aur ONy, 2 d(Au,)
o N l *Nll o +
2 aN 2
lr 87}2 5 (N2 = Nap — st)] Au,. (5.23)

Denotando por N la matriz de términos N;; con ¢ = 1,2,3y 7 = 1,2, 3. La expresion de

N, suponiendo que (C1111(02233 + 02222) — 20%122)(02233 — 62222) 7é 0, es 1& siguiente:

1 Caa33 + Ca222 —Ci122 —Ci122
C2.,.—C1111C C2.,. —Ca233C
N = -C 7122 —C1111C2222 _ Ci199—C2233C1111 (5 24)
5 1122 -~ = . .
Ci111(Ca233 + Caz2) — 2Ci199 Czcmiccmé o2 02_2?33 C2C222
—61122 _ Ci199—C2233C1111 1122 —C1111C2222
Ca233—C2222 Ca233—C2222

Al obtener, numéricamente, T, y Tpy estos se reemplazan en las expresiones de C;jp; del

Anexo A para el caso esférico, lo que permite calcular Nj;.

Para la resolucién de la EDP de onda lineal de segundo orden (5.23) se emplea el método
de elementos finitos, mediante el uso del programa Comsol 5.3a. Para resolver dicha ecuacién
se requiere manipular ésta para quede de la siguiente forma:

0*u ou

€a@+daa+V‘F:fy (525)

donde u corresponde a Aw, en metros [m], e, corresponde a la densidad p (igual a 2700
[kg/m3]) para cada material y d, es igual a 0. Las expresiones para I' y f se pueden escribir

a partir de la forma de la ecuacién (5.20), siendo respectivamente:

A A A
b= <N118( tr) +N12 I Ny ur) (5.26)
or r
2 O(Au, Aur Au, J(Au, Au, Au,
f= " <N11 <87" ) + Nio + N3 — Nip (87“ ) — Ny — No3 >5-27)
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5.1.1. Modelo con comportamiento limite de deforma-
cion
Este caso quasi-estatico ha sido resuelto por R. Bustamante y K. Rajagopal en [11]. Los

invariantes del tensor T, de la ecuacién (4.2), se pueden escribir en términos de 7. a partir

de la ecuacion (5.6). Las expresiones para los invariantes quedan:

dT’!’T

I = 3T, 5.28
=" dr + ( )
3 r2 (dT..\> dT,
I, =°72 4 [ == T, - 2
2 2 rr+ 4 < d?” ) +7r rr d?” 9 (5 9)
o, \ 2 AT\ dT,
I, =T3 + — o ”" T2 —". .
3 M+12<dr> +4<dr> e dr (5.30)

A partir de la ecuacién (5.7) que relaciona la deformaciéon con el desplazamiento en
conjunto con la ecuacién constitutiva (4.3) que relaciona el tensor de deformacién con el

de esfuerzo se desprenden las relaciones:

du,
Err = d“ =10, + I, T}, + 11,72, (5.31)

r

Uy
€09 = Epp = 7 =11 + 1Ty + H3T029. (532)
A partir de las ecuaciones (5.31) y (5.32) se obtiene:
d

My + LT, + 75 = — [ (T + T Ty + T1575) | (5.33)

Reemplazando la ecuaciéon (5.6) en la ecuacién (5.33) se obtiene una EDO en términos de

1,
} . (5.34)

T,(r)) = —P, To(r) =0. (5.35)

I, + T, + 1372 = 4 {r

dT,, dT,, ?
|+ 1L (T + TM> + 1 (T + TM>

2 dr 2 dr

Para la ecuacién (5.34) se consideran las condiciones de borde:

La ecuacion diferencial ordinaria no lineal de segundo orden (5.35) se resuelve numéri-

camente. Para su resolucién se emplea el método de elementos finitos. Se usa el programa
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Comsol 5.3a, para lo cual definimos:

I'=r s f =II; + IL,T,, + H3Tr2r' (536>

rdT,, rdl,, 2
II I, | = T., II5 | = T.,
1+t (2 dr * > +ls (2 dr * )

Lo anterior permite reescribir la ecuacién diferencial de una manera tal que pueda ser resuelta

mediante el uso del software como:

dr
=" (5.37)

5.1.1.1. Solucion numérica de la ecuacion de onda

La solucién de la ecuacién (5.34), tomando en consideracién las condiciones de borde
(5.35), permite obtener T,.. y Tpy que al ser reemplazados en las expresiones de C para el
material con comportamiento limite de deformacion en el caso esférico (que se encuentran en

el anexo A) permiten tener una expresién definida para la EDP de onda lineal (5.23).

Se consideran dos tipos de excitaciones en el radio interior de la cavidad esférica. La
primera corresponde a una de tipo sinusoidal considerando la cavidad en reposo en un tiempo

inicial:

ATrr<T =T, t) = 0y Sen(wt)’ AU,T(T’ O) = O,
e C.1.3 0Au, (5.38)
ATN"(T - Tf7t) =0, ot =0.
t=0

Se consideran las mismas condiciones (5.38) para dos geometrias distintas: 7; = 0.1 [m], ry =

0.2[m] y r; =10 [m], vy = 100 [m], con oy = 1 x 10? [Pa] y w = 100 ﬂ Se consideran, para

cada geometria, dos presiones estaticas — P diferentes en el radio interior de la cavidad.

Tabla 5.1: Presiones estaticas en el radio interior de la cavidad esférica

rilm|  rylm]  P[Paq]
0.1 0.2 1x10°
0.1 0.2 9x 106
10 100 1x108
10 100 1x107

En la figura 5.2 se muestran los graficos para el desplazamiento Au,. y los esfuerzos AT,
y ATy tras resolver la EDP (5.23) considerando (5.38) y las presiones de la tabla 5.1:
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Figura 5.2: Resultados caso esférico con excitacion sinusoidal para el
modelo con comportamiento limite de deformacion. Linea punteada
corresponde al esfuerzo mayor y la linea continua al menor de la tabla
5.1. El tiempo ¢ estd en segundos.

La segunda excitacion a considerar corresponde a un pulso rectangular correspondiente
a una resta de funciones de Heaviside o escalén. La notacién a utilizar es H,(t) donde a
corresponde al valor, en segundos, a partir del cual la funcién comienza a ser igual a 1, siendo

igual a 0 para valores inferiores a a.

Las C.B. y las C.I para la cavidad esférica definida por r; = 0.1 [m] y ry = 0.2 [m] son:

ATT‘T(T =T, t) - AUT‘(T7 O) = Oa
C.B. C.I.

AT, (r

= Tf,t) = 0,

0Au,
ot

t=0

(5.39)

Las C.B. y las C.I para la cavidad esférica definida por r; = 10[m] y ry = 100 [m] son:

22



AT’rr - i,t = H t) — H t , AuT (7”, O) = 07
C.B. (r=ryt) =00 [Hpo(t) 0.02(t)] .. ona. (5.40)
ATTT(T =Ty, t) = O7 ot =

t=0

Con gy = 1 x 103 [Pa]. Al resolver la EDP (5.23) considerando las condiciones (5.39) y
(5.40), junto con las cargas estaticas de la tabla 5.1 se obtienen los siguientes graficos para

el desplazamiento Au, y los esfuerzos AT,, v ATyy:

t=3e—5

t=6c=5 o6 7; =10[m], 7y =100[m)]

w108 Ti = 0.1[m], 7 =0.2[m]

0 . \ . . .
0.1 0.11 0.12 0.13 0.14 0.15 10 20 30 40 50

0.11 0.12 0.13 0.14 0.15 10 20 30 40 50

400
S 1000}
o \
=, \ 200
e S00[
&~ S == _ -
< o 0 ;
0.1 011 042 013 014 0.5 10 20 30 40 50
r [m] r [m]

Figura 5.3: Resultados caso esférico con un pulso rectangular para el
modelo con comportamiento limite de deformacién. Linea punteada
corresponde al esfuerzo mayor y la linea continua al menor de la tabla
5.1. El tiempo ¢ esta en segundos.

5.1.2. Modelo no lineal de roca

En el caso del modelo no lineal de roca los invariantes del T a considerar son los esfuerzos

r dTyr
2 dr

principales, estos son: o1 = Ty, 090 = Tpg = Ty = 03 = + T, por lo que los esfuerzos

principales son funcién tnicamente de 7T,
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Las componentes de la diagonal del tensor deformacion g, coindicen con las deformaciones

principales €,. En términos del desplazamiento quedan como:

du, Uy Uy
Epp = E1 = , Ege =E9 = —, Egpp =E3= —. 5.41
= 8= 00 = 2= o6 = €3 = (5.41)
A partir de la ecuacién constitutiva (4.13) se relacionan las deformaciones principales
Ep = gTH,, con las ecuaciones (5.41):

du,  OII u,  OII
= (T, = 2 (T ). 42
dr 80'1( TT’T)’ T 002( rr7r) (5 )

A partir de las ecuaciones (5.42) se puede obtener la ecuacién compacta:

d ( an) on 5.03)

dr \"00y) ~ 0oy’

la que se resuelve para T,..(r) y permite calcular u,(r) y Tyy(r) mediante las férmulas u,.(r) =

oIl _ rdlyy :
7“872(TM, )y Too = 5% + T, respectivamente.

Para la ecuacién (5.43) se consideran las condiciones de borde:
TTT’(Ti) = _P7 Trr<rf) =0. (544)

La ecuacion diferencial ordinaria no lineal de segundo orden (5.43) se resuelve numéri-
camente, siguiendo un procedimiento analogo al realizado en la secciéon anterior, debiendo
escribir la ecuacion en la forma Z—E = f, se definen:

o1l oIl

F:”f’i f—?ﬁ

4

5.1.2.1. Soluciéon numérica de la ecuaciéon de onda

La solucién de la ecuacion (5.43) sujeta a las condiciones de borde (5.44) permite obtener

T, y Tpe. Por medio de las expresiones para C;j; del Anexo A se puede obtener la expresion
para la EDP de onda lineal (5.23).

Se consideran dos tipos de excitaciones en el radio interior de la cavidad esférica. La
primera corresponde a una de tipo sinusoidal considerando la cavidad en reposo en un tiempo

inicial:
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AT, (r =r;,t) = ogsen(wt), Au,.(r,0) =0,
C.B. .. onu,
AT (r =ry,t) =0, ot

(5.46)

t=0

Se consideran las mismas condiciones (5.46) para dos geometrias distintas: r; = 0.1 [m], ry =
0.2[m] y r; = 10 [m], r; = 100 [m], con oo = 1 x 10 [Pa] y w = 100 [ﬂ Se consideran, para
cada geometria, dos presiones estaticas — P diferentes en el radio interior de la cavidad. Los

casos a considerar son los de la tabla 5.1.

En la figura 5.4 se muestran los graficos para el desplazamiento Au,. y los esfuerzos AT,
y ATyy tras resolver la EDP (5.23) considerando (5.46) y las presiones de la tabla 5.1:

q0r; =0.1m], rr=0.2m t=3e-5 7 r;,=10|m|, rr =100 |m t=10.03
510707 [m], ry [m] t—6e—5|10510" " [ml, s [ ]—z:ooa
t=le—4 t=0.09
— — —t=3-5 — — —1=003
— — —t=6e—5 — — —t=006
—— —t=1c—4 — — —t=0.09

40 50

40 50

10 20 30 40 50

Figura 5.4: Resultados caso esférico con excitacion sinusoidal para el
modelo no lineal de roca. Linea punteada corresponde al esfuerzo mayor
y la continua al menor de la tabla 5.1. El tiempo ¢ estd en segundos.

Las C.B. y las C.I para la cavidad esférica definida por r; = 0.1 [m] y ry = 0.2 [m] son:
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AT, (r =71;,t) = 00 [Hax10-5(t) — Hax10-5(1)] Au,.(r,0) =0,
OB (r=ri,t) = 0o [Hax10-5(¢) 3x10-5(1)] AREIN
AT, (r=ryst) =0, 5

(5.47)

t=0

Las C.B. y las C.I para la cavidad esférica definida por r; = 10[m| y ry = 100 [m] son:

AT’I’T‘ = i,t = H t) — H t)|, AUT(T, O) = Oa
C.B. (r=ri,8) = 90 [Hoa () o02(t)] C.lI. OAuw, (5.48)
AT, (r=rst) =0, En =
t=0

Con 0y = 1 x 103 [Pa]. Al resolver la EDP (5.23) considerando las condiciones (5.47) y
(5.48), junto con las cargas estaticas de la tabla 5.1 se obtienen los siguientes graficos para

el desplazamiento Au, y los esfuerzos AT,, v ATyy:

t=3c—5 t=0.01
w100 Ti = 0.1[m], r;=0.2[m] t—6e_5| w107 Ti =10[m], ry=100[m] =003
67 0 t=0.05
— — —t=001
— — —t=003
5 — =005
0 = ‘ : : .
20 40 60 80 100
0
-200
-400
-600
60 80 100
150 ¢
100
50f
L
)
o=
-50 —— ‘ ‘ ‘ :
20 40 60 80 100

r [m)]

Figura 5.5: Resultados caso esférico con un pulso rectangular para el
modelo no lineal de roca. Linea punteada corresponde al esfuerzo mayor
y la continua al menor de la tabla 5.1. El tiempo ¢ estd en segundos.
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5.1.3. Modelo no lineal de hormigén

El desarrollo del problema para el hormigén es completamente analogo al desarrollado
para el modelo no lineal de roca cambiando las constantes del modelo (Seccién 4 de Modelos,
Modelo no lineal de Hormigén) y las condiciones de borde e iniciales. Se consideran las mismas

presiones estaticas de las Tabla 5.1 en el radio interior de la cavidad esférica.

Se considera para ambas geometrias las condiciones de borde e iniciales de (5.46), obte-

niéndose al resolver la ecuacién (5.23):

t=1le—5 t=0.01
42 1, =01[m], rr=0.2|m t=2—5 7 1, =10[m], rr =100 |m t=0.03
3%10 i [ }7 f [ ] t—3c_5 1><10 4 [ }’ f [ ] t=0.05
— — —t=001
05 —_ — =1=0.03
— — —t=0.05
0
-0.5
- .
20 40 60 80 100
500
0
-500
-3 : : : : ‘ -1000
0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 20 40 60 80 100
1 500
S \
—L0.5F N\
S J 0
™~
] ==
N
<1 s
: : : : : -500 —— : : ‘ ‘
0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 20 40 60 80 100
r [m] 7 [m]

Figura 5.6: Resultados caso esférico con excitacion sinusoidal para el
modelo no lineal de hormigén. Linea punteada corresponde al esfuerzo
mayor y la continua al menor de la tabla 5.1. El tiempo ¢ estd en
segundos.

El segundo caso a considerar corresponde al de pulso rectangular. Las C.B. y las C.I para

la cavidad esférica definida por r; = 0.1[m| y ry = 0.2 [m] son:
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AT, (r =71;,t) = 00 [Hax10-6(t) — Hax19-6(1)], Au,.(r,0) =0,
OB (r=ri,t) = 0o [Hax10-(¢) 3x10-6(1)] AREIN
AT, (r=ryst) =0, 5

(5.49)

t=0

Las C.B. y las C.I para la cavidad esférica definida por r; = 10[m| y ry = 100 [m] son:

AT (r = 11.4) = 00 [Hooon(t) — Hooon(t)] Au,(r,0) =0,
. (r=ri,t) = 0o [Ho.o01(t) 0.002(t)) C.1.{ A,
ATMO" = Tf,t) = 0, 8t

(5.50)

t=0

Con 0y = 1 x 103 [Pa]. Al resolver la EDP (5.23) considerando las condiciones (5.49) y
(5.50), junto con las cargas estaticas de la tabla 5.1 se obtienen los siguientes graficos para

el desplazamiento Au, y los esfuerzos AT,, v ATyy:

Zgi:g <108 T = 10[m], ry =100 [m]

<10-10Ti = 0.1[m], ry = 0.2 [m]
1.5

t=9e—6
— — —t=3e—-6
— — —t=06e—6
— — —t=9e—-6

0 N
0.1 0.11 0.12 0.13 0.14 0.15

-200

. . . . ‘ -400 . . . ‘
0.1 011 012 013 014 015 10 20 30 40 50

200

100

10 20 50 40 50
rm]

Figura 5.7: Resultados caso esférico con un pulso rectangular para el
modelo no lineal de hormigén. Linea punteada corresponde al esfuerzo
mayor y la continua al menor de la tabla 5.1. El tiempo ¢ esta en
segundos.
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5.2. Tubo cilindrico bajo inflacién

Se estudia el comportamiento de un tubo definido por r; <r <7, 0 <0 < 27, —o0 <
z < +00 bajo inflacién en su interior y sometido a un esfuerzo pequeno y dependiente del

tiempo en su radio interior.

Figura 5.8: Casquete cilindrico sometida a presién interna

Se supone un tensor de esfuerzos T compuesto por la suma de un tensor de esfuerzo
grande To(r) = T, (r)é, @€, + Tho(r)ée @ €9+ T..(1)é, ® €, al cual se superpone uno mucho
méas pequeno en magnitud y dependiente del tiempo AT = AT,..(r,t)é, QR é, + ATpy(r,t)és @
€g + AT, (r,t)é, @ é,:

T(r,t) = To(r) + AT(r,t). (5.51)

Se supone un desplazamiento quasi-estatico ug(r) = u,.(r)é, y se anade, debido a la
superposicion de un esfuerzo pequenio, un pequeno desplazamiento radial y dependiente del

tiempo Au,.(r,t) = Au,.(r,t)é,, tal que:

u(r,t) = ug(r) + Au,(r,t). (5.52)

Se suponen Ty y ug, asi como T y u, como soluciones del problema de valor de frontera
(2.7). Se tiene una ecuacién quasi-estatica para la parte grande del tensor de esfuerzos (ecua-
cién (2.7);) y una incremental para la parte pequena y dependiente del tiempo (ecuacién

(2.14);). La ecuacién quasi-estatica es la siguiente:

divT, = 0. (5.53)
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La ecuacién (5.53) en coordenadas cilindricas es, tomando en consideracion la forma de T

(dependencia solamente de la distancia radial r):

dl,, 1
— (T, — The) = 0. 5.54
dr + 7’( ) ( )

De la ecuacion (2.13); se tienen las componentes del tensor €9 = (T)):

Ou, r
Erp = - y €00 = uia €.:=0, &9=0, €.=0, &,=0. (555>
or r

A partir de las ecuaciones (5.54), (5.55) y la ecuacién constitutiva para cada modelo no lineal
se resuelven numéricamente para obtener T,.,., Tyg v T.,.. En la respectiva subseccién para cada

modelo se especifican las condiciones de borde.

Por otro lado, la ecuacién incremental asociada a la parte dindmica de T y u es la
siguiente:
pAu = div(AT). (5.56)

En coordenadas cilindricas, y tomando en consideracion la dependencia solamente radial del
incremento del esfuerzo y el campo de desplazamiento, se tiene obtiene la siguiente EDP:
0*(Au,)  O(AT,,)

1
S = g T (AT, — ATy). (5.57)

De la ecuacion (2.13), se tienen para las componentes del tensor Ae:

J(Au,.) Au,

Ag,, = 5 Acgg = , A, =0, Agp=0, Ag,=0, Agy,=0. (5.58)
r r

En notacién indicial las componentes de Ae se pueden expresar en términos de C y AT:
AEU = CijklATkl- (559)

Denotando la coordenada r por un 1, la coordenada # por un 2 y la coordenada z por un 3,

al expandir la expresién anterior de manera matricial queda:

Aé‘11 Cllll 61122 C1133 ACTII
Aé‘22 = C2211 C2222 C2233 ATQQ : (560)
A533 C3311 63322 C3333 ACT33

30



Aprovechando las simetrias C;jp = Crii; v que Aess = 0. Expresado matricialmente:

AT Ci111 Ciioa Crss| |ATh
Aeg| = [Ci122 Cazza Casz| |ATh |, (5.61)
0 Ciiss Cazss Cssss| |AT5s

de donde se puede despejar AT3z3 como funcién de ATy y ATss:

C C
ATy = —2BAT — ZZBAT,, (5.62)
63333 63333

asi la ecuacién matricial (5.61) se reduce a:

Ae Dy, D AT
| _ |[Pu P ny (5.63)
YA Doy Dao| |ATo
donde:
C2 Ci133C C3
Dy = Cinn — =22, Diy = Dy = Cyi20 — Ma Dyy = Cogop — 2222, (5.64)
Cs333 Cs333 Cs333

Suponiendo como invertible la matriz de la ecuacién (5.63) (determinante distinto de cero)

se tiene que:

AT; N1 N A
nl 11 12 €11 (5.65)
ATy No1 Nag| |Agg
Al reemplazar las expresiones de (5.58) en (5.65) se obtiene:
I(Au, Au,
ATy = Ny, 2y B (5.66)
or r
Au, Au,
ATy = Ny 2 a;‘ ) 4 Ny :f . (5.67)

Al reemplazar (5.66) y (5.67) en la EDP (5.57) se obtiene la siguiente EDP lineal de onda

para Au,.:

0?(Au,) 0 0(Au,.) Au, 1 J(Au,) Au,
P~ = or Nu or Moo r + r Nu or Mo r
- [Nm o(Luy) + Nag Aur] : (5.68)
r or r
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Manipulando (5.68) se obtiene:

0?(Au,) 0?(Au,.) ONy; 1 0(Au,)
A T
10N, 1
+ [7" 67= — 7"2N22‘| AUT. (569)

A partir de la simetria N5 = Ny la ecuacion (5.69) se puede escribir como:

0*(Au,)
ot?

0?(Au, ON 1 J(Au, 10N 1
— Ny (U)_i_[ 11 ] (U)+[ 12

-N — — Ny | Au,.. .
or? or +r 1 or r Or r2 22] Ur (5.70)

Las expresiones para los coeficientes [V;; son las siguientes en términos de D,,,, suponiendo
2 .

_D22 D12 Dll

Nyp= =2 Ny=Nypy=——— 2 Np=—
H D11D22 - D%Q’ 2 2 D11D22 - D%Q’ - D11D22 - D%Q

(5.71)

Para la resolucion de la EDP de onda lineal de segundo orden (5.70) se emplea el método
de elementos finitos. Al igual que en la subseccién del caso esférico la ecuacion debe ser escrita
de la forma: o2 3

u u
o=7 +dyo—+V-T'=f 5.72

‘o Yo T / (5.72)
donde u corresponde a Au, en metros [m], e, corresponde a la densidad p (en [kg/m?]) que
para cada material de estudio es igual a 2700 [kg/m?] y d, es igual a cero. A partir de la

ecuacion (5.68) se definen I' 'y f como:

A A
I'=— lNu (9( ur) + N9 UT] , (5.73)
or T
1 O(Au, Au, O(Au, Au,
f= Ny ( ) + Nio — | Noy ( ) + Nas . (5.74)
or r or r

5.2.1. Modelo con comportamiento limite de deforma-
cion

Los invariantes del tensor Ty, de la ecuacion (4.2), se pueden escribir en términos de 7.,

y T.., ya que Ty es funcién de T, (ecuacion (5.54)). Las expresiones para los invariantes
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quedan:

dTrr
I,=r -+ 2T, + T, (5.75)
dT.. 72 (dT..\> T2
I, =T? T, —= 4+ — ’"’“ 5.76
2 T dr + 2 ( dr ) + 2 ( )

Al emplear las relaciones entre la deformaciones y el vector desplazamiento (5.55) y la

ecuacion constitutiva del material con comportamiento limite de deformacion (4.3) se obtiene:

du,
e = d“ =10, + IL,T,, + IL,T2, (5.77)
r
Uy
Epp = 7 = II; 4+ 1Ty + H3T929, (578)
€., =0 =1, +IIL,T,, + T2, (5.79)
A partir de las ecuaciones (5.77) y (5.78) se obtiene la ecuacién compacta:
d
M+ LT, + LT = [ (0 + T Ty + T1575) | (5.80)

A partir de la ecuacién (5.54) se puede escribir la ecuacion (5.80) como una EDO no lineal

en términos de 7,... Junto con la ecuacién (5.79) para T, queda el sistema de EDOs:

} . (5.81)

I, + IL,T,, + I3T2 = 0. (5.82)

I + o7, + 1372 = 4 {r

d,, dT,, ’
1_[l + HQ r + Trr + H3 r + Trr
dr d

T dr

Para poder resolver la ecuacion (5.82) mediante el método de elementos finitos se requiere

manipularla y convertirla en una EDO, considerando I' = II; + II,T., + 1372

~., para ello se

toma la derivada en r:

d 2
pe (I + 7%, + TI5T2 ) = 0. (5.83)

Se define la variable auxiliar 7,,(r) tal que:

(5.84)
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Se consideran las condiciones de borde para las EDOs (5.81) y (5.83):

Trr(ri) = _P7 Trr(rf) = O, Tzz<ri> = 07 Hl + H2Tzz + H3TZ2Z

= 0. (5.85)
r=rg
El sistema de ecuaciones diferenciales no lineales (5.81) y (5.83) sujetas a las condiciones
(5.85) se resuelve numéricamente mediante el método de elementos finitos (usando Comsol

5.3a). Dada la forma requerida por el método, % = f, se definen I' y f para la ec. (5.81):

F =T y f = Hl + HQTTT —+ HgTTZT. (586)

rdT,, rdT,, 2
H H - Trr H . Trr
1 (2 dr + ) Tt (2 dr + >

Para la ecuacién (5.83) I' y f se definen como:
[ =10, + ILT,, + U372, f=0. (5.87)

5.2.1.1. Soluciéon numérica de la ecuaciéon de onda

La solucién de la ecuaciones (5.81) y (5.83) sujeta a las condiciones de borde (5.85)
permite obtener 7,,, Typy y T%... Por medio de las expresiones para C;;i; del anexo A para el

caso cilindrico se puede obtener la expresién para la EDP de onda lineal (5.70).

Se consideran las mismas condiciones (5.88) para dos geometrias distintas: 7; = 0.1 [m], ry =
0.2[m] y r; =10[m], r; =100 [m], con o9 = 1 x 10% [Pa] y w = 100 [ﬂ

ATTT<T =T, t) = 0y Sen(wt), AUT(T7 0) = 0,
o CL.\ 0Au, (5.88)
ATTT(T = rf?ﬂ =0, ot -
t=0

Se consideran, para cada geometria, dos presiones estaticas —P diferentes en el radio
interior de la cavidad (tabla 5.2).

En la figura 5.9 se muestran los gréaficos para el desplazamiento Au, y los esfuerzos AT,
ATy vy AT,, tras resolver la EDP (5.70) considerando (5.88) y las presiones de la tabla 5.2.
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Tabla 5.2: Presiones estaticas en el radio interior del tubo

rifm] _rglm]  P[Pa]

0.1 0.2 1x 106
0.1 0.2 1x107
10 100 1x108
10 100 1x107
g0 Ti = 0.1[m], vy =0.2[m] (63| ageTi = 10[m], 7y =100[m] Habye
t=1e—a| 10 = 0.00
—— —t=3¢-5 — — —t=0.03
—_— —t=6e—5 — — —t=0.06
—_—— —t=1le—4 — — —t=10.09

40 50

0.1 0.11 0.12 0.13 0.14 0.15 40 50
600 |
Q? 4000
1, 400 2000
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& 200 A
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Figura 5.9: Resultados caso cilindrico con excitaciéon sinusoidal para
el modelo con comportamiento limite de deformaciéon. Linea punteada
corresponde al esfuerzo mayor y la linea continua al menor de la tabla
5.2. El tiempo ¢ esté en segundos.

Las C.B. y las C.I para el tubo definido por r; = 0.1 [m] y 7y = 0.2 [m] son:

= = Au,(r,0) =0
ATTT‘ - i,t - H. x10— t) — H x10—5 t s T\ )
C.B. (r=r3,8) = 00 [Haxaos(B) = Haaos (0}, oA, (5.89)
AT, (r=rst) =0, 5 = 0.
t=0

Las C.B. y las C.I para el tubo definido por r; = 10[m] y ry = 100 [m] son:
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AT, (r = 1i,t) = 09 [Hoo1(t) — Hooa(1)],

C.B.
ATTT(T = Tf,t) = 0,

Au,(r,0) =0,
0Au,
ot

C.I. (5.90)

t=0

Con gy = 1 x 103 [Pa]. Al resolver la EDP (5.70) considerando las condiciones (5.89) y

(5.90), junto con las cargas estaticas de la tabla 5.2 se obtienen los siguientes graficos para

el desplazamiento Au, y los esfuerzos AT,,, ATy v AT, .:

<108Ti = 0.1 [m)], ry=10.2 [m]
2

AT,, [Pal

0.1 012 014 016  0.18 0.2
6000}
S
RS 4000}
N

£ 2000 200
3 A

0 ‘ ‘ : ; .

0.1 012 014 016  0.18 0.2

r [m]

=10[m|, ry =100 [m]

80 100
80 100
20 40 60 80 100
v
\
20 40 60 80 100

r[m]

Figura 5.10: Resultados caso cilindrico con un pulso rectangular para
el modelo con comportamiento limite de deformacion. Linea punteada
corresponde al esfuerzo mayor y la linea continua al menor de la tabla

5.2. El tiempo ¢ esta en segundos.
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5.2.2. Modelo no lineal de roca

Este caso quasi-estatico ha sido resuelto por R. Bustamante y K. Rajagopal en [9]. En el
caso del modelo no lineal de roca los invariantes del tensor de esfuerzos estatico T a consi-
derar son los esfuerzos principales, estos son: o1 = 1), 09 = Typg v 03 = T, Considerando la

ecuacion (5.54) se tiene que los tres esfuerzos principales son funciones de T, y T,.

Las componentes de la diagonal del tensor deformacion g, coinciden con las deformaciones

principales ¢,. En términos del desplazamiento son de la forma:

du, Uy
— gy = — _ = 0. 5.91
dr’ €gp = €2 " € €3 ( )

Epp = &1 =
A partir de la ecuacién constitutiva (4.13) se relacionan las deformaciones principales e, = gTH
p

con las ecuaciones (5.91):

dur 8H Uy 81—-[ aH
= a_ TrrvT aTzza T T T””T 7TZZ’ ? 0=
ar = aoy L To T r)y 20 = 5 (T Ty Lo ) 00"

TTT,TQQ,TZZ,T). (592)

Las ecuaciones (5.92); y (5.92)2 se pueden reducir a una sola. Quedando un sistema de dos
EDOs no lineales:

o d ( an) on _ (5.9

- = r———- _— =
(90'1 dr 80'2 80’3

El sistema de ecuaciones (5.93) se resuelve numéricamente mediante elementos finitos (usando

Comsol 5.3a). La ecuacién (5.93), se deriva dada la forma que exige el método del programa.

Definiendo, como en subsecciones anteriores, [' = %, la ecuacién (5.93)s queda:

d (0ll

Se define la variable auxiliar 7., (r) como sigue:

ATy,
Tzz -
dr

(r). (5.95)
Se tienen las C.B. para las EDOs:

oIl

803 r=r;

TTT(ri) = _P7 Trr(rf) = 07 7_zz(ri) = 07 = 0. (596)

Como se menciona en secciones anteriores, el método del software exige la forma % =f

por lo que se definen I' y f para la ecuacién (5.93);:
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P, oo
80'1

80'2’

(5.97)

5.2.2.1. Solucion numérica de la ecuacion de onda

Se resuelve la ecuacién de ondas (5.70) considerando como condiciones de borde e ini-
ciales el pulso sinusoidal con reposo en un tiempo inicial (ecuacién (5.88)) y dos geometrias
diferentes con r; = 0.1[m], ry = 0.2[m] y r; = 10[m], ry = 100 [m], junto con las condi-
ciones estaticas de la tabla 5.2 para las presiones internas. Los resultados obtenidos para el

desplazamiento Awu,. y los esfuerzos AT,.,., ATy y AT, se presentan en la figuran 5.11:

o0 Ti = 0.1[m], rp=0.2[m]
15

t=6e—5 ,#10° r; =10 [m], ry =100 [m]

t=1e—4 t=10.09
— — —t=0.03
— — —=t=0.06
— — —t=0.09
80 90 100
80 90 100
80 90 100
80 90 100

Figura 5.11: Resultados caso cilindrico con excitacién sinusoidal para
el modelo no lineal de roca. Linea punteada corresponde al esfuerzo
mayor y la continua al menor de la tabla 5.2. El tiempo ¢ estd en
segundos.

El segundo tipo de pulso a considerar corresponde a dos pulsos rectangulares con condi-

ciones de reposo en un tiempo inicial. El primer pulso para la geometria r; = 0.1, ry = 0.2 [m]
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corresponde al de la ecuacién (5.89), mientras que el de la geometria r; = 10 [m], ry = 100 [m]

corresponde al de la ecuacion (5.90).

Al resolver la ecuacién (5.70) para las condiciones de borde e iniciales mencionadas en el
parrafo anterior se obtienen los siguientes resultados para Au,., AT,.., ATy y AT,, mostrados

en la figura 5.12:

t=3e—-5
t=6e—5

26 e =10[m], vy =100(m]

0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 20 40 60 80 100

r[m]

Figura 5.12: Resultados caso cilindrico con un pulso rectangular para
el modelo no lineal de roca. Linea punteada corresponde al esfuerzo
mayor y la continua al menor de la tabla 5.2. El tiempo ¢ estd en
segundos.

5.2.3. Modelo no lineal de hormigén

El desarrollo del problema para el hormigén es completamente analogo al desarrollado
para el modelo no lineal de roca cambiando las constantes del modelo (Seccion 4 de Modelos,

Modelo no lineal de Hormigén) y las condiciones de borde e iniciales. Se consideran las mismas
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presiones estaticas de las Tabla 5.2 en el radio interior del tubo.

Se considera para ambas geometrias las condiciones de borde e iniciales de (5.88), obte-

niéndose al resolver la ecuacién (5.70):

t=3e—6 t=0.003
J107 1= 0.1[m], 7 =0.2[m] (2o gt 10[m], r; =100[m] = o0s

. —_— —t=3e—6 — — —t=0.003
2,0 —— —t=6e-6 — — —t=10.006
— — — —t=9e—-6 — — —t=0.009
S 1
<]: 1\
0

¥ 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 20 40 60 80 100
or 0
f 7 -200
? 0.57 -400
z -600
-1 L L L L : L L L L :
0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 20 40 60 80 100

0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 20 40 60 80 100

‘ ‘ 100 ‘ ‘ ‘ ‘
0.18 02 20 40 60 80 100
r[m]

Figura 5.13: Resultados caso cilindrico con excitacion sinusoidal para el
modelo no lineal de hormigén. Linea punteada corresponde al esfuerzo
mayor y la continua al menor de la tabla 5.2. El tiempo ¢ estd en
segundos.

El segundo caso a considerar corresponde al de pulso rectangular. Las C.B. y las C.I para

la cavidad esférica definida por r; = 0.1[m| y rf = 0.2 [m] son:

AT,.(r=r;t) = Hyq10-6(t) — Hzx10-6(1)], AUT(TJO) =0,
C.B. (r=73,8) = 00 [Haxao-e(8) = Haxio-s (0] C.1 9Au, (5.98)
AT, (r=rst) =0, T =0.
t=0

Las C.B. y las C.I para la cavidad esférica definida por r; = 10[m| y ry = 100 [m/] son:
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AT, (r = 11,t) = 0 [Hooo1 (t) — Hooo(t)] Auy(r,0) = 0,
C.B. (r=rist) = oo [Hoon(t) = Hoooa(?)] 1. 9na, (5.99)
AT (r=ryst) =0, o =0.

t=0

Con gy = 1 x 103 [Pa]. Al resolver la EDP (5.70) considerando las condiciones (5.98) y
(5.99), junto con las cargas estaticas de la tabla 5.2 se obtienen los siguientes graficos para

el desplazamiento Au, y los esfuerzos AT,,, ATy v AT, .:

t:g%g t=0.003
— = t=6e—6 =1 =1 t =0.006
10T 0.1[m], r;=0.2[m] ieel et =10[m], Ty =100 [m] £ = 0006
———t=3c-6|, — — —t=0.003
g ———t=6e-6 — — —t=0.006
= —— —t=9%-6 — — —t=0.009
5 2
<]5 05
0 0
0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 02 20 40 60 80 100
0
-200
-400
0.18 02 20 40 60 80 100
300
200
100
0
0.18 02 20 40 60 80 100
200
100
0
-100
0.18 02 20 40 60 80 100
r [m]

Figura 5.14: Resultados caso cilindrico con un pulso rectangular para el
modelo no lineal de hormigén. Linea punteada corresponde al esfuerzo
mayor y la continua al menor de la tabla 5.2. El tiempo ¢ esta en
segundos.
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5.3. Tubo cilindrico bajo corte telescépico e
inflacién

Se supondra un tensor de esfuerzos T compuesto por la suma de un tensor de esfuerzo

grande To(r) = T,,(r)é, @ &, + Tp(r)ég @ g + T..(r)é, ® &, + L(é, @ &, + &, @ &,.)

sobre el cual se superpone uno mucho mas pequeno en magnitud y dependiente del tiempo
AT = AT, (r,t)é, ® é,. + ATpe(r,t)ég @ €9 + AT, (r,t)é, R €, + AT, (€, R €, + €, R €,):

T(r,t) = To(r) + AT(r,t). (5.100)

Figura 5.15: Casquete cilindrico sometido a presién interna y corte
telescopico en el radio interior.

También se supondra, debido a la superposicion de un esfuerzo pequeno, la superposicion
de un pequeno desplazamiento radial y uno en la coordenada z, ambos dependientes del radio

y del tiempo:

u(r,t) = u,.(r) +u.(r) + Au,(r,t) + Au,(r, t). (5.101)

Se suponen Ty y ug, asi como T y u, como soluciones del problema de valor de frontera
(2.7). Se tiene una ecuacién quasi-estatica para la parte grande del tensor de esfuerzos (ecua-
cién (2.7);) y una incremental para la parte pequena y dependiente del tiempo (ecuacién

(2.14)1). La ecuacién quasi-estatica es la siguiente:

div Ty = 0. (5.102)

La ecuacién (5.102) en coordenadas cilindricas, tomando en consideracién la dependencia
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radial de Ty, queda:

dl,., 1
(T — Tyy) = 0, 5.103
ot 7,( 00) ( )
dl,, 1
2T, = 0. 5.104
dr + r ( )

De las ecuaciones (5.103) y (5.104) se tiene que:

+ T, T.,=-2. (5.105)

De la ecuacion (2.13); se tienen las componentes del tensor €9 = &(Ty) en coordenadas

cilindricas:

ou, Uy 10u,
Eprp = , €00 = — Ezz = 07 Erg = 07 €0z = O, Erz = % .
or r 2 Or

(5.106)

A partir de las ecuaciones (5.105), (5.106) y la ecuacion constitutiva para cada material no
lineal se resuelve numéricamente para obtener T}, Tpg y T... En la respectiva subseccion de

cada modelo se especifican las condiciones de borde y el método.

Por otro lado, la ecuacién incremental asociada a la parte dindmica de T y u es la
siguiente:
pAu = div(AT). (5.107)

En coordenadas cilindricas, y tomando en consideracion la dependencia solamente radial del

incremento del esfuerzo y el campo de desplazamiento, se obtienen las ecuaciones:

9*(Au,)  A(AT,,) 1

S = g T (AT — ATy), (5.108)
9*(Au.)  A(AT,.) 1

S = g (AT, (5.109)

De la ecuacién (2.13), se tienen los siguientes valores para las componentes del tensor

deformacién Ae en coordenadas cilindricas:
J(Au, Au, 10(Au,
(aT’U)’ Ag@@ = ;L 5 A‘C’:zz = 07 Aé‘,«g = 07 Agrz =5 ( “ >7 Ag@z =0.

A = 2 Or
(5.110)

43



En notacién indicial las componentes de Ae se pueden expresar en términos de C y AT:
AEij = CijklATkl- (5111)

Denotando la coordenada r por un 1, la coordenada 6 por un 2 y la coordenada z por un 3,

al expandir la expresién anterior de manera matricial queda:

AZ‘:11 Cllll C1122 61133 2C1113 ATH
AZ‘:22 62211 C2222 62233 2C2213 ATQQ

= , (5.112)
Agss C3311 Cs320 Cszzz 2C3313| |AlT3s
ANSE Cizsiit Cizzz Cizzz 2Ciz13]| |AThs
al tomar en cuenta la simetria C;ji = Cii; la ecuacion (5.112) puede escribirse como:
Aeqy Ciiin Cuzz Cusz 2Cins| |ATy
Ae C C C 2C AT
22| _ |Crz2 Ca2222 Cagss 2213 2| (5.113)

A533 Cll33 C2233 63333 263313 A{1733
A513 Clll3 02213 63313 2Cl313 A{1713

A partir de (5.110)3 se tiene que Aegz = 0, por lo que se puede despejar AT33 de (5.113),

quedando la siguiente expresion:

—1

[C1133 ATy + Cogsg ATog + 2Cs313 ATy3) . (5.114)
3333

Tomando en consideracién la ecuacion (5.114), el sistema (5.113) puede ser escrito como:
Ae Dy1 Dip 2Dys| |ATn

A€22 == D12 D22 2D23 ATQQ 5 (5115)
AN Dig D3 2Ds3| |ATis

siendo:
. B Cias
Dy = Cin Conns” (5.116)
3333
Cy133C
Dis = Ciio9 — % (5.117)
3333
Cy133C
Dys =2 (cmg — ”63“’3“’> , (5.118)
3333
. B Coss
D22 = 62222 C s (5119)
3333
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CayssC
Dy = 2 <c2213 —-Qi?3:“13> , (5.120)
3333

C2
l%3=:2<0mm-—Cf“3>. (5.121)
3333

Se define la matriz M con los coeficientes D;; como:

Dy Dia 2Dg3
M — D12 D22 2D23 . (5122)
2D13 2Dy3 4Ds33

Suponiendo que el determinante de la matriz M es distinto de 0, la ecuacion (5.115) es

invertible, se tiene lo siguiente:

ATy Ni1 Niz 2Ni3| |Aep
ATQQ - N12 N22 2N23 A622 ; (5123)
AT Niz Naz 2Ns3| |Aess

donde N,,,,, m, n = 1,2,3 son las componentes de M~!. Usando la expresién para las com-

ponentes del tensor de deformacion Ae en términos de las componentes del vector desplaza-

miento Au (5.110) se reemplazan en la ecuacién (5.123) quedando como:

ATy = Nna(AUT) + N A, + nga(Auz)’ (5.124)
0 r or
O(Au, Au, O(Au,
AT22 - N12 ( 4 ) + N22 4 -+ N23 ( Y ), (5125)
or r or
A A A
Aszf«M+%3?+Mﬁ%@. (5.126)

Al reemplazar (5.124)-(5.126) en (5.108) y (5.109) se obtienen las EDPs de onda lineales
acopladas para Au, y Au,:

*(Au,) 0 J(Au,.) Au, 0(Au,) 1 J(Au,)
P o2 or [Nn or + Nio . + N3 B +— | N or
Au, O(Au, o(Au, Au, O(Au,
PN Ry 2B (OB | Au g QBN 107
r or or r or
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*(Au,) 0 J(Au,) Au, O(Au,) 1 J(Au,)
P~ ~ or Nis or Nz r  Nag or +; N or
+A&{A%1+A@fXA“”1. (5.128)
r or

Al manipular las ecuaciones se obtiene:

*(Au,) 0?(Au,) 0?(Auy) ON11 Ny | 0(Au,) ONi3
o2 N or? N or? + or + r or + or
1 0(Au,) 10N12  Na
—|—;(N13 — N23)] o + lr o 7“2] Au,,  (5.129)
9*(Au,)  [ONy3 1 J(Auy,) 0?(Au,) 10N
oz | Or * ;(NZ?’ + Nia) or + Nig 2 r or (Auy) +
32(Auz) 3N33 N33 a(Auz)
Nas or? [ or + r or (5.130)

Para el calculo de los Ny, en términos de D;; (funcién de las componentes de C), se tiene

la siguiente expresion matricial:

Nll N12 N13 1 2(D22D33 - D%g) _2(D33D12 - D13D23) D12D23 - D22D13

N12 N22 N23 = = _2(D33D12 - D13D23) 2(-Dlll)?)?) - D%g) D12D13 - D11D23 )

N13 N23 N33 D12D23 - D22D13 D12D13 - D11D23 %(D11D22 - D%Q)
(5.131)

donde D es de la forma y se supone distinto de cero:

D = 2Dy, Dyy D33 — 2Dy D2, — 2D4, D?, — 2D33D%, + 4 D15 D13 D3, (5.132)

Para la resolucion de las EDPs de onda lineales (5.129) y (5.130) se emplea el método de
elementos finitos. Al igual que en las subsecciones anteriores las ecuaciones deben ser escritas
en la forma: o2 5
U u
oms +do—+V -I'=Ff, 5.133
g Tl T d (5.133)

donde u corresponde a Au, y Au, en metros [m], e, corresponde a la densidad p (en [kg/m?])

que para cada material de estudio es igual a 2700 [kg/m?3] y d, es igual a cero. A partir de la
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ecuaciones (5.127) y (5.128) se definen I' y f respectivamente:

N N
or +12r+13 or

1 O(Au, Au, O(Au,
fZ{Nn ( u)+N12 4 + N3 (Auz)
0
[Nn
T

or r or
= - [Nl?,

dAu,) | A, 3(A“z)1 | (5.134)

- (5.135)

~—~

N- N.
8r+227"+23 ar

Au,.) Au, 8(Auz)] }

N. N.
or +23r+33 or

O(Au, Au, 0(Au,
( u)+N23 “ + N33 (Auz) .
or r or

I(Au,) Auy G(Auz)] : (5.136)

f= i lles (5.137)

5.3.1. Modelo con comportamiento limite de deforma-
cion
Este caso quasi-estatico ha sido resuelto por R. Bustamante y K. Rajagopal en [12]. Los

invariantes del tensor Ty, de la ecuacién (4.2), se pueden escribir en términos de T, T,. y
T,

dT,,

h=r=—r 4+ 2T, + T, (5.138)
dtT,, 2 (dT,,\> T2 C?

L=T% 4T, . +2< dr) +- +7§. (5.139)

Se usan las relaciones entre la deformaciones y el vector desplazamiento (5.106) como la

ecuacion constitutiva (4.3):

du, Cc?
Erp = =TI + LT, + T (T2 + =2 ), (5.140)
dr r2
. AT, dT..\’
Eop = uﬁ = Hl + H2 Trr +r + HS Trr +r ) (5141)
r dr dr
:  Cs
Ery = 0= H1 -+ HQTZZ + H3 Tzz + 5 | (5142)
r
1 duz C() Co
ry = — =1ly— + 13— (1,, + 13,). 14
e 2 d?” 2 , —+ 3 r ( + ) (’5 3)
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De (5.139) y (5.140) se obtiene:

dr dr

a1, \*
.

C? d dT,,
I, + 1,7, + 115 (Tfr+7,§> = {r 1, + 11, (Tw+r y ) + I, (Tw+r

(5.}44)

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales de segundo orden

(ecuaciones (5.144), (5.142) y (5.143)) se emplea el método de elementos finitos. Para las

ecuaciones (5.142) y (5.143) se definen, respectivamente, las variables 7,, y h tales que:

dr,., dh
T, = = —. 14
)= T2, w=C (5.145)
Se toma primera derivada de la ecuacién (5.142) y se reemplazan (5.145) en (5.142) y
(5.143):
d dr dr..\"  C3
— Iy + Tp—= 411 = 2= 14
dr{ L 2d7“+ s <dr>+7“2 } 0 (5.146)
1d*h Co Co
—— = Ilb— + 1I5—(7, T..). 14
2dT2 2 r + 3 r ( rr+ ZZ) (5 7)

Las condiciones de borde para el sistema de EDOs son:

TTT(TZ') = _P> Trr(rf> = O, (5148)
dr dr..\> 2
2z 2z 0
7. (1) = 0, {H1 + 11, o + 113 ( = ) + =1 } =0, (5.149)
r=ry
dh
h(ri) =0, == =0. 1
(r) =0, — . 0 (5.150)
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5.3.1.1. Solucion numérica de la ecuacion de onda

La solucién de la ecuaciones (5.144), (5.142) y (5.143) sujetas a las condiciones de borde
(5.148), (5.149) y (5.150), respectivamente, permite obtener T,.,., Tyg v T.,. Por medio de las

expresiones para C;ji; del Anexo A para el caso cilindrico con inflacién y corte telescopico se

puede obtener la expresién para las EDPs de onda lineales (5.129) y (5.130).

Se consideran las mismas condiciones (5.151) y (5.152) para dos geometrias cilindricas

distintas: r; = 0.1[m], ry = 0.2[m] y r; = 10[m], ry = 100[m], con oy = 1 x 10*[Pa] y

w=100[1].

C.B.

C.B.

Au,(r =rp,t) =0,

AT,..(r =1, t) = ogsen(wt),
AT, (r=rst) =0,

AT,.(r =r;,t) = ogsen(wt),

Au,.(r,0) =0,
C.I.q 5Aw,
= 0.
ot |._,
Au,(r,0) =0,
CI.q 9Au,
= 0.
at

(5.151)

(5.152)

Se consideran, para cada geometria, dos presiones estaticas —P diferentes en el radio

interior de la cavidad (tabla 5.3).

Tabla 5.3: Presiones estaticas en el cilindro sometido a inflaciéon y corte

telescopico.
rilm] _rglm]  P[Pa]  Co[N/m]
0.1 0.2 6x 106 -2x10%
0.1 0.2 1x107 -2x 108
10 100 1x10° -1x106
10 100 1x107 -1x106

En la figura 5.16 se muestran los graficos para los desplazamientos Au, y Au, y los
esfuerzos AT,., ATy, AT,. y AT,, tras resolver las EDPs (5.129) y (5.130) considerando
(5.151) y (5.152) y las presiones de la tabla 5.3:
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r [m]

Figura 5.16: Resultados caso cilindrico con corte telescopico para ex-
citaciones sinusoidales para el modelo con comportamiento limite de
deformaciéon. Linea punteada corresponde al esfuerzo mayor y la con-
tinua al menor de la tabla 5.3. El tiempo ¢ estd en segundos.

5.3.2. Modelo no lineal de roca

Para el caso del modelo no lineal de roca se tienen como invariantes a utilizar los esfuerzos
principales o, del tensor de esfuerzos Ty. Los valores principales oy, o2 y 03 de Ty son los

siguientes:
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1

01 = §<Trr +T.. + \/T,?r =275, T, + TZQZ + 4Tr22)7 o9 = Ty,
1

g3 = §(Trr + Tzz - \/Tr2r - QTTTTZZ + TzZz + 4Tr22) (5153)

Las componentes del tensor €y en términos del desplazamiento son:

du, Uy 1 du,
Eprp = y €00 = —  Ezz = O: Erg = 07 €0z = Oa Erz = 3 .
dr r 2 dr

Las deformaciones principales ¢, en términos de las componentes del tensor €, son las

(5.154)

siguientes:
1 1
51:2<&T+wgr+%@>,52:@m &fZQGw—,kg+4§J. (5.155)
Por otro lado, los vectores propios normalizados del tensor T son los siguientes:

1 1
all = ———(\é,.+6é,), aP=¢y, a® =—“(\eé +¢é,). (5.156)

VA2 +1 VA +1

donde A\; y Ay se definen como:

>\ T’/‘Z
1= )
(T = To + /T3 — 2T, T +AT2 + T2.)
TT‘Z
Ny (5.157)

% (Tzz - Trr - \/TTQ’I" - 2T’I’T‘TZZ + 4T7"22 + T"?z) |

Desarrollando en extension la expresion para €g:

g0 =c1aP @a + g0 ® a® + £520) ®a®. (5.158)

Escrita matricialmente la ecuacion anterior queda:

A0\ 000 . A2 0 N

= . 5.159

€o 51)\%+1 0 0 0|+e |0 1 0 +€3)\%+1 0 0 0 ( )
A 001 000 A 0 1
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Reduciendo la ecuacién (5.159) se obtiene la siguiente expresion para &g:
A A3 b Ao
v +é&s A3+1 0 & A2+1 +ées A3+1
€0 = 0 €9 0 . (5.160)
A1 A2 1 1
Gy tezn 0 fiwm tesun

A partir de las ecuaciones en (5.154), tomando en consideracién la ecuacién de las defor-

maciones principales g, = gTH y la ecuacion (5.160), se tiene que:
P

du, O X2 Ol A2

o , 161
c dr 801/\%+1+803)\%+1 (5.161)
u, Ol
_ U _ 162
€00 , Doy’ (5.162)
o 1 ol 1
zz — U = y 1
ldu, 0II A ol A
Ern = =t = 4 2 (5.164)

Las ecuaciones (5.161) y (5.162) se pueden reducir a:

1Y I A2 I
Ol A2 Ol A2 d<8>' (5.165)

N+l dosn+1 dr \"doy

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas no lineales de segun-
do orden se emplea el método de elementos finitos. Para las ecuaciones (5.163) y (5.164) se

definen, respectivamente, las variables 7., y h tales que:

dr.. dh
dr Codr
Se toma primera derivada de la ecuacién (5.163) y se reemplaza (5.166)y en la ecuacion
(5.164):

T..(r)=

(5.166)

(T>> Uy

d (o 1 om 1
0 5.167
dr<801>\%+1+803)\%+1>’ (5.167)

IPh _ o x| o X
2dr2 Qo AN +1  OQoz A3+ 1°

Las condiciones de borde a considerar son:

(5.168)
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TT?“(Ti) = _P7 Trr<7nf) - 07 (5169)

ol 1 ol 1
zz\l'i :O, y :()7 5.170
T (T) l(‘?al)\%—kl—i_@ag)\%—i—lkr ( )
dh
hir) =0, 2 =o. (5.171)
dr r=rj

5.3.2.1. Solucion numérica de la ecuacion de onda

La solucién de la ecuaciones (5.165, (5.163) y (5.164) sujeta a las condiciones de borde
(5.169), (5.170) y (5.171), respectivamente, permite obtener 7., Tyg v T-,. Por medio de las
expresiones para C;;i; del Anexo A para el caso cilindrico se puede obtener la expresion para
las EDPs de onda lineales (5.129)y (5.130).

AT, (r =r;,t) = ogsen(wt), Au,(r,0) = 0,

o CL.9 0Au, (5.172)
AT”’(T =Tt t) =0, ot t=0 =0.
AT,.(r =r;,t) = ogsen(wt), Au,(r,0) =0,

o CLyoAu| (5.173)
A'sz(/r:rf,t) :O’ at . —0.

Se consideran las mismas condiciones (5.172) y (5.173) para dos geometrias distintas:
r; =0.1[m|, r; =0.2[m] y r;, = 10 [m], r; = 100 [m], con 0y = 1 x 10* [Pa] y w = 100 E} Se
consideran, para cada geometria, dos presiones estaticas —P diferentes en el radio interior

de la cavidad.

Al resolver la ecuaciones (5.129) y (5.130) para la geometria r; = 0.1 [m], 7y = 0.2 [m| no
muestra resultados de interés y problemas de convergencia, mientras que para la geometria

r; = 10 [m], ry = 100 [m] se grafican en la figura 5.17 los resultados obtenidos.

En la figura 5.17 se muestran los graficos para los desplazamientos Au, y Au, y los
esfuerzos AT,,, ATy, AT,. y AT,, tras resolver la EDPs (5.129) y (5.130) considerando
(5.172) y (5.173) y las presiones de la tabla 5.3.
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| |
90 100

1 |
45 50

Figura 5.17: Resultados caso cilindrico con corte telescépico con exci-
taciones sinusoidales para el modelo no lineal de roca. Linea punteada
corresponde al esfuerzo mayor y la linea continua al menor de la tabla
5.3. El tiempo ¢ esté en segundos.

5.3.3. Modelo no lineal de hormigén

Al intentar resolver las EDPs de onda lineales (5.129) y (5.130) para geometrias y condi-
ciones de borde e iniciales similares a los problemas de las subsecciones anteriores (modelo
con comportamiento limite de deformacién y no lineal de roca) se tiene que la velocidad de
la onda es tan elevada que no permite realizar un analisis interesante de los resultados, pues
llega muy rapidamente al radio exterior comenzando el fenémeno de reflexién. Ademéds de

ello, presenta problemas de convergencia para la presién mayor.
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5.4. Tubo cilindrico bajo corte circunferencial
e inflacion

Se estudia el comportamiento de un tubo definido por r; <r < 75,0 <0 <27, —c0 < z <

+o00. Se supone un tensor de esfuerzos T compuesto por la suma de un tensor de esfuerzo

grande To(r) = T,,.(r)é, @ &, + Tpy(r)ée @ g + T..(r)é, ® €, + L(é, @ ég + €9 @ &,.)

sobre el cual se superpone uno mucho mas pequeno en magnitud y dependiente del tiempo
AT = ATM,(T, Zf)ér QR €, + ATy (7’, t)ég R €g + ATZZ(T‘, Zf)éz R e, + ATTQ(T', t)(ér REg+E€EgR ér)i

T(r,t) = To(r) + AT(r,1). (5.174)

_\.__________
1
1
|
!
!
A
’

Ty
~
Iy
I
[ |
[ |
by
vy

Figura 5.18: Casquete cilindrico sometido a presién interna y corte
circunferencial en su radio interior

También se supondré, debido a la superposicion de un esfuerzo pequeno, la superposi-
cién de un pequeno desplazamiento radial y circunferencial Au = Auwu,(r,t)é, + Aug(r,t)éq

dependientes del tiempo:

u(r,t) = u.(r)é, + ug(r)ée + Au,.(r,t)é, + Aug(r,t)éq (5.175)

De la ecuacién (2.13); se tienen las componentes del tensor €y = £(Ty) en coordenadas

cilindricas:

o, Uy 1 [Oug 1wy
rr — 5 = zz:O7 09— =\ 1, Z:O, Tz:O. 5.176
€ or €00 . € Ero 5 < I , ) €o € ( )

Se suponen Ty y ug, asi como T y u, como soluciones del problema de valor de frontera
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(2.7). Se tiene una ecuacién quasi-estatica para la parte grande del tensor de esfuerzos (ecua-
cién (2.7);) y una incremental para la parte pequena y dependiente del tiempo (ecuaciéon

(2.14)1). La ecuacién quasi-estatica es la siguiente:

div Ty = 0. (5.177)

La ecuacién (5.177) en coordenadas cilindricas, tomando en consideracion la dependencia

radial de Ty, queda:

dl,., 1
—(T,, — Th) = 0, 5.17
dr +r< o) ( )
dl.e 2
T =0. 1
I +r g =20 (5.179)

De las ecuaciones (5.178) y (5.179) se tiene que:

dT,,
+ Trra Tr@ = Cl
dr

ng =T (5180)

r2’

A partir de las ecuaciones (5.176), (5.180) y la ecuacién constitutiva para cada material
no lineal se resuelve numéricamente para obtener T,,., Tyg y T... En la respectiva subseccion

de cada modelo se especifican las condiciones de borde y el método.

Por otro lado, la ecuacion incremental asociada a la parte dinamica de T y u es la
siguiente:
pAu = div(AT). (5.181)

En coordenadas cilindricas, y tomando en consideracion la dependencia solamente radial del

incremento del esfuerzo y el campo de desplazamiento, se obtienen las ecuaciones:

*(Au,)  O(AT,,) 1

) = A (AT, - ATy (5.182)
P(Aug)  O(AT) 2

S = S+~ (ATy). (5.183)

De la ecuacién (2.13)y se tienen los siguientes valores para las componentes del tensor
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deformacién Ae en coordenadas cilindricas:

AEM» 8(Au'r)7 AEQ@ = AUT7 Agzz = O,
or r
1 (0(A A
2 or r

En notacién indicial las componentes de Ae se pueden expresar en términos de C y AT:
A{fij = CijklATkl- (5185)

Denotando la coordenada r por un 1, la coordenada # por un 2 y la coordenada z por un 3,

al expandir la expresién anterior de manera matricial queda:

A511 Cllll (/71122 C1133 261112 ATH
A522 C2211 (/72222 C2233 262212 ACT22

= ) (5.186)
Agss Cs311 Cs322 Caszz 2C3312| |AT33
AP Cioi1 Cizoo Cioszs 2Ci212]| |ATh
Tomando en cuenta la simetria siguiente C;ji = Cpuj:
Aeyy Cuni Cuze Cuss 2Ci2| |ATy
Ae C C C 2C AT:
22| _ |Cu2z Ca222 Cooss 2212 2| (5.187)

A533 Cll33 C2233 63333 2CS312 ATS?)
A512 01112 C2212 63312 261212 A1ﬁ12

Se tiene que Aesz = 0, por lo que se puede despejar AT33 de (5.187), obteniéndose la siguiente

expresion: .
ATys = —
8= 0

[Ciu33 ATy + Cazsg ATng + 2C3319 ATho] . (5.188)
3333

Empleando la expresion (5.188) en (5.187) este sistema se puede reducir a:

AT Dyi Dyy 2Dy3| |ATY
AEQQ - D12 D22 2D23 ATQQ s (5189)
AP Dy3 Dy3 2Ds3| |AThs

donde:
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2
61133

D1y =Cinn — G’ (5.190)
3333
C1133C
Dyy = Ciigg — % (5.191)
3333
D3 =2 <C1112 — 6115)363312) , (5.192)
3333
_ B Ciass
D22 = CQQQQ C s (5193)
3333
Coo33C
Doy =2 (Cmg - 22533312> , (5.194)
3333
_ B Cs1a
D33 =2 ( Cror2 c : (5.195)
3333

Se define la matriz M con los coeficientes D;;:

Dll D12 2D13
M - D12 DQQ 2D23 . (5196)
2D13 2Dy3 4Ds33

Suponiendo que el determinante de la matriz M es distinto de 0, es decir, es invertible. Se

tiene:

ATy, Nii Nig 2Nyis| |Aeqy
ATy | = | Nig Nog 2Nys| [Aco| (5-197)
ATy Niz Nag 2Ns3| |Acqs

donde N,,,, m, n = 1, 23 son las componentes de M 1. Usando la expresién para las com-
ponentes del tensor de deformacion Ae en términos de las componentes del vector desplaza-

miento Au (5.184) se reemplazan en la ecuacion (5.197):

J(Au,) Au,

O(A A

ATy = Ny L N2, (UBue) _ Bue ) (5.198)
or T or T
A A A A

ATy = Niy O8u) + Noo ooy Nog (8( ) _ u9> : (5.199)
r or T

ATy = N138(Aur> + Nos A:T + Nag (a(gfe) — A;w) . (5.200)

Al reemplazar (5.198)-(5.200) en (5.182) y (5.183) se obtienen las EDPs de onda lineales
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acopladas para Au, y Auy:

*(Au,) 0 J(Au,) Au, 0(Aug)  Aug
P o2 Or lNH or + N r + Mg or  r
1 I(Au, Au, O(A A o(Au,
+— 1 Nu (Auy) + Nio “ + Ni3 (Aup) ) Nia (Auy)
r or r or r or
N2 N, (8(Au"> - Aueﬂ } (5.201)
T or r
O*(Aug) 0 I(Au,) Au, O(Aug)  Aug
p oz or Niz or + Nag T + Nz or  r
2 nga(Aur) Ny, Au, LN, O(Aug)  Aug ‘ (5.202)
or r or r

Al manipular las ecuaciones (5.201) y (5.202) se obtiene:

GQ(AUT) . 8]\711 NH a(AUT) 6’2(Aur) 18]\712 N22
ot? _[ or + r or N or? + r or 2 Aty
82(AU9> 8]\713 N23 a(AUQ) Ngg 1 8]\713
i3 or? * or 1 or T or Aug, (5-203)

82<AU9) . 8]\713 1 8(Aur) 82(Aur) 1 8N23
o o T We 2| T e a e 0y,
N23 62(Au@) 8N33 N33 6(Au@) N33 1 6N33
+7’2} Aty + Nig or? or * r or | i r or Aug. (5:204)

Para el célculo de los N,,, en términos de D;; (que son funciones de las componentes de

C), se tiene la siguiente expresién matricial:

Nll N12 N13 1 2(D22D33 - D%?,) _2(D33D12 - D13D23> D12D23 - D22D13

N12 N22 N23 = = _2(D33D12 - D13D23> 2<D11D33 - D%?,) D12D13 - D11D23 )

N13 N23 N33 D12D23 - D22D13 D12D13 - D11D23 %<D11D22 - D%Q)
(5.205)

donde D es de la forma y se supone distinto de cero:
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D = 2Dy, Dyy D33 — 2Dy D2, — 2D,y D?, — 2D33D%, + 4 D15 D13 D3, (5.206)

Para la resolucién de las EDPs de onda lineales (5.203) y (5.204) se emplea el método de
elementos finitos. Al igual que en las subsecciones anteriores las ecuaciones deben ser escritas
en la forma: 24 9

ea@%—daa +V.TI'=f, (5.207)
donde u corresponde a Au, y Augy en metros [m], e, corresponde a la densidad p (en [kg/m3])
que para cada material de estudio es igual a 2700 [kg/m?] y d, es igual a cero. A partir de la

ecuaciones (5.201) y (5.202) se definen I' y f respectivamente:

A A A A
ro |3, 28u) |y Bty (OAue)  Aug) | (5.208)
or r or T
1 O(Au, Au, O(A A
f= Ny ( u)+N12 “ + Ni3 ( U@)_ 4o
or T or r
Nz 9Lu,) + Ny Bt + Nas 9Bus) _ Bt , (5.209)
or r or r
=N, 28 |y, By (UB%)  Au | (5.210)
or r or r
2 A A A A
f== lea( ur) + Nos oy N3 OBug) _ Ay : (5.211)
r or r or r

5.4.1. Modelo con comportamiento limite de deforma-

clon

Este caso quasi-estatico ha sido resuelto por R. Bustamante y K. Rajagopal en [12]. Los

invariantes del tensor Ty (ver (4.2)), se pueden escribir en términos de T, T,, vy T,.:

dTrr
ILi=r p + 27T, +T,,, (5.212)
T
dT,, r* (dT,,\> T2 (2
12 = Tfr + TTT«TW + 5 < dr ) + 9 + Ti (5213)

A partir de la relacién entre deformacién y desplazamiento y la ecuacién constitutiva que
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relaciona deformacion con el esfuerzo se tienen las relaciones siguientes:

du, C?
e = 0 4 I Ty, + 10 (T2 + 21 (5.214)
dr r4
T dTrr dTrrp 2 CQ
Eog = Ur _ 0+, (T, +7 + 13 | (T + 7 + =1, (5.215)
r dr dr rt
.. =0=1T0 + 1,7}, + 11372, (5.216)
1 dUQ Ug Cl Cl dTrr
o= =2 — ) == + T— (27, . 5.217
=0 2<dr 7“) 2z T T ( )

Las ecuaciones (5.214) y (5.215) se pueden reducir a una sola:

dTM>2 LG

2
Ty 411, T, 4Tl (TET + Cl) _ 4 {r :
;

rd dr

dTrfr
H1+H2<Trr+r >+H3
dr

(TM +r

)
(5.218)
Debido a la forma exigida por el software Comsol 5.3a para resolver mediante el método

de elementos finitos las ecuaciones (5.214)-(5.217) se definen las variables 7., (r) y h(r) con el

fin de poder escribir las ecuaciones (5.216) y (5.217) en la forma % = f y tener condiciones
de borde para éstas. Las variables 7., y h se definen como:
dr. dh
To(r) = 220, up= 28 21
1) =T, = (5.219

Se toma primera derivada de la ecuacién (5.216) y se reemplazan (5.219) en las ecuaciones
(5.216) y (5.217):

d dr,, dr,, 2

— | I +TI,—==+11I = 22

dr(1+ 2dr+ 3<dr>) 0 (5220)
1 (d*h 1dh Cy C dr,,
= - =1,— + II3— [ 27, ) 221
2 (dr2 rdr) 22 + 32 T dr (5 )

Las condiciones de borde a considerar para el sistema de ecuaciones (5.218), (5.216) y (5.217)

son respectivamente:

Tr?“(ri) = _P> Trr(rf> = O, (5222)
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d zZ d zz 2 CQ
Tzz(/rz) - 07 {Hl + H2767l-7“ H3 ( ;— ) 7»3] } = O’ (5223)
T—Tf
dh
h(r;) = — =0 5.224
ry=0 M (5.224)

5.4.1.1. Soluciéon numérica de la ecuaciéon de onda

La solucién de la ecuaciones (5.218), (5.220) y (5.221) sujeta a las condiciones de borde
(5.222), (5.223) y (5.224), respectivamente, permite obtener T, Tyg v T-,. Por medio de las
expresiones para C;;i; del Anexo A para el caso cilindrico con inflacién y corte circunferencial

se puede obtener la expresién para la EDPs de onda lineales (5.203) y (5.204).

Se consideran las mismas condiciones (5.225) y (5.226) para dos geometrias cilindricas
distintas: 7; = 0.1[m], ry = 0.2[m] y 7, = 10[m], r; = 100[m], con o9 = 1 x 10* [Pa] y

w = 100 E} Se consideran, para cada geometria, dos presiones estaticas — P diferentes.

AT, (r =1, t) = o¢sen(wt), Au,(r,0) = 0,
o C.L.4 9Au, (5.225)
AT’!’T‘(T =Ty, t) =0, o t:(]
ATo(r = 1i,t) = ogsen(wt), Aug(r,0) = 0,
o C.IL. 9Aug (5.226)
Aug(r =rp,t) =0, g _
t lizo

Tabla 5.4: Presiones estaticas en el radio interior del tubo sometido a
inflaciéon y corte circunferencial.

ri[m]  rglm]  P[Pa] Cy [N]

0.1 0.2 1x10° -1x10°
0.1 0.2 6x 106 -1x10°
10 100 1x10° -1x10°
10 100 9% 106 -1x10°

En la figura 5.19 se muestran los graficos para los desplazamientos Au, vy Aug y los
esfuerzos AT,,., ATy, AT,, y AT,y tras resolver las EDPs (5.203) y (5.204):
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t—3-5 =003

t=6e—5 t= 006

s «i0e i =10[m], 7y =100 [m] £=08
o o3 — =0
e B — — —1=006

0.16 0.18
0.16 0.18
0.16 0.18
4000}
=, 2000}
= =
& 0 -2000 ‘ ‘ ‘ ‘
<1 %1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 10 20 30 40 50
2000
3 0 -
2
2 0 -2000 . . . )
0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 1 20 30 40 50
1000
\ \
0 i/
. . 1000 . . . .
0.18 02 10 20 30 40 50

Figura 5.19: Resultados caso cilindrico con corte circunferencial con
excitaciones sinusoidales para el modelo con comportamiento limite de
deformacion. Linea punteada corresponde al esfuerzo mayor y la linea
continua al menor de la tabla 5.4. El tiempo ¢ esta en segundos.

5.4.2. Modelo no lineal de roca

Los invariantes a considerar para el modelo no lineal de roca del tensor T son los esfuerzos
principales oy, estos son: o1 = §(Ty, 4+ Tpg + 1/ T2 — 2T, Tog + Ty + 4T7%), 02 = 5(Trr + Tpo —

\/ T2 — 2T, Tpg + Tj) + AT%) y 03 = T,,. Las componentes del tensor deformacion gy son las

siguientes:
B du, Uy B
Epp = ) o = —, Ezz = O?
dr r

1 dUQ U

€= =|——— go. = 0, &, = 0. (5.227)

2\ dr r )’
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Las deformaciones principales €, para el tensor €, tienen la forma siguiente:

1
€1 = i(sw + €gp + S%T — 20600 + 539 + 45%9>7

1
€9 = §(€rr + €00 — \/62,, — 2e,.,E09 + €39 +4E2,), €3 =¢... (5.228)

Por otro lado, los vectores propios de T son:

i, o= i, e G
donde 1 v o se definen como:
B Tro
e : (Tee — T + /T2 — 21, Tpo + 4T7% + Teze) 7
lly = Tro (5.230)

% (TOH - Tr?“ - \/Trzr - QTTTTHO + 4T7"29 + T929> |

A partir de (5.227), (5.228), (5.229), (5.230) y teniendo que ¢, = % se tienen las siguientes

ecuaciones:

_du, O 3 o

rr — = y 5.231
c dr 001M%+1+802M%+1 ( )
Uy ol 1 oIl 1
=— = 5.232
=00 r 801u%+1+802u%—|—1’ ( )
oIl
22 =0= ) 5.233
e 90, (5.233)
1(d oIl oIl
g = [ - 20} = 2D e (5.234)
2\ dr r doypi+1  Ooyps+1
Las ecuaciones (5.231) y (5.232) se pueden reducir a:
o ud o 3 d ol 1 ol 1
A L __ 2, e . (5.235)
doypi+1 Ooyus+1 dr Joypi+1  0Ooyps+1

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas no lineales de segun-
do orden se emplea el método de elementos finitos. Para las ecuaciones (5.233) y (5.234) se
definen, respectivamente, las variables 7., y h tales que:

_dT. dh

T..(r)= = (r), up= o (5.236)
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Se toma primera derivada de la ecuacién (5.233) y se reemplaza (5.236), en la ecuacion
(5.234):

d (0Il
= |5 2
0 dr (303>’ (5.237)
1 (d?h 1dh oIl oIl
Nom o) = A 2 (5.238)
2\dr?  rdr Ooypui+1  Oog s+ 1
Las condiciones de borde a considerar son:
Tr?“(ri) = _P> Trr(rf> = O, (5239)
oIl
zz\I'i) = Y, a = U, 24
T.2(1i) =0 503, ., 0 (5.240)
dh
h(ri) =0, — =0 241
(ri) =0, dr - 0 (5 )

5.4.2.1. Soluciéon numérica de la ecuaciéon de onda

La solucién de la ecuaciones (5.235), (5.237) y (5.238) sujeta a las condiciones de borde
(5.239), (5.240) y (5.241), respectivamente, permite obtener T, Tyg y T.,. Por medio de las
expresiones para C;ji; del anexo A para el caso cilindrico con corte circunferencial se puede
obtener la expresién para las EDPs de onda lineales (5.203) y (5.204).

Se consideran las mismas condiciones (5.242) y (5.243) para dos geometrias distintas:
ri = 0.1[m], ry = 0.2[m] y r; = 10 [m], r; = 100 [m], con 0p = 1 x 10° [Pa] y w = 100 [1]. Se
consideran, para cada geometria, dos presiones estaticas —P diferentes en el radio interior

de la cavidad.

AT, (r =1, t) = o¢sen(wt), Au,(r,0) = 0,

o CIL.{ 9Au, (5.242)
ATW(T - Tf7 t) = 07 at t=0 o
AT,.(r = ri,t) = opsen(wt), Aug(r,0) = 0,

o C.1. 9Au, (5.243)
Buolr=rrt) =0 ot |, N
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Al resolver la ecuaciones (5.203) y (5.204) para la geometria r; = 0.1[m], ry = 0.2[m]
no muestra resultados de interés y presenta problemas de convergencia, mientras que para
la geometria r; = 10 [m], 7y = 100 [m] se grafican en la figura 5.20 los resultados obtenidos
considerando las condiciones (5.242) y (5.243), asi como las presiones de la tabla 5.5 donde

se muestran los casos para r; = 10 [m], 7y = 100 [m]:

Tabla 5.5: Presiones estaticas en el radio interior del tubo sometido a
inflacion y corte circunferencial modelo no lineal de roca.

rifm] _rglm]  P[Pa]  Ci[N]
10 100 1x105  -1x10°
10 100 1x107  -1x10°

Figura 5.20: Resultados caso cilindrico con corte circunferencial con
excitaciones sinusoidales para el modelo no lineal de roca. Linea pun-
teada corresponde al esfuerzo mayor y la linea continua al menor de la
tabla 5.5. El tiempo ¢ esta en segundos.
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5.4.3. Modelo no lineal de hormigén

Al intentar resolver las EDPs de onda lineales (5.203) y (5.204) para geometrias y condi-
ciones de borde e iniciales similares a los problemas de las subsecciones anteriores (modelo
con comportamiento limite de deformacién y no lineal de roca) se tiene que la velocidad
de la onda es tan elevada que no permite realizar un analisis de los resultados, ademas de

problemas de convergencia para la presion mayor.

5.5. Placa infinita sujeta a compresion en sus

dos caras

Este problema ha sido planteado de una manera similar por R. Bustamante y Sfyris en
[13]. Se estudia la propagacion de ondas en un plano definido por 0 < z < b, —oco < y < 400
y —o0 < z < 400. En el presente problema se usan de manera indistinta las notaciones o;

como Tj;, asi como para Acg; v ATy, con i = 1,2, 3 para los esfuerzos.

[ /] ]

T~

Figura 5.21: Placa Infinita sometida a carga en sus dos caras

Se supondra un tensor de esfuerzos T compuesto por la suma de un tensor de esfuerzo
grande Ty = 01(x)é1 ® €1 + 02(x)éz ® €z + o3(x)é3 ® €3 sobre el cual se superpone uno
mucho més pequeno en magnitud y dependiente del tiempo AT (x,t) = Aoy(z,t)é; ® é1 +
Aoy(z,t)és ® éa + Aos(z,t)é; ® és:

T(x,t) = To(x) + AT(x,1). (5.244)

También se supondra, debido a la superposicién de un esfuerzo pequeno, la superposicion de

un pequeno desplazamiento en el eje X, dependiente de x y del tiempo Au(z,t):
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u(x,t) = u(x)éy + Au(z,t)é;. (5.245)

De la ecuacion (2.13); se tienen las componentes del tensor €y = €(Ty) en coordenadas

cilindricas:
ouq Ousy Ous 1 (0u; Ous
T — o :7:05 zz:7:07 zy — 5 | & A :07
© ox “wy oy c 0z STy dy * ox
1 (Ouy Ous 1 (Ou;  Ousg
z — X — 07 Tz — ~ == 0 5246
“y 2(82+0y> c 2(82+8x> ( )

Se suponen Ty y ug, asi como T y u, como soluciones del problema de valor de frontera
(2.7). Se tiene una ecuacién quasi-estatica para la parte grande del tensor de esfuerzos (ecua-
cién (2.7)1) y una incremental para la parte pequena y dependiente del tiempo (ecuacion

(2.14);). La ecuacién quasi-estatica es la siguiente:
div Ty = 0. (5.247)

La ecuacién anterior en coordenadas cartesianas es la siguiente tomando en cuenta la forma
de T()Z

Ooy 0Ty  OTys Joy B
OTpy Ooy 0Ty, 0oy

= - = 5.24
Ox oy 0z 0= oy 0 (5:249)
(97'm aTyz 80'3 . 80’3 .
e 9y 5 0= 5 = 0. (5.250)

Por otro lado, la ecuacién incremental asociada a la parte dindmica de T y u es la

siguiente:
pAu = div(AT). (5.251)

La ecuacién anterior en coordenadas cartesianas queda de la siguiente forma:

?Au,  O(Aoy) 0—
oz oz B

6(A02) 0 8(A03)

5 o (5.252)
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Se tienen las siguientes expresiones para las componentes del tensor deformacion Ae:

. aAul B 8AuQ B B 8Au3 B B 1 8Au1 8Auz B
Aé‘zm = 87’ Agyy = Ty = 0, Agzz = 02 = 0, Aga;y = 9 ( 8y + o > = 07
1 (0Auy  0Auz) 1 (0Au; | 0Auz)
Asyz_2< 5t oy >_0, Asm—2< e >_0. (5.253)

En notacién indicial las componentes de Ae se pueden expresar en términos de C y AT:
AEij = CijklATkl- (5254)

Denotando la coordenada = por un 1, la coordenada y por un 2 y la coordenada z por un 3,

al expandir la expresién anterior de manera matricial queda:

A5‘:11 Cllll CIIQQ 61133 A,-Z—vll
A5‘:22 = C2211 62222 62233 ATQZ : (5255)
A533 C331 1 C3322 63333 A,-Z—'33

Tomando en cuenta la simetria siguiente (C;ji = Cruij):

A511 Cllll 61122 C1133 ATH
A522 - 61122 62222 C2233 A7722 : (5256>
A533 Cl 133 62233 C3333 A7733

Se tiene que Aegy = 0y Aesz = 0, por lo que se puede despejar ATy, v AT33 en funciéon de

ATi1, quedando las siguientes expresiones:

C233C1133 — Cri2oC

ATy, = 22033 “633 “62; SEAT, (5.257)
222243333 — L2233

Ang _ C2233cll22 B 6113302222 ATH. (5258)

2
C2222C3333 - 62233

Se obtiene la siguiente expresién para Aeq; en términos de ATiq:

(5.259)

Despejando AT en términos de Aeq; vy considerando que por simetria del problema oy = 03

2 2 2
Aeq; — 61111C222QC3333 - 6111162233 + 2C11226113362233 - C112263333 - C1133C2222
11 — 2
C2222C3333 - 62233
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se tienen las simetrias Cogoo = C3333 ¥ C1122 = Cr133:

C3y9p — C3
ATy = 2 ) Aeyy. 5.260
! <C1111C22222 — C1111C33 + 2C195C2233 — 2C7129Ca22 ! ( )
Denotando por C:
N C2 _ C2
O — 2222 — L33 . 5961
C1111C3299 — C1111C3933 + 2CF122Ca233 — 2C7129C2002 ( )
Considerando (5.261), la ecuacién (5.260) se puede escribir como:
ATM = C’Agll. (5262)
Reemplazando (5.253); en (5.262) se obtiene:
~ OAU,
ATy =C . 5.263
=2 (5.269)

Al reemplazar (5.263) en (5.252); se obtiene la EDP de ondas lineal en términos de Au,:

1 82Au, 9*Au, C
R R U:\E’ (200

donde v tiene unidades de [m/s] y corresponde a la velocidad de propagaciéon de la onda.

5.5.1. Modelo con comportamiento limite de deforma-
cion

Por la ecuacién (5.248) se tiene que el esfuerzo o; es constante. La ecuacién (5.249)
implica que o9 (por simetria es idéntico a o3) también lo es. Se obtendra un grafico de
velocidad ((5.264),) versus esfuerzo de compresion oy (figura 5.22) por lo que es necesario
resolver numéricamente para las componentes del tensor €g, en especifico la férmula (5.266)

para gy, que al ser igual a 0 permite resolver para o, dando valores para o;.
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Figura 5.22: Grafico velocidad versus esfuerzo de compresién axial para
la placa infinita considerando el modelo con comportamiento limite de

deformacion.

9.5.2.
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Modelo no lineal de roca
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(5.265)
(5.266)

(5.267)

Se realiza un procedimiento analogo a la subseccién anterior. Para el modelo no lineal

de roca se tienen las ecuaciones siguientes para las componentes de la diagonal del tensor

deformacion €y en términos de los esfuerzos principales (que en este caso coinciden con los

esfuerzos de la diagonal del tensor Ty):
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€1

0

0

oIl

Jo; fi(o1) + Fo(o1) (02 + 03) + f2(02) + fa(o3) + zl))ffs (W) , o (5.268)
oIl o1+oy+o

e = 1a(02) + Flo2) 1+ 03) + o) + Falen) + 3 (T (5209
oIl 01+ 02+ 03

o = 1(00) + Flon)(n )+ o) + Falon) + gy (PEFT ) (210
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Figura 5.23: Grafico velocidad versus esfuerzo axial para la placa infi-
nita considerando el modelo no lineal de roca.
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Capitulo 6
Analisis de resultados

Se observa para el caso esférico con excitacién sinusoidal y considerando el modelo con
comportamiento limite de deformacién (figura 5.2) que para la geometria r; = 0.1 [m], ry =
0.2 [m] no se alcanzan a producir ondulaciones y la onda, dada su velocidad, llega al radio
exterior muy rapidamente. La amplitud de la onda es mayor para la presiéon interna de
—1 x 10° [Pa] que para la presion de —9 x 10° [Pa] en el desplazamiento Au, y el esfuerzo
radial AT,.., mientras que para el esfuerzo circunferencial ATy, es considerablemente mayor
la amplitud de la onda para la presién —9 x 10 [Pa]. Por otro lado, para la geometria
r; = 10 [m], ry = 100 [m] se tiene que tanto el desplazamiento radial Au, como el esfuerzo
radial AT,, exhibe una tipica forma de onda estandar donde la amplitud para ambos es
menor en el caso del esfuerzo mayor y de mayor velocidad. Se tiene, también para esta
geometria, que el esfuerzo circunferencial ATyy es considerablemente mayor para la presién
mayor (1 x 107 [Pa]), y si bien no exhibe una ondulacién tan marcada, éste toma valores

elevados en las proximidades (en torno a 10 [m]) del radio interior.

En la figura 5.3 se observa el caso esférico con un pulso rectangular considerando el
material con comportamiento limite de deformacion. Para la geometria r; = 0.1[m], ry =
0.2 [m] se tiene una forma tipica de pulso propagéndose que va disminuyendo su amplitud
en la medida que avanza hacia el radio exterior tanto para el desplazamiento radial Auw,
como para el esfuerzo radial AT,.,., con una amplitud menor en el caso de la presién mayor
(—9 x 10°[Pa]) y de mayor velocidad. Asi como para la excitacién sinusoidal (en el caso de
esta misma geometria) el esfuerzo circunferencial ATy es de mayor amplitud para la presién
—9 x 10° [Pa)]. Por otro lado, para la geometria 7; = 10 [m], r; = 100 [m] se tiene también
para el desplazamiento radial Au, y esfuerzo radial AT,, un comportamiento tipico de un

pulso rectangular propagandose hacia el radio exterior y con amplitudes menores para el
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caso de la presién mayor (—1 x 107 [Pa]) y de mayor velocidad. También, en este caso, se
tiene una forma de pulso propagandose hacia el radio exterior, bien marcada, en el esfuerzo
circunferencial ATyy siendo similar el comportamiento con Au, y de considerable magnitud

al compararlo con AT,,.

En la figura 5.4 para el caso esférico con excitacion sinusoidal para el modelo no lineal de
roca se puede apreciar para la geometria r; = 0.1 [m], ry = 0.2 [m] un comportamiento similar
para Au,y AT,, en la forma del grafico con el modelo con comportamiento limite de defor-
macién (figura 5.2), diferenciandose de este tltimo considerablemente en el comportamiento
del esfuerzo circunferencial ATy, siendo considerablemente mayor la amplitud de la onda
para el caso con esfuerzo menor —1 x 10° [Pa]. La onda, para esta geometria, se propaga m4s
rapidamente para la presién mayor —9 x 10° [Pa]. Por otro lado para la geometria r; = 10 [m)],
ry = 100 [m] se tiene que se notan mucho menos marcadas la ondulaciones observandose un
movimiento mas rigido que en el caso con comportamiento limite de deformacién. Para esta
geometria no se observa una diferencia tan considerable para las dos cargas estaticas distin-
tas. Junto con lo anterior se aprecia una propagacién de amplitud considerable en el esfuerzo

circunferencial ATpy.

En la figura 5.5 se tiene el caso esférico con un pulso rectangular para el modelo no lineal
de roca. Para la geometria r; = 0.1 [m], ry = 0.2 [m] se observa el pulso propagandose tanto
para el desplazamiento radial Au, como para los esfuerzos AT,, y ATy con la tipica forma de
un pulso rectangular moviéndose hacia el radio exterior. Se aprecia para las tres magnitudes
una menor amplitud y mayor velocidad de propagacién para el esfuerzo mayor (—9 x 10°
[Pal). Por otro lado, para la geometria r; = 10[m], r; = 100 [m] se observa, también, la
propagacion del pulso en Au,., AT, v ATy. No se aprecia una diferencia importante en la
propagacion de los pulsos para las dos presiones —1 x 10° [Pa] y —1 x 107 [Pa], Para los tres

casos se presenta una amplitud ligeramente menor para la presion estdtica —1 x 107 [Pa].

A partir de las figuras 5.6 y 5.7, que corresponden al caso de estudio esférico para el modelo
no lineal de hormigén para la excitacion sinusoidal y el pulso rectangular, respectivamente, se
tiene que no presenta diferencias relevantes para las dos presiones estaticas diferentes. Para
el pulso sinusoidal (figura 5.6) en el caso de la geometria r; = 10 [m], ry = 100 [m] se observa
una gran rigidez y una forma similar para los tres graficos de desplazamiento radial Aw,
y esfuerzos AT, y ATy. Para el caso del esfuerzo circunferencial ATy para la geometria
r; = 0.1[m], ry = 0.2[m] se aprecia una diferencia mas considerable para las dos presiones

diferentes, viéndose una amplitud mayor para el caso con esfuerzo mayor. En la figura 5.7
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se aprecia para las dos geometrias la forma tipica de pulso rectangular propagandose donde
tiene relevancia también el esfuerzo circunferencial ATy siendo este tltimo, ademas, para
las dos geometrias el que mayor diferencia presenta para las dos presiones estaticas. Para el
hormigén las ondas son mucho mas rapidas que para los otros materiales, por ello los tiempos
considerados son de un orden de magnitud inferiores y también un orden de magnitud mas

cortos los pulsos rectangulares.

El caso cilindrico con excitacion sinusoidal para el modelo con comportamiento limite
de deformacién se aprecia en la figura 5.9. Para la geometria r; = 0.1[m], r; = 0.2 [m] se
tiene que no se alcanzan a producir ondulaciones, dada la velocidad de la onda, llegando
muy rapidamente al radio exterior del tubo. Se aprecian amplitudes menores para el des-
plazamiento Au, y el esfuerzo radial AT,,y mayor velocidad para el caso con presién mayor
(—1 x 107 [Pa]), comparado con la presién de —1 x 10° [Pa]. Para los esfuerzos ATyy y AT,
se aprecian elevadisimos valores en las proximidades del radio interior, ademés una mayor
amplitud de la onda para el caso en que la presion estatica es mayor. Por otro lado, para
la geometria r; = 10 [m|, ry = 100 [m] se aprecian claramente ondulaciones tipicas de una
onda estandar para el desplazamiento Au, y el esfuerzo radial AT,,, viéndose para estos dos
una propagaciéon de menor amplitud para la presién estdtica mayor (—1 x 107 [Pa]). Para
esta geometria se tiene también que el esfuerzo circunferencial ATy toma valores muy altos
en las proximidades del radio interior siendo la onda de mucha amplitud para la presion
mayor y no presenta una marcada ondulacién. Para el esfuerzo AT, se tiene que para la pre-
sion mayor presenta una amplitud mayor en las proximidades del radio interior, pero dicho

comportamiento se invierte luego y es mas rapida la onda para la presiéon mayor.

En la figura 5.10 se tiene el caso cilindrico con un pulso rectangular para el modelo con
comportamiento limite de deformacién. Se tiene para las dos geometrias que el desplaza-
miento radial Au, y el esfuerzo radial AT, tienen la tipica forma de un pulso propagandose
rectangular propagédndose hacia el radio exterior. Ademas de ellos en ambos la amplitud es
menor y de mayor velocidad la onda para la presién estatica mayor (—1 x 107 [Pal). Por otro
lado en ambas geometrias también se tiene una elevadisima amplitud en las proximidades del
radio interior para el esfuerzo circunferencial ATy, y el esfuerzo axial AT, no percibiéndose

una ondulaciéon marcada luego de esa zona.

En la figura 5.11 se tiene el caso cilindrico con excitacion sinusoidal para el modelo no
lineal de roca. Se tiene una similitud considerable con cada grafico para el caso esférico

con excitacién sinusoidal en roca (figura 5.4). Se observa para la geometria r; = 0.1[m],
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ry = 0.2 [m] una diferencia en la amplitud de la onda y la rapidez para el desplazamiento
Au, y el esfuerzo radial AT,, para las dos presiones diferentes. Ademas de ello, la mayor
diferencia se percibe para el esfuerzo circunferencial ATy donde la amplitud de la onda es
considerablemente menor para el caso con mayor presiéon (—1 x 107 [Pal). Para el esfuerzo
axial AT, se tiene un comportamiento similar al radial AT,.,., pero con una amplitud mucho
menor. Por otro lado, para la geometria r; = 10 [m], 7y = 100 [m] se tiene para los tres graficos
una forma relativamente similar, manifestando una mas préxima a una onda estandar el
esfuero radial AT,,. Ademas de lo anterior, se puede apreciar la diferencia para las presiones
siendo de propagacién mas rapida y menor amplitud para el desplazamiento Au,. y el esfuerzo
ATy mientras el esfuerzo radial AT,, con la presién mayor, se tiene mayor velocidad, pero
amplitud mayor. Para el esfuerzo AT, se tiene que presenta marcadas ondulaciones de mas
baja amplitud que los otros esfuerzos y mas rapida y de mayor amplitud para la presién

mayor.

En la figura 5.12 se aprecia el caso cilindrico con un pulso rectangular para el modelo
no lineal de roca. Para la geometria r; = 0.1[m|, ry = 0.2[m] se aprecia un pulso tipico
propagandose para los tres graficos Au,., AT,., ATy y AT,,, donde la propagacion es de
menor amplitud y més rdpida para la presién mayor de —1 x 107 [Pa]. Por otro lado, para la
geometria r; = 10 [m], 7y = 100 [m] se tienen amplitudes mayores producidas por la mayor
rapidez para la presiéon mayor lo que genera que incluyan reflexién en el radio exterior. Se
aprecian graficos tipicos de pulsos en las cuatro magnitudes graficadas, ademas de ello en este
caso se aprecian diferencias considerables para los mismos tiempos entre las dos presiones
aplicadas (—1 x 10° [Pa] y —1 x 107 [Pa)).

Se tiene que para el caso esférico con el modelo no lineal de hormigén (para los dos pulsos),
para el caso cilindrico considerando el mismo material y dos pulsos de tipo sinusoidal y pulso
rectangular (figuras 5.13 y 5.14) no se aprecia mayor diferencia entre los graficos para las
distintas presiones estdticas, a diferencia de las geometrias 7; = 0.1 [m], ry = 0.2 [m] en el caso
del esfuerzo circunferencial ATy v el esfuerzo axial AT, para ambos tipos de pulsos. Por otro
lado, para los esfuerzos AT,.,., ATy v AT, en el caso de la excitacién sinusoidal se empiezan a
mostrar problemas de convergencia, junto con ello se propaga muy rapido el pulso comparado
con los casos anteriores estudiados. Para la geometria r; = 10 [m], 7y = 100 [m] en el caso
de excitacion sinusoidal se aprecia la extrema rigidez, no percibiéndose ondulaciones cuando
la onda lleva aproximadamente 50 [m] de avance radial. Para los pulsos de tipos rectangular
no se nota mayor diferencia entre las presiones y tampoco problemas de convergencia. Se

aprecia la tipica forma de pulso estandar propagandose hacia el radio exterior para todas las
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variables.

El caso cilindrico con corte telescépico para excitaciones sinusoidales con comportamiento
limite de deformacién se presenta en la figura 5.16. Se aprecia para la geometria r; = 0.1 [m],
ry = 0.2[m] que la onda viaja muy rapido para los dos desplazamientos y los 4 esfuerzos
considerados. Solo se aprecia una diferencia notable para las dos presiones estéticas (—6 x 10°
[Pa] y —1x107 [Pa]) para el desplazamiento Au.. Por otro lado, para la geometria r; = 10 [m],
r = 100 [m] se aprecian muy marcadamente tipicas ondas tanto para los desplazamientos Au,
y Au,, como para los esfuerzos AT, y AT,., también AT,, presenta una marcada oscilacion
de amplitud mas pequena que las anteriores dos. Se tiene para los esfuerzos circunferencial
ATy y axial AT, que presentan magnitudes muy elevadas en las proximidades del radio
interior del tubo cilindrico. Ademaés de ello para los desplazamientos Au, y Au., junto con
los esfuerzos AT, y AT,, se tienen velocidades mayores y amplitudes menores cuando se
tiene la presion estatica mayor (—1 x 107 [Pa]). Para el caso del esfuerzo telescépico AT,
se presenta una pequena discontinuidad en las proximidades de r = 0.12[m] producida,

eventualmente, por un problema numérico.

En la figura 5.17 se tiene el caso cilindrico con corte telescopico para excitaciones sinusoi-
dales en el modelo no lineal de roca. Se observan claramente las ondulaciones para todas las
magnitudes: desplazamientos Au, y Au,, asi como para los esfuerzos AT, en menor medida
para ATy, AT,, y AT,.. Se aprecia una longitud de onda mucho mayor para el desplazamien-
to Au, que para el desplazamiento Au,. Se aprecia también una onda un orden de magnitud
menor en amplitud, pero muy marcada en AT,,. Para el esfuerzo circunferencial ATyy se
tiene que presenta un elevado valor en las proximidades del radio interior del tubo cilindrico,
para luego decaer y ondular con una amplitud méas baja. Para las 5 magnitudes graficadas se
aprecia que para la presién mayor (—1 x 107 [Pa]) las ondas tienen menor amplitud y mayor

velocidad.

En la figura 5.19 se presentan los resultados para el caso cilindrico con corte circunfe-
recial sujeto a excitaciones sinusoidales considerando el modelo con comportamiento limite
de deformacién. Para la geometria r; = 0.1 [m], ry = 0.2 [m] se tiene que la onda viaja mas
rapidamente para la presién mayor (-6e6 [Pal). También se aprecia para esta geometria que
para los desplazamientos radial Au, y circunferencial Auy la amplitud es menor para la pre-
sion estatica mayor en las proximidades del radio interior, mientras que para las ondas de
esfuerzos AT}, Ngg. AT,. y AT,y la amplitud es mayor para la presion mayor. Por otro lado,

para la geometria r; = 10 [m], ry = 100 [m] se aprecian ondas de forma estdndar para los
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desplazamientos Au, y Aug asi como para los esfuerzos radial AT, y de corte circunferencial
AT,y, mientras que para ATyy y AT, se aprecian ondulaciones y un elevado valor para estos

esfuerzos en la proximidad del radio interior del tubo cilindrico.

En la figura 5.20 se presentan los resultados para el caso cilindrico con corte circunferencial
considerando excitaciones sinusoidales. Se aprecian amplitudes mayores para los casos de
presion estatica mayor para los graficos de Au,., Aug, AT, AT.. y AT,y v en parte de ATy
para las ondas. Ademés de ellos la longitud de las ondas disminuyé con la presion mayor y
presenta un movimiento mas marcadamente ondulatorio. Se aprecia una onda en ATyy de
magnitud elevada, pero no tan grande como en casos anteriores. Ademas de los fenémenos
marcadamente ondulatorios para AT,, y AT,y se aprecia para AT,, una onda muy marcada,

pero de aproximadamente un orden de magnitud inferior su amplitud comparada con AT,.

El grafico de velocidad versus esfuerzo axial de compresién para la placa infinita con-
siderando el material con comportamiento limite de deformacion (figura 5.22) presenta un
comportamiento creciente en la medida que la compresion en las caras de la placa aumenta,
pero crece de manera mas lenta cada vez, eventualmente pudiendo llegar a cierto limite. Por
otro lado, la misma placa en compresion, pero considerando el modelo no lineal de roca (fi-
gura 5.23) muestra que la velocidad aumenta de manera cada més pronunciada en la medida

que aumenta el esfuerzo axial o,.
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Capitulo 7
Conclusiones

En la presente memoria se han utilizado nuevas ecuaciones constitutivas para el estudio
de ondas pequenas propagandose en medios con un esfuerzo inicial grande presente. Al ser
no lineales los modelos estudiados se han obtenido interesantes efectos para las distintas

geometrias, cargas estaticas y excitaciones exteriores en estudio.

Para las cinco geometrias se ha observado, en general, que para presiones estaticas mayores
se ven alteradas tanto las formas de los graficos de desplazamiento como los esfuerzos. Lo
anterior deriva del hecho que a diferencia del modelo lineal de Hooke (donde la velocidad
de propagacién de ondas es constante), en los modelos no lineales utilizados en la memoria
ocurre que la velocidad es funcion, no simple, de los valores de C y por tanto de los esfuerzos

estaticos. La velocidad, en general, es funcion de la posicion (a excepcion de la placa infinita).

Para los casos esférico y cilindrico, considerando la excitacién sinusoidal y el pulso rec-
tangular, se aprecia para la geometria r; = 10 [m/|, ry = 100 [m] en los materiales més rigidos,
es decir, roca y especialmente hormigén (siendo més rigidos a mayor méludo de Young FE)
una amplitud cada vez menor y mayor velocidad de propagacién para el desplazamiento Auw,
y el esfuerzo AT,,, considerando la misma densidad para los tres modelos. Asi también, para
presiones aplicadas més altas se obtuvieron valores de esfuerzos estaticos mas altos y veloci-
dades de propagacion mas elevadas. El efecto que resulta interesante para los tres materiales,
en especial para el material con comportamiento limite de deformacion (pues la presion mas
alta mostré una amplitud considerablemente mayor), es la importancia de la onda en el es-
fuerzo circunferencial ATy que a diferencia de los otros casos exhibe valores muy elevados;
hecho que eventualmente podria estar siendo ocasionado por la excitaciéon de algiin modo de

vibracion, como por la no linealidad misma del modelo, entre otros motivos. Para el modelo
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no lineal de roca y de hormigoén se aprecia que toma valores mas bajos que para el otro
material, pero para el hormigén toma valores mas elevados pese a su mayor rigidez, lo que
podria deberse a su mayor médulo de Poisson. Para las mismas variables en el caso de la
geometria r; = 0.1 [m], ry = 0.2 [m] se tienen efectos similares para el corte circunferencial
ATyy y diferencias para la propagacion segun la presién aplicada asi como por la rigidez del
material. Dada la velocidad elevada de las ondas no se logran apreciar ondulaciones como se
menciona en la seccién de andlisis de resultados producto de la la poca distancia (de 0.1 [m])

por recorrer entre el radio interior y el exterior.

Para el caso cilindrico con corte telescopico e inflacién se tiene tanto para el modelo con
comportamiento limite de deformacion como para el modelo no lineal de roca formas de ondas
tipicas para la geometria r; = 10 [m], r; = 100 [m] en el caso de los desplazamientos radial y
axial asi como para los esfuerzos radiales, axial y de corte telescépico. Se aprecia para la roca
una mayor rapidez, producida por la mayor rigidez de ésta y se aprecian mayores velocidades
para mayores presiones, como de era de esperar. Cabe destacar que para ambos modelos el
esfuerzo circunferencial ATyy alcanza importantes valores. Para el esfuerzo circunferencial se
da un caso analogo que para el corte telescopico en el caso de modelo con comportamiento
limite de deformacion, pero para el modelo no lineal de roca se obtiene un resultado com-
pletamente atipico respecto a los otros donde la amplitud en el caso de la presiéon mayor es
mayor para todas las ondas (tanto en el caso de los desplazamientos como de los esfuerzos) lo
que podria ser explicado por la no linealidad del modelo, la compleja forma de la velocidad

en funcion de los esfuerzos estaticos, entre otros motivos.

Para el caso de la placa infinita la relacién es muy simple y directa, a mayor esfuerzo de
compresion en las caras de placas la velocidad de propagacion de la onda es mayor. Especial
es el caso de la roca donde la velocidad crece de una manera muy rapida en la medida que

crece la compresion en las caras.
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Anexo A

Coeficientes C;

A.1. Coeficientes caso esférico con inflacion
A.A.1. Modelo con Comportamiento limite de defor-
macion

T gl

Cii11 = tanh?( 8I;) — 1] — =+
uu = o franb (50 =1 (1 + 2h): VT + 2D

P)/LTT‘TTQQ

J— 2 p— S —
C1122 == CVB [tanh (6]1) 1] (1 n 2L[2>%

Ty

01133 = CKB [tanhQ(ﬁfl) — 1] — (1 PW; )3
9)2

YT g

Cazas = af [tanh?( BI,) — 1] — r +
= 0 [tanh( 51) = 1] (1 + 2l):  VI+ 2,

0 loeT oo

02233 = Oéﬁ [tanhQ(ﬁfl) — 1] — (1 n 9] )3
9)2
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7LT£¢ ~

Csz33 = af [tanh®( BI;) — 1] — +
sags = aff [tanh™(B1,) — 1] 1+ 2uh): VIt ol

A.A.1.1. Modelo no lineal de roca y de hormigén

Ciir = i (01) + f5(01) (02 + 03) + ;fg (W)

Coma = l02) + Blo2)(on + o) + s (D259

Coms = (o) + Blon)or + ) + oy (2H22%)
Cos = o) +Talo) + ot (ZE 2
Cuizs = fy(01) + folos) + ;fg (W)
Como = (o) + o) + 15 (2 72E09)

fa(oa) — falo1) +fi(o1) — fi(o2) + (02 + 03)f5(01) — (01 + 03)f3(02)

Croro —
1212 2(0_1 — 02)

fa(os) = fa(o1) +f1(01) = fi(03) + (02 + 03)f5(01) — (01 + 02)f3(03)

C =
1313 201 — 03)
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fa(os) — faloa) + fi(o2) — fi(03) + (01 + 03)f3(02) — (01 + 02)f3(03)
2(oy — 03)

62323 =

61112 = 07 C1113 = 07 61123 = 07 C2212 =0 62213 = 07 C2223 =0

Cs312 = 0 C3313 =0, C3323 =0, Ci213 =0 Ci223 =0, Ciz3 =0

A.A.2. Coeficientes caso cilindrico con inflacion

A.A.2.1. Modelo con Comportamiento limite de deformacién

Cons = af frank?(p1) — 1]~ — L0
= aln — — -
H ' 1+ 2L)3 V1 + 2Dy

F)/LTT‘TTHO

J— 2 p— S —
61122 == aﬁ [tanh (511) 1] (1 n 2L[2>%

Yoy T,

01133 = CKB [tanhQ(ﬁh) — 1] — m
9)2

7T gl

Congy = tanh?( BI;) — 1] — -+
220 = @ [tanl (1) = 1] 1+ 2h)3 I+ 2k

VLTOGTZZ

62233 = OZB [tanhQ(ﬁfl) — 1] — m
9)2

T2
Caszs = a3 [tanh®( BI;) — 1] — Rl TR Y

(1 + 2L): 1+ 2
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A.A.2.2. Modelo no lineal de roca y de hormigén

Cun = fi(o1) +§5(01) (02 + 03) + ;fg (W)

Com = F4(02) + F4(2) o + 03) + (totos)

Cssss = f1(03) + f5(03) (01 + 02) + ;fg (W)
Cuze = o) + o) + g (222
Cuiss = hlen) + Falow) + i (2202
Caasz = fo(0a) + fo(o3) + ;fg’ (W)

fa(o2) — fa(o1) + fi(o1) — Fi(o2) + (02 + 03)f5(01) — (01 + 03)f5(02)

61212 =

2(01 — 0'2)
oo (s) = falon) + Ri(01) ~ Filos) + (02 + 05)fo(1) = (01 + 0)fs(or)
1313 2(01 : 03)
Oy — 12008) = F2(02) + fi(02) = i) + (01 + 0)Fa(02) = (01 + 2)fi (o)

2(0’2 — 0'3)

Ciii2 =0, Ciii3 =0, Ci123 =0, Ca212 =0 Ca213 =0, Ca3 =0
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63312 =0 63313 = 07 C3323 = O, 61213 =0 61223 = 07 61323 =0

A.A.3. Coeficientes caso cilindrico: corte telescépico e
inflacién

A.A.3.1. Modelo con Comportamiento limite de deformacién

I} g
Ciiy = af [tanh?( BI,) — 1] — rr
un = afftank’(S1) — 1] (1 + 25)% Vi

YT Thg

61122 = Oéﬁ [tanh2(ﬁfl) — 1] — m
9)2

1T,

J— 2 J— e —
C1133 = Oéﬁ [tanh (6]1) ]_] (1 n 2L[2)%

yL T
Ciiiz = — P ——
2

(1 + 2LIQ>

’YLTQGTT‘Z

Crggy = ——100%r=
PR L)t

TGy v
Cogon = tanh?( B8I;) — 1] —
2222 = aff [tank™( 511) — 1] (1 + 2u0,)3 N

/VLTGQTZZ

Cozsz = af3 [tanhQ(ﬁII) —1] = m
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Co wly v
T+ an)i VI F ok
TT’ZTZZ
C1333 = - i

(1 + 2ul,)?

yT?

zZZ

63333 = aﬁ [tanh2(511) — 1] —

f)/

A.A.3.2.

Se emplea la siguiente notacién para las componentes de los vectores propios: a

Alér + Agéz y a(“) = Elér + Ezéz

(1 4 2u1,)2

+

\/1 + 2LIQ

Modelo no lineal de roca y de hormigén

011 011 011 2A2=2 (01 OII
Ciiy = —5A? = 2A2=2 1=l —
i do2 1 + do? =1 it do10oy 171 + 01— o3 \Oo;  0Jos
011
Coooo = —=
2222 002
%11 0’11 %11 2A2=2 (oIl ol
Caszs = —— A2 :4 2A%=2 22 —
3333 Do? 2+ do? 2+ do10os 22 + o1 — o3 \doy  Oos
011 011
Ciizo = A =2
1122 80’180’2 ! + 80’280'3
011 011 011 2A 1 AE1E, (O Ol
Ciizs = —A?A2 4+ ——=222 4~ = (A?22 4 A222 L —
1133 o2 ~ 172 + do3 1720 90,005 ( 1=2 T 582 1) * o1 — 03 do;  0Oos
011 011
Cazzz = A} =5
2233 80'180'2 2 + 80'280'3 2
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0°11 0?11 0?11 A2Z2 4+ 2N AE15 + AZZ? (011 oIl
C A2A2 :2:2 QA AyE By —172 2=1 —
1818 = (9 80'3 ! 2+80'180'3 25152 01 — 03 80'1 80'3

011 P _s_ o211
Ci1z = D07 A3A2 ]

._._2 e
80'3 ! 80'180'3

(822,54 A A2:2)+A§5152+E§A1A2 (an an)
1=1= =1

01 — 03 doy Do
0?11 0?1

A1As 1=

80'180'2 + (90'280'3 2

[

62213 =

oo, , O°II o1l
63313 (9 A A 80'3 H1H2+80'180'3

'—"—'3

A2ZE,E, + 22A0A, (O OII
(A1A253+A35152)+ it N —— 2( )

80'1 B 80’3

01 — 03

A.A.4. Coeficientes caso cilindrico: corte circunferen-
cial e inflacion
A.A.4.1. Modelo con Comportamiento limite de deformacién

1T v

Ci111 = af [tanh?( BI,) — 1] — =+
1111 Bl (BL) —1] 1+ 2l)} T3 o0,

’YLTTTTGQ

01122 = CKB [tanhQ(ﬁh) — 1] — m
9)2

7LTrrTzz

C1133 = Oéﬂ [tanhz(ﬁll) — ]_] — m

fW/TrrTTG
01112 - T 3
(1 + 2LIQ)2

TooT

Crogy = — Ytloodro

(1 + 2ul,)?
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VT3
Cagoo = af3 [tanh*( BI;) — 1] — vtley v

(1 + 2l)2 V1 + 2uh

’VLTOGTZZ

J— 2 — e —
Cazss = aff [tanh™( B1;) — 1] (1 + 2L[2>%

Cos — — vl Y
(1 + 2l,)2 1+ 2uh
C1233 - - ,YLTTGTZZ z
(1 + 2u1,)2
2 T, v
63333 = aﬁ [tanh (6[1) — 1] — ZZ +

(1 + 2l,)2 1+ 2uh

A.A.4.2. Modelo no lineal de roca y hormigoén

Se emplea la siguiente notacién para las componentes de los vectores propios: all) =
Nié, 4+ Roég v a® =T1¢, + I'yéy.

011 %11 %11 28212 (911  Oll
— N4 F4 2N2F2 1-1 .
Cin do? 1 * do? 1 * do10oy 1 + 01— 09 \Oo; 0oy

0211 011 01
Cazzo = N3 I
2222 80‘% 2 + 80‘% 2 + 80'160'2

QNgrg + 80'1 B 80'2

01— 02

2N2[2 (an an)

0?11
C = —
3333 80§

0*11 0*11 0°11
= N2NZ g rZ o T (N2 4 NI
C1122 60'% 1 2+ 60'% 1 2+80’180’2( 1 2+ 2 1)+ 01— 029

2N NI4Ty [ O11 _ oIl
80'1 60’2
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9?11 9?11
Crizs = N2 2
1133 60'180'3 ! 60'280'3 !
0°11 0°11
Cogss = 2 2
2233 80‘180‘3 2 + 80‘280'3 2
011 0?11 9?11 N2T2 4+ 2N N4 Ty + N212 /9IT O11
C ez Plpepz P o wyryr, o Mtz 2T + 51 -
1212 = (9 8 2+ 80'180'2 2 2+ 2(0'1 — 0'2) 80'1 80'2
C B oIl N2 oIl r? N oIl N2 N r2
1813 = 80'1 2(0’1—0'3) 80'2 2(0’2—0'3) 80'3 2(0‘3-0’1) 2(0‘3-0’2)
C ol N2 oIl 2 oIl N3 N 2
2323 = 80'1 2(0’1—0'3) 80'2 2(0’2—0'3) 80'3 2(0'3—0'1) 2(0’3—0'2)
0?11 0?11 %11 N2 Ty + NN, I2 /09I 011
C N3N r3r N2T T + RN [2) o2 T e —
iz = (9 2+ (7 2+ 80’180’2 ( 1 2+ Rl 1)+ 01 — 02 80'1 80'2
0?11 011 %11 N2 Ty + Ny N2 /0I1T OI1
C NN3 Hp e N2, Ty + Ny NyI2 2o 1oz T et 2 -
22 = gttt g et G o, (RSTL2 + NN T5) + p—— Doy 9oy
0?11 0?11
C = NN r,r
3312 80'180'3 12 + 80’280'3 12
C Ol NNy oIl  TI'iI's n oIl NNy N T,
1823 = 0o12(oy —o03)  0092(09 —03)  0doz \2(035 —01)  2(03 — 03)
A.A.5. Coeficientes caso placa semi-infinita

91



A.A.5.1. Modelo con Comportamiento limite de deformacion

2 A
f'\//l/
C =af tanh2 /3[ — 1] — - +
1111 [ ( 1) ] (1 2[/[2)% /1 2L[2

C1122 = Oéﬁ [tanhQ(Bh) — ].] - (1 n 2L]2)%

’YLTmeTzz

61133 = Oéﬁ [tanhQ(Bll) — 1] — m
9)2

beyZy n y
(1 + 2l,)z 1+ 2L

C2222 == Ozﬁ [tanh2(5]1) — ]_] —

YLy T,

62233 = Oéﬁ [tanh2(ﬁh) — 1] — (1 eW; )3
9)2

Iz g
Casa3 = af [tanh?( 1) — 1] — 2 -+

A.A.5.2. Modelo no lineal de roca y de hormigén

1 1" ly(ontoato
Ciinr = fi(01) + f2(01)(02 + 03) + §f3 (1323>

U /! 1 " + i
Cogoy = fl (0-2) + f2(g2)(0‘1 + 0'3) + §f3 (0—1(;20—3)

1 1 1 y (G102 O
Cazzz = f1(03) + fa(03) (01 + 02) + §f3 (1323>
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y , L., + o2+
Crizz = fa(01) + fa(02) + §f3 (0103203>

y , L., + o2+
Cuizs = fao(01) + fa(o3) + §f3 (0103203>

y , L., +oo+
Cozss = fa(02) + fa(o3) + §f3 (W)

fa(o2) — f2(01) + fi(o1) — Fi(o2) + (02 + 03)f5(01) — (01 + 03)f5(02)

61212 =

2(01 — 0'2)
o — 2078) = 12(1) Ti(01) = i (09) + (2 + o)) = (o1 + 02)fa(o)
1313 S s
Coos — fa(03) — fa(02) + fi(02) — fi(03) + (01 + 03)f3(02) — (01 + 02)f5(03)

2(0’2 — 0'3)

Ciii2 =0, Ciii3 =0, Ci123 =0, Ca212 =0 Ca213 =0, Ca3 =0

C3312 =0 C3313 = 07 C3323 = O; 61213 =0 Cl223 = 07 61323 =0
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