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el candidato
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y F́ısica en la Universidad de Chile, titulándome como profesor el año 2014. Durante ese peŕıodo me di
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que es la mejor (obvio). A mi hermano, por aguantarme y mimarme en todo momento. No es sólo un buen
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Resumen

Sea α la colineación de orden tres del plano proyectivo PG(2, q6) (con q potencia de algún primo impar)
inducida por el automorfismo de orden tres de GF (q6), con la que construimos el plano proyectivo de Figueroa
de orden q6 asociado a α. En este plano analizamos las condiciones que deben cumplir ciertas polaridades
ortogonales que conmutan con α y sus óvalos asociados. También analizamos ciertas polaridades unitarias
en el plano de Figueroa que conmutan con α y sus unitales asociados. En particular obtenemos que el pedal
de un punto exterior al Unital de Figueroa está contenido en una recta. Por último, el pedal de un punto
exterior al unital ortogonal de Buekenhout-Metz formado por cónicas, es un arco en PG(2, q2). A través de
la herramienta computacional SAGE, elaboramos ejemplos afines a lo estudiado en la tesis.
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E.1. Pies de tangencia de sobre un Ua,0 en PG(2, 36) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

vii



1. Introducción

En esta tesis estudiamos las polaridades ortogonales y unitarias del Plano de Figueroa, por ejemplo,
las polaridades ortogonales que forman las cónicas del unital ortogonal de Buekenhout-Metz, con b = 0, y
las polaridades unitarias que forman el unital ortogonal de Buekenhout-Metz, con a = 0. Para esto segui-
remos la ĺınea de investigación de Hamilton y de Resmini [5] y Cherowitzo [4], para q potencia de primo impar.

Dada la colineación de orden tres α del plano desarguesiano PG(2, q3), inducida naturalmente a través del
automorfismo de orden tres del cuerpo finito GF (q3), demostramos que la polaridad ortogonal de PG(2, q3),
representada por la matriz identidad, conmuta con α. Para luego demostrar que tal polaridad es una polaridad
ortogonal del Plano de Figueroa Fig(q3) y que sus puntos absolutos forman un óvalo en Fig(q3). Además,
estudiamos la correspondencia entre los puntos de la cónica formada por los puntos absolutos de la polaridad
ortogonal en PG(2, q3) y los puntos del óvalo formado por los puntos absolutos de la polaridad ortogonal en
Fig(q3).

Por otro lado, dada la colineación de orden tres α del plano desarguesiano PG(2, q6), inducida natural-
mente a través automorfismo de orden tres del cuerpo finito GF (q6), demostramos que si a ∈ GF (q2)∗ y
r ∈ GF (q2) la polaridad ortogonal del plano desarguesiano PG(2, q6), representada por la matriza 0 0

0 0 − 1
2

0 − 1
2 r

 ,

conmuta con α. Para luego demostrar que tal polaridad es una polaridad ortogonal del Plano de Figueroa
Fig(q6) y que sus puntos absolutos forman un óvalo en Fig(q6). Además, estudiamos la correspondencia
entre los puntos de la cónica formada por los puntos absolutos de la polaridad ortogonal en PG(2, q6) y los
puntos del óvalo formado por los puntos absolutos de la polaridad ortogonal en Fig(q6).

También, dada la colineación α anteriormente mencionada, si b− bq3 ∈ GF (q2)∗ la polaridad unitaria de
PG(2, q6), representada por la matriz ε

(
b− bq3

)
0 0

0 0 −ε
0 ε 0

 ,

conmuta con α. Para luego demostrar que tal polaridad es una polaridad unitaria de Fig(q6) y que sus puntos
absolutos forman un unital en Fig(q6). Además, estudiamos la correspondencia entre los puntos del unital
formado por los puntos absolutos de la polaridad unitaria en PG(2, q6) y los puntos del unital formado por
los puntos absolutos de la polaridad unitaria en Fig(q6).

Adicionalmente, en Fig(q6) estudiamos el pedal de un punto exterior al Unital de Figueroa, el cual
demostramos que está contenido en una recta. En PG(2, q2) estudiamos el pedal de un punto exterior al
unital ortogonal de Buekenhout-Metz, con b = bq, el cual demostramos, de forma alternativa a lo expuesto
en [1], que es un arco.

Con la finalidad de comprender las estructuras geométricas, tanto en el plano desarguesiano como en el
plano de Figueroa, elaboramos rutinas a través del programa SAGE para obtener ejemplos y no ejemplos de
los contenidos que estudiamos en esta tesis.

La tesis se encuentra dividida en 5 caṕıtulos y un anexo. El primer caṕıtulo, llamado Preliminares, está
compuesto por toda la teoŕıa previa necesaria para entender esta tesis, sea esta: definiciones, teoremas, lemas,
corolarios, observaciones, etc. El segundo caṕıtulo, llamado Óvalos en el Plano de Figueroa, se separa en dos
secciones, la primera donde demostramos que los puntos absolutos de la polaridad representada por la matriz
identidad forman un óvalo en el plano de Figueroa, y la segunda donde demostramos que para a ∈ GF (q2)∗

y r ∈ GF (q2) los puntos absolutos de la polaridad ortogonal ρa,r forman un óvalo en el plano de Figueroa.
En el tercer caṕıtulo, llamado Unitales ortogonales de Buekenhout-Metz, con a = 0, en el Plano de Figueroa,
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demostramos que para b−bq3 ∈ GF (q2)∗ los puntos absolutos de la polaridad unitaria ρb forman un unital en
el plano de Figueroa. En el cuarto caṕıtulo, llamado Pies de tangencia en el Unital de Figueroa, demostramos
que los pies de tangencia de un punto exterior al Unital de Figueroa están contenidos en una recta. Por otro
lado, demostramos que existe un caso donde los puntos de tipo III de τQ(H) y los puntos de tipo III de τQ(U )
se corresponden bajo la función βµ. En el quinto caṕıtulo, llamado Pies de tangencia en el unital ortogonal
de Buekenhout-Metz, con b = bq, demostramos, de una forma distinta a la expuesta en [1], que los pies de
tangencia de un punto exterior al unital ortogonal de Buekenhout-Metz, con b = bq, forman un (q + 1)-arco.
Por último, en Anexo, a través de rutinas SAGE, elaboramos ejemplos y no ejemplos afines a cada caṕıtulo.
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2. Preliminares

En este caṕıtulo se plasman definiciones y teoremas necesarios para el desarrollo de esta tesis. La mayoŕıa
de ellos aparecen en [2] y [7] o son enunciados y demostrados por el autor.

2.1. Conceptos Algebraicos

Para este trabajo hemos considerado algunos conceptos algebraicos importantes a usar, como el cuerpo
donde nosotros trabajamos, la notación de norma que usamos y lemas que son de utilidad para el desarrollo
de la tesis.

Sea GF (qa), con a ∈ N, el cuerpo con qa elementos, donde q = pn con p primo, y n ∈ N. En esta tesis
trabajamos sobre el cuerpo GF (q6), que lo representamos de la siguiente forma

GF (q6) = {a+ εb | a, b ∈ GF (q3), ε2 = w ∈ GF (q3)},

donde ε es el elemento primitivo de la extensión GF (q6)/GF (q3).

Es importante recalcar que para esta tesis hemos considerado a p primo impar, lo que implica que q es
una potencia de algún primo p, con p > 2.

Sea L = GF (qn) una extensión finita del cuerpo K = GF (q). Como L/K es una extensión de Galois, si
x está en L, entonces la norma de x es el producto de todos los conjugados de x, es decir,

NL/K(x) = x · xq · xq
2

· · ·xq
n−1

= x
qn−1
q−1 .

En adelante, para el uso de la norma sólo necesitamos extensiones cuadráticas de los cuerpos anteriormente
mencionados, es por esto que para simplificar la notación ocuparemos la siguiente definición.

Definición 2.1. La norma de un elemento x ∈ GF (q2) sobre GF (q) la escribiremos como

N(x) = x · xq = xq+1.

A partir de la Teoŕıa de Cuerpos Finitos, nosotros hemos demostrados los siguientes lemas.

Lema 2.2. Sea x ∈ GF (q2). (x− xq)2 es un cuadrado de GF (q) si y sólo si x ∈ GF (q).

Demostración. Sea x ∈ GF (q2). Si (x − xq)2 es un cuadrado de GF (q) entonces existe y ∈ GF (q) tal que
y2 = (x − xq)2. Luego, tenemos que y = ±(x − xq), entonces x − xq ∈ GF (q). Por ende, tenemos que
x− xq = (x− xq)q, es decir, x− xq = xq − x, lo que implica que x = xq. Por lo tanto, x ∈ GF (q).

Si x ∈ GF (q), tenemos que (x− xq)2 = 0. Por lo tanto, (x− xq)2 es un cuadrado de GF (q).

Lema 2.3. Sea b ∈ GF (q6). Si b− bq3 /∈ GF (q2) entonces (b− bq3)2 no es un cuadrado de GF (q3).

Demostración. Supongamos que (b− bq3)2 es un cuadrado de GF (q3). Entonces, por Lema 2.2, b ∈ GF (q3).

Luego, b− bq3 = 0, lo cual es una contradicción debido que, por hipótesis, b− bq3 /∈ GF (q2).

2.2. Planos Proyectivos

Para el desarrollo de esta tesis, trabajamos principalmente sobre dos planos proyectivos, sean estos: Plano
Desarguesiano y Plano de Figueroa. Es por esto que previamente definimos lo que es un plano proyectivo y
mostramos sus caracteŕısticas.
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Definición 2.4. Un plano proyectivo π es un conjunto de objetos, llamados puntos, y de subconjuntos de
puntos, llamados rectas, tal que

1. dos puntos distintos son incidentes con una única recta común,

2. dos rectas distintas son incidentes con un único punto en común,

3. existen cuatro puntos tal que tres de ellos no son incidentes a una recta común.

A un plano proyectivo π lo podemos denotar por (P,L, I), donde P es el conjunto de puntos de π, L es
el conjunto de rectas de π e I la incidencia en π.

Los planos en los cuales trabajamos se les denomina Planos Proyectivos Finitos, es decir, se componen
de una cantidad finita de puntos y de rectas. En el siguiente teorema enunciamos la cantidad de puntos y de
rectas que contiene este tipo de plano.

Teorema 2.5 (ver [2], Teorema 1.9). Sea π un plano proyectivo finito. Entonces existe un entero n ≥ 2,
llamado orden de π, tal que

1. cada recta de π contiene exactamente n+ 1 puntos,

2. cada punto de π está en exactamente n+ 1 rectas,

3. el número de puntos en π es n2 + n+ 1,

4. el número de rectas en π es n2 + n+ 1.

Definición 2.6. Sean π1 y π2 planos proyectivos. Un isomorfismo de π1 a π2 es una biyección α de los
puntos y rectas de π1 a los puntos y rectas de π2, respectivamente, tal que preserva incidencia, es decir, si P
es un punto de π1 y l una recta de π1 se tiene que

P I1 l ⇐⇒ Pα I2 l
α,

donde I1 e I2 son las incidencias en π1 y π2, respectivamente.
Si π1 = π2, entonces un isomorfismo de π1 en si mismo es llamado una colineación o un automorfismo

de π1.

2.2.1. Plano Proyectivo Desarguesiano

Sea Π = PG(2, q) el plano proyectivo desarguesiano o clásico de orden q construido de la siguiente manera.

Sea V un espacio vectorial de dimensión 3 sobre GF (q), donde los puntos de Π son los subespacios de
dimensión 1 de V y las rectas de Π son los subespacios de dimensión 2 de V .

Un punto P de Π está denotado por
P = [a, b, c],

donde (a, b, c) ∈ GF (q)3 genera el subespacio que define P .

Una recta l de Π está denotada por

l =

 x
y
z

 ,
donde (x, y, z) ∈ GF (q)3 es un vector ortogonal (usando el producto punto estándar) al subespacio de
dimensión 2 que define l.
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Definición 2.7.

1. La recta l que pasa por los puntos P y Q la escribiremos por l = PQ, y está dada por el producto
vectorial usual P ×Q.

2. El punto P que está contenido en las rectas l y m lo escribiremos por P = l ∩m, y está dado por el
producto vectorial usual l ×m.

La incidencia I en Π está dada por la contención natural de la teoŕıa de conjuntos. Aśı,

P I l ⇐⇒ P ∈ l ⇐⇒ [a, b, c] ·

 x
y
z

 = 0 ⇐⇒ ax+ by + cz = 0.

Observación 2.8. Por Teorema 2.5, las siguientes propiedades de plano proyectivo se mantienen en Π:

1. Cada recta de Π contiene exactamente q + 1 puntos.

2. Cada punto de Π está en exactamente q + 1 rectas.

3. El número de puntos, y el número de rectas, en Π son q2 + q + 1.

Teorema 2.9 (ver [7], Teorema 2.8). El grupo de colineaciones de Π es el grupo inducido por las trans-
formaciones semi-lineales no singulares del espacio vectorial de dimensión tres sobre GF (q), denotado por
PΓL(3, q).

2.2.2. Plano de Figueroa

Consideremos α la colineación de orden tres de PG(2, q3) definida por

α : [x, y, z] 7→ [xq, yq, zq]

 x
y
z

 7→
 xq

yq

zq

 .
Usando esto, particionamos los puntos de Π en tres categoŕıas:

(a) P es de tipo I si P = Pα = Pα
2

,

(b) P es de tipo II si P , Pα, y Pα
2

son puntos (distintos) colineales,

(c) P es de tipo III si P , Pα, y Pα
2

no son colineales.

Como en [9], para cuestión de cálculos, definimos m(x, y, z) =

 x y z
xq yq zq

xq
2

yq
2

zq
2

 y observamos:

(a) P = [x, y, z] es de tipo I si y sólo si det m(x, y, z) = 0, x = xq, y = yq y z = zq.

(b) P = [x, y, z] es de tipo II si y sólo si det m(x, y, z) = 0 y x 6= xq o y 6= yq o z 6= zq.

(c) P = [x, y, z] es de tipo III si y sólo si det m(x, y, z) 6= 0.

Observación 2.10 (ver [5]). También podemos decir que P es de tipo II si y sólo si

P 6= Pα y Pα
2

· (P × Pα) = 0.
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(a) Puntos de tipo I. (b) Puntos de tipo II. (c) Puntos de tipo III.

Figura 1: Tipos de puntos en Π.

A partir de la categorización de los puntos de Π, denotamos los siguientes conjuntos:

1. P1 = {P ∈ Π | P de tipo I },

2. P2 = {P ∈ Π | P de tipo II },

3. P3 = {P ∈ Π | P de tipo III }.

De la misma forma, particionamos las rectas de Π en tres categoŕıas:

(a) l es de tipo I si l = lα = lα
2

,

(b) l es de tipo II si l, lα, y lα
2

son rectas (distintas) concurrentes,

(c) l es de tipo III si l, lα, y lα
2

no son concurrentes.

(a) Rectas de tipo I. (b) Rectas de tipo II. (c) Rectas de tipo III.

Figura 2: Tipos de rectas en Π.

De forma análoga, para cuestión de cálculos, definimos m

 x
y
z

 =

x xq xq
2

y yq yq
2

z zq zq
2

 y observamos:

(a) l =

 x
y
z

 es de tipo I si y sólo si det m

 x
y
z

 = 0, x = xq, y = yq y z = zq.
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(b) l =

 x
y
z

 es de tipo II si y sólo si det m

 x
y
z

 = 0 y x 6= xq o y 6= yq o z 6= zq.

(c) l =

 x
y
z

 es de tipo III si y sólo si det m

 x
y
z

 6= 0.

Observación 2.11 (ver [5]). También podemos decir que l es de tipo II si y sólo si

l 6= lα y (l × lα) · lα
2

= 0.

A partir de la categorización de las rectas Π, denotamos los siguientes conjuntos:

1. L1 = {l ∈ Π | l de tipo I },

2. L2 = {l ∈ Π | l de tipo II },

3. L3 = {l ∈ Π | l de tipo III }.

Observación 2.12. Si P I l entonces Pα I lα. Esto pues α es una colineación del plano PG(2, q3), en
particular, conserva incidencia.

En el siguiente lema y teorema, anunciamos la cardinalidad de algunos conjuntos importante para el
análisis de nuestro trabajo.

Lema 2.13 (ver [8], Lema 2.1). La cantidad de puntos, y por ende de rectas, de cada tipo son:

|P1| = |L1| = q2 + q + 1,

|P2| = |L2| = (q3 − q)(q2 + q + 1),

|P3| = |L3| = q3(q − 1)2(q + 1).

Observación 2.14 (ver [8]). La estructura dada por Π0 = (P1,L1, I) es un subplano de PG(2, q3) de orden
q inducido por el conjunto de puntos fijos de α, en otras palabras, Π0

∼= PG(2, q).

Teorema 2.15 (ver [8], Lema 2.1). El número de puntos de cada tipo que son incidentes con una recta de
cada tipo, está resumido en la siguiente tabla.

Recta de tipo I Recta de tipo II Recta de tipo III

Puntos de tipo I q + 1 1 0

Puntos de tipo II q3 − q q2 q2 + q + 1

Puntos de tipo III 0 q3 − q2 q3 − q2 − q

Tabla 1: Cantidad de puntos de cada tipo que son incidentes con una recta de cada tipo.

Observación 2.16 (ver [8], Lema 2.1). La dualidad del Teorema 2.15 también es válida.
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Dada la categorización de los puntos y rectas de Π, definimos la siguiente función que relaciona los puntos
de tipo III de Π y las rectas de tipo III de Π.

Definición 2.17. Definimos la biyección involutiva µ entre P3 y L3 como

µ : P 7→ PαPα
2

l 7→ lα ∩ lα
2

.

Para cuestión de cálculos, por Definición 2.7, describimos

Pµ = Pα × Pα
2

y lµ = lα × lα
2

.

A partir de la Definición 2.17, observamos que:

Todo punto de tipo III está determinado por una recta de tipo III, es decir, si P ∈ P3, este está
determinado por una l ∈ L3 como P = l∩ lα

2

. De igual forma, toda recta de tipo III está determinada
por un punto de tipo III, es decir, si l ∈ L3, esta está determinada por un P ∈ P3 como l = PPα.

Si P es un punto de tipo III, entonces las rectas PPα, PαPα
2

y PPα
2

son de tipo III. Si l es una recta
de tipo III, entonces los puntos l ∩ lα, lα ∩ lα2

y l ∩ lα2

son de tipo III.

Definición 2.18. Sean P ∈ P y l ∈ L, definimos la incidencia de Figueroa IF como

P IF l ⇐⇒

l
µIPµ, si P y l son ambos de tipo III.

P I l, si P o l no es de tipo III.

Dada la definición de incidencia de Figueroa, describimos un nuevo conjunto de rectas de tipo III. Para
l ∈ L3, definimos el conjunto de puntos lF = (l \ P3) ∪ {P ∈ P3 | P IF l} y con esto el conjunto LF3 =
{ lF | l ∈ L3}. A partir de esto, definimos el siguiente plano proyectivo.

Definición 2.19 (ver [2],[5] o [8]). Se define el Plano de Figueroa de orden q3 como Fig(q3) = (P,LF , IF ),
donde el conjunto de rectas es LF = (L \ L3) ∪ LF3 .

Notamos que los puntos de tipo III de PG(2, q3) son también los puntos de tipo III de Fig(q3). Por otro
lado, las rectas de tipo III de PG(2, q3) son reemplazadas por las rectas de tipo III de Fig(q3). Por ende, en
Fig(q3) la incidencia cambia para los puntos de tipo III con las rectas de tipo III.

Teorema 2.20 (ver [3]). El grupo de colineaciones de Fig(q3) es PΓL(3, q)o < α >.

A partir del Teorema 2.9, nos damos cuenta que el Plano desarguesiano y el Plano de Figueroa no tienen
el mismo grupo de colineaciones. Luego, enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 2.21 (ver [6], Teorema 5). Fig(q3) no es un plano proyectivo desarguesiano.

2.3. Polaridades

Para el desarrollo de esta tesis, trabajamos con dos polaridades en los planos proyectivos anteriormente
mencionados, sean estas: Polaridad Ortogonal y Polaridad Unitaria. Es por esto que previamente definimos
lo que es una polaridad y mostramos sus caracteŕısticas.

Sea π = (P,L, I) un plano proyectivo. Una polaridad ρ de π es una biyección, de orden dos, entre el
conjunto de puntos y el conjunto de rectas, y viceversa, tal que para P ∈ P y l ∈ L se cumple que

P I l ⇐⇒ lρ I P ρ.
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Teorema 2.22 (ver [7], Teorema 2.29). Si ρ es una polaridad de PG(2, q) entonces ρ puede ser representado
como

ρ : P 7→ A
(
Pφ
)t

l 7→
(
lφ
)t
A−1,

donde A ∈ PΓL(3, q) y φ ∈ Aut(GF (q)) tal que A = (At)
φ

y φ2 = 1.

La polaridad del teorema anterior la podemos clasificar en dos tipos. Si φ = 1, entonces a ρ se le llama
polaridad ortogonal, y puede ser representada por una matriz simétrica A. Si φ es un automorfismo involutivo
de GF (q), entonces a ρ se le llama polaridad unitaria o hermitiana, y puede ser representada por una matriz
hermitiana A.

Definición 2.23. Un punto P es absoluto si y sólo si P I P ρ y, de la misma forma, una recta l es absoluta
si y sólo si lρ I l.

Lema 2.24 (ver [7], Lema 12.1). Sea ρ una polaridad del plano proyectivo π. Entonces un punto absoluto
está en exactamente una recta absoluta, dualmente, una recta absoluta tiene exactamente un punto absoluto.

Proposición 2.25. Sea P un punto absoluto de una polaridad ρ y α ∈ Aut(π). Si ρ conmuta con α entonces
Pα es un punto absoluto de ρ.

Demostración. Sea P un punto absoluto de una polaridad ρ, es decir, P I P ρ. Luego,

P I P ρ ⇐⇒ Pα I P ρα Observación 2.12

⇐⇒ Pα I Pαρ.

Por lo tanto, Pα es un punto absoluto de ρ.

2.4. Cónicas

Para el desarrollo de esta tesis, trabajamos con dos subestructuras geométricas generadas por los puntos
absolutos de una polaridad ortogonal, sean estas: Cónicas, en el caso de un plano desarguesiano, y Óvalo, en
el caso del plano de Figueroa. Es por esto que previamente definimos lo que es cada una y mostramos sus
caracteŕısticas.

Un k-arco en un plano proyectivo de orden q, es un conjunto de k puntos donde cualquier tŕıo de puntos
no son colineales. A un (q + 1)-arco se le denomina óvalo; un óvalo es un arco maximal, es decir, es el arco
con la cantidad máxima de puntos.

Teorema 2.26 (ver [7], Teorema 12.6). Sea ρ una polaridad de un plano proyectivo de orden q. Si ρ tiene
exactamente q + 1 puntos absolutos entonces los puntos absolutos de ρ forman un óvalo.

Una cónica C en PG(2, q) es un conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen alguna ecuación ho-
mogénea (no cero) de grado 2.

Teorema 2.27 (ver [10]). Todo óvalo en PG(2, q) es una cónica.

Entonces, observamos que si C es una cónica en PG(2, q), tenemos que toda recta de PG(2, q) intersecta
a C en exactamente 0, 1 o 2 puntos. A partir de esto, definimos lo siguiente.

Definición 2.28. Las rectas de PG(2, q) serán llamadas exteriores, tangentes o secantes a la cónica C de-
pendiendo de si no intersectan a C , si intersectan a C en 1 o si intersectan a C en 2 puntos, respectivamente.

Lema 2.29. Los puntos absolutos de una polaridad ortogonal de PG(2, q) forman una cónica.
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Demostración. Sea ρ una polaridad ortogonal de PG(2, q). Por Teorema 2.22 tenemos que si A = (aij) ∈
PΓL(3, q) es simétrica entonces los puntos absolutos [x, y, z] de ρ satisfacen la ecuación homogénea

a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz = 0,

la cual es de grado 2.
Por lo tanto, los puntos absolutos de ρ forman una cónica.

Lema 2.30 (ver [7], Lema 2.35). Sea C una cónica formada por los puntos absolutos de una polaridad
ortogonal de PG(2, q). Una recta intersecta a C en exactamente un punto si y sólo si la recta es absoluta.

Por el lema anterior y Lema 2.24, las rectas tangentes a una cónica C formada por los puntos absolutos
P de una polaridad ortogonal ρ son las rectas P ρ.

A continuación damos ejemplos de cónicas, las cuales estudiamos en el Caṕıtulo 3.

Ejemplo 2.31. Dos ejemplos de cónicas son:

1. El conjunto
C =

{
[x, y, z] ∈ PG(2, q) | x2 + y2 + z2 = 0

}
,

es una cónica en PG(2, q).

2. Para a ∈ GF (q2) tal que N(a) no es un cuadrado en GF (q), el conjunto

Cr =
{

[x, y, z] ∈ PG(2, q2) | ax2 − yz + rz2 = 0
}

=
{

[x, ax2 + r, 1] | x ∈ GF (q2)
}
∪ {[0, 1, 0]} ,

donde r ∈ GF (q), es una cónica en PG(2, q2) (ver [2]).

En el Caṕıtulo 3 también observamos que las cónicas del Ejemplo 2.31 son conjuntos de puntos absolutos
de una polaridad ortogonal.

Lema 2.32. Sea C una cónica formada por los puntos absolutos de una polaridad ortogonal ρ de PG(2, q3).
Si ρ conmuta con α entonces C no contiene puntos de tipo II.

Demostración. Supongamos que existe un punto P de tipo II contenido en C . Entonces, por Proposición
2.25, Pα y Pα

2

están contenidos en C . Luego, existe una recta l tal que P , Pα y Pα
2 ∈ l, por ser P un punto

de tipo II, lo cual es una contradicción ya que C es una cónica. Por lo tanto, C no contiene puntos de tipo
II.

Proposición 2.33. Una polaridad ortogonal ρ de PG(2, q3) que conserva puntos y rectas de tipo I, restringida
a los puntos y rectas de tipo I, es una polaridad de Π0.

Demostración. Como ρ es una polaridad de PG(2, q3), tenemos que ρ es una función biyectiva de orden 2 en
PG(2, q3) y P I l ⇐⇒ lρ I P ρ, en particular para P y l de tipo I debido a que conserva puntos y rectas de
tipo I. Por lo tanto, ρ es una polaridad en Π0.

Definición 2.34. Llamaremos ρ0 a la polaridad ortogonal ρ restringida a Π0.

Corolario 2.35. Los puntos absolutos de la polaridad ρ0 forman una cónica en Π0.

Demostración. Por Observación 2.14 y Lema 2.29, la polaridad ρ0 genera una cónica en Π0.

Por Lema 2.32 y Corolario 2.35, podeos observar que una cónica C contenida en PG(2, q3) formada por
los puntos absolutos de una polaridad ortogonal que conmuta con α tiene q2 + 1 puntos de tipo I y q3 − q2
puntos de tipo III.
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Definición 2.36. Sea C una cónica contenida en PG(2, q) y Q un punto no contenido en C . Los puntos de
C que están en una recta tangente que pasa por Q, los llamaremos pies de tangencia de C .

Lema 2.37 (ver [4]). Sea C una cónica en PG(2, q). Si dos triángulos, tales que sus lados son tangentes a
C , están en perspectiva desde un punto, entonces los pies de tangencia están en perspectiva desde el mismo
punto.

Lema 2.38. Si una cónica C es el conjunto de los puntos absolutos de una polaridad ortogonal ρ, entonces
los pies de tangencia de Q están contenidos en la recta Qρ para todo Q /∈ C .

Demostración. Sea P un punto absoluto y P ρ la recta tangente a C por P . Sea P 6= Q ∈ P ρ y mi las rectas
que pasan por Q, distintas de P ρ, que son tangentes a C en mρ

i . Sea mij = mρ
im

ρ
j , aśı mρ

ij = mi ∩ mj .
Entonces, mij = Qρ, para todo i 6= j. Por otro lado, como Q ∈ P ρ, entonces P ∈ Qρ. Por ende, mρ

i y P ∈ Qρ
para todo i. Por lo tanto, los pies de tangencia de Q están contenidos en la recta Qρ.

Lema 2.39. Sea Q /∈ C . Si la recta Qρ es secante, entonces los puntos donde corta a C son pies de tangencia
de Q.

Demostración. Sean P1 y P2 ∈ Qρ ∩ C , por lo tanto P1, P2 ∈ Qρ, entonces P1P2 = Qρ ⇔ P ρ1 ∩ P
ρ
2 = Q.

Como P1, P2 ∈ C , son puntos absolutos de ρ. Luego, P ρ1 y P ρ2 son rectas tangentes a C que pasan por Q.
Por lo tanto, P1 y P2 son pies de tangencia de Q.

Observación 2.40. Dado un punto Q /∈ C , los pies de tangencia de Q en C son dos si Qρ es una recta
secante a C .

2.5. Unitales

Para el desarrollo de esta tesis, trabajamos con otras tres subestructuras geométricas, sean estos: Unital
Clásico, Unital ortogonal de Buekenhout-Metz y Unital de Figueroa. Es por esto que previamente definimos
lo que es cada uno y mostramos sus caracteŕısticas.

Un unital de orden n, contenido en un plano proyectivo π de orden n2, es un conjunto de n3 + 1 puntos
tal que toda recta de π lo intersecta en 1 o en n+ 1 puntos.

Definición 2.41. Sea U un unital contenido en un plano proyectivo π de orden q2. Las rectas de π serán
llamadas tangentes o secantes al unital U dependiendo de si intersectan a U en 1 o en q + 1 puntos, respec-
tivamente.

Teorema 2.42 (ver [7], Teorema 12.12). Sea ρ una polaridad de plano proyectivo de orden n2. Si la cantidad
de puntos absolutos de ρ es n3 + 1 entonces el conjunto de puntos absolutos forman un unital.

Teorema 2.43 (ver [2], Teorema 2.3). Sea U un unital de PG(2, q2). Entonces, por cada punto de PG(2, q2)\
U pasan q + 1 rectas tangentes a U y q2 − q rectas secantes a U .

A partir del teorema anterior, definimos los puntos de tangencia de las rectas que pasan por un punto
exterior a un unital.

Definición 2.44. Sea U un unital contenido en un plano proyectivo π de orden q2 y Q un punto no contenido
en U . Los q+1 puntos de U , que están en una recta tangente que pasa por Q, son llamados pies de tangencia
de Q. Denotamos el conjunto de pies de tangencia de Q por τQ(U) y lo llamaremos el pedal de Q.

Definición 2.45. Sean U1 y U2 unitales contenidos en un plano proyectivo π. U1 es equivalente a U2 si
existe α ∈ Aut(π) tal que Uα1 = U2.
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2.5.1. Unital Clásico

Un unital clásico o hermitiano U en PG(2, q2) es un conjunto de q3 +1 puntos absolutos de una polaridad
unitaria de PG(2, q2) tal que cada recta de PG(2, q2) intersecta a U en exactamente 1 o q + 1 puntos.

Ejemplo 2.46. El conjunto

H =
{

[x, y, z] ∈ PG(2, q2) | N(x) +N(y) +N(z) = 0
}
,

es un unital clásico en PG(2, q2).

Teorema 2.47 (ver [7], Teorema 2.48). Una recta intersecta a U exactamente en un punto si y sólo si la
recta es absoluta (y es la imagen del punto donde intersecta a U).

Teorema 2.48 (ver [2], Corolario 2.4). Sea U un unital contenido en PG(2, q2). El pedal de Q está contenido
en una recta de PG(2, q2), para todo Q ∈ PG(2, q2) \ U .

2.5.2. Unital ortogonal de Buekenhout-Metz

Para a, b ∈ GF (q2) tal que 4N(a) + (b− bq)2 es un no cuadrado de GF (q), el conjunto

Ua,b =
{

[x, ax2 + bN(x) + r, 1] | x ∈ GF (q2), r ∈ GF (q)
}
∪ {[0, 1, 0]},

es un unital, llamado unital ortogonal de Buekenhout-Metz, en PG(2, q2).

Teorema 2.49 (ver [2], Teorema 4.7). Sea Ua,b un unital ortogonal de Buekenhout-Metz. Entonces, Ua,b es
clásico si y sólo si a = 0.

Teorema 2.50 (ver [2], Teorema 4.19). Sea Ua,0 un unital ortogonal de Buekenhout-Metz. Entonces

Ua,0 =
⋃

r∈GF (q)

Cr,

donde Cr = {[x, ax2 + r, 1] | x ∈ GF (q2)} ∪ {[0, 1, 0]}.

Teorema 2.51 (ver [2]). Sean Ua,b y Ua′,b′ unitales ortogonales de Buekenhout-Metz contenidos en PG(2, q2).
Ua,b es equivalente a Ua′,b′ si y sólo si

(a′, b′) = (aτγ2v, bτγq+1v + u),

donde v ∈ GF (q)∗, γ ∈ GF (q2)∗, u ∈ GF (q) y τ ∈ Aut(GF (q2)).

Corolario 2.52. El unital Ua,b, con b = bq, es equivalente al unital Ua,0.

Demostración. Si b = bq, se escoge v = 1, γ = 1, u = −b y τ = 1 y tenemos que (a, 0) = (aτγ2v, bτγq+1v+u).
Por lo tanto, Ua,b, con b = bq, es equivalente a Ua,0.

Observación 2.53. Por Teorema 2.51 y Corolario 2.52, b = bq si y sólo si el unital Ua,b es una unión de
cónicas.

Teorema 2.54 (ver [2], Teorema 4.18). Sea Ua,b un unital ortogonal de Buekenhout-Metz no clásico. Sea
Q ∈ PG(2, q2) \ Ua,b. Entonces, el pedal de Q está contenido en una recta de PG(2, q2) si y sólo si Q ∈ l∞,

donde l∞ la denotamos por la recta

 0
0
1

.

Teorema 2.55 (ver [1], Teorema 4). Sea Q /∈ l∞ y a 6= 0. Entonces, las rectas de PG(2, q2) intersectan a
τQ(Ua,b) en exactamente 0, 1, 2 o 4 puntos.
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2.5.3. Unital de Figueroa

Para formar el Unital de Figueroa debemos tener una extensión cúbica de cuerpos, para inducir una
colineación de orden tres que defina el plano de Figueroa, y a su vez una extensión cuadrática de cuerpos,
para inducir una polaridad unitaria. Es por esto que trabajamos sobre el plano proyectivo PG(2, q6), para
definir la colineación α y la polaridad unitaria β.

Consideremos α la colineación de orden tres de PG(2, q6) definida por

α : [x, y, z] 7→ [xq
2

, yq
2

, zq
2

] x
y
z

 7→
 xq

2

yq
2

zq
2

 ,
con la que construimos el plano proyectivo de Figueroa Fig(q6) (ver Subsección 2.2.2).

Sea la polaridad unitaria β de PG(2, q6) representada por la matriz identidad I3, es decir,

β : [x, y, z] 7→

 xq
3

yq
3

zq
3


 x
y
z

 7→ [
xq

3

, yq
3

, zq
3
]
,

donde sus puntos absolutos forman, en PG(2, q6), el unital clásico

H = {[x, y, z] ∈ PG(2, q6) | [x, y, z] · [x, y, z]β = 0} = {[x, y, z] ∈ PG(2, q6) | xq
3+1 + yq

3+1 + zq
3+1 = 0}.

Lema 2.56 (ver [8], Lema 4.1). La restricción de β a Π0 = (P1,L1, I) es una polaridad unitaria en Π0. Sus
puntos absolutos forman un unital en Π0.

Lema 2.57 (ver [5], Lema 3).

1. Todo punto P de Fig(q6) tiene el mismo tipo que la recta P β.

2. Toda recta l de Fig(q6) tiene el mismo tipo que el punto lβ.

3. Para todo punto P de tipo III, P βµ = Pµβ.

4. Para toda recta l de tipo III, lβµ = lµβ.

Teorema 2.58 (ver [5]). β es una polaridad unitaria de Fig(q6). Por lo tanto, Fig(q6) contiene un unital.

Definición 2.59 (ver [8]). Llamaremos a U el Unital de Figueroa al unital determinado por la polaridad β
en Fig(q6) (usaremos βF cuando sea necesario comentar que estamos viendo la polaridad β en Fig(q6)).

Observación 2.60 (ver [8]). El número de puntos de cada tipo en U son:

1. |U ∩ P1| = q3 + 1,

2. |U ∩ P2| = (q3 + 1)(q − 1)q3,

3. |U ∩ P3| = (q3 + 1)(q2 − 1)q4.

Lema 2.61 (ver [8], Lema 3.1). El conjunto de puntos de tipo III de H y el conjunto de puntos de tipo III
de U son disjuntos.

Lema 2.62 (ver [8], Lema 3.2). Sea l una recta de tipo III. Si l es βF -absoluta entonces l es β-no-absoluta,
es decir, l intersecta a H en exactamente q3 + 1 puntos de tipo III.
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2.5.4. Correspondencia entre los puntos de tipo III de H y los puntos de tipo III de U

Sea P un punto de tipo III, definimos la función

ϕ : P3 → P3

P 7→ P βµ,

donde la función ϕ es la composición de las funciones β y µ, es decir, ϕ = β ◦ µ.
Por otro lado, como β y µ son funciones biyectivas, ϕ es biyectiva. Además, ϕ es una función de orden

dos ya que β y µ son funciones de orden dos que conmutan.

Teorema 2.63. Sea P un punto de tipo III de H, entonces P βµ es un punto de tipo III de U . En otras
palabras, ϕ(H ∩ P3) = U ∩ P3.

Demostración. Sea P un punto de tipo III contenido en H, entonces

P I P β ⇐⇒ P βµ IF Pµ Lema 2.57

⇐⇒ P βµ IF
(
Pµβ

)β
β es de orden 2

⇐⇒ P βµ IF
(
P βµ

)β
. Lema 2.57

Luego, P βµ está contenido en U .
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3. Óvalos en el Plano de Figueroa

En este caṕıtulo, a partir de Hamilton y de Resmini [5], complementado con Cherowitzo [4], demostramos
que los puntos absolutos de las polaridades ortogonales determinadas por las matrices

I3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 y Ma,r =

a 0 0
0 0 − 1

2
0 − 1

2 r

 ,

para a ∈ GF (q2)∗ y r ∈ GF (q2) en el caso de Ma,r, forman un óvalo en el plano proyectivo de Figueroa.
Por otro lado, a través de la herramienta computacional SAGE, para Fig(36) elaboramos ejemplos afines

a lo que estudiamos en este caṕıtulo. Para la polaridad determinada por I3, presentamos y explicamos un
ejemplo en Anexo A. Para la polaridad determinada por Ma,r, exponemos ejemplos al final de este caṕıtulo
y también los presentamos en Anexo B.

3.1. Polaridad ortogonal representada por la matriz I3

Sea ρ la polaridad ortogonal de PG(2, q3), definida como

ρ : [x, y, z] 7→

 x
y
z


 x
y
z

 7→ [x, y, z],

donde sus puntos absolutos forman, en PG(2, q3), la cónica

C = {[x, y, z] ∈ PG(2, q3) | [x, y, z] · [x, y, z]ρ = 0} = {[x, y, z] ∈ PG(2, q3) | x2 + y2 + z2 = 0}.

Teorema 3.1. La polaridad ρ y la colineación α (ver Subsección 2.2.2) conmutan.

Demostración. Sea [x, y, z] un punto de PG(2, q3), entonces

[x, y, z]ρα =

 x
y
z

α

=

 xq
2

yq
2

zq
2


= [xq

2

, yq
2

, zq
2

]ρ

= [x, y, z]αρ.

Por lo tanto, [x, y, z]ρα = [x, y, z]αρ.

De manera similar, podemos probar para una recta de PG(2, q3).

Por lo tanto, ρ y α conmutan.

Lema 3.2. La polaridad ortogonal ρ preserva tipo de punto y tipo de recta en Fig(q3).
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Demostración. Sea [x, y, z] un punto en Fig(q3).

Si [x, y, z] es un punto del tipo I entonces [x, y, z] = [x, y, z]α. Luego, tenemos

[x, y, z]ρ = [x, y, z]αρ

= [x, y, z]ρα. Por Teorema 3.1

Por lo tanto, [x, y, z]ρ es una recta de tipo I.

Si [x, y, z] es un punto del tipo II entonces, por Observación 2.10, tenemos que

[x, y, z]α
2

· ([x, y, z]× [x, y, z]α) = 0.

Luego, [
xq

2

, yq
2

, zq
2
]
· ([x, y, z]× [xq, yq, zq]) = 0

⇐⇒ [xq, yq, zq] ·

 yzq − zyq
zxq − xzq
xyq − yxq

 = 0

⇐⇒

 yzq − zyq
zxq − xzq
xyq − yxq

ρ · [xq2 , yq2 , zq2]ρ = 0 ρ es una polaridad ortogonal de PG(2, q3)

⇐⇒ [yzq − zyq, zxq − xzq, xyq − yxq] ·

 xq
2

yq
2

zq
2

 = 0

⇐⇒ ([x, y, z]ρ × [x, y, z]ρα) · [x, y, z]ρα
2

= 0.

Por lo tanto, [x, y, z]ρ es una recta de tipo II.

Dado que ρ es una polaridad del plano PG(2, q3), en particular es una función biyectiva entre los puntos
y las rectas de éste. Por otro lado, con lo demostrado anteriormente, ρ lleva puntos de tipo I en rectas de
tipo I y puntos de tipo II en rectas de tipo II. Por lo tanto, ρ lleva puntos de tipo III en rectas de tipo III.

De manera similar podemos probar que toda recta l ∈ Fig(q3) es del mismo tipo que el punto lρ.

Por lo tanto, la polaridad ortogonal ρ conserva tipo de puntos y tipo de rectas en Fig(q3).

Lema 3.3. Para todo punto P de tipo III, se tiene que Pµρ = P ρµ.

Demostración. Sea [x, y, z] un punto de tipo III. Entonces tenemos

[x, y, z]µρ =
(

[x, y, z]α × [x, y, z]α
2
)ρ

=
(

[xq, yq, zq]×
[
xq

2

, yq
2

, zq
2
])ρ

=

 yqzq
2 − zqyq2

zqxq
2 − xqzq2

xqyq
2 − yqxq2


ρ

=
[
yqzq

2

− zqyq
2

, zqxq
2

− xqzq
2

, xqyq
2

− yqxq
2
]
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=

 xq

yq

zq

×
 xq

2

yq
2

zq
2


=

 x
y
z

α ×
 x
y
z

α
2

=

 x
y
z

µ
=[x, y, z]ρµ.

Por lo tanto, [x, y, z]µρ = [x, y, z]ρµ.

Corolario 3.4. Para toda recta l de tipo III, se tiene que lµρ = lρµ.

Demostración. De manera similar a la demostración del Lema 3.3.

Teorema 3.5. ρ es una polaridad ortogonal de Fig(q3).

Demostración. ρ es una función biyectiva ya que es una polaridad ortogonal de PG(2, q3). Por ende, basta
demostrar que para todo punto P y recta l en Fig(q3) se cumple que

P IF l ⇐⇒ lρ IF P ρ.

Sean P un punto y l una recta, tal que por lo menos uno no es de tipo III, entonces

P IF l ⇐⇒ P I l Definición 2.18

⇐⇒ lρ I P ρ ρ es una polaridad en PG(2, q3)

⇐⇒ lρ IF P ρ Lema 3.2 y Definición 2.18

Sean P y l de tipo III, entonces

P IF l ⇐⇒ lµ I Pµ Definición 2.18

⇐⇒ Pµρ I lµρ ρ es una polaridad en PG(2, q3)

⇐⇒ P ρµ I lρµ Lema 3.3 y Corolario 3.4

⇐⇒ lρ IF P ρ. Definición 2.18

Por lo tanto, ρ es una polaridad ortogonal de Fig(q3).

Definición 3.6. El conjunto de puntos absolutos definidos por la polaridad ortogonal ρ en Fig(q3) lo deno-
minaremos por O.

Lema 3.7. O es el conjunto de los puntos de tipo I y de tipo II de C y los puntos de tipo III son tales que
sus imágenes bajo µ son rectas tangentes a C .

Demostración. Dado que O es el conjunto de los puntos absolutos de la polaridad ρ en Fig(q3), lo podemos
escribir como

O =
{
P ∈ Fig(q3)

∣∣P IF P ρ
}

=
{
P ∈ Fig(q3)

∣∣P ∈ P1 ∪ P2, P IF P ρ
}
∪
{
P ∈ Fig(q3)

∣∣P ∈ P3, P IF P ρ
}

=
{
P ∈ Fig(q3)

∣∣P ∈ P1 ∪ P2, P I P ρ
}
∪
{
P ∈ Fig(q3)

∣∣P ∈ P3, P
ρµ I Pµ

}
17



=
{
P ∈ Fig(q3)

∣∣P ∈ P1 ∪ P2, P ∈ C
}
∪
{
P ∈ Fig(q3)

∣∣P ∈ P3, P
µρ I Pµ

}
=
{
P ∈ P1 ∪ P2

∣∣P ∈ C
}
∪
{
P ∈ P3

∣∣ Pµ tangente a C
}
.

Entonces, los puntos de tipo I y de tipo II de O son los punto de tipos I y de tipo II de C y los puntos
de tipo III de O son tales que sus imágenes bajo µ son rectas tangentes a C .

Corolario 3.8. Si P es un punto de tipo III contenido en O, entonces PαPα
2

es una recta tangente a C .

Demostración. Si P ∈ O es un punto de tipo III, entonces Pµ es una recta tangente a C . Por Definición 2.17,
Pµ = PαPα

2

es una recta tangente a C .

Corolario 3.9. El conjunto O no contiene puntos de tipo II.

Demostración. Por Teorema 3.1 y Lema 2.32, la polaridad ρ no tiene puntos absolutos de tipo II, por lo cual
la cónica C no contiene puntos de tipo II. Por Lema 3.7, O no tiene puntos de tipo II.

Observación 3.10. Por Teorema 3.7, O y C comparten los puntos de tipo I y sus puntos de tipo III están
en correspondencia (ver la Subsección 3.1.1). Por lo tanto, |O| = |C | = q3 + 1.

Lema 3.11. Toda recta de Fig(q3) intersecta a O en a lo más dos puntos.

Demostración. Por Teorema 2.15, las rectas de tipo I de Fig(q3) sólo contienen puntos de tipo I y de tipo
II. Por Corolario 3.9, las rectas de tipo I intersectan a O sólo en puntos de tipo I, pero los puntos de tipo I
de O son los mismos puntos de tipo I de C , entonces una recta de tipo I de Fig(q3) intersecta a O en a lo
más dos puntos.

Supongamos que existe una recta l de tipo II de Fig(q3) que intersecta a O en tres puntos, sean estos P1,
P2 y P3.

Supongamos que P1 es de tipo I y P2, P3 de tipo III. Entonces, Pα2 , Pα
2

2 , Pα3 y Pα
2

3 también son puntos de

O. Como P2 y P3 están en l, Pα2 y Pα3 están en lα y Pα
2

2 y Pα
2

3 están en lα
2

. Por otro lado, l, lα y lα
2

concurren

en P1. Por lo tanto, los triángulos
[
P2, P

α
2 , P

α2

2

]
y
[
P3, P

α
3 , P

α2

3

]
están en perspectiva desde P1. Por Corolario

3.8, los lados de los triángulos son tangentes a C , sean estos puntos de tangencia Pµρ2 , (Pα2 )µρ, (Pα
2

2 )µρ, Pµρ3 ,

(Pα3 )µρ y (Pα
2

3 )µρ. Luego, por Lema 2.37, los triángulos
[
Pµρ2 , (Pα2 )µρ, (Pα

2

2 )µρ
]

y
[
Pµρ3 , (Pα3 )µρ, (Pα

2

3 )µρ
]

están en perspectiva desde el punto P1, es decir, P1 es colineal con Pµρ2 y Pµρ3 , (Pα2 )µρ y (Pα3 )µρ, y con

(Pα
2

2 )µρ y (Pα
2

3 )µρ, por lo que es una contradicción debido que una recta intersecta a C en a lo más dos
puntos.

Supongamos ahora que P1, P2 y P3 son puntos de tipo III. Entonces, Pα1 , Pα
2

1 , Pα2 , Pα
2

2 , Pα3 y Pα
2

3 también

son puntos de O. Como P1, P2 y P3 están en l, Pα1 , Pα2 y Pα3 están en lα, y Pα
2

1 , Pα
2

2 y Pα
2

3 están en lα
2

. Por

otro lado, l, lα y lα
2

concurren a un punto Q de tipo I, por ser l una recta de tipo II (suponemos Q /∈ C sino

estamos en el caso anterior). Por lo tanto, los triángulos
[
P1, P

α
1 , P

α2

1

]
,
[
P2, P

α
2 , P

α2

2

]
y
[
P3, P

α
3 , P

α2

3

]
están

en perspectiva desde Q. Por Corolario 3.8, los lados de los triángulos son tangentes a C , sean estos puntos de
tangencia Pµρ1 , (Pα1 )µρ, (Pα

2

1 )µρ, Pµρ2 , (Pα2 )µρ, (Pα
2

2 )µρ, Pµρ3 , (Pα3 )µρ y (Pα
2

3 )µρ. Luego sin perder generalidad,

por Lema 2.37, los triángulos
[
Pµρ1 , (Pα1 )µρ, (Pα

2

1 )µρ
]

y
[
Pµρ2 , (Pα2 )µρ, (Pα

2

2 )µρ
]

están en perspectiva desde

el punto Q, y los triángulos
[
Pµρ1 , (Pα1 )µρ, (Pα

2

1 )µρ
]

y
[
Pµρ3 , (Pα3 )µρ, (Pα

2

3 )µρ
]

están en perspectiva desde el

punto Q, es decir, Q es colineal con Pµρ1 y Pµρ2 , (Pα1 )µρ y (Pα2 )µρ, (Pα
2

1 )µρ y (Pα
2

2 )µρ, Pµρ1 y Pµρ3 , (Pα1 )µρ y

(Pα3 )µρ, y con (Pα
2

1 )µρ y (Pα
2

3 )µρ. Aśı, tenemos que Q, Pµρ1 y Pµρ2 son colineales al igual que Q, Pµρ1 y Pµρ3 ,
entonces Pµρ1 , Pµρ2 y Pµρ3 son colineales, por lo que es una contradicción debido que una recta intersecta a C
en a lo más dos puntos. Por lo tanto, una recta de tipo II de Fig(q3) intersecta a O en a lo más dos puntos.

Supongamos que existe un recta l de tipo III en Fig(q3) que intersecta a O en tres puntos de tipo III,
sean estos P1, P2 y P3, entonces

Pi IF l, con i ∈ {1, 2, 3} ⇐⇒ lµ I Pµi , con i ∈ {1, 2, 3}.
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Luego, lµ tiene tres pies de tangencia en C , debido a que Pµi son rectas tangentes a C , lo cual, por el Lema
2.39, es una contradicción. Por lo tanto, una recta del tipo III en Fig(q3) intersecta a O en a lo más dos
puntos.

Por lo tanto, toda recta de Fig(q3) intersecta a O en a lo más dos puntos.

Teorema 3.12. O es un óvalo en Fig(q3).

Demostración. Por Lema 3.11 o Teorema 2.26, y Observación 3.10, el conjunto O es un óvalo en Fig(q3).

Proposición 3.13. No hay puntos en común entre los puntos de tipo III de C y los puntos de tipo III de O.

Demostración. Supongamos que existe un punto P de tipo III contenido en C y O. Como P ∈ O, tenemos
que Pµ es una recta tangente a C . Por otro lado, como P ∈ C , tenemos que Pα, Pα

2

pertenecen a C . Luego,
por Definición 2.17, Pµ = PαPα

2

. Por lo tanto, Pµ es una recta secante a C , lo cual es una contradicción.

3.1.1. Correspondencia entre los puntos de tipo III de C y los puntos de tipo III de O

Definición 3.14. Sea P un punto de tipo III, definimos la función

ϕ : P3 → P3

P 7→ P ρµ.

Observación 3.15. Como ρ y µ son funciones biyectivas, ϕ es biyectiva.

Teorema 3.16. La función ϕ lleva los puntos de tipo III de C en los puntos de tipo III de O.

Demostración. Sea P un punto de tipo III contenido en C , entonces

P I P ρ ⇐⇒ P ρµ IF Pµ Lema 3.2

⇐⇒ P ρµ IF (Pµρ)
ρ

ρ es de orden 2

⇐⇒ P ρµ IF (P ρµ)
ρ
. Lema 3.3

Luego, P ρµ está contenido en O.

Figura 3: Correspondencia entre los puntos de tipo III de C (azul) y los puntos de tipo III de O (rojo).

Corolario 3.17. O =
{
P ∈ P1 ∪ P2

∣∣P ∈ C
}
∪
{
P ρµ ∈ Fig(q3)

∣∣P ∈ P3 contenido en C
}

.

Demostración. Por Teorema 3.16, los puntos de tipo III de O son los puntos P ρµ tales que P es un punto de
tipo III de C .
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Definición 3.18. Sea ϕ : PG(2, q3)→ Fig(q3) la función definida por

ϕ|P1∪P2
= Id y ϕ|P3

= ϕ.

Observación 3.19. Por Teorema 3.16, obtenemos que ϕ(C ) = O.

3.2. Polaridad ortogonal representada por la matriz Ma,r

De forma similar a lo que hemos expuesto en la Sección 3.1, analizamos la siguiente polaridad.

Sea ρa,r la polaridad ortogonal de PG(2, q6), definida por

ρa,r : [x, y, z] 7→Ma,r ·

 x
y
z


 x
y
z

 7→ [x, y, z] ·M−1a,r ,

donde a ∈ GF (q6)∗ y r ∈ GF (q6).
Los puntos absolutos de la polaridad ρa,r forman, en PG(2, q6), la cónica

Ca,r = {[x, y, x] ∈ PG(2, q6) | [x, y, x] · [x, y, x]ρa,r = 0} = {[x, ax2 + r, 1] | x ∈ GF (q6)} ∪ {[0, 1, 0]}.

Teorema 3.20. La polaridad ρa,r y la colineación α (ver Subsección 2.5.3) conmutan si y sólo si a ∈ GF (q2)∗

y r ∈ GF (q2).

Demostración. Sea [x1, y1, z1] un punto y

 x2
y2
z2

 una recta, contenidas PG(2, q6). Si αρa,r = ρa,rα, tenemos

las siguientes dos igualdades: 
axq

2

1

− z
q2

1

2

rzq
2

1 −
yq

2

1

2

 =


aq

2

xq
2

1

− z
q2

1

2

rq
2

zq
2

1 −
yq

2

1

2


[
xq

2

2

a
,−4ryq

2

2 − 2zq
2

2 ,−2yq
2

2

]
=

[
xq

2

2

aq2
,−4rq

2

yq
2

2 − 2zq
2

2 ,−2yq
2

2

]
.

Entonces, a = aq
2

, con a 6= 0, y r = rq
2

. Por lo tanto, a ∈ GF (q2)∗ y r ∈ GF (q2).

Ahora asumimos que a ∈ GF (q2)∗ y r ∈ GF (q2), en este caso tenemos que

[x1, y1, z1]αρa,r = [xq
2

1 , y
q2

1 , z
q2

1 ]ρa,r

=


axq

2

1

− z
q2

1

2

rzq
2

1 −
yq

2

1

2


=

 aq
4

x1
− z12

rq
4

z1 − y1
2

α
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=

 ax1
− z12

rz1 − y1
2

α
= [x1, y1, z1]ρa,rα.

 x2
y2
z2

αρa,r

=

[
xq

2

2

a
,−4ryq

2

2 − 2zq
2

2 ,−2yq
2

2

]

=
[ x2
aq4

,−4rq
4

y2 − 2z2,−2y2

]α
=
[x2
a
,−4ry2 − 2z2,−2y2

]α
=

 x2
y2
z2

ρa,rα

.

Por lo tanto, ρa,r y α conmutan.

Lema 3.21. Si a ∈ GF (q2)∗ y r ∈ GF (q2), entonces la polaridad ortogonal ρa,r preserva tipo de punto y
tipo de recta en Fig(q6).

Demostración. Sea [x, y, z] un punto en Fig(q6).

Si [x, y, z] es un punto de tipo I entonces [x, y, z] = [x, y, z]α. Luego, tenemos

[x, y, z]ρa,r = [x, y, z]αρa,r

= [x, y, z]ρa,rα. Por Teorema 3.20

Por lo tanto, [x, y, z]ρa,r es una recta de tipo I.

Si [x, y, z] es un punto del tipo II entonces, por Observación 2.10, tenemos que

[x, y, z]α
2

· ([x, y, z]× [x, y, z]α) = 0.

Luego, [
xq

4

, yq
4

, zq
4
]
·
(

[x, y, z]×
[
xq

2

, yq
2

, zq
2
])

= 0

⇐⇒
[
xq

4

, yq
4

, zq
4
]
·

 yzq
2 − zyq2

zxq
2 − xzq2

xyq
2 − yxq2

 = 0

⇐⇒

 yzq
2 − zyq2

zxq
2 − xzq2

xyq
2 − yxq2


ρa,r

·
[
xq

4

, yq
4

, zq
4
]ρa,r

= 0 ρa,r es una polaridad de PG(2, q6)

⇐⇒

[
yzq

2 − zyq2

a
,−4r

(
zxq

2

− xzq
2
)
− 2

(
xyq

2

− yxq
2
)
,−2

(
zxq

2

− xzq
2
)]
·

 axq
4

− z
q4

2

rzq
4 − yq

4

2

 = 0

⇐⇒

[
− z

2

(
rzq

2

− yq
2

2

)
−

(
−z

q2

2

)(
rz − y

2

)
, axq

2
(
rz − y

2

)
− ax

(
rzq

2

− yq
2

2

)
,
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ax

(
−z

q2

2

)
− axq

2
(
−z

2

)]
·

 axq
4

− z
q4

2

rzq
4 − yq

4

2

 = 0

⇐⇒ ([x, y, z]ρa,r × [x, y, z]ρa,rα) · [x, y, z]ρa,rα
2

= 0.

Por lo tanto, [x, y, z]ρa,r es una recta de tipo II.

Dado que ρa,r es una polaridad del plano PG(2, q6), en particular es una función biyectiva entre los puntos
y las rectas de éste. Por otro lado, con lo demostrado anteriormente, ρa,r lleva puntos de tipo I en rectas
de tipo I y puntos de tipo II en rectas de tipo II. Por lo tanto, ρa,r lleva puntos de tipo III en rectas de tipo III.

Sea

 x
y
z

 una recta en Fig(q6).

Si

 x
y
z

 es una recta de tipo I entonces

 x
y
z

 =

 x
y
z

α. Luego, tenemos

 x
y
z

ρa,r

=

 x
y
z

αρa,r

=

 x
y
z

ρa,rα

. Por Teorema 3.20

Por lo tanto,

 x
y
z

ρa,r

es un punto de tipo I.

Si

 x
y
z

 es una recta de tipo II entonces, por Observación 2.11, tenemos que

 x
y
z

×
 x
y
z

α ·
 x
y
z

α
2

= 0.

Luego,
 x
y
z

×
 xq

2

yq
2

zq
2


 ·

 xq
4

yq
4

zq
4

 = 0

⇐⇒
[
yzq

2

− zyq
2

, zxq
2

− xzq
2

, xyq
2

− yxq
2
]
·

 xq
4

yq
4

zq
4

 = 0

⇐⇒

 xq
4

yq
4

zq
4


ρa,r

·
[
yzq

2

− zyq
2

, zxq
2

− xzq
2

, xyq
2

− yxq
2
]ρa,r

= 0 ρa,r es una polaridad de PG(2, q6)
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⇐⇒

[
xq

4

a
,−4ryq

4

− 2zq
4

,−2yq
4

]
·


a
(
yzq

2 − zyq2
)

−
(
xyq

2
−yxq2

)
2

r
(
xyq

2 − yxq2
)
−

(
zxq2−xzq

2
)

2

 = 0

⇐⇒

[
xq

2

a
,−4ryq

4

− 2zq
4

,−2yq
4

]
·


(−4ry − 2z)

(
−2yq

2
)
−
(
−4ryq

2 − 2zq
2
)

(−2y)

xq2

a (−2y)− x
a

(
−2yq

2
)

x
a

(
−4ryq

2 − 2zq
2
)
− xq2

a (−4ry − 2z)

 = 0

⇐⇒

 x
y
z

ρa,rα
2

·

 x
y
z

ρa,r

×

 x
y
z

ρa,rα = 0.

Por lo tanto,

 x
y
z

ρa,r

es un punto de tipo II.

Dado que ρa,r es una polaridad del plano PG(2, q6), en particular es una función biyectiva entre las rectas
y los puntos de éste. Por otro lado, por lo demostrado anteriormente, ρa,r lleva rectas de tipo I en puntos de ti-
po I y lleva rectas de tipo II en puntos de tipo II. Por lo tanto, ρa,r lleva rectas de tipo III en puntos de tipo III.

Por lo tanto, si a ∈ GF (q2)∗ y r ∈ GF (q2), entonces la polaridad ρa,r conserva tipo de puntos y de rectas
en Fig(q6).

Lema 3.22. Si a ∈ GF (q2)∗ y r ∈ GF (q2) entonces, para todo punto P de tipo III, se tiene que Pµρa,r =
P ρa,rµ.

Demostración. Sea [x, y, z] un punto de tipo III. Entonces tenemos

[x, y, z]µρa,r =
(

[x, y, z]α × [x, y, z]α
2
)ρa,r

=
([
xq

2

, yq
2

, zq
2
]
×
[
xq

4

, yq
4

, zq
4
])ρa,r

=

 yq
2

zq
4 − zq2yq4

zq
2

xq
4 − xq2zq4

xq
2

yq
4 − yq2xq4


ρa,r

=

[
yq

2

zq
4 − zq2yq4

a
,−4r

(
zq

2

xq
4

− xq
2

zq
4
)
− 2

(
xq

2

yq
4

− yq
2

xq
4
)
,−2

(
zq

2

xq
4

− xq
2

zq
4
)]

=

 axq
2

− z
q2

2

rzq
2 − yq

2

2

×
 axq

4

− z
q4

2

rzq
4 − yq

4

2



=

 ax
− z2

rz − y
2

α ×
 ax
− z2

rz − y
2

α
2

=

 ax
− z2

rz − y
2

µ
=[x, y, z]ρa,rµ.
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Por lo tanto, [x, y, z]µρa,r = [x, y, z]ρa,rµ.

Lema 3.23. Si a ∈ GF (q2)∗ y r ∈ GF (q2) entonces, para toda recta l de tipo III, se tiene que lµρa,r = lρa,rµ.

Demostración. Sea

 x
y
z

 una recta de tipo III. Entonces tenemos

 x
y
z

µρa,r

=


 x
y
z

α ×
 x
y
z

α
2

ρa,r

=


 xq

2

yq
2

zq
2

×
 xq

4

yq
4

zq
4



ρa,r

=
[
yq

2

zq
4

− zq
2

yq
4

, zq
2

xq
4

− xq
2

zq
4

, xq
2

yq
4

− yq
2

xq
4
]ρa,r

=


a
(
yq

2

zq
4 − zq2yq4

)
−

(
xq2yq

4
−yq

2
xq4

)
2

r
(
xq

2

yq
4 − yq2xq4

)
−

(
zq

2
xq4−xq2zq

4
)

2


=

[
xq

2

a
,−4ryq

2

− 2zq
2

,−2yq
2

]
×

[
xq

4

a
,−4ryq

4

− 2zq
4

,−2yq
4

]

=
[x
a
,−4ry − 2z,−2y

]α
×
[x
a
,−4ry − 2z,−2y

]α2

=
[x
a
,−4ry − 2z,−2y

]µ
=

 x
y
z

ρa,rµ

.

Por lo tanto,

 x
y
z

µρa,r

=

 x
y
z

ρa,rµ

.

Teorema 3.24. Si a ∈ GF (q2)∗ y r ∈ GF (q2), entonces ρa,r es una polaridad ortogonal de Fig(q6).

Demostración. ρa,r es una función biyectiva ya que es una polaridad ortogonal de PG(2, q6). Por ende, basta
demostrar que para todo punto P y recta l en Fig(q6) se cumple que

P IF l ⇐⇒ lρa,r IF P ρa,r .

Sea P un punto y l una recta, tal que por lo menos uno no es de tipo III, entonces

P IF l ⇐⇒ P I l Definición 2.18

⇐⇒ lρa,r I P ρa,r ρa,r es una polaridad en PG(2, q6)

⇐⇒ lρa,r IF P ρa,r . Lema 3.21 y Definición 2.18

Sean P y l de tipo III, entonces

P IF l ⇐⇒ lµ I Pµ Definición 2.18
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⇐⇒ Pµρa,r I lµρa,r ρa,r es una polaridad en PG(2, q6)

⇐⇒ P ρa,rµ I lρa,rµ Lema 3.22 y Lema 3.23

⇐⇒ lρa,r IF P ρa,r . Definición 2.18

Por lo tanto, ρa,r es una polaridad ortogonal de Fig(q6).

Definición 3.25. El conjunto de puntos absolutos definidos por la polaridad ortogonal ρa,r en Fig(q6) lo
denominaremos por Oa,r.

Lema 3.26. Oa,r es el conjunto de los puntos de tipo I y de tipo II de Ca,r y los puntos de tipo III son tales
que sus imágenes bajo µ son rectas tangentes a Ca,r.

Demostración.

Oa,r =
{
P ∈ Fig(q6)

∣∣P IF P ρa,r
}

=
{
P ∈ Fig(q6)

∣∣P ∈ P1 ∪ P2, P IF P ρa,r
}
∪
{
P ∈ Fig(q6)

∣∣P ∈ P3, P IF P ρa,r
}

=
{
P ∈ Fig(q6)

∣∣P ∈ P1 ∪ P2, P I P ρa,r
}
∪
{
P ∈ Fig(q6)

∣∣P ∈ P3, P
ρa,rµ I Pµ

}
=
{
P ∈ Fig(q6)

∣∣P ∈ P1 ∪ P2, P ∈ Ca,r
}
∪
{
P ∈ Fig(q6)

∣∣P ∈ P3, P
µρa,r I Pµ

}
=
{
P ∈ P1 ∪ P2

∣∣P ∈ Ca,r
}
∪
{
P ∈ P3

∣∣ Pµ tangente a Ca,r
}
.

Entonces, los puntos de tipo I y de tipo II de Oa,r son los puntos de tipo I y de tipo II de Ca,r y los
puntos de tipo III de Oa,r son tales que sus imágenes bajo µ son rectas tangentes a C .

Corolario 3.27. Si P es un punto de tipo III contenido en Oa,r, entonces PαPα
2

es una recta tangente a
Ca,r.

Demostración. Si P ∈ Oa,r es un punto de tipo III, entonces Pµ es una recta tangente a Ca,r. Por Definición

2.17, Pµ = PαPα
2

es una recta tangente a Ca,r.

Corolario 3.28. El conjunto Oa,r no contiene puntos de tipo II.

Demostración. Por Teorema 3.20 y Lema 2.32, la polaridad ρa,r no tiene puntos absolutos de tipo II, por lo
cual la cónica Ca,r no contiene puntos de tipo II. Por Lema 3.26, Oa,r no contiene puntos de tipo II.

Observación 3.29. Por Lema 3.26, Ca,r y Oa,r comparten los puntos de tipo I y sus puntos de tipo III están
en correspondencia (ver la Subsección 3.2). Por lo que |Oa,r| = |Ca,r| = q6 + 1.

Lema 3.30. Toda recta de Fig(q6) intersecta a Oa,r en a lo más dos puntos.

Demostración. Por Teorema 2.15, las rectas de tipo I de Fig(q6) sólo contienen puntos de tipo I y de tipo
II. Por Corolario 3.28, las rectas de tipo I intersectan a Oa,r sólo en puntos de tipo I, pero los puntos de tipo
I de Oa,r son los mismos puntos de tipo I de Ca,r, entonces una recta de tipo I de Fig(q6) intersecta a Oa,r
en a lo más dos puntos.

Supongamos que existe una recta l de tipo II de Fig(q6) que intersecta a Oa,r en tres puntos, sean estos
P1, P2 y P3.

Supongamos que P1 es de tipo I y P2, P3 de tipo III. Entonces, Pα2 , Pα
2

2 , Pα3 y Pα
2

3 también son pun-

tos de Oa,r. Como P2 y P3 están en l, Pα2 y Pα3 están en lα y Pα
2

2 y Pα
2

3 están en lα
2

. Por otro lado, l,

lα y lα
2

concurren en P1. Por lo tanto, los triángulos
[
P2, P

α
2 , P

α2

2

]
y
[
P3, P

α
3 , P

α2

3

]
están en perspectiva

desde P1. Por Corolario 3.27, los lados de los triángulos son tangentes a Ca,r, sean estos puntos de tan-

gencia P
µρa,r

2 , (Pα2 )µρa,r , (Pα
2

2 )µρa,r , P
µρa,r

3 , (Pα3 )µρa,r y (Pα
2

3 )µρa,r . Luego, por Lema 2.37, los triángulos[
P
µρa,r

2 , (Pα2 )µρa,r , (Pα
2

2 )µρa,r

]
y
[
P
µρa,r

3 , (Pα3 )µρa,r , (Pα
2

3 )µρa,r

]
están en perspectiva desde el punto P1, es
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decir, P1 es colineal con P
µρa,r

2 y P
µρa,r

3 , (Pα2 )µρa,r y (Pα3 )µρa,r , y con (Pα
2

2 )µρa,r y (Pα
2

3 )µρa,r , por lo que es
una contradicción debido que una recta intersecta a Ca,r en a lo más dos puntos.

Supongamos ahora que P1, P2 y P3 son puntos de tipo III. Entonces, Pα1 , Pα
2

1 , Pα2 , Pα
2

2 , Pα3 y Pα
2

3

también son puntos de Oa,r. Como P1, P2 y P3 están en l, Pα1 , Pα2 y Pα3 están en lα, y Pα
2

1 , Pα
2

2 y

Pα
2

3 están en lα
2

. Por otro lado, l, lα y lα
2

concurren a un punto Q de tipo I, por ser l una recta de ti-

po II (suponemos Q /∈ Ca,r sino estamos en el caso anterior). Por lo tanto, los triángulos
[
P1, P

α
1 , P

α2

1

]
,[

P2, P
α
2 , P

α2

2

]
y
[
P3, P

α
3 , P

α2

3

]
están en perspectiva desde Q. Por Corolario 3.27, los lados de los triángu-

los son tangentes a Ca,r, sean estos puntos de tangencia P
µρa,r

1 , (Pα1 )µρa,r , (Pα
2

1 )µρa,r , P
µρa,r

2 , (Pα2 )µρa,r ,

(Pα
2

2 )µρa,r , P
µρa,r

3 , (Pα3 )µρa,r y (Pα
2

3 )µρa,r . Luego sin perder generalidad, por Lema 2.37, los triángulos[
P
µρa,r

1 , (Pα1 )µρa,r , (Pα
2

1 )µρa,r

]
y
[
P
µρa,r

2 , (Pα2 )µρa,r , (Pα
2

2 )µρa,r

]
están en perspectiva desde el punto Q, y

los triángulos
[
P
µρa,r

1 , (Pα1 )µρa,r , (Pα
2

1 )µρa,r

]
y
[
P
µρa,r

3 , (Pα3 )µρa,r , (Pα
2

3 )µρa,r

]
están en perspectiva desde el

punto Q, es decir, Q es colineal con P
µρa,r

1 y P
µρa,r

2 , (Pα1 )µρa,r y (Pα2 )µρa,r , (Pα
2

1 )µρa,r y (Pα
2

2 )µρa,r , P
µρa,r

1

y P
µρa,r

3 , (Pα1 )µρa,r y (Pα3 )µρa,r , y con (Pα
2

1 )µρa,r y (Pα
2

3 )µρa,r . Aśı, tenemos que Q, P
µρa,r

1 y P
µρa,r

2 son
colineales al igual que Q, P

µρa,r

1 y P
µρa,r

3 , entonces P
µρa,r

1 , P
µρa,r

2 y P
µρa,r

3 son colineales, por lo que es una
contradicción debido que una recta intersecta a Ca,r en a lo más dos puntos. Por lo tanto, una recta de tipo
II de Fig(q6) intersecta a Oa,r en a lo más dos puntos.

Supongamos que existe un recta l de tipo III en Fig(q3) que intersecta a Oa,r en tres puntos de tipo III,
sean estos P1, P2 y P3, entonces

Pi IF l, con i ∈ {1, 2, 3} ⇐⇒ lµ I Pµi , con i ∈ {1, 2, 3}.

Luego, lµ tiene tres pies de tangencia en Ca,r, debido a que Pµi son rectas tangentes a Ca,r, lo cual, por el
Lema 2.39, es una contradicción. Por lo tanto, una recta de tipo III de Fig(q6) intersecta a Oa,r en a lo más
dos puntos.

Por lo tanto, toda recta de Fig(q6) intersecta a Oa,r en a lo más dos puntos.

Teorema 3.31. Oa,r es un óvalo en Fig(q6).

Demostración. Por Lema 3.30 o Teorema 2.26, y Observación 3.29, el conjunto Oa,r es un óvalo en Fig(q6).

Proposición 3.32. No hay puntos en común entre los puntos de tipo III de Ca,r y los puntos de tipo III de
Oa,r.

Demostración. Supongamos que existe un punto P de tipo III contenido en Ca,r y Oa,r. Como P ∈ Oa,r,
tenemos que Pµ es una recta tangente a Ca,r.

Por otro lado, como P ∈ Ca,r, tenemos que Pα, Pα
2

pertenecen a Ca,r. Luego, por Definición 2.17,

Pµ = PαPα
2

. Por lo tanto, Pµ es una recta secante a Ca,r, lo cual es una contradicción.

Definición 3.33. Sea ρr la polaridad ortogonal ρa,r con a ∈ GF (q6) tal que N(a) no es un cuadrado en
GF (q3) y r ∈ GF (q3).

Observación 3.34. Los puntos absolutos de las polaridades ρr forman las cónicas Cr (ver Teorema 2.50 o
Ejemplo 2.31).

Corolario 3.35. Si a ∈ GF (q2)∗ tal que N(a) no es un cuadrado en GF (q3) y r ∈ GF (q), entonces los
puntos absolutos de la polaridad ortogonal ρr forman un óvalo en Fig(q6).

Demostración. Por Teorema 3.31, si a ∈ GF (q2)∗ y r GF (q2) los puntos absolutos de la polaridad ρa,r
forman un óvalo en Fig(q6). Por Definición 3.33, ρr está caracterizado por a ∈ GF (q6) tal que N(a) no es
un cuadrado en GF (q3) y r ∈ GF (q3), entonces si a ∈ GF (q2)∗ tal que N(a) no es un cuadrado en GF (q3)
y r ∈ GF (q), los puntos absolutos de ρr forman un óvalo en Fig(q6).
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3.2.1. Correspondencia entre los puntos de tipo III de Ca,r y los puntos de tipo III de Oa,r
Definición 3.36. Sea a ∈ GF (q2)∗ y r ∈ GF (q2). Sea P un punto de tipo III, definimos la función

ϕa,r : P3 → P3

P 7→ P ρa,rµ.

Observación 3.37. Como ρa,r y µ son funciones biyectivas, ϕa,r es biyectiva.

Teorema 3.38. La función ϕa,r lleva los puntos de tipo III de Ca,r en los puntos de tipo III de Oa,r.
Demostración. Sea P un punto de tipo III contenido en Ca,r, entonces

P I P ρa,r ⇐⇒ P ρa,rµ IF Pµ Lema 3.21

⇐⇒ P ρa,rµ IF (Pµρa,r )
ρa,r ρa,r es de orden 2

⇐⇒ P ρa,rµ IF (P ρa,rµ)
ρa,r . Lema 3.22

Luego, P ρa,rµ está contenido en Oa,r.

Figura 4: Correspondencia entre los puntos de tipo III de Ca,r (azul) y los puntos de tipo III de Oa,r (rojo).

Corolario 3.39. Oa,r =
{
P ∈ P1 ∪ P2

∣∣P ∈ Ca,r
}
∪
{
P ρa,rµ ∈ Fig(q6)

∣∣P ∈ P3 contenido en Ca,r
}

.

Demostración. Por Teorema 3.38, los puntos de tipo III de Oa,r son los puntos P ρa,rµ tales que P es un
punto de tipo III de Ca,r.

Definición 3.40. Sea ϕa,r : PG(2, q6)→ Fig(q6) la función definida por

ϕa,r|P1∪P2
= Id y ϕa,r|P3

= ϕa,r.

Observación 3.41. Por Teorema 3.38, podemos obtener que ϕa,r(Ca,r) = Oa,r.

3.3. Ejemplos

En este caṕıtulo hemos demostrado que si a ∈ GF (q2)∗ y r ∈ GF (q2), los puntos absolutos de la polaridad
ρa,r forman un óvalo en Fig(q6), pero ¿qué sucede cuando la polaridad ρa,r está definida a partir a /∈ GF (q2)
o r /∈ GF (q2)?

En base la programación en SAGE del Anexo B, presentamos dos ejemplos en PG(2, 36), uno donde la
polaridad ρa,r esté definida por un a /∈ GF (32) y otro donde esté definida por un r /∈ GF (32).

La cantidad de a que no están contenidas en GF (32) es de 720 y la cantidad de a que no están contenidas
en GF (32), pero donde N(a) no es un cuadrado de GF (33), es de 360. Por otro lado, la cantidad de r que
no están contenidos en GF (32) es de 720.
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3.3.1. Para r /∈ GF (32), los puntos absolutos de ρa,r no forman un óvalo en Fig(36)

Por efecto de la cantidad de posibilidades a y r, de forma aleatoria elegimos un a ∈ GF (32)∗, pero con
N(a) no cuadrado de GF (33), y un r ∈ GF (33) \ GF (3), para presentar lo que sucede con las polaridades
asociadas a las cónicas vistas en el Teorema 2.50 y Ejemplo 2.31.

La cantidad de a ∈ GF (32)∗, pero con N(a) no cuadrado de GF (33), es 4 y de r ∈ GF (33) \GF (3) es 24.
Luego, a partir de lo anterior, definimos las polaridades ortogonales ρa,r donde a = 2c5 + 2c3 + c2 + 2c + 2
(c es el elemento primitivo de la extensión GF (36)/GF (3)) y r ∈ GF (33) \ GF (3) , por lo que tenemos 24
polaridades ρa,r distintas. En la siguiente tabla resumimos la cantidad de los puntos de cada tipo contenidos
en Ca,r.

Cantidad de r Puntos de tipo I en Ca,r Puntos de tipo II en Ca,r Puntos de tipo III en Ca,r

18 1 45 684
6 1 117 612

Tabla 2: Cantidad de los puntos de cada tipo contenidos en Ca,r.

Dado lo anterior, observamos que hay dos tipos de r donde la estructura de tipo de punto de Ca,r es
distinta.

Para observar la primera clase de la tabla, definimos la polaridad ortogonal ρa,r donde a es el mismo que
escogimos anteriormente y r = c4 + 2c3 + 1.

Ca,r = {[x, (2c5 + 2c3 + c2 + 2c+ 2) · x2 + (c4 + 2c3 + 1), 1] | x ∈ GF (36)} ∪ {[0, 1, 0]},

la cual contiene:

1. 1 punto de tipo I.

2. 45 puntos de tipo II.

3. 684 puntos de tipo III.

A partir de lo anterior, obtuvimos los puntos absolutos de ρa,r en Fig(36), los cuales forman el conjunto

Ca,r = {P ∈ Fig(36) | P IFP
ρa,r}

= {P ∈ P1 ∪ P2 | P I P ρa,r} ∪ {P ∈ P3 | P I P ρa,r y P ρa,r /∈ L3} ∪ {P ∈ P3 | P IF P ρa,r y P ρa,r ∈ L3}
= {P ∈ P1 ∪ P2 | P I P ρa,r} ∪ {P ∈ P3 | P I P ρa,r y P ρa,r /∈ L3} ∪ {P ∈ P3 | P ρa,rµ I Pµ y P ρa,r ∈ L3},

el cual contiene:

1. 1 punto de tipo I.

2. 45 puntos de tipo II.

3. 36 puntos de tipo III tales que su imagen bajo ρa,r no es una recta de tipo III.

4. 288 puntos de tipo III tales que su imagen bajo ρa,r es una recta de tipo III.

Por ende, ρa,r no preserva puntos de tipo III y |Ca,r| = 370. Por lo tanto, Ca,r no es un óvalo en Fig(36)
al no tener la cantidad de 36 + 1 puntos.

Por otro lado, observamos que la cantidad de rectas de tipo I y de tipo II que intersectan en más de dos
puntos a Ca,r es de 8694, lo cual también justifica que Ca,r no es un óvalo en Fig(36) debido a que si fuera
óvalo, toda recta de Fig(36) no debe intersectarlo en más de 2 puntos.
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Para observar la segunda clase de la tabla, definimos la polaridad ortogonal ρa,r donde a es el mismo que
escogimos anteriormente y r = 2c5 + 2c4 + 1.

Ca,r = {[x, (2c5 + 2c3 + c2 + 2c+ 2) · x2 + (2c5 + 2c4 + 1), 1] | x ∈ GF (36)} ∪ {[0, 1, 0]},

la cual contiene:

1. 1 punto de tipo I.

2. 175 puntos de tipo II.

3. 612 puntos de tipo III.

A partir de lo anterior, obtuvimos los puntos absolutos de ρa,r en Fig(36), los cuales forman el conjunto

Ca,r = {P ∈ Fig(36) | P IFP
ρa,r}

= {P ∈ P1 ∪ P2 | P I P ρa,r} ∪ {P ∈ P3 | P I P ρa,r y P ρa,r /∈ L3} ∪ {P ∈ P3 | P IF P ρa,r y P ρa,r ∈ L3}
= {P ∈ P1 ∪ P2 | P I P ρa,r} ∪ {P ∈ P3 | P I P ρa,r y P ρa,r /∈ L3} ∪ {P ∈ P3 | P ρa,rµ I Pµ y P ρa,r ∈ L3},

el cual contiene:

1. 1 punto de tipo I.

2. 117 puntos de tipo II.

3. 108 puntos de tipo III tales que su imagen bajo ρa,r no es una recta de tipo III.

4. 720 puntos de tipo III tales que su imagen bajo ρa,r es una recta de tipo III.

Por ende, ρa,r no preserva puntos de tipo III y |Ca,r| = 946. Por lo tanto, Ca,r no es un óvalo en Fig(36)
al no tener la cantidad de 36 + 1 puntos.

Por otro lado, observamos que la cantidad de rectas de tipo I y de tipo II que intersectan en más de dos
puntos a Ca,r es de 1044, lo cual también justifica que Ca,r no es un óvalo en Fig(36) debido a que si fuera
óvalo, toda recta de Fig(36) no debe intersectarlo en más de 2 puntos.

3.3.2. Para a /∈ GF (32), los puntos absolutos de ρa,r no forman un óvalo en Fig(36)

Por efecto de la cantidad de posibilidades a y r, de forma aleatoria elegimos un a ∈ GF (36) \ GF (32)
pero con N(a) no cuadrado de GF (33) y un r ∈ GF (3), para presentar lo que sucede con las polaridades
asociadas a las cónicas vistas en el Teorema 2.50 y Ejemplo 2.31.

A partir de lo anterior, definimos la polaridad ortogonal ρa,r donde a = 2c5 + 2c4 + c3 + c2 + 2c (c es el
elemento primitivo de la extensión GF (36)/GF (3)) y r = 2.

Los puntos absolutos de ρa,r forman la cónica

Ca,r = {[x, (2c5 + 2c4 + c3 + c2 + 2c) · x2 + 2, 1] | x ∈ GF (36)} ∪ {[0, 1, 0]},

la cual contiene:

1. 2 puntos de tipo I.

2. 40 puntos de tipo II.

3. 688 puntos de tipo III.
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A partir de lo anterior, obtuvimos los puntos absolutos de ρa,r en Fig(36), los cuales forman el conjunto

Ca,r = {P ∈ Fig(36) | P IFP
ρa,r}

= {P ∈ P1 ∪ P2 | P I P ρa,r} ∪ {P ∈ P3 | P I P ρa,r y P ρa,r /∈ L3} ∪ {P ∈ P3 | P IF P ρa,r y P ρa,r ∈ L3}
= {P ∈ P1 ∪ P2 | P I P ρa,r} ∪ {P ∈ P3 | P I P ρa,r y P ρa,r /∈ L3} ∪ {P ∈ P3 | P ρa,rµ I Pµ y P ρa,r ∈ L3},

el cual contiene:

1. 2 puntos de tipo I.

2. 40 puntos de tipo II.

3. 48 puntos de tipo III tales que su imagen bajo ρa,r no es una recta de tipo III.

4. 544 puntos de tipo III tales que su imagen bajo ρa,r es una recta de tipo III.

Por ende, ρa,r no preserva puntos de tipo III y |Ca,r| = 634. Por lo tanto, Ca,r no es un óvalo en Fig(36)
al no tener la cantidad de 36 + 1 puntos.

Por otro lado, observamos que la cantidad de rectas de tipo I y de tipo II que intersectan en más de dos
puntos a Ca,r es de 4024, lo cual también justifica que Ca,r no es un óvalo en Fig(36) debido a que si fuera
óvalo, toda recta de Fig(36) no debe intersectarlo en más de 2 puntos.
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4. Unitales ortogonales de Buekenhout-Metz, con a = 0, en el
Plano de Figueroa

En este caṕıtulo, a partir de Hamilton y de Resmini [5], hemos demostrado que los puntos absolutos de
la polaridad unitaria determinada por la matriz

Mb =

ε
(
b− bq3

)
0 0

0 0 −ε
0 ε 0

 ,

donde ε es elemento primitivo de la extensión GF (q6)/GF (q3) y b ∈ GF (q6) \GF (q3), forman un unital en

el plano proyectivo de Figueroa si b− bq3 ∈ GF (q2)∗.
Por otro lado, a través de la herramienta computacional SAGE, para Fig(36) elaboramos un ejemplo af́ın

a lo que estudiamos, el cual exponemos al final de este caṕıtulo y también lo presentamos en Anexo C.

4.1. Polaridad unitaria representada por la matriz Mb

Sea ρb la polaridad unitaria de PG(2, q6), definida como

ρb : [x, y, z] 7→Mb ·

 xq
3

yq
3

zq
3


 x
y
z

 7→ [
xq

3

, yq
3

, zq
3
]
·M−1b .

Por el Lema 2.2, los puntos absolutos de la polaridad ρb forman, en PG(2, q6), el siguiente unital ortogonal
de Buekenhout-Metz

U0,b = {[x, y, z] ∈ PG(2, q6) |[x, y, z]·[x, y, z]ρb = 0} = {[x, bxq
3+1+r, 1] | x ∈ GF (q6) y r ∈ GF (q3)}∪{[0, 1, 0]}.

Teorema 4.1. La polaridad ρb y la colineación α (ver Subsección 2.5.3) conmutan si y sólo si b − bq3 ∈
GF (q2)∗.

Demostración. Sea [x1, y1, z1] un punto y

 x2
y2
z2

 una recta, contenidas PG(2, q6). Si αρb = ρbα, tenemos

las siguientes dos igualdades:
ε
(
b− bq3

)
·
(
xq

2

1

)q3
−ε ·

(
zq

2

1

)q3
ε ·
(
yq

2

1

)q3

 =


ε
(
b− bq3

)q2
·
(
xq

2

1

)q3
−ε ·

(
zq

2

1

)q3
ε ·
(
yq

2

1

)q3



(
xq

2

2

)q3
ε
(
b− bq3

) , −
(
zq

2

2

)q3
ε

,

(
yq

2

2

)q3
ε

 =


(
xq

2

2

)q3
ε
(
b− bq3

)q2 , −
(
zq

2

2

)q3
ε

,

(
yq

2

2

)q3
ε

 .
Entonces, b− bq3 = (b− bq3)q

2

con b− bq3 6= 0. Por lo tanto, b− bq3 ∈ GF (q2)∗.
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Ahora asumimos que b− bq3 ∈ GF (q2)∗, tenemos que

[x1, y1, z1]αρb = [xq
2

1 , y
q2

1 , z
q2

1 ]ρb

=


ε
(
b− bq3

)
·
(
xq

2

1

)q3
−ε ·

(
zq

2

1

)q3
ε ·
(
yq

2

1

)q3



=


ε
(
b− bq3

)
·
(
xq

3

1

)q2
−ε ·

(
zq

3

1

)q2
ε ·
(
yq

3

1

)q2



=

 ε
(
b− bq3

)q4
xq

3

1

−εzq
3

1

εyq
3

1


α

=

 ε
(
b− bq3

)
xq

3

1

−εzq
3

1

εyq
3

1


α

= [x1, y1, z1]ρbα.

 x2
y2
z2

αρb =


(
xq

2

2

)q3
ε
(
b− bq3

) , −
(
zq

2

2

)q3
ε

,

(
yq

2

2

)q3
ε



=


(
xq

3

2

)q2
ε
(
b− bq3

) , −
(
zq

3

2

)q2
ε

,

(
yq

3

2

)q2
ε


=

[
xq

3

2

ε
(
b− bq3

)q4 , −zq
3

2

ε
,
yq

3

2

ε

]α

=

[
xq

3

2

ε
(
b− bq3

) , −zq32
ε

,
yq

3

2

ε

]α

=

 x2
y2
z2

ρbα .
Por lo tanto, ρb y α conmutan.

Lema 4.2. Si b− bq3 ∈ GF (q2)∗ entonces la polaridad unitaria ρb preserva tipo de punto y tipo de recta en
Fig(q6) .

Demostración. Sea [x, y, z] un punto en Fig(q6).
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Si [x, y, z] es un punto de tipo I entonces [x, y, z] = [x, y, z]α. Luego, tenemos

[x, y, z]ρb = [x, y, z]αρb

= [x, y, z]ρbα. Por Teorema 4.1

Por lo tanto, [x, y, z]ρb es una recta de tipo I.

Si [x, y, z] es un punto de tipo II entonces, por Observación 2.10, tenemos que

[x, y, z]α
2

· ([x, y, z]× [x, y, z]α) = 0.

Luego, [
xq

4

, yq
4

, zq
4
]
·
(

[x, y, z]×
[
xq

2

, yq
2

, zq
2
])

= 0

⇐⇒
[
xq

4

, yq
4

, zq
4
]
·

 yzq
2 − zyq2

zxq
2 − xzq2

xyq
2 − yxq2

 = 0

⇐⇒

 yzq
2 − zyq2

zxq
2 − xzq2

xyq
2 − yxq2


ρb

·
[
xq

4

, yq
4

, zq
4
]ρb

= 0 ρb es una polaridad de PG(2, q6)

⇐⇒


(
yzq

2 − zyq2
)q3

ε
(
b− bq3

) ,−

(
xyq

2 − yxq2
)q3

ε
,

(
zxq

2 − xzq2
)q3

ε

 ·

ε
(
b− bq3

)(
xq

4
)q3

−ε
(
zq

4
)q3

ε
(
yq

4
)q3

 = 0

⇐⇒

yq3
(
zq

2
)q3
− zq3

(
yq

2
)

ε
(
b− bq3

) ,−
xq

3
(
yq

2
)q3
− yq3

(
xq

2
)q3

ε
,
zq

3
(
xq

2
)q3
− xq3

(
zq

2
)q3

ε



·


ε
(
b− bq3

)(
xq

4
)q3

−ε
(
zq

4
)q3

ε
(
yq

4
)q3

 = 0

⇐⇒
[
ε2
(
yq

3
(
zq

2
)q3
− zq

3
(
yq

2
))

,−ε2
(
b− bq

3
)(

xq
3
(
yq

2
)q3
− yq

3
(
xq

2
)q3)

,

ε2
(
b− bq

3
)(

zq
3
(
xq

2
)q3
− xq

3
(
zq

2
)q3)]

·


ε
(
b− bq3

)(
xq

3
)q4

−ε
(
zq

3
)q4

ε
(
yq

3
)q4

 = 0

⇐⇒


 ε

(
b− bq3

)
xq

3

−εzq3

εyq
3

×

ε
(
b− bq3

)(
xq

3
)q2

−ε
(
zq

3
)q2

ε
(
yq

3
)q2



 ·

ε
(
b− bq3

)(
xq

3
)q4

−ε
(
zq

3
)q4

ε
(
yq

3
)q4

 = 0
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⇐⇒ ([x, y, z]ρb × [x, y, z]ρbα) · [x, y, z]ρbα
2

= 0.

Por lo tanto, [x, y, z]ρb es una recta de tipo II.

Dado que ρb es una polaridad del plano PG(2, q6), en particular es una función biyectiva entre los puntos
y rectas de éste. Por otro lado, por lo demostrado anteriormente, ρb lleva puntos de tipo I en rectas de tipo
I y puntos de tipo II en rectas de tipo II. Por lo tanto, ρb lleva puntos de tipo III en rectas de tipo III.

Sea

 x
y
z

 una recta en Fig(q6).

Si

 x
y
z

 es una recta de tipo I entonces

 x
y
z

 =

 x
y
z

α. Luego,

 x
y
z

ρb =

 x
y
z

αρb

=

 x
y
z

ρbα . Por Teorema 4.1

Por lo tanto,

 x
y
z

ρb es un punto de tipo I.

Si

 x
y
z

 es una recta de tipo II entonces lρb , por Observación 2.11, tenemos que

 x
y
z

×
 x
y
z

α ·
 x
y
z

α
2

= 0.

Luego,
 x
y
z

×
 xq

2

yq
2

zq
2


 ·

 xq
4

yq
4

zq
4

 = 0

⇐⇒
[
yzq

2

− zyq
2

, zxq
2

− xzq
2

, xyq
2

− yxq
2
]
·

 xq
4

yq
4

zq
4

 = 0

⇐⇒

 xq
4

yq
4

zq
4


ρb

·
[
yzq

2

− zyq
2

, zxq
2

− xzq
2

, xyq
2

− yxq
2
]ρb

= 0 ρb es una polaridad de PG(2, q6)

⇐⇒


(
xq

4
)q3

ε
(
b− bq3

) ,−
(
zq

4
)q3
ε

,

(
yq

4
)q3
ε

 ·

ε
(
b− bq3

)(
yzq

2 − zyq2
)q3

−ε
(
xyq

2 − yxq2
)q3

ε
(
zxq

2 − xzq2
)q3

 = 0
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⇐⇒


(
xq

3
)q4

ε
(
b− bq3

) ,−
(
zq

3
)q4
ε

,

(
yq

3
)q4
ε

 ·


yq
3
(
zq

2
)q3

−zq
3
(
yq

2
)q3

ε2

−
xq3

(
yq

2
)q3

−yq
3
(
xq2

)q3

ε2(b−bq3)

zq
3
(
xq2

)q3

−xq3
(
zq

2
)q3

ε2(b−bq3)

 = 0

⇐⇒


(
xq

3
)q4

ε
(
b− bq3

) ,−
(
zq

3
)q4
ε

,

(
yq

3
)q4
ε

 ·
[ xq

3

ε
(
b− bq3

) ,−zq3
ε
,
yq

3

ε

]
×


(
xq

3
)q2

ε
(
b− bq3

) ,−
(
zq

3
)q2
ε

,

(
yq

3
)q2
ε


 = 0

⇐⇒

 x
y
z

ρbα
2

·

 x
y
z

ρb ×
 x
y
z

ρbα = 0.

Por lo tanto,

 x
y
z

ρb es una recta de tipo II.

Dado que ρb es una polaridad del plano PG(2, q6), en particular es una función biyectiva entre las rec-
tas y los puntos de éste. Por otro lado, por lo demostrado anteriormente, ρb lleva rectas de tipo I en puntos
de tipo I y rectas de tipo II en puntos de tipo II. Por lo tanto, ρb lleva rectas del tipo III en puntos del tipo III.

Por lo tanto, si b− bq3 ∈ GF (q2)∗ la polaridad ρb conserva tipo de punto y tipo de recta en Fig(q6).

Lema 4.3. Si b− bq3 ∈ GF (q2)∗ entonces, para todo punto P de tipo III, se tiene que Pµρb = P ρbµ.

Demostración.

[x, y, z]µρb =
(

[x, y, z]α × [x, y, z]α
2
)ρb

=
([
xq

2

, yq
2

, zq
2
]
×
[
xq

4

, yq
4

, zq
4
])ρb

=

 yq
2

zq
4 − zq2yq4

zq
2

xq
4 − xq2zq4

xq
2

yq
4 − yq2xq4


ρb

=


(
yq

2

zq
4 − zq2yq4

)q3
ε
(
b− bq3

) ,−

(
xq

2

yq
4 − yq2xq4

)q3
ε

,

(
zq

2

xq
4 − xq2zq4

)q3
ε



=


(
yq

2
)q3 (

zq
4
)q3
−
(
zq

2
)q3 (

yq
4
)q3

ε
(
b− bq3

) ,−

(
xq

2
)q3 (

yq
4
)q3
−
(
yq

2
)q3 (

xq
4
)q3

ε
,

(
zq

2
)q3 (

xq
4
)q3
−
(
xq

2
)q3 (

zq
4
)q3

ε


=

[
ε2
((

yq
3
)q2 (

zq
3
)q2
−
(
zq

3
)q2 (

yq
3
)q2)

,−ε2
(
b− bq

3
)((

xq
3
)q2 (

yq
3
)q2
−
(
yq

3
)q2 (

xq
3
)q2)

,

ε2
(
b− bq

3
)((

zq
3
)q2 (

xq
3
)q2
−
(
xq

3
)q2 (

zq
3
)q2)]
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=


ε
(
b− bq3

)(
xq

3
)q2

−ε
(
zq

3
)q2

ε
(
yq

3
)q2

×

ε
(
b− bq3

)(
xq

3
)q4

−ε
(
zq

3
)q4

ε
(
yq

3
)q4



=

 ε
(
b− bq3

)
xq

3

−εzq3

εyq
3


α

×

 ε
(
b− bq3

)
xq

3

−εzq3

εyq
3


α2

=

 ε
(
b− bq3

)
xq

3

−εzq3

εyq
3


µ

=[x, y, z]ρbµ.

Lema 4.4. Si b− bq3 ∈ GF (q2)∗ entonces, para toda recta l de tipo III, se tiene que lµρb = lρbµ.

Demostración. Sea

 x
y
z

 una recta de tipo III. Entonces,

 x
y
z

µρb =


 x
y
z

α ×
 x
y
z

α
2

ρb

=


 xq

2

yq
2

zq
2

×
 xq

4

yq
4

zq
4



ρb

=
[
yq

2

zq
4

− zq
2

yq
4

, zq
2

xq
4

− xq
2

zq
4

, xq
2

yq
4

− yq
2

xq
4
]ρb

=


ε
(
b− bq3

)(
yq

2

zq
4 − zq2yq4

)q3
−ε
(
xq

2

yq
4 − yq2xq4

)q3
ε
(
zq

2

xq
4 − xq2zq4

)q3



=


ε
(
b− bq3

)((
yq

3
)q2 (

zq
3
)q4
−
(
zq

3
)q2 (

yq
3
)q4)

−ε
((

xq
3
)q2 (

yq
3
)q4
−
(
yq

3
)q2 (

xq
3
)q4)

ε

((
zq

3
)q2 (

xq
3
)q4
−
(
xq

3
)q2 (

zq
3
)q4)


=

[
ε
(
b− bq

3
)(

xq
3
)q2

,−ε
(
zq

3
)q2

, ε
(
yq

3
)q2]

×
[
ε
(
b− bq

3
)(

xq
3
)q4

,−ε
(
zq

3
)q4

, ε
(
yq

3
)q4]

=
[
ε
(
b− bq

3
)
xq

3

,−εzq
3

, εyq
3
]α
×
[
ε
(
b− bq

3
)
xq

3

,−εzq
3

, εyq
3
]α2

=
[
ε
(
b− bq

3
)
xq

3

,−εzq
3

, εyq
3
]µ

36



=

 x
y
z

ρbµ .

Teorema 4.5. Si b− bq3 ∈ GF (q2)∗ entonces ρb es una polaridad unitaria de Fig(q6).

Demostración. ρb es una función biyectiva ya que es una polaridad unitaria de PG(2, q6). Por ende, basta
demostrar que para todo punto P y recta l en Fig(q6) se cumple que

P IF l ⇐⇒ lρb IF P ρb .

Sea P un punto y l una recta, tal que por lo menos uno no es de tipo III, entonces

P IF l ⇐⇒ P I l Definición 2.18

⇐⇒ lρb I P ρb ρb es una polaridad en PG(2, q6)

⇐⇒ lρb IF P ρb . Lema 4.2 y Definición 2.18

Sean P y l de tipo III, entonces

P IF l ⇐⇒ lµ I Pµ Definición 2.18

⇐⇒ Pµρb I lµρb ρb es una polaridad en PG(2, q6)

⇐⇒ P ρbµ I lρbµ Lema 4.3 y Lema 4.4

⇐⇒ lρb IF P ρb . Definición 2.18

Por lo tanto, ρb es una polaridad unitaria de Fig(q6).

Definición 4.6. El conjunto de puntos absolutos definidos por la polaridad unitaria ρb en Fig(q6) lo deno-
minaremos por U0,b.

Lema 4.7. U0,b es el conjunto de los puntos de tipo I y de tipo II de U0,b y los puntos de tipo III son tales
que sus imágenes bajo µ son rectas tangentes a U0,b.

Demostración.

U0,b =
{
P ∈ Fig(q6)

∣∣ P IF P ρb
}

=
{
P ∈ Fig(q6)

∣∣ P ∈ P1 ∪ P2, P IF P ρb
}
∪
{
P ∈ Fig(q6)

∣∣ P ∈ P3, P IF P ρb
}

=
{
P ∈ Fig(q6)

∣∣ P ∈ P1 ∪ P2, P IF P ρb
}
∪
{
P ∈ Fig(q6)

∣∣ P ∈ P3, P
ρbµ I Pµ

}
=
{
P ∈ Fig(q6)

∣∣ P ∈ P1 ∪ P2, P ∈ U0,b

}
∪
{
P ∈ Fig(q6)

∣∣ P ∈ P3, P
µρb I Pµ

}
=
{
P ∈ P1 ∪ P2

∣∣ P ∈ U0,b

}
∪
{
P ∈ P3

∣∣ Pµ tangente a U0,b

}
.

Entonces, los puntos de tipo I y de tipo II de U0,b son los puntos de tipo I y de tipo II de U0,b y los puntos
de tipo III de U0,b son tales que sus imágenes bajo µ son rectas tangentes a U0,b.

Observación 4.8. Por Lema 4.7, U0,b y U0,b comparten los puntos de tipo I y de tipo II, y sus puntos de
tipo III están en correspondencia (ver la Sección 4.1.1). Por lo que |U0,b| = |U0,b| = q9 + 1.

Teorema 4.9. U0,b es un unital en Fig(q6).

Demostración. Por Observación 4.8, tenemos que |U0,b| = q9 + 1. Luego, por Teorema 2.42, tiene la cantidad
máxima de puntos absolutos de una polaridad unitaria. Por lo tanto, U0,b es un unital en Fig(q6).
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Proposición 4.10. No hay puntos en común entre los puntos de tipo III de U0,b y los puntos de tipo III de
U0,b.

Demostración. Supongamos que existe un punto P de tipo III contenido en U0,b y U0,b. Como P ∈ U0,b,
tenemos que Pµ es una recta tangente a U0,b.

Por otro lado, como P ∈ U0,b, tenemos que Pα, Pα
2

pertenecen a U0,b. Luego, por Definición 2.17,

Pµ = PαPα
2

. Por lo tanto, Pµ es una recta secante a U0,b, lo cual es una contradicción.

4.1.1. Correspondencia entre los puntos de tipo III de U0,b y los puntos de tipo III de U0,b

Definición 4.11. Sea b− bq3 ∈ GF (q2)∗. Sea P un punto de tipo III, definimos la función

ϕb : P3 → P3

P 7→ P ρbµ.

Observación 4.12. Como ρb y µ son funciones biyectivas, ϕb es biyectiva.

Teorema 4.13. La función ϕb lleva los puntos de tipo III de U0,b en los puntos de tipo III de U0,b.

Demostración. Sea P un punto de tipo III contenido en U0,b, entonces

P I P ρb ⇐⇒ P ρbµ IF Pµ Lema 4.2

⇐⇒ P ρbµ IF (Pµρb)
ρb ρb es de orden 2

⇐⇒ P ρbµ IF (P ρbµ)
ρb . Lema 4.3

Luego, P ρbµ está contenido en U0,b.

Corolario 4.14. U0,b =
{
P ∈ P1 ∪ P2

∣∣P ∈ U0,b

}
∪
{
P ρbµ ∈ Fig(q6)

∣∣ P ∈ P3 contenido en U0,b

}
.

Demostración. Por Teorema 4.13, los puntos de tipo III de U0,b son los puntos P ρbµ tales que P es un punto
de tipo III de U0,b.

Figura 5: Correspondencia entre los puntos de tipo III de U0,b (azul) y los puntos de tipo III de U0,b (rojo).

Definición 4.15. Sea ϕb : PG(2, q6)→ Fig(q6) la función definida por

ϕb|P1∪P2 = Id y ϕb|P3 = ϕb.

Observación 4.16. Por Teorema 4.13, podemos obtener que ϕb(U0,b) = U0,b.
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4.2. Ejemplo

En este caṕıtulo hemos demostrado que si b−bq3 ∈ GF (q2)∗ los puntos absolutos de la polaridad ρb forman

un unital en Fig(q6), pero ¿qué sucede cuando la polaridad ρb está definida a partir b− bq3 /∈ GF (q2)?
En base a la programación en SAGE del Anexo C, presentamos un ejemplo en PG(2, 36) donde una

polaridad ρb esté definida por un b− bq3 /∈ GF (q2).

La cantidad de b tales que b− b33 no está contenido en GF (32) es 648 que, por Lema 2.3, son los mismos

b tales que b− b33 no está contenido en GF (32), pero donde (b− b33)2 no es un cuadrado de GF (33) (también
comprobamos mediante programación).

4.2.1. Para b− b33 /∈ GF (32) los puntos absolutos de ρb no forman un unital en Fig(36)

Por efecto de la cantidad de posibilidades b, elegimos de forma aleatoria un b tal que b − b3
3

no está
contenido en GF (32) y aśı observamos lo que sucede con las polaridades asociadas a los unitales ortogonales
de Buekenhout-Metz U0,b.

A partir de lo anterior, definimos la polaridad unitaria ρb donde b = c5 + 2c4 + c3 + c (c es el elemento
primitivo de la extensión GF (36)/GF (3)).

Los puntos absolutos de ρb forman el unital

U0,b = {[x, (c5 + 2c4 + c3 + c) · x3
3+1 + r, 1] | x ∈ GF (36) y r ∈ GF (33)} ∪ {[0, 1, 0]},

la cual contiene:

1. 4 puntos de tipo I.

2. 2400 puntos de tipo II.

3. 17280 puntos de tipo III.

A partir de lo anterior, obtuvimos los puntos absolutos de ρb en Fig(36), los cuales forman el conjunto

U0,b = {P ∈ Fig(36) | P IFP
ρb}

= {P ∈ P1 ∪ P2 | P I P ρb} ∪ {P ∈ P3 | P I P ρb y P ρb /∈ L3} ∪ {P ∈ P3 | P IF P ρb y P ρb ∈ L3}
= {P ∈ P1 ∪ P2 | P I P ρb} ∪ {P ∈ P3 | P I P ρb y P ρb /∈ L3} ∪ {P ∈ P3 | P ρbµ I Pµ y P ρb ∈ L3},

el cual contiene:

1. 4 puntos de tipo I.

2. 2400 puntos de tipo II.

3. 1920 puntos de tipo III tales que su imagen bajo ρb no es una recta de tipo III.

4. 384 puntos de tipo III tales que su imagen bajo ρb es una recta de tipo III.

Por lo que tenemos que |U0,b| = 4708. Por lo tanto, U0,b no es un unital en Fig(36) al no tener la cantidad
de 39 + 1 puntos.

Por otro lado, observamos que la cantidad de rectas de tipo I y de tipo II que no intersectan ni en 1 ni
en 33 + 1 puntos a U0,b es de 63520, lo cual también justifica que U0,b no es un unital en Fig(36) debido a
que si fuera unital, toda recta de Fig(36) debe intersectarlo en 1 o en 33 + 1 puntos.
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5. Pies de tangencia en el Unital de Figueroa

En este caṕıtulo demostramos que los pies de tangencia de un punto en el Unital de Figueroa están
contenidos en una recta. Además, determinamos bajo qué circunstancias los pies de tangencia de un punto
en los unitales H y U están en correspondencia bajo βµ.

Por otro lado, a través de la herramienta computacional SAGE, para Fig(36) elaboramos ejemplos afines
a lo que estudiamos en este caṕıtulo, los cuales presentamos y explicamos en Anexo D.

Lema 5.1. Si un unital U contenido en un plano proyectivo π de orden q2 es el conjunto de los puntos
absolutos de una polaridad unitaria β, entonces los pies de tangencia de Q están contenidos en la recta Qβ

para todo Q /∈ U .

Demostración. Para demostrar el lema basta probar que los puntos que están en Qβ∩ U son pies de tangencia
de Q.

Sea Q un punto no contenido en el unital U . Por lo tanto, Qβ es una recta secante a U en q + 1 puntos.
Sean P1 y P2 dos puntos distintos de Qβ ∩ U , por ende P1P2 = Qβ , entonces P β1 ∩ P

β
2 = Q. Como P1, P2 ∈

U , tenemos que son puntos absolutos de β, por lo tanto P β1 y P β2 son rectas tangente a U en P1 y P2

respectivamente. Luego, P1 y P2 son pies de tangencia de Q.

Observación 5.2. Como U es el conjunto de puntos absolutos de la polaridad unitaria β de Fig(q6) (ver
Subsección 2.5.3), los pies de tangencia de un punto Q /∈ U están contenidos en la recta Qβ.

Teorema 5.3. Si Q un punto exterior tanto del unital clásico H como del unital de Figueroa U , entonces
la recta que contiene a los pies de tangencia de Q, tanto los pies contenidos en H como los pies contenidos
en U , está representada por Qβ.

Demostración. Sea Q /∈ H ∪U . Por Lema 5.1, los pies de tangencia de Q en H están contenidos en la recta
Qβ . Por otro lado, por Lema 5.1, los pies de tangencia de Q en U están contenidos en la recta Qβ .

Observación 5.4. τQ(U ) está contenida en la recta QβF de Fig(q6) para todo Q /∈ H ∪U .

Observación 5.5. La recta que contiene los pies de tangencias de Q que están en H y que contiene los pies
de tangencia de Q que están en U , están representadas cada una por Qβ pero son rectas distintas ya que la
incidencia de puntos es distinta. Es por esto que las diferenciaremos por Qβ y QβF , respectivamente.

Observación 5.6. Los puntos de tipo I y de tipo II de Qβ son los mismos puntos de tipo I y de tipo II de
QβF .

Proposición 5.7. Si l es una recta β-absoluta de tipo III entonces l es una recta βF -no-absoluta.

Demostración. Sea l es una recta β-absoluta de tipo III, por ende l es una recta tangente a H.
Por otro lado, l tiene dos opciones:

(1) ser una recta tangente a U ,

(2) ser una recta secante a U .

Supongamos que se cumple la opción (1), esto quiere decir que l es una recta βF -absoluta. Por Lema 2.62,
entonces l es una recta β-no-absoluta, lo cual es una contradicción. Luego, l es una recta secante a U , es
decir, l es una recta βF -no-absoluta.

Proposición 5.8. Sea P ∈ τQ(H) punto de tipo III. P βµ ∈ τQ(U ) si y sólo si Q IF Pµ.

Demostración. Si P βµ ∈ τQ(U ) entonces P βµ es pie de tangencia de Q, pero
(
P βµ

)β
es tangente a U en

P βµ. Por lo tanto, Q IF Pµ.
Como P ∈ τQ(H), en particular P ∈ H. Por Teorema 2.63, tenemos que P βµ ∈ U . Por lo tanto,

Pµ =
(
P βµ

)β
es tangente a U en P βµ y como Q IF Pµ, tenemos que P βµ ∈ τQ(U ).
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Figura 6: Proposición 5.8.

Observación 5.9. Los pies de tangencia de tipo III de Q contenidos en H y U están en correspondencia
por βµ siempre y cuando se cumpla Proposición 5.8.
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6. Pies de tangencia en el unital ortogonal de Buekenhout-Metz,
con b = bq

En este caṕıtulo demostramos, de forma alternativa a la realizada por Abarzúa, Pomareda y Vega [1], que
los pies de tangencia de un punto exterior al unital ortogonal de Buekenhout-Metz Ua,b, con a 6= 0 y b = bq,
forman un (q + 1)-arco.

Por otro lado, a través de la herramienta computacional SAGE, para PG(2, 36) elaboramos un ejemplo
af́ın a lo que estudiamos en este caṕıtulo, el cual presentamos y explicamos en Anexo E.

Teorema 6.1. Sea Q /∈ Ua,0 ∪ l∞. Las rectas de PG(2, q2) no intersectan a τQ(Ua,0) en 4 puntos.

Demostración. Por Teorema 2.50, tenemos que Ua,0 =
⋃

r∈GF (q)

Cr. Sean Cr1 y Cr2 cónicas distintas contenidas

en Ua,0 tal que Q /∈ Ua,0 ∪ l∞ tenga pies de tangencia tanto en la cónica Cr1 como en la cónica Cr2 .
Sea ρr la polaridad ortogonal asociada a Cr, donde r ∈ GF (q). Por Observación 2.40, tenemos que

Qρr1 ∩ Cr1 = {P1, P2} y Qρr2 ∩ Cr2 = {P3, P4}. Supongamos que P1, P2, P3 y P4 son puntos colineales. Por
lo tanto, P1P2 = P3P4. Luego, si Q = [x, y, z] tenemos que

Qρr1 = Qρr2 ⇐⇒ [x, y, z]ρr1 = [x, y, z]ρr2

⇐⇒

 ax
− z2

r1z − y
2

 =

 ax
− z2

r2z − y
2


⇔ r1 = r2

⇔ Cr1 = Cr2 .

Lo cual contradice la suposición de que Cr1 6= Cr2 . Por lo tanto, P1, P2, P3 y P4 no son colineales.

Corolario 6.2. Sea Q /∈ Ua,0 ∪ l∞. Las rectas de PG(2, q2) intersectan a τQ(Ua,0) en 0, 1 o 2 puntos.

Demostración. Por Teorema 2.55, si Q /∈ Ua,0 ∪ l∞, entonces las rectas de PG(2, q2) intersectan a τQ(Ua,0)
en exactamente 0, 1, 2 o 4 puntos. Por Teorema 6.1, las rectas no pueden intersectar en 4 puntos a τQ(Ua,0).
Luego, las rectas intersectan a τQ(Ua,0) en 0, 1 o 2 puntos.

Figura 7: Pies de tangencias de Q sobre las cónicas Cr de Ua,0.

42



Observación 6.3. Como existen q+ 1 rectas tangentes que pasan por un punto exterior a Ua,0, τQ(Ua,0) es
un (q + 1)-arco en PG(2, q2), para todo Q /∈ Ua,0 ∪ l∞.

Observación 6.4. τQ(Ua,0) no está contenida en Cr, para cualquier r ∈ GF (q).

Teorema 6.5. τQ(Ua,b), con b = bq, es un (q + 1)-arco para todo Q /∈ Ua,b ∪ l∞.

Demostración. Por Teorema 2.51, Ua,b es equivalente a Ua,0 ya que b = bq. Luego, por Corolario 6.2, τQ(Ua,b),
con b = bq, es un (q + 1)-arco para todo Q /∈ Ua,b ∪ l∞.
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A. Ejemplo Sección 3.1

En este anexo presentamos un código de programación en SAGE que muestra para Fig(36) un ejemplo
de la Sección 3.1.

A.1. Los puntos absolutos de ρ forman un óvalo en Fig(36)

En la siguiente secuencia demostramos que los puntos absolutos de la polaridad ρ en Fig(36), como
observamos en el Teorema 3.12, forman un óvalo.

Para iniciar la programación definimos el cuerpo donde trabajamos. Sea K6:= GF (36) y c es el elemento
primitivo de la extensión GF (36)/GF (3).

sage: q=3

sage: K6.<c>=GF(q^6)

Definimos PGI:= P1, PGII:= P2 y PGIII:= P3.

sage: PGI=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if x==x^(q^2) and y==y^(q^2)]+[(x,1,0) fo

r x in K6 if x==x^(q^2)]+[(1,0,0)]

sage: PGII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x^(q^2))*(y-y^(q^4))==(y-y^(q^2))*(x

-x^(q^4)) and (x!=x^(q^2) or y!=y^(q^2))]+[(x,1,0) for x in K6 if x!=x^(q^2)]

sage: PGIII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x^(q^2))*(y-y^(q^4))!=(y-y^(q^2))*(

x-x^(q^4))]

Definimos C:= C . Se definen CI, CII y CIII como los puntos de tipo I, de tipo II y de tipo III de C ,
respectivamente.

sage: C=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if x^2+y^2+1==0]+[(x,1,0) for x in K6 if x^2+

1==0]

sage: CI=[p for p in C if p[0]==p[0]^(q^2) and p[1]==p[1]^(q^2)]

sage: CII=[p for p in C if (p[0]-p[0]^(q^2))*(p[1]-p[1]^(q^4))==(p[1]-p[1]^(q^2))*(p[0

]-p[0]^(q^4)) and (p[0]!=p[0]^(q^2) or p[1]!=p[1]^(q^2))]

sage: CIII=[p for p in C if (p[0]-p[0]^(q^2))*(p[1]-p[1]^(q^4))!=(p[1]-p[1]^(q^2))*(p[

0]-p[0]^(q^4))]

sage: len(CI),len(CII),len(CIII)

(10, 0, 720)

A partir de lo anterior, observamos que:

1. La cónica C contiene 10 puntos de tipo I.

2. La cónica C no contiene puntos de tipo II.

3. La cónica C contiene 720 puntos de tipo III.

Definimos mu y pol como las funciones µ y ρ, respectivamente.

sage: def mu(v):

... u=vector((v[0]^(q^2),v[1]^(q^2),1))

... w=vector((v[0]^(q^4),v[1]^(q^4),1))

... uw=u.cross_product(w)

... return (uw[0]/uw[2],uw[1]/uw[2],1)
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...

sage: def pol(p):

... return p

Definimos CFI, CFII y CFIII como los conjuntos de puntos absolutos de ρ de tipo I, de tipo II y de tipo
III en Fig(36), respectivamente. Definimos CF:= O.

sage: CFI=[p for p in PGI if pol(p)[0]*p[0]+pol(p)[1]*p[1]+pol(p)[2]*p[2]==0]

sage: CFII=[p for p in PGII if pol(p)[0]*p[0]+pol(p)[1]*p[1]+pol(p)[2]*p[2]==0]

sage: CFIII=[p for p in PGIII if mu(pol(p))[0]*mu(p)[0]+mu(pol(p))[1]*mu(p)[1]+mu(pol(

p))[2]*mu(p)[2]==0]

sage: CF=CFI+CFII+CFIII

sage: len(CF)

730

A partir de lo anterior, observamos que O contiene 730 puntos.

Definimos rectas como el conjunto de rectas de tipo I y de tipo II que intersectan en más de dos puntos
a O.

sage: rectas=[]

sage: for l in PGI+PGII:

... CFIinterl=[p for p in CFI if l[0]*p[0]+l[1]*p[1]+l[2]*p[2]==0]

... CFIIinterl=[p for p in CFII if l[0]*p[0]+l[1]*p[1]+l[2]*p[2]==0]

... CFIIIinterl=[p for p in CFIII if l[0]*p[0]+l[1]*p[1]+l[2]*p[2]==0]

... if len(CFIinterl)+len(CFIIinterl)+len(CFIIIinterl)>2:

... rectas.append((l,len(CFIinterl),len(CFIIinterl),len(CFIIIinterl)))

sage: len(rectas)

0

Dado lo anterior, observamos que no existen rectas de tipo I y de tipo II que intersecten en más de dos
puntos a O.

Definimos rectasF como el conjunto de rectas de tipo III que intersectan en más de dos puntos a O.

sage: rectasF=[]

sage: for l in PGIII:

... CFIIinterlF=[p for p in CFII if l[0]*p[0]+l[1]*p[1]+l[2]*p[2]==0]

... CFIIIinterlF=[p for p in CFIII if mu(l)[0]*mu(p)[0]+mu(l)[1]*mu(p)[1]+mu(l)[

2]*mu(p)[2]==0]

... if len(CFIIinterlF)+len(CFIIIinterlF)>2:

... rectasF.append((l,len(CFIIinterlF),len(CFIIIinterlF)))

sage: len(rectasF)

0

A partir de lo anterior, observamos que no existen rectas de tipo III que intersecten en más de dos puntos
a O.
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Dado que O tiene 36 +1 puntos y que no existe recta en Fig(36) que lo corte en más de dos puntos, queda
demostrado que O es un óvalo en Fig(36).

A.2. No hay puntos en común entre C y O en Fig(36)

En la siguiente parte de la programación demostramos que no existen puntos de tipo III en común entre
C y O, como observamos en el Lema 3.13.

Definimos Inter como los elementos que tienen en común C y O.

sage: Inter=[p for p in CFIII if p in CIII]

sage: len(Inter)

0

A partir de lo anterior, observamos que no existen puntos de tipo III en común entre C y O.

A.3. Los punto de tipo III de C están en correspondencia con los puntos de
tipo III de O en Fig(36)

En la siguiente parte de la programación demostramos que los puntos de tipo III de O son imágenes de
los puntos de tipo III de C bajo µρ, como observamos en el Teorema 3.16.

sage: set(CFIII)==set([mu(pol(p)) for p in CIII])

True

Dado lo anterior, observamos que los puntos de tipo III de C están en correspondencia bajo µρ con los
puntos de tipo III de O.
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B. Ejemplos Sección 3.2

En este anexo presentamos un código de programación en SAGE que muestra para Fig(36) un “no
ejemplo”, donde no se cumple a ∈ GF (32)∗ y r ∈ GF (3), los cuales exponemos en la Sección 3.3.

B.1. Para un r ∈ GF (33) \GF (3), los puntos absolutos de ρa,r no forman un óvalo
en Fig(36)

En la siguiente secuencia mostramos que los puntos absolutos de la polaridad ρa,r, con a ∈ GF (32)∗ y
r /∈ GF (3) no forman un óvalo en Fig(36).

Para iniciar la programación definimos el cuerpo y sus subcuerpos en los cuales trabajamos. Sean K6

:= GF (36), K3:= GF (33), K2:= GF (32) y K1:= GF (3). Donde GF (36) ∼= GF (33)/(x2 + 1).

sage: q=3

sage: K6.<c>=GF(q^6)

sage: R.<x>=K6[]

sage: (x^2+1).factor()

sage: L=K6.subfields()

sage: K2,f2=L[1]

sage: K3,f3=L[2]

sage: K2.inject_variables()

sage: K3.inject_variables()

sage: K1=[x for x in K6 if x==x^q]

sage: PGI=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x==x^(q^2) and y==y^(q^2))]+[(x,1,0) fo

r x in K6 if x==x^(q^2)]+[(1,0,0)]

sage: PGII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x^(q^2))*(y-y^(q^4))==(y-y^(q^2))*(x

-x^(q^4)) and (x!=x^(q^2) or y!=y^(q^2))]+[(x,1,0) for x in K6 if x != x^(q^2)]

sage: PGIII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x^(q^2))*(y-y^(q^4))!=(y-y^(q^2))*(

x-x^(q^4))]

Defining c2

Defining c3

Definimos noc como el conjunto de todos los elementos no cuadrados de GF (33).

sage: def nocuadrados(F):

... C=[k^2 for k in F]

... return [k for k in F if not k in C]

sage: noc=[f3(k) for k in nocuadrados(K3)]

Definimos I como el conjunto determinado por los pares ordenados (a, b) tal que a3
3+1 no es cuadrado de

GF (33), a ∈ GF (32) y b = 0.

sage: I=[(a,0) for a in K6 if a==a^(q^2) and a^(q^3+1) in noc]

sage: from random import randrange

sage: random_index = randrange(len(I))

sage: print(I[random_index])

sage: a=I[random_index][0]

sage: b=I[random_index][1]
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(2*c^5 + 2*c^3 + c^2 + 2*c + 2, 0)

A partir de lo anterior, el programa de forma aleatoria escoge a = 2c5 + 2c3 + c2 + 2c+ 2.

Definimos K:= GF (33) \GF (3).

sage: K=[f3(x) for x in K3 if x!=x^q]

En la siguiente parte de la secuencia analizamos la cantidad de puntos (por tipo) en Ca,r por cada
r ∈ GF (33) \GF (3).

Definimos Cr:= Ca,r. Definimos CrI, CrII y CrIII como el conjunto de puntos de tipo I, de tipo II y de
tipo III de Ca,r, respectivamente.

sage: for r in K:

... Cr=[(x,a*x^2+b*x^(q^3+1)+r,1) for x in K6]+[(0,1,0)]

... CrI=[p for p in Cr if p[0]==p[0]^(q^2) and p[1]==p[1]^(q^2)]

... CrII=[p for p in Cr if (p[0]-p[0]^(q^2))*(p[1]-p[1]^(q^4))==(p[1]-p[1]^(q^

2))*(p[0]-p[0]^(q^4)) and (p[0]!=p[0]^(q^2) or p[1]!=p[1]^(q^2))]

... CrIII=[p for p in Cr if (p[0]-p[0]^(q^2))*(p[1]-p[1]^(q^4))!=(p[1]-p[1]^(q

^2))*(p[0]-p[0]^(q^4))]

... (r,len(CrI),len(CrII),len(CrIII))

(2*c^5 + 2*c^4 + 2, 1, 117, 612)

(c^4 + 2*c^3 + 2, 1, 45, 684)

(2*c^5 + 2*c^4 + 1, 1, 117, 612)

(c^5 + 2*c^4 + 2*c^3, 1, 45, 684)

(2*c^5 + c^4 + c^3 + 2, 1, 45, 684)

(2*c^5 + 2*c^3 + 2, 1, 45, 684)

(c^5 + 2*c^4 + 2*c^3 + 2, 1, 45, 684)

(2*c^4 + c^3, 1, 45, 684)

(2*c^5 + 2*c^4, 1, 117, 612)

(2*c^5 + 2*c^3 + 1, 1, 45, 684)

(2*c^5 + 2*c^3, 1, 45, 684)

(c^4 + 2*c^3 + 1, 1, 45, 684)

(c^5 + c^4 + 1, 1, 117, 612)

(2*c^4 + c^3 + 1, 1, 45, 684)

(c^5 + c^4 + 2, 1, 117, 612)

(2*c^5 + c^4 + c^3, 1, 45, 684)

(c^5 + 2*c^4 + 2*c^3 + 1, 1, 45, 684)

(c^5 + c^3 + 1, 1, 45, 684)

(2*c^5 + c^4 + c^3 + 1, 1, 45, 684)

(c^4 + 2*c^3, 1, 45, 684)

(c^5 + c^4, 1, 117, 612)

(c^5 + c^3 + 2, 1, 45, 684)

(c^5 + c^3, 1, 45, 684)

(2*c^4 + c^3 + 2, 1, 45, 684)

Definimos polpunto como la función ρa,r (para punto).
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sage: def mu(v):

... u=vector((v[0]^(q^2),v[1]^(q^2),1))

... w=vector((v[0]^(q^4),v[1]^(q^4),1))

... uw=u.cross_product(w)

... return (uw[0]/uw[2],uw[1]/uw[2],1)

sage: def polpunto(p):

... if K6((r*p[2])-K6(p[1]/2))!=0:

... return (K6((a*p[0]*2)/(2*r*p[2]-p[1])),K6((-p[2])/(2*r*p[2]-p[1]))

,1)

... else:

... if K6(-p[1]/2)!=0:

... return (K6((a*p[0]*2)/(-p[1])),1,0)

... else:

... return (1,0,0)

from random import randrange

random_index = randrange(len(K))

r=K[random_index]

r

c^4 + 2*c^3 +1

A partir de lo anterior, el programa de forma aleatoria escoge r = c4 + 2c3 + 1, el cual es un r de la
primera clase.

Definimos N como el conjunto de P ∈ P3 tales que P ρa,r ∈ L3 y NN como el conjunto P ∈ P3 tales que
P ρa,r /∈ L3.

sage: N=[p for p in PGIII if polpunto(p) in PGIII]

sage: NN=[p for p in PGIII if p not in N]

Definimos CrF1, CrF2, CrF3 y CrF4 como los conjuntos de puntos ρa,rF -absolutos de tipo I, de tipo II,
que están en N y que están en NN, respectivamente. También definimos CrF como el conjunto de puntos
ρa,rF -absolutos.

sage: CrF4=[p for p in N if mu(polpunto(p))[0]*mu(p)[0]+mu(polpunto(p))[1]*mu(p)[1]+mu

(polpunto(p))[2]*mu(p)[2]==0]

sage: CrF3=[p for p in NN if polpunto(p)[0]*p[0]+polpunto(p)[1]*p[1]+polpunto(p)[2]*p[

2]==0]

sage: CrF2=[p for p in PGII if polpunto(p)[0]*p[0]+polpunto(p)[1]*p[1]+polpunto(p)[2]*

p[2]==0]

sage: CrF1=[p for p in PGI if polpunto(p)[0]*p[0]+polpunto(p)[1]*p[1]+polpunto(p)[2]*p

[2]==0]

sage: CrF=CrF1+CrF2+CrF3+CrF4

sage: len(CrF1),len(CrF2),len(CrF3),len(CrF4),len(CrF)==q^6+1

(1, 45, 36, 288, False)

Definimos rectas como el conjunto de todas las rectas de tipo I y de tipo II tales que cortan al conjunto
de puntos ρa,rF -absolutos en más de dos puntos.
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sage: rectas=[]

sage: for l in PGI+PGII:

... CrFIinterl=[p for p in CrF1 if l[0]*p[0]+l[1]*p[1]+l[2]*p[2]==0]

... CrFIIinterl=[p for p in CrF2 if l[0]*p[0]+l[1]*p[1]+l[2]*p[2]==0]

... CrFIIIinterl=[p for p in CrF3+CrF4 if l[0]*p[0]+l[1]*p[1]+l[2]*p[2]==0]

... if len(CrFIinterl)+len(CrFIIinterl)+len(CrFIIIinterl)>2:

... rectas.append((l,len(CrFIinterl),len(CrFIIinterl),len(CrFIIIinterl)))

...

sage: len(rectas)

1044

Por otro lado, observamos la segunda clase.

from random import randrange

random_index = randrange(len(K))

r=K[random_index]

r

2*c^5 + 2*c^4 + 1

A partir de lo anterior, el programa de forma aleatoria escoge r = 2c5 + 2c4 + 1, el cual es un r de la
segunda clase. Luego, repetimos el algoritmo anterior.

sage: N=[p for p in PGIII if polpunto(p) in PGIII]

sage: NN=[p for p in PGIII if p not in N]

sage: CrF4=[p for p in N if mu(polpunto(p))[0]*mu(p)[0]+mu(polpunto(p))[1]*mu(p)[1]+mu

(polpunto(p))[2]*mu(p)[2]==0]

sage: CrF3=[p for p in NN if polpunto(p)[0]*p[0]+polpunto(p)[1]*p[1]+polpunto(p)[2]*p[

2]==0]

sage: CrF2=[p for p in PGII if polpunto(p)[0]*p[0]+polpunto(p)[1]*p[1]+polpunto(p)[2]*

p[2]==0]

sage: CrF1=[p for p in PGI if polpunto(p)[0]*p[0]+polpunto(p)[1]*p[1]+polpunto(p)[2]*p

[2]==0]

sage: CrF=CrF1+CrF2+CrF3+CrF4

sage: len(CrF1),len(CrF2),len(CrF3),len(CrF4),len(CrF)==q^6+1

(1, 117, 108, 720, False)

sage: rectas=[]

sage: for l in PGI+PGII:

... CrFIinterl=[p for p in CrF1 if l[0]*p[0]+l[1]*p[1]+l[2]*p[2]==0]

... CrFIIinterl=[p for p in CrF2 if l[0]*p[0]+l[1]*p[1]+l[2]*p[2]==0]

... CrFIIIinterl=[p for p in CrF3+CrF4 if l[0]*p[0]+l[1]*p[1]+l[2]*p[2]==0]

... if len(CrFIinterl)+len(CrFIIinterl)+len(CrFIIIinterl)>2:

... rectas.append((l,len(CrFIinterl),len(CrFIIinterl),len(CrFIIIinterl)))

sage: len(rectas)
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8694

B.2. Para un a ∈ GF (36)\GF (32), los puntos absolutos de ρa,r no forman un óvalo
Fig(36)

En el siguiente ejemplo demostramos que los puntos absolutos de la polaridad ρa,r, con un a /∈ GF (32) y
un r ∈ GF (3) no forman un óvalo en Fig(36).

sage: q=3

sage: K6.<c>=GF(q^6)

sage: R.<x>=K6[]

sage: (x^2+1).factor()

sage: L=K6.subfields()

sage: K2,f2=L[1]

sage: K3,f3=L[2]

sage: K2.inject_variables()

sage: K3.inject_variables()

sage: K1=[x for x in K6 if x==x^q]

sage: PGI=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x==x^(q^2) and y==y^(q^2))]+[(x,1,0) fo

r x in K6 if x == x^(q^2)]+[(1,0,0)]

sage: PGII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x^(q^2))*(y-y^(q^4))==(y-y^(q^2))*(x

-x^(q^4)) and (x != x^(q^2) or y != y^(q^2))]+[(x,1,0) for x in K6 if x != x^(q^2)]

sage: PGIII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x^(q^2))*(y-y^(q^4))!=(y-y^(q^2))*(

x-x^(q^4))]

sage: def nocuadrados(F):

... C=[k^2 for k in F]

... return [k for k in F if not k in C]

sage: noc=[f3(k) for k in nocuadrados(K3)]

Defining c2

Defining c3

Definimos I como el conjunto determinado por los pares ordenados (a, b) tal que a3
3+1 no es cuadrado de

GF (33), a /∈ GF (32) y b = 0.

sage: I=[(a,0) for a in K6 if a!=a^(q^2) and a^(q^3+1) in noc]

sage: len(I)

360

A partir de lo anterior, observamos que la cantidad de a que cumplen las condiciones anteriormente
mencionadas es 360.

sage: from random import randrange

sage: random_index = randrange(len(I))

sage: print(I[random_index])

sage: a=I[random_index][0]

sage: b=I[random_index][1]

(2*c^5 + 2*c^4 + c^3 + c^2 + 2*c, 0)
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sage: from random import randrange

sage: random_index = randrange(len(K1))

sage: r=K1[random_index]

sage: r

2

Dado lo anterior, el programa de forma aleatoria escoge a = 2c5 + 2c4 + c3 + c2 + 2c y r = 2.

sage: Cr=[(x,alpha*x^2+r,1) for x in K6]+[(0,1,0)]

sage: CrI=[p for p in Cr if p[0] == p[0]^(q^2) and p[1] == p[1]^(q^2)]

sage: CrII=[p for p in Cr if (p[0]-p[0]^(q^2))*(p[1]-p[1]^(q^4))==(p[1]-p[1]^(q^2))*(p

[0]-p[0]^(q^4)) and (p[0] != p[0]^(q^2) or p[1]!= p[1]^(q^2))]

sage: CrIII=[p for p in Cr if (p[0]-p[0]^(q^2))*(p[1]-p[1]^(q^4))!=(p[1]-p[1]^(q^2))*(

p[0]-p[0]^(q^4))]

sage: (len(CrI),len(CrII),len(CrIII))

(2, 40, 688)

Definimos polpunto como la función ρa,r (para punto).

sage: def mu(v):

... u=vector((v[0]^(q^2),v[1]^(q^2),1))

... w=vector((v[0]^(q^4),v[1]^(q^4),1))

... uw=u.cross_product(w)

... return (uw[0]/uw[2],uw[1]/uw[2],1)

sage: def polpunto(p):

... if K6((r*p[2])-K6(p[1]/2))!=0:

... return (K6((a*p[0]*2)/(2*r*p[2]-p[1])),K6((-p[2])/(2*r*p[2]-p[1])),1

)

... else:

... if K6(-p[1]/2)!=0:

... return (K6((a*p[0]*2)/(-p[1])),1,0)

... else:

... return (1,0,0)

Definimos N como el conjunto de P ∈ P3 tales que P ρa,r ∈ L3 y NN como el conjunto P ∈ P3 tales que
P ρa,r /∈ L3.

sage: N=[p for p in PGIII if polpunto(p) in PGIII]

sage: NN=[p for p in PGIII if p not in N]

Definimos CrF1, CrF2, CrF3 y CrF4 como los conjuntos de puntos ρa,rF -absolutos de tipo I, de tipo II,
que están en N y que están en NN, respectivamente. También definimos CrF como el conjunto de puntos
ρa,rF -absolutos.

sage: CrF4=[p for p in N if mu(polpunto(p))[0]*mu(p)[0]+mu(polpunto(p))[1]*mu(p)[1]+mu

(polpunto(p))[2]*mu(p)[2]==0]

sage: CrF3=[p for p in NN if polpunto(p)[0]*p[0]+polpunto(p)[1]*p[1]+polpunto(p)[2]*p[

2]==0]
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sage: CrF2=[p for p in PGII if polpunto(p)[0]*p[0]+polpunto(p)[1]*p[1]+polpunto(p)[2]*

p[2]==0]

sage: CrF1=[p for p in PGI if polpunto(p)[0]*p[0]+polpunto(p)[1]*p[1]+polpunto(p)[2]*p

[2]==0]

sage: CrF=CrF1+CrF2+CrF3+CrF4

sage: len(CrF1),len(CrF2),len(CrF3),len(CrF4),len(CrF)==q^6+1

(2, 40, 48, 544, False)

sage: rectas=[]

sage: for l in PGI+PGII:

... CrFIinterl=[p for p in CrF1 if l[0]*p[0]+l[1]*p[1]+l[2]*p[2]==0]

... CrFIIinterl=[p for p in CrF2 if l[0]*p[0]+l[1]*p[1]+l[2]*p[2]==0]

... CrFIIIinterl=[p for p in CrF3+CrF4 if l[0]*p[0]+l[1]*p[1]+l[2]*p[2]==0]

... if len(CrFIinterl)+len(CrFIIinterl)+len(CrFIIIinterl)>2:

... rectas.append((l,len(CrFIinterl),len(CrFIIinterl),len(CrFIIIinterl)))

sage: len(rectas)

4024
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C. Ejemplo Caṕıtulo 4

En este anexo presentamos un código de programación en SAGE que muestra para Fig(36) un “no

ejemplo” donde no se cumpla que b− b33 ∈ GF (32)∗, el cual exponemos en la Sección 4.2.

C.1. Para un b− b33 /∈ GF (32), los puntos absolutos de ρb no forman un unital en
Fig(36)

En la siguiente secuencia mostramos que los puntos absolutos de la polaridad ρb, con b tal que b− b33 /∈
GF (32), no forman un unital en Fig(36).

Definimos e como el elemento primitivo de la extensión GF (36)/GF (33), en otras palabras e:= ε.

sage: q=3

sage: K6.<c>=GF(q^6)

sage: R.<x>=K6[]

sage: (x^2+1).factor()

sage: e=(c^5 + c^3 + 2*c^2 + c)

sage: L=K6.subfields()

sage: K2,f2=L[1]

sage: K3,f3=L[2]

sage: K2.inject_variables()

sage: K3.inject_variables()

sage: K1=[x for x in K6 if x==x^q]

sage: PGI=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x==x^(q^2) and y==y^(q^2))]+[(x,1,0) fo

r x in K6 if x==x^(q^2)]+[(1,0,0)]

sage: PGII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x^(q^2))*(y-y^(q^4))==(y-y^(q^2))*(x

-x^(q^4)) and (x!=x^(q^2) or y!=y^(q^2))]+[(x,1,0) for x in K6 if x!=x^(q^2)]

sage: PGIII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x^(q^2))*(y-y^(q^4))!=(y-y^(q^2))*(

x-x^(q^4))]

sage: def nocuadrados(F):

... C=[k^2 for k in F]

... return [k for k in F if not k in C]

sage: noc=[f3(k) for k in nocuadrados(K3)]

Defining c2

Defining c3

Definimos I como el conjunto determinado por los pares ordenados (a, b) tal que (b−b33)2 no es cuadrado

de GF (33), b − b33 /∈ GF (32) y a = 0. Se define II como el conjunto determinado por los pares ordenados

(a, b) tal que b− b33 /∈ GF (32) y a = 0.

sage: I=[(0,b) for b in K6 if (b-b^(q^3))!=(b-b^(q^3))^(q^2) and (b-b^(q^3))^2 in noc]

sage: II=[(0,b) for b in K6 if (b-b^(q^3))!=(b-b^(q^3))^(q^2)]

sage: (len(I),len(II),I==II)

(648, 648, True)

A partir de lo anterior, observamos que la cantidad de b que cumplen las condiciones anteriormente
mencionadas es 648 y son los mismos b quienes las cumplen. Esto era de esperar por Lema 2.3.
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sage: from random import randrange

sage: random_index = randrange(len(I))

sage: print(I[random_index])

sage: a=I[random_index][0]

sage: b=I[random_index][1]

sage: es_admisible(I[random_index][0],I[random_index][1])

(0, c^5 + 2*c^4 + c^3 + c)

Dado lo anterior, de forma aleatoria el programa escoge b = c5 + 2c4 + c3 + c.

Definimos U:= U0,b. Definimos UI, UII y UIII como el conjunto de puntos de tipo I, de tipo II y de tipo
III de U0,b, respectivamente.

sage: U=[(x,a*x^2+b*x^(q^3+1)+f3(r),1) for x in K6 for r in K3]+[(0,1,0)]

sage: UI=[p for p in U if p[0]==p[0]^(q^2) and p[1]==p[1]^(q^2)]

sage: UII=[p for p in U if (p[0]-p[0]^(q^2))*(p[1]-p[1]^(q^4))==(p[1]-p[1]^(q^2))*(p[0

]-p[0]^(q^4)) and (p[0]!=p[0]^(q^2) or p[1]!=p[1]^(q^2))]

sage: UIII=[p for p in U if (p[0]-p[0]^(q^2))*(p[1]-p[1]^(q^4))!=(p[1]-p[1]^(q^2))*(p[

0]-p[0]^(q^4))]

sage: (len(UI),len(UII),len(UIII))

(4, 2400, 17280)

Definimos polpunto como la función ρb (para punto).

sage: def mu(v):

... u=vector((v[0]^(q^2),v[1]^(q^2),1))

... w=vector((v[0]^(q^4),v[1]^(q^4),1))

... uw=u.cross_product(w)

... return (uw[0]/uw[2],uw[1]/uw[2],1)

sage: def polpunto(p):

... if (e*p[1]^(q^3))!=0:

... return ((e*(b-b^(q^3))*p[0]^(q^3))/(e*p[1]^(q^3)),(-e*p[2]^(q^3))/(e*p[1

]^(q^3)),1)

... else:

... if (-e*p[2]^(q^3))!=0:

... return ((e*(b-b^(q^3))*p[0]^(q^3))/(-e*p[2]^(q^3)),1,0)

... else:

... return (1,0,0)

Definimos N como el conjunto de P ∈ P3 tales que P ρb ∈ L3 y NN como el conjunto P ∈ P3 tales que
P ρb /∈ L3.

sage: N=[p for p in PGIII if polpunto(p) in PGIII]

sage: NN=[p for p in PGIII if p not in N]

Definimos UF1, UF2, UF3 y UF4 como los conjuntos de puntos ρbF -absolutos de tipo I, de tipo II, que
están en N y que están en NN, respectivamente. Definimos UF como el conjunto de puntos absolutos de ρb en
Fig(36).
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sage: UF4=[p for p in N if mu(polpunto(p))[0]*mu(p)[0]+mu(polpunto(p))[1]*mu(p)[1]+mu(

polpunto(p))[2]*mu(p)[2]==0]

sage: UF3=[p for p in NN if polpunto(p)[0]*p[0]+polpunto(p)[1]*p[1]+polpunto(p)[2]*p[2

]==0]

sage: UF2=[p for p in PGII if polpunto(p)[0]*p[0]+polpunto(p)[1]*p[1]+polpunto(p)[2]*p

[2]==0]

sage: UF1=[p for p in PGI if polpunto(p)[0]*p[0]+polpunto(p)[1]*p[1]+polpunto(p)[2]*p[

2]==0]

sage: UF=UF1+UF2+UF3+UF4

sage: (len(UF)==q^9+1,len(UF1),len(UF2),len(UF3),len(UF4))

(False, 4, 2400, 1920, 384)

Definimos rectas como el conjunto de todas las rectas de tipo I y de tipo II tales que no cortan al
conjunto de puntos ρbF -absolutos ni en 1 y ni en 33 + 1 puntos.

sage: rectas=[]

sage: for l in PGI+PGII:

... UF1interl=[p for p in UF1 if l[0]*p[0]+l[1]*p[1]+l[2]*p[2]==0]

... UF2interl=[p for p in UF2 if l[0]*p[0]+l[1]*p[1]+l[2]*p[2]==0]

... UF3interl=[p for p in UF3 if l[0]*p[0]+l[1]*p[1]+l[2]*p[2]==0]

... UF4interl=[p for p in UF4 if l[0]*p[0]+l[1]*p[1]+l[2]*p[2]==0]

... if len(UF1interl)+len(UF2interl)+len(UF3interl)+len(UF4interl)!=1 and len(UF

1interl)+len(UF2interl)+len(UF3interl)+len(UF4interl)!=q^3+1:

... rectas.append((l,len(UF1interl),len(UF2interl),len(UF3interl),len(UF4int

erl)))

sage: len(rectas)

63520

56



D. Ejemplos Caṕıtulo 5

En este anexo presentamos un código de programación en SAGE que muestra ejemplos de la colinealidad
de pies de tangencia en H y U , dado un punto exterior Q de tipo I, de tipo II y de tipo III.

D.1. Los pies de tangencia de un punto Q, de tipo I, sobre U son colineales en
PG(2, 36)

En la siguiente secuencia mostramos que los pies de tangencia de un punto Q, de tipo I, en U son
colineales en Fig(36) y la recta que contiene a tales puntos es QβF .

sage: q=3

sage: K6.<c>=GF(q^6)

sage: PGI=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x==x^(q^2) and y==y^(q^2))]+[(x,1,0) fo

r x in K6 if x==x^(q^2)]+[(1,0,0)]

sage: PGII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x^(q^2))*(y-y^(q^4))==(y-y^(q^2))*(x

-x^(q^4)) and (x!=x^(q^2) or y!=y^(q^2))]+[(x,1,0) for x in K6 if x!=x^(q^2)]

sage: PGIII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x^(q^2))*(y-y^(q^4))!=(y-y^(q^2))*(

x-x^(q^4))]

Definimos U:= H. Se definen UI, UII y UIII como el conjunto de puntos de tipo I, de tipo II y de tipo III
de H, respectivamente.

sage: U=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if x^(q^3+1)+y^(q^3+1)+1==0]+[(x,1,0) for x i

n K6 if x^(q^3+1)+1==0]

sage: UI=[p for p in U if (p[0]==p[0]^(q^2) and p[1]==p[1]^(q^2))]

sage: UII=[p for p in U if (p[0]-p[0]^(q^2))*(p[1]-p[1]^(q^4))==(p[1]-p[1]^(q^2))*(p[0

]-p[0]^(q^4)) and (p[0]!=p[0]^(q^2) or p[1]!=p[1]^(q^2))]

sage: UIII=[p for p in U if (p[0]-p[0]^(q^2))*(p[1]-p[1]^(q^4))!=(p[1]-p[1]^(q^2))*(p[

0]-p[0]^(q^4))]

Definimos polpunto como la función β (para punto).

sage: def polpunto(p):

... if p[2]^(q^3)!=0:

... return (K6(p[0]^(q^3)/p[2]^(q^3)),K6(p[1]^(q^3)/p[2]^(q^3)),1)

... else:

... if p[1]^(q^3)!=0:

... return (K6(p[0]^(q^3)/p[1]^(q^3)),1,0)

... else:

... return (1,0,0)

sage: def mu(v):

... u=vector((v[0]^(q^2),v[1]^(q^2),1))

... w=vector((v[0]^(q^4),v[1]^(q^4),1))

... uw=u.cross_product(w)

... return (uw[0]/uw[2],uw[1]/uw[2],1)

Definimos UIIIF como el conjunto de puntos de tipo III en U . Definimos UF:= U .
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sage: UIIIF=[mu(polpunto(p)) for p in UIII]

sage: UF=UI+UII+UIIIF

sage: from random import randrange

sage: random_index = randrange(len(PGI))

sage: p=PGI[random_index]

sage: p not in U+UIIIF,p

(True, (c^5 + c^3 + 2*c^2 + c + 2, c^5 + c^3 + 2*c^2 + c + 2, 1))

De forma aleatoria, el programa escoge como punto exterior de tipo I a Q = (c5 + c3 + 2c2 + c + 2, c5 +
c3 + 2c2 + c+ 2, 1).

Definimos H1, H2 y H3 como el conjunto de rectas de tipo I, de tipo II y de tipo III que pasan por Q,
respectivamente.

sage: H1=[l for l in PGI if p[0]*l[0]+p[1]*l[1]+p[2]*l[2]==0]

sage: H2=[l for l in PGII if p[0]*l[0]+p[1]*l[1]+p[2]*l[2]==0]

sage: H3=[l for l in PGIII if p[0]*l[0]+p[1]*l[1]+p[2]*l[2]==0]

sage: len(H1),len(H2),len(H3)

(10, 720, 0)

A partir de lo anterior, observamos que:

1. Existen 10 rectas de tipo I que pasan por Q.

2. Existen 720 rectas de tipo II que pasan por Q.

3. No existen rectas de tipo III que pasan por Q (esto es claro pues no hay rectas de tipo III que pasen
por un punto de tipo I).

Definimos T1, T2 y T3 como el conjunto de las rectas de H1, H2 y H3 que son tangentes aH, respectivamente.

sage: T1=[l for l in H1 if len([s for s in U if s[0]*l[0]+s[1]*l[1]+s[2]*l[2]==0])==1]

sage: T2=[l for l in H2 if len([s for s in U if s[0]*l[0]+s[1]*l[1]+s[2]*l[2]==0])==1]

sage: T3=[l for l in H3 if len([s for s in U if s[0]*l[0]+s[1]*l[1]+s[2]*l[2]==0])==1]

sage: len(T1),len(T2),len(T3)

(4, 24, 0)

Dado lo anterior, observamos que:

1. Existen 4 rectas de tipo I que pasan por Q y son tangentes a H.

2. Existen 24 rectas de tipo II que pasan por Q y son tangentes a H.

3. Como no existen rectas de tipo III que pasan por Q, no existen rectas de tipo III que pasan por Q y
que sean tangentes a H.

Definimos A1, A2 y A3 como el conjunto de pies de tangencia de las rectas de T1, T2 y T3, respectivamente.
Definimos A:= τQ(H).
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sage: A1=[p for p in U for t in T1 if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]

sage: A2=[p for p in U for t in T2 if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]

sage: A3=[p for p in U for t in T3 if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]

sage: A=A1+A2+A3

sage: len(A1),len(A2),len(A3)

(4, 24, 0)

A partir de lo anterior, observamos que:

1. Existen 4 puntos de tipo I que son pies de tangencia de Q en H.

2. Existen 24 puntos de tipo II que son pies de tangencia de Q en H.

3. No existen puntos de tipo III que sean pies de tangencia de Q en H.

sage: PGI=set(PGI)

sage: T1=set(T1)

sage: for t in PGII-T2:

... S=[p for p in A if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]

... if len(S)>2:

... print(t,len(S))

((2*c^5 + 2*c^3 + c^2 + 2*c + 2, 2*c^5 + 2*c^3 + c^2 + 2*c + 2, 1), 28)

Dado lo anterior, observamos que la única recta que contiene a todos los puntos de τQ(H) es 2c5 + 2c3 + c2 + 2c+ 2
2c5 + 2c3 + c2 + 2c+ 2

1

 ,
y que no existe otra recta que contenga más de 2 puntos de τQ(H).

Como Q es un punto exterior deH∪U que no tiene pies de tangencia de tipo III, entonces τQ(H) = τQ(U ).

sage: polpunto((2*c^5 + 2*c^3 + c^2 + 2*c + 2, 2*c^5 + 2*c^3 + c^2 + 2*c + 2, 1))

(c^5 + c^3 + 2c^2 + c + 2, c^5 + c^3 + 2c^2 + c + 2, 1)

A partir de lo anterior, observamos que Qβ es la recta que contiene los puntos de τQ(H) y QβF es la recta
que contiene los puntos de τQ(U ).

D.2. Los pies de tangencia de un punto Q, de tipo II, sobre U son colineales en
PG(2, 36)

En la siguiente secuencia mostramos que los pies de tangencia de un punto Q, de tipo II, en U son
colineales en Fig(36) y la recta que contiene a tales puntos es QβF .

sage: q=3

sage: K6.<c>=GF(q^6)

sage: PGI=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x==x^(q^2) and y==y^(q^2))]+[(x,1,0) fo
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r x in K6 if x==x^(q^2)]+[(1,0,0)]

sage: PGII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x^(q^2))*(y-y^(q^4))==(y-y^(q^2))*(x

-x^(q^4)) and (x!=x^(q^2) or y!=y^(q^2))]+[(x,1,0) for x in K6 if x!=x^(q^2)]

sage: PGIII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x^(q^2))*(y-y^(q^4))!=(y-y^(q^2))*(

x-x^(q^4))]

sage: U=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if x^(q^3+1)+y^(q^3+1)+1==0]+[(x,1,0) for x i

n K6 if x^(q^3+1)+1==0]

sage: UI=[p for p in U if (p[0]==p[0]^(q^2) and p[1]==p[1]^(q^2))]

sage: UII=[p for p in U if (p[0]-p[0]^(q^2))*(p[1]-p[1]^(q^4))==(p[1]-p[1]^(q^2))*(p[0

]-p[0]^(q^4)) and (p[0]!=p[0]^(q^2) or p[1]!=p[1]^(q^2))]

sage: UIII=[p for p in U if (p[0]-p[0]^(q^2))*(p[1]-p[1]^(q^4))!=(p[1]-p[1]^(q^2))*(p[

0]-p[0]^(q^4))]

sage: def polpunto(p):

... if p[2]^(q^3)!=0:

... return (K6(p[0]^(q^3)/p[2]^(q^3)),K6(p[1]^(q^3)/p[2]^(q^3)),1)

... else:

... if p[1]^(q^3)!=0:

... return (K6(p[0]^(q^3)/p[1]^(q^3)),1,0)

... else:

... return (1,0,0)

sage: def mu(v):

... u=vector((v[0]^(q^2),v[1]^(q^2),1))

... w=vector((v[0]^(q^4),v[1]^(q^4),1))

... uw=u.cross_product(w)

... return (uw[0]/uw[2],uw[1]/uw[2],1)

sage: UIIIF=[mu(polpunto(p)) for p in UIII]

sage: UF=UI+UII+UIIIF

sage: from random import randrange

sage: random_index = randrange(len(PGII))

sage: p=PGII[random_index]

sage: p not in U+UIIIF,p

(True, (c^4 + c^3 + 2*c^2 + c, 2*c^5 + c^3 + 2*c^2, 1))

De forma aleatoria, el programa escoge como punto exterior de tipo II a Q = (c4 + c3 + 2c2 + c, 2c5 + c3 +
2c2, 1).

sage: H1=[l for l in PGI if p[0]*l[0]+p[1]*l[1]+p[2]*l[2]==0]

sage: H2=[l for l in PGII if p[0]*l[0]+p[1]*l[1]+p[2]*l[2]==0]

sage: H3=[l for l in PGIII if p[0]*l[0]+p[1]*l[1]+p[2]*l[2]==0]

sage: len(H1),len(H2),len(H3)

(1, 81, 648)

A partir de lo anterior, observamos que:

1. Existe 1 recta de tipo I que pasa por Q.

2. Existen 81 rectas de tipo II que pasan por Q.

3. Existen 648 rectas de tipo III que pasan por Q.
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sage: T1=[l for l in H1 if len([s for s in U if s[0]*l[0]+s[1]*l[1]+s[2]*l[2]==0])==1]

sage: T2=[l for l in H2 if len([s for s in U if s[0]*l[0]+s[1]*l[1]+s[2]*l[2]==0])==1]

sage: T3=[l for l in H3 if len([s for s in U if s[0]*l[0]+s[1]*l[1]+s[2]*l[2]==0])==1]

sage: len(T1),len(T2),len(T3)

(0, 0, 28)

Dado lo anterior, observamos que existen sólo 28 rectas de tipo III que pasan por Q y son tangentes a H.

sage: A1=[p for p in U for t in T1 if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]

sage: A2=[p for p in U for t in T2 if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]

sage: A3=[p for p in U for t in T3 if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]

sage: A=A1+A2+A3

sage: len(A1),len(A2),len(A3)

(0, 0, 28)

A partir de lo anterior, observamos que existen sólo 28 puntos de tipo III que son pies de tangencia en H.

sage: PGII=set(PGII)

sage: T2=set(T2)

sage: for t in PGII-T2:

... S=[p for p in A if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]

... if len(S)>2:

... print(t,len(S))

((2*c^5 + 2*c^4 + c^3 + c^2 + 2*c, 2*c^5 + 2*c^4 + c^3 + c^2 + 2, 1), 28)

Dado lo anterior, observamos que la única recta que contiene a todos los puntos de τQ(H) es 2c5 + 2c4 + c3 + c2 + 2c
2c5 + 2c4 + c3 + c2 + 2

1

 ,
y que no existe otra recta que contenga más de 2 puntos de τQ(H).

Definimos TF1, TF2 y TF3 con TF3F como el conjunto de las rectas de H1, H2 y H3 que son tangentes a U ,
respectivamente.

sage: TF1=[l for l in H1 if len([s for s in UF if s[0]*l[0]+s[1]*l[1]+s[2]*l[2]==0])==

1]

sage: TF2=[l for l in H2 if len([s for s in UF if s[0]*l[0]+s[1]*l[1]+s[2]*l[2]==0])==

1]

sage: TF3=[l for l in H3 if len([s for s in UI+UII if s[0]*l[0]+s[1]*l[1]+s[2]*l[2]==0

])==1]

sage: TF3F=[l for l in H3 if len([s for s in UIIIF if mu(l)[0]*mu(s)[0]+mu(l)[1]*mu(s)

[1]+mu(l)[2]*mu(s)[2]==0])==1]

sage: len(TF1),len(TF2),len(TF3),len(TF3F)

(0, 0, 0, 28)
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A partir de lo anterior, observamos que existen sólo 28 rectas de tipo III que pasan por Q y son tangentes
a U .

Definimos AF1, AF2, AF3 y AF3 como el conjunto de pies de tangencia de las rectas de TF1, TF2, TF3 y
TF3F, respectivamente. Definimos AF:= τQ(U ).

sage: AF1=[p for p in UF for k in TF1 if p[0]*k[0]+p[1]*k[1]+p[2]*k[2]==0]

sage: AF2=[p for p in UF for k in TF2 if p[0]*k[0]+p[1]*k[1]+p[2]*k[2]==0]

sage: AF3=[p for p in UI+UII for k in TF3 if p[0]*k[0]+p[1]*k[1]+p[2]*k[2]==0]

sage: AF3F=[p for p in UIIIF for k in TF3F if mu(k)[0]*mu(p)[0]+mu(k)[1]*mu(p)[1]+mu(k

)[2]*mu(p)[2]==0]

sage: AF=AF1+AF2+AF3+AF3F

sage: len(AF1),len(AF2), len(AF3), len(AF3F)

(0, 0, 0, 28)

Dado lo anterior, observamos que existen sólo 28 puntos de tipo III pies de tangencia de U .

sage: TF2=set(TF2)

sage: for t in PGII-TF2:

... SF=[p for p in A if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]

... if len(SF)>2:

... print (t,len(SF))

((2*c^5 + 2*c^4 + c^3 + c^2 + 2*c, 2*c^5 + 2*c^4 + c^3 + c^2 + 2, 1), 28)

A partir de lo anterior, observamos que la única recta que contiene a todos los puntos de τQ(U ) es 2c5 + 2c4 + c3 + c2 + 2c
2c5 + 2c4 + c3 + c2 + 2

1

 ,
y que no existe otra recta que contenga más de 2 puntos de τQ(U ).

sage: polpunto((2*c^5 + 2*c^4 + c^3 + c^2 + 2*c, 2*c^5 + 2*c^4 + c^3 + c^2 + 2, 1))

(c^4 + c^3 + 2*c^2 + c, 2*c^5 + c^3 + 2*c^2, 1)

Dado lo anterior, observamos que Qβ es la recta que contiene los puntos de τQ(H) y QβF es la recta que
contiene los puntos de τQ(U ).

sage: set(AF3F)==set([mu(polpunto(s)) for s in A3])

False

A partir de lo anterior, observamos que los puntos de tipo III de τQ(H) no están en correspondencia bajo
µβ con los puntos de tipo III de τQ(U ).
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D.3. Los pies de tangencia de un punto Q, de tipo III, sobre U son colineales
en PG(2, 36)

En la siguiente secuencia mostramos que los pies de tangencia de un punto Q, de tipo III, en U son
colineales en Fig(36) y la recta que contiene a tales puntos es QβF .

sage: q=3

sage: K6.<c>=GF(q^6)

sage: PGI=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x==x^(q^2) and y==y^(q^2))]+[(x,1,0) fo

r x in K6 if x==x^(q^2)]+[(1,0,0)]

sage: PGII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x^(q^2))*(y-y^(q^4))==(y-y^(q^2))*(x

-x^(q^4)) and (x!=x^(q^2) or y!=y^(q^2))]+[(x,1,0) for x in K6 if x!=x^(q^2)]

sage: PGIII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x^(q^2))*(y-y^(q^4))!=(y-y^(q^2))*(

x-x^(q^4))]

sage: U=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if x^(q^3+1)+y^(q^3+1)+1==0]+[(x,1,0) for x i

n K6 if x^(q^3+1)+1==0]

sage: UI=[p for p in U if (p[0]==p[0]^(q^2) and p[1]==p[1]^(q^2))]

sage: UII=[p for p in U if (p[0]-p[0]^(q^2))*(p[1]-p[1]^(q^4))==(p[1]-p[1]^(q^2))*(p[0

]-p[0]^(q^4)) and (p[0]!=p[0]^(q^2) or p[1]!=p[1]^(q^2))]

sage: UIII=[p for p in U if (p[0]-p[0]^(q^2))*(p[1]-p[1]^(q^4))!=(p[1]-p[1]^(q^2))*(p[

0]-p[0]^(q^4))]

sage: def polpunto(p):

... if p[2]^(q^3)!=0:

... return (K6(p[0]^(q^3)/p[2]^(q^3)),K6(p[1]^(q^3)/p[2]^(q^3)),1)

... else:

... if p[1]^(q^3)!=0:

... return (K6(p[0]^(q^3)/p[1]^(q^3)),1,0)

... else:

... return (1,0,0)

sage: def mu(v):

... u=vector((v[0]^(q^2),v[1]^(q^2),1))

... w=vector((v[0]^(q^4),v[1]^(q^4),1))

... uw=u.cross_product(w)

... return (uw[0]/uw[2],uw[1]/uw[2],1)

sage: UIIIF=[mu(polpunto(p)) for p in UIII]

sage: UF=UI+UII+UIIIF

sage: from random import randrange

sage: random_index = randrange(len(PGIII))

sage: p=PGIII[random_index]

sage: p not in U+UIIIF,p

(True, (c^5 + 2*c^2 + c + 1, 2*c^5 + 2*c^3 + 2*c^2 + c + 2, 1))

De forma aleatoria, el programa escoge como punto exterior de tipo III a Q = (c5 + 2c2 + c + 1, 2c5 +
2c3 + 2c2 + c+ 2, 1).

Definimos H3F como el conjunto de rectas de tipo III incidentes a Q en Fig(36).

sage: H1=[l for l in PGI if p[0]*l[0]+p[1]*l[1]+p[2]*l[2]==0]

sage: H2=[l for l in PGII if p[0]*l[0]+p[1]*l[1]+p[2]*l[2]==0]

sage: H3=[l for l in PGIII if p[0]*l[0]+p[1]*l[1]+p[2]*l[2]==0]
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sage: H3F=[l for l in PGIII if mu(l)[0]*mu(p)[0]+mu(l)[1]*mu(p)[1]+mu(l)[2]*mu(p)[2]==

0]

sage: len(H1),len(H2),len(H3),len(H3F)

(0, 91, 639, 639)

A partir de lo anterior, observamos que:

1. No existen rectas de tipo I que pasan por Q.

2. Existen 91 rectas de tipo II que pasan por Q, con la incidencia usual.

3. Existen 639 rectas de tipo III que pasan por Q, con la incidencia de Figueroa.

sage: T1=[l for l in H1 if len([s for s in U if s[0]*l[0]+s[1]*l[1]+s[2]*l[2]==0])==1]

sage: T2=[l for l in H2 if len([s for s in U if s[0]*l[0]+s[1]*l[1]+s[2]*l[2]==0])==1]

sage: T3=[l for l in H3 if len([s for s in U if s[0]*l[0]+s[1]*l[1]+s[2]*l[2]==0])==1]

sage: len(T1),len(T2),len(T3)

(0, 3, 25)

Dado lo anterior, observamos que:

1. No existen rectas de tipo I que pasan por Q y son tangentes a H (esto es claro pues no hay rectas de
tipo I que pasen por un punto de tipo III).

2. Existen 3 rectas de tipo II que pasan por Q y son tangentes a H.

3. Existen 25 rectas de tipo III que pasan por Q y son tangentes a H.

sage: A1=[p for p in U for t in T1 if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]

sage: A2=[p for p in U for t in T2 if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]

sage: A3=[p for p in U for t in T3 if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]

sage: A=A1+A2+A3

sage: len(A1),len(A2),len(A3)

(0, 3, 25)

Dado lo anterior, observamos que:

1. No existen puntos de tipo I que sean pies de tangencia de Q en H.

2. Existen 3 puntos de tipo II que son pies de tangencia de Q en H.

3. Existen 25 puntos de tipo III que son pies de tangencia de Q en H.

sage: PGIII=set(PGIII)

sage: T3=set(T3)

sage: for t in (PGIII-T3):

... S=[p for p in A if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]

... if len(S)>2:

... print(t,len(S))
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((c^4 + c^2 + 2*c + 1, c^2 + 2*c + 2, 1), 28)

Dado lo anterior, observamos que la única recta que contiene a todos los puntos de τQ(H) es c4 + c2 + 2c+ 1
c2 + 2c+ 2

1

 ,
y que no existe otra recta que contenga más de 2 puntos de τQ(H).

Definimos TF3 como el conjunto de rectas de H3F que son tangentes en puntos de tipo I o de tipo II a U
y TF3F como el conjunto de rectas de H3F que son tangentes en puntos de tipo III a U .

sage: TF1=[l for l in H1 if len([s for s in UF if s[0]*l[0]+s[1]*l[1]+s[2]*l[2]==0])==

1]

sage: TF2=[l for l in H2 if len([s for s in UF if s[0]*l[0]+s[1]*l[1]+s[2]*l[2]==0])==

1]

sage: TF3=[l for l in H3F if len([s for s in UI+UII if s[0]*l[0]+s[1]*l[1]+s[2]*l[2]==

0])==1]

sage: TF3F=[l for l in H3F if len([s for s in UIIIF if mu(l)[0]*mu(s)[0]+mu(l)[1]*mu(s

)[1]+mu(l)[2]*mu(s)[2]==0])==1]

sage: len(TF1),len(TF2),len(TF3),len(TF3F)

(0, 3, 0, 25)

Dado lo anterior, observamos que:

1. No existen rectas de tipo I que pasan por Q y sean tangentes a U (esto es claro pues no hay rectas de
tipo I que pasen por un punto de tipo III).

2. Existen 3 rectas de tipo II que pasan por Q y son tangentes a U .

3. No existen rectas de tipo III que pasan por Q y sean tangentes en puntos de tipo I o tipo II a U .

4. Existen 25 rectas de tipo III que pasan por Q y son tangentes a U .

sage: AF1=[p for p in UF for k in TF1 if p[0]*k[0]+p[1]*k[1]+p[2]*k[2]==0]

sage: AF2=[p for p in UF for k in TF2 if p[0]*k[0]+p[1]*k[1]+p[2]*k[2]==0]

sage: AF3=[p for p in UI+UII for k in TF3 if p[0]*k[0]+p[1]*k[1]+p[2]*k[2]==0]

sage: AF3F=[p for p in UIIIF for k in TF3F if mu(k)[0]*mu(p)[0]+mu(k)[1]*mu(p)[1]+mu(k

)[2]*mu(p)[2]==0]

sage: AF=AF1+AF2+AF3+AF3F

sage: len(AF1),len(AF2), len(AF3), len(AF3F)

(0, 3, 0, 25)

Dado lo anterior, observamos que:

1. No existen puntos de tipo I que sean pies de tangencia de Q en U .

2. Existen 3 puntos de tipo II que son pies de tangencia de Q en U .

3. No existen puntos de tipo I o II que sean pies de tangencia, de Q, de rectas de tipo III.

4. Existen 25 puntos de tipo III que son pies de tangencia de Q en U .
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sage: TF2=set(TF2)

sage: TF3F=set(TF3F)

sage: for t in (PGIII-TF3F):

... S2=[p for p in AF2 if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]

... S3F=[p for p in AF3F if mu(t)[0]*mu(p)[0]+mu(t)[1]*mu(p)[1]+mu(t)[2]*mu(p)[2

]==0]

... if len(S2)+len(S3F)>2:

... print (t,len(S2)+len(S3F))

((c^4 + c^2 + 2*c + 1, c^2 + 2*c + 2, 1), 28)

A partir de lo anterior, observamos que la única recta que contiene a todos los puntos de τQ(U ) es c4 + c2 + 2c+ 1
c2 + 2c+ 2

1

 ,
y que no existe otra recta que contenga más de 2 puntos de τQ(U ).

sage: polpunto((c^4 + c^2 + 2*c + 1, c^2 + 2*c + 2, 1))

(c^5 + 2*c^2 + c + 1, 2*c^5 + 2*c^3 + 2*c^2 + c + 2, 1)

Dado lo anterior, observamos que Qβ es la recta que contiene los puntos de τQ(H) y QβF es la recta que
contiene los puntos de τQ(U ).

sage: set(AF3F)==set([mu(polpunto(s)) for s in A3])

False

A partir de lo anterior, observamos que los puntos de tipo III de τQ(H) no están en correspondencia bajo
µβ con los puntos de tipo III de τQ(U ).
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E. Ejemplo Caṕıtulo 6

En este anexo presentamos un código de programación en SAGE que muestra un ejemplo donde los pies
de tangencia de un punto Q en un unital Ua,b, con b = b3

3

, como demostramos en el Teorema 6.5, forman un
arco en PG(2, 36).

E.1. Pies de tangencia de sobre un Ua,0 en PG(2, 36)

En el siguiente ejemplo mostramos que los pies de tangencia sobre un unital Ua,0 de un punto exterior Q
forman un 28-arco en PG(2, 36).

sage: q=3

sage: K6.<c>=GF(q^6)

sage: R.<x>=K6[]

sage: (x^2+1).factor()

sage: b=c^5 + c^3 + 2*c^2 + c

sage: L=K6.subfields()

sage: K2,f2=L[1]

sage: K3,f3=L[2]

sage: K2.inject_variables()

sage: K3.inject_variables()

sage: K1=[x for x in K6 if x==x^(q)]

sage: def nocuadrados(F):

... C=[k^2 for k in F]

... return [k for k in F if not k in C]

sage: noc=[f3(k) for k in nocuadrados(K3)]

sage: I=[(a,0) for a in K6 if (4*a^(q^3+1)) in noc]

sage: len(I)

sage: from random import randrange

sage: random_index = randrange(len(I))

sage: print(I[random_index])

sage: a=I[random_index][0]

sage: b=I[random_index][1]

sage: def polpunto(p):

... if K6((f3(r)*p[2])-K6(p[1]/2))!=0:

... return (K6((a*p[0]*2)/(2*f3(r)*p[2]-p[1])),K6((-p[2])/(2*f3(r)*p[2]-

p[1])),1)

... else:

... if K6(-p[1]/2)!=0:

... return (K6((a*p[0]*2)/(-p[1])),1,0)

... else:

... return (1,0,0)

sage: def mu(v):

... u=vector((v[0]^(q^2),v[1]^(q^2),1))

... w=vector((v[0]^(q^4),v[1]^(q^4),1))

... uw=u.cross_product(w)

... return (uw[0]/uw[2],uw[1]/uw[2],1)

...

sage: PGI=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x==x^(q^2) and y==y^(q^2))]+[(x,1,0) fo

r x in K6 if x==x^(q^2)]+[(1,0,0)]

sage: PGII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x^(q^2))*(y-y^(q^4))==(y-y^(q^2))*(x
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-x^(q^4)) and (x!=x^(q^2) or y!=y^(q^2))]+[(x,1,0) for x in K6 if x!=x^(q^2)]

sage: PGIII=[(x,y,1) for x in K6 for y in K6 if (x-x^(q^2))*(y-y^(q^4))!=(y-y^(q^2))*(

x-x^(q^4))]

Defining c2

Defining c3

(c^5 + c^2 + 2, 0)

De forma aleatoria, el programa escoge a = c5 + c2 + 2 y forzamos b = 0.

Definimos U:= Ua,0.

sage: U=[(x,a*x^2+b*x^(q^3+1)+f3(r),1) for x in K6 for r in K3]+[(0,1,0)]

sage: from random import randrange

sage: random_index = randrange(len(PGII))

sage: p=PGII[random_index]

sage: p not in U,p

(True, (2*c^5 + c^4 + 2*c^3 + 2, 2*c^5 + 2*c^4 + 2*c^3 + 2*c^2 + c + 1, 1))

De forma aleatoria, el programa escoge como punto exterior de tipo II a Q = (2c5 + c4 + 2c3 + 2, 2c5 +
2c4 + 2c3 + 2c2 + c+ 1, 1).

Definimos H1, H2 y H3 como el conjunto las rectas de tipo I, de tipo II y de tipo III que pasan por Q,
respectivamente.

Definimos T1, T2 y T3 como el conjunto de las rectas de H1, H2 y H3 que son tangentes a Ua,0, respecti-
vamente.

Definimos A1, A2 y A3 como el conjunto de pies de tangencia de las rectas de H1, H2 y H3, respectivamente.
Definimos F como el conjunto de todos los pies de tangencias de Q en Ua,0.

sage: F=[]

sage: for r in K3:

... Cr=[(x,a*x^2+f3(r),1) for x in K6]+[(0,1,0)]

... H1=[l for l in PGI if p[0]*l[0]+p[1]*l[1]+p[2]*l[2]==0]

... H2=[l for l in PGII if p[0]*l[0]+p[1]*l[1]+p[2]*l[2]==0]

... H3=[l for l in PGIII if p[0]*l[0]+p[1]*l[1]+p[2]*l[2]==0]

... T1=[l for l in H1 if len([s for s in Cr if s[0]*l[0]+s[1]*l[1]+s[2]*l[2]==0]

)==1]

... T2=[l for l in H2 if len([s for s in Cr if s[0]*l[0]+s[1]*l[1]+s[2]*l[2]==0]

)==1]

... T3=[l for l in H3 if len([s for s in Cr if s[0]*l[0]+s[1]*l[1]+s[2]*l[2]==0]

)==1]

... A1=[e for e in Cr for t in T1 if e[0]*t[0]+e[1]*t[1]+e[2]*t[2]==0]

... A2=[e for e in Cr for t in T2 if e[0]*t[0]+e[1]*t[1]+e[2]*t[2]==0]

... A3=[e for e in Cr for t in T3 if e[0]*t[0]+e[1]*t[1]+e[2]*t[2]==0]

... len(A1),len(A2),len(A3)

... for f in A1+A2+A3:

... F.append(f)

...

sage: len(F)
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28

A partir de lo anterior, observamos que |τQ(Ua,0)| = 28 = 33 + 1.

sage: rectas=[]

sage: for t in PGIII or PGII or PGI:

... S=[p for p in F if p[0]*t[0]+p[1]*t[1]+p[2]*t[2]==0]

... if len(S)>2:

... rectas.append((t,len(S)))

sage: len(rectas)

0

Dado lo anterior, observamos que las rectas que intersectan a τQ(Ua,0) no lo hacen en más de dos puntos.

Por lo tanto, τQ(Ua,0) es un 28-arco en PG(2, 36).
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