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DESARROLLO DE UN ALGORITMO DE ASIGNACION AUTOMATICA DE
EJERCICIOS COMO HERRAMIENTA DE APRENDIZAJE, BASADA EN EL
DESEMPENO DE LOS ESTUDIANTES.

La educacion es uno de los pilares fundamentales en la construccion de una sociedad
moderna, y es necesaria una constante adaptacion de las metodologias de ensenanza, en
particular, la introducciéon de nuevas herramientas tecnologicas que se enfoquen en comple-
mentar y profundizar el proceso de aprendizaje dentro y fuera del aula de clases, es de vital
importancia para llevar a cabo el proceso de ensenanza en la era digital. En los tdltimos
anos, los avances en técnicas de Machine Learning han permito el desarrollo de soluciones
de aprendizaje adaptativo para reforzar los contenidos vistos en clases. Estas soluciones han
tomado forma como aplicaciones web y softwares educativos que buscan apoyar el estudio
personal de un alumno, en base a su interacciéon con una variedad de elementos tales como
ejercicios, videos, pruebas estandarizadas, juegos, etc. Un proceso clave en el desarrollo de
estas plataformas es la inclusion de algoritmos que tomen en cuenta el rendimiento personal
de un alumno y que permitan introducir estrategias personalizadas que resulten idéneas para
reforzar y/o potenciar las debilidades y fortalezas del estudiante.

Esta tesis esta compuestas por 5 capitulos, y se enfoco en la realizacion de un algoritmo que
se adaptara al desempeno de un estudiante para desplegar en cada momento un ejercicio de
dificultad acorde, utilizando la técnica de Machine Learning correspondiente al Reinforcement
Learning. De igual manera, se estudiaron los principales conceptos teéricos relativos a los
método de Reinforcement Learning que son Programacion Dindmica y Monte Carlo. Ademas,
puesto que no se contaba con datos de estudiantes reales para monitorear la efectividad del
algoritmo trabajado, es que se ide6 un simulador de estudiante.

En el capitulo 1 se introduce en qué consisten a modo general los métodos de Progra-
maciéon Dinamica y Monte Carlo. En el capitulo 2 se presenta el trabajo, objetivos de este,
definiciones preliminares necesarias para entender los métodos utilizados, y el modelamiento
del problema aterrizandolo a estos métodos. Luego en el capitulo 3 se comienza a trabajar
y desarrollar téoricamente las formulas presentadas en el capitulo anterior para los métodos
mencionados anteriormente de Reinforcement Learning, y se desarrolla una extension de la
teoria estandar. Esto permite poder dejar expresiones programables y corroborar tedrica-
mente que estas formulas permiten encontrar lo que se busca. En el capitulo 4, se presentan
resultados respecto al comportamiento del simulador, para luego presentar los resultados
principales, correspondientes al algoritmo de decision, variando los parametros para presen-
tar distintos casos de interés usando el método de Programacion Dinamica o el de Monte
Carlo. Finalmente, en el capitulo 5, corresponde a la secciéon de anélisis y discusion de los re-
sultados presentados anteriormente, comparando ambos métodos, y la complejidad asociada
a estos respecto a los parametros asociados.
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Introducciéon

La educacion es uno de los pilares fundamentales en la construccion de la sociedad mo-
derna, la cual, al estar en constante cambio, repercute en los nuevos requerimientos en miras
al futuro, adaptando las metodologias de ensenanza a los nuevos escenarios, donde seran
protagonistas las nuevas generaciones. Con esto, y el uso de nuevas tecnologias se hacen mas
factibles metodologias que, anteriormente, sonaban utdpicas.

En Chile existe una alta tasa de cantidad de estudiantes por docente. Por ejemplo, en el
ano 2016, el promedio de estudiantes por docente de ensenanza bésica -en establecimientos
particulares subvencionados de la RM- fue de 30 (ver [19] p. 68 y 134), evidenciando la
necesidad de contar con nuevas herramientas tecnologicas, enfocadas en complementar y
profundizar el proceso de aprendizaje tanto dentro, como fuera del aula de clases, entrando
en el proceso de ensenanza en la era digital.

El uso efectivo de herramientas tecnologicas conlleva miltiples beneficios tales como ac-
ceso a contenido adaptativo, feedback inmediato, visualizacion de estadisticas, entre otros.
Més atn, el empleo de computadores u aplicaciones web entrega a los estudiantes préactica
en contenidos y habilidades base, permitiendo a profesores y docentes enfocar su labor de
manera individualizada, facilitando una mejor diferenciacion, lo que a su vez estimula que
los estudiantes encuentren un ritmo de estudio personalizado (ver [10] y [15]).

En los tltimos anos, los avances en técnicas de Machine Learning han permitido el desarro-
llo de soluciones de aprendizaje adaptativo para reforzar los contenidos vistos en clases, esto
lo entendemos como el desarrollo de algoritmos que tomen en cuenta el rendimiento personal
de un alumno y que permitan introducir estrategias personalizadas que resulten idéneas para
reforzar o potenciar las debilidades y fortalezas del estudiante. Estas soluciones han tomado
forma como aplicaciones web y softwares educativos que buscan apoyar el estudio personal
de un alumno. Ejemplos de estos desarrollos, en trabajos recientes se pueden encontrar:

e Plataformas para evaluaciones en linea basadas en métodos de prediccion de desempeno
por item o ejercicio, a partir de parametros de habilidad personal (ver [18]).

e Plataformas de educaciéon enfocadas en el aprendizaje de idiomas, tales como Duolingo,
basada en el uso de regresiones para el calculo de flujo de ejercicios en actividades de
reforzamiento (ver [17]), a partir de la incorporacién de un factor de memoria temporal.



El objetivo de este trabajo corresponde al desarrollo de una herramienta tecnologica de
aprendizaje adaptativo, que utilice el desempeno de un estudiante para presentarle a resolver
en cada momento ejercicios adecuados para su aprendizaje, es decir, que le sean desafiantes,
pero de un nivel de dificultad que aborde conocimientos con los que ya cuentan. Esto se
buscard lograr basado en la interacciéon entre un estudiante y un flujo de ejercicios que
permita incluir de manera activa el rendimiento personal del estudiante.

Para intentar lograr este objetivo, se exploraron técnicas de Machine Learning (ver [21]
y [11]), escogiendo entre estas y ahondando en los modelos de Reinforcement Learning (ver
[20] p. 73-114), debido a que por la naturaleza teérica permite una adaptacion natural al
problema. Paralelamente se estudi6 la formalizacion esténdar de los conceptos empleados, y
formaliz6 la extension propuesta, haciendo uso de técnicas asociadas a procesos estocasticos
tales como Markov Decision Process (ver [2, 8], y [12] p. 1-9, 43-153).

Se establecieron criterios para maximizar el aprendizaje a través de una disposicion ade-
cuada de los elementos con los que interactiia el estudiante, en especifico se desarroll6 un
algoritmo que optimiza el flujo de ejercicios en funcién del rendimiento de un estudiante,
lo cual se especificara mas adelante en esta tesis. Ademas se realizaron simulaciones del al-
goritmo desarrollado, con la perspectiva de medir el rendimiento e impacto en el apoyo a
actividades de docencia.



Capitulo 1

Marco Teoérico

Para el desarrollo del algoritmo que nos permita presentar un flujo adecuado de ejercicios
a los estudiantes, con un nivel adaptado al desempeno individual, se exploré en las técnicas
de Machine Learning, méas precisamente, en los modelos asociados al Reinforcement Lear-
ning, deteniéndose principalmente en dos, que son el que utiliza técnicas de Programacion
Dinémica, y el que utiliza técnicas de Monte Carlo. A continuaciéon hablaremos mas sobre
estos dos métodos con los que se trabajaron.

1.1. Meétodo de Programacién Dindmica

La Programacion Dinamica es un método de optimizacion matematica desarrollado por
Richard Bellman en 1953 (ver [6]). A grandes rasgos se refiere a la resolucién de un problema
complejo por medio de su descomposicion en problemas méas simples de manera recursiva.

En el contexto de optimizacion, se busca simplificar una decision descomponiéndola en
una secuencia de decisiones a lo largo del tiempo (o en sub problemas de optimizacion). Para
esto se define una secuencia de funciones de valor Vi, ..., V, que toman como parametros,
elementos de un conjunto S que llamaremos estados, y los indices de estas funciones, co-
rresponderan al tiempo discreto en que aparecen o se calculan (la funcion V;, es la funcion
de valor en el tiempo i). De modo que, V,,(s) corresponde al valor obtenido en el estado s
a tiempo n, y los valores anteriores Vi con i = n — 1,...,1 se calculan por medio de una
ecuacion recursiva denominada Ecuaciéon de Bellman.

1.1.1. Ecuacion de Bellman

Sea s; el estado del sistema a tiempo ¢ (elemento del conjunto 5), y se considera el conjunto
A, como las acciones posibles, que son elementos asociados a cada estado en un tiempo dado.
Ademés se usara la funcion T : S x A — S a aquella que recibe como pardametros un estado
en un tiempo dado y una accién asociada a ¢l en ese tiempo, y retorna el estado del siguiente
tiempo, es decir, s;11 = T(sy,a¢). Y por ultimo, se considera la funciéon de recompensa, que
depende de un estado y una accion, es decir, r(s,a).
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Dado un factor de descuento v € (0, 1) y un estado inicial sq € S, un problema de decision
a horizonte infinito toma la forma:

con la restricciones:
s¢ €8, sp1="T(s¢,a0), Vt € [0, 00)

Bellman introdujo el Principio de Optimalidad para descomponer el problema anterior:

Teorema 1.1 Principio de Optimalidad Una tdctica optima tiene la propiedad de que
cualquiera que sea el estado inicial y la decision inicial, son las decisiones restantes las que
deben constituir una tdctica optima en relacion con el estado resultante de la primera decision.

Inspirados en el principio de optimalidad, se considera la decisién inicial aparte de las

decisiones futuras, escribiendo el problema de decisiéon como:

ag

max {r(so, ap) + v+ |max E YVl r(sy,ap) tap € A, sppy = T(sy,ar), V> 0] }
at
t=1

con las restricciones:
ap € A, s1 = T(s0,a0)

Notemos que podemos simplificar la ecuacién por medio de la funcién valor

V(sg) = I%i"x {7"(50, ag) +7 - V(Sl)}

con las restricciones:
Qo € A, S1 = T(So, ao)

1.1.2. Ecuaciéon de Bellman en un problema estocastico

Si se considera lo anterior referido a la ecuacion de Bellman, pero para el caso en que la
funcion T no es determinista, es decir, depende de una funciéon de probabilidad P(s,1]|sq, a;)
que determina el estado siguiente s, 1, a partir de s; y a;. Se tiene que la caracterizacion de
la funcién de valor V' quedaria como:

V(so) = méﬁ {r(so, ap) + - Z P(sp1]st, ar) - V(sl)}

ap€
s1€S

Esta ultima caracterizacion recursiva de la funcion valor es la que nos permitira calcular
los V' de manera iterativa, buscando su convergencia.
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1.2. Método de Monte Carlo

Los métodos de Monte Carlo comprenden un conjunto de algoritmos no deterministas
usado para aproximar mediante el empleo de muestras aleatorias expresiones matemaéticas
complejas y costosas de evaluar con exactitud. Los métodos de Monte Carlo son usados
ampliamente en diversas areas, por ejemplo, en problemas fisicos que son particularmente
eficientes para simular sistemas con muchos grados de libertad, tales como fluidos, materiales
desordenados y estructuras celulares (ver [11 [7]).

Debe su nombre en referencia al Casino de Monte Carlo, que era considerada la capital de
los juego de azar décadas atras, es posible pensar en el juego de la ruleta como un generador
simple de ntimeros aleatorios, y por otro lado, todo método de Monte Carlo debe estar
construido a partir de un generador de niimeros aleatorios que sea sencillo de implementar.

El método de Monte Carlo proporciona soluciones aproximadas a una gran variedad de
problemas matematicos, posibilitando la realizacién de experimentos con muestreos de nu-
meros pseudoaleatorios en una computadora. El método es aplicable a cualquier tipo de
problema estocéstico o determinista.

Como ejemplo para ilustrar la potencia del método de Monte Carlo, se puede considerar
el problema de integrar de manera aproximada una funcién continua f : [0,1] — [0, 1], el
método de Monte Carlo genera puntos aleatorios uniformemente distribuidos en el cuadrado
[0,1]2, y con eso se define una variable aleatoria X ~ Bernoulli(p) que es 1 si el punto cae
bajo la curva y 0 si cae sobre ella, resultando que E(X) = fol f(z) dz, y por la Ley de los
grandes nimeros es sabido que es posible estimar la esperanza por el promedio muestral
de las v.a. Xq,..., X, generadas:

1 = X;
E(X)~ — -
(X) n;n

Considerando como n, el nimero de muestras o datos, este método tiene un error absoluto
de la estimacion que decrece como \/iﬁ, obtenido por el teorema central del limite.



Capitulo 2

Presentacion del trabajo

El concepto de Aprendizaje Reforzado es uno de los principales paradigmas del Aprendi-
zaje de Maquinas y busca establecer las acciones que un agente debe realizar en un ambien-
te para maximizar alguna recompensa. Su estudio es de amplia generalidad, encontrandose
ejemplos en areas tales como la teoria de juegos, la teorfa de control, la investigacion de
operaciones, entre muchas otras (ver [9] y [14]).

El aprendizaje reforzado encuentra su base matemaética en lo que se denominan Procesos
de Decision Markovianos (o MDPs), un tipo de proceso estocastico a tiempo discreto que
permite modelar la interacciéon de un agente con un ambiente externo a través de un conjunto
de reglas aleatorias. Los MDPs corresponden a una extension de las cadenas de Markov y es
posible establecer condiciones en las que un MDP reduce a una cadena Markov usual (ver
[12], pag. 167).

2.1. Objetivo del trabajo

El objetivo principal de este trabajo corresponde al desarrollo de un algoritmo de estrategia
6ptima que servira de base a la implementacion de una herramienta tecnolégica de aprendizaje
adaptativo basada en la interaccion entre un estudiante y un flujo de ejercicios de nivel de
dificultad variable, y que busca maximizar el rendimiento promedio del estudiante.

Ademés, puesto que no se cuenta con datos reales de estudiantes, ni con una plataforma
para obtener estos datos, es que se cred6 una funcién de distribuciéon de probabilidad que
permita simular un estudiante para realizar las pruebas y obtener los resultados que se
mostraran més adelante, pudiendo asi probar el comportamiento del algoritmo realizado en
el trabajo principal.

2.2. Definiciones Preliminares

En este capitulo se introduciran las definiciones matematicas basicas que permitiran for-
malizar los conceptos de aprendizaje reforzado mediante MDPs. La mayoria de estas, son las
definiciones estandar que se pueden encontrar en libros que toquen el tema de las MDPs (ver
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[12]), y se incluy6 la variante de considerar una variable de observacion externa, cuya idea
surgi6 de una tesis doctoral que explora algoritmos de RL y su interacciéon con humanos,
para mejorar el aprendizaje educativo (ver [16]).

Definicion 2.1 Conjunto de Estados/Acciones
Consideraremos S y A dos conjuntos finitos. Un elemento s € S se denominara estado y un
elemento a € A accion.

Definiciéon 2.2 Tdctica
Dados un conjunto de estados S, y un conjunto de acciones A, se denominara tdctica a una
funcion m: S x{0,1} x A — [0,1], tal que Vs € S, o € {0,1} se tiene que Zw(s,o, a) =1

acA
(es decir, ¥ (s,0) € S x {0,1}, 7(s,0,-) es una distribucion de probabilidad en A).

Se conoce como tdctica determinista a aquellas tdcticas que estdn asociadas a que todas
las distribuciones de probabilidad asociadas sean puntuales. En este caso, para cada tdctica
determinista ™ construimos una nueva funcion: ©: S x {0,1} — A, donde 7(s,0) = a, con
a el dnico a € A tal que 7(s,0,a) = 1.

Definiciéon 2.3 Funcion de recompensa
Llamaremos funcion de recompensa a una funcion r : S x {0,1} x A — R. También
definimos el conjunto de recompensas como R = {r(s,0,a)|s € S, 0 €{0,1}, a € A}.

Definiciéon 2.4 Probabilidad de transicion

Dados s € S, o € {0,1}, a € A, consideremos una funcion ps,. : S — [0,1], tal que
Zpsyo,a(s') = 1. Es decir, psoq €5 una funcion de probabilidad sobre S. Denotaremos por
s'eS

P( - |s,0,a) := psoa(-) a un elemento de la familia de probabilidades de transicion.

Observacion A lo largo de este trabajo se denotara por p a la familia de probabilidades de
transicion. Ademas se usaré, siempre que no exista ambigiiedad, la palabra probabilidad para
referirse tanto a la funcion como al valor entre 0 y 1 que obtenemos a partir de una de estas
funciones.

Definicion 2.5 Agente de Decisiones con Recompensas y Observaciones
Dados S, A,m,r,p, un Agente de Decisiones con Recompensas y Observaciones (o
ADRO), estard definido por los siguientes procesos estocdsticos:

e X, cont e N de variables aleatorias sobre S.

e O, cont € N de variables aleatorias sobre {0,1}. Se le llamard observacion a una
realizacion de Oy.

o Y,, cont €N de variables aleatorias sobre A.



o Rii1, cont €N de variables aleatorias sobre R.

Cuya distribucion de probabilidades vendrd definida de manera inductiva sobre t € N por:

o Considerando como Xy = sg € S, y recibiendo una observacion externa Oy a partir
de una distribucion de Bernoulli. Luego se prosiguen los siguientes pasos, de manera
iterativa.

o FEstando en una realizacion de Xy, y una observacion Oy, se obtiene una realizacion Y;
a partir de la distribucion de probabilidad w( - | X, Oy).

o Luego se obtiene una realizacion (X1 1, Ry11) de la distribucion de probabilidad P(-, -| X, Yy, Oy).

o Entonces se obtiene una realizacion O;yq1 a partir una distribucion de probabilidad de
Bernoulli de pardmetro \ que depende de X;11 (es decir, N(Xi11) o A = F(Xy11), con
F una funcion por determinar en el capitulo de Simulaciones y Resultados).

TR, _a
\@

Figura 2.1: Diagrama de flujo

e Los circulos indican las variables del proceso.

e Los rectdngulos indican las funciones que aparecen en el proceso.

e La flecha azul indica la dependencia de una variable hacia otro proceso,
que es exterior y por tanto, a priori no se controla.

e Las flechas rojas indican las variables output de las funciones.

e Las flechas negras indican las variables que reciben como pardmetros
o input las funciones.

Definicion 2.6 Recompensa acumulada
[e.e]

Dado un ADRO, se denomina la recompensa acumulada a la v.a. Gy = Z”yi c Ry
i=0
Donde v € (0,1) se denomina factor de descuento.
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Definiciéon 2.7 Funcion de valor optimo

Se define v, la funcion de valor, por:
V() =E;(Go | Xo =5s), Vse€ S
Y dado s € S, se denotard v*, la funcion de valor optimo a:

v*(s) = mj}x V()

2.3. Intuiciones que motivan las definiciones

En el contexto del problema a desarrollar, se daran interpretaciones de las definiciones
dadas previamente.

El conjunto de estados S (cf Definicion 2.1) representa al conjunto de paquetes de
ejercicios con el que se trabajaran, mediante una coleccion de enteros (Ej: S = {1,...,10}).
Un elemento s € S representa un conjunto de ejercicios de nivel s, por lo que se considerara
que al volver a un mismo nivel nunca se desarrollard exactamente el mismo ejercicio.

Por otro lado, el conjunto de acciones A corresponde al nivel que tiene mas probabili-
dades de resultar ser el siguiente nivel de ejercicio en desplegarse.

La observacion (cf Definiciéon 2.5 ) da cuenta del rendimiento del estudiante en un
determinado momento para cierto ejercicio, reflejandose con valor 0 si es incorrecto, y 1
si es correcto (la distribucion de probabilidad que le da forma a este resultado, la cual
anteriormente se presenté como la funcion F'; es la que nos permite simular al estudiante).
Esto permite interpretar la tactica (cf Definicién 2.2) como la estrategia a seguir por el
agente (méaquina) para decidir por cierta accién, una vez que se estd en un estado y se ha
observado un rendimiento determinado.

Por otro lado, la recompensa busca representar el grado de aprendizaje de un alumno en
un ejercicio y la funcién de recompensa corresponde a la distribuciéon de probabilidad que
determina el comportamiento del proceso estocéastico, de que estando en un estado s € S,
habiéndose considerado una accién a € A, y una observacion o, se pase a un estado s’ € S,
junto con una recompensa r € R. Es decir, una vez que el estudiante ha contestado un
ejercicio, y el sistema considera la acciéon a tomar, basdndose en un componente azaroso
conocido se determina el siguiente ejercicio en el flujo.

Teniendo en consideracion el conjunto de estados S, el conjunto de acciones A, la tactica
7, la funcién de recompensa r, y la probabilidad de transicion p, el proceso estocastico (cf
Definiciéon 2.5) del modelo se define de manera inductiva en ¢ € N:

e Estando en una realizacion de X, y una observacion Oy, se utiliza la tactica w( - | Xy, Oy)
para determinar una accién Y; .

e Luego se obtiene la realizacion (X1, Ryy1) de la probabilidad de transicion P(s', 7| Xy, Y3, Oy).

e Entonces se espera una realizacion O, de la variable aleatoria que vendria siendo la
respuesta o rendimiento del alumno en el ejercicio Xy..
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El factor de descuento es el que regulara la relevancia de las recompensas mas cercanas
en comparacion a las futuras.

Finalmente, la funcién de valor es el valor que para cada estado se buscara maximizar,
siendo la funcién de valor 6ptimo la solucién del problema optimizado con su correspon-
diente 7 tactica 6ptima.

2.4. Modelamiento del problema

Dada la funcién de valor 6ptimo v* definida en el capitulo 1, nos enfocaremos en encontrar
una tactica m que maximice v,, de esta manera podremos encontrar una téactica 7 que
permitira obtener v*, construyendo valores cada vez mas cercanos al 6ptimo deseado.

Para esto, recurriremos principalmente a dos métodos, los cuales son el Método de
Programacion Dinamica y el Método de Monte Carlo. Ambos métodos se enfocan en
la manera en que se calculan parcialmente los v,, a partir de una determinada téactica w. A
esta fase se le llama Evaluacion.

Luego, una vez calculado v,, este se utiliza para actualizar la tactica, buscando una que
mejore el resultado parcial que se tiene. A esta fase se le llama Mejora. Si efectivamente la
tactica cambia, y mejora significativamente el resultado en comparacion a la tactica anterior,
se vuelve a realizar la primera fase, y asi se itera.

El primer método, esto es Programacion Dinamica, se enfoca en la resolucion del problema
de manera recursiva iterando valores parciales y no equilibrados (aproximados) de los v,, para
ir logrando mejores aproximaciones en cada iteracion.

El segundo método, esto es Monte Carlo, se basa en realizar muchas simulaciones del
problema a partir de valores aleatorios o con alto componente probabilistico, para asi calcular
los correspondientes v, de la estrategia utilizada para dichas simulaciones.

Respecto a las ecuaciones utilizadas en el método de Programacion Dindmica, la solucion
directa del sistema de ecuaciones es de alta complejidad computacional (ver [20]), por lo
tanto para resolverla se prefiere un método iterativo.

A continuacién presentaremos una revision general de ambos métodos aplicados en con-
textos de optimizacion.
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Capitulo 3

Trabajo Teérico Matematico

En esta seccion, se profundizaré en el desarrollo matematico y base tedrica que sustenta
los modelos a utilizar y por ende el presente trabajo.

3.1. Meétodo de Programacién Dinamica

En este método, dada una funciéon Vj, se calcula V;, mediante los valores de V. Luego de
la misma forma que para Vj, se calcula V, (pero ahora utilizando V;, en vez de Vp), y asi
sucesivamente, obteniendo una sucesion (V},),, la cual converge a la funcion v,, demostrando
esto ultimo en este capitulo. Para esto, primero veamos una propiedad que cumplen todas
las funciones de valor v, (desarrollo basado en [13] donde se realizan las demostraciones para
el caso de la teoria estandar). Ademads, se us6 como inspiracion un contenido particular de
una tesis (ver [I6] p. 12) para incorporar las variables de observacion en el proceso (idea
secundaria de la tesis mencionada, pero principal para el presente trabajo respecto a lo que
aporta directamente), y luego desarrollar la extension a la teoria correspondiente.

3.1.1. Teoria estandar

En primer lugar se presentara el lema [3.I} que es un resultado parcial que después se
utilizara para demostrar tanto el lema y la proposicion [3.4] Luego se pasara a replicar
estos resultados, pero en el contexto de una extension del problema.

Lema 3.1 Dado un ADRO, y una funcion v, definida por

V() = E, <Z R ‘ X = s) , se cumple lo siguiente:
n=0

UW(S) = Zp(0|5) : Z]P)(j‘S,O,W(S,O)) ' [T(S,O,W(S,O),j) +7- E. (Z 771 ’ Rn+2 ‘ X, = ])]

n=0

11



DEMOSTRACION.
Ur(s) = Eq <Z Y Raga ‘ Xo = S)
n=0
= Zp(0|8) B, (Z - Ry
o n=0

XOZS,O():0>

= Zp(0|5) ’ ZP(ﬂS,O,ﬂ'(S,O)) -En (Z,}/n - Rop ) Xo=5,00=0,X, = ])
= Zp(0|s) : ZP(j|S’O77T(570)) Er (Rl + Z,yn : Rn—H ‘ Xo = 3700 = 0, X = ])
= Zp(0|s) ’ ZP(j|S’O77T(S>O))'

E. (r(Xo, O, m(X0,00), X1) + Y 7"+ Rup1 | Xo=5,00 =0, X; = j)
n=1

r(s,0,7(s,0),7)+

= 3 lols) - Y BUls,0,7(5,0))
K, (Z 7" Ry

= Zp(0|8) . ZP(ﬂSvO’W(S?O)) :

X0:37OO:0aX1:j)

T(S,O,’TF(&O),].) +E; (Z/yn ’ Rn+1 X :])]
n=1

=)
)

— 0a(s) :2p<o|s>-ZP<j\s,om<s,o>>~[ms,om(s,o),j)+7-Eﬂ (Zvn-m X, :j>]
J n=0 o

- Zp(0|5) ’ ZPU’S?QW(S?O)) ) T(S, 077T<S70)7j) + Ex (Z 7n+1 Ry

= Zp(0|5) ’ ZPU’S?QF(S’O» ’ T(S,O,W(S,O),j) +7-Er (ZV” “Ryio

Continuando el desarrollo obtenido del lema se demostrara el siguiente lema.

Lema 3.2 Dado un ADRO, entonces v, satisface:

vn(s) = 3o plols) - Yo B(ils.0m(s.0)) - (v(s.07(s.0).) +7 - s(7))
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DEMOSTRACION.

Ua(s) = Zp(o\s) : Z]P’(j]s,o,ﬂ(s,o)) - |r(s,0,7(s,0),5) +v-Ex (Z Y- Rpyo | X1 = j)

r(s,0,7(s,0),5) +7 - Exr (Z V' R | Xo = j)

n=0

= ZP(O‘S) ) ZP(]"S,O,W(S,O)) )
= Zp(o\s) : ZIP’(]’]S,O,W(S,O)) : :7’(8,0,7?(8, 0),7)+- U,,(j)}

= vs(s) = 3 plols) - Y P(ls.0m(s.0)) - (v(s.07(s.0).3) +7 - s()) a

Proposicién 3.3 Dado un ADRO y 0 < v < 1, se considera la funcion T™ : RISl — RISI,
tal que para V € RISl y s € S, se define como:

T(V)(s) = 3 plols) - D Plils.0.m(s.0)) - (r(s.0m(s.0).5) +7- V(7))

Dado cualquier V € RIS, tenemos que T}LIEO(T“)”(V) =V, .

A continuaciéon el objetivo es demostrar que T™ es contractante en el espacio normado
(RI®1 ]| -||o). Luego con esto se tendria que T™ tiene un tnico punto fijo, siendo este v, que
es lo que se busca demostrar. Esto ultimo se debe a que todo punto fijo de T satisface la
ecuacion del lema (resulta directo verificar que v, es punto fijo de 7), y por el Teorema
de punto fijo de Banach (ver [5]), existe un tnico V* € RI¥l tal que T7(V*) = V*, el cual
resulta ser el limite obtenido a partir de la sucesion (77)"(V), para un V € RI®! arbitrario
(teniendo que T'™ es contractante, se logra verificar que cada término de la sucesion cada vez
estd mas cerca de V*). Por lo anterior, se deduce que v, es este unico punto fijo.

DemosTrACION. Sean U,V € RIS entonces tenemos que:

T (V)(s) = T"(U)(s)| =

> plels) - Y B(ls,0.7(5,0)) - (r(s.0m(s.0).5) +7- V() -

Zp(0|s) . ZIP’(j]s, 0,7(s,0)) - (T(S, 0,m(8,0),7)+- U(]))‘

> plols) - Y- B(ls.0,7(5.0)) -7+ (V(5) U<j>>|
< 3 plols)- Yo Blils.0.7(s,0) -+ [V(5) = UG)
< ZP(O|S) ’ ZP(ﬂS,O,ﬂ'(S,O)) A HV - UHOO
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1

=7- HV—U||oo-ZP(O\S)-ZPUI&O ;0))

J/

1
=7 [V =Ulls < [[V=Ullx
= |[T"(V) = T™(U)lloc < ||V = Ulls
Con lo que se demuestra que la funciéon T™ es contractante. O

Proposicion 3.4 Dado un ADRO y 0 < v < 1, sea v* la funcion de valor éptimo definida
mds arriba. La funcion v* satisface para cada s € S lo siguiente:

=" plols) - mix {Z P(jls,0.a) - (r(s,0,a,5) +7- v*(j))}

jes
DEMOSTRACION. Sea 7 una tactica determinista.

Luego, considerando m = (a, 7) tenemos que:

v*(s) = méxwv,(s) y usando el lema

_ méX{Zmo\s)-ZP(jrs,o,ﬂs,o»- r(s,0.7(5,0),5) + 7+ Ex (ZV”‘R“” . :’) }
W ZP(O‘ maX ZIP’ (7ls,0,7(s,0)) - |r(s,0,m(s,0),j) +~v-E; (Z'Yn'RnH X4 :j) }

= E p(o|s) - max E P(j|s, 0, a0) 7’(370,a0,j)+7'Eﬁ<E 7”'Rn+2‘X1=j> }
(ap,)
o n=0

= plols) - mix > _P(jls;0,a0) - (s, 0,a0,5) + 7 Ex (Zvn-RHH\Xo:j) }
o n=0

(ap,)

2
{3
{3
= Yol max{zp 15,0, a0) :7’(3,07a07j)+7-vfr(j)}}
"
{
{

:Zp(o|s max mé {ZIP’ |s,0,a0) - |:T<S707a07j)+’7'vfr(j)]}}
:Zp(0|5 max ZIP’ |s,0,a0)'[r(s,o,ao,j)—|—7'm7§riXUfr(j)]}

J

= > plols) -mix § S~ P13, 0,00) - r(s,0,00,5) + 7 v*(j)]}
=" plols) - mix {ZWS, 0,0) [1(s,0,0,7) +7 v (j)] }
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En donde en (1) se utilizé la independencia entre los valores de las acciones a considerar
para la primera instancia. O

Proposicion 3.5 (Teorema de punto fijo para MDP) v* es la dnica funcion que satisface el
teorema anterior.

DemosTRACION. Sea T : RISl — RIS tal que para V € RISl y s € S se define como:

T(V)(s) = Y plols) - miix {Z P(j]s,0,0) - [r(s,0,0,) + 7 V()] }

Analogamente a como se hizo antes con T, el objetivo es demostrar que T es contractante
en el espacio normado (RI¥!,|| - ||s). Con lo cual se tendria que T tiene tnico punto fijo,
siendo este v*, concluyendo asi la demostracion.

Sean U,V € RISl

[T(V)(s) = T(U)(s)| =

> p(ols) - m {Z P(jls,0.a) - [r(s,0.0,5) +7- V(j)] } -
> p(ols) - m {Z P(jls,0.a) - |r(s,0.a,5) +7- U(j)] }|
>l (mx {;Pors, 0,0) - [1(s,0,0,7) +7- V(j)] }
- mgx{ZMjrs,o,a)- r(s,0.0,5)+7-U()] })‘

J

<> plols) - ‘mgx{zle\s,o, a)- |r(s.0,a,) +7- vm]}

J

— méix {ZP(ﬂs,o, a) - [7‘(3,0, a,j)+y- U(j)} H
<Y plols)- ‘

<> plols) -~ méx {Z]P’(J'I&O, a)- [V (j) - U(j)|}

J

<9+ Y plols) - mix {Zws,o, @IV - U||oo}

1

v Irlé/iX {ZP(ﬂS;O, a) ' (V(]) - U(]))}

J

<7V =Ullss - Y plols) - méx ¢ > P(jls0,a)
o j
Y
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<AV =Ullee < [V =Vl

= [[T(V) = T(U)lloe < |V = Ulls

Teniendo asi demostrado que 7' es contractante. O

3.1.2. Extensién de la teoria: tactica dependiente de 2 estados

Ahora buscaremos extender la teoria a trabajar, con tacticas dependientes de los ultimos
dos estados en vez de solo el ultimo.

Como se vio anteriormente, se buscara demostrar la igualdad para la funciéon de valor v,
pero que ahora viene dada por una tactica con dependencia de dos estados, para esto primero
se demostrara el siguiente lema.

Lema 3.6 Dado un ADRO, la funcion de valor v, respectiva satisface lo siguiente:

va(8) = Zp(oo|s) . Z]P(sl\s,oo,ﬂ(s,oo)) : [T’(S,OO,W(S,O(]),Sl) +7- Zp(ol\sl)-

01

ZP(SQ|S7 Og, S1, 01, 71—(57 09, S1, 01)) . (T(Sh 01, 7T(87 0p, S1, Ol); 32)+

52

v - Ex (ZW” “Ry43 ‘ Xy = 82) )]
n=0
DEMOSTRACION.

V() = By (Z V" Ry | Xo = s>
n=0
= Zp(00|5> ’ ]EW <Z f)/n : Rn+1
o) n=0
= ZP(00|3) ’ ZP(81|570077T<8700)) -Er (Z ”Yn : Rn-‘rl
[e0] 51 n=0

XO = S,OO = 00)

Xo=5,00 =09, X1 = 31)

= Zp(00|3> ’ ZP(31|870077T<S700)) : ]E7r (Rl + Z’}/n : Rn+1 ‘ X() = S,O() = 00,X1 = S1
00 s1

n=1
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= Zp<00|s> ’ ZP(81|S7 0o, 7T(87 00)) ’ Eﬂ' <T(X07 007 ﬂ-(XO’ 00)7 X1)+
(o) S1
ZV" Ry ‘ Xo=5,00 =09, X; = 81)
n=1
= Zp(oo|s) : ZP(81|8,00,7T(8,00)) : [T(S,Oo,ﬂ'(s,Oo),Sl)—F
(o4} S1
o (Z V" B
n=1
= Zp(00|3) . ZIP(31|S,00,7T(8,00)) - |r(s,00,7(s,00),51) + Ex (Z YR | Xh = 31)]
00 S1 n=1

Xo = 5,00 = 09, X1 =S1>]

= ZP(OO|5) : ZP(31|570077"(5700)) +|7(s,00,7(s,00), 51) + Ex (Z Y R | Xy = 81)]
00 S1 n=0

= Zp(oo|s) . ZP(81|8,00,7T(8,00)) - |r(s,00,7(s,00),51) +7v-Ex (Z Y Ry ’ X = 31>]
(o4} S1

= Zp(00|8) : ZP(81|870077T(8700)) : T<370077T(S700>731)+
00 s1

X1 =351,0, —01>]

v - ZP01\51 (Z’Y Ry

Z (00]s) Z]P’ s1]8, 00, (8, 00)) - [7“(8,00,71’(3,00),81) +’y-2p(01|31)-

o1
E P(s2s, 00, 51, 01, (S, 00, 51,01)) - (E Y Rygo

52

00

X1 =51,01 =01, X9 = S2>]

Z (00]s) Z]P’ s1]8, 00, (8, 00)) - [r(s,oo,ﬂ(s,oo),sl) —i—’y—Zp(ol\sl)-

00 o1

ZP(S2|S>OO> $1,01,7(s,00,51,01)) - Ex (RQ + ZW” ‘R0 ’ X1 =51,01 =01,X9 = Sz) ]

59 n=1

= Zp(00|s) . Z]P)(sﬂs,ooﬂr(s,oo)) : [r(s,oo,ﬂ(s,o(]),sl) + - Zp<01|81)'

o1

ZP(82‘87 0p, S1, 01, 7T(87 0o, S1, 01)) : Eﬂ’ (T(Xh 017 7T<87 0o, X17 01)7 X2)+

52

ZV" : Rn+2 ‘ X1 =51,01 =01,X9 = 82)]
n=1
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- Z (00$) ZIP’ s1]8, 00, (8, 00)) - [7’(8,00,71'(5,00),81) +’y-2p(01|51)-

oo o1

ZIP’(32|S, 00, 81, 01, (8, 09, 81, 01)) - (r(sl, 01, m(8, 00, S1,01), S2)+

52
X1 =51,01 =01, X9 = 32) )]

Ex (Z 7"+ Ruya
n=1
= Z (00|s) ZIP (s1]s, 00, 7(s,00)) - [T(S,OO,W(S,OO),Sl) —|—7-Zp(01|51)-

00 o1

ZP(82|S7 0p, S1, 01, 7T(57 0o, 51, 01)) : <T<Sl7 01, ﬂ-(S7 09, 51, 01)7 82)+

52

E, (ZV” “Ryqo ‘ Xo = 82) )]
n=1

=) plools) ZIP’ s1]8, 00, (s, 00)) - [7"(8,00,7?(8,00),81) +- ) plor]sy)-

oo o1

ZIP (s2|s, 00, 81,01, (S, 00, $1,01)) (7’(31,01,7?(5 00, $1, 01), S2)+

52

(Sl v )

=Y plools) ZP s1]s, 00, (s, 00)) [ $,00,(s,00),51) + 7+ Y _ploi]s1)-

oo o1

Z]P’ Sals, 00, 81,01, 7(8, 09, 51, 01)) (T($17017 (s,00,51,01), S2)+

52

v Ex (ZV”'RH:& ‘ Xy = 32) )]
n=0
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Continuando con el desarrollo del lema veremos el siguiente lema.

Lema 3.7 Dado un ADRO, se tiene que v, satisface:

= 3 plonls) - Y P(sals. 00 7(s.00) ) - [ms,o(),w(s,o()),sl) £ Y plorls:)

01

Z]P)(S2’87 09, 51, 01771-(87 00, 51, Ol)) : (T(Sl, 01, 7T(8, 00, 51, 01)7 52) + o Uﬂ'(82)>]

52

DEMOSTRACION.

s) = Zp(oo|s) : ZP(81|8,00,7T(8,00, s,00)) - [r(s,oo,w(s, 00,5,00),51) + 7+ Zp(01|51)-
00

S1 01

ZP 32|S 09, 51,01, T (S 00781701 (T 8170177T(S 00781a01);82)+

)

= ZP(OO| ZP s1/s, 00, (s, 00)) [ r(s, 00, 7(s,00),51) + 7 - ZP o1]s1)-
00

01

ZP 82\8 09, 51,01, T (S 00751,01 (7"(31,017 (3 00731,01) 32) +’Y'Un(32)>]

52

= U (s) = Zp(oo|s) : ZP(31|3, 00,7(8,00)) - [r(s, 00, T(8,00),51) + 7 - Zp(01|31)-

01

ZP(52|87 00, 51, 0177T(S7 00, 51, 01)) : <T(817 0177T(87 09, 51, 01)7 52) + v UW(S2)>]

52

]
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Proposicion 3.8 Dado un ADRO y 0 < v < 1, se considera la funcion T™ : RIS — RIS
que para V € RISl y s € S, se define como:

- ZP(00|3> ' ZP(31|87007W(S700)) ' [T(Saooaﬂ(saoo)asl) +7- ZP(01|31)'

o1

Z P(82|S7 0o, S1, 01, 7T(57 0o, S1, 01)) * (7”(51, 01, ﬂ-(S? 0o, S1, 01)7 52) + ’V * V(52)>]

S2

Dado cualquier V € RSl tenemos que lim (T™)"(V) = v, .

n—oo

DeMOSTRACION. Al igual que para la seccion de la teoria estéandar, el objetivo es demostrar
que T™ es contractante en el espacio normado (Rl || - ||..). Luego con esto se tendria que
T™ tiene un tnico punto fijo, siendo v, . Entonces veamos que 7™ es contractante.

Sean U,V € Rl

T™(V)(s) = T"(U)(s)| =

Zp(00|s) : Z]P’(sﬂs, 09, (8, 00)) - [r(s,oo,ﬂ(s,oo), s1)+
00 s1
v Zp(01|81) ’ ZP(32|87 09, 51, 01777-(87 00, 51, Ol))'

o1 52

(T(51,01,7T(S,00,81,01), So)+ - v(52)>] _

Zp(00|5) . ZP(SI\S,OO,W(S,OO)) : [r(s,oo,ﬂ(s,oo),sl)—O—
09 s1
v ZP(OHSO : ZP(&’S, 09, $1, 01, (8, 00, 81,01))"

01 52

(T(81,01,7T(3700781,01), S9) + v - U(S2)>] '
Z]P’ s1|s, 00, (s, 00)) Zp o1]s1)-

ZP(S2|S7007 81,01, 7(8,00,51,01)) - 7 - (V(S2) - U(32)> '
S2
<A ZP(OO| ZP s1ls, 00, (s, 00)) ZP o1]s1)-
00
ZP(SQ“%OO;SD0177‘—(5700751701 ' ’V 32 - U<32>

52
<7* > plools) ZIE”SlISOO, 7(s,00)) melsl
0o

ZP(32|37007 81,01, (8,00, 81,01)) - ||V —Ullo

52
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=77 [V =Ulls - Y_plools) - Y B(suls, 00, 7(s, 00))-
[eh) S1
ZP(OJSQ : ZP(&’S, 00, 81,01, (81, 01), 8, 00)

N

-

1

\ J/

00

1
=7V =Ullow - >_ploo]s) - Y _P(s1]s, 00, 7(s, 00))
s1

~
1

(&

-~

1

=7 IV =Ulls < IV = Ulls
= [[T7(V) = T™(U)lloe < IV = Ull

Concluyendo asi que T™ es contractante.
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Proposicion 3.9 Sea v* la funcion de valor optimo definida mds arriba, con 0 < v < 1. La
funcion v* satisface para cada s € S lo siguiente:

s)= > plools)- mix { ZIP’<31|3,00,a0> : [r(s,oo,ao,sl) +y-) ploi]sy) -
(o) S1

o1

H}zan{ZP<32|S 00,81,01,6L1) ‘ (7"(81,017@1752) +V.U*(S2)) }] }

52

DeMoSTRACION. Dado un ADRO, sea m una tactica determinista, de la forma = = (g, 1),
donde 7y corresponde a una téctica que solo depende del ultimo estado (como la seccion
anterior), y m es la tactica que depende de los dos ultimos estados. Es decir, para esta parte
o solo se usard cuando se estd comenzando el proceso.

Luego, considerando 7 = (a1, 7) tenemos que:

v*(s) = méxv,(s) y usando el lema 3.6

= mEX{ZP(OM ZP s1/, 00, (s, 00)) - [ (8,00, 7(s,00),81) +7 - ZP o1]s1)-
00

o1

ZP<82|570078170177T(8700781701 < r{81,01,T S 00781701) S2>+

52

e e

) Zp(ools) . mﬁix { ZP(sl\s, 00,m(8,00)) - [r(s, 00, T(8,00),81) + 7 - Zp(ol\sl)-

01

—~
—_

00 S1

Z ]P)<82|8a 0p, S1, 01, 7T(S, 0o, S1, 01)) ° (T(Slu 01, 7T(8, 09, S1, 01)7 82)+

52

)

= Zp(ools) : max {Z]P’ s1s, 00, m0) - [7’(5,00,#0,31) +7- Zp(01|51)-

(mo,m1)
o1

Z ]P’(82|3, 0o, S1, 01, 7T1(8, 09, S1, 01), S, 00) : (7"(31, 01, 7T1(87 09, 51, 01)7 52)+

52

)]

= Zp(00| ) - max { mAax { ZJP’ (s1]s, 00, m0) [T(S,Oo,ﬂ'o,sl) +7- Zp(01|31)-

T
00 S1 o1
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Z]P)(82|57 0p, 51, 01, 7T1<3, 0p, S1, 01)7 S, 00) : <T(51, 01, 7Tl(3, 0p, S1, 01)7 82)+

52

)

= Zp(00|s) . rr;zéx { Z]P’(sl\s, 00, o) - [r(s, 00, T0, S1) + 7 - Zp(01\51)~

0o S1 01

ngrzix{ § P(s2ls, 09, 51,01, m1(8, 00, 51,01), 5, 00) - (7"(31,01,771(3700731=01)a32)+
1
s2

G nelne))

= Zp(00|s) : n}rzéx { ZIP’(Sl\s, 00, o) - [r(s, 00, M0, $1) + 77 Zp(01\51)~

0o S1 01

max { ZIED(SQ‘Sa 09, S, 0p, S1, 01, al) : (T(Sla 01, ay, S2)+
52

(@1,7)

(£ 1) ]

= Zp(00|s) : rr}szX { ZP(31|S, 00, o) - [r(s, 00, M0, $1) + 7 Zp(01|81)-

00 S1 o1

max { mgix{ E P(ss]s, 09, 8, 00, $1, 01, a1) - (7’(51,01,@1,52)+
al T
S2

5 (S ) )

= Zp(og]s) . rrgéx { Z]P’(sl\s, 00, ) * [r(s, 00, T0, S1) + 7 - Zp(01\31)~

00 S1 01

H(ILéX{ E P(s3]s, 00, S, 00, S1,01,01) - <T(S1,01,a1,82)+
1
52

= ZP(00|3) : H}éx { ZP(Sl\&OoﬂTo) : [7”(5700,70,51) +7 ZP(01\51)'

00 o1

al

méX { Z]P)(SQlSa 0o, S, O0p, S1, 01, al) : <T(517 01, ay, 82)+

52
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o (S e 5-4) )]

= - m4 P . . .
%:p(O(J’S) %%X{Z (s1ls,00,70) [T(5;007W0751)+’7 ZP(01\81)

S1 01

max { ZP(SQ\S,OO, 8,00, 81, 01,071) * (r(sl,ol,al, So) + v+ mﬁxvﬁ(32)> }] }
al T

52

= Zp(00|s) : II;E;%X { ZIP’(31|S, 00, o) - [r(s, 00, 0, $1) + 7 Zp<01|81)'

00 S1 o1

max { ZP(SQ‘& 00, 8, 00, §1, 01, A1) - (T(Sb 01,01, 82) + - U*(52)) }] }
ai

52

Proposicion 3.10 (Teorema de punto fijo para MDP con dependencia de 2 estados) v* es
la unica funcion que satisface la proposicion anterior.

DeEmosTRACION. Dado un ADRO y 0 < 4 < 1. De manera parecida a antes, definimos la
funcion T : RISl — RISI para,
V € R8ly s € S como:

T(V)(s) = > plools) - %%X{ZP<31‘S:OO>GO) : [T(S,OO,ao,sl) +7- ) ploisy) -

r%éx {Z IP’(82|3, 09, 81, 01, al) : (7“(31, 01,01, 83) 4+ - V(32)> }] }
52

Luego como antes, se busca demostrar que 1" es contractante en el espacio normado
(RIS || - || ), con esto se tendria que T tiene un tinico punto fijo, siendo este v* .

T(V)(s) = T(U) ()] =

ZP(00|5) s max { ZP<51|57007CL0) : <7“(5»00,a0, s1)+7- Zp(Ol\Sl)‘
o0

S1 o1

nza}x{Z]P’(sﬂs,oo,sl,ol,al) . (7’(31,01,(11,82) + - V(82)> }) }—

S2

: i ]P)( 5 Y0, ) ' 3 ) ) ' :
ZP(OO|5) H}z‘f}x{g s1ls, 00, ag <7”(8 00, ag, s1) + 7 ZP(01|51)

00 o1

Iré?x{zp<82|5,00,817017a1) : (T(51,01,a1782) +’7‘U(52)>}) H

52
<> plools) - I%%ix{ ZP(SHS,OO,%) . <7’(8,00,a0,81) +7- Y ploi]s1)-
00

S1 01
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r%?x{zp(82|5700,817017a1) : (T(Sl,Ol,al,S2) +7- V(52))}> }_

52

ngoix { ZP(sl\s, 09, ao) : (7“(8,007610; 1)+ ZP(OI‘SI) :

S1 o1

I%E}X{ZP(SQB,OO,Sl’Ohal) : (7“(51,01,a1,52) +- U(32))}> H

52

<> " plools) - n;ax{zw(sus,o(),ao) v > plo]sy):
[l 0 81 01
max {Z P(52|s,00,51,01,a1) . (r(sl,ol,al, S9) + - V(sz))} _
al

52

N——
N——

max {ZP(82|S700,81701,G1> ' (T(Slaolaala s2) + - U(Sz))
a

52

<3 st mis{ e () - Solarb
oo o1

S1

i { S st 7 [ v}

52

<> plools) - max { ZP<31|37007GO) v > plo]sy):
(o) 01

S1

i { S en o) - -0}

2

=~ HV - UH(>o . Zp(oo|s) . n}lzéx { ZP(81|5700700) Y ZP(01|31)‘
00 S1

01
H(lléx{ § (52‘87007817011a1) } }
1

52

1

1
=2 HV — UHOO . Zp(o()]s) 'I%%X{ ZP(SH&OO,CLO) : ZP(01|31) }

1
1
1
1
=7 |[v=vll < |[v-1]
— |[rv)-T)||_ < ||V -1
Teniendo finalmente que 1" es contractante. O
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3.2. Método de Monte Carlo

Para una tactica 7 fija, se considera el ADRO correspondiente para generar el proceso
estocastico asociado H = ({X,.},{O.},{4.},{R.}), donde X,, son los estados visitados en
los tiempos correspondientes; {O,, } sus respectivas observaciones; { A, } las acciones asociadas,
tomadas a partir de la tactica considerada al comienzo; y {R,} las recompensas obtenidas
en cada tiempo.

Luego, para s € S, t € N, definimos:
e N'(s) como la cantidad de veces que se visito s, considerando hasta el tiempo ¢.

e S'(s) corresponde a la suma total de retornos desde s, considerando hasta el tiempo t.

o Vi(s) = f,tt((‘?) corresponde al promedio de los retornos desde s, considerando hasta el

tiempo .

Reescribiendo lo anterior de manera adecuada, tenemos que:

t
o Ni(s) = leizs
i=0
t
o S'(s) =) 1x—.-G
i=0

t
Z 1x,=s - Gi

o Vi(s) = =0

t
E 1Xi:S
i=0

Suponiendo que no existen estados transitorios, y por una adecuada version de la Ley de
los Grandes Nimeros (LDGN), tenemos que V*(s) — v,(s), cuando N*(s) — +o0.

En la literatura usualmente se pueden ver esbozos de demostraciones referidas a la justifica-
cion tedrica de versiones més simples del método, sin precisar en las variables y considerando
la LDGN estdandar donde las variables aleatorias son iid, sin embargo, en los modelos de
Reinforcement Learning estas variables rara vez son iid (en la pag 4 de [20], ver los ejemplos
introductorios), por lo que es necesario precisar mas en el analisis sobre las hipotesis, adap-
tado al caso particular del contexto del problema abordado, y como utilizar esto buscando
una variante de la LDGN.
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Sea s € S, t € N fijos, y considerando k = N'(s), z; = Gy, con j € {1,...,k}, donde
n(j) es tal que X,,;) = s. Entonces se define:

f i = V"B (s)

|k
j=1
1 k-1
j=1

1

= (zp + (K =1) - 1)
1

= -1+ g (T — pr—1)

De esta manera, se puede establecer una forma iterativa de ir calculando los promedios de
a poco, de un paso a otro:

1

n(k) _ y/n(k-1)
V() =V (s) + —N"(k)(s)

. <Gn(k) — Vn(k_l)($)>

Esto es 1til para no tener que guardar todos los valores y luego calcular los promedios,
debido a que esa forma no es eficiente en el uso de la memoria. Por lo que se opta por un
calculo iterativo de los promedios.
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Capitulo 4

Simulaciones y resultados

En esta seccion se realizaran simulaciones hechas en un notebook personal con las siguien-
tes caracteristicas:

e Procesador: Intel(R) Core(TM) i5-6200U CPU @ 2.3GHz (4 CPUs), 2.4GHz
e Memoria RAM: 3.88 GB utilizable

A partir de ciertos parametros iniciales y aplicando los métodos mencionados en el ca-
pitulo anterior, se busca obtener la tactica 7*, mostrando los resultados correspondientes,
considerando primero la tactica dependiente del estado anterior, y luego considerando a la
extension de la tactica dependiente de los dos estados previos. Esto contemplado tanto para
el método de Programacion Dindmica, como para el método de Monte Carlo.

4.1. Parametros

Consideraremos los siguientes parametros base (para determinados resultados seran cam-
biados, mencionando por cuales):

e ¢ = 1072 (Error relativo de V en la Evaluacion), se utiliza solo en PD.

0 para PD
® ) = (Error relativo de V en la Mejora)
1073 para MC

e v = 0,8 (Factor de descuento), también conocido como pérdida de memoria, que
establece el peso con que influye la informaciéon mas actualizada respecto a la antigua.
Se eligié este pardmetro para mantener una consideraciéon importante de los ejercicios
vistos.

e |S| = N = 30, al considerarse como un ntmero aceptable de variedad en niveles de
ejercicios para considerar que formen parte de una misma ronda.

e media.y; = 0,6 (Probabilidad de acierto base de un estudiante al contestar el
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ejercicio de nivel 1), indica que al contestar un ejercicio de nivel 1, es levemente més
probable contestarlo correctamente que incorrectamente.

e Ronda = 200 (se utiliza solo en MC, se refiere a la cantidad de ejercicios consecutivos en
la simulacion), en principio utilizado para hacer las simulaciones iniciales sin consumir
grandes recursos del computador, pero el ideal es que sea un nimero grande, para asi
conseguir un equilibrio en la convergencia.

e En las rondas, se comenzara desde el nivel 1.
Ademas se utilizaron las siguientes funciones de recompensa y probabilidad de transicion:
Dado s € S, a € A, 0 € {0,1}, la recompensa (s, a,0) viene dada por:

r(s,a,0) | s<al|a<s

0o=20 -1 0

r(s,a,0) | s<a|a<s
o=1 2 1

Tabla 4.1: Funcién de recompensa

Los valores de la recompensa fueron seleccionados pensando en que si un ejercicio es con-
testado de manera incorrecta, se incentive negativamente el seguir adelante (como haciendo
la analogia de primero buscar reforzar los ejercicios previos), y si es contestado correctamente,
se quiere incentivar el avanzar.

Dado s; € S, a; € A, o, € {0, 1}, la probabilidad P(s;1]s:, as, 0;) viene dada por:

P(sir1]st,01,a0) | Ser1 =ar +1 | sep1 =ap | Spr1 =ar — 1
a; =1 25 % 75 % 0%
a; =N 0% 75 % 25%
l<a; <N 25 % 50 % 25%

Tabla 4.2: Funcién de probabilidad a 1 estado

Con estos valores se busca que sea més probable que el siguiente estado corresponda al
nivel de la acciéon elegida, pero dejando una probabilidad pequena a la opcion de que pueda
ser un ejercicio de nivel vecino.

A continuacion se expone las probabilidades consideradas para el caso de la extension
con 2 estados de dependencia, teniendo que las recompensas siguen dependientes de solo el
estado anterior, por lo que siguen siendo igual que antes. Teniendo asi que la probabilidad de
transicion para syy1, dado s;, 04, ay, s;_1, 0,1 (donde a; es la accion correspondiente obtenida
de m(sy,0) v 841 es el estado previo a s;, con 0,1 su correspondiente observacion) de:
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P(St—&-l‘st Ot, Qt, St—1 Ot—l) 0 =1 0 =0
R ’ op-1=1|01=0]01=1]01=0
Sip1=a;+1[10% 0% 10% 0%
ar =8+ 1| sp01 = ay 60 % 60 % 60 % 40 %
Sgp1=a;—1 [ 30% 40 % 30% 60 %
st+1:at—|—1 40% 10% 40% O%
a; = Sy Str1 = Q¢ 50 % 80 % 50 % 80 %
S,H_l:at—l 10% 10% 10% 20%
Sgp1=a;+1 [ 80% 60 % 80 % 10%
ag=5;—1 | 8441 = a4 20 % 30 % 20 % 80 %
Sgp1=a;—1 [ 0% 10 % 0% 10%

Tabla 4.3: Funciéon de probabilidad a 2 estados

Para evitar oscilaciones en los niveles altos, y asi simular un término anticipado de la ronda
de ejercicios, se puso un tope de bajada para las probabilidades mostradas anteriormente
(tanto dependencia para un estado previo, como para dos estados previos) de los casos en
que s; > N — 1, mostrandose en la siguiente tabla:

]P)(StJrl‘Ot) Sitr1=N—1|s4 =N
o, =10 30 % 70 %
o, =1 0% 100 %

Tabla 4.4: Probabilidad de tope de bajada

Ademas, para iniciar el algoritmo, necesitamos entregarle una tactica inicial. Considerare-
mos la siguiente téctica, la cual no es mayormente especial méas alla del hecho de ser factible,

la definiremos como:

s+1 si
Dado s € S, =(s,-) =

S si

s< N

s=N
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4.2. Representacion de las tacticas

Una tactica se representara a partir de un grafico como el que se observa continuacién,
donde el eje X indica el nivel s del ejercicio que recibe como parametro la funciéon =, el eje
Y representa la accidon asociada a esta funcién para este punto, el color rojo en el grafico,
indica que asociado a ese ejercicio hay una respuesta incorrecta; y azul, indica una respuesta
correcta.

30 4 L
e @
] ]
] ]
e 9
25 @
e @
] ]
] ]
e 9
20 4 * 8
e °
] ]
c e @
= * 9
U155 A 8
S o o
] ]
]
e 9
10 4 * @
e °
] ]
] ]
e 9
5 L _Eees
e °
] ]
[ ] ]
| N
04
T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30
Ejercicio

Figura 4.1: Grafico de tactica, mostrando la accion elegida por nivel de ejercicio.

El ejemplo de tactica anterior coincide con el que se vera después como una estrategia
6ptima, y utilizaremos esta tactica como base para realizar las pruebas de la funcién que
tiene como fin simular de forma basica a un estudiante.

Ademas, para graficar la téactica correspondiente a la dependencia de los dos estados
previos, primero se determiné si se mostrard la tactica para o,y = 0 o 0,7 = 1. Luego
consideramos que la tactica asociada a o; = 0 se mostrara en color rojo, y la correspondiente
a 0, = 1 se mostrara en color azul. Para representar el valor de s;_; se utilizara la siguiente
simbologia, y asi lograr condensar la informaciéon de los pardmetros que recibe la funcion
de téctica en un solo grafico, logrando facilitar la visualizacién y méas adelante el posterior
analisis de los resultados.
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| 5 = s-1 + 1
>< St = -1 + 2
Figura 4.2: Simbologia de graficos de tacticas a 2 estados

Donde el eje X representa el valor de s, v el eje Y representa la acciéon correspondiente a
la tactica, obteniendo un grafico como el siguiente:

5 °] * *
g s * *
4 - * *
34 + *
21+ *
1 +——+F
2 4 6 8 10
Ejercicio

Figura 4.3: Gréfico de tactica, mostrando la accién elegida por niveles de ejercicio.
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4.3. Simulador estudiante

Como se mencion6 anteriormente en la presentacion del trabajo, puesto que no se cuentan
con datos reales, ni con una plataforma para obtener estos datos, fue necesario implementar
una funcién que simule de manera bésica un estudiante. Esta funcion, que la consideraremos
como la probabilidad de que se conteste de manera correcta un determinado nivel de ejercicio,
buscamos que satisfaga como minimo las siguientes propiedades:

1. Probabilidad no puede llegar ni a 0, ni a 1, mas precisamente, para € > 0 pequeno,
se busca que la probabilidad esté en el intervalo (¢,1 — ¢). Asi la férmula evita otor-
gar resultados que sean solo respuestas correctas o incorrectas (no se consideran los
extremos). Para hacer las pruebas y posteriormente simulaciones, se fija ¢ = 0,05.

2. A mejor rendimiento, se tenga una mayor probabilidad.

3. Se tenga menor probabilidad a mayor nivel, manteniendo el resto de los parametros
iguales.

4. A mayor cantidad de ejercicios resueltos, aumente el como afecta el historial en la
funcion.

5. Mientras méas antiguas las respuestas, se consideran menos que las mas recientes, asi el
factor de descuento v o de memoria, juega un rol importante para la funcion.

Por lo enumerado anteriormente, consideramos un simulador de estudiante dado por la
formula:

0,95 — mediaegy i k
bObs = mediae, . . 1, —
probt/bs = medies + rend + (1 — rend) - s mm{ N}

Donde:

e probObs = la probabilidad de que un estudiante conteste positivamente el ejercicio
preguntado en un momento dado

e media.;; = base de probabilidad con que comienza el estudiante

k = cantidad de ejercicio hechos de la ronda actual hasta el momento
e s = nivel del ejercicio actual

e N = nivel maximo a considerar de los ejercicios

k

1— .
] Vk-Z’y"l-Oi si k>0
rend = -7 O

0 si k=0
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Un ejemplo de simulaciéon de un estudiante se representa en el siguiente flujo, donde
en ambos graficos el eje X represente el momento temporal de la trayectoria del estudiante
contestando la ronda de ejercicios. En el primer grafico, el eje Y representa el nivel del ejercicio
visto en el momento correspondiente, ademas los circulos rojos se refieren a que el estudiante
contestd de manera incorrecta el ejercicio, y azul si es que fue una respuesta correcta. En el
segundo gréfico, el eje Y representa las probabilidades de acierto (o de contestar de manera
correcta el respectivo ejercicio) asociadas al estudiante en aquel momento. Donde se utilizaron
los parametros antes fijados, pero considerando Ronda = 60.

Grafico de representacion avance de ejercicios

-0-0-0-0-0
55| B Correcto /—Om
26 - EEE Incorrecto f"ﬁ

18 4
16
14
12 4
10 +
8

Nivel

10 20 30 40 50 60
Momento

0.70 4

r‘v'/‘i
;
0
0.65
0.60 -
0.55 -
0.50 -
0.45 1
0.40 1
0

Figura 4.4: Usando los parametros N = 30, Ronda = 60, media.y = 0,6

Praobabilidad de acierto

T
10 20 30 40 50 60
Momento
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Luego, generando 1 000 000 simulaciones con los mismos parametros de la anterior, ex-
trayendo y guardando los datos, tenemos que los promedios de las probabilidades asociadas
por nivel se ven reflejadas en el siguiente grafico. Donde en el eje X se posicionan los niveles
de los ejercicios que consideramos, y en el eje Y el promedio de las probabilidades.

Probabilidad de acierto por nivel a escala global con 1000000 simulaciones
1.0

0.9 4

81 M

0.7 4

L 2

L ]
L

L 2
L
4

L 2

L 2
4

L ]
4

L 2
L ]
L 2
L ]
L 2

0.6 4

0.5 1

0.4

Probabilidad de acierto

0.3 4

0.2 4

0.1+

0.0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Nivel

Figura 4.5: Usando los parametros N = 30, Ronda = 60, media.s; = 0,6
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Si analizamos para determinados momentos la distribuciéon de probabilidades por estado,
tenemos el siguiente grafico. Donde el eje X representa los niveles de los ejercicios, y el eje Y
representa los promedios de las probabilidades de acierto.

Probabilidad de acierto por nivel para momentos 20, 30, 40 y 50
1.0

0.9+

0.8 4

0.7 4

0.6

0.51

0.4

Probabilidad de acierto

0.3+

0.2 4

Momento 20

Momento 30

Momento 40

Momento 50

0.0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T y

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1z 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Nivel

——
0.1+
-
——

Figura 4.6: Grafico de probabilidad media de acierto respecto al nivel de ejercicio.
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4.4. Resultados generales

En esta seccidon se presentaran los resultados obtenidos producto de aplicar en forma
paralela los métodos de Programacion Dindmica y de Monte Carlo para obtener las tacticas
respectivas. Para esto se utilizaron los pardmetros mencionados en la secciéon de més arriba,
y la funcién que simula un estudiante.

Presentaremos para cada resultado (tactica m) obtenido, su tiempo de ejecucion, itera-
ciones realizadas (se puede ver como la cantidad de veces que se calculd el valor V), y el
respectivo valor V', que recordemos que es la recompensa acumulada esperada asociada al
proceso estocéstico usando la tactica .

Primero se mostraran los resultados obtenidos para programacion dindmica, més precisa-
mente para el caso en que las tacticas dependen solo del estado actual, y luego se vera para el
caso en que las tacticas dependen del estado actual y el estado previo. Luego se mostrarén los
resultados respecto al método de Monte Carlo, considerando el mismo orden de casos en las
tacticas que para Programacion Dinamica. Recordemos que la diferencia de ambos métodos,
solo radica en la manera de calcular los valores de v, asociados a una téctica .

La representacion de los gréaficos sigue el mismo esquema o significancia en su notacion
que lo mencionado en la seccién anterior.

4.4.1. Programacién Dinamica

Este método efectuia inicialmente todos los célculos tedricos para determinar la téactica
6ptima con valores fijos iniciales que provienen de la variable aleatoria, por lo que es un
método determinista, ya que no presenta variacion si no se modifican los parametros, solo el
tiempo de ejecucion puede variar ligeramente debido a la carga propia del computador que
no tiene relacion con el proceso del algoritmo, por lo que este valor se colocara como un valor
aproximado.

Como ya se mencion6 en una secciéon pasada, el algoritmo funciona con 2 fases que son
de distinta naturaleza. En la primera fase, es donde se aplica el método de Programacion
Dinamica, para calcular iterativamente v, asociado a una estrategia m formando asi sub-
iteraciones en el algoritmo; la segunda fase es general, en donde se recalcula la tactica que
maximice el retorno acumulado esperado, entonces las iteraciones generales vienen siendo la
cantidad de veces que se calcula la tactica. Las sub-iteraciones se representaran con nimeros
separados con guiones, para dejar en claro que pertenecen a iteraciones generales distintas
(Ej: 2-3, indica que en la primera iteracion general, hubo 2 sub-iteraciones; y que en la
segunda iteracion general, hubo 3).

37



Tactica dependiente del estado previo
Prueba 1:

e Nivel = 30
e Tiempo: ~ 0.26s
e Iteraciones: 29-9-9 (3 generales)

e Valor V: 5.8

= R BRI BRI R B BRI R BRI BRI RI L]
WOoOHMWEDOh-J0Wno
IR N Y YT N O T

Accion
e e
= P L s N COR = 00
| N N N Y N Y T A |

= L s LN =) QO LD
TN T T T T T A A

0 ] 10 15 20 25 30
Ejercicio

Figura 4.7: Grafico de tactica, mostrando la accion elegida por nivel de ejercicio.
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Tactica dependiente de los dos estados previos

Para el algoritmo en que se trabajo con técticas que reciben como parametros los dos
ultimos estados, también se consider6 que la familia de funciones de probabilidad reciben
adicionalmente como parametro el estado previo. Por lo que, debido a que la estructura
del algoritmo es muy parecida pero con algunas diferencias, primero se evalué utilizando la
familia de probabilidades utilizadas para el caso anterior (dependencia un estado), es decir, se
restringio el algoritmo en su dependencia de las probabilidades a un estado (como fingiendo
que solo le paso los datos del estado previo). Esto permite asegurarse que el modelo extendido
a dos estados esta bien definido, buscando corroborar empiricamente una compatibilidad al
obtener los mismos resultados que para el caso de un estado.

Prueba 2:

e Nivel = 30
e Tiempo: ~ 0.17s
o Iteraciones: 2-2-2 (3 generales)

e Valor V: 4.26

= PP Pl PP PPl P B
OO ik L S U~ 0o o

Accion
2 e e
3 L) PR SR~ 00
| T T T T T T T |

ORI U000
Ll

0] 5 10 15 20 25 30
Ejercicio

Figura 4.8: Grafico de tactica, mostrando la acciéon elegida por niveles de ejercicio.

Con lo cual vemos que la prueba 2 se comporta de manera similar a la prueba 1 (caso
dependiente solo de un estado). Luego, se continu6 utilizando la familia de probabilidades
que considera los dos estados como parametros, obteniendo el resultado de la prueba 3, en
la cual se encuentra la misma tactica 6ptima resultante para los casos previos.
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Prueba 3:

e Nivel = 30

e Tiempo: ~ 0.387s

e Iteraciones: 2-2-2-2-2-2 (6 generales)
e Valor V: 5.657

Accion
1 R e i R P BRI B B R
= B P LA 0] 00 WD 0 ) N =l Co D
| N 1 N T N N U U ' U O ' N I A N |

L TS M T N Loy R [ T L]

0 5 10 15 20 25 30
Ejercicio

Figura 4.9: Grafico de tactica, mostrando la acciéon elegida por niveles de ejercicio.
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4.4.2. Modelo Monte Carlo

Este método es estocastico, por lo que a pesar de mantener los mismos parametros entre
una prueba y otra, no solo el tiempo puede variar y de manera considerable, sino que también
las iteraciones generales, el valor de V', y también la tactica m resultante.

Como este método calcula directamente el valor V' aproximado de v, a partir de datos
obtenidos de una simulacion, pero no existen sub-iteraciones como pasaba con el otro método,
entonces hay solo iteraciones generales asociadas a la cantidad de veces que se iterd para
recalcular la tactica 7 en la prueba.

Ademés como el parametro Ronda indica que tan buen estimador es V de v, ya que

lim  VRonda = ¥, €s decir, a mas alto el valor de Ronda, se obtiene un mejor estimador
Ronda—o0

asociado. Por lo que después se probara aumentando este parametro para tener mejores
estimadores, por lo que se utilizaron valores de 200, 1000 y 1500.

Y por ultimo, notemos que mientras mas alto sea el parametro IV, el problema asociado
a resolver serd de mayor complejidad, y mas costoso computacionalmente. Entonces para
realizar algunas pruebas y llegar a que el algoritmo convergiese a algo, se hizo necesario
bajar el valor del parametro N de 30 a 10.

A continuacion se utilizara N = 30 en las pruebas de 1 al 6.

Tactica dependiente del estado previo

Prueba 1:

en = 0.001
Ronda = 200
Nivel = 30

e Tiempo: ~ 0.3s

Iteraciones: ~ 2

Valor V: ~ 5

Prueba 2:

ey = 0.001
Ronda = 1000
Nivel = 30
e Tiempo: ~ 33s

Iteraciones: ~ 2

Valor V: 4.9 ~ 5.2
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Prueba 3:

en = 0.001

Ronda = 1000
Nivel = 30
Tiempo: 98 ~ 112s
Iteraciones: 2 ~ 5

Valor V: 4.6 ~ 5.7

Observacion Haciendo otras pruebas, se observa que en general el valor V' va subiendo a
medida que ocurren mas iteraciones o el parametro Ronda es mayor.

Las tres pruebas anteriores produjeron el mismo resultado en la tactica resultante, que se
verd representado en el siguiente grafico:

= = 2 P Pl PP PP o B
] 1000 LDV =P L s LN T 00 DD

Accion
2 e
I PR
| I I T |

=

ORI LN 00 00
I T T T T |

T T T T T T T
Ejercicio

Figura 4.10: Grafico de la tactica resultante en las pruebas 1, 2 y 3, mostrando la accion
elegida por nivel de ejercicio
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Tactica dependiente de los dos estados previos

Al igual que se hizo previamente, se evalua el algoritmo utilizando la familia de probabi-
lidades usadas para el caso de un estado.

Prueba 4:

e ¢y = 0.001

e Ronda = 200
Nivel = 30

e Tiempo: ~ 6.7s

Iteraciones: 3 ~ 5

e Valor V: ~ 6.5
30 - ¥
A ok
27 1 * ¥
26 1 * ¥
25 1 * -k
24 1 *
23 1 * .k
22 1 *
21 4 * ¥
20 1 *
19 - * ¥
18 - * ¥
x: l?_ _*_ _*_
2 16 A _*_ a|<—
g 15 1 * 1k
£ 13 - L
13 - * ¥
12 - * ¥
11 1 * Lk
10 - * ¥
2 * ok
8 F ¥
7 1 * ¥
6 *
2] *
4] * ¥
31tk
2 e
U
0 5 10 15 20 25 30
Ejercicio

Figura 4.11: Gréfico de tactica, mostrando la accion elegida por niveles de ejercicio.

Con lo cual vemos que la prueba 4 se comporta de manera similar a la prueba 1 (caso
dependiente solo de un estado). Luego, se continu6 utilizando la familia de probabilidades
que considera los dos estados como parametros, se obtienen los resultados para las pruebas
5y 6, encontrando la misma téactica 6ptima resultante para ambos casos:
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Prueba 5:

en = 0.001
Ronda = 200
Nivel = 30
Tiempo: 6 ~ 6.5

Iteraciones: 3 ~ 5

Valor V: ~ 7

Prueba 6:

en = 0.001
Ronda = 1500
Nivel = 30
Tiempo: ~ 124s

Iteraciones: 3 ~ 5
Valor V: 7~ 8

Observacion Si a estas pruebas se le agrega un tope minimo de 5 iteraciones para los
respectivos calculos, la tactica resultante es la misma que la obtenida desde la iteracion
2 o 3 hacia adelante, y el V' respectivo no varia mayormente.

30 >|(—
2] ot
56 **+
25 #
23 —*—
571 **
20 +* ok
19 +o
18 +*
5 16 *_’l:l:k_
£ 131 **4:"'

13 1 * 4
12 * ¥
11 * ok
10 ** *ﬂ#

6 1 *

5 1 -k

2 *

e

0 5 10 15 20 25 30
Ejercicio

Figura 4.12: Gréfico de tactica, mostrando la accion elegida por niveles de ejercicio.
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4.5. Resultados con variacién en la recompensa

En general en los modelos del Reinforcement Learning son parametros muy importantes
las funciones de probabilidad que se usan para el entorno con que se interactua, y las funciones
de recompensa. Encontrar buenos parametros para estas funciones de tal forma que modelen
de buena manera el problema, resulta un desafio complejo, porque una pequena variabilidad,
puede producir cambios drasticos. Respecto a estos mismos cambios, es que se vio que por
ejemplo en el caso de las tacticas dependientes de un estado, al cambiar ligeramente la funcion
de probabilidad, asignando mas peso a que s;11 = a4, esta perdia estabilidad, no convergiendo
aunque se intentaran modificar otros parametros para regular su complejidad.

Es por lo anterior expuesto, es que resulta interesante estudiar que ocurre al modificar
ligeramente la funcién de recompensa. Para lo cual se considera una pequena variante en la
recompensa cuando la respuesta a un ejercicio es negativa (otorgando una recompensa nula
si la accion es igual al estado en que se esté, en vez de otorgar una recompensa de —1 como
era antes), quedando como:

r(s,2,0) | s<a|a<s

r(s,a,0) | s<a|a<s
o=1 2 1

Tabla 4.5: Funciéon de recompensa modificada

Se obtienen los resultados que se mostraran a continuacion, para los cuales se us6 la misma
notacion que la expuesta anteriormente, ya sea en la presentacion de los datos, como en la
motivacién para modificar ciertos parametros en ciertas pruebas.
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4.5.1. Programacién Dindmica

Tactica dependiente del estado previo

Nivel = 30
e Tiempo: ~ 0.37s

[teraciones: 20-11-1 (3 generales)
Valor V: 5.9

= I B R I R B B R R R L
WOoOHMWEUICh-J00wn o
IR T T Y O A A

Accion
et et el et et
O B LA o R ] 00
| N N SN N T N T |

= L e A = COLD
TN T T T T T T A

0 5 10 15 20 25 30
Ejercicio

Figura 4.13: Grafico de tactica, mostrando la acciéon elegida por nivel de ejercicio.
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Tactica dependiente de los dos estados previos

Dada una téactica, anteriormente se calcul6 el valor de V de manera exacta. Pero con
los cambios hechos en esta seccion, esto produjo problemas con su convergencia por lo que
se tuvo que incorporar un error (o considerar e >0) para asi permitir que el algoritmo se
detuviese.

Comenzando con el procedimiento hecho anteriormente, se evalia el algoritmo utilizando
la familia de probabilidades usadas para el caso de un estado.

Prueba 1:
e cx = 0,005
e Nivel = 30

e Tiempo: ~ 0.2s
e Iteraciones: 2-2-2 (3 generales)

e Valor V: 4.313

12 R I I PR IR B B
0000 ik W U i~ 00 W00
| T Y NS N T Y N T N I |

Accion
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ML LR SR~
| T I T |

[

Figura 4.14: Gréfico de téactica, mostrando la accion elegida por niveles de ejercicio.
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Prueba 2:

e cp = 0,001
e Nivel = 10
e Tiempo: ~ 0.1s
e Iteraciones: 2-2-2-2 (4 generales)
e Valor V: 4.76
10 - %
9- *
8 1 * ¥
7- * ¥
§ ° * *
< 51 * *
4 - * *
1+ + #
24+ x
1 - 1
2 4 6 8 10
Ejercicio

Figura 4.15: Gréfico de tactica, mostrando la accion elegida por niveles de ejercicio.
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Prueba 3:

ep = 0,0001

Nivel = 10

Tiempo: ~ 0.21s

Iteraciones: 2-2-2-2-2-2-2-2 (8 generales)
Valor V: 5.53

£ °] * *
5] * *
4 - * *
31 + +
2 +—Lb . 2
14—+
2 2 6 8 10
Ejercicio

Figura 4.16: Grafico de tactica, mostrando la accion elegida por niveles de ejercicio.

Con esto se observan resultados similares al caso de un estado, por lo que proseguimos
usando la familia de probabilidades que considera los 2 estados.
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Prueba 4:

e ¢ = 0,005

e Nivel = 30

e Tiempo: ~ 0.433s

e [teraciones: 2-2-2-2-2-2 (6 generales)
e Valor V: 5.68

1= R I I IR IR I B
0000 Ik L) s UN Tl 00 00

=
L=
N T N N N N T e N N Y U N T |

Accion
=
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1]
1

O R 5N T 00 O Bl LA

0 5 10 15 20 25 30
Ejercicio

Figura 4.17: Gréfico de tactica, mostrando la accion elegida por niveles de ejercicio.
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Prueba 5:

e ¢ = 0,001
e Nivel = 10
e Tiempo: ~ 0.2s
e Iteraciones: 2-2-2-2-2-2-2 (7 generales)
e Valor V: 5.424
10 - X%
9- *
8- * ¥
7+ * ¥
5 ° * *
< 51 * *
4 - * *
s+ -
N
1 - 1
2 4 6 8 10
Ejercicio

Figura 4.18: Gréfico de tactica, mostrando la accion elegida por niveles de ejercicio.
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Prueba 6:

ep = 0,0001

Nivel = 10

Tiempo: ~ 0.243s

[teraciones: 2-2-2-2-2-2-2-2-2-2 (10 generales)
Valor V: 5.6

Accion
*
*

41 * *
_|_

+
2 b

2 4 6 8 10
Ejercicio

Figura 4.19: Gréfico de tactica, mostrando la accion elegida por niveles de ejercicio.
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4.5.2. Modelo Monte Carlo

TAactica dependiente del estado previo

Para estos casos, con los pardmetros originales, el algoritmo no terminaba en un tiempo
prudente comparado con las otras pruebas (después de 1 hora seguia iterando). Por lo que
fue necesario ir ajustando los pardametros de error e, valor de la ronda y niveles (valores
omitidos, se asumen como usados los valores base presentados al comienzo de esta seccion). Es
asi como se fue subiendo el £,; hasta el valor de 0.1 | para lograr que el algoritmo terminara,
obteniendo un resultado y asi tener una base de la que partir buscando mejorar estos. Monte
Carlo es un método exploratorio, por lo que da muchas vueltas en las tacticas que puedan ser
utiles, y al trabajar con Nivel = 30 se tiene que el conjunto de tacticas posibles es demasiado
grande (~ 3%), por lo que se bajo a Nivel = 10, y asf bajar considerablemente este conjunto
factible de tacticas, ademas de subir el valor de Ronda, para que en cada iteracion se logre
una mejor estimacion de v;.

Usando €); = 0.1 en las pruebas del 1 al 6.

Prueba 1 (se puso tope minimo de 5 iteraciones):

ey = 0.1

Ronda = 200
Nivel = 10

e Tiempo: ~ 0.32s

Iteraciones: ~ 5

Valor V: 4.5 ~ 5
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Figura 4.20: Grafico de tactica de la prueba 1, mostrando la accién elegida por nivel de
ejercicio.

Prueba 2

ey = 0.1
Ronda = 1000
Nivel = 10

e Tiempo: ~ 35s

Iteraciones: ~ 5
Valor V: 4 ~ 5
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Prueba 3:

® SN — 0.1
e Ronda = 1000
Nivel = 10

e Tiempo: ~ 31s

Iteraciones: ~ 5
Valor V: ~ 5.2

5

Accion
3 s i i S PP IR B R R

=
= AL P LN S =~ 00 O 2 P UM SR 00 LD R0 L SR ERd 031D 0

0 5 10 15 20 25 30
Ejercicio

Figura 4.21: Gréfico de tactica de las pruebas 2 y 3, mostrando la accién elegida por nivel de
ejercicio.
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En las pruebas siguientes, comienza a ser relevante el corte por tactica repetida (deteccion
de loop en las tacticas encontradas no contiguas en iteraciones), es decir, se da la posibilidad
de que el algoritmo termine sin considerar el error fijado como parametro.

Usando €); = 0.01, Ronda = 1000 y Nivel = 10 en las pruebas 4 y 5.
Prueba 4 (termina sin loop):

e ¢,y = 0.01
e Ronda = 1000
Nivel = 10
Tiempo: ~ 43s

Iteraciones: ~ 6

Valor V: ~ 5.3

. g

Accion

2 4 6 a8 10
Ejercicio

Figura 4.22: Grafico de tactica de la prueba 4, mostrando la accién elegida por nivel de
ejercicio.
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Prueba 5 (termina con loop):

ey = 0.01
Ronda = 1000
Nivel = 10
e Tiempo: ~ 38s

Iteraciones: ~ 5

Valor V: ~ 7.57

Accion

2 4 6 8 10
Ejercicio

Figura 4.23: Grafico de tactica de la prueba 5, mostrando la accién elegida por nivel de
ejercicio.
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Prueba 6 (termina sin loop):

ey = 0.001
Ronda = 1500
Nivel = 10

e Tiempo: ~ 165s

Iteraciones: ~ 18

Valor V: ~ 3.9

Prueba 7 (termina con loop):

ey = 0.001

Ronda = 1000
Nivel = 10

Tiempo: 63 ~ 96
Iteraciones: 10 ~ 14
Valor V: 3.4 ~ 4.2

Prueba 8 (solo para con loop):

ey = 0.001
Ronda = 1500
Nivel = 10
Tiempo: ~ 181s

Iteraciones: ~ 9
Valor V: ~ 4.9
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Tactica dependiente de los dos estados previos

Al igual que anteriormente, primero se evalu6 el algoritmo restringiéndolo en su depen-
dencia en las probabilidades a un estado (se utilizo la familia de probabilidades usadas para
el caso de un estado), obteniendo:

Prueba 1 (semejante a la prueba 1 de la parte anterior):

o ¢y = 0.1

Ronda = 200
Nivel = 30
Tiempo: 7 ~ 7.5s

Iteraciones: ~ 5
Valor V: 5 ~ 7

Prueba 2 (semejante a las pruebas 2 y 3 de la parte anterior):

ey = 0.1

Ronda = 1000
Nivel = 10
Tiempo: 33 ~ 103s
Iteraciones: 5 ~ 15
Valor V: 5.5 ~ 8
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Accion

2 4 6 a8 10
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Figura 4.24: Gréfico de téactica, mostrando la accién elegida por niveles de ejercicio.

En las pruebas 1 y 2, los méas réapidos terminaron sin loop, pero muchos terminan con loop.

Al igual que se hizo anteriormente, se consider¢ la familia de probabilidades que contempla
los dos estados como parametros. Ademas, debido a que el algoritmo no logra encontrar el
6ptimo en un tiempo razonable (menor a 15 minutos), se relaja el problema como para el
caso de 1 estado, aumentando el valor de £;; en las pruebas 3 y 4.

Prueba 3 (se puso tope minimo de 5 iteraciones):

® S — 01
e Ronda = 200
Nivel = 30

e Tiempo: ~ 7s

Iteraciones: 2 ~ 5

e Valor V: ~ 7

Se obtiene una tactica que se muestra en el siguiente grafico.
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Figura 4.25: Gréfico de téactica, mostrando la accién elegida por niveles de ejercicio.

Luego se buscod quitar parcialmente la relajacion, para esto se us6 ), = 0.01, ademas
para potenciar la convergencia se utiliza Ronda = 1000 y para disminuir la complejidad del
problema, utilizaremos Nivel = 10.

Prueba 4 (se puso tope minimo de 5 iteraciones):

e ¢,y = 0.01

Ronda = 1000
Nivel = 10
Tiempo: 54 ~ 90s
Iteraciones: 8 ~ 14
Valor V: ~ 8.8

Se consigue el siguiente resultado como ejemplo de una de las muestras tomadas.
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Figura 4.26: Gréfico de téactica, mostrando la accién elegida por niveles de ejercicio.
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Capitulo 5
Analisis y discusiéon

En este capitulo se analizaran los resultados obtenidos en el capitulo [4] y se discutiran
aspectos que parezcan relevantes de mencionar. Se dividird este capitulo en dos secciones,
analizando asi por separado los dos objetivos principales de este trabajo, considerando que
por un lado esta el simulador de estudiante usado para los calculos internos y probar las
tacticas resultantes, y por el otro lado estan los métodos expuestos utilizados para obtener
las tacticas.

5.1. Analisis y discusiéon de simulador de estudiante

A partir de resultados de las simulaciones mostradas mas arriba en los graficos de la
seccion se puede observar que:

e En el grafico de la figura[d.4) que representa un ejemplo de como varia la probabilidad de
acierto a lo largo del avance en el flujo de ejercicios, se puede apreciar que existen varia-
ciones de aproximadamente un 20 % de probabilidad absoluta luego de errar ejercicios,
en donde el aumento abrupto es un problema, y el descendente estabiliza el modelo y
vuelve a la tendencia. En cambio, entre los momentos 29 al 32 no hay cambios abruptos
de probabilidad de acierto. Lo que se interpreta del problema de las variaciones de la
probabilidad es que se asume que un estudiante que erré un ejercicio, es practicamente
improbable que vuelva a errar otro del mismo nivel o inferior. Esto fue algo que se
quiso evitar por su poca proximidad al comportamiento real de un estudiante. Como
potencial trabajo futuro, es recomendable realizar ajustes a la funciéon de probabilidad
de acierto.

e Una de las ideas centrales es que existen niveles que una vez superados por el alumno
se presume que no van a bajar de nivel. Por lo tanto, se incorpor6 una restriccion en el
modelo del simulador del estudiante en el nivel 29, que enrostra esta presuncion, lo cual
es 1til y necesario para evitar que se den los casos en que a pesar de que el estudiante
simulado tuviese un buen desempeno, fuera bajando de nivel solo por la probabilidad
de las acciones a considerar. A partir de lo anterior, el resultado en el grafico de la figura
se aprecia una cuna entre los niveles 28, 29 y 30. En donde por ejemplo, en la curva
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correspondiente al Momento 4 la probabilidad del nivel 29 es més baja que la del nivel
28, esto se debe a que cuando hay respuestas incorrectas, el siguiente nivel de ejercicio
siempre seré el 29 (pero sin la restriccion puesta también podria ser que toque el nivel
28), asociado a una probabilidad de éxito mas baja al contestar el siguiente ejercicio,
bajando la media de probabilidad del nivel 29, por lo tanto, se justifica la formacion de
la cuna.

En este estudio, se incluy6 la restriccion para simular la realidad esperada de una
secuencia de aprendizaje progresivo, pero resulta interesante estudiar estos mismos
resultados alterando las probabilidades en el modelo.

e En el grafico de la figura para el analisis es conveniente considerar los resultados
a partir del Momento 30, porque en promedio los estudiantes simulados ya habréan
pasado al menos una vez por los 30 niveles de ejercicio. A partir de ese punto, la
probabilidad de acierto disminuye a medida que aumenta el momento y a medida que
aumenta el nivel de ejercicio. Este resultado es esperable, porque los estudiantes con un
menor desempeno llegan a los niveles de ejercicio méas altos en los tltimos momentos
estudiados, disminuyendo la probabilidad de acierto general. Es importante destacar
que a pesar de que las simulaciones se enfocan en un comportamiento individual, se
aprecia como se logra un comportamiento esperable a nivel global.

5.2. Analisis y discusion de resultados de los métodos ex-
puestos

A modo general los tiempos promedios de los métodos aplicados a las tacticas dependientes
de 2 estados son mayores que los tiempos promedios de las tacticas dependientes de 1 estado.
Estos resultados eran esperables, debido al incremento del tamano del conjunto factible de
las tacticas, lo que hace aumentar la complejidad de resolucion del problema.

Recordar que las funciones de valor (V) permiten encontrar la tactica que tenga el valor
més alto. Por lo tanto, estas resultan ser un instrumento intermedio para obtener el pro-
ducto final del problema que es obtener una téactica 6ptima. Si bien, teniendo en cuenta que
muchos casos los valores de V asociados a las tacticas parciales de 2 estados obtenidas son
menores a las de 1 estado, esto no quiere decir que una tactica sea mejor que la otra o que la
diferencia entre los valores de V indique que una de ellas no sea 6ptima, basicamente porque
son 2 problemas distintos no comparables en ese sentido, por lo tanto los mecanismos de
obtencion de las tacticas aplicado al caso de 2 estados puede que no sean eficientes, pero
si funcionan. Ahondando en esto, se puede destacar que se obtienen tacticas similares entre
ambos casos, teniendo principalmente variantes en los extremos, debido a las condiciones de
borde incorporadas en el algoritmo para que tenga una buena partida (primeras respuestas
no influyen significativamente aunque sean negativas, incentivando el avance y no quedarse
pegado cercano a los primeros niveles) y buena detencion (una vez superado el pentltimo
nivel, no puede bajar de este).

Para las pruebas de técticas dependientes de un estado realizadas en la Secciones
4.4.2 se puede observar que, utilizando los mismos parametros, el método de MC (Monte
Carlo) obtuvo el mismo resultado que el método de Programacioén Dinamica (PD) y encontro
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la misma tactica (objetivo del problema), pero en un tiempo ligeramente mayor. Aunque su
valor V asociado resulte menor y fluctuante, tiende a aumentar cuando se sube el pardmetro
Ronda asociado, acercandose lentamente al valor que se tenia en PD, sin embargo, con esto
el tiempo de computo del algoritmo MC aumenta considerablemente haciéndolo no escalable
para problemas més complejos.

En la misma Seccion [£.4] al comparar las pruebas del método MC con el modelo més
complejo que considera tacticas dependiente de dos estados, no se visualiza un gran cambio
en las tacticas (resultan muy similares), pero si se obtiene rapidamente un mejor valor V que
para el caso de un estado para MC, e incluso que para PD, esto se da principalmente porque
se esté optimizando la funciéon V sobre un conjunto més grande. Ademés este valor aumenta a
medida que se sube el parametro Ronda, dado que esto permite calcular con mayor precision
el valor de V, pero junto con un aumento considerable del tiempo de ejecucion.

Un detalle interesante que podemos apreciar, es que al verificar el modelo de PD para 2
estados (PD-2) en la figura , se obtienen datos como el V y las iteraciones que son distintos
a lo esperado por lo obtenido en el modelo de PD para 1 estado (PD-1) en la figura . Pero
se esperaria ver el mismo resultado, ya que un método determinista realiza determinados
pasos fijos o recorre el mismo camino al momento de calcular lo que se busca. Para analizar
esto, primero es importante validar cada método de forma independiente, y en segundo lugar,
explicar la diferencia entre resultados:

e Las bases del modelo estan en los lemas[3.2] para PD-1, y[3.7] para PD-2, estas ecuaciones
son propiedades que solo son satisfechas por la funcion v,, ya que, se puede ver que si
v, satisface la ecuacion del Lema (3.2, entonces también satisface la ecuacion del Lema
3.7} Lo mismo ocurre para v*, a partir de la Proposicion [3.4 para PD-1, y la Proposicion
para PD-2. Y como también estas funciones son tinicas, se tiene que cada modelo
es valido.

e Al calcular una aproximacion, en cada modelo, presenta dos caminos distintos que
convergen a un entorno de v,, que al trabajarse computacionalmente con un error,
generalmente no resulta ser el 6ptimo teérico (v,). Solamente en el caso de que el
tiempo de ejecucion sea infinito se asegura la convergencia exacta, pero en la practica
se trabaja con tiempo acotado, en otras palabras, con un error aceptable. Por tal razén
los valores de convergencia difieren entre si. Anélogamente, ocurre lo mismo para el
calculo de la aproximacion de v*.

Al verificar el modelo MC para 2 estados (MC-2) se obtienen valores distintos de V que
las pruebas correspondientes al modelo MC para 1 estado (MC-1). Esto ocurre por una razén
similar a la explicada anteriormente de que se obtiene la estrategia a partir de las ecuaciones
base mostradas en la Proposicion [3.4] para MC-1, y la Proposicion [3.9] para MC-2, haciendo
que se tomen dos rutas distintas de convergencia. Finalmente el resultado de ambos métodos
queda sujeto al error tolerable.

Para tacticas dependientes de 1 estado correspondientes a la Seccion [4.5] donde se modifico
la funcion de recompensa de acuerdo a la Tabla[4.5] se aprecia una clara diferencia visual entre
las tacticas obtenidas en MC y aquellas de PD (ver Figuras y respectivamente), esto
se explica porque fue necesario modificar los parametros Nivel y ), de la Seccion [4.4] para
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evitar tiempos de computo altos para MC H Las modificaciones introducidas fueron un menor
Nivel y un mayor rango de error permitido €,;, para asi lograr que convergiese en un tiempo
razonable para este trabajo (entorno a los 15 minutos). Para sortear esta dificultad técnica
se modifico el parametro Nivel a uno menor, disminuyendo asi la complejidad del problema
y ademas, se aument6 el rango permitido de error £;,. Como resultado, la mayoria de las
tacticas no convergen claramente a una tactica especiﬁcaﬂ (Figura , sin embargo las
estimaciones para v, convergen y el algoritmo se detiene cuando la diferencia entre iteraciones
sucesivas en el célculo de V resultan menores a €);. La convergencia en el estimador de v,
valida este resultado y permite promover una metodologia exploratoria al problema, por
medio de una subdivisiéon en problemas de menor complejidad definidos por el parametro
N = Nivel, esto da lugar a fases de largo N donde en cada fase se escogen acciones a partir
de diferentes estrategias.

Nuevamente en relacion con la Seccion |4.5], en primer lugar, cuando se vuelve a probar con
el valor de error original en MC-1 , disminuyendo el valor de Nivel y aumentando el de
Ronda (es decir, se baja la complejidad del problema, y se aumenta el rango de simulaciones
para determinar el V parcial), se obtiene que el algoritmo termina por encontrar un loop
(definido en la pagina , quedando fuera del error considerado, aunque consiguiendo un
resultado méas parecido al de PD-1 (ver figuras y . En segundo lugar, al verificar el
modelo para el caso de MC-2, se consiguen resultados con valores de V mas altos que para el
caso MC-1, incluso mayores que el caso de verificacion del modelo de PD-2 (ver figuras m
y respectivamente). Ademas se detecta que el valor de V aumenta cuando se baja la
complejidad, también se observa que al quitar holgura al error a considerar, resultan tiempos
de computo considerablemente mayores, siendo esto no deseable. Ya que se tiene que las
pequenas variaciones de los parametros en MC pueden originar problemas de convergencia,
se recomienda para estudios futuros probar con otros parametros distintos, puesto que se
aprecia que desempenan un rol importante en la eficacia del algoritmo.

1Se observaron tiempos de ejecucién mayores a 1 hora, cantidad muy superior a la utilizada en las pruebas
mas largas de la Seccion
2Notar que para pruebas anteriores la convergencia era evidente.
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Conclusiones

El trabajo presentado, como se vio en la seccion 2.1] tenia por objetivo el desarrollo de un
algoritmo de estrategia éptima para el despliegue de niveles de ejercicios, buscando maximizar
el rendimiento promedio del estudiante. Este objetivo se cubrié de manera basica abordando
un problema introductorio en comparacion a la dificultad real préactica del area. También
como objetivo secundario surgié la necesidad de crear un simulador de estudiantes para
realizar las pruebas, con lo cual se realiz6 una funcién que incorporara un comportamiento
simple pero suficiente para las pruebas realizadas. Esto deja la posibilidad de que a futuro
se mejore este simulador, incorporando mas datos, arreglando los saltos en probabilidad
producidos al tener una respuesta incorrecta, entre otras cosas; o directamente contar con un
grupo de control compuesto de estudiantes con los cuales hacer las pruebas.

Nuevamente es importante recordar que las funciones de valor son un instrumento inter-
medio para calcular una tactica 6ptima. También es util recordar que tedricamente el método
de Programaciéon Dindmica, a pesar de encontrar 6ptimos globales, es muy ineficiente porque
su complejidad crece de manera exponencial (ver [4]) a medida que se consideran més estados
y/o conexiones entre estados (las acciones que se pueden tomar).

En este trabajo se observo empiricamente lo descrito en el parrafo anterior, especificamen-
te cuando se consider6 un error relativo mas alto al cambiar un factor de la recompensa (en
las primeras pruebas se us6 un error nulo con la iteracion de las técticas encontradas). Por
otro lado, Monte Carlo es un método de aproximaciéon de las soluciones, que también se ve
afectado por el tamano del problema y su complejidad, ademés de que juega un rol crucial
el pardmetro periodo para controlar el nivel de precision con que se obtendran los promedios
para aproximar las funciones de valor de las simulaciones. En relaciéon a lo anterior, se pue-
den realizar diversas medidas de contencién respecto al tiempo, para encontrar una buena
aproximacion sin sacrificar muchos recursos, como por ejemplo evaluar para determinado
problema un periodo que permita encontrar buenos promedios para calcular los V; o relajar
el problema, considerando una holgura en el error, obteniendo valores de V' notoriamente mas
bajos, pero que se encuentre las mismas tacticas (o similares) que las que se obtendrian en
el caso de que no se utilicen medidas de contencién como las antes mencionadas. De la mano
con estas medidas de contencién, esta el planteamiento de considerar subdividir el proble-
ma, comentado en la secciéon de anélisis, teniendo asi muchos subproblemas pero de menor
complejidad y que se permita escoger tacticas de manera local, que resulten ser 6ptimas para
cada subproblema.

Por lo anterior surge también la propuesta a considerar una mezcla de ambos métodos,

67



utilizando las ventajas que tiene cada uno en distintos escenarios. Como por ejemplo seria,
el comenzar con una tactica obtenida de PD en un escenario simplificado o més estable en
los pardmetros iniciales, y a medida que se avanza en el flujo de ejercicios o de sus estados
relacionados, con lo cual se adquiere més variabilidad en los datos y parametros, incorporar
una actualizacion de la tactica a utilizar a partir de MC, dando paso a que convenientemente
se puedan ajustar nuevas condiciones de borde, topes, y periodo, para que no salga tan costoso
en tiempo.

Como este trabajo demuestra, en el cual se analizaron los métodos de Programacion Diné-
mica y Monte Carlo que aborda el caso de dependencia lineal analizado, presenta elementos
complejos que requieren ser tratados con cuidado y rigurosidad, es por esto que resulta in-
teresante y desafiante el problema de ampliar las restricciones bajo las que se modelan, para
considerar elementos que dan cuenta de un aprendizaje méas general y realista. De esta mane-
ra, también se podria encontrar una diferencia visual notoria entre los modelos dependientes
de 1 estado como los dependientes de 2 estados, puesto que en funciéon por lo que se vio en
el presente trabajo, dichos modelos presentaron comportamientos similares en sus resultados
(independiente si se us6 PD o MC).

En el trabajo expuesto, para tener un problema mas simple y abordable en una primera
instancia, es que se decidié considerar una progresion lineal en los niveles de ejercicio consi-
derando una sola linea de conocimiento, esto es una version simplificada e idealizada de lo
que se podria encontrar al modelar un proceso de aprendizaje realista, donde la progresion
del proceso de aprendizaje resulta ser multidireccional que se entrelaza y bifurca, formando
asi un grafo donde la interdependencia de los contenidos, ejercicios, niveles y entre otros
elementos resulta compleja.

Continuando con la idea de posible trabajo futuro, también esta el considerar el tiempo
que un estudiante se demore en responder un ejercicio, incorporar gradacion en las respues-
tas (es decir, considerar diferencia entre distintos tipos de respuestas incorrectas), asi como
considerar la ampliacion a la extension propuesta en este trabajo, considerando tacticas que
dependan de més estados del pasado.

Si bien no se cont6 con datos reales, ni estudiantes de prueba que permitieran corroborar en
la practica la utilidad de los algoritmos estudiados, este trabajo espera ser un primer paso para
futuros estudios que apunten a la introduccion y desarrollo de metodologias de aprendizaje
reforzado en la era digital, que permitan explotar del mejor modo posible las posibilidades
tecnolodgicas del mundo moderno, esto sin dejar de lado que es necesario establecer criterios
bien definidos que permitan verificar el nivel de aprendizaje y la efectividad que se obtiene a
partir de la introduccién de nuevas herramientas metodologicas en el aula de clases.
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