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TÉCNICAS DE MEDICION Y CONTROL PARA EL ESTUDIO DE FLUJOS

TÉRMICOS

Este trabajo trata sobre el desarrollo de técnicas experimentales para el estudio de flujos

térmicos. El primer sistema en estudio es convección de Rayleigh-Bénard en una solución

agua-glicerina con un elevado número de Prandtl. La inestabilidad se desarrolla al interior

de una celda de convección, con razones de aspecto moderadas, sujeta a dos controlado-

res de temperatura en lazo cerrado. Estos controladores son del tipo Proporcional Integral

Derivativo (PID) y en cascada, los cuales proporcionan una estabilidad en temperatura del

orden de 10−3 K. El dispositivo experimental desarrollado permitió determinar el umbral de

la inestabilidad y caracterizar la transferencia de calor, en términos del número de Nusselt,

para valores del número de Rayleigh Ra < 104. Se observó que el patrón de convección,

compuesto por seis rollos transversales, permanece constante bajo las condiciones de estabi-

lidad que proporciona el sistema de control. Luego, se aborda el problema de convección de

Rayleigh-Bénard inclinada con respecto al vector de gravedad. En este caso se caracterizó

la transferencia de calor para un barrido del ángulo de inclinación entre los reǵımenes de

conducción y convección. En este rango fue posible identificar patrones de convección com-

puestos por rollos transversales, rollos longitudinales y un régimen dependiente del tiempo.

La segunda parte del presente trabajo trata sobre la implementación de la técnica óptica

Synthetic Schlieren para la reconstrucción del campo de temperatura de plumas térmicas.

En esta técnica se mide la deformación de un patrón de referencia que se observa a través

del medio fluido. Esta medición permite obtener el gradiente de la variable asociada a las

variaciones del ı́ndice de refracción del medio. La técnica se implementó mediante el desarrollo

de diversas rutinas de procesamiento de imágenes, entre las que cabe destacar un algoritmo

de correlación iterativo con deformación de imágenes. El fenómeno de plumas térmicas se

generó experimentalmente al interior de una cavidad mediante un elemento calefactor, que

se mantiene a temperatura constante por la acción de un controlador Proporcional Integral

(PI). La técnica óptica y el sistema de control permitieron obtener la evolución temporal del

campo de temperatura y de potencia durante la formación y ascensión del fenómeno térmico.
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2.2 Objetivos espećıficos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

II Transferencia de calor en convección de Rayleigh-Bénard 7

3 Convección de Rayleigh-Bénard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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8.3.1 Ecuaciones del sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
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9.4.1 Dispositivo experimental para la generación de plumas térmicas . . . . 154
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Introducción y objetivos
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Caṕıtulo 1

Introducción

La formación de estructuras organizadas o patrones abarca una gran cantidad de fenóme-
nos, siendo ampliamente observada en la naturaleza. En general, al inyectar enerǵıa a un
sistema dinámico, un estado inicial de equilibrio se torna inestable sobre un cierto umbral.
Como resultado de esta inestabilidad surgen estructuras espacio-temporales bien definidas
[1]. Lo anterior permite describir dos fenómenos de convección térmica que son objeto de
estudio en el presente trabajo de Tesis: convección de Rayleigh-Bénard [2] y plumas térmicas
[3, 4]. En el primero, el patrón se compone de estructuras con un nivel más bajo de organi-
zación, llamadas células de Bénard. Ésto en reconocimiento de Henri Bénard, quien realizó
los primeros trabajos experimentales sobre esta inestabilidad en 1900. La formulación teórica
del problema considera una capa de fluido extendida infinita e indica que las células pueden
tomar diversas formas: circular, cuadrada, hexagonal, triangular, etc. En condiciones experi-
mentales el fluido se encuentra confinado, lo que reduce el número de patrones observados y
afecta el umbral de la inestabilidad [5]. En cambio, las plumas térmicas se pueden considerar
bajo la categoŕıa de flujos abiertos donde éstas se desarrollan espacialmente. Dichos flujos se
comportan como amplificadores de ruido u osciladores y responden a un forzamiento externo
[6]. Esto ha sido observado experimentalmente en plumas térmicas [7] y en otra forma de
flujos abiertos conocidas como estelas [8, 9].

Las técnicas de forzamiento externo también han sido aplicadas a convección de Rayleigh-
Bénard variando la formulación tradicional del problema. Entre ellas se encuentran: forza-
miento horizontal [10] y vertical [11, 12] de la capa de fluido; rampas de calentamiento [13];
modulación de la temperatura de las paredes [14]; del calor impuesto en el fluido [15] y con-
vección inclinada con respecto a la gravedad. Esta última variante, estudiada inicialmente
por Hart (1971) [16], ha vuelto a acaparar el interés de trabajos recientes [17, 18]. En es-
te caso, una nueva componente de aceleración permite generar distintas rutas de transición
entre estados y bifurcaciones [19]. En forma similar al comienzo de la inestabilidad, estas
transiciones se reflejan en la capacidad transferencia de calor del fluido, caracterizada por el
número de Nusselt.

En el presente trabajo se aborda en forma experimental el problema de convección de
Rayleigh-Bénard inclinada a moderados números de Rayleigh (Ra < 104). Esto se realiza en
términos de transferencia de calor, donde la potencia suministrada al fluido se determina con
un sistema de control de temperatura Proporcional Integral Derivativo (PID) [20]. El fluido
de trabajo consiste en una solución agua-glicerina (95 % en peso de glicerina) y se encuentra
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contenido en una celda de convección de sección rectangular. Para este tipo de soluciones
es común observar efectos Non-Oberbeck-Boussinesq (NOB) debido a la variación fuerte de
su viscosidad con la temperatura [21]. La solución utilizada se caracteriza además por un
elevado número de Prandtl, en forma similar a fluidos encontrados en fenómenos geof́ısicos
[22].

Parte importante del trabajo se dedicó a la puesta en marcha del montaje experimental
de convección de Rayleigh-Bénard. Las condiciones experimentales, rango de temperatura y
propiedades del fluido, resultan en pequeñas potencias de trabajo (p < 1 W). Para obtener
una señal-ruido (SNR) adecuada en este rango se evaluaron distintas alternativas de control.
Finalmente se logró obtener una estabilidad en potencia y temperatura del orden de 1 mW y
0.1 mK, respectivamente. De esta manera se pudo observar en términos de la transferencia de
calor el comienzo de la inestabilidad y la transición del flujo al variar el ángulo de inclinación
de la celda.

En una segunda parte del presente trabajo se desarrolla un método óptico de medición
para obtener la distribución espacio-temporal de temperatura en problemas de convección
térmica. El método se basa en la observación de un patrón de referencia a través del medio
fluido, que se distorsiona por las variaciones del ı́ndice de refracción debidas a cambios de
densidad y temperatura. El concepto es similar al caso de óptica adaptativa [23–26], donde
se compensan los efectos de la turbulencia atmosférica mediante espejos deformables para
obtener una imagen ńıtida de un objeto estelar. En el presente caso, se cuantifican las distor-
siones del objeto observado a través del medio fluido para recuperar el campo de ı́ndice de
refracción y temperatura. Para cuantificar la deformación del patrón de referencia se utilizó
un algoritmo de correlación cruzada, del tipo iterativo con deformación de imágenes, basado
en [27]. Una vez implementado el método, este se utilizó para observar el desarrollo del cam-
po de temperatura de una pluma térmica al interior de una cavidad. El fenómeno se generó
utilizando nuevamente técnicas de control en lazo cerrado, en este caso mediante un contro-
lador de temperatura Proporcional Integral (PI). El sistema de control se elaboró mediante
circuitos eléctricos, que permitieron la medición temperatura del elemento calefactor y de la
evolución temporal de potencia durante el desarrollo del fenómeno térmico.
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Caṕıtulo 2

Objetivos

2.1. Objetivos generales

El presente trabajo de Tesis tiene como objetivo general estudiar el fenómeno de con-
vección térmica en flujos confinados y en flujos abiertos, convección de Rayleigh-Bénard y
plumas térmicas, respectivamente.

2.2. Objetivos espećıficos

El cumplimiento de los objetivos generales requiere de los siguientes objetivos espećıficos:

Implementación y puesta en marcha de un montaje experimental para el estudio de la
convección de Rayleigh-Bénard.

Implementación de un sistema de control automático de temperatura en la celda de
convección de Rayleigh-Bénard.

Caracterización del transporte de calor en la celda de convección en función del ángulo
formado entre el vector de gravedad y el gradiente térmico.

Implementación teórica y numérica de un método óptico para el estudio de flujos térmi-
cos.

Ensayos experimentales para evaluar el método óptico de medición en el caso de flujos
abiertos.
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Parte II

Transferencia de calor en convección
de Rayleigh-Bénard
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Caṕıtulo 3

Convección de Rayleigh-Bénard

Contenido
3.1 Descripción del fenómeno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3.1.1 Mecanismo de inestabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3.1.2 Ecuaciones del sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3.1.3 Diferentes régimenes de convección . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3.2 Convección confinada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.3 Transferencia de calor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.3.1 Comportamiento para Ra ∼ Rac . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.3.2 Comportamiento para Ra� Rac . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.4 Convección en condiciones no-Boussinesq . . . . . . . . . . . . 19

3.5 Convección en celdas inclinadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

En este primer caṕıtulo dedicado a la convección de Rayleigh-Bénard se encuentra una
recopilación de antecedentes que serán de utilidad para comprender el trabajo experimental
que se presenta en los próximos dos caṕıtulos.

3.1. Descripción del fenómeno

Antes de discutir en más detalle la convección de Rayleigh-Bénard cabe mencionar la
siguiente reseña histórica sobre problema.

El fenómeno de inestabilidad térmica fue reconocido por el conde Rumford en 1797 y
James Thomson en 1882 [2]. En 1900 Bénard realizó el primer experimento para demostrar
el comienzo de una inestabilidad térmica. El montaje experimental utilizado por Bénard con-
sistió en una capa delgada de fluido viscoso, con su superficie superior libre en contacto con
el aire y calentada en forma uniforme por una placa metálica. Este montaje experimental
le permitió estudiar, visualizando el flujo con polvos en suspensión, la formación de celdas
hexagonales. Lord Rayleigh atribuyó la formación de estas estructuras a los efectos de la
fuerza de empuje [28] y Block en 1956 descubrió que el mecanismo se debe a la acción de la
tensión superficial [29]. Los análisis de Block le indicaron que la variación de la tensión su-
perficial con la temperatura es, por śı sola, un mecanismo suficiente para establecer las celdas
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de Bénard. Dada la influencia de este mecanismo, el problema estudiado por Bénard recibe
el nombre de inestabilidad de Bénard-Maragoni. En cambio, en el problema de convección
o inestabilidad de Rayleigh-Bénard se reconoce la contribución de Lord Rayleigh, quien en
1916 trató problema de estabilidad considerando ambas fronteras libres [29].

3.1.1. Mecanismo de inestabilidad

En la figura 3.1 se indica el mecanismo de inestabilidad en convección de Rayleigh-Bénard
y consiste en lo siguiente. Una capa de fluido de espesor d se somete a un gradiente de
temperatura:

∆T

d
=
T1 − T2

d
(3.1)

manteniendo las superficies superior e inferior a temperaturas T2 y T1 > T2, respectiva-
mente. Este gradiente de temperatura se denomina adverso y es potencialmente inestable,
debido a que el fluido en el fondo es más liviano que en la parte superior. Esta condición
genera una tendencia en el fluido a reorganizarse y mejorar la debilidad de su organización
[2]. Si ocurre una perturbación de temperatura en una cierta región caliente (fŕıa), su volu-
men aumenta (disminuye) y su densidad ρ disminuye (aumenta). La fuerza de empuje induce
entonces sobre ella un movimiento ascendente (descendente). Por otra parte, Los fenómenos
disipativos asociados a la viscosidad cinemática ν y difusividad térmica κ del fluido tratarán
de inhibir este movimiento.

d

z

x

y

g T 2

T 1

ρ
ρ

(a)

T 2

T 1

ν

g

(b)

T 2

T 1

κ

g

(c)

Figura 3.1: Mecanismo de inestabilidad en convección de Rayleigh-Bénard. Una capa de fluido de
espesor d se somete a un gradiente de temperatura inestable (T1 − T2)/d, donde T1 > T2. (a) Si
ocurre una perturbación de temperatura en una cierta región caliente (fŕıa), su volumen aumenta
(disminuye) y su densidad ρ disminuye (aumenta). Como resultado la fuerza de empuje induce sobre
ella un movimiento ascendente (descendente). Los fenómenos disipativos asociados a la viscosidad
cinemática ν y difusividad térmica κ del fluido tratarán de inhibir este movimiento.

El primer parámetro de control de la inestabilidad es el número de Rayleigh Ra y repre-
senta el balance entre los mecanismos anteriores. Éste se encuentra dado por:

Ra =
g α∆T d3

ν κ
(3.2)

con g la magnitud de la aceleración de gravedad y α el coeficiente de expansión térmica
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del fluido. El número de Rayleigh debe sobrepasar un cierto umbral Ra > Rac para que la
inestabilidad se pueda manifestar dado por el número de Rayleigh cŕıtico Rac. Éste toma
el conocido valor teórico de Rac = 1708 considerando una capa de fluido de una extensión
infinita.

3.1.2. Ecuaciones del sistema

Las ecuaciones que rigen el sistema son las de conservación de masa, moméntum y enerǵıa,
y la ecuación de estado del fluido [5].

La ecuación de continuidad es:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρ~u) = 0 (3.3)

con t el tiempo y ~u la velocidad. La ecuación de Navier-Stokes es:

ρ
d~u

dt
= −∇p+ ρ~g + µ∇2~u (3.4)

donde p es la presión, ~g la aceleración de gravedad y µ la viscosidad dinámica. La ecuación
de conducción térmica, despreciando la contribución de disipación en el fluido viscoso, es [5]:

dT

dt
= κ∇2T (3.5)

con T la temperatura. La ecuación de estado es:

ρ = ρ0[1− α(T − T0)] (3.6)

donde ρ0 es la densidad a una temperatura media T0 elegida adecuadamente y donde el
coeficiente de expansión térmica α del fluido se define:

α = − 1

ρ0

(
∂ρ

∂T

)

p

(3.7)

donde la derivada parcial entre temperatura T y densidad ρ es a presión p constante. De
acuerdo a la aproximación de Boussinesq, si las variaciones en la densidad y en los varios
coeficientes utilizados se debe a cambios de temperatura moderados, estos se pueden consi-
derar constantes. Si embargo el término que contiene a la densidad en el lado izquierdo de
la ecuación de Navier-Stokes, puede ser amplio y se debe mantener. Existen distintas formas
de adimensionalizar las ecuaciones anteriores, las siguientes corresponden a [5]:

~x ′ =
~x

d
t′ =

κ t

d2
u′ =

u d

κ
θ′ =

α g d3 θ

νκ
p =

p′ d2

ρ0 κ2
(3.8)

donde θ es una variación pequeña de la temperatura con respecto a la distribución li-
neal original de la temperatura. Si se considera que las variables anteriores corresponde a
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perturbaciones con respecto a un estado base, se obtienen las ecuaciones linearizadas:

∇ · ~u′ = 0

∂~u′

∂t′
= −∇p′ + Pr θ′ ŷ + Pr∇2~u′

∂θ′

∂t′
= ∇2θ′ +Raw′ (3.9)

donde w es la componente vertical de la velocidad y ẑ el vector unitario en la dirección
vertical. En el sistema de ecuaciones (3.9) aparece el segundo parámetro de control de la
inestabilidad, el número de Prandtl Pr:

Pr =
ν

κ
(3.10)

y que representa la razón entre la difusion de moméntum y calor molecular.

Un análisis en modos normales del sistema de ecuaciones (3.9) permite obtener la curva
de estabilidad marginal entre el número de Rayleigh cŕıtico y el número de onda q [2]. El
modo más inestable ocurre a los valores cŕıticos del número de onda qc = 3.117 y longitud
de onda λc = 2π/3.117. Por sobre la curva de estabilidad marginal un continuo de valores de
onda son inestables y el flujo se organiza t́ıpicamente en un patrón de rollos de convección.
Al valor de Rac ocurre una bifurcación, donde los rollos de convección pueden tomar dos
sentidos de rotación posibles [5].

En el análisis mencionado anteriormente, se obtiene la ecuación de onda en dos dimensio-
nes o ecuación de una membrana y su solución corresponde a un número infinito de patrones
con el mismo número de onda ac. Entre ellos se encuentran patrones de rollos paralelos,
celdas triangulares equiláteras, cuadradas, rectangulares, hexagonales o en forma de anillos
axisimétricos, siendo la solución más sencilla a la ecuación de ondas la de rollos de convección.
Debido a que para Ra > Rac existe un rango de posibles número de onda. Parte este rango de
números de onda posibles es inestable y da origen a una variedad de inestabilidad secundarias
[1]. Estas se ilustran en el diagrama de estabilidad llamado globo de Busse, cuyos ejes son
los número de Rayleigh Ra, Prandtl Pr y de onda q. Una de las distintas posibilidades es,
por ejemplo, la de rollos cruzados.

3.1.3. Diferentes régimenes de convección

La influencia del número de Prandtl en transiciones de flujo fue estudiado experimental-
mente por Krishnamurti (1973) [30], quien obtuvo el diagrama que se muestra en la figura
3.2. En él se identifican los régimenes de conducción, estacionario bidimensional, estacionario
tridimensional, tridimensional dependiente del tiempo y turbulento. El diagrama indica que a
un mismo Ra el flujo para un fluido con valor elevado del número de Prandtl, como por ejem-
plo glicerina, es muy diferente al observado en agua. Para el primero, con aproximadamente
Pr ∼ 2500, el rango de transición entre el comienzo de convección en Rac y la pérdida de
coherencia espacial en el flujo es mucho más extendida que para agua o aire, cuyos números de
Prandtl son del órden de 1. Mientras en aire y agua este rango de transición se extiende hasta
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∼ 5 · 107 < Ra < 108, en glicerina se extiende hasta Ra < 1012 [31]. Es interesante notar en
la figura las ĺıneas trazadas sobre puntos de transición, con cambios de pendiente en la curva
de flujo térmico, encontrados por Krishnamurti. De acuerdo a Koschmieder [5], existen sobre
dudas sobre el carácter discreto o la existencia de ciertos puntos de transición en estas curvas.

Figura 3.2: Diferentes régimenes en convección de Rayleigh-Bénard en función de los números
de Rayleigh y Prandtl, obtenidos experimentalmente por Krishnamurti (1973) [30]. Los dis-
tintos tipos flujos son: estacionario (◦); dependientes del tiempo, obtenidos por Krishnamurti
(•) y Rossby (�); puntos de transición con cambios de pendiente en la curva de flujo térmico
(?), sobre los cuales se encuentran trazadas las ĺıneas (II), (III) y (IV); flujo turbulento, ob-
tenidos por Willis y Deardorff (�); puntos de transición para flujos dependientes del tiempo,
obtenidos por Silverston (4).

El comportamiento para Pr ≥ 60, de acuerdo a trabajos experimentales de Busse y
Whitehead, Krishnamurti, y Richter y Parsons en aceites de silicona, según se menciona en
[22] es el siguiente: un patrón de rollos bidimensionales es estables hasta Ra < 13Rac, luego
crece un segundo grupo de rollos perpendiculares a los iniciales, creando un patrón bi-modal.
Para Ra ∼ 100Rac aparece un régimen que dependiente del tiempo, con un patrón de spokes.
En el caso de fluidos con valores bajos e intermedios de Pr, que cumple la aproximación de
Oberbeck-Boussinesq, el patrón consiste en rollos derechos para valores de Ra sobre, pero
cercanos al inicio de la inestabilidad. Luego, la transición a un flujo estacionario bi-modal
observada en fluidos con Pr ≥ 60 se remplaza por una inestabilidad oscilatoria secundaria,
y posteriormente se observan rápidamente los régimenes caóticos y de turbulencia con el
aumento de Ra.
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3.2. Convección confinada

Aún cuando el problema teórico de convección de Rayleigh-Bénard considera una capa
infinita de fluido, en los trabajos experimentales el fluido se encuentra al interior de una celda
de convección y confinado por paredes laterales. Estas últimas tienen un efecto importante
en el flujo debido a que los bordes rompen la simetŕıa continua de traslaciones y rotaciones
presentes en el sistema sin fronteras [1]. Las celdas de convección son en general de geometŕıa
ciĺındrica, con razón de aspecto Γ = D/d donde D el diámetro de la celda, o en la forma de
cajas rectangulares. Para estas últimas se tienen las razones de aspecto Γx = lx/d y Γz = lz/d
según las dimensiones indicadas en la figura 3.3 (a).

l z
d

x

y

z

g

l x

(a)

Rac

10
3

Γ x

l x
l y

d

(b)

Figura 3.3: Estabilidad en convección de Rayleigh-Bénard confinada. (a) Dimensiones de la celda
de convección. (b) Número de Rayleigh cŕıtico Rac para una celda rectangular en función de la
razón de aspecto Γx ≡ lx/d, con Γz ≡ lz/d = 4 constante. Figura adaptada de Kirchartz y Oertel
(1988) [32].

Los efectos de paredes laterales en celdas rectangulares y ciĺındricas son notorios al dis-
minuir las razones de aspecto, siendo uno de ellos el aumento de Rac con respecto a su valor
teórico. Esto fue estudiado para celdas rectangulares mediante el método Galerkin por Davis
(1967) [33] y Catton (1970) [34], suponiendo paredes perfectamente conductoras y aislantes,
respectivamente. Existen pequeñas diferencias entre los trabajos anteriores y también al com-
pararlos con los resultados numéricos y experimentales de Kirchartz y Oertel (1988) [32]. La
pequeña sobrestimación de las curvas de Davis y Catton se encuentra en gran parte de los da-
tos experimentales de Stork y Müller (1972) [35], obtenidos para distintas razones de aspecto
y utilizando paredes con conductividad térmica similar a la del fluido de trabajo (aceite de
silicona). En la tabla 3.1 se muestra una comparación de números de Rayleigh cŕıticos para
una celda de razón de aspecto 6:3:1, recopilado por Walden et. al. [36]. En esta se encuentra
el resultado de Edwards (1986) obtenido utilizando la mismas funciones de expansión que
Catton y un flujo totalmente tridimensional.

Un resultado interesante mencionado por Davis es que al aumentar el lado horizontal más
largo a más del doble del otro lado horizontal, no se observan cambios apreciables de Rac. De
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Paredes Conductoras Paredes aislantes Experimental
Davis (1967) Catton (1972) Edwards (1986) Stork y Müller (1972)

Rac 2101 1879 1793 1913

Tabla 3.1: Comparación de números de Rayleigh cŕıticos Rac para una celda de razón de
aspecto 6:3:1 recopilada por Walden et. al. [36].

acuerdo a Catton la curva Γx = 6 prácticamente el ĺımite para Γy alto y equivale a un canal
infinito. Los estudios teóricos mencionados anteriormente consideran paredes perfectamente
conductoras o aislantes, sin embargo el parámetro de admitancia C introducido por Buell
y Catton [37] para el estudio de estabilidad en celdas de convección ciĺındricas permite una
clasificación intermedia entre ambos casos. La expresión para este parámetro en la forma
usada por Kirchartz [32] para celdas rectangulares es C = (k d)/(kplp), con k y kp las con-
ductividades térmicas del fluido y las paredes, respectivamente, y lp espesor de las paredes
laterales.

Los trabajos experimentales, por ejemplo [32], indican que la inestabilidad en celdas rec-
tangulares para un número de Rayleigh supercritico Ra > Rac moderado consiste en un
patrón de rollos transversales. La razón de por qué se orientan paralelos al lado más corto
de la celda, y no en forma transveral, se debe probablemente a la diferencia de la enerǵıa
disipada en las paredes y el fluido elige la configuración donde esta es menor [5].

Selección de patrón

En una celda rectangular las ecuaciones del sistema tienen más de una solución y se
pueden catalogar en dos grupos principales [1]: patrones prácticamente bidimensionales en
la forma de rollos derechos de convección y flujos totalmente tridimensionales. En el primer
grupo se distinguen los rollos de acuerdo a la dirección de sus ejes con respecto al lado más
largo de la celda, si son perpendiculares se denominan rollos transversales, mientras que si
estos son paralelos se denominan rollos longitudinales. En el segundo grupo, donde el flujo
es totalmente tridimensional, se encuentran patrones correspondientes a la superposición de
rollos, por ejemplo los denominados bimodales o en forma de L.

Una forma interesante de transición se ha observado en celdas cerradas y consiste en
la disminución del número de rollos al aumentar el número de Rayleigh. Esto corresponde
a cambios discretos en el número de onda y algunas observaciones experimentales de este
fenómeno se mencionan en [19]. Por ejemplo, en los experimentos de Kirchartz y Oertel
[32] en una celda rectangular de razones de aspecto 10:4:1, utilizando aceite de silicona con
Pr = 1780, se encontró la transición de 10 a 9 rollos a Ra = 2300, luego a 8 para Ra = 5650
y 7 para Ra = 8900.
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3.3. Transferencia de calor

El calor transferencia a través de una capa de fluido en convección se mide t́ıpicamente
en términos de la cantidad integral dada por el número de Nusselt Nu:

Nu =
Qf,cd +Qf,cv

Qf,cd

(3.11)

donde Qf,cd es la cantidad de calor transferido por conducción y Qf,cv el calor transferido
adicionalmente por el movimiento convectivo del fluido. Las primeras mediciones de la depen-
dencia del número de Nusselt en función de Ra fue realizada por Schmidt y Milverton (1935),
confirmando el valor teórico Rac = 1708 con una precisión mejor al 10 %. Las mediciones de
Silveston [2] en 1958 que se encuentran en la figura 3.4 (a), se extendieron a un rango mayor
de fluidos y comprobaron que Rac es independiente de Pr. Koschmieder y Pallas (1974) (cf.
figura 3.4 (b)), realizaron mediciones con aceites de silicona de 70 < Pr < 1800 en una celda
de Γ = 26, obteniendo un excelente acuerdo con los resultados de Silveston [38]. De acuerdo
a Koschmieder [5], existe una gran cantidad de datos sobre las mediciones de transporte de
calor, estos permanecen inconsistentes. En parte debido a que estos no solo son función del
número de Rayleigh, sino también del número de Prandtl y la razón de aspecto de la celda.
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Heat transfer through a convecting fluid layer 

Also, the variation of the wavelength is independent 

of the viscosity of the oils, within the accuracy of the 

measurements. Note that the line connecting the points 

on Fig. 5 intersects the line R/Rc = 1 at around 2 = 1"9, 

while the theoretical critical wavelength is 2,. = 2.016. 

This is due to the fact that an integer number of rings 

has to fit the container. This quantization condition 

permits a variation of the critical wavelength by the 

amount __ A2 = 2/2n. The points shown on Fig. 5 are 

just compatible with the critical theoretical wavelength 

within this error interval. To put this statement in 

another way, the fluid depth was too large to form 

thirteen rings with the proper width to depth ratio. 

Other measurements of the wavelength as a function 

of the Rayleigh number can be found in Silveston [2], 

Krishnamurti [21], and Deardorff, Willis and Somer- 

ville [28]. These measurements show also that the 

wavelength increases with R, but the values of 2 

reported here are longer than those observed by 

[2, 21, 28]. 
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5. HEAT TRANSFER 

The heat transfer through layers of oil of different 

viscosities or Prandtl number is shown on Figs. 6-10. 

The choice of the viscosity determines the range in 

Rayleigh numbers in which measurements can be made 

if the geometry of the apparatus, i.e. the fluid depth 

is to be preserved. This means that, with fluids of 

low viscosity, measurements cannot be made at sub- 

critical R, since the critical temperature difference AT~ 

is then so small that the heat transfer cannot be 

measured accurately. On the other hand, fluids of 

large viscosity cannot be brought to very high Rayleigh 

numbers since that would require too large temperature 

differences. The heat flux through the 2.00cm2/s = 

200cS oil is shown on Fig. 6. In the conduction range 

with R/R,. < 1, when convective motions are absent, 

the Nusselt number equals one, as it should be. 
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Figura 3.4: Transferencia de calor en términos del número de Nusselt Nu de acuerdo a los resultados
obtenidos por: (a) Silveston, en función del número de Rayleigh. Adaptado de [2]. (b) Koschmieder
y Pallas, en función del número de Rayleigh sobre el número de Rayleigh cŕıtico. Adaptado de [38].
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3.3.1. Comportamiento para Ra ∼ Rac

El comportamiento de la curva Nu versus Ra cerca del comienzo de la inestabilidad fue
estudiado mediante un análisis no-lineal por Schlüter, Lortz y Busse [39]. De acuerdo a esta
referencia, en esta región el número de Nusselt se puede expandir como:

Nu = 1 + S1

(
Ra−Rac

Ra

)
+ ... con Ra→ Rac

+ (3.12)

donde el coeficiente S1 corresponde a la pendiente inicial de la transferencia de calor dada
por:

S1 = limRa→Rac+
Ra (Nu− 1)

Ra−Rac
= limε→0+

(1 + ε)(Nu− 1)

ε
(3.13)

donde la última expresión se encuentra en términos del número de Rayleigh reducido, ε,
dado por:

ε =
Ra

Rac
− 1 (3.14)

En en análisis de Schlüter et. al. se obtuvieron las siguientes expresiones para la pendiente
inicial, S1, considerando patrones en forma de rollos derechos, celdas cuadradas y hexágonos:

S1 =





(0.699− 0.0047/Pr + 0.00832/Pr−2)−1 ≈ 1.43 rollos
(0.779 + 0.0400/Pr + 0.06363/Pr−2)−1 ≈ 1.28 celdas cuadradas
(0.894− 0.0496/Pr + 0.06787/Pr−2)−1 ≈ 1.12 hexágonos

las cuales son funciones débiles de Pr, especialmente si Pr � 1, y en ellas se indican los
valores aproximados que se obtienen al omitir estos términos. En relación a las expresiones
anteriores, Schlüter et. al. en mencionan la hipótesis de Malkus, esta establece que si existen
distintas posibilidades de movimientos convectivos, el fluido prefiere el movimiento con el va-
lor absoluto mayor de transporte de calor. Este movimiento corresponde al de rollos derechos,
patrón que se observa t́ıpicamente en una celda rectangular al comienzo de la inestabilidad.
Ciertos trabajos experimentales concuerdan bien con el valor de la pendiente inicial dado por
estas expresiones, como por ejemplo Koschmieder y Pallas (1974) [38], aún cuando utilizaron
una celda ciĺındrica observando rollos concéntricos y no derechos. Otros trabajos, entre ellos
[13] y referencias citadas ah́ı, encuentran diferencias de ∼ 19 % atribuidas al tamaño finito
del sistema y efectos de las paredes laterales.

De acuerdo a Koschmieder [5], en el rango moderadamente supercŕıtico, Ra . 10Rac,
se espera una dependencia de la parte convectiva de la transferencia de calor con ε. Esto
debido a que la componente vertical de velocidad y de la perturbación de temperatura son
proporcionales cada una a

√
ε. A Ra es más elevados se observa una proporcionalidad a ε y

órdenes mayores de este término.

17



3.3.2. Comportamiento para Ra� Rac

A números de Rayleigh elevados, i.e. en régimen turbulento, el número de Nusselt es
proporcional a Ran. A su vez, éste puede depender del número de Prandtl y las razones de
aspecto [5]. Antiguamente, ciertos argumentos se utilizaron para predecir este exponente,
entre los cuales cabe mencionar dos que soportan el escalamiento Nu ∼ Ra1/3 propuesto
por Malkus (1958) y otros autores. Según se mencionan en [40], en el problema se observa
que prácticamente toda la cáıda de temperatura ocurre en las capas ĺımite térmicas, cuyo
espesor λ se puede definir aproximádamente como el espesor de la capa donde la cáıda de
temperatura equivale a ∆T/2. Una relación importante Nu ∼ d/λ permite relacionar λ con
Nu. Esta relación es rigurosamente cierta al definir λ como:

1

λ
=

1

∆T

∂〈T 〉
∂y

∣∣∣
y=0

(3.15)

donde 〈 〉 representa un promedio espacial y temporal. El primer argumento asume que
la capa ĺımite térmica es marginalmente estable, lo que significa que el número de Rayleigh
efectivo Ra(λ) calculado en el espesor de capa ĺımite λ equivale a Rac, independiente de Ra,
es decir Ra = Rac(d/λ)3. Entonces, usando Nu ∼ d/λ se obtiene Nu ∼ Ra1/3. Otra manera
de obtener el resultado anterior es suponer que el flujo de calor Q a través de la celda es
independiente de la altura, entonces de la expresión Nu = Qd/k∆T ∼ Ran se obtiene que
para cumplir esta condición se necesita n = 1/3 dado que Ra ∼ d3.

Al final de la década de 1980, los experimentos de Libchaber et. al. realizados con helio,
Pr ≈ 1, en la universidad de Chicago, entregaron el nuevo escalamiento Nu ∼ Ra0.282. Nume-
rosos trabajos reprodujeron y extendieron este resultado, n = 0.282±0.006 ≈ 2/7, indicando
que es muy robusto [41]. Posteriormente Cioni et. al. (1997) agregaron la dependencia de Pr,
obteniendo Nu ∼ Ra2/7Pr2/7, cuya validez se espera para Pr < 1. Por otra parte, el mo-
delo de Shraiman-Siggia entrega una dependencia de Pr−1/7 para Pr suficientemente elevado.

Recientemente, Grossman y Lohse [41] dividieron el transporte de calor en términos que
representan la disipación cinética y viscosa, y subsecuentemente en contribuciones del bulk y
de la capa ĺımite. Su contribución relativa, a diferentes valores de Ra y Pr, entrega diferentes
leyes de potencia en diferentes rangos de parámetros, donde términos distintos dominan la
transferencia de calor. Este modelo explica en parte las diferentes leyes de potencia encon-
tradas anteriormente por diferentes modelos, debido a que se encontraban generalmente en
distintos rangos de los parámetros. En cuanto al escalamiento n = 2/7, Grossman y Lohse
encontraron que este se encuentra bien representado por la unión de régimenes con n = 1/4 y
n = 1/3, con coeficientes de ponderación apropiados. A números de Rayleigh muy elevados,
como mencionan estos autores, se ha observado recientemente una cáıda del escalamiento
n = 2/7 posiblemente haćıa una ley Nu ∼ Ra1/2, la cual corresponde al régimen último de
convección turbulenta predecida por Kreichnan en 1962.
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3.4. Convección en condiciones no-Boussinesq

En general, los experimentos en Rayleigh-Bénard se realizan con diferencias de tempera-
turas pequeñas ∆T , de manera de cumplir la aproximación de Oberbeck-Boussinesq (OB).
En ella se asume que las propiedades viscosidad cinemática ν, difusividad térmica κ, conduc-
tividad térmica k, calor espećıfico isobárico cp y coeficiente de expansión térmica isobárico α
son independientes de la temperatura [42]. Sin embargo, para ciertos fluidos como por ejemplo
en glicerina, etano o agua esta condición no siempre se cumple, especialmente a diferencias
∆T altas. T́ıpicamente, las propiedades del fluido se evalúan a la temperatura media entre
placas:

Tm =
T1 + T2

2
(3.16)

por lo que los parámetros de control Ra y Pr se calculan como:

Ram =
αm g∆T d3

νm κm
≡ Ra Prm =

νm
κm
≡ Pr (3.17)

donde el sub́ındice m indica las propiedades evaluadas a Tm.

Número de Rayleigh cŕıtico

El valor número de Rayleigh cŕıtico Rac a su vez puede ser afectado por según la función
que describe la viscosidad ν(T ), como fue estudiado por Stengel et. al. [43] en forma numérica
y experimentalmente en una celda de razón de aspecto Γ = 22. Sus resultados indican que si
esta función es exponencial, el número de Rayleigh cŕıtico Rac es aproximadamente constante
para una razón pequeña entre la viscosidad, νmax/νmin, en las superficies superior e inferior.
Para razones moderadas Rac crece, alcanzando un máximo a una razón de aproximadamente
3000 y luego decrece.

Número de Nusselt

El número de Nusselt en condiciones NOB puede cambiar con respecto al caso OB debido
a dos efectos [42], los cuales se muestran en el esquema de la figura 3.5. Estos son:

(i) Diferencias entre la cáıda de temperatura en la capa ĺımite inferior ∆b = Tc − T2 y en
la capa ĺımite superior ∆t = T1 − Tc.

(ii) Desplazamiento de la temperatura Tc del flujo central de la celda o bulk con respecto a
la temperatura media entre placas Tm.

La razón entre los números de Nusselt para ambos casos, NuNOB y NuOB, según esta
referencia es:

NuNOB
NuOB

=
2λslOB

λslt + λslb︸ ︷︷ ︸
Fλ

κt∆t + κb∆b

κm(T1 − T2)︸ ︷︷ ︸
F∆

(3.18)
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Figura 3.5: Esquema del perfil de temperatura en condiciones NOB, en función de la altura y y
promediado en el tiempo. Se muestran dos efectos: (i) diferencia entre la cáıda de temperatura
∆b = Tc − T2 en la capa ĺımite inferior y ∆t = T1 − Tc en la capa ĺımite superior, con espesores
en condiciones NOB λt y λb, respectivamente, y λOB en condiciones OB; (ii) desplazamiento de la
temperatura Tc del flujo central de la celda con respecto a la temperatura media entre placas Tm.

donde los factores Fλ y F∆ se asocian a los efectos (i) y (ii), respectivamente. En el caso
de la glicerina, los efectos NOB se deben principalmente a la fuerte variación de su viscosidad
con la temperatura y, en particular, el segundo efecto que corresponde a la desviación de Tc
con respecto a Tm fue estudiada experimentalmente por Zhang [44]. Sin embargo, mientras
este último efecto es importante en agua, en glicerina lo son las variaciones asociadas al
factor Fλ [31]. Para números de Ra moderados, el número de Nusselt es bastante robusto a
los efectos NOB como indican por ejemplo Ahlers [42] o los resultados obtenidos mediante
simulaciones numéricas de Sugiyama [31], considerando este último una celda bidimensional
cuadrada y glicerina como fluido. De acuerdo a esta última referencia, la mayor influencia
de los efectos NOB corresponde a un cambio notorio en la transferencia de calor entorno a
Ra ∼ 105, el cual no ha sido estudiado experimentalmente.

Selección de patrón

Entre los patrones observados por Stengel et. al. mencionado previamente se encuentran
hexágonos a pequeñas razones de viscosidad entre ambas superficies, y también rollos, poĺıgo-
nos irregulares y celdas cuadradas dependiendo de esta razón y del número de Rayleigh. A
números de Rayleigh más elevados Ra ∼ 20000 se observa una forma de convección bimodal
o en forma de spokes, dependiendo de la razón de viscosidades. Esta ocurre en forma bastan-
te más temprana que en el caso de viscosidad constante, cuya transición se encuentra para
Ra ∼ 105.

Un aspecto de los efectos NOB en convección de Rayleigh-Bénard consiste en su influen-
cia en el patrón observado al inicio de la inestabilidad, siendo posible encontrar una forma
de organización distinta al de rollos observado en condiciones OB. Una de estas formas co-
rresponde a celdas hexagonales, estudiadas teóricamente por Busse y posteriormente otros
autores, suponiendo una variación de viscosidad con temperatura d ν/d T leve [45]. El resul-
tado encontrado es el siguiente: para Rac < Ra < Ra1 solo celdas hexagonales son estables,
para Ra1 < Ra < Ra2 celdas hexagonales y rollos bidimensionales son estables, y para
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Ra > Ra2 solo rollos son estables, donde los valores Ra1 y Ra2 son cercanos a Rac. A su vez,
ocurre una bifurcación sub-cŕıtica observada experimentalmente por Ciliberto [46], en la cual
las celdas hexagonales son estables en un rango Ra−1 < Ra < Rac, donde Rac−Ra−1 es una
función proporcional a d ν/d T .

Las transiciones entre rollos y hexágonos se ven reflejadas en las mediciones del transpor-
te de calor, dado que estas últimas son sensibles a las variaciones de simetŕıa, como indica
el análisis de Schüter et. al. mencionado anteriormente. Las celdas hexagonales han sido
observadas experimentalmente también para variaciones importantes de viscosidad con tem-
peratura, como en el trabajo realizado por White (1988) [47] utilizado como fluido golden
syrup y una celda rectangular de alta razón de aspecto. Algunos de los patrones obtenidos
por White celdas hexagonales, celdas cuadradas e inestabilidad en forma de mosaico. Según
menciona Koschmieder [5], los patrones obtenidos por White, a excepción de los de celdas
hexagonales, pueden llevar a conclusiones erróneas debido a que son impuestos en el fluido
mediante condiciones iniciales controladas, técnica que permite crear cualquier patrón. Sin
embargo, patrones de rollos, hexágonos y cuadrados han sido observados experimentalmente
para distintas magnitudes de d ν/d T sin imponer condiciones iniciales controladas, como por
ejemplo por Stengel et. al. [43] y Oliver (1983).

3.5. Convección en celdas inclinadas

El fenómeno de convección con inclinación respecto a la gravedad corresponde a una
variante del problema clásico de Rayleigh-Bénard y se puede encontrar en distintos ámbitos,
por ejemplo, en la atmósfera, océano o en colectores solares [48]. Esta variante corresponde
a la configuración que se muestra en la figura 3.6 (a), donde la que la celda de convección
se encuentra en un ángulo γ con la horizontal. De acuerdo a los ejes de la figura 3.6 (a), la
gravedad se descompone en:

~g = g(x̂ sin γ − ŷ cos γ) = ~g‖ + ~g⊥ (3.19)

donde solamente la componente ~g⊥ contribuye a la fuerza de empuje en la dirección y,
por lo que se define un nuevo número de Rayleigh:

RaI =
α g cos γ∆T d3

ν κ
= Ra cos γ (3.20)

Como resultado, para γ → 90o ocurre que RaIc → 0 y no ocurre una inestabilidad asociada
a fuerzas de empuje, incluso para altos valores de ∆T . Las ecuaciones de Oberbeck-Boussinesq
para convección de una capa inclinada de acuerdo a Clever y Busse [49] son:

∇ · ~u = 0 (3.21)

1

Pr

(
∂~u

∂t
+ (~u · ∇)~u

)
= −∇p+ θ(ŷ + x̂ tan γ) +∇2~u (3.22)

∂θ

∂t
+ (~u · ∇)θ = ∇2θ +RaI ~u · ŷ (3.23)

Según esta última referencia, la solución estacionaria consiste en un perfil de temperatura
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Figura 3.6: Esquema de convección al interior de una celda inclinada. (a) Vista del lado más largo
de la celda, en la cual se indica el perfil de velocidad ~U0(y). (b) Vista del lado más corto de la celda,
en la cual se observan t́ıpicamente rollos longitudinales alineados con ~g‖.

Θ0 y un flujo base ~U0(y) en la dirección x:

Θ0 = RaI
(
Tm
∆T
− y
)

(3.24)

~U0(y) = RaI tan γ
1

6

(
y3 − 1

4
y

)
x̂ ≡ U0(y)x̂ (3.25)

Entonces para un número RaI 6= 0 La componente de gravedad causa que el fluido suba
por la superficie caliente y baje por la superficie fŕıa [18]. A diferencia del problema tradi-
cional, el estado base consiste un flujo base con un perfil de velocidad cúbico. Para ángulos
γ < 90o el fluido es calentado por debajo donde la fuerza de empuje y el flujo base desestabi-
lizan, mientras que para ángulos γ > 90o el empuje estabiliza y el flujo base desestabiliza [17].

Desde los primeros trabajos de Hart (1971) [16] en celdas inclinadas se han encontrado
distintas estructuras de flujo: rollos longitudinales, transversales, oblicuos y rollos transver-
sales que viajan. En el caso de rollos longitudinales, estos son perpendiculares a los rollos
transversales y sus ejes se encuentran alineados con el flujo base. Existen distintos parámetros
presentes como son los números de Rayleigh y Prandtl o las razones de aspecto de la celda
de convección, por lo que es dif́ıcil determinar un comportamiento general. Otro factor que
puede influir es variación de la viscosidad con la temperatura, según los análisis de estabili-
dad de [50]. Para ciertos ángulos γ se encuentran distintas transiciones en el flujo y a su vez
pueden ocurrir superposiciones como por ejemplo entre rollos longitudinales y transversales
[51]. Para números de Rayleigh moderados el comportamiento es aproximadamente el que se
indica en la figura 3.7 y que se describe a continuación:

comportamiento según γ =





0o < γ < γ1 rollos transversales
γ1 < γ < γ2 rollos longitudinales
γ2 < γ < 180o rollo (s) transversal (es)
γ = 180o Conducción
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Figura 3.7: Esquema de los patrones de convección para celdas inclinada. Se muestra el patrón y el
rango del ángulo de inclinación γ, limitado por γ1 y γ2, en que se observan: (a) rollos transversales,
(b) rollos longitudinales y (c) un único rollo transversal.

donde γ1 y γ2 son ángulos de transición. Para los resultados de [32] el primer ángulo
de transición es aproximadamente γ1 = 12o, por debajo del cual los rollos transversales
son la solución preferida al tener un menor valor propio y son superpuestos al flujo básico.
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Para ángulos de inclinación mayores γ > γ1, el creciente efecto de esfuerzo de corte fuerza
a los rollos transversales a reorientarse hacia rollos longitudinales. De acuerdo a [17], la
inestabilidad del estado base con respecto a los rollos longitudinales es al número de Rayleigh
cŕıtico RaLc :

RaLc =
Rac
cos γ

(3.26)

Estos rollos longitudinales se pueden volver inestables al aumentar el número de Rayleigh,
lo cual ha sido estudiado mediante análisis de estabilidad [49, 52] y en forma experimental
[53]. Para mayores ángulos de inclinación los rollos longitudinales pasan posteriormente a
un un modo con uno o más rollos transversales. Este ángulo es γ2 ∼ 35o para una razón de
aspecto Γx = 6 y Γy = 20, de acuerdo a [51], quien estudió estudió este ángulo de transición
para distintas razones de aspecto.

Como se ha mencionado, se observan distintas transiciones en celdas inclinadas y algunos
aspectos son discutidos en [19]. En el estudio de celdas inclinadas se han utilizado distintas
técnica de visualización como interferogramas diferenciales [32], Shadowgraph [18], o visua-
lización utilizando humo y una fuente de luz, para el caso de rollos en aire [54]. Para celdas
sin inclinación resulta interesante el uso de reconstrucción tomográfica [55]. En algunos casos
se ha estudiado la transferencia de calor para distintos ángulos de inclinación γ. Al variar el
ángulo de inclinación γ, se observan cambios en el número de Nusselt, como se encuentra en
[56], donde se obtuvo la curva Nu(γ) para distintas razones de aspecto. Esta también ha sido
obtenida por [57]. En la curva Nu(γ) se observa un mı́nimo local donde ocurre el cambio de
patrón de rollos [56], quienes obtuvieron este ángulo para diferentes razones de aspecto.
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Caṕıtulo 4

Dispositivo experimental de
convección de Rayleigh-Bénard
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En el presente caṕıtulo se describe el dispositivo experimental dedicado al estudio de
convección de Rayleigh-Bénard en una celda de razón de aspecto moderada, capaz de variar
su inclinación con respecto al vector de gravedad. El dispositivo experimental, ubicado en
el Laboratorio LEAF-NL, lo desarrolló inicialmente Ludovic Bellon y en el que trabajaron
Mathieu Gibert y Löıg Vaugier. Los dos primeros estudiaron el envejecimiento de las propie-
dades viscoelásticas de una solución con Laponita [58, 59], mientras que el último estudió el
fenómeno de convección en agua y en una solución agua-glicerina de 94 % en peso de glicerina
[60]. En el presente trabajo se utilizó un fluido similar, una solución agua-glicerina de 95 % de
concentración en peso, sin embargo el interés recae sobre la convección a números de Rayleigh
moderados. En este rango, la potencia suministrada al sistema es considerablemente menor
en comparación con los trabajos anteriores y su medición requirió de una adaptación del sis-
tema de control. Espećıficamente, en este rango se buscó un control estable y el aumentó de
la razón señal-ruido en la medición de potencia. Para ello se implementaron nuevos métodos
de medición de temperatura basados en un elemento calefactor que actúa solamente como
sensor y termistores. La evaluación de estos métodos indica que estos últimos, junto con una
nueva estrategia de control permiten obtener un control adecuado en experiencias a potencias
pequeñas de trabajo.
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4.1. Dispositivo experimental

En la presente sección se describe el dispositivo experimental compuesto por una celda
de convección y distintos elementos que permiten mantener en ella un gradiente térmico
controlado y, a su vez, variar su ángulo con respecto al vector de gravedad. Luego, se describe
el fluido de trabajo y el comportamiento de sus propiedades en función de la temperatura.

4.1.1. Celda de convección

Para realizar las experiencias se utilizó una celda de convección cuya representación se
muestra de la figura 4.1. El fluido se encuentra confinado en un volumen de 23.5×144.2×68.1
mm3 (alto d × ancho lx × largo lz), por lo que sus razones de aspecto son:

Γx ≡
lx
d

= 6.14 y Γz ≡
lz
d

= 2.90 (4.1)

Dos placas de acero inoxidable y espesor 16 mm proporcionan la condición de temperatura
homogénea a las superficies del fluido. La sección horizontal de la placa inferior coincide con
el exterior de las paredes laterales, mientras que la placa superior abarca una área mayor de
184× 108 mm2. Ambas placas cuentan con perforaciones a media altura y un espaciado lx/4
para el posicionamiento de sensores de temperatura. Las paredes laterales son de acŕılico, de
espesor 10 mm y en ella dos conductos permiten el llenado y vaciado de la celda. Durante las
experiencias uno de los conductos se comunica a un recipiente externo expandible para dar
cuenta de la expansión térmica del volumen de fluido.

Generación de un gradiente térmico en la celda de convección

Para elevar la temperatura de la placa inferior o placa caliente se suministra calor por efec-
to Joule desde un elemento calefactor delgado de 18 W. Este elemento se encuentra adherido
a la parte inferior de la placa con pasta conductiva térmica y se alimenta con una potencia
p(t) por una fuente DC HP E3632A. El calor fluye a través de la celda y se remueve posterior-
mente desde placa superior o placa fŕıa por agua de enfriamiento, distribuida por un difusor,
y que circula en ella en 8 canales a contraflujo. Ésta proviene de un baño térmico Neslab
RTE-210 con controlador digital cuya temperatura de trabajo, Tb(t), se ajusta mediante un
generador de función HP33120A con una estabilidad nominal de ±0.01 oC. De esta manera
se imponen las temperaturas en la placa caliente y placa fŕıa, T1 y T2, respectivamente, cuya
diferencia genera el gradiente adverso de temperatura:

∆T

d
=
T1 − T2

d
(4.2)

que genera los movimientos convectivos en la capa de fluido. La operación los equipos
mencionados anteriormente se controla en forma remota mediante el sistema de control del
experiento que se describe en la sección 4.3. Por otra parte, los detalles constructivos de los
elementos mencionados previamente: placas, paredes laterales y difusor se encuentran en el
Anexo A.
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Figura 4.1: Representación de la celda de convección. (a) Vista isométrica. (b) Vista frontal. La
celda de convección se compone de (1) una placa a mayor temperatura, (2) una a menor temperatura
y (3) paredes laterales de acŕılico que contienen a la (4) capa de fluido de alto d. En las paredes
laterales se encuentran dos (5-6) ductos, para el llenado y vaciado de la celda o dar cuenta de la
expansión volumétrica del fluido. Un sistema de (7) mangueras y (8) difusor distribuye agua de
enfriamiento a la placa a menor temperatura y que circula en ella en 8 canales a contraflujo. Un (9)
elemento calefactor delgado suministra calor a la placa a mayor temperatura. En ambas placas se
encuentran (10-11) perforaciones para ubicar sensores de temperatura. En las figuras (a-b) el color
de las mangueras indica el ingreso y salida del agua de enfriamiento a menor y mayor temperatura,
respectivamente. (c) Detalle en vista isométrica de la placa caliente y paredes laterales. Se indican
las dimensiones interiores de la cavidad: alto d, ancho lx y largo lz.
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Aislación térmica de la celda de convección

Con el objetivo de aislar térmicamente el sistema, la celda de convección y difusor se
encuentran ubicado al interior de una caja de acŕılico y unidos a ella mediante 4 soportes,
según se indica en la figura 4.2. El montaje se encuentra a su vez en una sala separada del baño
térmico y otros equipos del laboratorio. El espacio libre interior de la caja de acŕılico en la
región cercana a la placa caliente contiene aislante térmico de espuma Aeroflex, un elastómero
de celda cerrada de conductividad térmica 0.039 W/(m K). La región interior restante de la
caja se contiene polyestireno expandido de conductividad térmica ∼ 0.04 W/(m K). Debajo
de la placa caliente y el elemento calefactor se encuentra una cámara de acŕılico, similar a la
que contiene el fluido, con aislante Aeroflex en su interior. Esta cámara reduce las pérdidas
de calor hacia un sistema fabricado en acero que comprime ambas placas. Las mangueras que
comunican al baño térmico con el difusor también se encuentran aisladas con Aeroflex.
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Figura 4.2: Mecanismo de rotación y aislación en la celda de convección. La celda de convección
(1) se encuentra al interior de una caja de acŕılico (2), sujetada mediante 4 soportes (3-4). La caja
se encuentra montada sobre 2 rodamientos (5) que permiten su movimiento de rotación en el plano
x−y. El movimiento se transmite mediante un sistema de engranajes y polea (6), con un engranaje
mayor adherido a un costado de la caja y un engranaje más pequeño girado por un motor paso a
paso (7). El interior de la caja se encuentra aislado con poliuretano expandido (8) y Aeroflex (9).
El agua de enfriamiento ingresa y abandona la caja en mangueras aisladas térmicamente (10-11) a
través del centro de los rodamientos.

Sistema de rotación de la celda de convección

El presente montaje cuenta con un sistema controlado de rotación que permite inclinar la
celda de convección con respecto a la gravedad y recorrer 360o en el plano x− y (cf. fig. 4.2).
Para ello, la caja de acŕılico que contiene a la celda se encuentra montada sobre 2 rodamien-
tos que se encuentran sobre una mesa nivelada y gira mediante un sistema de engranajes y
polea. Este sistema consiste en un engranaje mayor de 1600 dientes adherido a uno de los
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costados de la caja y un engranaje más pequeño que gira por la acción de un motor paso a
paso. El motor se controla por un circuito stepper motor driver, construido durante el pre-
sente trabajo, y recibe la señal desde el puerto paralelo de un PC. Para amplificar esta señal
se utilizó un circuito que consiste en un arreglo de transistores construido por Gabriel Arévalo.

En la figura 4.3 se muestran dos configuraciones importantes utilizadas durante el presente
trabajo. En la primera la placa caliente se ubica por sobre la placa fŕıa y dado que el fluido se
encuentra bajo un gradiente de temperatura estable, la transferencia de calor es posible sólo
por conducción. En la segunda, la celda se encuentra invertida, lo que genera un gradiente
de temperatura adverso y la posibilidad de observar el fenómeno de convección en el fluido.
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Figura 4.3: Configuraciones de la celda de convección. (a) Configuración estable donde sólo un
estado conductivo es posible. (b) Configuración inestable que permite observar el fenómeno de
convección en la capa de fluido.
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4.1.2. Fluido de trabajo

El fluido de trabajo en una solución agua - 95 % m/m de glicerina que posee propiedades
térmicas favorables para la realización de las presentes experiencias. La solución se preparó a
partir de glicerina (C3H8O3) con 99.5 % de pureza (Global Chemicals) y agua destilada. La
masa de los componentes se determino utilizando una balanza de precisión y se calentó en
un recipiente cerrado para eliminar la presencia de burbujas de aire en la solución.

Estimación de las propiedades de la solución

Un aspecto importante para la realización de las experiencias es la estimación de las pro-
piedades del fluido y su variación con la temperatura, la que puede generar efectos asociados
al no cumplimiento de la aproximación de Oberbeck Boussinesq (NOB). Las soluciones acuo-
sas de glicerina se caracterizan por una fuerte variación de la viscosidad, comportamiento
que se estimó para la concentración de la presente solución mediante la fórmula propuesta
por [50]:

µ = a eb T
−3 + c T + d T−1

(4.3)

donde µ la viscosidad dinámica y a, b, c y d son coeficientes que se ajustaron a la base de
datos de Segur y Oberstar [61], según se describe en el Anexo B. En él se encuentra además
la estimación, mediante leyes de mezcla entre los componentes de la solución, del comporta-
miento de las propiedades restantes: coeficiente de expansión térmica α, calor espećıfico Cp,
difusividad térmica κ, conductividad térmica k y densidad ρ. En la figura 4.4 se muestra la
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Figura 4.4: Variación porcentual de las propiedades del fluido de trabajo con la temperatura. Se
muestra la variación δχ(T ) = (χ(T ) − χ(Tm))/χ(Tm), con χ la propiedad, T la temperatura y
Tm = 23.5 oC una temperatura de referencia. (a) Propiedades con mayor variación: viscosidad
dinámica µ y cinemática ν y números de Rayleigh Ra y Prandtl Pr. Se indican los rangos OB
(|δµ(T )| < 10 %) y NOB (|δµ(T )| > 10 %). (b) Propiedades con menor variación: coeficiente de
expansión térmica α, calor espećıfico Cp, difusividad térmica κ, conductividad térmica k y densidad
ρ.
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variación porcentual de las distintas propiedades con la temperatura, dada por:

δχ(T ) =
χ(T )− χ(Tm)

χ(Tm)
(4.4)

con χ el valor de la propiedad, T la temperatura y Tm = 23.5 oC una temperatura de
referencia. Las propiedades con una fuerte dependencia de la temperatura son las viscosidades
dinámica µ, cinemática ν y los números adimensionales asociados Prandtl Pr y Rayleigh Ra.
Las propiedades restantes α, Cp, κ, k y ρ vaŕıan levemente con la temperatura. En la tabla E.2
se encuentran los valores estimados para las distintas propiedades, evaluados a temperaturas
de referencia relevantes a las experiencias realizadas.

T [◦C]

Propiedad Unidades 20.0 22.86 23.5 25.0

ρ Kg/m3 1246.390 1244.782 1244.421 1243.572
α · 104 1/K 4.4953 4.5309 4.5388 4.5575
µ Pa s 0.51687 0.40870 0.38830 0.345061
ν · 104 m2/ s 4.1469 3.2833 3.1204 2.7748
k W/(m K) 0.2953 0.2958 0.2959 0.2961
Cp J/ Kg K 2486.7 2501.9 2505.3 2513.4
κ · 108 m2/ s 9.5267 9.4965 9.4898 9.4743
Pr . . . 4353.0 3457.3 3288.1 2928.7

Tabla 4.1: Propiedades del fluido de trabajo estimadas a distintas temperaturas.

En las experiencias, la diferencia de temperatura impuesta en el fluido abarca un rango
∆T ≤ 5 oC. En él, las variaciones de viscosidad superan el ĺımite del 10 % que se utiliza
comúnmente para validar la aproximación de Oberbeck-Boussinesq (cf. fig 4.4 (a)). Los fluidos
con un comportamiento exponencial de la viscosidad se pueden caracterizar por la razón
r = νmax/νmin, entre viscosidad máxima νmax y mı́nima νmin. Esta razón se muestra para la
presente solución en la figura 4.5 y es baja considerando el ĺımite r ≤ 5 propuesto por Stengel
[43]. Esto indica (cf. 3.4) que el número de Rayligh cŕıtico, Rac, no debeŕıa ser afectado por
efectos NOB.

Variación de temperatura de referencia

La variación de la temperatura de referencia a la que se evalúan las propiedades del fluido
pueden influir significativamente en los números adimensionales Ra y Pr. Esta referencia es
t́ıpicamente a la temperatura media entre placas, Tm, dada por:

Tm =
T1 + T2

2
(4.5)

con T1 y T2 las temperaturas de las placa caliente y fŕıa, respectivamente. En la figura 4.5
(b) se muestra el número de Ra en función de la diferencia de temperatura impuesta en el
fluido ∆T = T1− T2. En ella observa que, para la presente solución, un desplazamiento de la
temperatura media a ∆T constante entrega distintos valores de este número adimensional.

31



0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

∆T [◦C]

r
(
∆
T
,
T
m
)

 

 

Tm = 20 . 00 ◦C

Tm = 22 . 86 ◦C

Tm = 23 . 50 ◦C

Tm = 25 . 00 ◦C

(a)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

2000

4000

6000

8000

10000

12000

∆T [◦C]

R
a
(
∆
T
,
T
m
)

 

 

Tm = 20 . 00 ◦C

Tm = 22 . 86 oC

Tm = 23 . 50 oC

Tm = 25 . 00 oC

(b)

Figura 4.5: Razón entre viscosidades r = νmax/νmin y número de Rayleigh Ra, en función de
diferencias de temperatura ∆T y para distintas temperaturas de referencia Tm. (a) Razón entre
viscosidades r = νmax/νmin. (b) Número de Rayleigh Ra.
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4.2. Métodos de medición

El objetivo de las mediciones realizadas durante el presente trabajo consiste en caracte-
rizar el fenómeno de convección en la celda de convección en términos de los números de
Nusselt Nu (ec. 3.11) y Rayleigh Ra (ec. 3.2). Estos últimos se obtienen, respectivamente,
de la medición de las siguientes cantidades en la capa de fluido [62]:

El flujo de calor.

El gradiente de temperatura.

La metodoloǵıa de medición de estas cantidades tiene estrecha relación con un sistema
de control con que cuenta el experimento. Por una parte, este sistema permite mantener en
forma controlada un gradiente de temperatura deseado en la capa de fluido. Por otra, el sis-
tema de control permite determinar la potencia suministrada al sistema para mantener dicho
gradiente de temperatura. En la presente sección se describe este sistema luego de revisar la
metodoloǵıa de medición del flujo de calor y temperatura en las experiencias.

4.2.1. Medición del flujo de calor

La cantidad que finalmente se desea obtener de las mediciones del flujo de calor es el
número de Nusselt. Para ello resulta de gran importancia la estimación de pérdidas, i.e. la
componente de potencia suministrada que no fluye a través del fluido, sino que se disipa a
través de otros elementos del montaje. De acuerdo a lo anterior, en la medición del flujo de
calor se encuentran dos pasos principales:

Medición de potencia suministrada al sistema.

Estimación de la componente útil de esta potencia.

Estos pasos se describen en mayor detalle a continuación.

Medición de potencia suministrada al sistema

Como se mencionó en la descripción de la celda de convección (cf.4.1.1), el suministro
de potencia al sistema se realiza mediante un elemento calefactor de resistencia Rh ∼ 9
Ω ubicado debajo de la placa caliente. Este elemento consiste en una pista de un material
conductor eléctrico sobre Kapton, una cinta eléctricamente aislante y resistente al calor. El
elemento se encuentra conectado a la fuente DC HP E3632A en una configuración de 4 hilos,
según se indica en la figura 4.6. Esta configuración permite a la fuente medir el voltaje en
la carga (el elemento calefactor) y compensar automáticamente la cáıda de voltaje en los
cables de alimentación. Para mantener una cierta diferencia de temperatura ∆T en la capa
de fluido, el elemento calefactor disipa una potencia p = u · i, con u el voltaje e i la corriente
impuestos por la fuente. La potencia p suministrada al sistema se determina mediante un
algoritmo de control Proporcional Integral Derivativo (PID) implementado en el sistema de
control del experimento (cf. 4.3).
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Figura 4.6: Conexión entre el elemento calefactor y fuente DC HP E3632A en configuración de
4 hilos. En esta configuración la fuente puede medir el voltaje en la carga (el elemento calefactor)
mediante los cables sense en vez de los terminales de alimentación output. Esto permite a la fuente
compensar automáticamente la cáıda de voltaje en los cables de alimentación.

Estimación de la potencia útil

Una particularidad del montaje experimental que facilita la estimación de la potencia
útil consiste en el sistema de rotación de la celda de convección (cf. fig. 4.2). Este sistema
permite medir la potencia suministrada al sistema, en una configuración de convección o
conducción, invirtiendo la dirección del vector de gravedad sobre el gradiente de temperatura
impuesto en la capa de fluido. De esta manera es posible generar un estado conductivo por
sobre la diferencia de temperatura cŕıtica ∆T > ∆Tc. Las mediciones de potencia en estas
configuraciones se denominarán:

p =

{
pcd celda en modo de conducción
pcv celda en modo de convección

y de ellas se desea obtener las componentes del flujo de calor a través del fluido por con-
ducción Qf,cd y por convección Qf,cv.

Como se indica en el esquema de la figura 4.7 (a), sólo parte de la potencia p suministrada
al sistema por elemento calefactor fluye como una componente útil Qf a través del fluido. La
potencia restante se reparte entre las componentes Qa a través de paredes laterales y pérdidas
Qp. De esta manera el balance térmico es:

p = Qf +Qa +Qp (4.6)

El método utilizado en [13] para modelar estos flujos de calor consiste en expresar la po-
tencia medida en régimen conductivo estacionario pcd en términos las conductancias térmicas
del fluido gf , paredes laterales ga y aislación gp:

pcd = gf ∆T︸ ︷︷ ︸
Qf,cd

+ ga ∆T︸ ︷︷ ︸
Qa

+ gp ∆T︸ ︷︷ ︸
Qp

(4.7)

Las conductancias del fluido gf y paredes laterales ga corresponden a las constantes de la
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Figura 4.7: Transferencia de calor en la celda de convección. (a) Flujo de calor en la celda. La
potencia p que suministra el elemento calefactor al sistema se disipa en los flujos de calor en el
fluido Qf , en paredes laterales Qa y en pérdidas de calor Qp. En la parte superior de la figura se
indican las áreas transversales Af y Aa del fluido y paredes de acŕılico. (b) Perfil de temperatura
vertical T (y) en la celda. La capa de fluido de espesor d se encuentra a una diferencia de temperatura
∆T = T1 − T2. En las placas se supones un perfil de temperatura uniforme.

ley de Fourier:

gf =
k Af
d

y ga =
kaAa
d

(4.8)

con Af y Aa las áreas transversales del fluido y paredes de acŕılico, respectivamente,
según se indica en la figura 4.7 (a). Las conductancias se obtienen en dicha referencia de las
propiedades tabuladas para ambos elementos y junto con la expresión (4.7) se determina el
término gp. La componente Qf,cv se obtiene entonces de la diferencia:

Qf,cv = pcv − pcd (4.9)

donde Qf,cv Qf,cd se relacionan con el número de Nusselt Nu por:

Qf ≡ Qf,cd +Qf,cv ≡ Nugf ∆T (4.10)

En el método anterior se encuentran los siguientes supuestos:

Las pérdidas de calor son idénticas en régimenes conductivo y convectivo.

La distribución de temperatura en las placas es uniforme.

El primer supuesto se puede descartar si, para efectos prácticos, el flujo de calor es sola-
mente a través del fluido y paredes laterales. Otra condición que permite asumir este supuesto
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es si las temperaturas en las distintas zonas de la celda de convección se mantienen constantes
en ambos régimenes. El segundo punto se discute en más detalle a continuación.

Perfil de temperatura en placas

En ciertos trabajos, como [13] discutido en el punto anterior, la temperatura en las placas
se registra mediante sensores y este valor se mantiene para la interface entre ellas y el fluido.
En otros trabajos, la diferencia de temperatura medida se corrige restando la cáıda en las
placas estimada de los perfiles de temperatura en estado conductivo. Para evaluar si se debe
efectuar esta corrección para el presente montaje experimental se discute en esta sección el
modelo térmico de una celda de convección propuesto por [63].

Un esquema del modelo térmico similar al mencionado anteriormente se muestra en la
figura 4.7 (a). En el presente caso se representan los elementos por sus conductancias térmicas
y se define la diferencia ∆T con respecto a la altura media de las placas, la cual se mantiene
constante mediante el sistema de control de la experiencia (cf. 4.3). El modelo considera
un acoplamiento térmico débil entre fluido y paredes laterales, y por lo tanto, en forma
independiente el flujo de calor a través de estos elementos. En la figura 4.7 (b) se indican las
cáıdas de temperatura de la placa caliente ∆Thp y placa fŕıa ∆Tcp. En ausencia de pérdidas
éstas son:

∆Thp =
p

ghp
∆Tcp =

p

gcp
(4.11)

con ghp y gcp las conductividades térmicas de las placas respectivas. La diferencia de
temperatura ∆T se puede escribir entonces como:

∆T =

(
1

Nugf + ga
+

1

2ghp
+

1

2gcp

)
p (4.12)

De esta expresión se observa que, independiente de la propiedades de las placas, para un
comportamiento creciente de Nu(Ra) eventualmente se tendrá Nu� 1 y las conductancias
térmicas de las placas dominaran el sistema [63].

Conductividad Área Separación Conductancia
térmica transversal vertical térmica

[W/(m K)] [10−2·m2] [10−2·m] [W/oC]

Fluido k 0.296 Af 0.9820 d 2.35 gf 0.1237

Paredes laterales ka 0.193 Aa 0.4646 d 2.35 ga 0.0382
Placa caliente ks 16.27 Ahp 1.4466 ep 1.6 ghp 14.710
Placa fŕıa ks 16.27 Acp 1.9872 ep 1.6 gcp 20.207

Tabla 4.2: Conductacias térmicas y propiedades relacionadas de distintos elementos de la celda de
convección.
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Figura 4.8: Transferencia de calor en la celda de convección considerando el perfil de temperatura en
placas. (a) Modelo térmico propuesto por [63]. Las conductancias térmicas para los elementos son:
gf fluido, ga pared lateral, ghp placa caliente y gcp placa fŕıa. El modelo considera una interacción
débil entre fluido y paredes laterales, por lo que la potencia p disipada por el elemento calefactor se
disipa como flujos de calor independientes a través del fluido Qf y paredes laterales Qa. (b) Perfil
de temperatura vertical T (y) a través de la celda. Se indican las cáıdas de temperatura en la placa
fŕıa ∆Tcp y placa caliente ∆Thp y la diferencia de temperatura entre placas ∆T .

En el presente trabajo, aún cuando las placas son de acero inoxidable, la cáıda de tem-
peratura en ellas no es significativa. La conductividad térmica del acero inoxidable es ∼ 25
veces menor al cobre, t́ıpicamente utilizado para estos fines, sin embargo las conductancias
térmicas de las placas son bastante mayores a las del fluido y paredes laterales. Ésto se ob-
serva en la tabla 4.2, donde las placas se consideraron como bloques de espesor 16 mm. El
rango de estudio del presente trabajo recae en números de Ra moderados, con una potencia
máximo de trabajo p ∼ 2 W y Nu ∼ 2.5. Para estas condiciones, los términos en la ec. (4.12)
asociados a la cáıda de temperatura en las placas representan un ∼ 2− 3 % de la diferencia
de temperatura ∆T .

Otro aspecto que cabe considerar es si las superficies de las placas barridas por el fluido se
encuentran a una temperatura uniforme. Para las propiedades del presente montaje se debe
cumplir [63]:

Cu ≡
ρsCp,s ks
ρCpNuk

� 1 (4.13)

con ρs = 7710 Kg/m3 la densidad y Cp,s = 502 J/(Kg K) el calor espećıfico de las placas.
Considerando que para el presente trabajo Nu < 2.5 se obtiene Cu & 28 por lo que se asumirá
válida esta condición.
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4.2.2. Medición de temperatura

La medición de temperatura en la celda de convección se realiza con el objetivo principal
de obtener la diferencia o gradiente de temperatura en la capa de fluido para luego determi-
nar el número de Rayleigh. Esta medición no sólo se encuentra asociada a este número, sino
además sistema de control de la experiencia. Durante el presente trabajo se observó que el
método de medición de temperatura de los trabajos previos [58–60] generaba una componente
de ruido que afecta al sistema de control y la medición de la potencia suministrada al sistema
(cf. 4.3). Esto motivó la búsqueda de métodos alternativos de medición de temperatura que
se describen a continuación.

En los trabajos previos se contaba con dos tipos de sensores:

Sensores RTD-100. Los sensores RTD-100 son de platino y se caracterizan general-
mente por su valor de resistencia a 0 oC, en este caso 100 Ω. Su variación de resistencia
RR es prácticamente lineal y sigue la relación:

RR = R0[1 + a T + b T 2] (4.14)

donde a y b son constantes, y R0 es la resistencia a 0 oC. Los sensores RTD-100 entregan
una gran estabilidad y una señal más cerca a una respuesta lineal que el resto de los
sensores eléctricos de temperatura. Se caracterizan también por un tiempo de respuesta
lento y baja sensibilidad. Estos sensores permit́ıan registrar la temperatura de ambas
placas y ambiente Tamb al exterior de la celda de convección (cf. 4.1.1), según se indica
en la figura 4.9 (a). La medición de su resistencia se realizaba en configuración de 4
hilos con un mult́ımetro digital Keithley 2000 de 6 1/2 d́ıgitos y tarjeta de 9 canales
2001-TCSCAN.

Elemento calefactor. Este elemento ubicado debajo de la placa caliente (cf. fig. 4.9
(a)) permite simultáneamente suministrar potencia al sistema y ser utilizado como
sensor de temperatura de esta placa. Su temperatura Th y resistencia Rh siguen una
ley prácticamente lineal ajustada por constantes mh y bh:

Th(Rh) = mhRh + bh (4.15)

Su resistencia se obtiene de la ley de Ohm Rh = u/i, con u e i el voltaje y corriente
impuestos por la fuente DC HP E3632A. La lectura de su resistencia, y por lo tanto de su
temperatura, sólo se puede determinar mediante este método para potencias p > pmin,
con pmin = 0.4 W la potencia mı́nima de lectura. Esto debido a la resolución de la fuente
HP E3632A. Aún cuando la medición de su resistencia se realiza en configuración de 4
hilos, se observa en ella una cierta componente de ruido. Este se reduce mediante un
promedio móvil con parámetro de memoria τ dado por:

〈Rh(ti)〉τ =

(
1− 1

τ

)
〈Rh(ti−1)〉τ +

Rh(ti)

τ
(4.16)

donde ti es el instante de muestreo.

Durante el presente trabajo se implementaron los siguientes sensores:
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Figura 4.9: Medición de temperatura en la celda de convección. (a) Disposición de sensores de
temperatura. En los trabajos previos se registraba mediante sensores RTD-100 la temperatura
ambiente Tamb y de las placas en las posiciones (1-6). El elemento calefactor suministra potencia y
actúa como sensor de temperatura, dado que su temperatura Th es una función lineal de su resistencia
Rh. En una etapa de prueba del presente trabajo se utilizó un segundo elemento calefactor Th2 solo
como sensor de temperatura y luego se reemplazaron los sensores RTD-100 por termistores. (b)
Curva de calibración del segundo elemento calefactor, de su temperatura Th2 en función de su
resistencia Rh2. Datos experimentales (�) y ajuste Th2=29.965 ·Rh2 − 228.649.

Un segundo elemento calefactor. Este elemento se implementó en una etapa de
prueba como alternativa a un sensor RTD-100 para el control de temperatura de la
placa caliente (cf. 4.3). El elemento, ubicado debajo del primer elemento calefactor (cf.
fig. 4.9 (a)), es utilizado sólo como sensor de temperatura, la cual se obtiene a partir
de una calibración previa Th2(Rh2) realizada in situ que se muestra en la figura 4.9
(b). Al medir su resistencia Rh2 con el mult́ımetro Keithley 2000 se obtiene una mayor
precisión que en el caso del primer elemento calefactor y se elimina la restricción de
una potencia mı́nima pmin de trabajo.

Termistores. Estos sensores conocidos como thermally sensitive resistors se carac-
terizan por un valor de resistencia bastante mayor al de los sensores RTD-100. Esta
caracteŕıstica permitió medir su resistencia en una configuración de 2 hilos y por lo tan-
to la utilización simultánea de un mayor número de canales del mult́ımetro Keithley.
Se ubicaron 3 de estos sensores en la placa caliente, 2 en la placa fŕıa y uno al exterior
de la celda de convección y aislación para registrar la temperatura ambiente Tamb (cf.
fig. 4.9 (a)).

Como se discute más adelante (cf. 4.3), el método principal de medición se realizó mediante
termistores, los cuales se discuten a continuación en mayor detalle.
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Calibración de termistores

Los termistores presentan otras caracteŕısticas, además de su elevado valor de resistencia:
alta sensitividad, baja masa térmica y un tiempo de respuesta rápido. Además, sus propie-
dades pueden vaŕıar durante un cierto peŕıodo de tiempo, sin embargo esto último no se
observó durante las mediciones realizadas. A diferencia de los sensores RTD, los térmistores
no tienen una respuesta lineal, descrita generalmente por la ecuación Steinhart-Hart :

1

Tt
= a+ b ln(Rt) + c ln3(Rt) (4.17)

donde a, b, c son constantes, Tt la temperatura en grados Kelvin y Rt la resistencia del
termistor. En las experiencias se utilizaron termistores del tipo Negative Temperature Coeffi-
cient (NTC), i.e. disminuyen su valor de resistencia al aumentar la temperatura. Se utilizaron
4 termistores de 10 kΩ con encapsulado epóxico (código RS 151-237) y 2 termistores sumergi-
bles de 4.7 kΩ con encapsulado de vidrio (código RS GM 472). Los primeros de 2.4 mm y los
segundos de 1.5 mm de diámetro. Los termistores se ubicaron dentro de un tubo de bronce
como soporte según se indica en la figura 4.10 (a). En su conexiones se utilizó cable blindado y
trenzado, soldado a los terminales con alambre de bobina y aislado eléctricamente con barniz.

termistor soporte

(a)

T
b

baño térmico

Neslab

RTE-210

termistor bloque de

cobre
controlador digital

(b)

Figura 4.10: Calibración de termistores. (a) Esquema de los termistores fabricados. (b) Método de
calibración. Los termistores se ubicaron al interior de un cilindro perforado de cobre y este último
al interior del baño térmico Neslab RTE-210, cuya temperatura Tb se ajusta mediante controlador
digital de este equipo. La calibración se realizó imponiendo la temperatura de trabajo del baño
térmico en rango Tb ∈ [14, 30] oC.

El método utilizado para la calibración los termistores se indica en la figura 4.10 (b).
Este consistió en ubicar los sensores en las perforaciones de un cilindro de cobre, con pasta
conductiva térmica en el espacio libre. El cilindro se sumergió en el baño térmico Neslab
RTE-210, cuya temperatura de trabajo Tb es la referencia de calibración y se ajusta con
una estabilidad ±0.01 oC mediante el controlador digital de este equipo. El objetivo del
cilindro es termalizar los sensores y filtrar las fluctuaciones de temperatura en el baño térmico.
La temperatura del baño térmico impuso en forma de escalones, en intervalos de 0.25 oC,
duración 1 h y que abarcaron un rango de [14, 30] oC. Durante el proceso se adquirió a 0.1
Hz la resistencia de los termistores mediante el mult́ımetro Keithley 2000.
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Figura 4.11: Curvas de calibración de dos termistores. Datos experimentales para termistores de
resistencias (◦) Rt1 ∼ 4.7 y (�) Rt2 ∼ 10 kΩ y ajustes (−) según la ecuación (ec. 4.19).

Para cada termistor i ∈ 1..5 se calculó su valor de resistencia promedio Rti en cada escalón
como:

Rti =
1

Np

Np∑

j=1

Rti(tj) (4.18)

con tj el instante de muestreo y Np el número de puntos adquiridos en el último intervalo
de 0.5 h en cada escalón donde la temperatura del baño térmico se encuentra estabilizada.
Los valores de resistencia se ajustaron a una relación con coeficientes a, b, c y d similar a la
ec. (4.17):

1

Tt
= a+ b ln(Rt) + c ln2(Rt) + d ln3(Rt) (4.19)

Los ajustes obtenidos para dos termistores de resistencias Rt1 ∼ 4.7 kΩ y Rt2 ∼ 10 kΩ se
muestran en la figura 4.11, donde se observa que su comportamiento se describe correctamente
por la ec. (4.19). La evolución temporal de los sensores en términos de la diferencia δTti(t)
entre la temperatura Tti(t) de cada termistor y la temperatura promedio 〈T t〉t del grupo
de termistores se muestra en la figura 4.12 (a). Las series corresponden al total de datos
adquiridos en los intervalos de promedio durante la prueba, en el rango de temperatura de
trabajo del baño térmico Tb ∈ [20, 26] oC. Las series se encuentra dada por la diferencia
δTti(t):

δTti(t) = Tti(t)− 〈T t〉t con 〈T t〉t =
1

Ns

Ns∑

i=1

T ti (4.20)

con Ns = 5 el número de termistores y T ti su temperatura promedio en cada escalón. En
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Figura 4.12: Fluctuación de la temperatura de termistores al interior del baño térmico. (a) Evolución
temporal de la diferencia δTti(t) entre la temperatura Tti(t) de cada termistor y la temperatura
promedio 〈T t〉t del grupo de termistores. Las series corresponden a distintas temperaturas de trabajo
del baño térmico en el rango Tb ∈ [20, 26] oC. (b) Detalle que muestra la correlación temporal de
las series de los 5 termistores indicadas por el recuadro en la figura (a).
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σt1 σt2 σt3 σt4 σt5

Tb ∈ [20, 26] oC 2.1 2.2 2.1 2.9 2.4

Tb ∈ [14, 30] oC 2.3 2.6 2.2 3.2 2.5

Tabla 4.3: Desviación estándar en [mK] para cada termistor con respecto al grupo de termistores
de acuerdo a la expresión (4.21).

el detalle de la figura 4.12 (b) muestra la sensibilidad de los sensores implementados, donde
se observa que las series se encuentran correladas en el tiempo y siguen las fluctuaciones de
temperatura que impone el baño térmico sobre el bloque de cobre perforado. Para caracterizar
cada termistor con respecto al grupo de termistores se calculó la desviación estándar de su
parámetro δTti:

σti =

(
1

Np − 1

Np∑

j=1

(
δTti(tj)− δT ti

)2

)1/2

(4.21)

donde δT ti es el promedio de δTti sobre el intervalo de temperatura considerado y con un
número de puntos Np. Los valores obtenidos se encuentran en la tabla 4.3, donde los sensores
i = 1..5 corresponden a las series de la figura 4.12 (a) en orden ascendente. Los rango de
temperatura indicados en la tabla son los abarcados en las experiencias Tb ∈ [20, 26] oC y en
la calibración Tb ∈ [14, 30] oC.

El proceso de selección de sensores de temperatura descrito en la presente sección permitió
contar con sensores de alta precisión ∼ 10−3 K (cf. tabla 4.3). Éstos fueron de gran impor-
tancia para la realización de las experiencias, dado que permitieron mejorar notablemente la
resolución en la potencia útil suministrada al sistema, según se discute en la próxima sección.
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4.3. Sistema de control de la celda de convección

El sistema de control tiene como objetivo imponer un gradiente de temperatura deseado
en la capa de fluido y medir el flujo de calor en la celda de convección. Para ello comanda
la cadena de medición del experimento que se muestra en la figura 4.13 y que consiste bási-
camente en un sistema de control de temperatura independiente para cada placa. El control
de la placa fŕıa realiza la extracción de calor (cf. 4.1.1), mientras que el control de la placa
caliente realiza el suministro y medición de potencia (cf. 4.1.1, 4.2.1). Ambos controladores
requieren de la medición de temperatura, que se realiza en las placas y en el ambiente (cf.
4.2.2). Esta última medición permite ajustar las temperaturas de trabajo para reducir las
pérdidas de calor del sistema. Para el desarrollo de las experiencias el sistema de control
cuenta con las siguientes funciones:

Automatización. Las realización de las experiencias se encuentra automatizada y se
comanda desde un PC de acuerdo a las instrucciones de un programa de adquisición
escrito en Ansi C. Esto obedece a un requerimiento práctico, dado que los tiempos de
adquisición son elevados, del orden de varios d́ıas o semanas.

Interrogación y comando de equipos. El PC con el programa de adquisición se
comunica mediante interface GPIB con los equipos a una frecuencia de muestreo de
0.1 Hz. Esto se realiza para la adquisición de datos, determinar estado de los equipos
e imponer en el próximo paso de tiempo la potencia y temperatura del baño térmico
determinada por el programa de adquisición.

Seguridad. El sistema cuenta con medidas de seguridad que permiten el funciona-
miento autónomo de la experiencia. Estas medidas consideran el rango de trabajo de
los equipos, la falla de alguno de ellos o posibles cortes en el suministro de luz eléctrica.

El sistema de control se desarrolló inicialmente para el estudio de convección en laponita
y otros fluidos por [58–60]. La potencia de trabajo en la implementación inicial fue del orden
de 2 < p < 16 W, considerablemente mayor al rango p < 2 W de las presentes experiencias.
Esta diferencia motivó la búsqueda de nuevas alternativas de control, orientadas a un control
estable y con una razón señal-ruido adecuada a potencias bajas. En la próxima sección se
describe la implementación inicial del sistema de control y luego se discuten las alternativas
propuestas.

4.3.1. Control orientado a potencias elevadas

En el sistema de control que se orienta a potencias elevadas, la temperatura de las placas
que confinan al fluido se ajusta mediante los siguientes controladores:

Controlador de temperatura de la placa caliente. El control de temperatura de
esta placa se realiza de acuerdo al diagrama de bloques en la figura 4.14. La planta o
elemento a controlar es la placa caliente y la variable de control es la temperatura del
elemento calefactor Th, la cual se desea mantener a una señal de referencia rh. Para ello
se utiliza un controlador Proporcional Integral Derivativo (PID) [20] implementado en
el programa de adquisición. El controlador calcula el error:

e(t) = rh(t)− Th(t) (4.22)
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Figura 4.13: Cadena de medición del experimento. El sistema de control comanda de esta cadena
para realiza las tareas: (1) Extracción de calor de la placa fŕıa. El generador de función HP33120A
ajusta la temperatura de trabajo Tb(t) del baño térmico Neslab RTE-210 a través del controlador
digital de este equipo que provee el agua de enfriamiento a la placa fŕıa. (2) Medición de temperatura.
El mult́ımetro Keithley 2000 registra la resistencia Rs(t) de sensores de temperatura ubicados en la
celda y el ambiente. (3) Suministro y medición de potencia en la placa caliente. La fuente HP3632A
impone el voltaje u(t) y corriente i(t) en el elemento calefactor y este disipa una potencia p(t).
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Figura 4.14: Diagrama de bloques para el control de temperatura de la placa caliente. La variable
de control temperatura del elemento calefactor, Th, que se ajusta a la señal de referencia, rh(t),
mediante la potencia p(t) que determina el controlador y suministra la fuente HP3632A.

y lo utiliza para determinar la potencia p(t) que suministra la fuente HP3632A, dada
por:

p(t) = P e(t) + I

∫ t

0

e(t) dt+D
de(t)

dt
(4.23)

con P = 10, I = 0.6 y D = 2 los coeficientes del controlador ajustados por [58, 59].
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Controlador de temperatura de la placa fŕıa. El control de temperatura de esta
placa se realiza de acuerdo al diagrama de bloques en la figura 4.15. La variable de
control es la temperatura del baño térmico Tb y se ajusta a la señal de referencia rb
utilizando el control de temperatura de este equipo. Éste consiste en un controlador
digital y, en el presente caso, un generador de función HP33120A que convierte la señal
de referencia rb a una señal de voltaje.

controlador

digital

baño

térmico
+

-

r  (t)
b

control baño térmico

placa

fría

T  (t)
bgenerador de funcion

HP33120A

Figura 4.15: Diagrama de bloques para el control de temperatura de la placa fŕıa. La variable de
control es la temperatura del baño térmico, Tb, que se ajusta al valor de referencia, rb, mediante
el control de temperatura del baño térmico. Este último consiste en un controlador digital y un
generador de función convierte la señal de referencia rb a una señal de voltaje.

Estrategia de control

Las señales de referencia de los controladores de las placas caliente y fŕıa, rh y rb, respecti-
vamente se obtienen de la estrategia de control que se indican en la figura 4.16. La estrategia
consiste en los siguientes puntos:

Perfil de temperatura en placas. Se consideran la variaciones de temperatura en las
placas caliente y fŕıa, ∆Thp y ∆Tcp, respectivamente. Estas variaciones, cuya magnitud
no es despreciable a potencias de trabajo elevadas (cf. 4.2.1), se estiman por:

∆Thp = ch〈p〉τ y ∆Tcp = cc〈p〉τ (4.24)

con p la potencia suministrada y 〈 〉τ el promedio móvil de potencia con parámetro de
memoria τ mencionado previamente (cf. ec. (4.16)). Las constantes ch y cb relacionan las
variaciones en las placas con la temperatura del elemento calefactor, Th, y del agua de
enfriamiento, Tb, respectivamente. Las constantes provienen de una calibración previa
y consideran las pérdidas de calor del agua de enfriamiento y en la celda de convección.

Seguimiento de la temperatura ambiente. Este seguimiento se realiza con el obje-
tivo de minimizar y mantener constantes las pérdidas de calor. Para ello, la temperatura
media del fluido, Tm, se equipara a un promedio móvil de la temperatura ambiente, Tamb,
es decir:

Tm = 〈Tamb〉τ con Tm =
T1s + T2s

2
(4.25)

donde T1s y T2s son las temperaturas del fluido en contacto con las placas caliente y
fŕıa, respectivamente. El seguimiento se ilustra para señal arbitraria en la figura 4.16
(b), donde se observa la reducción de sus fluctuaciones rápidas mediante el promedio
móvil.
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Figura 4.16: Estrategia de control para potencias elevadas. (a) El sistema de control mantiene
una diferencia de temperatura en la capa de fluido, ∆Ts ≡ T1s − T2s considerando las variaciones
en las placas caliente y fŕıa, ∆Thp y ∆Tcp, respectivamente. Estas variaciones se relacionan con la
temperatura del elemento calefactor, Th, y del agua de enfriamiento, Tb. (b) Se realiza un seguimiento
de la temperatura ambiente para minimizar las pérdidas de calor. Para ello la temperatura media
del fluido, Tm = (T1s + T2s)/2, sigue al promedio móvil de la temperatura ambiente 〈Tamb〉τ .

De los puntos anteriores se obtienen las señales de referencia de los controladores del
sistema, dados por:

rh = 〈Tamb〉τ +
∆Ts

2
+ ch〈p〉τ referencia para Th (4.26)

rb = 〈Tamb〉τ −
∆Ts

2
− cb〈p〉τ referencia para Tb (4.27)

que permiten imponer una diferencia de temperatura ∆Ts = T1s−T2s en la capa de fluido.

Desempeño de la estrategia de control

La estabilidad del control de temperatura de la placa caliente es una caracteŕıstica de gran
importancia para la realización de las experiencias y se encuentra asociada principalmente a
los coeficientes de su controlador PID (cf. ec. (4.23)). Como se mencionó previamente, estos
coeficientes se ajustaron a los valores P = 10, I = 0.6 y D = 2 por [58, 59] para realizar
experiencias en agua y en laponita en el rango de potencia 2 < p < 16 W. Posteriormente, en
las experiencias realizadas en agua por [60] se observó que el control de temperatura de esta
placa se vuelve inestable para p < 1 W, rango en el cual la variable de control y la potencia
oscilan, esta última con una amplitud elevada. La solución propuesta por dicha referencia
para solucionar la inestabilidad del control a baja potencia consistió en el aumento de la
amortiguación del control mediante los coeficientes P = 5, I = 0.3 y D = 4.

El desempeño del control de la placa caliente con los coeficientes propuestos por [60] se
puede apreciar en la evolución temporal de potencia que se muestra en la figura 4.17. Esta
adquisición se realizó por dicha referencia, utilizando una solución agua-glicerina con de 94 %
en peso de glicerina, en régimen de convección. La serie consiste en una serie de eventos en
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Figura 4.17: Evolución temporal de potencia en una experiencia con una solución agua-glicerina en
régimen convección con coeficientes P = 5, I = 0.3 y D = 4 realizada por [60]. La serie corresponde
a distintos eventos de duración 2 h en los que se imponen escalones de diferencia de temperatura
∆Ts en el fluido. Al inicio de cada evento se observa un sobrepaso, luego del cual la potencia debeŕıa
alcanzar un valor estacionario. Se observa una componente de ruido en la serie y una oscilación de
potencia de amplitud elevada para el evento ∆Ts = 2.0 oC.

los que se imponen escalones de diferencia de temperatura, ∆Ts, en la capa de fluido. Al inicio
de cada evento se observa un sobrepaso de potencia que suministra el calor requerido por la
placa caliente para elevar en forma impulsiva su temperatura (cf. discusión sobre la fig. 5.3).
Luego del sobrepaso, la celda de convección evoluciona idealmente hacia un equilibrio térmico
y la potencia alcanza un valor estacionario. Esto no ocurre para el evento ∆Ts = 2.0 oC y, en
cambio, se observa la oscilación de potencia con amplitud ∼ 0.8 W y peŕıodo ∼ 6 min. Las
oscilaciones se observan en reǵımenes de conducción y convección para p < 1 W de acuerdo a
esta y otras experiencias realizadas por [60]. Un segundo inconveniente que se observa en la
serie consiste en la presencia de ruido y que afecta la resolución de los datos. En este caso el
deterioro de la señal es bajo, debido a que la magnitud de potencia es elevada con respecto
al ruido, sin embargo puede ser notorio a potencias menores en ausencia de oscilaciones. La
evolución temporal del error para el controlador de la placa caliente en esta adquisición, que
se muestra en la figura 4.18, confirma que ambos inconvenientes se encuentran asociados al
sistema de control.

En la figura 4.18 (b) se muestra el error en el control de la placa fŕıa, dado por la diferencia
entre la temperatura registrada al centro de esta placa y su valor deseado, estimado del perfil
de temperatura. De acuerdo a esta figura se observa lo siguiente:

El error oscila con una pequeña amplitud ∼ 0.03 oC para ∆Ts = 2.0 oC, debido a
la presencia de un término de potencia en la referencia para el baño térmico (cf. ec.
(4.27)).

Se genera un error estacionario u offset que aumenta con ∆Ts, pero que genera un
mayor error relativo a menor ∆Ts. Este error se debe a que la constante cb en las ecs.

48



2 4 6 8 10 12 14

t [h]

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

e
[◦
C
]

∆Ts =
2.0◦C

∆Ts =
3.0◦C

∆Ts =
4.0◦C

∆Ts =
5.0◦C

∆Ts =
6.0◦C

∆Ts =
7.0◦C

oscilación

(a)

2 4 6 8 10 12 14

t [h]

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

e
[◦
C
]

offset

oscilación

(b)

Figura 4.18: Evolución temporal de errores para la adquisición de la figura 4.17. (a) Error en el
control de la placa caliente. Se observa la oscilación del error al imponer un escalón de diferencia de
temperatura de ∆Ts = 2.0 oC. (b) Error en el control de la placa fŕıa. Se observa una oscilación del
error de pequeña amplitud en el evento ∆Ts = 2.0 oC y un error de offset que aumenta con ∆Ts.

(4.24) y (4.27) debe compensar las pérdidas de calor del agua de enfriamiento y de la
placa fŕıa. Sin embargo, estas pérdidas de calor están asociadas a distintas variables:
potencia, temperatura ambiente y diferencia de temperatura en la capa de fluido.

Aún cuando ambos controladores presentan inconvenientes, estos no fueron significativos
para los trabajos previos. La presencia de ruido y oscilación del control de la placa caliente se
encuentran fuera de su rango de trabajo de 2 < p < 16 W. A su vez, el error estacionario en
el control de la placa fŕıa se corrigió luego de la adquisición de datos mediante la temperatura
registrada por el sensor ubicado en dicha placa.
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4.3.2. Control orientado a potencias pequeñas

De acuerdo a la discusión en la sección anterior, el sistema de control presenta los siguien-
tes inconvenientes en el rango de trabajo de las presentes experiencias:

Oscilación del control de temperatura de la placa caliente.

Presencia de ruido en los datos de potencia.

Presencia de un error estacionario en el control de temperatura de la placa fŕıa.

El primer punto es el de mayor importancia, debido a que la oscilación de potencia obser-
vada en los trabajos previos imposibilita la realización de las presentes experiencias. Como
se discutió en la sección anterior, este inconveniente se intentó solucionar previamente va-
riando los coeficientes del control PID de la placa caliente. En el presente trabajo se partió
del supuesto que el problema podŕıa estar asociado al método de medición de temperatura y
posiblemente a la presencia de ruido en el sistema. Esto último debido a que el ruido puede
tener efectos adversos en un sistema de control [20]. Para abordar los problemas de oscilación
y ruido se incorporaron en el control de la experiencia los métodos de medición de tempera-
tura desarrollados durante el presente trabajo (cf. 4.2.2). Estos métodos permitieron además
la implementación de un nuevo control de temperatura para placa fŕıa que busca solucionar
el tercer punto. A continuación se discuten éstas y otras modificaciones realizadas al sistema
de control.

Una primera modificación al sistema de control consistió en cambiar la estrategia utilizada
en los trabajos previos y para ello se evaluaron los siguientes puntos:

Perfil de temperatura en las placas. Para las condiciones de las presentes experien-
cias, la variación de temperatura en cada placa es bastante pequeña (cf. 4.2.1). Por este
motivo se decidió asumir en ellas una temperatura uniforme y realizar su corrección
luego de la adquisición de datos.

Seguimiento de la temperatura ambiente. El seguimiento se realiza para contra-
rrestar los efectos de esta variable no controlada en las pérdidas de calor. Este punto
en la estrategia de control presenta los siguientes inconvenientes:

• La dificultad para encontrar una función correcta de seguimiento, debido a que
los distintos elementos del montaje filtran los efectos temperatura ambiente en forma
desconocida.

• Aún cuando se encuentre una función correcta de seguimiento, la estrategia re-
quiere variar constantemente la temperatura media entre placas Tm. Para el fluido
utilizado en el presente trabajo esto implica una variación importante de sus propie-
dades y produce una modulación temporal de los números de Rayleigh y Prandtl (cf.
4.1.2).

• Al realizar el seguimiento se agrega un nueva componente a la potencia disipada
por el elemento calefactor, necesaria para aumentar o disminuir la temperatura de la
placa caliente y otros elementos del montaje.

Por los puntos anteriores se decidió no realizar un seguimiento de la temperatura am-
biente, sino mantener la temperatura media entre placas a un valor constante durante
una experiencia. En trabajos recientes que adoptan este último enfoque se cuenta con
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Figura 4.19: Estrategia de control del presente trabajo. Se asume que las placas caliente y fŕıa
se encuentran a temperaturas uniformes T1 y T2, respectivamente. Es decir, la variación de la
temperatura vertical T (y) en la celda ocurre solo en la capa de fluido, que se encuentra a una
diferencia de temperatura ∆T = T1−T2. La temperatura media Tm = (T1 +T2)/2 se fija a un valor
constante.

un recipiente termalizado que contiene a la celda de convección [62, 64]. Aún cuando el
presente montaje no cuenta con dicho sistema, se estabilizó la temperatura ambiente
aumentado la aislación de la celda y sala donde ésta se encuentra.

De acuerdo a los puntos anteriores, las señales de referencia para los controladores de
temperatura de ambas placas se fijan de manera de mantener las temperaturas:

T1 = Tm +
∆T

2
y T2 = Tm −

∆T

2
con Tm =

T1 + T2

2
(4.28)

donde la temperatura media del fluido, Tm, se mantiene constante durante una experien-
cia. Por lo tanto, T1 y T2 son constante para un ∆T impuesto, según se indica en la figura
4.19.

Alternativas de control para la placa caliente

El uso de la temperatura del primer elemento calefactor, Th, como variable de control para
la placa caliente presenta ruido en la lectura de su resistencia y la imposibilidad realizar esta
medición para p < 0.4 W (cf. 4.2.2). Por lo tanto, se consideraron las siguientes alternativas
discutidas previamente:

Control con un segundo elemento calefactor. Este elemento calefactor no se utiliza
con el objetivo de proporcionar calor al sistema, sino que cumple la función de sensor.
Su temperatura, Th2, corresponde a una medida global al estar promediada sobre su
superficie y es la variable de control, según se indica en la figuras 4.20 (a-b)).

Control con termistores. La variable de control es una medida representativa de la
temperatura de la placa caliente, T1, obtenida del promedio de tres termistores, Tt1,
Tt2 y Tt3, distribuidos a media altura en dicha placa, según se indica en la figuras 4.20
(c-d).
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Figura 4.20: Alternativas de control para la placa caliente. (a-b) Control con un segundo elemento
calefactor. La variable de control es la temperatura Th2 de este elemento ubicado debajo del primer
elemento calefactor y rh2 su señal de referencia. (c-d). Control con termistores. La variable de control
es la temperatura de placa caliente, T1, obtenida del promedio de los termistores Tt1, Tt2 y Tt3, y
r1 su señal de referencia.

En ambos casos, la potencia se suministra al sistema mediante el primer elemento ca-
lefactor. Su valor se determina mediante el algoritmo PID (cf. ec. (4.23)), utilizando los
coeficientes P = 10, I = 0.6 y D = 2 obtenidos por [58, 59].

Controlador de temperatura en cascada para la placa fŕıa

El método de control de temperatura propuesto para la placa fŕıa, con el objetivo de eli-
minar la componente estacionaria del error, consistió en dos controladores en configuración
de cascada. El controlador maestro es un controlador Proporcional Integral (PI), implemen-
tado en el programa de adquisición, que comanda al controlador digital del baño térmico. La
variable de control del controlador maestro es la temperatura, T2, que registra un termistor
ubicado al centro de la placa fŕıa (cf. fig. 4.21 (a)). Por otra parte, la variable de control
del controlador secundario es la temperatura del baño térmico Tb. De acuerdo al diagrama
de bloques en la figura 4.21 (b), el controlador PI calcula el error con respecto a la señal de
referencia, r2(t), dado por:

e(t) = r2(t)− T2(t) (4.29)
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y lo utiliza para ajustar la referencia del controlador digital del baño térmico, rb(t), a:

rb(t) = r2(t) + Pb e(t) + Ib

∫ t

0

e(t) dt (4.30)

donde Pb = 0.5 y Ib = 0.01 son los coeficientes del controlador PI, los cuales se ajustaron
experimentalmente. El término r2(t) en la ec. (4.30) mejora la respuesta transiente del control,
al entregar instantáneamente una primera aproximación para la referencia rb(t), y que luego
afina el controlador PI. Esta estrategia permitió obtener un control estable para la placa fŕıa y
eliminar la componente estacionaria del error. Esto se puede apreciar en el siguiente caṕıtulo,
en la sección dedicada a la respuesta transiente del control de temperatura de ambas placas.
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Figura 4.21: Control de temperatura en cascada para la placa fŕıa. (a) La variable de control del
controlador maestro es la temperatura, T2, que registra el termistor, Tt5, al centro de la placa fŕıa.
(b) Diagrama de bloques del control. El controlador maestro, un controlador PI implementado en
el programa de adquisición, comanda al controlador digital del baño térmico ajustando la señal de
referencia de este último rb(t). De esta manera, la temperatura del baño térmico, Tb(t), se ajusta
para equiparar la temperatura de la placa fŕıa, T2, con la señal de referencia del controlador maestro
r2(t).

Evaluación de las alternativas de control para la placa caliente

Para determinar la variable de control a utilizar para la placa caliente, se evaluaron las
alternativas discutidas previamente y que se enumeran a continuación:

– Th: temperatura del primer elemento calefactor.

– Th2: temperatura del segundo elemento calefactor.

– T1: temperatura promedio de termistores distribuidos en la placa caliente.

El desempeño de estas alternativas se puede apreciar en las series de potencia y error que
se muestran en la figura 4.22. La adquisición para Th corresponde a una de las primeras expe-
riencias realizadas durante el presente trabajo y en ella se utilizó la estrategia de control de
los trabajos previos. En esta adquisición, en particular, se utilizó glicerina pura como fluido
de trabajo. En las adquisiciones con las variables Th2 y T1 se utiliza la estrategia propuesta en
el presente trabajo, i.e. se omite el seguimiento de la temperatura ambiente y las correcciones
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Figura 4.22: Comparación de estrategias de control de temperatura para la placa caliente. (a-c)
Evolución temporal de potencia p para la variable de control: (a) temperatura Th del elemento
calefactor; (b) temperatura Th2 de un segundo elemento calefactor; (c) temperatura de la placa
caliente T1 obtenida del promedio de 3 termistores. (d-f) Evolución temporal del error para la
variable de control respectiva.

por cáıda de temperatura en placas. Estas alternativas se discuten a continuación en términos
de los inconvenientes mencionados previamente para el sistema de control.

Respuesta oscilatoria del sistema. La adquisición con Th como variable de control
permitió constatar la oscilación del control a baja potencia mencionada previamente, según
se observa en la figura 4.22. La estrategia asociada a Th2 logra un control estable, lo que
descarta que la causa de las oscilaciones sea el retardo en la acción de elemento calefactor,
que debe ser similar para Th y Th2. Una causa posible de las oscilaciones es que Th, a dife-
rencia de Th2, sigue una referencia que contiene ruido. Este ruido es generado en parte por
las fluctuaciones de la temperatura ambiente que no logra filtrar el promedio móvil y puede
desestabilizar el control. Una segunda causa posible es que Th se obtiene de dos métodos
distintos: de la lectura de la fuente para p ≥ 0.4 W y de la estimación de un sensor en la
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placa en caso contrario. Si estos métodos entregan estimaciones distintas de Th, se genera una
alternancia en los valores de potencia que calcula el algoritmo PID y el control no alcanza
un equilibrio.

Presencia de ruido. La presencia de ruido que puede afectar la resolución de los datos a
adquirir, particularmente de potencia, y al sistema de control. En el presente caso se cuantifica
el ruido en las series de potencia en términos de la razón señal-ruido (SNR) definida por:

SNR = 10 log10

(
p

σ(p)

)
[dB] (4.31)

donde p es el promedio y σ(p) la desviación estándar de potencia en régimen estacionario.
Las series en la figura 4.22 se comparan en la tabla 4.4 en términos de la razón SNR y las
cantidades p y σ(p). De acuerdo a dicha tabla, para la estrategia asociada a Th, la razón SNR
se deteriora a p < 1 W debido a las oscilaciones y a p & 1 W debido a la presencia de rui-
do. En la adquisición con Th2 la razón SNR mejora levemente con respecto al caso anterior a
una potencia similar (∼ 540 mW), sin embargo no logra resolver completamente el problema.

La alternativa de control asociada a T1, logra superar ambos inconvenientes, generando
una señal limpia aún a potencias bajas (p < 1 W). La reducción de ruido que se logró con esta
estrategia es considerable, entrega una desviación estándar de potencia de ∼ 1.1 mW que
permite obtener una adecuada razón SNR en el rango de trabajo. Esta reducción se asoció
a que la nueva estrategia de control entrega señales de referencia libres de ruido, a la alta
precisión de los termistores y su elevada resistencia. Esta última caracteŕıstica minimiza el
ruido generado por la fluctuación de resistencia en cables y conexiones. Como la estrategia de
control asociada a T1 logra estabilidad y una considerable reducción de ruido, esta se eligió
finalmente en el presente trabajo.

variable de control p [mW] σ(p) [mW] SNR [dB] σ(error) [mK]

Th

281.1 173.4 2.10 53.7
529.6 171.1 4.91 57.0
1080.0 31.3 15.37 4.58

Th2 544.1 41.7 11.16 3.88

T1
295.1 1.6 22.67 0.11

(287.6) (1.1) (24.11) (0.10)

Tabla 4.4: Comparación de la magnitud de oscilación y ruido para las series mostradas en la figura
4.22. Los valores corresponden al intervalo 0.4 < t < 0.8 h, excepto los que se encuentran en
paréntesis y que se obtuvieron para 5 < t < 5.5 h.

55



56



Caṕıtulo 5

Resultados

Contenido
5.1 Respuesta temporal del sistema de control . . . . . . . . . . . . 58

5.1.1 Respuesta a escalones de temperatura . . . . . . . . . . . . . . . 58

5.1.2 Respuesta a rampas de temperatura . . . . . . . . . . . . . . . . 61

5.2 Transferencia de calor en régimen de conducción . . . . . . . 63

5.2.1 Respuesta transiente ante un escalón de temperatura . . . . . . . 63

5.2.2 Potencia en régimen de conducción estacionario . . . . . . . . . . 71

5.3 Transferencia de calor en régimen de convección . . . . . . . . 75

5.3.1 Convección horizontal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

5.3.2 Convección inclinada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

5.4 Visualización de flujo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

En el presente caṕıtulo se presentan los resultados obtenidos para el sistema de control del
experimento y la transferencia de calor en la celda de convección. El control de temperatura
de las placas que confinan al fluido se caracteriza en términos de su respuesta transiente ante
señales compuestas por escalones y rampas de temperatura. El estudio de la transferencia
de calor, en los reǵımenes de conducción transiente y estacionario, permite caracterizar los
tiempos caracteŕısticos de la celda de convección y la potencia útil a través del fluido. La
transferencia de calor en régimen de convección se estudia para dos casos en los que es posible
observar el fenómeno de transiciones de flujo. El primero corresponde al inicio de la inesta-
bilidad clásica de Rayleigh-Bénard con la celda perpendicular al vector de gravedad. En este
caso, se caracteriza la transferencia de calor en términos de la curva entre los números de
Nusselt y Rayleigh a valores moderados de este último (Ra < 104). A su vez, se determina
el número de Rayleigh cŕıtico de la celda de convección para el comienzo de la inestabilidad.
Luego, se estudian la transiciones de flujo generadas por la inclinación de la celda de con-
vección con respecto al vector gravedad. En este caso, la transferencia de calor se caracteriza
en términos del número de Nusselt en función del ángulo de inclinación para un número de
Rayleigh moderadamente supercŕıtico Ra ∼ 3570. Los sensores de temperatura, ubicados en
las placas que confinan al fluido, permiten obtener información sobre la circulación de flujo
que genera la inclinación de la celda de convección. Finalmente, se determinan los patrones de
convección horizontal a números de Rayleigh moderados mediante la visualización del flujo
con part́ıculas trazadoras.
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5.1. Respuesta temporal del sistema de control

En la presente sección se caracteriza la respuesta temporal del sistema de control, el cual se
compone por dos controladores de temperatura independientes de lazo cerrado. La respuesta
temporal de un controlador se evalúa t́ıpicamente estudiando su comportamiento ante señales
de referencia compuestas por escalones, rampas u otras señales [20]. En las siguientes pruebas
se utilizan los dos primeros tipos de señales mencionadas, los que corresponden a su vez a los
dos métodos de tránsito de la diferencia de temperatura en el fluido usados en las experiencias.

5.1.1. Respuesta a escalones de temperatura

El tránsito en escalones de temperatura se realiza variando impulsiva y simultáneamente
las temperaturas de ambas placas, manteniendo su temperatura media, Tm, constante. Por
lo tanto, este método permite obtener la respuesta temporal de ambos controladores a una
prueba de escalón de temperatura. En la figura 5.1 se muestra la evolución temporal de las
temperatura de ambas placas ante un escalón de la diferencia de temperatura en el fluido, ∆T ,
de 1 ◦C a 1.5 ◦C. En ella se observa que sus tiempos de subida, tr, son distintos, aśı como sus
respectivos sobrepasos Mp. En la figura 5.2 se muestra la respuesta de ambos controladores

19 19.1 19.2 19.3 19.4 19.5
23.3

23.4

23.5

23.6

23.7

r1

t [h]

T
1
[◦
C
]

tr

Mp

19 19.1 19.2 19.3 19.4 19.5
22

22.1

22.2

22.3

22.4

r2

t [h]

T
2
[◦
C
]

Mp

tr

Figura 5.1: Respuesta a un escalón de temperatura impuesto simultáneamente en ambas placas.
Se muestra la evolución temporal de las temperaturas de la placa caliente T1 y fŕıa T2, para una
variación de ∆T de 1 a 1.5 oC, con Tm = 22.86 oC constante y el fluido en régimen de conducción.
Se indican en ambas figuras las señales de referencia, r1 y r2, tiempos de subida, tr, y sobrepasos
Mp.
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Figura 5.2: Respuesta a un escalón de temperatura impuesto simultáneamente en ambas placas.
(a) Evolución temporal de la temperatura adimensional T ∗1 (t) de la placa caliente. (b) Evolución
temporal de la temperatura adimensional T ∗2 (t) de la placa fŕıa. Ambas figuras corresponden a los
valores de ∆T indicados en (a), con el fluido en régimen conductivo y a una temperatura media
Tm = 22.86 ◦C.

ante una serie de escalones, en términos de las variables adimensionales:

T ∗1 (t) =
T1(t)− T1,i

r1 − T1,i

y T ∗2 (t) =
T2(t)− T2,i

r2 − T2,i

(5.1)

con T1,i y T2,i las temperaturas de la placa caliente y fŕıa, respectivamente, al inicio de
cada evento con un nuevo ∆T . En la figura se observa que la temperatura de ambas placas se
controla correctamente y estas alcanzan sus valores de referencia, r1 y r2, que corresponden
a un valor unitario de estas variables adimensionales. Cabe destacar la elevada estabilidad
obtenida para el control de la placa caliente, que es del orden de 0.1 mK, según se indica
en la tabla 5.1 junto con los parámetros mencionados previamente. La temperatura de la
placa fŕıa, en cambio, presenta oscilaciones en régimen estacionario, sin embargo éstas son de
pequeña magnitud según se puede apreciar en dicha tabla.

tr [min] Mp [ %] e [mK] σ(T ) [mK]

placa caliente 7.8 5 0.04 0.12

placa fŕıa 1.9 18 1.94 6.80

Tabla 5.1: Valores máximos de los parámetros para ambos controladores de temperatura. Se indican
tr: tiempo de subida; Mp: sobrepasos; e: error promedio y σ(T ): desviación estándar de temperatura.
Estos dos últimos obtenidos en régimen estacionario, en un intervalo de 0.4 a 1.4 h desde el inicio
del evento.
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Evolución temporal de potencia. En las adquisiciones en que se utiliza el método de
tránsito de escalones de temperatura la evolución temporal de potencia describe una curva
con ciertas caracteŕısticas similares. Una de ellas es un cambio de pendiente que se debe a la
anulación de la integral y derivada del error. Esta anulación se realiza al inicio de un evento
o si el error sobrepasa cierto ĺımite, |e1(t)| > 0.5 ◦ C, fijando:

∫ t

0

e1(t) = 0 y
de1(t)

dt
= 0 (5.2)

donde e1 es el error del controlador de la placa caliente. En este caso la potencia es
proporcional al error, i.e. p(t) = P e1(t), como se indica en la figura 5.3 que corresponde
a la evolución temporal de potencia para la figura 5.1). Una segunda caracteŕıstica es un
sobrepaso de considerable magnitud, durante el cual se proporciona principalmente el calor
requerido para elevar la temperatura de la placa caliente. Esto se puede comprobar, en cierta
medida, integrando el área bajo la curva de potencia y por sobre su valor estacionario. Este
procedimiento entrega para la curva en la figura 5.3 por ejemplo un valor de 250 J, bastante
similar al valor teórico [65]:

Qh = MhpCp,s δT1 ∼ 224 J (5.3)

con Mhp = 1.785 Kg la masa, Cp,s = 502 J/(Kg K) el calor espećıfico y δT1 = 0.25 oC el
cambio de temperatura de la placa caliente.
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Figura 5.3: Evolución temporal de potencia para un escalón de temperatura impuesto simultánea-
mente en ambas placas, correspondiente a la adquisición en la figura 5.1. Se distinguen los casos: (I)
|e1(t)| > 0.5 ◦ C, donde p = P e1(t); (II) |e1(t)| < 0.5 ◦ C, donde p = P e1(t)+I

∫
e1(t)+Dde1(t)/d t.

Como se indica en el recuadro, la integral de la curva de potencia por sobre su valor estacionario
corresponde aproximadamente al calor Qh requerido para elevar la temperatura de la placa caliente.
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5.1.2. Respuesta a rampas de temperatura

En las series de adquisición que se utilizan rampas de temperatura se transita entre eventos
de termalización, en los cuales ∆T permanece constante, variando ∆T de acuerdo a:

∆T (t) = ∆Ti + β t (5.4)

con ∆Ti la diferencia de temperatura inicial y donde la razón β se fija de manera que ∆T
vaŕıe en forma cuasi-estática para no perturbar el equilibrio térmico en la celda de convección.
Este método permite estudiar el comportamiento de ambos controladores de temperatura ante
señales de referencia dependientes del tiempo. En un intervalo de tránsito estas señales son:

r1(t) = T1,i +
β

2
t y r2(t) = T2,i −

β

2
t (5.5)

con T1,i y T2,i las temperaturas de la placa caliente y fŕıa, respectivamente, al inicio del
evento de tránsito. En la figura 5.4 se muestra parte de una serie adquirida usando β = 0.125
oC/h y en ella se observa que las temperaturas de ambas placas siguen correctamente sus
respectivas señales de referencia r1(t) y r2(t). El error máximo con respecto a estas señales
es 2.5 mK y 16.2 mK para el control de placa caliente y placa fŕıa, respectivamente.
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Figura 5.4: Respuesta a rampas de temperatura impuestas simultáneamente en ambas placas con
el fluido en régimen de conducción a Tm = 23.5 ◦C. Se muestra la evolución temporal de las
temperaturas de la placa caliente y placa fŕıa, T1 y T2, y sus señales de referencia, r1(t) y r2(t),
respectivamente. Los eventos de termalización corresponden a las diferencia de temperatura ∆T =
1.5, 1.75 y 2.0 ◦C y en los eventos de tránsito se utiliza una pendiente β ≡ d(∆T )/dt = 0.125 oC/h.
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Evolución temporal de potencia. La evolución temporal de potencia adquirida duran-
te la prueba se muestra en la figura 5.5. En ella se observan saltos de potencia en los eventos
de tránsito, los cuales corresponden principalmente al calor requerido por la placa caliente
para elevar gradualmente su temperatura. Esta cantidad se encuentra dada teóricamente por
[65]:

Q̇h = MhpCp,s
β

2
(5.6)

y cuyo valor de 15.6 mW es bastante cercano a 20 mW obtenido de los datos experimen-
tales.
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Figura 5.5: Evolución temporal de potencia para rampas de temperatura impuestas simultánea-
mente en ambas placas, correspondiente a la adquisición en la figura 5.4. En los eventos de tránsito
se observan saltos de calor Q̇h ∼ 20 mW requeridos por la placa caliente para elevar gradualmente
su temperatura.

Discusión de resultados

En la presente sección se estudió la respuesta temporal del sistema de control ante señales
de referencia compuestas por escalones y rampas de temperatura. Estas señales permiten
evaluar el comportamiento del sistema de control ante perturbaciones rápidas y lentas, res-
pectivamente. Las pruebas realizadas indican que en regimen transiente ambos controladores
actúan rápidamente, en comparación con los tiempos caracteŕısticos de la celda de convección
que se discuten en la sección 5.2.1. En regimen estacionario, los controladores presentan gran
estabilidad en el control de temperatura, del orden de 0.1 mK y de 6.8 mK, para las placas
caliente y fŕıa, respectivamente. En las mediciones de potencia se obtuvo una alta resolu-
ción, con desviación estándar del orden de 1 mW, que permite detectar en ambas pruebas la
pequeña cantidad de calor requerido para variar la temperatura de la placa caliente. Estas
caracteŕısticas permiten concluir que el sistema de control funciona correctamente y fueron
de gran utilidad para el estudio de la transferencia de calor en la celda de convección que se
describe en las próximas secciones.
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5.2. Transferencia de calor en régimen de conducción

En esta primera parte dedicada al estudio de la transferencia de calor en la celda de
convección, se caracterizan los reǵımenes de conducción transiente y estacionario. Para ello
se posicionó la celda en una configuración estable, según se muestra en la figura 5.6. En
régimen transiente, el interés principal consistió en estudiar las distintas escalas tempora-
les presentes en la celda. En el régimen estacionario, en cambio, se buscó una estimación
de las contribuciones de los elementos de la celda a la curva de potencia en función de la
temperatura.
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Figura 5.6: Celda en modo de conducción. Se indica en la celda un gradiente de temperatura estable
dT/dy = ∆T/d, con ∆T ≡ T1 − T2 > 0 y temperatura media Tm = (T1 + T2)/2.

5.2.1. Respuesta transiente ante un escalón de temperatura

El objetivo de la presente sección consiste en estudiar las distintas escalas temporales
asociadas la transferencia de calor en la celda de convección y para ello se realizó una prueba
de escalón de temperatura. Ésta difiere de la prueba realizada para estudiar la estabilidad y
respuesta transiente del sistema de control (cf. 5.1), en la que se impusieron simultáneamente
escalones de temperatura en ambas placas. En esta prueba anterior se observó lo siguiente:

(i) Se requiere de una cierta cantidad de potencia para elevar la temperatura de la placa
caliente.

(ii) Se requiere de un cierto tiempo para que el controlador PID de la placa caliente logre
anular el error.

Ambos puntos dificultan la interpretación cuantitativa de la curva de potencia en régimen
transiente. Una alternativa utilizada por [66], para medir la difusividad térmica del fluido,
consiste en imponer un escalón de temperatura en la placa fŕıa y medir la relajación térmica
de la placa caliente. Esta propiedad se estima entonces de un ajuste de los datos a la solución
teórica de la ecuación del calor unidimensional. En el presente trabajo se utiliza un método
similar, se impone un escalón de temperatura en la placa fŕıa, sin embargo se estudia la
evolución de potencia manteniendo la temperatura de la placa caliente constante. De esta
manera se evita suministrar una cantidad adicional de calor para variar la temperatura de
esta placa. En la interpretación de los datos se utiliza como condición de borde la temperatura
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impuesta en la placa fŕıa. Esto se realiza de acuerdo a [67], quienes indican que la solución
de la ecuación del calor se ve afectada por la discrepancia entre condiciones de bordes ideales
y reales.
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Figura 5.7: Prueba de escalón de temperatura impuesto en la placa fŕıa. (a) Modelo transiente de
la celda de convección. El elemento calefactor disipa una potencia p(t) para mantener una diferencia
de temperatura ∆T (t) = T1 − T2(t) en la celda de convección. Esta potencia se distribuye en los
flujos de calor a través del fluido Qf (t), paredes laterales Qa(t) y una cantidad restante no indicada
en forma de pérdidas de calor Qp(t). (b) Condiciones de borde. La placa caliente se mantiene a una
temperatura T1 constante y en la placa fŕıa se impone en t = 0 un escalón de temperatura. Este
escalón se asemeja a un escalón ideal y es de magnitud δT2 = T2,f − T2,i, con T2,i y T2,f los valores
iniciales y finales para T2(t), respectivamente.

Modelo teórico

Para interpretar la curva de potencia registrada durante la prueba se estableció el modelo
para la celda de convección en régimen de conducción transiente que se muestra en la figura
5.7 (a). En el modelo se eligió una orientación invertida del eje vertical y por conveniencia y
se supone que los flujos a través del fluido Qf (t), paredes laterales Qa(t) y pérdidas de calor
Qp(t) se pueden considerar en forma independiente. Estos flujos cumplen el balance térmico:

p(t) = Qf (t) +Qa(t) +Qp(t) (5.7)

donde p(t) es la potencia disipada por el elemento calefactor. Las condiciones de borde
para la prueba se muestran en la figura 5.7 (b) y son las siguientes:

T (y = 0, t) = T1 y T (y = d, t) = T2(t) (5.8)

Es decir, la temperatura de placa caliente T1 se mantiene constante, mientras que la
temperatura de la placa fŕıa evoluciona de acuerdo a una función T2(t). Esta función toma
un valor T2,i hasta el instante inicial t = 0 y luego evoluciona rápidamente a un valor final
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T2,f = T2,i + δT2. Se supone que la distribución de temperatura T (y, t) en el fluido y paredes
laterales obedece a la ecuación del calor unidimensional, que resulta conveniente expresar
usando las variables adimensionales:

T̃ (t) =
T (t)− T1

T2,f − T1

, T̃2(t) =
T2(t)− T1

T2,f − T1

, y∗ =
y

d
, t∗ =

t

τκ
y

t∗a
τκ a

(5.9)

donde los tiempos adimensionales del fluido t∗ y paredes laterales t∗a se encuentran adimen-
sionalizados por los tiempos caracteŕısticos basados en sus difusividades térmicas τκ = d2/κ
y τκ a = d2/κa, respectivamente. Usando las variables anteriores, las ecuaciones del calor
unidimensional para estos elementos son:

∂T̃

∂t∗
=
∂2T̃

∂y∗2
en el fluido y

∂T̃

∂t∗a
=
∂2T̃

∂y∗2
en paredes laterales (5.10)

en las cuales se supuso que las propiedades de los elementos son constantes y la ausencia
de fuentes de calor. Las ecs. (5.7 -5.10) definen el problema que se desea resolver, cuya
solución debe ser similar para el fluido y paredes laterales (cf. ec. (5.10)) y, por lo tanto,
basta resolverlas para uno de estos elementos. Esto se realiza para el fluido en el Anexo C,
donde se resuelven los casos en que T2(t) representa:

Un escalón ideal de temperatura. En este caso se obtiene que la potencia disipada
en el extremo a temperatura constante es:

p∗s(t
∗) = 1 + 2

∞∑

n=1

(−1)ne−(nπ)2t∗ con p∗(t) =
p(t)− pi
pf − pi

(5.11)

donde p∗(t∗) indica la potencia adimensionalizada por su valor inicial pi y final pf .

La evolución temporal de temperatura impuesta. En este caso se obtiene que la
potencia adimensional disipada en el extremo a temperatura constante es:

p∗vs(t
∗) =

(
1− T2,f − T1

δT2

)
p∗s(t

∗) +
T2,f − T1

δT2

∫ t∗

0

T̃2(τ)
∂p∗s(t

∗ − τ)

∂t∗
dτ (5.12)

donde p∗s corresponde a la solución para el caso en que T2(t) representa un escalón ideal.

Las soluciones para ambos casos, ecs. (5.11) y (5.12), se deben extender a un modelo
transiente de la celda de convección debido a que consideran la transferencia de calor sólo en el
fluido. Esto se realiza en el Anexo C.3, donde se utilizan las siguientes formas adimensionales
para las contribuciones de los elementos (cf. ec. (5.7)):

Q∗f (t
∗) =

Qf (t
∗)−Qf,i

pf − pi
, Q∗a(t

∗) =
Qa(t

∗)−Qa,i

pf − pi
y Q∗p(t

∗) =
Qp(t

∗)−Qp,i

pf − pi
(5.13)

donde el sub́ındice i indica el valor inicial de las variables, las cuales se encuentran adimen-
sionalizadas por diferencia entre la potencia inicial pi y final pf . Estas variables adimensionales
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cumplen el balance térmico:

p∗(t) = Q∗f (t
∗) +Q∗a(t

∗) +Q∗p(t
∗) (5.14)

donde las contribuciones del fluido Q∗f (t
∗) y paredes laterales Q∗a(t

∗) a la expresión ante-
rior, en términos de la solución pvs(t

∗), son:

Q∗f (t
∗) = Λf p

∗
vs(t

∗) y Q∗a(t
∗) = Λa p

∗
vs

(
τκ t
∗

τκ a

)
(5.15)

donde Q∗a(t
∗) se encuentra escalada al tiempo adimensional del fluido, t∗, usando la razón

entre los tiempos caracteŕısticos de estos elementos. Las magnitudes de estas contribuciones,
Λf y Λa, y de pérdidas, Λp, son:

Λf =
gf

gf + ga + gp
y Λa =

ga
gf + ga + gp

y Λp = 1− Λf − Λa (5.16)

Estas relaciones entre las conductancias térmicas de los elementos corresponden a la
fracción de calor disipado en cada uno de ellos, en régimen estacionario y normalizada por el
calor total suministrado. La evolución temporal de pérdidas de calor, Q∗p(t

∗), se determinada
del balance térmico dado por la ec. (5.14) usando las contribuciones estimadas del fluido y
paredes laterales.

Procedimiento experimental

La experiencia se realizó con la celda en modo de conducción y consistió de tres eventos:
el primero de termalización durante 7 h a una diferencia de temperatura ∆T = 4 ◦C. En los
eventos siguientes, de duración 7 h y 6.5 h, se imponen escalones en la placa fŕıa de magni-
tud δT2 = 0.5 ◦C, manteniendo la temperatura de la placa caliente T1 = 25.5 ◦C constante.
Las series de temperatura y potencia adquiridas durante la prueba se muestran en la figura
5.8. En ella se observa que al imponer cada escalón ∆T disminuye, por lo que la potencia
decrece y alcanza eventualmente un valor estacionario. Este valor estacionario p se obtiene
del promedio de potencia, luego 5 h desde inicio hasta el final del evento, según se indica en
la figura. Los parámetros de la adquisición se resumen en la tabla 5.2, entre los que se indica:
temperatura final de la placa fŕıa T2,f ; diferencia de temperatura final ∆Tf ; temperatura
media Tm y diferencia de potencia final e inicial, δp = pf − pi para ambos escalones. Otra
variable de interés es la temperatura ambiente, que tomó un valor Tamb = 23.00◦C con una
desviación estándar σs(Tamb) = 0.016 ◦C, i.e. prácticamente constante.

evento T1 [◦C] T2,f [◦C] ∆Tf [◦C] Tm [◦C] p [mW] δp [mW]

termalización 25.5 21.5 4.0 23.50 842.3

1er escalón 25.5 22.0 3.5 23.75 746.8 −95.4
2do escalón 25.5 22.5 3.0 24.00 652.4 −94.4

Tabla 5.2: Parámetros de adquisición para la presente prueba de escalón de temperatura.
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Figura 5.8: Series de temperatura y potencia adquiridas durante la prueba de escalón de tempera-
tura. (a) Evolución temporal de las temperaturas de la placa caliente T1, placa fŕıa T2, media Tm y
ambiente Tamb. En el primer evento se termaliza la celda a ∆T = 4 ◦C y en los eventos siguientes se
imponen escalones en la placa fŕıa de magnitud δT2 = 0.5 ◦C, manteniendo T1 = 25.5 ◦C constante.
(b) Evolución temporal de potencia p registrada durante la prueba. Se indican intervalos en los que
se obtiene la potencia promedio p, luego de 5 h desde el inicio de cada evento.
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Interpretación de los datos experimentales

Previamente se propuso un modelo cuyo objetivo es el de estimar la transferencia de ca-
lor a través de los elementos de la celda durante la presente prueba. Para discutir los datos
experimentales en términos de este modelo se generan las curvas que se muestran en la figura
5.9 y que se discuten a continuación.

Medidas experimentales. Estas consisten en la temperatura impuesta en la placa fŕıa
T ∗2 (t), adimensionalizada de acuerdo a la ec. (5.1), y potencia adimensional p∗(t∗). Ambas
curvas son prácticamente idénticas para ambos escalones, lo que indica la repetibilidad de la
experiencia. Por otra parte, el comportamiento de T ∗2 (t) es similar al discutido en la prueba
del sistema de control (cf. 5.1). Como su tiempo de subida es mucho menor al tiempo difusivo
del fluido la temperatura impuesta en la placa fŕıa se asemeja a un escalón ideal.
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Figura 5.9: Prueba de un escalón de temperatura impuesto en la placa fŕıa. Se muestran las series
adimensionales de: T ∗2 (t∗) temperatura de la placa fŕıa; p∗(t∗) potencia (experimental); p∗vs(t

∗) po-
tencia obtenida de la solución teórica al problema con T ∗2 (t∗) como condición de borde. Se muestran

además las contribuciones del fluido Q∗f (t∗), pérdidas de calor Q̂∗p(t
∗) y paredes laterales Q∗f (t∗) a

la potencia experimental p∗(t∗). El eje temporal es t∗ = t/τκ, con el tiempo caracteŕıstico del fluido
τκ ∼ 1.62 h.

Potencia teórica. Consiste en la potencia p∗vs(t
∗) obtenida de la solución a un caso unidi-

mensional usando como condición de borde la temperatura registrada en la placa fŕıa, T ∗2 (t).
Esta solución es muy similar a la del caso de un escalón ideal debido a que T ∗2 (t) se asemeja
a esta condición (cf. Anexo C.2).

Contribuciones del fluido y paredes laterales. Estas consisten en las contribuciones
del fluido Q∗f (t

∗) y paredes laterales Q∗a(t
∗) a la curva de potencia experimental p∗(t∗). La

proporción del calor disipado en estos elementos en régimen estacionario, Λf y Λa, se en-
cuentran en la Tabla 5.3. La componente temporal de estas curvas corresponde a la solución
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p∗vs(t
∗) escalada de acuerdo a los tiempos difusivos respectivos, i.e. ∼ 1.62 h para el fluido y

∼ 1.37 h para las paredes laterales (cf. ec. (5.15)).

evento Λf [ %] Λa [ %] Λp [ %] Λp1 [ %] τp1 [h] Λp2 [ %] τp2 [h]

termalización 58.7 18.1 23.2
1er escalón 57.9 17.9 24.2 18.3 1.5 6.0 16.2
2do escalón 56.9 17.6 25.6 21.2 1.5 4.4 14.1

Tabla 5.3: Contribuciones en régimen estacionario del fluido Λf , paredes laterales Λa y pérdidas
Λp al calor suministrado. Se indican además las magnitudes, Λp1 y Λp2, y tiempos caracteŕısticos,
τp1 y τp2, para las componentes de pérdidas de evolución rápida y lenta, respectivamente.
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Figura 5.10: Evolución temporal de pérdidas de calor adimensional Q∗p. Se muestra además el ajuste

a las pérdidas dado por Q̂∗p = Q̂∗p1 + Q̂∗p2, con Q̂∗p1 y Q̂∗p2 las estimaciones de pérdidas con evolución
rápida y lenta, respectivamente.

Pérdidas de calor. La contribución de pérdidas de calor Q∗p(t
∗) a la curva de potencia

experimental p∗(t∗) se estimó del balance térmico (cf. ec. (5.14)) y se muestra en detalle en
la figura 5.10. Esta curva presenta una evolución rápida y luego más lenta, cuyos tiempos
caracteŕısticos se determinaron realizando el ajuste a Q∗p(t

∗) dado por:

Q̂∗p(t
∗) = Q̂∗p1(t∗) + Q̂∗p2(t∗) (5.17)

donde Q̂∗p1(t∗) y Q̂∗p2(t∗) representan las componentes de pérdidas de calor rápidas y len-
tas, respectivamente. Para estas componentes se utilizaron los siguientes modelos de ajuste
basados en la solución p∗vs (cf. ec. 5.12):

Q̂∗p1(t∗) = Λp1 p
∗
vs

(
τκ t
∗

τp1

)
y Q̂∗p2(t∗) = Λp2 p

∗
vs

(
τκ t
∗

τp2

)
(5.18)

con coeficientes de magnitud, Λp1 y Λp2, y tiempo, τp1 y τp2, que se obtuvieron mediante
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el método de mı́nimos cuadrados.

Los coeficientes obtenidos para el ajuste de pérdidas se encuentran en la tabla 5.3 e indican
que la componente de evolución rápida, Q̂∗p1, representa el ∼ 20 % del calor total. Para ella
se estima un tiempo caracteŕıstico ∼ 1.5 h, lo que resulta coherente debido a que su tiempo
caracteŕıstico es similar al del acŕılico, τκ a ∼ 1.37 h. Es decir, esta componente representa
posiblemente la pérdida de calor a través de elementos de este material, i.e. paredes laterales
y la cámara ubicada sobre la placa caliente (cf. 4.1.1). A su vez, resulta razonable que la

componente de evolución lenta, Q̂∗p2, con una magnitud del ∼ 5 % del calor total, representa
la pérdida de calor a través de la aislación.

Discusión de resultados

En la presente sección se estudió la transferencia de calor en la celda ante un escalón de
temperatura impuesto en la placa fŕıa. La metodoloǵıa consistió en mantener la temperatura
de la placa caliente constante y estudiar la evolución temporal de potencia. De esta manera
se evitó el suministro adicional de calor para variar la temperatura de esta placa y que afecta
la medición.

Para interpretar los resultados se obtuvo la solución teórica al problema unidimensional
dada por la evolución de potencia adimensional p∗vs(t

∗). Esta curva describe correctamente la
potencia experimental adimensional, p∗(t∗), comprobando el valor estimado para la viscosi-
dad del fluido. Las contribuciones de los componentes de la celda a la potencia experimental
se estimaron de un modelo transiente que utiliza la solución mencionada previamente. Los
resultados indican que las pérdidas de calor representan un ∼ 25 % del calor total suministra-
do y en ellas se encuentran dos escalas temporales. El mayor porcentaje de pérdidas ∼ 20 %
presenta una evolución rápida, con un tiempo caracteŕıstico similar al del acŕılico y del que
se componen ciertos elementos de la celda. La cantidad restante, con una evolución lenta,
representa las pérdidas a través de la aislación. Los resultados permiten establecer el tiempo
de espera aproximado, luego de imponer un nuevo gradiente de temperatura, para obtener
un equilibrio térmico en la celda. De acuerdo a la figura 5.10, este tiempo es ∼ 2 τκ (∼ 3.2
h), luego de cual la variación de potencia es mı́nima.

Un último aspecto que cabe mencionar es que las contribuciones de los elementos de la
celda en régimen estacionario, Λf , Λa y Λp, difieren levemente para cada evento (cf. Tabla
5.3). Esto se debe a un cambio en las pérdidas de calor debido al desplazamiento de la
temperatura media de la celda con respecto a la temperatura ambiente y se discute en la
próxima sección.
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5.2.2. Potencia en régimen de conducción estacionario

El objetivo de la presente sección consiste en caracterizar la transferencia de calor en celda
de convección en régimen de conducción estacionario. Para ello se estiman las contribuciones
del fluido Qf , paredes laterales Qa y pérdidas de calor Qp a la potencia en este régimen. Como
se vio previamente (cf. ec. 4.7), estas cantidades se relacionan mediante las conductancias
térmicas del fluido gf , paredes laterales ga y pérdidas gp por:

pcd(∆T ) = gf ∆T︸ ︷︷ ︸
Qf

+ ga ∆T︸ ︷︷ ︸
Qa

+ gp ∆T + g0︸ ︷︷ ︸
Qp

(5.19)

donde pcd es la potencia registrada en régimen estacionario y se incluye en el presente
caso un término constante de pérdidas g0. De acuerdo a la ec. (5.19), los datos para pcd se
pueden representar por el ajuste lineal:

p̂cd = gcd∆T + g0 (5.20)

donde la constante gcd corresponde a la conductancia térmica de la celda. El ajuste anterior
permite determinar el calor por movimientos convectivos del fluido, Qf,cv, de las mediciones
de potencia con la celda en modo de convección, pcv, de acuerdo a:

Qf,cv = pcv − p̂cd (5.21)

Por otra parte, las contribuciones normalizadas por el calor total del fluido Λf , paredes
laterales Λa y pérdidas Λp (cf. ec. (5.16) se estiman de:

Λf ∼
gf
gcd

, Λa ∼
ga
gcd

y Λp ∼
gp
gcd

(5.22)

que son válidas mientras g0 � gcd∆T . Para caracterizar la celda de acuerdo a las expre-
siones anteriores se realizó la experiencia que se describe a continuación.

Procedimiento experimental

La experiencia consistió en adquirir series temporales de potencia para ∆T ∈ [0.4,5] ◦C
con la celda en modo de conducción. La temperatura media se mantuvo a Tm = 23.50 ◦C
constante, valor que se fijó considerando la temperatura ambiente, Tamb, previa al inicio de
la experiencia. En esta adquisición se utilizó el método de tránsito entre eventos de rampas
de temperatura (cf. 4.3) con pendiente β ≡ d(∆T )/dt = 0.125 oC/h. Los valores de potencia
estacionaria, pcd, se obtuvieron en un intervalo de promedio de 2 h, luego de un tiempo de
establecimiento > 3 h. En este mismo intervalo se obtuvo la temperatura ambiente promedio,
T amb, para cada evento.

Interpretación de los datos experimentales

La curva de potencia estacionaria, pcd, para esta experiencia se muestra en la figura 5.11.
Esta curva presenta el comportamiento lineal esperado (cf. ec. (5.20)) y se ajusta de acuerdo
a los coeficientes que se encuentran en la tabla 5.4. En la figura se muestran además las
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Figura 5.11: Caracterización de la celda de convección en régimen de conducción estacionario. (a)
Potencia media pcd en función de ∆T : (�) datos experimentales y ( ) ajuste p̂cd = gcd∆T + g0

con coeficientes gcd y g0. Se indica el calor a través del fluido Qf , paredes laterales Qa y pérdidas
Qp. (b) Condiciones de temperatura ambiente. Se indican las temperaturas: (�) promedio de cada
evento T amb; media Tm = 23.50 ◦C y promedio de la serie 〈T amb〉 =23.26 ◦C.

Tm [oC] gcd [W/oC] g0 [W] σ [mW] gf [W/oC] ga [W/oC] gp [W/oC]

23.50 0.210 −0.008 1.8 0.124 0.038 0.048

Tabla 5.4: Coeficientes del ajuste a la potencia estacionaria en conducción p̂cd = gcd∆T + g0 y
desviación estándar de residuos σ. Se indican además las conductancias térmicas del fluido gf ,
paredes laterales ga y pérdidas de calor gp.

contribuciones de los elementos de la celda, obtenidas de sus conductancias térmicas y que se
indican en dicha tabla. Normalizando estas contribuciones por el calor total (cf. ec. (5.22)),
se obtiene que el calor se distribuye como: Λf = 59.03 % en el fluido, Λa = 18.21 % en paredes
laterales y Λp = 22.76 % en pérdidas. Esta distribución difiere levemente con respecto a la
obtenida previamente (cf. tabla 5.3) debido a la diferencia entre las temperaturas media
Tm y ambiente Tamb entre ambas experiencias. Las condiciones de la presente experiencia se
muestran en la figura 5.11 (b), donde se observa que la temperatura ambiente promedio de la
serie se encuentra levemente debajo de la temperatura media, Tm − 〈T amb〉 ∼ 0.24◦C. Como
su desviación estándar es pequeña, σ(T amb) = 0.04◦C, se obtiene una pequeña desviación
estándar de potencia estacionaria con respecto su ajuste, σ=1.8 mW (cf. Tabla 5.4). La
influencia de la variación de la temperatura ambiente sobre las pérdidas de calor y, por lo
tanto, en la estimación de la potencia útil a través del fluido se discute con más detalle en el
próximo punto.
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Efecto de la temperatura ambiente en las pérdidas de calor

Un aspecto importante consiste en estimar la variación de las pérdidas de calor generada
por un cambio en la temperatura ambiente, que afecta la determinación de la potencia útil
a través del fluido y, por lo tanto, a la medición del número de Nusselt. Para ello se utilizó
un método similar a [62], donde se calculan los coeficientes de acoplamiento entre distintos
elementos de la celda. En el presente trabajo se realizó el siguiente ajuste a las pérdidas de
calor en régimen de conducción estacionario:

Q̂p = gp∆T + g0 + Camb(Tm − T amb) (5.23)

que es similar a la ec. (5.19), salvo el último término que indica la variación de pérdidas
mediante el coeficiente de acoplamiento Camb entre las temperaturas media Tm y ambiente
T amb. Para obtener los coeficientes del ajuste se utilizó regresión múltiple [62, 68] a la com-
ponente de pérdidas de calor, Qp, de distintas series de adquisición que se muestran en la
figura 5.12 (a). Estas series se describen en la Tabla 5.6 que incluyen algunas mediciones con
la celda en modo de convección, pero con el fluido en régimen de conducción.

Serie configuración de la celda Tm [◦C] adquisición sección

A conducción [23.50, 23.75, 24.00] escalón de temperatura 5.2.1
B conducción 23.50 conducción horizontal 5.2.2
C convección 23.50 convección horizontal 5.3.1
E conducción 22.60 convección inclinada 5.3.2
F conducción 22.60 convección inclinada 5.3.2

Tabla 5.5: Descripcción de las series de adquisición en la figura 5.12.

Los coeficientes obtenidos para el ajuste (cf. ec. (5.23)) se encuentran en tabla 5.6, de
los cuales gp prácticamente coincide con el valor determinado en el punto anterior, pero se
encuentra una diferencia de ∼ 16 mW para g0 (cf. Tabla 5.4). Como en el presente cálculo
g0 no absorbe los efectos de temperatura ambiente, esta diferencia se puede atribuir a un
leve desajuste en el método de medición de potencia. Por otra parte, la pequeña desviación
estándar del ajuste (cf. tabla 5.6) indica que el ajuste representar correctamente los datos.

gp [W/◦C] g0 [W] Camb [W/◦C] σ [mW]

0.046 −0.016 0.048 1.2

Tabla 5.6: Coeficientes obtenidos para el ajuste a la pérdidas estacionarias de calor (cf. ec. (5.23))
y σ desviación estándar de residuos del ajuste.

Corrección de mediciones En las experiencias que se discuten más adelante, principal-
mente en la sección 5.3.2, fue necesario corregir los efectos de temperatura ambiente. Para
ello se utilizó el ajuste de pérdidas Q̂p con los coeficientes de la tabla 5.6. Este ajuste permite
obtener el calor por movimientos convectivos del fluido, Qf,cv, de una medición de potencia
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Figura 5.12: Caracterización de pérdidas de calor en régimen de conducción. (a) Componente
estacionaria de pérdidas Qp en función de ∆T para las series indicadas en la Tabla 5.6. (b) Residuos

del ajuste de pérdidas dado por la ec. (5.23), Q̂p −Qp, en función de ∆T .

con la celda en modo de convección, pcv, de acuerdo a:

Qf,cv = pcv − gf∆T − ga∆T − Q̂p(Tm, cv, T amb, cv) (5.24)

donde Tm,cv y T amb,cv son las temperaturas media y ambiente durante la medición de
pcv. Para obtener el número de Nusselt se requiere además del calor a través del fluido por
conducción y que se obtiene de su conductancia térmica, i.e. Qf,cd = gf∆T . Escribiendo el
número de Nusselt, Nu, más un término de error, δNu, para los datos corregidos se obtiene:

Nu = 1 +
Qf,cv

Qf,cd

+ δNu con δNu =
Q̂p −Qp

gf∆T
≈ ±0.024

∆T
(5.25)

donde el error δNu se estimó de los residuos del ajuste que se muestran en la figura 5.12
(b) y que se encuentran en el rango ±3 mW. En caso de no realizar la corrección de datos el
error, δNu, es:

δNu ≈ Camb
T amb, cv − T amb, cd

gf∆T
(5.26)

con T amb, cv y T amb, cd las temperaturas ambiente para las mediciones con la celda en
modo de convección y conducción, respectivamente, y donde el error aumenta para ∆T → 0
en forma similar al caso anterior.
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5.3. Transferencia de calor en régimen de convección

En la presente parte del trabajo se estudia el fenómeno de convección de Rayleigh-Bénard
con el interés de observar posibles transiciones de flujo en términos de la transferencia de
calor. En la sección 5.3.1 se estudia el fenómeno de convección para un posicionamiento
horizontal de la celda (cf. fig. 5.13), configuración que corresponde a la variante tradicional
de la inestabilidad. Luego, en la sección 5.3.2, se estudia el fenómeno de convección con
inclinación respecto al vector de gravedad.

T(y)

d

T
2

T
1

∆T

x

y

z

g

Figura 5.13: Celda en modo de convección. Se indica en la celda un gradiente de temperatura
inestable dT/dy = −∆T/d, con ∆T ≡ T1−T2 > 0 y a la derecha el patrón preferido de inestabilidad.
Este consiste en rollos transversales, i.e. paralelos al lado más corto de la celda, que se forman a
Ra > Rac.

5.3.1. Convección horizontal

El estudio de la celda en una configuración horizontal (cf. fig. 5.13 (a)) se realizó con el
objetivo de caracterizar la inestabilidad a números de Rayleigh moderados Ra . 105. Esta
caracterización se realizó principalmente en términos del número de Rayleigh cŕıtico Rac y
de la curva entre los números de Nusselt Nu y Rayleigh Ra.

Procedimiento experimental

En la presente experiencia se realizó la adquisición de series de potencia para eventos
a ∆T ∈ [0.3, 5.0] ◦C con un procedimiento similar al descrito previamente (cf. 5.2.2). La
temperatura media se fijó a un valor constante Tm = 23.5 ◦C y el tránsito entre eventos se
realizó mediante rampas de temperatura con pendiente β ≡ d(∆T )/dt = ±0.125 ◦C/h. Los
valores de potencia estacionaria, pcv, se obtuvieron en un intervalo de promedio de 2 h, luego
de un tiempo de establecimiento > 5 h. La temperatura ambiente promedio, T amb, se obtuvo
para cada evento en este mismo intervalo de promedio.

En la figura 5.14 se muestran extractos de las series de temperatura y potencia con la celda
en modo de convección, pcv, para eventos con ∆T decreciente y un régimen de convección
establecido previamente en la celda. En ella se indican los valores de potencia estacionarios
para la celda en modo de conducción, pcd, bajo condiciones similares. La diferencia entre
los valores estacionarios de potencia, pcv y pcd, corresponde al calor Qf,cv transferido por el
movimiento convectivo del fluido.
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Figura 5.14: Extractos de series en régimen convectivo a Tm = 23.5 ◦C. (a) Evolución temporal de
la temperatura de la placa caliente T1, placa fŕıa T2, media Tm y ambiente Tamb. Se muestran eventos
de termalización a ∆T = [2.25, 2.00, 1.75, 1.5] ◦C constante y de tránsito a d(∆T )/dt = −0.125 ◦C/h.
(b) Evolución temporal de potencia pcv para la celda modo en convección. Se indica la potencia
promedio para la celda en modo de conducción, pcd, y el calor por movimientos convectivos del
fluido, Qf,cv.
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Curvas de potencia estacionaria y comienzo de la inestabilidad

Los valores estacionarios de potencia para las configuraciones de la celda en modos de
conducción y convección, pcd y pcv, respectivamente, se muestran en función de ∆T en la figura
5.15. En el tramo bajo la diferencia de temperatura cŕıtica, ∆Tc, ambas curvas colapsan
debido a que el fluido se encuentra en un régimen conductivo. Luego de este umbral, se
observa un quiebre en la curva pcv(∆T ) y que se debe al calor adicional Qf,cv generado
por los movimientos convectivos del fluido. Este fenómeno que se conoce como principio de
Schmidt-Milverton [2] e indica la transición del flujo desde un régimen conductivo a uno
convectivo. El umbral de la inestabilidad, indicado en la figura como ∆T = 0.91◦ C, se
puede determinar directamente de estas mediciones de potencia. En el presente trabajo, sin
embargo, se utilizó un método basado en el comportamiento inicial de la transferencia de
calor, según se describe más adelante.
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r égimen de
conducci ón
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Figura 5.15: Curvas de potencia en régimen estacionario en función de ∆T . (a) Potencias en régimen
estacionario para la celda en modo de conducción y convección, (�) pcd y (◦) pcv, respectivamente.
Ambas curvas se obtuvieron para una temperatura media Tm = 23.50 oC constante. (b) Detalle de
la región indicada en (a) que muestra el comportamiento entorno a comienzo de la inestabilidad.

Cálculo de los números de Nusselt y Rayleigh

Los datos anteriores permiten obtener los parámetros de control de la experiencia dados
por los números de Nusselt Nu = (Qf,cd + Qf,cv)/Qf,cd y Rayleigh Ra = g α∆T d3/(ν κ)
(cf. 3.3). En el cálculo de Ra las propiedades del fluido a se evalúan su temperatura media,
Tm, y se corrige ∆T por la cáıda de temperatura en ambas placas (cf. 4.2.1). Para obtener
Nu se requiere de Qf,cv, cantidad que se estima de las series de potencia de la figura 5.15
mediante dos métodos. En el primero como la diferencia entre, pcv y el ajuste p̂cd (cf. ec.
5.24). En el segundo mediante el modelo de pérdidas de calor que considera las variaciones
de temperatura ambiente (cf. ec. 5.24).
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y (•) con corrección por variaciones de temperatura ambiente.
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Figura 5.17: Temperatura ambiente promedio, T amb, en función de ∆T para la adquisición de po-
tencia con la celda en modo de convección. Se indican además las temperaturas: ambiente promedio,
〈T amb〉cd, sobre la serie completa con la celda en modo de conducción y media, Tm = 23.50 oC, de
ambas series.

En la figura 5.16 se muestra la evolución de Nu con Ra obtenida de los métodos mencio-
nados previamente, donde se observa que estos entregan resultados con diferencias bastante
pequeñas. Para Ra < Rac, por ejemplo, ambos entregan el valor esperado Nu = 1 con un
error ∼ 2 %. Esto se debe a que las mediciones de potencia, pcd y pcv, se efectuaron bajo condi-
ciones de temperatura ambiente similares y a una misma temperatura media, como se puede
observar en la figura 5.17. En la tabla 5.7 se resumen parte de los datos obtenidos mediante
ambos métodos en términos de Ra y el número de Rayleigh reducido ε = Ra/Rac − 1.
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Ra ε Nu Nu∗

2, 121 0.20 1.31 1.29
3, 365 0.90 1.72 1.72
4, 797 1.71 2.00 2.01
6, 226 2.52 2.20 2.21
7, 654 3.33 2.36 2.36
9, 081 4.14 2.48 2.49
9, 557 4.41 2.52 2.53

Tabla 5.7: Número de Nusselt Nu en función de Ra y el número de Rayleigh reducido ε = Ra/Rac−
1. (∗) corregido por variaciones de temperatura ambiente.

Determinación de Rac y comportamiento inicial de Nu

El número de Rayleigh cŕıtico, Rac, se obtuvo del método utilizado por [38] para deter-
minar la pendiente inicial de la transferencia de calor. De acuerdo a los análisis de Schüter,
Lortz y Busse [39] esta pendiente se encuentra dada por:

S1 = limRa→Rac+
Ra (Nu− 1)

Ra−Rac
(5.27)

Para obtener S1 se generó la curva NuRa en función de Ra − Rac que se muestra en la
figura 5.18 y utilizaron ajustes lineales para los tramos correspondientes a los reǵımenes de
conducción y convección. Para el último se consideró un rango Ra < 3Rac en cual la ec. (5.27)
es válida de acuerdo a las experiencias de [38]. La intersección de ambos ajustes entrega Rac,
que se utilizó para reescalar la abscisa inicialmente en términos de Ra. La pendiente S1 se
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Figura 5.18: NuRa en función de Ra − Rac. Se indican los ajustes para los reǵımenes de: (−−)
conducción y ( ) convección, cuya intersección entrega Rac. La pendiente inicial S1 corresponde
al cuociente entre la distancia vertical ambos ajustes, Ra(Nu− 1), y a la ordenada, Ra−Rac.
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determina de estos ajuste y se puede obtener gráficamente de la figura 5.18. En ella corres-
ponde al cuociente entre la distancia vertical entre ambos ajustes, Ra(Nu−1), y la ordenada,
Ra−Rac, i.e. el numerador y denominador de la ec. (5.27), respectivamente.

∆Tc [oC] Rac Γx Γz Pr νmax/νmin(∆Tc) S1

0.91 (0.92) 1770 (1805) 6.14 2.90 3,288 1.07 1.57 (1.59)

Tabla 5.8: Parámetros de interés para el umbral de la inestabilidad. Se indican: ∆Tc diferencia de
temperatura cŕıtica; Rayleigh cŕıtico Rac; Pr número de Prandtl a 23.5 oC y razón entre viscosidades
máxima y mı́nima, νmax/νmin, a ∆Tc; Γx y Γz razones de aspecto de la celda; pendiente inicial S1.
Los datos en paréntesis se encuentran corregidos por la variación de temperatura ambiente.

Número de Rayleigh cŕıtico. El método anterior entrega Rac = 1770, valor que se
discute a continuación en términos de los parámetros que se encuentran la tabla 5.8.

Geometŕıa de la celda. El Rac obtenido se puede comparar con resultados previos
para celdas con razón de aspecto 6:3:1 (cf. 3.2). Davis [33] y Catton [34] entregan
2100 y 1879 para celdas con paredes conductoras y aislantes, respectivamente. Estos
valores sobreestiman Rac debido a que se obtuvieron mediante simulación numérica
bidimensional [36]. Mejores estimaciones para Rac son: 1793 obtenido por Edwards [36]
mediante simulación numérica tridimensional con paredes aislantes; 1913 obtenido por
Stork y Müller [35] en experiencias con paredes de baja conductividad. El valor de
Rac obtenido se encuentra en acuerdo referencias anteriores, considerando la pequeña
diferencia en las razones de aspecto de la celda y que sus paredes laterales son leve-
mente aislantes. Esto último se obtiene de la razón entre las conductividades térmica
de paredes laterales y fluido, ka/k = 0.65.

Propiedades del fluido. La propiedad del fluido de mayor variación con la tempe-
ratura es la viscosidad (cf. 4.1.2). A la diferencia de temperatura cŕıtica, sin embargo,
la razón de viscosidad entre ambas superficies, νmax/νmin, es baja (cf. Tabla 5.8) y se
cumple la aproximación de Oberbeck-Boussinesq. Por otra parte, el número de Prandtl
es bastante elevado, Pr ∼ 3290, pero este valor no afecta considerablemente el de Rac.

Otro aspecto importante es el error asociado a la estimación de las propiedades del
fluido. Éstas, en general, no se pueden determinar con gran precisión, sobretodo en el
presente trabajo donde el fluido es una solución. El error asociado a leyes de mezcla
que permiten estimar las propiedades del fluido es aproximadamente ±80.

Pendiente inicial. Comparando el valor obtenido S1 = 1.57 con el análisis de [39], este
es más cercano al de rollos transversales (1.43) y bastante mayor al de celdas cuadradas
(1.28) o hexágonos (1.12). Esto resulta coherente ya que se observó la formación de rollos
transversales en experiencias previas con el montaje al descubierto. El aumento con respecto
al valor teórico ha sido observado y se atribuye: al tamaño finito de la celda y distorsión del
patrón inicial por paredes laterales [13]; al comportamiento exponencial de la viscosidad con
la temperatura [69].
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Cabe mencionar que en el presente trabajo se utilizó la definición para la pendiente inicial
propuesta por [38], dada por:

S1 ≡
(1 + ε)(Nu− 1)

ε
(5.28)

Esto se menciona debido a que una definición alternativa de la pendiente inicial es
S1 = (Nu− 1) y que entrega resultados diferentes a los mencionados previamente.

Comportamiento de Nu a Ra moderadamente supercŕıtico

El comportamiento esperado para la parte convectiva de la transferencia de calor, Qf,cv,
en el rango moderadamente supercŕıtico, Ra . 10Rac, es inicialmente proporcional a ε y
luego a términos de mayor orden de esta cantidad (cf. 3.3.1). Este comportamiento se discute
a continuación en términos de la corriente de calor adimensional, jcv, definida por [13]:

jcv =
Qf,cv

gf∆Tc
(5.29)

donde el denominador representa el calor a través del fluido a la diferencia de temperatura
cŕıtica ∆Tc. La definición de la corriente de calor adimensional, jcv, equivale a:

jcv = S1ε (5.30)

resultado que se obtiene usando la definición de S1 (cf. ec. (5.27)) y reconociendo que:

Qf,cv = gf (Nu− 1)∆T y
∆T

∆Tc
=

Ra

Rac
(5.31)

donde la última expresión se cumple debido a que las propiedades del fluido se evalúan a
su temperatura media. La relación lineal entre jcv y ε se cumple mientras la expresión para S1

es válida, i.e. para ε . 2, como se puede apreciar en la figura 5.18 (a). En la figura se muestra
además un ajuste para jcv de segundo orden en ε, en el rango ε . 5, y cuyos coeficientes se
encuentran en la tabla 5.9.

Un resultado interesante es que en el rango 3 . Ra/Rac . 6 los datos se pueden describir
por una ley de potencia Nu = a · Rab, con coeficientes a y b que se encuentran en la tabla
5.9, según se muestra en la figura 5.18 (b). Este ajuste permite representar correctamente
los datos aún cuando este tipo de comportamiento se observa t́ıpicamente a Ra más elevados.

S1 S2 a b

1.57 0.071 0.136 0.319

Tabla 5.9: Parámetros de ajuste de la transferencia de calor a Ra moderadamente supercŕıtico
para: jcv = S1ε+ S2ε

2 con 0 < ε < 5 y fijando S1; Nu = a ·Rab con 5735 < Ra < 9530.
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Figura 5.19: Caracterización de la transferencia de calor a valores de Ra moderadamente su-
percŕıticos (Ra < 105). (a) Corriente de calor adimensional, jcv, en función del número de Rayleigh
reducido ε. (b) Razón entre el número de Nusselt y la ley de potencia aRab en función de Ra/Rac.
Los coeficientes del ajuste, a y b, se encuentran en la tabla 5.9).
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5.3.2. Convección inclinada

En las presentes experiencias se estudian las transiciones de flujo, en términos de la
transferencia de calor, que se generan en la celda de convección con inclinación con respecto
al vector de gravedad. En esta variante del problema clásico de Rayleigh-Bénard, la inclinación
de la celda produce un flujo base con un perfil de velocidad cúbico, ~U0(y), que se sobrepone al
flujo existente (cf. 3.5). Este flujo base (cf. fig. 5.20) afecta a los mecanismos de inestabilidad
dependiendo del ángulo de inclinación γ de la celda: en la región γ < 90o la inestabilidad
se genera por la fuerza de empuje y el flujo base; en la región γ > 90o la fuerza de empuje
estabiliza el flujo, mientras que el flujo base lo desestabiliza. La presencia de estos mecanismos
genera distintos tipos de flujo que se desean caracterizar en términos del número de Nusselt.
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Figura 5.20: Esquema del flujo base para un ángulo de inclinación γ de la celda. (a) Calentamiento
desde abajo (γ < 90o). (b) Calentamiento desde arriba (γ > 90o). En ambos casos se tiene: flujo
base ~U0(y); gradiente de temperatura dT/dy = −∆T/d, con ∆T = T1 − T2 > 0; componentes del
vector de gravedad, ~g‖ = ~g sin γ y ~g⊥ = ~g cos γ, de ellas sólo la última contribuye a la fuerza de
empuje.

Celda en modos de conducción y convección

Una primera experiencia consistió en medir potencia requerida por la celda en los modos
de conducción (γ = 180o) y convección (γ = 0o) a ∆T = 2 oC constante. Esta diferencia
corresponde a Ra = 3570, evaluando las propiedades del fluido a la temperatura media
de la experiencia Tm = 22.60 oC. En la figura 5.21 se encuentra la serie de potencia para
esta adquisición, donde se indica el calor generado solamente por convección de Qf,cv = 170
mW. Este cantidad, que es bastante pequeña, corresponde al rango que se dispone para
estudiar el comportamiento del fluido con el ángulo de inclinación. En la figura 5.21 (b) se
muestra con mayor detalle la evolución temporal potencia al giro de la celda en 180o para
establecer del régimen de convección. Resulta interesante que el sistema permite estudiar el
comportamiento transiente cuando se impone el ángulo en función del tiempo, γ(t), y que
puede que ser estudiado en investigaciones futuras. Durante la adquisición, la temperatura
ambiente se mantuvo a Tamb = 22.835 oC, con una desviación estándar σ(Tamb) = 0.02 oC,
condición que se refleja la estabilidad de las series de potencia.
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Figura 5.21: Evolución temporal de potencia con la celda en modos de conducción (γ = 180o) y
convección (γ = 0o). (a) Serie en el rango temporal completo, donde se indica el calor Qf,cv debido
a los movimientos convectivos del fluido. (b) Detalle del tránsito entre ambas configuraciones.

Barrido del ángulo de inclinación de la celda

En esta segunda experiencia se realizó un barrido de la inclinación de la celda desde un
modo de convección (γ = 0o) hasta uno de conducción (γ = 180o), a Ra = 3570 constante y
con condición inicial el régimen supercŕıtico establecido previamente. El giro de la celda se
realizó de acuerdo a la evolución temporal del ángulo de inclinación, γ(t), que se muestra en
la figura 5.22 (a). Con el objetivo de encontrar el mı́nimo local de la transferencia de calor
(cf. 3.5), se utilizaron pasos pequeños, de ∼ 3.11o, en la región γ ≤ 45.3o. El giro se completó
con pasos variables, con una precisión de 1/9o gracias al mecanismo de giro implementado
(c.f. 4.1.1).

De la serie de potencia se obtuvo la evolución temporal del calor por movimientos convec-
tivos del fluido, Qf,cv que se muestra en la figura 5.22 (b). Esta cantidad se vio afectada por
la evolución temporal temperatura ambiente, Tamb, que se muestra en la figura 5.22 (c). La
variación máxima de Tamb es de ±0.4 oC, que equivale a una variación máxima de ±20 mW
en las pérdidas de calor, de acuerdo a la caracterización previa de estas últimas (cf. 5.2.2).
De esta caracterización se utilizó la ec. (5.24) para corregir los valores estacionarios y serie
temporal de Qf,cv. Esta última se muestra en la figura 5.22 (b), donde se aprecia entorno a
t = 180 h que esta corrección logra eliminar los efectos de las variaciones de Tamb. El efecto de
estas variaciones en los valores estacionarios es menor y, en términos del número de Nusselt,
las correcciones representan un máximo de ∼ 6 %.
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Figura 5.22: Barrido del ángulo de inclinación de la celda desde el modo de convección (γ = 0o)
hasta el modo de conducción (γ = 180o). (a) Evolución temporal del ángulo de inclinación de la
celda γ. (b) Evolución temporal del calor por movimientos convectivos, Qf,cv, bruto y corregido
por variaciones de temperatura ambiente. (c) Evolución temporal de temperatura ambiente Tamb y
temperatura media mantenida constante a Tm = 22.60 oC durante la adquisición.
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Evolución del número de Nusselt con el ángulo de inclinación

La evolución del número de Nusselt con el ángulo de inclinación Nu(γ), obtenida de las
series corregidas por variaciones de temperatura ambiente, se muestra en la figura 5.23. En
ella, los reǵımenes de convección y conducción horizontal corresponden a los valores máximo
(γ = 0o) y mı́nimo (γ = 180o) de la curva, respectivamente. En el primer tramo que se
extiende hasta el mı́nimo local en γmin ∼ 41o se observa la disminución de Nu(γ) con γ. Este
comportamiento se debe a la disminución del parámetro de control:

RaI = Ra cos γ (5.32)

basado en la componente perpendicular del vector de gravedad, ~g⊥ = ~g cos γ (cf. fig. 5.20).
En la curva Nu(γ) se encuentra un segundo punto de inflexión, un máximo local, para la
celda en posición vertical (γ = 90o). En ausencia de inestabilidades del tipo Rayleigh-Bénard,
el comportamiento seŕıa simétrico entorno a este punto y nulo en γ = 0o y γ = 180o [56].
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Figura 5.23: Promedio temporal del número de Nusselt Nu(γ) en función del ángulo de inclinación
de la celda, γ, a Ra = 3570. Se indica el ángulo γmin ∼ 41o para el mı́nimo local de transfe-
rencia de calor y el comportamiento estimado: rollos transversales; dependiente del tiempo; rollos
longitudinales y rollo transversal unitario.

En la curva Nu(γ) es posible identificar los patrones de flujo que se indican en la figura
5.23 y que son los siguientes:

Rollos transversales. Este patrón de rollos, cuyos ejes son paralelos al lado más corto
de la celda, es la forma de inestabilidad preferida para convección horizontal (γ = 0o).
Se espera la formación de este patrón para γ ∈ [0, 3]o, donde se obtiene Nu = 1.73
que coincide, dentro de un ∼ 2 % de error, con las mediciones discutidas en la sección
anterior.

Patrón dependiente del tiempo. En la curva Nu(γ) se encuentra un segundo mı́ni-
mo local, de menor magnitud y acompañado de fluctuaciones del número de Nusselt
que indican la formación de un patrón dependiente del tiempo para γ ∈ [6, 15]o.
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Rollos longitudinales. Los análisis de estabilidad [43] indican que, luego de un patrón
inicial de rollos transversales a menores ángulos de inclinación, se forman rollos longitu-
dinales, i.e. cuyos ejes son paralelos al lado más largo de la celda. Se espera la formación
de este patrón hasta antes del ángulo de mı́nimo local [56], ie. para γ ∈ [15, 41]o.

Rollo transversal unicelular. En el tramo restante de la curva, γ ∈ [41, 180]o, se
espera un único rollo transversal, i.e. cuyo eje es paralelo al lado más corto de la celda
[56]. El flujo base determina su movimiento, que es ascendente cercano a la placa caliente
y descendente cercano a la placa fŕıa.

En la figura 5.24 se muestra la evolución de Nu(γ) promedio y su serie temporal para
ángulos de inclinación de la celda pequeños. En el rango γ ∈ [6, 15]o se observa la fluctuación
de Nu(γ) mencionada previamente y que se puede deber al fenómeno de rollos transversales
que se desplazan a través de la celda observado a ángulos γ ∈ [25, 70]o por [18].
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Figura 5.24: Evolución del número de NusseltNu(γ) para ángulos de inclinación de la celda γ ≤ 40o.
(a). Promedio temporal de Nu(γ) en función de γ. El rango indicado por las bandas de error es dos
veces la desviación estándar de Nu(γ). (b) Evolución temporal de Nu(γ) para γ ∈ [0,18.67]o.
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Estudio del flujo mediante sensores de temperatura

Un aspecto interesante que se recoge las experiencias sobre convección inclinada es que los
sensores de temperatura ubicados en las placas que confinan al fluido entregan información
del flujo al interior de la celda. Esto se observa en la figura 5.25 donde se muestran las
variaciones de temperatura, δTt1, δTt2 y δTt3, de los sensores en la placa caliente Tt1, Tt2 y
Tt3, respectivamente, dadas por:

δTt1 =
T t1 − T 1

T 1

δTt2 =
T t2 − T 1

T 1

δTt3 =
T t3 − T 1

T 1

(5.33)

donde T 1 es la media de estos sensores y T t1 su promedio temporal. En el rango γ ∈
[6o, 15o] se observa la fluctuación en la señal de los sensores, mientras que a otros ángulos
éstos alcanzan valores estacionarios. Las fluctuaciones indican, en forma similar a la señal de
potencia (cf. fig. 5.24), la presencia de un régimen que depende del tiempo en la celda. La
evolución temporal de las series es dif́ıcil de interpretar debido a que el sistema de control
mantiene la temperatura promedio de estos sensores constante. Sin embargo, en ellas se
estima un peŕıodo aproximado de ∼ 2 h y un desfase de ∼ 1 h entre la señal de cada sensor.
Por otra parte, el alejamiento entre los sensores Tt1 y Tt3 se puede asociar a la circulación
de flujo en la celda que ocurre de acuerdo al diagrama en la figura 5.26. La inclinación de la
celda genera movimiento ascendente y descendente del fluido cercano a las placas caliente y
fŕıa, respectivamente, durante el cual su temperatura cambia progresivamente. Esto genera
el aumento y disminución de temperatura en las partes superior e inferior de la celda y
que registran los sensores Tt1 y Tt3, respectivamente. El fenómeno se observa, a su vez, en
el promedio temporal de las variaciones de los sensores que se muestra en figura 5.27. En
la figura, la mayor diferencia entre Tt1 y Tt3 ocurre para una posición vertical de la celda
(γ = 90o), donde se espera una mayor circulación del flujo.
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γ. En las series se observan fluctuaciones para γ ∈ [6o, 15o] que indican la presencia de un régimen
dependiente del tiempo. El desplazamiento entre δTt1 y δTt3 se asocia a la circulación de flujo.
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Figura 5.26: Esquema del barrido del ángulo de inclinación de la celda, γ, desde un modo convectivo
(γ = 0o) a un modo conductivo (γ = 180o). Se indica la ubicación de los termistores Tt1, Tt2 y Tt3 y
la circulación del flujo que consiste en: un movimiento ascendente y descendente del fluido cercano
a las placas caliente y fŕıa, respectivamente. Este movimiento genera el aumento y disminución de
temperatura en las partes superior e inferior de la celda, respectivamente.
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5.4. Visualización de flujo

El objetivo de las presentes experiencias fue estudiar mediante visualizaciones de flujo la
formación de patrones de inestabilidad en la celda de convección. Éstas se realizaron con la
celda en las configuraciones de convección horizontal e inclinada, dentro del rango de números
de Rayleigh que se abarcó previamente en las mediciones transferencia de calor de Ra < 104.

Procedimiento experimental

La técnica de visualización del patrón de inestabilidad consistió en el registro fotográfico
de larga exposición de part́ıculas trazadoras de Kalliroscope. Estas part́ıculas se caracterizan
por seguir las ĺıneas de flujo y se han empleado previamente para visualizar el fenómeno de
convección de Rayleigh-Bénard [70]. El arreglo experimental se muestra en la figura 5.28,
donde plano de observación es perpendicular al lado horizontal más corto de la celda. Las
part́ıculas se iluminaron con un plano laser vertical de espesor 2 mm, generado por un lente
ciĺındrico y un laser de estado sólido bombeado por diodo Melles Griot 58GCS405 de 5 mW
a 532 nm. La adquisición de imágenes se realizó con una cámara digital Canon Rebel EOS
XTi ubicada perpendicular al plano de iluminación con tiempos de exposición entre 15 s y 30 s.

La inestabilidad se generó mediante un método similar al empleado en las mediciones de
transferencia de calor. Es decir, se impuso un gradiente temperatura controlado en la celda
de convección, el cual se varió cuasiestáticamente mediante rampas de temperatura desde un
estado inicial subcŕıtico. Las imágenes se adquirieron luego de un tiempo de establecimiento
por sobre 5 h, que equivale a aproximadamente dos veces el tiempo difusivo vertical del fluido.
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Figura 5.28: Esquema del arreglo experimental para la visualización de flujo en la celda de convec-
ción. La celda de convección se encuentra en configuración horizontal, con un gradiente de tempe-
ratura inestable dT/dy = −∆T/d, con ∆T ≡ T1 − T2 > 0. Las part́ıculas trazadoras inyectadas en
el fluido se iluminan por un laser de estado sólido expandido por un lente ciĺındrico. Una cámara
digital (no indicada) adquiere imágenes de las part́ıculas en el plano perpendicular a la celda (x−y).

Patrones de convección horizontal

Los patrones de convección obtenidos con la celda en posición horizontal para distintos
números de Rayleigh se muestran en la Figura 5.29. Éstos se componen de 6 rollos trans-
versales, i.e. con sus ejes paralelos al lado horizontal más corto de la celda y son la solución
preferida para celda de convección de razones de aspecto moderadas [35, 71]. Cabe mencionar
que no se observó el fenómeno de pérdida de rollos, que consiste en la disminución del número
de éstos con el aumento del número de Rayleigh [32]. La ausencia de este fenómeno se puede
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(a)

(b)

(c)

Figura 5.29: Visualización de patrones de convección. Se muestran fotograf́ıas, obtenidas con un
tiempo de exposición de 25 s, de part́ıculas trazadoras de Kalliroscope. En las fotograf́ıas se observan
6 rollos transversales de convección para los números de Rayleigh Ra: (a) 3842; (b) 6705 y (c) 9557.

atribuir posiblemente a las condiciones de bajas perturbaciones que genera el sistema de
control y método de rampas de temperatura.

El sentido de rotación del par de rollos próximos a la pared izquierda de la celda se puede
observar en el par de imágenes que se muestran en la figura 5.30. Estas imágenes, adquiridas
con un desfase de 53 s, indican que los rollos contiguos a las paredes laterales giran contrarios
al sentido del reloj. Las part́ıculas trazadoras indicadas para este caso, donde Ra = 3842,
tienen una velocidad angular de aproximadamente 0.6 ◦/s. En las imágenes en la figura 5.31
se puede observar con más detalle la trayectoria de las part́ıculas para Ra = 6705. Estas
corresponden a la desviación estándar de un conjunto de 17 imágenes ajustadas a mismo
nivel de iluminación. En ellas se puede observar que las part́ıculas no siguen una trayectoria
circular y su elongación vaŕıa en forma alternada de acuerdo al sentido de rotación de los
rollos de convección.
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(a) (b)

Figura 5.30: Rotación de rollos de convección. Se muestran dos imágenes, con un desfase de 53
s, de dos rollos próximos a la pared izquierda de la celda de convección. El desplazamiento de las
part́ıculas, (A) y (B), indican el sentido de giro de los rollos y éstas tienen una velocidad angular de
aproximadamente 0.6 ◦/s. En ambas fotograf́ıas el número de Rayleigh es Ra = 3842 y su tiempo
de exposición de 25 s.

(a)

(b)

Figura 5.31: Trayectoria de las part́ıculas trazadoras. (a) Desviación estándar de un conjunto de 17
imágenes, con tiempos de exposición de 25s y 30 s, muestra la trayectoria de part́ıculas trazadoras
para un número de Rayleigh Ra = 6705. Las flechas indican el sentido de rotación de los rollos de
convección. (b) Detalle de la trayectoria para los 4 rollos centrales.
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Patrones de convección inclinada

Las visualizaciones de flujo para convección inclinada se realizaron para un ángulo de
inclinación γ = 15◦ y un número de Rayleigh Ra = 7240. Para este ángulo comienza una
transición desde un régimen dependiente del tiempo a un patrón de rollos longitudinales (cf.
fig. 5.24 (a)). Las visualizaciones obtenidas se muestran en la figura 5.32. En ella se puede
apreciar que para esta inclinación el flujo ha transitado desde un patrón de 6 rollos trans-
versales a uno de 3 rollos longitudinales. El flujo es de carácter tridimensional en el que se
observó, a su vez, la presencia de dos rollos transversales cercanos a las paredes laterales más
cortas de la celda de convección.

(a)

(b)

Figura 5.32: Visualización de patrones de convección para un ángulo de inclinación γ = 15◦ y un
número de Rayleigh Ra = 7240. Se muestran fotograf́ıas, obtenidas con un tiempo de exposición de
25 s, de part́ıculas trazadoras de Kalliroscope. (a) Vista lateral en la que se pueden observar 3 rollos
longitudinales. (b) Vista frontal en la que se observan 2 rollos transversales cercanos a las paredes
laterales más cortas de la celda de convección.
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Caṕıtulo 6

Publicación: Feedback control and
heat transfer measurements in a
Rayleigh-Bénard convection cell

En el presente caṕıtulo se presenta el art́ıculo publicado en Physics of Fluids que recoge
algunos de los aspectos más importantes de esta parte del trabajo dedicada a convección de
Rayleigh-Bénard. El art́ıculo se encuentra dedicado al control de temperatura en lazo cerrado
de la celda convección y la medición de transferencia de calor en régimen moderadamente
supercŕıtico (Ra < 104). Los principales resultados que se presentan son: (i) el desempeño
del sistema de control ante escalones y rampas de temperatura impuestas simultáneamente
en ambas placas; (ii) determinación del número de Rayleigh cŕıtico de la celda para el inicio
del fenómeno de convección; (iii) transferencia de calor en la celda caracterizada en términos
de las curvas entre los números de Nusselt y Rayleigh; (iv) determinación del patrón de con-
vección que se establece en la celda para el rango números de Rayleigh en estudio.

Publicado en Physics of Fluids 29(7): 074103-074103-11.
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PHYSICS OF FLUIDS 29, 074103 (2017)

Feedback control and heat transfer measurements in a Rayleigh-Bénard
convection cell

M. Vial and R. H. Hernándeza)

LEAF-NL, Departamento de Ingenierı́a Mecánica, Universidad de Chile, Casilla, 2777 Santiago, Chile

(Received 19 January 2017; accepted 21 June 2017; published online 14 July 2017)

We report experimental results on the heat transfer and instability onset of a Rayleigh-Bénard convec-
tion cell of aspect ratios 6:3:1 filled with a high Prandtl aqueous solution of glycerol under feedback
control. We investigate the transient and stationary response of both local temperature readings and
heat transfer fluxes on the Rayleigh Bénard cell in both conductive and convective states when we
perform two independent feedback control actions on both hot and cold walls. We evaluate the per-
formance of both controllers to maintain a temperature gradient independently if the system is below
or above the convection threshold. As the convection cell can be rotated at 180◦ about the shorter
axis of the cell, it was possible to perform transitions between thermal conduction and convection
regimes and vice versa under a constant temperature difference maintained by both independent con-
trollers. The experimental setup provided an accurate measurement of the critical Rayleigh number
and the evolution of the Nusselt number as a function of the Rayleigh number in the moderately
supercritical regime (Ra < 104). Flow visualizations show a steady cellular convection pattern
formed by 6 transverse rolls throughout the range of Rayleigh numbers. Published by AIP Publishing.
[http://dx.doi.org/10.1063/1.4991909]

I. INTRODUCTION

This paper focuses on the feedback control of the
Rayleigh-Bénard (RB) convection in a rectangular cell using
independent controllers on both cold and hot plates.

In RB convection, when a fluid layer is heated from below
and cooled from above, a well organised convective fluid
motion driven by buoyancy effects can be observed if the sys-
tem is placed above instability threshold. The problem has
been investigated for decades and latest developments can be
found in Ref. 1.

If the fluid layer is confined between infinite parallel
plates, the conductive base state becomes unstable and a tran-
sition from a pure conductive to convective regime will occur
when the Rayleigh number is greater than a threshold given by
Rac = 1708.2 If the plates have a limited size, as they are part of
a finite size container, the threshold value increases delaying
the convection onset with respect to the infinite problem.3

In order to keep the system under a precise state (conduc-
tive or convective regime), the temperature difference between
both plates must be constant. One of the alternatives to keep
constant temperature is to drive the heat fluxes across the fluid
layer under the rules of feedback control. It is widely known
that the use of feedback control may achieve an increase in the
level of stabilization of RB convection4 keeping temperature
fluctuations at the active walls as low as possible5 allowing
better temperature uniformity on the walls.

Such a high level of stabilization can also be achieved
when we use the feedback controller under unsteady forcing,

a)Author to whom correspondence should be addressed: rohernan@ing.
uchile.cl. URL: http://www.leafnl.uchile.cl.

for instance, across a transition from a no-motion state into a
convection state. In such situations, a sensor or pack of sensors
are necessary in order to determine the actual system state to
properly perform an actuator operation in order to keep the
system into such state (or set-point) when fluctuations try to
drive the system out of set-point.

Precise control of the thermal system state can be achieved
with spatially discrete distributions of actuators4 or rather spa-
tially uniform ones.6 Both kinds of actuators are found to work
well keeping the system on a steady regime close to a steady
set-point. However if accurate heat flux measurements are
needed during an unsteady set-point, it is the uniform heat-
ing which delivers better accuracy provided that the overall
wall temperature of both active walls is determined faster than
both actuator and system time scales.

One of the most recent applications of feedback con-
trol in RB convection has been the delay of the convection
onset using a feedback control strategy. Successful delay
of the instability onset in RB convection can be observed
using proportional controllers5,7 and more recently adding
a derivative controller to attenuate oscillations due to step-
like power inputs into the system.4 Proportional integral
and derivative (PID) controllers have been used previously
with success to improve the experimental conditions and the
accuracy of the heat transfer measurements in turbulent RB
convection.8

The most simple state to keep under feedback control
in a RB experiment is the conductive or no-motion state
slightly above threshold,9 but more challenging is to keep
under control a high Rayleigh number convection state far
above the threshold.8 When convection starts, the flow transi-
tion assigns shorter time scales for the heat fluxes reducing the
required time response of both sensors and actuators in order

1070-6631/2017/29(7)/074103/11/$30.00 29, 074103-1 Published by AIP Publishing.
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to react faster than both the faster eigenmode of the instabil-
ity and the local temperature inhomogeneities on the active
walls. A possibility, to increase the effectiveness of active
control on convective states, is to operate independent con-
trollers on the active walls and evaluate the performance of
them through measurements of heat transfer and temperature
fluctuations.

In this paper, we examine the transient and stationary
response of the RB cell in both conductive and convective
states when we perform two independent feedback control
actions on both hot and cold walls. We evaluate the ability
of both controllers to maintain a determined heat transfer level
below and above the convection threshold. The structure of
the paper is as follows. We describe the experimental setup in
Sec. II. The characterization of the convection cell is presented
in Sec. II C. The results for the stable steady state are presented
in Sec. IV. Conclusions are finally drawn in Sec. V.

II. EXPERIMENTAL SETUP
A. Convection cell

Experiments were performed in a convection cell depicted
in Fig. 1. The fluid is contained in a rectangular box of height
d = 23.5 mm, width lx = 144.2 mm, and length lz = 68.1 mm
giving the following box aspect ratios:

Γx ≡ lx
d
= 6.14 and Γz ≡ lz

d
= 2.90. (1)

Two stainless steel plates of thickness 16 mm confine the fluid
and provide a homogeneous temperature condition to its upper
and lower surfaces. Lateral walls made of 10 mm Perspex are
mounted flush to the lower plate and contain two conducts
to fill and drain the cell. During the experiments, one of the
conducts is connected to an external reservoir to account for
the thermal expansion of the fluid. An 18 W film heater pro-
vides heat by Joule effect to raise the temperature of the lower
(hot) plate. The element is attached to the lower part of the
plate with thermal grease and connected to a DC power sup-
ply HP E3632A in a 4-wire configuration. The top (cold) plate
is slightly larger (184 × 108 mm2) to harbor a heat exchanger
that removes the heat flowing through the cell. The exchanger
consists of a diffuser and 8 channels in the plate with a cool-
ing fluid flowing in counterflow. The cooling fluid is provided
by a thermal bath Neslab RTE-210 with a digital controller

and nominal stability of ±0.01 K. Both plates count with 3
perforations at mid-height and a span of lx/4 to place ther-
mistor based temperature probes. The recording of the electric
resistance of each sensor, including ambient temperature mea-
surements, is performed with a 6 1/2 digits digital multimeter
Keithley 2000 and 9-channel scanner card TCSCAN model
2001.

B. Thermal isolation and rotation of the convection cell

The convection cell and the cold plate heat exchanger
are placed inside a thermally isolated rectangular box made
of 10 mm Perspex. Free space inside the box is filled with
closed cell elastomeric Aeroflex and expanded polystyrene
of thermal conductivities 0.039 W/(m K) and 0.04 W/(m K),
respectively. Additional heat losses associated with ambient
temperature variations are reduced placing the box in an iso-
lated room, separated from the thermal bath and other heat
generating equipment.

All experiments were controlled by a PC that communi-
cates with the equipment via a GPIB (general purpose interface
bus). Feedback temperature control of both plates allows us to
impose a temperature gradient in the fluid layer

∆T
d
=

T1 − T2

d
, (2)

with T1 and T2 < T1 the temperatures of the hot and cold
plates, respectively. The direction of the temperature gradi-
ent, relative to gravity, can be varied by the rotation of the
box containing the convection cell. The rotation is possible
at 360◦in the x–y plane and is performed by a PC controlled
stepper motor and a gear and belt system. The two main con-
figurations of the cell used in the present work are shown in
Fig. 2. In the first one, the hot plate (in red) is placed on top
of the cold plate (in blue). The resulting temperature gradient
is stable and heat transfer in the fluid is possible only by con-
duction. In the second configuration, the cell is inverted and an
adverse temperature gradient is established. Thus it is possible
to generate convection and conduction regimes for Rayleigh
numbers above and below the critical Rayleigh number of the
cell, respectively.

C. Working fluid properties

The working fluid is a solution of distilled water—95%
mass fraction of 99.5% pure glycerine (Global Chemicals).

FIG. 1. Schematics of the convection cell. (a) Isometric
view. (b) Front view. The cell is composed of (1) a plate at
higher temperature, (2) a plate at lower temperature, and
(3) Perspex lateral walls which confine the (4) fluid layer
of height d. Two conducts in the lateral walls [(5) and (6)]
allow the filling of the cell and account the thermal expan-
sion of the fluid. A system of (7) hoses and (8) diffuser
distributes cooling water to the plate at lower tempera-
ture, where it circulates in 8 channels in counterflow. A
(9) film heater provides heat to the plate at higher tem-
perature. Both plates have [(10) and (11)] perforations to
place temperature sensors. In (a) and (b), the color of the
hoses indicates the incoming and exit of cooling water at
lower and higher temperatures, respectively.
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FIG. 2. Rotation and main configurations of the convec-
tion cell. (a) Stable configuration where only a conductive
state in the fluid is possible. (b) Unstable configuration
where the convective motions of the fluid are possible.

FIG. 3. Fluid properties’ percentual variations with tem-
perature. The figure shows the variation δχ(T ) = (χ(T )
− χ(Tm))/χ(Tm), with χ the property value, T the tem-
perature, and Tm = 296.65 K a reference temperature.
(a) Properties with strong variations: (•) dynamic µ and
(◦) kinematic ν viscosities, (!) Rayleigh Ra and (")
Prandtl Pr numbers. The ranges OB ( |δµ(T ) | < 10%)
and NOB ( |δµ(T ) | > 10%) are also shown. (b) Properties
with small variations: (#) density ρ, (△) thermal expan-
sion coefficient α, ($) thermal conductivity k, (♦) specific
heat Cp, and (%) thermal diffusivity κ.

The solution was prepared measuring the mass of the compo-
nents with a precision balance Precisa 120 and was degased
in a closed recipient to eliminate air bubbles. In highly con-
centrated aqueous solutions of glycerine, the strong viscosity
variation with temperature can lead to several effects asso-
ciated with the departure of the Oberbeck Boussinesq (OB)
approximation, which states that the fluid properties such
as the kinematic viscosity, thermal diffusivity, heat capac-
ity, and others can be considered independent of temperature
across the Rayleigh-Bénard cell.10 Such an approximation
will not be valid when high Rayleigh numbers are consid-
ered and if we want to include Non-Oberbeck Boussinesq
(NOB) effects, some fluid properties will be temperature
dependent and should be explicitly determined. For instance,
the behaviour of the dynamic viscosity, µ, was estimated
for the present concentration by the formula proposed in
Ref. 11,

µ = a eb T−3 + c T + d T−1
, (3)

with coefficients a, b, c, and d adjusted to the data of Segur and
Oberstar.12 The remaining properties were estimated by mix-
ture laws between the components of the solution.10,13 Figure
3 shows the percentual variation of the fluid properties given
by

δ χ(T ) =
χ(T ) − χ(Tm)
χ(Tm)

, (4)

with χ the value of each property, T the temperature, and
Tm ≡ (T1 + T2)/2 = 296.65 K the mean temperature used here
as a reference. In the range used in the experiments,∆T ≤ 5 K,
the properties with strong variations are dynamic µ and kine-
matic ν viscosities and the associated dimensionless numbers:
Prandtl Pr and Rayleigh Ra. The remaining properties such as
density ρ, thermal expansion coefficient α, thermal conductiv-
ity k, specific heat Cp, and thermal diffusivity κ present small
variations with temperature. The estimated values of the fluid
properties, evaluated at temperatures relevant to the conducted
experiments, are given in Table I.

TABLE I. Fluid properties estimated at different temperatures.

T (K)

Property Symbol Unit 293.15 296.01 296.65 298.15

Density ρ kg/m3 1246.39 1244.78 1244.42 1243.57
Thermal expansion α 10 4/K 4.4953 4.5309 4.5388 4.5575
Dynamic viscosity µ Pa s 0.5169 0.4087 0.3883 0.3451
Kinematic viscosity ν 10 4 m2/s 4.1469 3.2833 3.1204 2.7748
Thermal conductivity k W/(m K) 0.2953 0.2958 0.2959 0.2961
Specific heat Cp J/kg K 2486.7 2501.9 2505.3 2513.4
Thermal diffusivity κ 10 8 m2/s 9.5267 9.4965 9.4898 9.4743
Prandtl number Pr . . . 4353.0 3457.3 3288.1 2928.7
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III. CHARACTERIZATION OF THE CONVECTION CELL

In the present section, we discuss the heat flux and tem-
perature measurements in the convection cell. In addition, we
present the temperature feedback control strategies for the
active plates.

A. Heat flux measurement

The schematic in Fig. 4(a) shows the heat fluxes in the
convection cell for a given temperature difference ∆T . The
electrical power p(t) supplied by the film heater flows as heat
fluxes Q̇f through the fluid and Q̇a through lateral walls, while
the remaining power, Q̇p, corresponds to heat losses. This gives
the thermal balance of the cell

p(t) = Q̇f (t) + Q̇a(t) + Q̇p(t), (5)

where the heat fluxes through the fluid due to thermal con-
duction Q̇f ,cd and convection Q̇f ,cv are related to the Nusselt
number by

Nu =
Q̇f

Q̇f ,cd
with Q̇f ≡ Q̇f ,cd + Q̇f ,cv . (6)

In order to measure the above heat fluxes, we first characterize
the cell under a purely conductive regime, a condition that is
conveniently met for any ∆T placing the cell in a conduction
configuration [cf. Fig. 2(a)]. The supplied power in this regime
in steady state, pcd , can be expressed by

pcd = (gf + ga + gp)∆T , (7)

with gf = (k Af )/d and ga = (kaAa)/d the thermal conduc-
tance of the fluid and lateral walls, respectively. Following the
method of Ref. 14, we obtain gf and ga from the cell dimen-
sions and tabulated thermal conductivities (cf. Table II). The
thermal conductance of thermal losses, gp, is determined from
Eq. (7) and power measurements at varying ∆T . Power mea-
surements under a convection configuration [cf. Fig. 2(b)] are
also used provided that ∆T is below its critical value for the
convection onset. The heat flux through the fluid due to pure
convection, Q̇f ,cv , is obtained from the power measured in the
convection regime, pcv , according to the following equation

Q̇f ,cv = pcv − pcd , (8)

while the corresponding component due to heat conduction is
obtained by Q̇f ,cd = gf ∆T evaluated at the same ∆T .

A schematic of the vertical temperature in the cell is shown
in Fig. 4(b) and indicates the temperature drops in the hot and

cold plates,∆Thp and∆Tcp, respectively. In the absence of heat
losses, the temperature drops are given by

∆Thp =
p

ghp
and ∆Tcp =

p
gcp

, (9)

with ghp and gcp the thermal conductivities of respective plates.
Thus, the overall temperature difference ∆T is the sum of each
temperature drop [cf. Fig. 4(b)], and it can be expressed by

∆T =
(

1
Nu gf + ga

+
1

2ghp
+

1
2gcp

)
p, (10)

where the numerical factors are introduced to account for the
middle temperature on each plate. In the present work, the
vertical temperature drop in the plates is not significant, even
though these are made of stainless steel. The thermal conduc-
tivity of stainless steel is smaller than copper, commonly used
for bounding plates; however, the thermal conductance of both
the hot and cold plates is still considerably larger than that of
the fluid and lateral walls. This can be observed in Table II,
where the plates were modeled as blocks of thickness 16 mm.
At moderate Rayleigh numbers (Ra < 104), the maximum
working power lies below p ∼ 2 W and the Nusselt number
is close to Nu ∼ 2.5. For these conditions, the last two terms
of Eq. (10) associated with the temperature drops across each
of the plates represent approximately 3% of the temperature
difference ∆T . In the horizontal direction, temperature homo-
geneity of both plates in contact with the fluid is guaranteed
by the following criteria:15

Cu ≡
ρs Cp,s ks

ρCp Nu k
≫ 1, (11)

with ρs = 7710 kg/m3 the density and Cp,s = 502 J/(kg K) the
specific heat of the stainless steel plates. In our experiments,
Cu ! 28 and the above condition is attained.

B. Temperature measurements

The main method used to measure the temperature in
the convection cell was using negative temperature coefficient
(NTC) thermistors. In the experiments, 4 epoxy and 2 glass
encapsulated thermistors were used, the first type is of 10 kΩ
and diameter 2.4 mm, while the second type is of 4.7 kΩ and
diameter 1.5 mm. One thermistor placed outside the convec-
tion cell and thermal isolation (cf. Fig. 2) registers ambient
temperature and the remaining thermistors register the hot and
cold plate temperatures [cf. Fig. 4(b)]. Their characteristic high
resistance allowed us to perform measurements in a 2-wire

FIG. 4. Heat transfer in the convection cell. (a) Vertical
heat fluxes. The power p supplied by the heater dissipates
as heat fluxes across the fluid Q̇f , lateral walls Q̇a, and
heat losses Q̇p (not shown). The cross section of the cell
shown on top indicates the transversal areas of the hot
plate in contact with the fluid (Af ) and lateral walls. (b)
Vertical temperature profile T (y) across the cell of height
d and location of temperature sensors indicated by solid
circles. The temperature drops in the cold ∆Tcp and hot
∆Thp plates and the temperature difference between the
plates, ∆T , are shown.
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TABLE II. Thermal conductance and properties of the convection cell components.

Unit Hot plate Cold plate Fluid Lateral walls

Thermal conductivity W/(m K) 16.27 16.27 0.296 0.193
Transversal area 10−2 · m2 1.4466 1.9872 0.9820 0.4646
Vertical span 10−2 · m 1.6 1.6 2.35 2.35
Thermal conductancea W/K 14.710 20.207 0.1237 0.0382

aObtained by thermal conductivity × transversal area/vertical span.

configuration with the Keithley digital multimeter at a sam-
pling frequency of 0.1 Hz. The thermistors were calibrated
according to the Steinhart-Hart equation

1
Tt
= a + b ln (Rt) + c ln2 (Rt) + d ln3 (Rt), (12)

with a, b, c, and d the constants, Tt the temperature in Kelvin,
and Rt their resistance. During the calibration process, the sen-
sors were embedded in a cylindrical copper rod immersed in
the thermal bath Neslab RTE-210. The thermal bath working
temperature, imposed by the bath’s controller within ±0.01 K,
was varied in temperature steps of 0.25 K and 1 h duration
within a range of [287.15, 303.15] K. Figure 5 shows the
obtained calibration curves and correlated response of sensors
to thermal bath fluctuations during the calibration procedure,
and the latter in terms of the temperature difference

δTti(t) = Tti(t) − ⟨Tt⟩t with ⟨Tt⟩t =
1

Ns

Ns∑

i=1

Tti, (13)

where Tti(t) is the temperature of each thermistor and ⟨Tt⟩t
is the time average temperature of Ns = 5 thermistors at
each temperature step. The described procedure and thermistor
selection delivered an accuracy of the order of 10 3 K.

The film heater that supplies power to the system can be
used simultaneously as a sensor of the temperature imposed
at the bottom side of the hot plate. The element can operate as
a temperature sensor due to the practically linear law between
its temperature Th and resistance Rh ∼ 9 Ω. Its resistance is
obtained from Ohm’s law, Rh = u/i, with u and i the voltage and
current imposed by the DC power supply HP E3632A, respec-
tively. Although the film heater provides a convenient average
of the hot plate temperature, the use of this element as a tem-
perature sensor presents two main drawbacks. The reading of
its resistance, and therefore temperature, can only be obtained
for power p> 0.4 W, where this threshold is associated with
the resolution of the power supply HP E3632A. In addition, the

measurement of its resistance contains noise, even though it
is performed in a 4-wire configuration. The following moving
average:6

⟨Rh(ti)⟩τ =
(
1 − 1
τ

)
⟨Rh(ti−1)⟩τ +

Rh(ti)
τ

, (14)

with ti the sampling time and a memory parameter τ = 2
reduces noise in the temperature measurements to ∼5 ·10−3 K.

C. Feedback control of the convection cell

The goal of the feedback control system was to maintain
the desired temperature gradient across the fluid layer and mea-
sure the heat flux in the convection cell. This goal is met using a
dedicated feedback temperature controller for each plate. The
hot plate control simultaneously provides and measures the
power injected to the system, while the cold plate control per-
forms the heat removal from the cold plate. Both controllers
set the temperatures of the plates to

T1 = Tm +
∆T
2

and T2 = Tm −
∆T
2

, (15)

where the mean temperature, Tm ≡ (T1+T2)/2, is held constant
during an experiment and therefore T1 and T2 are constant
for a given temperature difference ∆T . An alternative control
strategy, used commonly to reduce heat losses, is to follow the
ambient temperature with the mean temperature of the plates.
Due to temperature dependence of the present fluid properties,
this would result in an undesired modulation of the Rayleigh
number. Thus, corrections due to ambient temperature varia-
tions and temperature drops in the plates are performed after
data acquisition.

1. Hot plate temperature feedback control

In order to obtain a precise temperature feedback control
for the hot plate, we explored different alternatives based on
the temperature measurement methods described previously.
A first alternative is to use the film heater temperature as the

FIG. 5. Thermistor calibration. (a) Calibration curves for
thermistors of resistance Rt ∼ 4.7 kΩ and 10 kΩ. (b) Time
series registered during calibration for 3 thermistors.



074103-6 M. Vial and R. H. Hernández Phys. Fluids 29, 074103 (2017)

FIG. 6. Block diagram of the hot plate temperature control. The feedback loop
variable is the temperature of the hot plate, T1, obtained from the average of
three thermistors and r1 its reference signal.

feedback loop variable, as done in our previous work.6 In the
present case, the working power range is significantly smaller
and the use of an additional temperature sensor is required due
to the resolution limit of the power supply (cf. Sec. III B).
Switching between two sensors is undesired because small
discrepancies between them can destabilize the plate tem-
perature control. Thus, we selected the alternative shown in
Fig. 6, where the average temperature, T1, of three thermistors
embedded in the hot plate is to be compared with a set-point
or reference signal r1. The error e(t) is used to determine the
power p(t) to be supplied to the heater by the power supply HP
E3632A. This is done using a PID controller16 implemented in
the acquisition software, according to the classical expression

p(t) = P e(t) + I
∫ t

0
e(t) dt + D

d e(t)
dt

, (16)

with coefficients P = 10, I = 0.6, and D = 2 obtained in our
previous work6 using the closed loop tuning method for PID
controllers.17

2. Cold plate temperature feedback control

The control of the cold plate temperature is performed
using a proportional integral (PI) controller, implemented in
the data acquisition software, that commands the thermal bath
digital controller.

The block diagram of the control is shown in Fig. 7, where
the control variable is the temperature T2 registered by a ther-
mistor at the center of the cold plate [cf. Fig. 4(b)]. The PI
controller calculates the error relative to the reference signal
r2(t),

e(t) = r2(t) − T2(t), (17)

which is used to adjust the reference signal rb(t) of the thermal
bath digital controller to

rb(t) = r2(t) + Pb e(t) + Ib

∫ t

0
e(t) dt, (18)

with Pb = 0.5 and Ib = 0.01 the PI controller coefficients
adjusted experimentally.17 The term r2(t) in Eq. (18) improves
the transient response of the controller as it gives a fast first

FIG. 7. Block diagram of the cold plate temperature control. The cold plate
temperature registered by a thermistor at the center of the plate, T2, is adjusted
to the reference signal r2(t). This is done through a PI controller implemented
by software that adjusts the reference signal rb(t) of the thermal bath digital
controller. As a result, thermal bath temperature Tb(t) and therefore cold water
temperature reaching the plate are varied in order to control T2.

approximation of the reference rb(t), which is later tuned by
the PI controller. The presented strategy allowed us to obtain
a stable control of the cold plate temperature which strongly
reduces the steady state error of the closed loop system.

IV. RESULTS

In the present section, we present the results obtained for
the feedback temperature control using test reference signals of
temperature steps and ramps for both plates. Heat transfer mea-
surements are presented and the onset of thermal convection
is discussed.

A. Closed loop response to temperature steps

In the step tests, we study the response of the hot and
cold plate temperature controllers when the plate temperatures
are varied impulsively and simultaneously, keeping their mean
temperature Tm = (T1 + T2)/2 constant. Figure 8 shows the
temporal evolution of the plate temperatures during a step test
performed with the fluid in the conduction regime and displays
the rising time, tr , and overshoot, Mp, of each controller.

The response of both controllers to a series of temperature
steps is shown in Fig. 9 in terms of the dimensionless variables

T ∗1 (t) =
T1(t) − T1,i

r1 − T1,i
and T ∗2 (t) =

T2(t) − T2,i

r2 − T2,i
, (19)

with T1,i and T2,i the temperatures of the hot and cold plates,
respectively, before a new ∆T is imposed. Figure 9 shows that
the temperatures of both plates are controlled correctly and that
they reach their reference signals, r1 and r2, equivalent to unity
under these dimensionless forms. The precision obtained for
the hot plate control is in the order of 0.1 mK, as indicated in
Table III together with the previously mentioned parameters.
The cold plate temperature instead presents small magnitude
fluctuations in the stationary regime as shown in the same
table.

FIG. 8. Step response of hot and cold plate controllers.
(a) Hot plate temperature T1 (red) and reference signal
r1 (black). (b) Cold plate temperature T2 (blue) and ref-
erence signal r2 (black). In both figures, ∆T varies from
1.0 to 1.5 K, and maximum overshoot Mp and the rise
time tr of each controller are displayed.
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FIG. 9. Step response of hot and cold plate controllers
for varying ∆T . (a) Hot plate dimensionless temperature
T∗1 . (b) Cold plate dimensionless temperature T∗2 . In both
figures, ∆T is varied in steps of 0.5 K.

TABLE III. Maximum values of the parameters for both temperature con-
trollers. Both the mean error e and the standard deviation of error σ(e) were
calculated in the steady state regime.

tr (min) Mp (%) e (mK) σ(e) (mK)

Hot plate 7.8 5 0.04 0.12
Cold plate 1.9 18 1.94 6.80

The temporal evolution of the power response to temper-
ature step inputs displays some general characteristics that can
be observed in Fig. 10(a). The first is a slope change, observed
between the labeled regions I and II, due to the reset of integral
and derivative errors. The reset is done at the beginning of an
event or if the error exceeds a certain threshold, |e(t)| > 0.5 K,
by setting

∫ t

0
e(t) = 0 and

d e(t)
dt
= 0, (20)

with e(t) the hot plate controller error. Thus the power is ini-
tially proportional to the error, i.e., p(t) = P e(t), and later
includes the remaining terms. A second characteristic is a
marked overshoot during which the heat required to raise the
hot plate temperature is supplied. This can be checked to a
certain extent integrating the area below the power curve and
over its stationary value. The procedure delivers for the curve
in Fig. 10 a value of 250 J, which is close to the theoretical
value18

Qh = MhpCp,s δT1 ∼ 224 J, (21)

with Mhp = 1.785 kg the mass, Cp,s = 502 J/(kg K) the specific
heat, and δT1 = 0.25 K the change in temperature of the hot
plate.

B. Closed loop response to temperature ramps

The ramp tests allow us to study the response of both
temperature controllers against time varying signals. In this
method, the acquisition series is composed of thermalisation
events where ∆T remains constant and transit events where
∆T (t) is varied according to

∆T (t) = ∆Ti + β t, (22)

with∆Ti the initial temperature difference, and β fixed in order
to make a quasi-static variation of∆T and maintain the thermal
balance in the convection cell. During a transition event, the
reference signals are

r1(t) = T1,i +
β

2
t and r2(t) = T2,i −

β

2
t, (23)

with T1,i and T2,i the temperatures of the hot and cold plates,
respectively, at the beginning of a transition event. Figures
11(a) and 11(b) show, respectively, time series with the convec-
tion cell in conduction and convection regimes, for events with
increasing and decreasing ∆T and where the mean between
plates was held constant at Tm = 296.65 K. In both cases,
β = 0.125 K/h is used and it can be observed that the tem-
peratures of the plates follow correctly their respective refer-
ence signals. The maximum error relative to these signals is
2.5 mK and 16.2 mK in the control of the hot and cold plates,
respectively.

The temporal evolution of power acquired for the previous
time series is shown in Figs. 12(a) and 12(b) and corresponds
to the same stationary ∆T in reverse order. The difference
between the stationary values of power in conduction and
convection corresponds to the heat Q̇f ,cv transferred by the
convective motions of the fluid. In both cases, steep jumps can
be observed for the sections of the curve with varying ∆T .
The jumps correspond mainly to the heat required to raise or

FIG. 10. Temporal evolution of power during step test.
(a) Power and PID errors for (I) PI and (II) PID control.
(b) Details indicating the heat Qh required to raise the
hot plate temperature, given by the area below the power
curve and above stationary power.
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FIG. 11. Ramp test response in [(a) and (c)] conduction
and [(b) and (d)] convection regimes. Hot and cold plate
temperatures, T1 and T2, respectively, are varied with
slopes of ±β/2 = ±0.0625 K/h.

FIG. 12. Power temporal evolution during ramp test in
(a) conduction and (b) convection regimes. Steep jumps
of magnitude Q̇h occur when ∆T is varied.

decrease the temperature of the hot plate in a constant manner
given by18

Q̇h = MhpCp,s
β

2
, (24)

whose value Q̇h = 15.6 mW is very close to Q̇h ∼ 20 mW
estimated from the experimental data.

C. Heat transfer measurements and onset
of thermal convection

The experiments of this section use the developed feed-
back temperature controllers to measure the heat transfer in the
convection cell for Rayleigh numbers Ra < 104. The tempera-
ture difference was varied using the ramps method with slopes
and mean temperature between plates mentioned in Sec. IV B.
The stationary values of power were obtained over an average
interval of 2 h and after a settling time above 5 h (more than
twice the vertical diffusive time scale of the fluid).

The steady state convective flow pattern consisted of 6
transverse rolls, i.e., with their axes aligned with shorter side
of the convection cell (z-axis) as shown in Fig. 13. This pattern

FIG. 13. Flow visualisation (the x-y plane at the middle z axis) of a steady
cellular convection pattern at Ra = 6.7 × 103. Six transverse convection
rolls are observed by long exposure (30 s) photograph of tracing particles
of Kalliroscope illuminated with a thin laser sheet.

is the preferred solution of moderate aspect ratio convection
cells.19,20 During the present experimental runs, the number
of rolls remained constant without evidence of loss of rolls
phenomena.21

Figure 14 shows the stationary values of power for the
convection cell in conduction and convection configurations as
a function of∆T . Initially, both curves collapse as the fluid is in
the conductive regime, and at the instability threshold, a slope
change in the curve for the cell convection configuration is
observed. To determine the instability threshold, which occurs
at the critical Rayleigh number Rac, we used the method of
Ref. 22 based on the initial slope of the heat transfer curve.
According to the theoretical analysis of Schlüter et al.,23 the
initial slope is given by

S1 = lim
Ra→Rac

+

Ra (Nu − 1)
Ra − Rac

, (25)

which is valid for Ra < 3Rac.22 To obtain S1, the curve NuRa
versus Ra Rac was constructed and linear fits were used for
the portions corresponding to the conduction and convection
regimes [cf. Fig. 15(a)]. The intersection of both fits gives
Rac, which is later used to rescale the abscissa initially in
terms of Ra. The slope S1 can also be determined directly
from the figure as it corresponds to the ratio between the ver-
tical distance between both fits, Ra(Nu 1), and the ordinate,
Ra Rac, i.e., the numerator and denominator of Eq. (25),
respectively.

Figure 15(b) shows the evolution of Nu with Ra for raw
and corrected data for ambient temperature variations using
temperature corrections. It can be observed that corrections are
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FIG. 14. Power response during the steady state regime.
(a) Power acquired with the cell in (•) conduction and
(◦) convection configurations and heat Q̇f ,cv generated
by the convective motion of the fluid. (b) Detail of the
shaded area on (a) near onset of thermal convection at
∆Tc = 0.92 K.

FIG. 15. Onset of thermal convection and Nusselt num-
ber versus Rayleigh number in the steady state regime. (a)
Critical Rayleigh number is given by the intersection of
the fits of NuRa versus Ra with the fluid in (solid line) con-
duction and (dotted line) convection regimes. Horizontal
axis is rescaled to Ra Rac. (b) Nusselt number versus
Rayleigh number: (•) uncorrected and (◦) corrected data
for ambient temperature variations.

small and that both methods give, for instance, the expected
value Nu = 1 in the conduction regime (Ra < Rac) with an error
of ∼2%. This is due to all power measurements performed
under similar ambient temperatures and at the same mean
fluid temperature. In Table IV, data obtained by both meth-
ods are given in terms of Ra and the reduced Rayleigh number
ϵ = Ra/Rac − 1.

The previous method yields Rac = 1805, where the error
in the Rayleigh number according to the mixture laws used
to estimate the fluid properties is approximately 4%. The
obtained value Rac, as it can be seen in Table V, can be
compared with previous results for convection cells of aspect
ratios 6:3:1. Davis24 and Catton25 found 2100 and 1879 for
cells with conductive and isolated lateral walls, respectively.
These values over estimate Rac because they were obtained
from 2D numerical simulations.26 Better estimates for Rac are
as follows: 1793 mentioned in Walden et al.26 from three-
dimensional numerical simulations with isolated walls; Stork
and Möller19 obtained Rac = 1913 in experiments with lateral
walls of low conductivity and very recently, for similar aspect
ratios, Fukazawa20 performed an interesting analysis of the

TABLE IV. Nusselt number Nu as a function of Rayleigh number Ra and
reduced Rayleigh number ϵ .

Ra

2121 3365 4797 6226 7654 9081 9557

ϵ 0.20 0.90 1.71 2.52 3.33 4.14 4.41
Nua 1.31 1.72 2.00 2.20 2.36 2.48 2.52
Nub 1.29 1.72 2.01 2.21 2.36 2.49 2.53

aRaw data.
bCorrected for ambient temperature variations.

convective patterns, finding a very similar critical Rayleigh
number. Our present value of Rac agrees with the previous
works considering the small difference in the aspect ratios of
the cell and the use of semi-conductive lateral walls, condition
given by the ratio of thermal conductivities of lateral walls and
fluid, ka/k = 0.65.

It is worth to note that our working fluid presents a strong
viscosity variation with temperature. At the critical tempera-
ture difference, however, the ratio of viscosities evaluated at
the top and bottom surfaces, νmax/νmin, is low (cf. Table V) and
the Oberbeck-Boussinesq approximation is valid. In addition,
the fluid Prandtl number is high, Pr ∼ 3290, but this does not
affect Rac considerably.

The dimensionless heat current across the fluid is defined
as14

jcv =
Q̇cv

gf∆Tc
, (26)

which can be written as a linear function of the reduced
Rayleigh number ϵ near the critical Rac [cf. Eq. (25)]. In
Fig. 16(a), we display the dimensionless heat current as a func-
tion of the reduced Rayleigh number ϵ , written as jcv = S1ϵ ,
where S1 is the slope shown in Table V. The departure of the
curve from the linear behaviour becomes clear for ϵ > 2, a
region which can be fitted including a quadratic correction.

TABLE V. Parameters at the onset of convection. Data in parentheses are
corrected for ambient temperature variations. Pr Prandtl number at 296.65 K.
Ratio of maximum and minimum viscosity, r = νmax/νmin, at ∆Tc, and initial
slope S1.

∆Tc (K) Rac Pr r S1

0.91 (0.92) 1770 (1805) 3288 1.07 1.57 (1.59)
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FIG. 16. Heat transfer characterization under moderate
supercritical Ra values (Ra < 104). (a) Dimensionless
heat current jcv (◦) as a function of the reduced Rayleigh
ϵ . We display a linear fit of the form jcv = S1ϵ (dashed
line) and the quadratic correction jcv = S1ϵ + S2ϵ

2 (solid
line), where S1 = 1.57 and S2 = 0.071. (b) Ratio between
Nusselt and the power law aRab as a function of Ra/Rac
where the coefficients are a = 0.136 and b = 0.319.

Systematic increase of the Rayleigh number beyond ϵ > 2
produces a power law behaviour on the Nusselt number as it
can be seen in Fig. 16(b).

V. CONCLUSIONS

In the present work, we have studied experimentally a RB
convection cell of aspect ratios 6:3:1 containing a high Prandtl
aqueous solution of glycerol and subjected to closed loop
feedback control. The experimental setup uses independent
controllers for each plate, based on local temperature readings,
and determines the power supplied to the fluid through a PID
algorithm. A controlled transit between thermal conduction
and convection regimes can be performed varying temperature
difference across the fluid or through the rotation mechanism
of the convection cell at 180◦.

Step and ramp temperature tests conducted on each con-
troller simultaneously allowed us to detect the additional
power required to change the hot plate temperature. In the
step test, the additional power required was given by the area
under the power curve, while in the ramp tests, the additional
power was associated with the thermal capacity of the plate’s
material. Both controllers were able to maintain the tempera-
tures of their plates constant with steady state errors of 0.04
and 1.64 mK in the cold and hot plate, respectively.

The feedback control system improves the signal to noise
ratio of the power measurements while placing the cell in
conduction and convection configurations allows an accurate
evaluation of the heat losses. As a result, the experimental
setup provided an accurate determination method of the crit-
ical Rayleigh number Rac as well as the measurement of the
heat transfer in the subcritical and supercritical regimes.

Flow visualizations have shown that the steady state con-
vective pattern at the instability onset consists of 6 trans-
verse rolls, i.e., with their axes aligned with shorter side
of the convection cell, which were observed throughout the
whole Rayleigh number range here studied (Ra < 104). The
resulting critical Rayleigh number was in agreement with
measurements in convection cells of similar aspect ratios.
The evolution of the Nusselt number as a function of the
Rayleigh number was obtained and expressed in terms of the
dimensionless heat current, showing a linear behaviour of the
heat transfer near onset in accordance with theory. At higher
Rayleigh numbers, the Nusselt number displayed a power law
behaviour.

Our future work will be focused on the flow and heat
transfer transitions as a function of the convection cell angle.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

La presente parte del trabajo tuvo por finalidad la puesta a punto y caracterización de la
instrumentación de un montaje experimental orientado a estudiar el problema de convección
de Rayleigh-Bénard en una celda de geometŕıa rectangular. La primera etapa consistió en la
puesta en marcha de dicho montaje experimental, de manera este fuese capaz de reproducir
la inestabilidad en forma controlada. A su vez, permitir la medición temperatura en distin-
tos puntos representativos y de potencia a través del fluido tanto en regimenes conductivo
como convectivo. Durante el desarrollo de esta parte del trabajo se debieron superar diversas
dificultades, entre ellas cabe mencionar:

(i) Ruido y oscilación en las mediciones de potencia en el rango de interés (p . 1 W).
Para solucionar este problema se probaron distintas alternativas para la variable de
control de temperatura de la placa caliente y se modificó la estrategia de control de
la experiencia. A su vez, se tomaron medidas para la reducción de ruido eléctrico en
conexiones y ĺınea de tierra del laboratorio.

(ii) Desajuste en el control de temperatura de la placa fŕıa. Este problema se solucionó
implementando un controlador Proporcional Integral (PI) en el programa de adquisición
que trabaja en conjunto con el controlador del baño térmico.

(iii) Fugas del fluido desde la celda. Esto se solucionó implementando un recipiente que
recibe el exceso de volumen de fluido generado por su expansión térmica.

(iv) Variación de las pérdidas de calor por los cambios en la temperatura ambiente. Este
problema fue bastante complejo, debido al carácter no controlado la temperatura am-
biente, y para su solución se probaron dos estrategias. La primera consistió en seguir la
temperatura ambiente Tamb con la temperatura media entre las placas, sin embargo en
esta alternativa presenta los siguientes problemas: dificultad para identificar en forma
precisa el proceso de filtrado de Tamb, por parte de la aislación y otros elementos del
montaje; gasto adicional de potencia para elevar la temperatura de la placa caliente
durante el seguimiento de Tamb. Considerando lo anterior se optó por mantener fijas
las temperaturas de ambas placas y aminorar los efectos de las variaciones de la tem-
peratura ambiente aislando la celda de convección y la sala donde se realizaron las
experiencias.

Las modificaciones efectuadas al montaje experimental permitieron obtener una eleva-
da resolución en las mediciones de potencia y temperatura, del orden de ∼ 1 mW y ∼ 0.1
mK, respectivamente. De esta manera se obtuvo un montaje experimental con una gran
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sensibilidad en las cantidades de interés asociadas, los números de Nusselt y Rayleigh, res-
pectivamente. Con el fin de probar el desempeño del montaje experimental, se efectuaron las
siguientes experiencias:

(i) Medición de los tiempos difusivos del sistema. Para ello se realizó una prueba de es-
calón de temperatura para la placa fŕıa, manteniendo la temperatura de la placa caliente
constante. A su vez, se obtuvo un modelo teórico unidimensional, verificado en forma
numérica, que representa correctamente los resultados experimentales obtenidos. De
esta prueba se obtuvo el tiempo necesario para alcanzar un régimen estacionario, res-
petado en las mediciones, y coherencia con el tiempo difusivo del fluido estimado de
sus propiedades f́ısicas.

(ii) Medición de potencia en régimen conductivo estacionario. Estas mediciones permitieron
caracterizar la componente de potencia asociada a las pérdidas de calor, lo que permite
estimar la componente útil de potencia a través del fluido. A su vez, se propone un mo-
delo para las variaciones de pérdidas de calor generadas por cambios en la temperatura
ambiente que entrega resultados coherentes en las experiencias realizadas.

(iii) Medición de la transferencia de calor en régimen convectivo estacionario. Estas per-
mitieron determinar el número de Rayleigh cŕıtico para el comienzo del régimen de
convección y caracterizar el régimen convectivo a valores moderados de este parámetro
de control. Los resultados comprueban el comportamiento lineal de la transferencia de
calor al inicio de la inestabilidad y entregan una pendiente inicial mayor al valor teórico,
lo que concuerda con experiencias realizadas por otros autores tales como [13, 69].

(iv) Medición de la transferencia de calor para distintos ángulos de inclinación de la celda.
Estas mediciones se realizaron a un número de Rayleigh fijo, desde un régimen con-
vectivo hasta uno conductivo. Los resultados permitieron construir la curva número de
Nusselt en función del ángulo de inclinación, en la que se observan un mı́nimo y un
máximo local. El mı́mino local, de acuerdo a la literatura, indican la transición de rollos
longitudinales a un rollo transversal unicelular. A ángulos próximos a la la configuración
de convección se encuentra un régimen que depende del tiempo, con una disminución
local de la transferencia de calor.

Un resultado interesante que se obtiene de esta prueba es que se logra detectar la
variación de temperatura, generada por la circulación de flujo al interior de la celda, de la
lectura de los sensores ubicados en las placas. Este resultado permite comprobar la gran
sensibilidad lograda en la implementación en el método de medición de temperatura.

Como continuación al trabajo realizado se encuentran diversos temas interesantes de
investigación. Por ejemplo, se puede estudiar el efecto de un forzamiento externo generado
por una variación temporal de la temperatura entre placas o del ángulo de inclinación de la
celda. El efecto de un forzamiento externo es un tema actual en el cual se han observado
fenómenos interesantes entorno a un punto cŕıtico, como lo es el mı́nimo local obtenido en
la curva número de Nusselt en función del ángulo de inclinación. Otro tema interesante es
la aplicación de las técnicas de visualización que se discuten el la próxima parte del presente
trabajo, que permitiŕıan observar las estructuras de flujo en los casos estudiados.
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Parte III

Reconstrucción del campo de
temperatura de plumas térmicas
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Caṕıtulo 8

Métodos ópticos basados en patrones
de referencia
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8.1. Métodos ópticos basados en la deflección de la luz

Los métodos ópticos son una herramienta versátil, en general no intrusiva, que permite
estudiar en forma cualitativa y cuantitativa diversos fenómenos f́ısicos. En las aplicaciones
orientadas a flujos térmicos, éstos se pueden clasificar de acuerdo a los siguientes principios
[72]:

Radiación térmica.

Variaciones del ı́ndice de refracción.

Los métodos de radiación térmica se aplican, por ejemplo, al estudio de la dinámica de
termofluidos o la termograf́ıa en infrarrojo utilizada en medicina [73]. Los métodos basados
en variaciones del ı́ndice de refracción se pueden clasificar a su vez en:

Métodos de interferencia.

Métodos basados en la deflección de la luz.
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Los métodos de interferencia se basan en la diferencia de pasos ópticos y entre las con-
figuraciones más importantes se encuentran los interferometros Michelson y Mach-Zehnder
[74]. Entre los métodos basados en la deflección de la luz se encuentran técnicas clásicas, tales
como Shadowgraph y Schlieren, y técnicas recientes que utilizan un patrón de referencia en
conjunto con el procesamiento digital de imágenes. El interés del presente trabajos recae en
estas últimas, que se discuten luego de revisar algunos aspectos sobre la propagación de luz
en arreglos ópticos y de las técnicas clásicas mencionadas previamente.

8.1.1. Descripción de la propagación de la luz en arreglos ópticos

En la presente sección se discuten algunos aspectos generales que permiten comprender
la interpretación de arreglos ópticos de métodos ópticos basados en la deflección de la luz.

Relación entre ı́ndice de refracción, densidad y temperatura

Un primer aspecto de interés en la aplicación de métodos ópticos al estudio de flujos
térmicos consiste en la relación entre ı́ndice de refracción y temperatura. Estas cantidades
se relacionan a través de la densidad del medio de acuerdo a la fórmula de Lorentz-Lorenz
[75, 76]:

n2 − 1

ρ (n2 + 2)
= r̄(λ) (8.1)

con n el ı́ndice de refracción, ρ la densidad y r̄(λ) la refractividad espećıfica que es función
de la substancia y de la longitud de onda de la luz. La fórmula de Lorentz-Lorenz permite
obtener el comportamiento del ı́ndice de refracción con la temperatura de ĺıquidos, sin em-
bargo esto genera discrepancias significativas con las experiencias [77]. Entre las alternativas
se encuentran las fórmulas propuestas por Looyenga [77] y Murphy y Alpert [75, 78], esta
última dada por:

(
∂n

∂T

)

p

= −3

2

αn(n2 − 1)

2n2 + 1
(8.2)

con T la temperatura y α el coeficiente de expansión térmica dado por α = −1
ρ

(
∂ρ
∂T

)
p
.

En el caso de gases se cumple n ≈ 1 y la fórmula de Lorentz-Lorenz se traduce en la
ecuación de Gladstone-Dale [75]:

n = 1 +KGD ρ (8.3)

con KGD la constante de Gladstone-Dale que depende levemente de la longitud de on-
da y temperatura y es espećıfica para cada gas. A su vez, la densidad se relaciona con la
temperatura mediante la ecuación de estado de los gases:

ρ =
M P

RT
(8.4)

con M el peso molecular, P la presión, T la temperatura absoluta y R = 8.3143 J/ mol
K la constante universal de los gases.
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Modelamiento bajo la formulación de óptica geométrica

El tratamiento óptico de métodos asociados a la deflección de la luz se realiza principal-
mente mediante óptica geométrica [76, 79]. Esta formulación omite los efectos asociados a la
longitud de onda finita de la luz y describe su propagación de mediante la ecuación Eikonal:

|∇S(~r)|2 = n2(~r) (8.5)

donde S representa el tiempo requerido para que la luz alcance un cierto punto en el
espacio y n es el ı́ndice de refracción del medio. Las superficies de S constante, i.e. fase
constante, se denominan frentes de onda y son ortogonales a la trayectoria de los rayos de
luz. Esta trayectoria se describe mediante la ecuación de rayos de óptica geométrica dada
por [75, 76]:

d

ds

(
n

d~r

ds

)
= ∇n (8.6)

donde ~r es la posición del rayo y ds es un cambio infinitesimal en su longitud. La ecuación
de rayos se utiliza generalmente bajo la aproximación de rayos paraxiales. Esta forma se
obtiene de la equivalencia entre la ecuación Eikonal y las ecuaciones diferenciales acopladas
[80, 81]:

d2ξ

dz2
=

[
1 +

(
dξ

dz

)2

+

(
dζ

dz

)2
][

1

n

∂n

∂x
− dξ

dz

1

n

∂n

∂z

]

d2ζ

dz2
=

[
1 +

(
dξ

dz

)2

+

(
dζ

dz

)2
][

1

n

∂n

∂y
− dζ

dz

1

n

∂n

∂z

]
(8.7)

donde la posición del rayo ~r se encuentra dada por las coordenadas (ξ(z), ζ(z), z) en el
plano (x, y, z) y donde el elemento de arco, ds, se aproxima por:

ds =
√

1 + ξ′2 + ζ ′2 dz con ξ′ =
dξ

dz
y ζ ′ =

dζ

dz
(8.8)

Bajo la aproximación paraxial, las pendientes del rayo cumplen ξ′(z)� 1 y ζ ′(z)� 1, lo
que permite desacoplar el sistema de ecuaciones anterior de acuerdo a [81]:

(
d2ξ

dz2
,
d2ζ

dz2

)
=

1

n

(
∂n

∂x
,
∂n

∂y

)
(8.9)

Esta forma aproximada de la ecuación de rayos permite determinar su trayectoria en una
sección de prueba, según se muestra en la figura 8.1. En este caso se supone que un rayo
incide normal al medio en estudio con una distribución de ı́ndice de refracción n(x, y). En
el plano vertical y al interior del medio el rayo se deflecta un ángulo θ(z) que se obtiene
integrando la ecuación (8.9):

θ(z) =

∫ z

0

d2ζ

dz2
dz′ =

1

n0

∫ z

0

∂n(x, y)

∂y
dz′ =

z

n0

∂n(x, y)

∂y
(8.10)

donde n0 es la componente homogénea del ı́ndice de refracción del medio. Por otra parte,
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Figura 8.1: Trayectoria de un rayo ~r de incidencia normal a un medio con distribución de ı́ndice de
refracción bidimensional n(x, y). El ángulo del rayo, θ(z), y su desplazamiento, ∆ζ(z), son positivos
para un gradiente positivo de ı́ndice de refracción y densidad o negativo de temperatura.

el desplazamiento del rayo en el plano vertical, ∆ζ(z), se obtiene integrando su deflección:

∆ζ(z) =

∫ z

0

θ(z′)dz′ =
1

n0

∫ z

0

z′
∂n(x, y)

∂y
dz′ =

L2
t

2n0

∂n(x, y)

∂y
(8.11)

Las expresiones anteriores son similares en el plano horizontal y se utilizan, en conjunto
con la ley de Snell, para describir la trayectoria de rayos en arreglos ópticos. El desplaza-
miento de rayos tiene el signo del gradiente de ı́ndice de refracción del medio. Es decir, un
desplazamiento positivo se puede asociar a un gradiente positivo de densidad o negativo de
temperatura.

Modelamiento bajo la formulación de óptica de Fourier

La óptica de Fourier [79] describe la luz propagación de la luz como una superposición
de ondas planas cuya descomposición se realiza mediante la transformada de Fourier. Esta
formulación permite una descripción completa de sistemas ópticos al considerar las propie-
dades de la luz como onda. De esta manera es posible describir los fenómenos de difracción,
interferencia o la formación de regiones de concentración de luz conocidas como caustics. La
interpretación de caustics mediante óptica geométrica predice la divergencia de intensidad
de luz, lo que carecen de un sentido f́ısico ya que se encuentra limitada por el fenómeno de
difracción. Esto se discute en [82], donde se comparan imágenes artificiales obtenidas me-
diante ambas formulaciones de un arreglo Shadowgraph con patrones predeterminados de
convección de Rayleigh-Bénard.

En los métodos de propagación de óptica de Fourier se considera la acumulación de fase,
φ, en el paso de luz a través de un medio con ı́ndice de refracción inhomogéneo, n(~r), dada
por:

φ(~r) =
2π

λ

∫
n(~r) ds (8.12)

con λ la longitud de onda. En un sistema óptico, el frente de luz puede provenir de un
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Figura 8.2: Modelo de un sistema óptico bajo óptica de Fourier. Una onda monocromática, U0,
proviene de un objeto y forma una imagen, Ui, en un arreglo de receptores. El sistema se caracteriza
por la función pupila generalizada, P(x, y), que combina los efectos de apodización y aberraciones.

objeto extendido y formar una imagen en un arreglo de receptores, según se indica en el
modelo en la figura 8.2. La aberración de fase y los efectos de apodización generados por el
medio se representan por la función pupila generalizada, P(x, y), dada por [79, 83]:

P(x, y) = P (x, y) eiφ(x, y) (8.13)

donde P (x, y) toma un valor unitario adentro de la pupila y nulo en caso contrario. El
método basado en las aberraciones de fase que permite determinar la formación de imagen de
la función anterior depende de la coherencia espacial de la luz. En el caso de luz espacialmente
coherente, se determina el campo óptico de la imagen, Ui, del producto de convolución:

Ui = h(u, v)⊗ U0(u, v) (8.14)

donde la función h(u, v) se denomina Amplitud Spread Function (ASF) y se obtiene de la
transformada de Fourier de la función pupila generalizada. En el caso de luz espacialmente
incoherente, se obtiene la intensidad de la imagen, Ii, de la intensidad del objeto, I0, de:

Ii = |h(u, v)|2 ⊗ I0(u, v) (8.15)

donde el término |h(u, v)|2 se denomina Point Spread Function (PSF) y corresponde a la
distribución de intensidad resultante de una fuente puntual.

Las expresiones anteriores permiten determinar la formación de imagen a partir de la
aberración de fase generada por un medio. La fase de la onda perturbada, sin embargo, se
pierde si la luz incide directamente en un arreglo de receptores. Esto debido a que los sensores
miden intensidad de luz, i.e. miden el modulo del campo óptico Ii = |Ui|2. El problema de
recuperación de fase es del tipo inverso y se conoce como phase retrieval. Su solución sólo se
ha obtenido mediante los algoritmos recientes y complejos de Gerchberg y Saxton [84]. Por
lo tanto, si se desea recuperar la fase resulta más conveniente utilizar métodos de interferen-
cia, o sensores especializados tales como Shack-Hartmann [85]. La técnica de transporte de
intensidad de luz es una alternativa más sencilla, pero involucra el desplazamiento del medio
de registro [86].
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8.1.2. Métodos ópticos clásicos

En la presente sección se describen brevemente algunos métodos ópticos clásicos basados
en la deflección de la luz. Estos métodos se aplican a fenómenos de densidad variable, y por
lo tanto, son de gran utilidad para el estudio de fenómenos térmicos.

Shadowgraph

La técnica Shadowgraph se aplica comúnmente a la observación de fenómenos como plu-
mas térmicas [3, 4, 87] o convección de Rayleigh-Bénard [13, 18, 44, 82, 88]. Esta técnica
utiliza un arreglo que es, en principio, bastante sencillo y se indica en la figura 8.3. En él,
un haz de luz colimada incide un medio en estudio y posteriormente en una pantalla. Los
gradientes de densidad en el medio desv́ıan los rayos de luz y en la pantalla se observan la
intensidad de luz resultante.

El patrón de intensidad que se observa en la pantalla se puede interpretar mediante óptica
geométrica y los supuestos que se discuten en [81, 89]. El procedimiento consiste en relacionar
las coordenadas de entrada al medio e incidencia en la pantalla mediante la ecuación de rayos
bajo la aproximación paraxial (cf. ec. (8.9)). Las intensidades de luz en estas coordenadas se
relacionan mediante el Jacobiano, i.e. una función de mapeo, según se indica en la figura 8.3
(c). De esta manera se obtiene que, para un medio con distribución de ı́ndice de refracción
n(x, y), los cambios de intensidad de luz observados en la pantalla se encuentran dada por:

∆I

I
=
I0 − Is
Is

= Lt Ls∇2 lnn(x, y) (8.16)

con Is e I0 las intensidades de luz en presencia y ausencia de perturbaciones, respectiva-
mente, en el medio de espesor Lt y ubicado a una distancia Ls del medio de registro.

Schlieren

Una segunda técnica que permite la visualización de fenómenos de densidad variable es
Schlieren [90]. El montaje experimental t́ıpico de esta técnica se muestra en la figura 8.4,
donde un primer lente colima la luz incidente en el medio en estudio y que se enfoca en
un elemento afilado o knife edge. El gradiente de densidad en el medio, con componente
perpendicular al elemento afilado, desv́ıa la luz de la región que se observa en una pantalla o
un medio digital de registro. Si el elemento intercepta la luz se produce una zona oscura y en
caso contrario una zona brillante. Estos cambios de intensidad de luz siguen la relación [89]:

∆I

I
=
f2 Lt
ak
∇n(x, y) (8.17)

con f2 la distancia focal del segundo lente, Lt el espesor del medio y ak la altura inter-
ceptada del rayo no perturbado que incide en el knife edge (cf. fig. 8.4 (b)). La resolución
de la técnica se puede mejorar utilizando un segundo elemento afilado en el primer foco del
sistema. A su vez, se pueden reemplazar los lentes por espejos parabólicos para ampliar la
región de estudio. Entre otras variantes de la técnica se encuentra el uso de la codificadición
y decodicación del color o el registro de imágenes mediante un medio digital [91–93].
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Figura 8.3: Técnica Shadowgraph. (a) Esquema del arreglo óptico. Un haz de luz colimada incide en
la sección de prueba de espesor Lt y luego en una pantalla ubicada a una distancia Ls. Los rayos se
desv́ıan haćıa arriba (abajo) en las regiones con gradientes de densidad positivos (negativos). (b) En
la pantalla se observan zonas de alta o baja intensidad de luz generadas por la convergencia o diver-
gencia de rayos, respectivamente. (c) La intensidad de luz en las coordenadas de entrada al medio,
(xi, yi), e incidencia en la pantalla, (xs, ys), se relacionan mediante el Jacobiano J(xi, yi;xs, ys).
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Figura 8.4: Técnica Schlieren. (a) Esquema del arreglo óptico. El lente L1 colima la luz que incide en
la sección de prueba y se enfoca mediante el lente L2 en un knife edge. Si este elemento intercepta la
luz, que se desv́ıa en un ángulo α por el gradiente de densidad en el medio, se observa en la pantalla
una zona oscura y en caso contrario una zona brillante. Los elementos se disponen de acuerdo a la
relación 1/p + 1/q = 1/f2, de manera que los cambios de intensidad corresponden a la deflección
de los rayos de luz y no a su desplazamiento como en el caso de Shadowgraph. (b) Detalle de la
incidencia de luz en el knife edge. Se indican: a0 el tamaño del rayo no perturbado y ak su altura
interceptada.
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Método de franjas de moiré y técnicas relacionadas

El método de visualización de franjas de moiré debe su nombre al patrón secundario
que se observa al superponer dos o más estructuras periódicas. Este patrón se puede crear
traslapando dos rejillas paralelas con espaciados de malla ligéramente diferentes, d y d+δd, o
inclinadas en un cierto ángulo θ y con mismo espaciado d (cf. figs. 8.5 (a-b)). En estos casos,
el espaciado del patrón de moiré, dm, se encuentra dado por [85]:

dm =
d2

δd
rejillas paralelas dm =

d

2 sen (θ/2)
≈ 1

θ
rejillas oblicuas (8.18)

Una las primeras aplicaciones experimentales del método de franjas de moiré fue realizada
por Nishijima en 1964 [94], quien utilizó rejillas oblicuas para visualizar de curvas difusión
entre soluciones acuosas de glicerina (cf. fig. 8.5 (c)). El montaje experimental consiste en
dos rejillas ubicadas a los costados del medio e iluminadas por luz difusa, según se muestra
en la figura 8.6. El gradiente del ı́ndice de refracción del medio perturbado deflecta los rayos
de luz y genera el desplazamiento aparente de su origen en la rejilla próxima a la fuente. La
perturbación se amplifica por la presencia de la segunda rejilla, permitiendo aśı la visualiza-
ción del fenómeno.

La técnica moiré deflectometry permite la reconstrucción de fenómenos de densidad va-
riable y frentes de onda aberrados. Entre sus aplicaciones se encuentran, por ejemplo, la
reconstrucción de campos de temperatura axisimétricos [95] o el estudio de turbulencia at-
mosférica [85, 96]. El arreglo óptico de esta técnica tiene ciertas diferencia respecto al método
de franjas de moiré, el medio en estudio se ubica en frente de dos rejillas y se ilumina por una
fuente de luz laser. La incidencia de luz espacialmente coherente en la primera rejilla genera
una serie de imágenes exactas, fenómeno que se denomina efecto Talbot. La superposición de
una segunda rejilla con una de estas auto imágenes, que se forman en los planos de Talbot,
genera un patrón de moiré. El patrón se registra, mediante un sensor CCD, en una secuencia
de imágenes donde se observa la distorsión de la fase espacial de las franjas producto de la
perturbación del medio. Bajo la aproximación paraxial, esta variación de fase, ϕ, se relaciona
con el gradiente de ı́ndice de refracción del medio por:

ϕ =
2πD

dn0

∫ Lt

0

∂n

∂y
dz (8.19)

con D la distancia entre las dos rejillas de espaciado d, Lt el ancho del medio y n0 el valor
base de su ı́ndice de refracción. Para la reconstrucción de la perturbación del medio se requiere
de la demodulación de franjas y un proceso posterior de unwrap o corrección de fase. Existen
diversos algoritmos posibles, entre los que caben destacar los que utilizan la transformada de
Fourier y que se han desarrollado para la técnica tomográfica Fourier Transform Profilometry
(FTP) [97]. Dicha técnica ha sido aplicada, por ejemplo, a la reconstrucción de la superficie
libre de una represa que se libera repentinamente [98]. En este caso se proyecta un patrón de
franjas que evoluciona en el tiempo con un cierto desfase espacial lo que facilita el proceso de
corrección de fase. Por otra parte, la proyección de franjas con intensidad sinusoidal permite
aumentar la calidad del proceso de reconstrucción, como ha sido observado en el estudio de
ondas superficie tridimensionales [99, 100].
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Figura 8.5: Franjas de moiré. Este patrón, con un espaciado dm, se genera al superponer dos rejillas:
(a) paralelas con espaciados de malla d y d + δd; (b) inclinadas en un ángulo θ y con un mismo
espaciado de malla d. (c) Visualización mediante franjas de moiré de las curvas de difusión entre
dos soluciones acuosas con concentraciones de 60 % y 50 % de glicerina, adaptado de [94].
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Figura 8.6: Método de franjas de moiré. (a) Arreglo óptico. Dos rejillas, A y B, se ubican a los
costados de un medio de ancho Lt y se iluminan por luz difusa. Para una perturbación del campo de
ı́ndice de refracción del medio, n′(x, y), sobre su valor homogéneo, n0, se observa un desplazamiento
aparente del origen de las ĺıneas en la pantalla A. (b) Intensidad de luz observada para los distintos
tipos de perturbaciones del medio.
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8.2. Técnicas Synthetic Schlieren y Background

oriented Schlieren

El desarrollo reciente de cámaras digitales y tratamiento de imágenes ha dado paso a nue-
vas técnicas ópticas de medición tales como Background Oriented Schlieren (BOS) [101, 102]
y Synthetic Schlieren [103]. Las técnicas BOS y Synthetic Schlieren permiten la reconstruc-
ción de fenómenos de densidad variable a partir del registro de la deformación aparente de un
patrón de referencia observado a través del medio en estudio. Este procedimiento se realiza
principalmente mediante el procesamiento de imágenes, lo que permite prescindir de elemen-
tos ópticos tales como espejos y lentes utilizados en técnicas clásicas como Schlieren.

Entre las aplicaciones de BOS se encuentran la medición de la concentración de gas en
plumas [101] o de temperatura en una capa de fluido [104]. La técnica Synthetic Schlieren
ha sido aplicada al estudio de flujos con densidad variable, principalmente a ondas internas
de fluidos estratificados por densidad [103, 105–110], estudio de gradientes de densidad en
fluidos compresibles [93, 111] y topograf́ıa de la superficie libre de fluidos [112]. Medición de
frentes de onda.

Las técnicas BOS y Synthetic Schlieren se orientan a flujos bidimensiones, cuya recons-
trucción se obtiene de la adquisición de imágenes desde un punto de observación. Esta configu-
ración permite, a su vez, reconstruir flujos de carácter axisimétrico mediante la transformada
inversa de Abel. Un ejemplo de este último método se encuentra en [113], donde se obtuvieron
los perfiles radiales de concentración de CO2 transportada por anillos de vorticidad. En flu-
jos de carácter tridimensional, un sólo punto de observación entrega el promedio espacial del
campo de perturbación [111]. Para reconstruir espacialmente este tipo de flujos se requiere
del registro del patrón de referencia a través del medio desde distintos puntos de observación.
Esto se realizó por [114], quienes obtuvieron la distribución tridimensional de temperatura
de una pluma térmica utilizando un arreglo de 16 cámaras y un algoŕıtmo de recostrucción
tomográfica.

8.2.1. Arreglos ópticos de las técnicas BOS y Synthetic Schlieren

Los arreglos ópticos de las técnicas BOS y Synthetic Schlieren consisten básicamente en
una cámara digital que observa un patrón de referencia a través de un medio fluido, según se
muestra en la figura 8.7. La cámara digital se encuentra enfocada en el patrón de referencia
que se ilumina por una fuente difusa. La luz se refracta de acuerdo a las distancias axiales
que se indican en dicha figura y a los ı́ndices de refracción del aire, paredes laterales de la
sección de prueba y del medio, na, nw y n(x, y, t), respectivamente.

Cuando ocurren cambios en el ı́ndice de refracción del medio, se observaran variaciones
de intensidad en las imágenes registradas por la cámara digital. Los valores de intensidad en
las imágenes corresponden a la información recibida por el sensor de la cámara, compuesto
por un arreglo rectangular de pixels. Éste entrega para cada pixel una señal de intensidad
I(xi, yj, t), con (xi, yj) las coordenadas en pixels, proporcional al promedio espacial de la
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intensidad de luz, p(x, y, t), recibida por él, dada por:

I(xi, yj, t) =
1

Lx Ly

∫ xi+Lx/2

xi−Lx/2

[∫ yj+Ly/2

yj−Ly/2
p(x, y, t) dy

]
dx (8.20)

donde un pixel abarca una área Lx × Ly = 1 pixel2. Se abreviará It = I(xi, yj, t).

Durante el transcurso de una experiencia, la cámara digital adquiere los siguientes grupos
de imágenes:

Imagen de referencia. Esta imagen entrega una referencia de la trayectoria de la luz
a través del medio en ausencia de perturbaciones, i.e. con una distribución homogénea
del ı́ndice de refracción n(x, y, t = 0) = n0.

Imágenes a través del medio perturbado. En esta imágenes, la presencia de un
fenómeno de densidad variable en el medio desv́ıa la trayectoria inicial de la luz gene-
rando la distorsión aparente del patrón de referencia n(x, y, t) = n0 + n′(x, y, t).

El campo de deformación entre ambos grupos de imágenes se relaciona con los gradientes
de ı́ndice de refracción del medio, según se discute en el próximo punto.

Interpretación de los arreglos ópticos de la técnicas BOS y Synthetic Schlieren

La interpretación de los arreglos ópticos de la técnicas BOS y Synthetic Schlieren permite
relacionar la deformación aparente del patrón de referencia con las variaciones de ı́ndice de re-
fracción del medio. En ambas técnicas, la interpretación se realiza mediante óptica geométrica
bajo la aproximación paraxial, sin embargo sus métodos de interpretación son diferentes. En
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BOS se considera sólo la desviación de los rayos de luz en el medio y se determina su des-
plazamiento en el plano del sensor [102]. En Synthetic Schlieren, en cambio, se considera la
refracción de luz en las paredes de la sección de prueba y se calcula el desplazamiento de
rayos en el plano del patrón de referencia [106, 111].

En la presente interpretación del arreglo óptico se combinan los aspectos favorables de
ambos métodos de interpretación mencionados previamente. Se considera la refracción de
luz en las paredes de la sección de prueba y se utiliza un modelo para la cámara digital
compuesto por un lente delgado y un sensor. Esto último permite determinar las condiciones
de formación de imagen y evitar los supuestos que se utilizan en interpretaciones previas.
El desarrollo se encuentra en el Anexo D y en él se determina la trayectoria de rayos en las
distintas interfaces del arreglo óptico mediante el método de matrices de propagación [79, 115].

En la figura 8.8 se muestra la trayectoria de rayos en el arreglo óptico obtenida mediante
simulación numérica usando el método de matrices de propagación. En ella se encuentran los
casos de una distribución homogénea del ı́ndice de refracción del medio, n0, y bajo una per-
turbación lineal, n′(y) = a y, con a > 0 constante. En la figura se observa un desplazamiento
de las coordenadas de convergencia de los rayos en el sensor producto de la perturbación del
medio. La formación de imagen en ambos casos se discuten a continuación.

Medio no perturbado. En este estado del medio se adquiere una imagen inicial con la
cámara digital está enfocada en el patrón de referencia. Bajo esta condición, las coordenadas
del rayo en el sensor, (ξos , ζ

o
s ), y en el patrón de referencia, (ξr, ζr), se relacionan por:

(ξos , ζ
o
s ) = M(ξr, ζr) (8.21)

con M el aumento con el que se observa el patrón de referencia en el sensor. El aumento
se relaciona con la distancia del lente al sensor, Si, y la distancia focal del lente, f , de acuerdo
a:

M =
f

f − S ′o
, M = −Si

S ′o
y

1

Si
=

1

f
− 1

S ′o
(8.22)

donde el término S ′o representa la posición aparente del objeto, i.e. del patrón de referen-
cia, dada la similitud de las expresiones anteriores con las leyes de lentes delgados [79].

Medio perturbado. La intensidad de luz en las imágenes adquiridas bajo esta condición,
It, se relaciona con la intensidad de la imagen de referencia, I0, de acuerdo a:

It(x, y) = I0(x− sx, y − sy) (8.23)

donde sx y sy son las componentes del campo de deformación del patrón de referencia,
~s(x, y, t), observado las imágenes. Estas componentes corresponden a la extensión en ambas
direcciones del desplazamiento de rayos en el sensor, (δξs, δζs), es decir:

sx = −δξs(x, y, t) y sy = −δζs(x, y, t) (8.24)

donde el signo negativo se debe a que el sensor forma una imagen invertida del patrón de
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Figura 8.8: Simulación numérica de rayos en un arreglo con un patrón de referencia. Se muestra el
trazado de rayos para los estados del medio: no perturbado n(y) = n0; perturbado n(y) = n0 + a y
con a > 0 constante. En el estado no perturbado el patrón de referencia se encuentra enfocado en
el sistema óptico. Los rayos provienen del patrón de referencia en la coordenada ζr e inciden en el
sensor en las coordenadas ζos y ζs para el medio no perturbado y perturbado, respectivamente. Se
indica: δζs ≡ ζs − ζos desplazamiento aparente del rayo en el sensor, f distancia focal del lente, Si
distancia del lente al sensor y S′o posición aparente del patrón de referencia.

referencia. Por otra parte, el desplazamiento de rayos en el sensor se define como:

(δξs, δζs) ≡ (ξs, ζs)− (ξos , ζ
o
s ) (8.25)

con (ξos , ζ
o
s ) y (ξs, ζs) las coordenadas de incidencia del rayo para los estados no perturbado

y perturbado del medio, respectivamente. De acuerdo al desarrollo en el Anexo D, el campo
de deformación del patrón de referencia se relaciona con la perturbación del gradiente de
ı́ndice de refracción del medio por:

~s(x, y, t) = C

(
∂n′

∂x
,
∂n′

∂y

)
con C = M Lt

(
Lw
nw

+
Lt
2n0

+
Lr
na

)
(8.26)

donde la constante C es negativa ya que los parámetros del arreglo son definidos positivos
y el aumento, M , es negativo en la formación de imágenes reales.
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8.2.2. Metodoloǵıa de procesamiento de imágenes

Las técnicas Synthetic Schlieren y BOS utilizan una metodoloǵıa de procesamiento de
imágenes similar para reconstruir la distribución espacio temporal de la variable que genera
la perturbación del medio. Esta metodoloǵıa consta de los siguientes pasos:

1. Se calcula el campo de deformación, ~s(x, y, t), entre las imágenes adquiridas con el
medio no perturbado y perturbado, I0 e It, respectivamente.

2. Se calcula el campo de perturbación del ı́ndice de refracción del medio, n′(x, y, t), re-
solviendo la ec. (8.26) mediante un algoritmo de integración de gradientes.

3. Se calcula el campo de perturbación de la variable de interés, χ ′(x, y, t), del campo de
perturbación del ı́ndice de refracción del medio.

Para realizar la metodoloǵıa anterior se dispone de distintos métodos de cálculo del campo
de deformación y de integración del campo de gradientes que se discuten a continuación.

Métodos de medición del campo de deformación

En las técnicas Synthetic Schlieren y BOS se encuentran distintos métodos de medición
del campo de deformación y análisis de imágenes que se asocian al motivo del patrón de
referencia. El uso de un patrón compuesto por ĺıneas horizontales claras y oscuras, similar a
las rejillas del método de franjas de moiré (cf. 8.1.2), da paso a los siguientes métodos.

Método cualitativo. Este método permite la visualización o medición cualitativa del
campo de perturbación mediante la resta de imágenes (cf. fig. 8.9). El procedimiento
consiste en construir la matriz [103, 110]:

Pi,j;t = |Ii,j;t − Ii,j;0| (8.27)

donde los sub́ındices i, j indican las coordenadas (xi, yj) en pixeles. Se considera que la
intensidad de luz incidente en el sensor (cf. ec. 8.20) puede ser perfectamente blanca u
oscura, i.e. p = 1 o p = 0, respectivamente. De esta manera se obtiene [103]:

∣∣∣∣
∂n

∂y

∣∣∣∣ α

{
Pi,j;t en pixeles que contienen un borde de una ĺınea
desconocido en otros pixeles

donde las condiciones para que un pixel se encuentre en el borde de una ĺınea se debe
cumplir en ambas imágenes y son las siguientes:

Ii,j−1 < Ii,j < Ii,j+1 o Ii,j−1 > Ii,j > Ii,j+1 y |Ii,j−1 − Ii,j+1| > Imin (8.28)

con Imin un valor umbral de intensidad. Si se omite el valor absoluto en la ec. (8.27) se
puede establecer la dirección del gradiente del ı́ndice de refracción del medio. En este
caso se observan dos ĺıneas, una clara y una oscura, por cada ĺınea en la imagen inicial,
donde
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Figura 8.9: Método cualitativo de análisis de imágenes para un patrón de ĺıneas. (arriba) Imagen
inicial I0 e imágenes I+

t y I−t con perturbaciones de ı́ndice de refracción ∂n/∂y > 0 y < 0, res-
pectivamente. (abajo) Resta de imágenes |It − I0| e It − I0. Las flechas indican el desplazamiento
de ĺıneas y en las últimas dos figuras se observan pares de ĺıneas, claras y oscuras, que indican la
dirección de ∂n/∂y.

la dirección de ∂n/∂y va desde la ĺınea oscura hacia la ĺınea clara. Una segunda alter-
nativa consiste en construir la matriz:

P ′i,j;t = Si,j (Ii,j;t − Ii,j;0) con Si,j = signo

(
∂Ii,j;0
∂y

)
(8.29)

La matriz P ′i,j;t es en todas partes proporcional a ∂n/∂y, sin embargo la constante de
proporcionalidad vaŕıa espacialmente debido al modelo discreto de intensidad de luz.

Refractometŕıa de ĺınea. En este método se utiliza un modelo cuadrático de in-
tensidad de luz para determinar el desplazamiento vertical de ĺıneas (cf. fig. 8.10). El
procedimiento consiste en resolver Ij;t = Îj−δζ;0, con Î0 un interpolador cuadrático de

y [pixels ]

I
0
,
I
t
[n

.u
.]

 

 

Ij ; t

0
0 1 2 ... j − 1 j j + 1

δζ
I0
Î0
It
Ît

Figura 8.10: Refractometŕıa de ĺınea. El desplazamiento vertical de ĺıneas, δζ, se determina en los
pixeles j que se encuentran en el borde de ĺınea. Para ello se resuelve Ij;t = Îj−δζ;0, con Î0 un ajuste
cuadrático a la intensidad de la imagen inicial e It la intensidad de imagen perturbada.
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intensidad en la imagen inicial y δζ el desplazamiento vertical. Este último se determina
de la ráız de [103]:

Ii,j;0 − Ii,j;t +
1

2
(Ii,j+1;0 − Ii,j−1;0) δζ +

1

2
(Ii,j+1;0 − 2 Ii,j;0 + Ii,j−1;0) δζ2 = 0 (8.30)

de menor magnitud. Una alternativa consiste en obtener δζ de la expansión binomial
[106]:

δζ =
(yj−1 − yj)(Ij;t − Ij;0)(Ij;t − Ij+1;0)

(Ij−1;0 − Ij;0)(Ij−1;0 − Ij+1;0)
+

(yj+1 − yj)(Ij;t − Ij;0)(Ij;t − Ij−1;0)

(Ij+1;0 − Ij;0)(Ij+1;0 − Ij−1;0)
(8.31)

donde se omitió el sub́ındice i para más claridad. En ambos casos se calcula δζ para
los pixeles que se encuentran en el borde de una ĺınea, dados por la. ec. (8.28), y los
valores restantes pueden se obtener del promedio ponderado de puntos vecinos.

En un segundo grupo de métodos se utiliza un patrón de referencia compuesto por puntos
para determinar ambas componentes del campo de deformación. Éstos son los siguientes.

Refractometŕıa con seguimiento de puntos. En este método se determinan las
coordenadas de los puntos dispuesto en forma regular en el patrón de referencia (cf. fig.
8.12). Esto se realiza calculando sus centroides de valores de intensidad relativos a un
valor umbral local [103]. El desplazamiento de cada punto, (δξ, δζ), entre las imágenes
con el medio no perturbado y perturbado entrega entonces el muestreo del campo de
deformación.

x

y

(a)

x

y

(b)

Figura 8.11: Refractometŕıa con seguimiento de puntos. Se calculan los centroides (x0
c , y

0
c ) y (xtc, y

t
c)

en las imágenes (a) I0 y (b) It, con el medio no perturbado y perturbado, respectivamente. (c)
El desplazamiento de cada punto (δξ, δζ) = (xtc, y

t
c) − (x0

c , y
0
c ) entrega el muestreo del campo de

deformación.

Refractometŕıa con reconocimiento de patrones. Este método se basa en la técni-
ca Particle Image Velocimetry (PIV) [102] que se utiliza en la medición de campos
de velocidad de flujos alimentados por part́ıculas trazadoras. En el presente caso, las
part́ıculas corresponden a una distribución aleatoria de puntos en el patrón de referencia
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Figura 8.12: Método de reconocimiento de patrones. Se seleccionan ventanas de interrogación en
las imágenes con el medio no perturbado y perturbado, I0 y It, respectivamente. Un algoritmo
de correlación entrega el desplazamiento entre ventanas y el muestreo del campo de deformación
~s(x, y, t).

que se desplazan por las variaciones de ı́ndice de refracción del medio. El procesamien-
to de imágenes en ambos métodos es similar, las imágenes se dividen en ventanas de
interrogación y se determina su desplazamiento mediante un algoritmo de correlación.

Cada uno de los métodos mencionados posee sus ventajas y pueden ser útiles para una
cierto tipo de aplicación. El método cualitativo entrega la visualización del fenómeno mediante
un análisis rápido de la secuencia de imágenes. La refractometŕıa de ĺınea permite medir
pequeños pequeños desplazamientos y obtener una resolución de ∼ 0.02 pixels [103]. De
acuerdo a esta referencia, la resolución espacial de la refractometŕıa con seguimiento de
puntos es menor, sin embargo permite medir ambas componentes del gradiente y registrar
desplazamientos mayores. En refractometŕıa con reconocimiento de patrones se encuentran
las ventajas anteriores y la posibilidad de obtener una mayor resolución espacial. Su montaje
experimental es más sencillo, ya que no requiere la alineación del patrón de referencia y para
este último se pueden utilizar otros motivos aleatorios, por ejemplo, de wavelet noise que
aumenta la resolución espacial [116].

Integración numérica de un campo de gradientes

Una vez determinado el campo de deformación del patrón de referencia se realiza la
integración del campo de gradientes y el cálculo de la variable de interés. El problema de
integración de gradientes en dos dimensiones se expresa comúnmente como un problema de
algebra lineal dado por la ecuación de Poisson:

∇2T (x, y) =
∂Gx

∂x
+
∂Gy

∂y
(8.32)

donde (Gx, Gy) son las componentes del gradiente de temperatura ∇T = (Gx, Gy). Los
métodos iterativos, a menos que sean extremadamente sofisticados, tienen problemas de con-
vergencia y algoritmos alternativos encuentran en [117, 118]. El problema se encuentra sobre
determinado y se resuelve minimizando el residuo mediante mı́nimos cuadrados [112].
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8.3. Descripción del fenómeno de plumas térmicas

El fenómeno de plumas térmicas consiste en una región localizada de fluido con una
distribución de temperatura mayor que la temperatura del medio que la rodea. Esta diferencia
de temperatura implica que una pluma térmica posee una menor densidad y es más liviana
que el fluido ambiente, por lo que presenta un movimiento ascendente impulsado por la
fuerza de empuje. Las plumas térmicas se generan t́ıpicamente mediante una fuente de calor
y se puede realizar una primera distinción en términos de la dependencia temporal de este
suministro:

thermals: calor es inyectado en forma de un pulso corto.

starting plume: suministro repentino y luego sostenido.

steady plume: suministro constante.

Dentro de los primeros trabajos se encuentran los de Shlien, quien utilizó un pequeño
electrodo como fuente de calor para estudiar distintos aspectos de thermals y plumas térmicas.
Dentro de los aspectos abordados en los experimentos realizados por Shlien sobre estos flujos
se encuentran: observación en ellos de anillos de vorticidad y desplazamiento en función del
tiempo [3], medición de perfiles de temperatura [119] y velocidad [120], y transición desde un
régimen laminar a uno turbulento [121]. En forma similar a convección de Rayleigh-Bénard,
el transporte de calor por convección o advección es más eficiente que conducción sin flujo.

8.3.1. Ecuaciones del sistema

Las ecuaciones para este sistema, según las aproximaciones de Oberbeck-Boussinesq [4]
son:

∂~u

∂t
+ ~u · ∇~u = −1

ρ
∇p+ ν∇2~u+ gαT ẑ (8.33)

∂ ~T

∂t
+ ~u · ∇T = κ∇2T (8.34)

∇ · ~u = 0 (8.35)

con aceleración de gravedad g, viscosidad cinemática ν y vector unitario apuntando en la
dirección vertical haćıa arriba ẑ. Las condiciones de borde considerando un elemento calefac-
tor que entrega una potencia P son:

~u = 0, T = 0 en infinito. (8.36)

~u = 0,
∂T

∂r
=

P

4πr2
csκρCp

en la superficie del calefactor (8.37)

donde Cp es calor espećıfico del fluido.
Considerando un elemento calefactor ciĺındrico de radio rc y largo L, las escalas naturales

para longitud, tiempo y temperatura son:

longitud: rcs =

√
rc L

2
tiempo: τ =

r2
cs

κ
temperatura: χ =

P

rcs κ ρCp
(8.38)
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donde rcs es el radio efectivo de una esfera de la misma área que el cilindro de radio rc.
Utilizando las variables anteriores se obtienen las ecuaciones del sistema [4]:

∂~u

∂t
+ ~u · ∇~u = −∇p+ Pr∇2~u+RfT ẑ (8.39)

∂T

∂t
+ ~u · ∇T = ∇2T (8.40)

∇ · ~u = 0 (8.41)

En la ecuación (8.39) Pr = ν/k es el número de Prandtl y Rf es un parámetro de control
que se puede pensar como un número de Rayleigh de flujo, dado por:

Rf =
g αPr2

cs

κ3 ρCp
(8.42)

La condición de borde en la superficie del calefactor:

∂T

∂r
=

1

4π
(8.43)

Otros parámetro de control importantes en la dinámica de plumas térmicas son el número
de Grashof Gry y el número Rayleigh Ra = Gr dados por:

Gry =
g α(Tw − T∞) y3

ν2
Ra = Gr · Pr (8.44)

con Tw y T∞ las temperatura de pared y del medio que la rodea, respectivamente.

8.3.2. Caracteŕısticas del campo de temperatura

El patrón de convección t́ıpico de una pluma térmica, para el caso en que éstas se generan
mediante un elemento calefactor ciĺındrico, se encuentra constituido por las partes que se
indican en el esquema en la figura 8.13. La zona en la parte superior de la pluma se denomina
cap y en ella se forman dos estructuras denominadas lóbulos. Un tallo o corredor se extiende
desde el cap, hasta la zona entorno al elemento calefactor ciĺındrico, donde se forma una capa
ĺımite térmica. Esta capa ĺımite térmica es de un espesor δT (γ), el cual vaŕıa según el ángulo
γ definido desde la posición inferior del ciĺındro, como se indica en la figura 8.13 (b). Este
espesor de capa ĺımite es más delgado en la parte inferior del cilindro, zona en la cual ocurre
una transferencia de calor máxima, como se menciona en [122] y en los art́ıculos citados por
dicha referencia.

Leyes de escalamiento

De acuerdo a Moses [4] las plumas térmicas siguen las leyes de escalamiento. De acuerdo a
esta referencia, las plumas se mueven a una velocidad constante, que depende de la potencia
potencia suministrada P y los parámetros del fluido, pero que es independiente del tamaño
del elemento calefactor. En cuanto a la forma de la pluma térmica, Batchelor propone un
perfil parabólico para el tamaño del tallo. Mientras que de acuerdo a Moses, la forma del cap
puede ser descrita por un perfil de Rankine.
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Figura 8.13: Esquema de una pluma térmica generada por un elemento calefactor ciĺındrico. (a) La
distribución de temperatura de la pluma, T (x, y, t), es mayor a la temperatura del fluido T∞ y se
desplaza verticalmente. La zona que superior de la pluma se denomina cap y en ella se encuentran
dos lóbulos. Un tallo o corredor se extiende desde el cap hasta la zona entorno al elemento calefactor,
donde se forma una capa ĺımite térmica. (b) Capa ĺımite entorno a un elemento calefactor ciĺındrico.
Esta capa ĺımite térmica posee un espesor δT , el cual vaŕıa según el ángulo γ, siendo más delgado en
la parte inferior del cilindro, zona en la cual ocurre una transferencia de calor máxima. (c) Esquema
del desarrollo de la capa ĺımite térmica δT y de velocidad δV a lo largo del tallo de una pluma
térmica.

Reǵımenes de flujo

Los parámetros de control Ra y Pr permiten caracterizar distintos reǵımenes de flujo para
plumas térmicas. De acuerdo a las simulaciones númericas realizadas por Hier [123], éstos se
pueden catalogar en 4 grupos que se indican en la tabla 8.3.2. Los espesores de capa ĺımite,
δT y δV para ellos. En el caso no difusivo no viscoso, por ejemplo, los términos difusivos y
viscosos son pequeños, resultando en ecuaciones tipo euler, por lo que se esperan capas ĺımite
térmica y de velocidad delgadas. En la figura 8.14.

régimen δT régimen δV

Difusivo gruesa viscoso gruesa

No difusivo delgada no viscoso delgada

Tabla 8.1: Caracterización de capas ĺımites de temperatura δT y velocidad δV

Estabilidad y transición

El fenómeno de transición en plumas térmicas ha sido estudiado por distintos autores para
el caso de una fuente de calor en forma de ĺınea. Pera y Gebhart [7] obtuvieron curvas de
estabilidad en términos del número de Grashof modificado Gy, considerando aire como fluido.
Estas curvas corresponden al modo asimétrico, el cual es el modo más inestable para el flujo
base. A su vez consideraron perturbaciones bidimensionales, las cuales se amplifican, para
flujos de capa ĺımite, en forma más temprana que las perturbaciones tridimensionales. La
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predominancia del asimétrico fue comprobada experimentalmente, observando en visualiza-
ciones de flujo, la respuesta ante perturbaciones sinusoidales introducidas mediante una cinta
vibrante. Una de las visualización realizadas por Pera y Gebhart mediante un interferómetro
Mach-Zender se muestra en la figura 8.15 (b). En esta figura se observa que el flujo responde
ante las perturbaciones introducidas y que estas son amplificadas aguas abajo, lo cual ocurre
de acuerdo a los autores, en un cierto rango de frecuencias de forzamiento. Este fenómeno se
puede observar en estelas [8, 9], las cuales son también flujos de abiertos se desarrollan es-
pacialmente y en las cuales se pueden encontrar efectos no-lineales. Al introducir frecuencias
externas en plumas térmicas es posible encontrar también otros modos de inestabilidad, por
ejemplo el modo axisimétrico (varicose) observado por Elicer-Cortés, utilizando scattering
de ultrasonido [124] y visualizaciones mediante Schlieren, registrando las imágenes mediante
una cámara digital [125].

En el caso de plumas térmicas sin perturbaciones externas ocurre, en un rango del número
de Grashof suficientemente alto, la transición a un régimen turbulento, la cual fue observada
por Bill y Gebhart [126] en aire para 6.4 · 106 < Gry < 2.95 · 107. Al terminar esta transición
se encuentra una cambio en la dependencia de la temperatura central con respecto al número
de Grashof Gry. Cabe mencionar que en el régimen anterior a la transición se ha observado
experimentalmente una deficiencia casi uniforme de 15 % en la temperatura central con res-
pecto a la teoŕıa laminar [126], sin embargo esta no fue observada por Fujii [127], en agua y
spindle oil, para Gry < 2.3 · 104.

Efectos del confinamiento

En los trabajos mencionados anteriormente con respecto a la obtención de soluciones au-
tosimilares se considera un dominio infinito, sin embargo esta condición no siempre se cumple

Figura 8.14: Reǵımenes de flujo en plumas térmicas de acuerdo a las simulaciones numéricas de
Hier [123]: Difusivo viscoso (DV); Difusivo no viscoso (DNV); No difusivo viscoso (NDV) y No
difusivo no viscoso (NDNV).
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a)

(a) (b) (c) (d)

Figura 8.15: Inestabilidades en plumas térmicas. (a-c) Simulaciones numéricas de plumas térmicas
en régimen NDI. Adaptado de Hier [123]. (d) Visualización de una pluma térmica en aire (Pr = 0.7)
mediante un interferómetro Mach-Zender. La pluma se perturbada sinusoidalmente con una lámina
vibradora. Se observa que el flujo responde ante perturbaciones asimétricas introducidas y que estas
son amplificadas aguas abajo. Adaptado de Pera y Gebhart [7]

en condiciones experimentales. De acuerdo a Lauriat [128], cuando el fluido se encuentra en
un recipiente cerrado se induce un flujo de recirculación a lo largo de las paredes laterales y
entrainment del fluido que se encuentra debajo de la fuente de calor. Según sus simulaciones
numéricas, para fuentes lineales de calor y cilindros, para un dominio cerrado se pueden en-
contrar distintas rutas al caos de acuerdo a la razón de aspecto del recipiente y la profundidad
a la que se encuentra la fuente de calor. En dominios angostos, las capas de fluido que suben
y bajan producen esfuerzos de corte, los cuales pueden tener un efecto desestabilizante. La
presencia de esfuerzos de corte también se observa en convección de Rayleigh-Bénard con
inclinación.
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Implementación de Synthetic
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El presente caṕıtulo trata sobre la implementación de la técnica óptica Synthetic Schlie-
ren orientada al estudio de plumas térmicas. El objetivo consiste en reconstruir la evolución
espacio-temporal del campo de temperatura del fenómeno generado por una fuente extendida.
Esta configuración proporciona un campo de temperatura bidimensional cuya reconstrucción
es posible del registro de imágenes desde un punto de observación. El paso principal consiste
en la medición de la deformación de un patrón de referencia generada por la evolución de la
pluma térmica. Para medir esta deformación se requiere de una elevada resolución espacial
lo que motiva la implementación un algoritmo de correlación iterativo con deformación de
imágenes. Luego de discutir la implementación de dicho algoritmo, se presenta una aplicación
experimental de la técnica pluma térmica en una cavidad generada bajo control retroalimen-
tado de temperatura.
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9.1. Synthetic Schlieren aplicado a plumas térmicas

En la presente sección se revisan los conceptos involucrados en la aplicación de la técnica
Synthetic Schlieren al fenómeno de plumas térmicas. Primero se discute la adquisición y pro-
cesamiento de imágenes y luego los requerimientos para la implementación de los algoritmos
involucrados en dicho procesamiento.

9.1.1. Adquisición y procesamiento de imágenes

La adquisición de imágenes se realiza mediante un arreglo óptico de Synthetic Schlieren
(cf. 8.2.1) que se muestra en la figura 9.1. Este consiste en una cámara digital que observa
un patrón de referencia a través de una sección de prueba que contiene al medio fluido. Una
fuente de calor extendida genera el fenómeno térmico cuya evolución perturba el campo de
ı́ndice de refracción, n(x, y, t), del medio. La evolución genera la deformación aparente del
patrón de referencia que se registra en una secuencia de imágenes donde se distinguen los
siguientes estados del medio:

Estado no perturbado. En este estado inicial, el medio tiene distribuciones ho-
mogéneas del ı́ndice de refracción y temperatura dadas, respectivamente, por:

n(x, y, t = 0) = n0 y T (x, y, t = 0) = T0 (9.1)

Estado perturbado. Estado en el que las distribuciones de ı́ndice de refracción y
temperatura del medio evolucionan, respectivamente, de acuerdo a:

n(x, y, t) = n0 + n′(x, y, t) y T (x, y, t) = T0 + T ′(x, y, t) (9.2)

con n′(x, y, t) y T ′(x, y, t) las perturbaciones de ı́ndice de refracción y temperatura,
respectivamente.

En la secuencia, la primera imagen, I0, y las imágenes siguientes, It con t = 1, ..., N ,
corresponden a los estados no perturbado y perturbado del medio, respectivamente.

patrón de

referencia

sección

de prueba

cámara

digital

g g

z

y

(x,y,t)n

eje óptico

fuente

de calor

sección

de prueba

x

y

(x,y,t)T

Figura 9.1: Arreglo óptico para el estudio de plumas térmicas. Una cámara digital observa el
patrón de referencia a través de la sección de prueba. Una fuente de calor ciĺındrica genera una
pluma térmica con distribución de temperatura bidimensional T (x, y, t). Su evolución perturba la
distribución de ı́ndice de refracción del medio, n(x, y, t), y genera la distorsión aparente del patrón.
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Relación entre la deformación de imágenes y gradiente de temperatura

La interpretación del arreglo óptico permite relacionar la deformación del patrón de refe-
rencia con el gradiente del ı́ndice de refracción del medio (cf. 8.2.1, ec. (8.26)). En el presente
caso se utiliza esta relación escrita en términos del gradiente de la perturbación de tempera-
tura:

∇T ′(x, y, t) =
1

C

(
dn

dT

)−1

~s(x, y, t) (9.3)

con C una constante que depende de los parámetros del arreglo, dn/dT la variación del
ı́ndice de refracción de medio con la temperatura y ~s = (sx, sy, t) el campo de deformación en-
tre las imágenes adquiridas con el medio no perturbado y perturbado, I0 e It, respectivamente.

Metodoloǵıa de procesamiento de imágenes

Para recuperar la perturbación del campo de temperatura se resuelve la ec. (9.3) mediante
los pasos que se indican en la figura 9.2 y que son los siguientes:

1. Cálculo del campo de deformación ~s(x, y, t). Se calcula mediante un algoritmo de
correlación la deformación entre las imágenes con el medio no perturbado y pertubado.

2. Cálculo de la perturbación del campo de temperatura T ′(x, y, t). Este campo
se calcula integrando las componentes espaciales del campo deformación. El campo
obtenido se multiplica por las constantes asociadas al arreglo óptico y a la variación
entre el ı́ndice de refracción y temperatura del medio.

El proceso de integración entrega un término constante que se ajusta en toda la secuencia
tomando como referencia una región de las imágenes no perturbada por el fenómeno. Si se
cuenta con la medición de la temperatura del medio no perturbado, T0, entonces es posible
reconstruir el campo completo de temperatura, T (x, y, t), del medio.

campo de deformación

s (x,y,t)

I 0

x

y yy

xx

I t

T (x,y,t)

algoritmo de

integración

algoritmo de

correlación

x

campo de perturbación 

de temperatura

y

1 2

Figura 9.2: Metodoloǵıa de procesamiento de imágenes. (1) Se calcula mediante un algoritmo de
correlación el campo de deformación, ~s(x, y, t), entre imágenes adquiridas con el medio no perturbado
y perturbado, I0 y It, respectivamente. (2) Se obtiene el campo de perturbación de temperatura,
T ′(x, y, t), integrando el campo de deformación.
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9.1.2. Requerimientos para la implementación de algoritmos

En la implementación de los algoritmos de procesamiento de imágenes se deben considerar
los requerimientos que presenta el fenómeno de plumas térmicas y que son los siguientes.

Resolución espacial del algoritmo de correlación

El principal requerimiento para el algoritmo de correlación consiste en que este debe ser
capaz de medir la deformación del patrón de referencia con una elevada resolución espacial.
Esto se debe a:

La baja resolución de las imágenes en la aplicación experimental de la técnica (cf. 9.4).

Las caracteŕısticas del campo de deformación que genera una pluma térmica.

Para determinar las caracteŕısticas de la deformación se realizó la simulación numérica
de una pluma térmica laminar en agua, bajo condiciones similares a las de la experiencia,
según se describe en el Anexo E. En la simulación, el fenómeno se genera en una cavidad
de dimensiones 17.5 cm × 10 cm (alto × ancho) mediante un elemento calefactor ciĺındrico
de diámetro 0.5 cm. En la figura 9.3 se muestra la evolución del campo de temperatura del
fenómeno que se extiende en una pequeña región de la cavidad. Sus escalas espaciales más
pequeñas corresponden a los espesores de la capa ĺımite térmica debajo del calefactor y en el
tallo que son del orden de 2.5 mm.

El gradiente del campo de temperatura corresponde, salvo una constante de proporciona-
lidad, a la deformación que genera el fenómeno (cf. ec. (9.3)). Las componentes del gradiente,
proporcionales a la deformación en cada dirección, se muestran en la figura 9.4. Éstas indican
que, en forma similar al campo de temperatura, la deformación se encuentra localizada en
una pequeña región y que presenta cambios abruptos en ambas direcciones. La aplicación de
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Figura 9.3: Simulación numérica de la evolución de una pluma térmica laminar en una cavidad. Se
muestra el campo de temperatura, T (x, y, t), para los instantes: (a) 19 s (b) 37 s y (c) 55 s.
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Figura 9.4: Gradiente del campo de temperatura una pluma térmica. Se muestran las componentes
(a) ∂T (x, y)/∂x y (b) ∂T (x, y)/∂y, las cuales son proporcionales a la deformación en la dirección
horizontal y vertical, respectivamente. Ambas figuras corresponden a la región sobre el elemento
calefactor en la figura 9.3 (c).

un algoritmo de correlación tradicional bajo estas condiciones entrega un pobre desempeño.
Los gradientes de deformación elevados generan errores considerables y la deformación en
zonas reducidas se pierde debido al comportamiento de filtro pasa baja de estos algoritmos
[129]. Por estos motivos, en el presente trabajo se implementó de un algoritmo de correlación
más elaborado, del tipo iterativo con deformación de imágenes (cf. 9.2, 9.3).

Condiciones de borde del algoritmo de integración

El uso de un algoritmo de integración de gradientes permite la reconstrucción del campo
de temperatura de una pluma térmica a partir de ambas componentes del campo de defor-
mación. Estos algoritmos requieren generalmente que las condiciones de borde sean de los
tipos Dirichlet o Neumman. Ambas condiciones se cumplen en una configuración donde el
elemento calefactor se encuentra separado de las paredes del recipiente, i.e. similar a la figura
9.3. En este caso la presencia del elemento calefactor puede generar problemas al algoritmo de
correlación. Estos se deben a que la presencia de objetos requiere de un tratamiento especial
y a la gran magnitud del gradiente de deformación que se genera en la capa ĺımite térmica
entorno a este elemento.

Para evitar los problemas anteriores resulta conveniente estudiar una región sobre el
calefactor similar a la figura 9.4. En este último caso las condiciones de Dirichlet o Neumman
no se cumplen en la región pequeña del borde inferior que intersecta el tallo de la pluma.
Esto no presenta problemas para el algoritmo de integración utilizado en el presente trabajo,
según se comprobó mediante la simulación numérica discutida previamente (cf. Anexo E).
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9.2. Descripción de los algoritmos de correlación

Los algoritmos de correlación se basan en el producto de correlación cruzada, un método
estad́ıstico que permite determinar la similitud entre dos señales en función de un retardo
espacial o temporal. Estos algoritmos tienen diversas aplicaciones en el tratamiento de señales
y en el ámbito de la técnica Synthetic Schlieren son el método preferido de medición de la
deformación del patrón de referencia. El método de medición se adopta de la técnica de visua-
lización Particle Image Velocimetry (PIV) [102] en la cual se determina el campo de velocidad
de un flujo que contiene part́ıculas trazadoras. En forma similar, en Synthetic Schlieren se
realiza en muestro de la deformación mediante una distribución aleatoria de part́ıculas que
constituyen el motivo del patrón de referencia.

En PIV se encuentran diversos tipos de algoritmos correlación que, en principio, se pueden
aplicar a la técnica Synthetic Schlieren. De acuerdo con el requerimiento de una elevada
resolución espacial que presenta el fenómeno de plumas térmicas, el interés recae sobre los
algoritmos de correlación iterativos. En ellos se utilizan los conceptos que se aplican en los
algoritmos directos y que se discuten a continuación.

9.2.1. Algoritmos de correlación directos

Los algoritmos de correlación directos, i.e. no iterativos, permiten evaluar la deformación
en una secuencia de imágenes de Synthetic Schlieren mediante los pasos que se indican en la
figura 9.5. Estos pasos son los siguientes.

1. Se seleccionan de una misma ubicación en el par imágenes con el medio no perturbado
y perturbado, I0 e It, las ventanas de interrogación f y g, respectivamente.

2. Se calcula la matriz de producto de correlación, Rfg, entre ambas ventanas de interro-
gación dada por:

Rfg(x, y) = f ? g =

Wf∑

i=−Wf

Wg∑

j=−Wg

f(i− x, j − y)g(i, j) (9.4)

con Wf y Wg las dimensiones lineales de las matrices f y g, respectivamente.

3. Se calcula el desfase entre ambas ventanas, (δx, δy), dado por:

(δx, δy) = (xm, ym)− (x0, y0) (9.5)

con (xm, ym) y (x0, y0) las coordenadas de los máximos de la matriz de correlación, Rfg,
en presencia y ausencia del desplazamiento, respectivamente. Este último se determina
sólo una vez a partir de producto de autocorrelación de una de las ventanas, Rff o Rgg.

Cabe mencionar que en la técnica PIV, de la cual se adapta la metodoloǵıa anterior, las
ventanas de interrogación f y g se encuentran en dos cuadros consecutivos. Esto permite
determinar su desplazamiento y posteriormente el campo de velocidad.
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Figura 9.5: Cálculo del correlación mediante un algoritmo de correlación directo. (a) Ventanas de
interrogación f y g en las imágenes I0 e It, respectivamente. (b) Matriz del producto de correlación
Rfg. (c) Desplazamiento medido (δx, δy) = (xm, ym) − (x0, y0), con (xm, ym) y (x0, y0) las coor-
denadas del máximo de la matriz de correlación, Rfg, en presencia y ausencia del desplazamiento,
respectivamente.

Evaluación del producto de correlación en el espacio de Fourier

El cálculo del producto de correlación mediante la ec. (9.4) involucra un alto costo compu-
tacional, por lo que este se realiza t́ıpicamente en el espacio de Fourier de acuerdo al teorema
de correlación [102]. En este caso, el producto de correlación entre dos funciones equivale a
la multiplicación compleja conjugada de sus transformadas de Fourier, es decir:

Rfg(x, y) = |F−1{(F{f})∗ · F{g}}| (9.6)

con F y F−1 la transformada y transformada inversa de Fourier, respectivamente, y el
asterisco indica el complejo conjugado. La transformada de Fourier es, por definición, una
integral sobre un dominio infinito, sin embargo la imágenes tienen dimensiones finitas. El
cálculo se realiza bajo el supuesto de que los datos son periódicos, lo que genera errores
sistemáticos o el posible aumento de la razón señal ruido en la medición del desplazamiento
[102]. Para tratar estos problemas se calcula el producto de correlación, Rf ′g′ , con las ventanas
de peso f ′ y g′ acondicionas según los métodos que se indican en la figura 9.6 y que son los
siguientes:

Zero padding. Consiste en la extensión con ceros de ambas ventanas de interrogación
a un tamaño cuatro veces mayor al original. De esta manera, la correlación cruzada en
el espacio de Fourier equivale a la correlación directa.

Ventanas de peso. Consiste en ponderar las ventanas de interrogación por una función
de peso lo que permite remover los efectos asociados a la discontinuidad en los bordes.

La desventaja del uso de zero padding es que la señal de fondo es t́ıpicamente no nula, lo
que genera una discontinuidad en la imágenes y contamina el espectro de los datos con ruido.
El método de ventanas de peso es ampliamente utilizado en algoritmos de correlación, sin
embargo presenta las desventajas de una ponderación no uniforme de los datos y errores de
sistemáticos en el cálculo del vector de desplazamiento. Para aminorar los errores sistemáticos
se utiliza un ĺımite conservador de máximo desplazamiento de 1/4 de ancho de la ventana de
interrogación.
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Figura 9.6: Acondicionamiento de ventanas de interrogación, f y g, para el cálculo del producto
de correlación, Rf ′g′ , en el espacio de Fourier. Se muestran las ventanas acondicionadas, f ′ y g′,
mediante: (a) extensión con ceros y (b) ponderación por una ventana de peso w.

Coeficiente de correlación

El producto de correlación se ve generalmente afectado por variaciones en la concentra-
ción e intensidad de luz de las part́ıculas o de la intensidad de fondo, por lo que se resulta
conveniente su normalización. Existen distintos métodos de normalización, entre ellos el co-
eficiente de correlación que se puede utilizar en algoritmos directos e iterativos, dado por
[130]:

φfg(l,m) =

∑W
i,j w

2(i, j)(f(i, j)− µf )(g(i+ l, j +m)− µg)
(∑W

i,j w
2(i, j)(f(i, j)− µf )2

∑W
i,j w

2(i, j)(g(i+ l, j +m)− µg)2
)1/2

(9.7)

con µf y µg la media en las ventanas de interrogación, f y g, respectivamente, W la
dimensión lineal de ambas ventanas de interrogación y w2 una ventana de peso. El coeficiente
de correlación se puede calcular con la ayuda de la transformada rápida de Fourier (FFT) de
acuerdo a:

φfg(l,m) =
F−1[F [w2 fm]F [gm]]√
SfF−1[F [w2]F [gm]]

con Sf =
2W∑

i,j

w2(i, j)f 2
m(i, j) (9.8)

donde fm y gm son las ventanas de interrogación f y g, menos sus respectivas medias, µf
y µg, y luego extendidas con ceros. En ambos métodos, si la ventana de peso no es constante
el coeficiente de correlación no es simétrico, i.e. φfg 6= φgf , lo que afecta el desempeño de
algoritmos iterativos. En este caso, el coeficiente se calcular como el promedio entre φfg y
φgf , procedimiento que permite reducir los errores y aumentar la razón señal-ruido [130, 131].

Estimadores subpixel

Los estimadores subpixel permiten mejorar la resolución del sensor de medición que se en-
cuentra discretizada en unidades de pixel. Entre las alternativas más comunes se encuentran:
Levenberg-Marquardt, cálculo de centroides e interpolación Gausiana [102]. Esta última es
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Se muestran las coordenadas xs y xm del máximo del coeficiente de correlación, φfg, en unidades

discretas y subpixel, respectivamente, y el ajuste de la forma φ̂fg = A exp(−(xm − x)2/B).

la más utilizada y se basa en que tanto la intensidad de luz emitida por una part́ıcula como
su correlación se asemejan a una curva Gausiana. En el método de interpolación Gausiana
(cf. fig. 9.5) las coordenadas del máximo de correlación, (xs, ys), se obtienen de acuerdo a:

xs = xm +
lnφf g(xm − 1, ym)− lnφf g(xm + 1, ym)

2 lnφf g(xm − 1, ym)− 4 lnφf g(xm, ym) + 2 lnφf g(xm + 1, ym)

ys = ym +
lnφf g(xm, ym − 1)− lnφf g(xm, ym + 1)

2 lnφf g(xm, ym − 1)− 4 lnφf g(xm, ym) + 2 lnφf g(xm, ym + 1)
(9.9)

con (xm, ym) la posición discreta del máximo de correlación y donde el coeficiente de
correlación, φf g, se puede reemplazar otras formas del producto de correlación.

Ĺımites de resolución espacial

El procedimiento descrito hasta el momento permite obtener una resolución subpixel, sin
embargo ésta se encuentra limitada por el muestreo del campo de deformación que realizan:
las part́ıculas distribuidas aleatoriamente en el patrón de referencia y las ventanas de inte-
rrogación. El teorema de muestreo establece que no se puede reconstruir la información a
frecuencias mayores a la mitad de la frecuencia de muestreo [79]. Por lo tanto, ambos tipos
de muestreo tienen asociada una longitud de onda mı́nima que es posible reconstruir, λmin,
dada por [132]:

Muestreo por parte de las part́ıculas. En este caso se tiene λmin > 2δp, con δp ∼
2
√

1/(πcp) la distancia media entre las part́ıculas y cp el número de part́ıculas por
pixel.

Muestreo por parte de las ventanas de interrogación. En este caso se tiene λmin > 2∆,
con ∆ el espaciado de malla en la que se evalúa el campo de deformación.

Si los ĺımites no se cumplen ocurre el fenómeno de aliasing y para aproximarse a ellos se
requiere en la práctica de algoritmos iterativos, los cuales se discuten en la próxima sección.
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9.2.2. Algoritmos de correlación iterativos

En los presentes algoritmos, el proceso de correlación se realiza en forma iterativa con
el objetivo de aumentar la precisión y resolución espacial en la medición de un campo de
deformación. Las variantes principales de estos algoritmos se discuten a continuación.

Algoritmos con desplazamiento de ventanas de interrogación

El desplazamiento de las ventanas de interrogación se realiza, en forma discreta o con-
tinua, para que se éstas se encuentren próximas a la ubicación real de las part́ıculas [133].
Para obtener una mayor reducción de los errores asociados al proceso de correlación, el des-
plazamiento se realiza en un esquema de diferencias centrales. En este método (cf. fig. 9.8),
la nueva ubicación de un par de ventanas f y g en las imágenes I0 e It, respectivamente, está
dada por:

fk = f
(
~x− δ~x k−1/2

)
y gk = g

(
~x+ δ~x k−1/2

)
(9.10)

con δ~x k−1 el desplazamiento medido en la iteración anterior (k − 1). El desplazamiento
en cada iteración, δ~x k, se determina mediante un método estimador corrector calculando:

δ~x k = δ~x k−1 + δ~x k
c (9.11)

donde el estimador corresponde al desplazamiento medido previamente, δ~x k−1, y se co-
rrige por el resultado de proceso de correlación, δ~x k

c , de la presente iteración. El corrector
disminuye progresivamente, mientras que el estimador se aproxima al desplazamiento real de
las part́ıculas. El procedimiento anterior reduce el error de medición en forma significativa
cuando éste es menor a 0.5 pixel y donde escala proporcional al desplazamiento [102].
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Figura 9.8: Principio de un algoritmo de correlación con desplazamiento de ventanas de interroga-
ción. En la primera iteración, se mide un desplazamiento δ~x 1 de la correlación entre las ventanas f
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Algoritmos con deformación de imágenes

En los algoritmos discutidos previamente se encuentra el supuesto de que las part́ıculas
se desplazan de manera uniforme en las ventanas de interrogación. Esto genera la pérdida de
correlación y una alta incerteza en la medición de desplazamientos con gradientes elevados
[102]. En los presentes algoritmos se realiza la deformación de imágenes, lo que corrige este
supuesto y permite obtener una medición más robusta y exacta en imágenes con gradientes
de deformación.

A diferencia de los algoritmos iterativos anteriores, las ventanas de interrogación se dis-
ponen en una malla regular sobre las imágenes que se deforman en cada iteración (cf. fig.
9.9). El esquema preferido para realizar esta deformación es el de diferencias centrales. En
este método, la deformación de un par de imágenes, I0 e It, está dada por:

Ik0 = I0

(
~x− ~s k−1

p /2
)

y Ikt = It
(
~x+ ~s k−1

p /2
)

(9.12)

donde ~s k−1
p es el campo de deformación medido en la iteración anterior (k−1) e interpolado

a la dimensión de las imágenes. Para obtener el campo de deformación en cada iteración, ~s k,
se utiliza un método estimador corrector similar al descrito previamente. En él se calcula:

~s k = ~s k−1 + ~s kc (9.13)

con ~s k−1 el campo de deformación estimado en la iteración anterior y que se corrige por el
campo obtenido en el proceso de correlación, ~s kc , de la presente iteración. El proceso iterativo
tiende a ser inestable y se puede estabilizar mediante un filtro pasa bajos [134, 135]. El uso
ventanas de peso en el proceso de correlación y en la actualización del desplazamiento (cf.
ec. (9.13)) permite estabilizar el algoritmo y mejorar la resolución espacial.
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Figura 9.9: Principio de un algoritmo de correlación con deformación de imágenes. Las ventanas
de interrogación se disponen en una malla regular y en la primera iteración se mide un campo de
deformación, ~s 1, entre las imágenes I0 e It. En la segunda iteración, las imágenes se deforman en
un esquema de diferencias centrales por ±~s 1

p /2, con ~s 1
p la interpolación de ~s 1 al tamaño de las

imágenes.
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9.3. Implementación de un algoritmo de correlación

En la presente sección se describe la implementación de un algoritmo de correlación cuyo
objetivo es medir la deformación de un patrón de referencia con una elevada resolución
espacial. Esta caracteŕıstica permite a la presente implementación de la técnica Synthetic
Schlieren la reconstrucción de plumas térmicas y los detalles de su campo de temperatura.
El algoritmo se implementó como un software independiente y se caracterizó, en términos de
errores y respuesta en frecuencia, mediante ensayos con imágenes artificiales.

9.3.1. Descripción del algoritmo

El algoritmo es del tipo iterativo con deformación de imágenes (cf. 9.2.2) y uno de los
pocos capaces de resolver estructuras menores al tamaño de las ventanas de interrogación.
Éste fue desarrollado para la técnica Particle Image Velocimetry (PIV) por Astarita et. al.
[27, 130, 136, 137]. El procedimiento utiliza ventanas de peso que permiten: (i) estabilizar el
proceso iterativo y (ii) controlar la respuesta en frecuencia espacial del algoritmo.

Pasos del algoritmo

Para medir un campo de deformación, el algoritmo utiliza un método estimador corrector
que se indica en la figura 9.10 y consiste en los siguientes pasos:

1. Estimador. En cada iteración k el campo de deformación, ~s k, se estima calculando el
coeficiente de correlación entre cada par de ventanas de interrogación f y g.

2. Estimador denso. Se construye el estimador denso, ~sp
k, interpolando el estimador en

cada pixel de las imágenes en estudio.

3. Deformación de imágenes. Se obtienen las imágenes deformadas, Ik0 y Ikt , de acuer-
do al estimador denso de la iteración anterior, ~sp

k−1, en un esquema de diferencias
centrales.

4. Correlación de imágenes. Se calcula el campo corrector, ~s kc , aplicando el método de
estimación descrito en el paso 1.

5. Evaluación del desplazamiento. El desplazamiento, ~s k, se obtiene con el método
Top Hat Moving average (THMA) evaluando:

~s k = ~s k−1
p + ~s kc (9.14)

con ~s k−1
p el desplazamiento obtenido del promedio del estimador denso, ~s k−1

p , luego de
ponderarlo por una ventana de peso Top-Hat, i.e. con un perfil de sombrero de copa.

En el paso del estimador, el coeficiente de correlación no es simétrico debido a que en su
cálculo se utiliza una ventana de peso (cf. 9.2.1). Por lo tanto, éste se obtiene del promedio
de las matrices resultantes al intercambiar las ventanas de interrogación f y g. Para reducir
el tiempo computacional asociado a este paso, el coeficiente se calcula en la primera iteración
mediante la transformada rápida de Fourier (cf. ec 9.8). En las siguientes iteraciones, el
coeficiente se calcula en forma directa (cf. ec 9.4), solamente para los valores próximos al
máximo de correlación. En ambos casos se aplica el estimador Gaussiano (cf. ec. (9.9)) para
obtener el máximo de correlación en coordenadas subpixel.
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Figura 9.10: Esquema de las dos primeras iteraciones del algoritmo de correlación para recuperar
un campo de deformación sinusoidal entre las imágenes I0 e It. En la primera iteración, el estimador
es nulo y el campo de deformación, ~s 1, equivale al corrector ~s 1

c . En la segunda iteración, se calcula
el campo de deformación, ~s 2, sumando el estimador obtenido de la iteración anterior y el corrector,
~s 2
c , calculado a partir de las imágenes I2

0 e I2
t deformadas por el campo de deformación anterior.

El algoritmo se implementó en un código computacional escrito en Ansi C en conjunto con
diversas libreŕıas de procesamiento de imágenes. En el código, cuya estructura se describe en el
Anexo F.1, se define un caso de estudio mediante un archivo de parámetros y entrega archivos
de registro del cálculo de cantidades relevantes en cada iteración. Las libreŕıas desarrolladas
permiten la lectura y escritura de archivos en formato binario, interpolación de imágenes para
realizar su resampleo (paso 2) y deformación (paso 3) y cálculo del coeficiente de correlación
directa y en el espacio de Fourier.
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9.3.2. Ensayos del algoritmo

Los ensayos que se presentan a continuación se realizaron con el fin de evaluar el desem-
peño del algoritmo de correlación en términos de su exactitud y resolución espacial. Estos
ensayos se realizaron mediante secuencias de imágenes generadas artificialmente, en forma
similar a la evaluación de este tipo de algoritmos en el ámbito de la técnica PIV. En estas
secuencias el campo de deformación impuesto es conocido, lo que permite determinar el error
en su medición.

Simulación de secuencias de imágenes artificiales

Una secuencia de imágenes artificiales se genera a partir de una distribución espacial
aleatoria de part́ıculas como se muestra en la figura 9.11. En ella, la intensidad de luz de
cada part́ıcula tiene una distribución Gaussiana dada por [102]:

p(x, y) = I0 exp

[−(x− x0)2 − (y − y0)2

(dτ/
√

8)2

]
(9.15)

con (x0, y0) las coordenadas de su centro, I0 su intensidad máxima y dτ su diámetro
que corresponde a una intensidad I0/e

2 y contiene el 95 % de la luz difuminada. En cada
cuadro de una secuencia, las part́ıculas se desplazan de acuerdo al campo de deformación
impuesto. El procedimiento numérico para generar las secuencias consiste en integrar sobre
cada pixel la intensidad del conjunto de part́ıculas, sin embargo la evaluación directa de la
ec. (9.15) tiene un alto costo computacional. En el Anexo F.3 se desarrolla una expresión
más conveniente y se incluye un código computacional escrito en Matlab para la generación
de imágenes artificiales.
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Figura 9.11: Descripción de una imagen artificial. (a) Primer cuadro de una secuencia de tamaño
512× 512 pixels. (b) Perfiles de intensidad continua, p(x, y0), y discreta, I(x, y0), de una part́ıcula
de diámetro dτ = 3 pixels, ubicada en (x0, y0) con x0 = 5.3 pixels e y0 en el centro de un pixel.

Para los ensayos se generaron secuencias de imágenes artificiales con un tamaño de 512×
512 pixels2 y las caracteŕısticas que se indican en la Tabla 9.1. sin ruido. pixeles de la cámara
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digital factor unitario. Éstas son similares a las utilizadas por Astarita [27], a excepción de
I0 dado que en el presente caso la intensidad está discretizada en 10 Bits. El tamaño de
part́ıculas, dτ = 3.0 pixels, es próximo al óptimo para el presente algoritmo con deformación
de imágenes.

I0 [n.u.] dτ [pixels] Np [part́ıculas] cp [part́ıculas/pixel2] δp [pixels]

300 3.0 19922 0.076 4.09

Tabla 9.1: Caracteŕısticas de las imágenes artificiales. Se indican: I0 intensidad máxima, dτ diáme-
tro, Np número, cp densidad y δp ∼ 2/

√
πNp distancia media entre part́ıculas.

Parámetros del algoritmo

El algoritmo depende de diversos parámetros, entre ellos el tipo de ventanas de peso,
parámetros de malla, método de interpolación y número de iteraciones. La selección de las
ventanas de peso determina la estabilidad y resolución espacial del algoritmo, según se discute
en el Anexo cf. F.2. En los presentes ensayos, la ventana de peso para el estimador es la
propuesta por Nogueira (Nog32) de ancho 32 pixeles y para la evaluación del desplazamiento
una ventana Top-Hat (TH2) de lado 2 pixeles. El tamaño de la primera concuerda con el
tamaño de las ventanas de interrogación, de 32× 32 pixeles2, según se indica en la Tabla 9.2
junto con los parámetros principales del algoritmo. El método de interpolación utilizado en la
construcción del estimador denso y en la deformación de imágenes es Spline de quinto grado, el
cual permite obtener una mayor resolución espacial, según se discute en el Anexo mencionado
previamente. El campo de deformación se evalúa en una malla fina con un espaciado, ∆ = 2
pixeles, en forma iterativa durante de 40 iteraciones.

Wa Wb ∆ [pixels] sd1 sd2 nit

NOG32 TH2 2 5 5 40

Tabla 9.2: Parámetros del algoritmo de correlación. Se indica: Wa y Wb ventanas de peso para
el estimador y evaluación del desplazamiento, respectivamente; ∆ espaciado de malla; sd1 y sd2

grados Spline para el estimador denso y deformación de imágenes, respectivamente y nit número de
iteraciones.

Medición de la exactitud del algoritmo

Una primera caracteŕıstica del algoritmo que se desea evaluar es la exactitud de la me-
dición del campo de deformación. Esto se realiza generalmente en términos de los errores de
Bias εβ, aleatorio εσ y total εδ, dados por [27, 129]:

εβ = um − u εσ =

√√√√ 1

N

N∑

i=1

(um − um)2 εδ =

√√√√ 1

N

N∑

i=1

(um − u)2 (9.16)

donde u es el valor exacto impuesto, um el desplazamiento medido, um la media del valor
medido y N el número de muestras. El error de bias, εβ, indica la exactitud, mientras que el
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error aleatorio, εσ, indica la precisión del algoritmo. Estos errores se relacionan con el error
total, εδ, de acuerdo a:

ε2δ = ε2σ + ε2β (9.17)

que se cumple bajo la condición de un desplazamiento uniforme de las part́ıculas. Para
evaluar los errores mencionados previamente se utilizó una secuencia, cuyo detalle se mues-
tra en la figura 9.12, compuesta por 31 imágenes en las que se impone un desplazamiento
uniforme de u = 0.1 pixel/cuadro.

(a) (b)

0

u(y)

y

u

(c)

Figura 9.12: Secuencia artificial con un desplazamiento uniforme u(y) = u. Se muestra una región
de 32× 32 pixel2 de los cuadros: (a) inicial; (b) con un desplazamiento de u = 2.3 pixel. (c) Detalle
del perfil del desplazamiento impuesto u(y).

La evolución de los errores del algoritmo en función del desplazamiento impuesto se mues-
tra en la figura 9.13. En ella se puede observar una oscilación caracteŕıstica de los algoritmos
de correlación con deformación de imágenes. El peŕıodo de oscilación del error de Bias es de
1.5 pixeles, mientras que los errores aleatorio y total tienen un peŕıodo de 1 pixel. El valor
máximos del error total es 3.9 · 10−3 y para sus componentes, los errores de Bias y aleatorio,
tienen un valor de 3.1·10−3 pixels y 2.4·10−3 pixels, respectivamente. Esta pequeña magnitud
de los errores indica la gran exactitud del algoritmo implementado y es similar a la obtenida
en [27].
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Figura 9.13: Errores del algoritmo iterativo ante un campo de desplazamiento uniforme. Se mues-
tran los errores de: (a) bias εβ, (b) aleatorio εσ y (c) total εδ en función del desplazamiento impuesto
u.
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Medición de la resolución espacial del algoritmo

La resolución espacial de un algoritmo de correlación es una medida del tamaño de las es-
tructuras más pequeñas que puede resolver. El espaciado de malla se utiliza t́ıpicamente para
indicar esta medida, sin embargo una descripción obtiene mediante la función Modulation
Transfer Function (MTF) definida por [130, 136]:

MTF(λ) =
um(λ)

u(λ)
(9.18)

con um(λ) la medición del campo deformación sinusoidal impuesto, u(λ), con longitud de
onda λ.

(a) (b)

0

u(y)

y

λ

−A A

(c)

Figura 9.14: Secuencia artificial con un desplazamiento sinusoidal u(y) = A sin (2π y/λ). Se muestra
una región de 32×32 pixel2 de los cuadros: (a) inicial; (b) deformado con una amplitud A = 2 pixel
y longitud de onda λ = 24.6 pixels. (c) Detalle del perfil del desplazamiento impuesto u(y).

La resolución espacial del algoritmo se estimó mediante una secuencia de imágenes ar-
tificiales cuyo detalle se muestra en la figura 9.14. En ella se impone un desplazamiento
sinusoidal unidimensional de las part́ıculas, u, dado por:

u(y) = A sin

(
2π y

λ

)
(9.19)

con una amplitud A = 2 pixel y una longitud de onda en la vertical λ que vaŕıa entre 16
y 320 pixeles. Esta secuencia permite estimar la MTF de acuerdo a [137]:

MTF(λ) = 1−
√ ∑N

i=1(um − u)2

∑N
i=1(A sin(2π y/λ))2

(9.20)

donde um y u son los desplazamientos medidos e impuestos para las N muestras.

Los perfiles del desplazamiento impuesto y medido promedio se comparan en la figura
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9.16 (a) para un desplazamiento impuesto con una longitud de onda λ = 32 pixeles. En
este caso, donde la frecuencia espacial normalizada es ω ≡ W/λ = 1, prácticamente no se
observa el efecto de modulación. La modulación del campo de deformación medido se puede
apreciar para una longitud de onda λ = 16 pixeles, cuyo perfil medido se muestran en la
figura 9.16 (b). La magnitud de la modulación corresponde a la razón entre las amplitudes
de los desplazamiento medido e impuesto, Am y A, respectivamente, indicadas en la figura
mencionada previamente.

192 200 208 216 224 232 240 248 256

−1

−0.75

−0.5

−0.25

0

0.25

0.5

0.75

1

y [pixels ]

u
/
A
,
u
m
/
A

(a)

192 200 208 216 224 232 240 248 256

−1

−0.75

−0.5

−0.25

0

0.25

0.5

0.75

1

y [pixels ]

u
/
A
,
u
m
/
A A

Am

(b)

Figura 9.15: Medición de un campo de deformación sinusoidal. Se muestra el desplazamiento im-
puesto, u, y medido promedio, um para una longitud de onda del desplazamiento: (a) λ=32 pixeles
(ω=1); (b) λ=16 pixeles (ω=2). En ambas figuras: (−) desplazamiento impuesto; (◦) desplazamiento
medido (indicada a una tasa de muestreo reducida) y (−.) ajuste.

La modulación que realiza el algoritmo se puede apreciar en la figura 9.16, donde se
muestra la evolución de la función MTF con la frecuencia espacial normalizada ω. La cur-
va indica que el desempeño del algoritmo implementado es considerablemente mejor que el
de algoritmos con desplazamiento discreto de las ventanas de interrogación, cuya función
MTF coincide prácticamente con función de seno cardinal sinc(W/λ) que se muestra como
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referencia. La modulación del algoritmo implementado es prácticamente inexistente para un
campo de deformación con una baja frecuencia espacial, por ejemplo a ω = 0.1 donde la
función MTF equivale a 0.99. La función MTF decrece con la frecuencia espacial del campo
de deformación y toma valores los de 0.96 para ω = 1 y 0.68 para ω = 2. El comportamiento
anterior concuerda con los resultados de [129, 136, 137] e indica la elevada resolución espacial
que permite obtener el algoritmo implementado.
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Figura 9.16: Modulation Transfer Function (MTF) en función de la frecuencia espacial normali-
zada ω. Se muestra la función MTF: para (◦) W = 32 pixeles; (−) Respuesta de algoritmos con
desplazamiento discreto de las ventanas de interrogación dada por sin(πω)/(W sin(πω/W )).

Convergencia del algoritmo

Un último aspecto de interés consiste en que requiere el algoritmo para su convergencia.
En la figura 9.17 (a) se muestra la evolución de los errores de bias, aleatorio y total obtenidos
en el ensayo de un desplazamiento uniforme. Los errores decrecen rápidamente en las primeras
iteraciones y luego con en menor grado. El error total requiere de aproximadamente de 8 y
20 iteraciones para alcanzar el 10 % y 1 % de su de valor final, respectivamente. En la figura
9.17 (b) se muestra la evolución de la función MTF para distintas de iteraciones en función
de la frecuencia normalizada. De acuerdo a esta figura, para el caso de campo de deformación
con una longitud de onda de 32 pixeles, es decir ω = 1, el algoritmo requiere entorno a 32
iteraciones para alcanzar el 1 % de su valor final.
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Figura 9.17: Convergencia del algoritmo de correlación. (a) Evolución de los errores promedios de
bias εβ, aleatorio εσ y total εδ con el número de iteraciones nit. (b) Evolución de la función MTF
en función de la frecuencia espacial normalizada ω para las iteraciones indicadas al costado de la
figura.
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9.4. Estudio experimental de una pluma térmica en

una cavidad

La presente sección trata sobre la aplicación experimental de la técnica de medición óptica
Synthetic Schlieren a una pluma térmica laminar que se desarrolla al interior de una cavidad.
El interés consiste en la reconstrucción del campo de temperatura del fenómeno térmico que se
genera por un elemento calefactor delgado de geometŕıa rectangular. El elemento calefactor
cuenta un controlador de temperatura PID implementado mediante circuitos eléctricos de
drenaje de corriente y un puente de Wheatstone. El campo de temperatura del fenómeno bajo
la presente configuración es aproximadamente bidimensional, lo que permite su reconstrucción
a partir del registro de imágenes adquiridas desde un solo punto de observación. En el arreglo
óptico de Synthetic Schlieren se utiliza un monitor LED para mostrar el patrón de referencia
y variar en forma conveniente sus caracteŕısticas. La reconstrucción se realiza mediante el
algoritmo de correlación de imágenes desarrollado (cf. 9.2) y un algoritmo de integración de un
campo de gradientes. El post-procesamiento de los datos obtenidos indica que la dinámica
del desarrollo de plumas térmicas se relaciona con la potencia requerida por el elemento
calefactor para mantener este último a temperatura constante.

9.4.1. Dispositivo experimental para la generación de plumas
térmicas

El presente dispositivo experimental se encuentra dedicado al estudio de plumas térmicas
bajo la configuración que se indica en la figura 9.18. El fenómeno se desarrolla en una cavidad
de sección rectangular y dimensiones interiores 21.0 × 14.2 × 12.2 cm3 (alto Ht × largo Lt
× ancho Wt). Ésta se encuentra fabricada en vidrio, con paredes de espesor Lw = 4.8 mm y
cubierta por alturaH = 18.0 cm de agua destilada. El fondo de la cavidad se encuentra aislado
térmicamente y a mitad del largo se encuentra un elemento calefactor que genera el fenómeno
térmico mediante la disipación de calor por efecto Joule. El fenómeno tiene una distribución
de temperatura T (x, y, t) y evoluciona en el medio inicialmente a una temperatura T0.

Elemento calefactor

Un esquema del elemento calefactor fabricado para generar plumas térmicas se muestra
en la figura 9.19. Este consiste en una lamina de cobre delgada de dimensiones en mm de
0.15 × 10.08 × 121.25 (alto Hh × ancho Wh × largo Lh). En su cara inferior se encuentra
una capa de aislante eléctrico Kapton de espesor 0.02 mm y luego un alambre resistivo de
nickel cromo AWG 34 de diámetro 0.16 mm, resistencia Rh = 35.0 Ω y con terminales de 4
hilos para mediciones tipo Kelvin.

La temperatura se registra por un termistor NTC Semitec 223Fu5183-15U004 ubicado al
centro del elemento calefactor, en su superficie en contacto con el fluido. El termistor es de
diametro 0.5 mm, largo 2 mm y un tiempo de respuesta rápido de 50 ms. Para el fondo de la
cavidad en contacto con el fluido se entrega una condición adiabática aproximada mediante
una lámina de corcho usada como aislante témico y luego sucesivas capas de Kapton hasta
alcanzar la altura del elemento calefactor.
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Figura 9.18: Configuración en estudio. (a) Vista frontal. (b) Vista superior. Una pluma térmica
con distribución de temperatura T (x, y, t) se desarrolla al interior de una cavidad de ancho Wt y
alto Ht con una columna de agua de altura H a una temperatura inicial T0. El elemento calefactor
de ancho Wh se encuentra en el fondo, a mitad de ancho de la cavidad.
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Figura 9.19: Esquema de la vista inferior y detalle del elemento calefactor. El elemento calefactor
consiste en una lámina delgada de cobre de largo Lh y ancho Wh. Un alambre resistivo, aislado
eléctricamente por Kapton y con terminales de 4 hilos, disipa calor por efecto Joule a la lámina
de cobre. Un termistor de respuesta rápida registra la temperatura en la superficie superior del
calefactor.
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Parámetros de control

Los parámetros de control para el fenómeno de plumas térmicas son principalmente los
números adimensionales de Rayleigh y Prandtl, dados por:

Ra =
gα∆TW 3

νκ
y Pr =

ν

κ
(9.21)

con α el coeficiente de expansión térmica, ν la viscosidad cinemática, κ la difusividad
térmica y ∆T ≡ Tw − T∞ la diferencia entre las temperaturas de pared Tw y del fluido
no perturbado T∞. Como se discutió previamente (cf. Anexo B, Anexo E), las propiedades
con mayor variación con la temperatura son el coeficiente de expansión térmica y, en menor
grado, la viscosidad dinámica µ. En la figura 9.20 se muestra Ra en función de ∆T con sus
propiedades evaluadas a distintas temperaturas del fluido no perturbado.
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Figura 9.20: Número de Rayleigh en función de la diferencia de temperatura ∆T para distintas
temperaturas del fluido T∞.

9.4.2. Sistema de control del elemento calefactor

Para el elemento calefactor se desarrolló un sistema de control con objetivos de imponer
en él una temperatura deseada y determinar la potencia que éste debe disipar en el proceso.
La metodoloǵıa de control de temperatura es similar a la utilizada en las experiencias de
Rayleigh-Bénard (cf. 4.3). Su implementación, sin embargo, es diferente dado que el fenómeno
de plumas térmicas en agua evoluciona a una escala de tiempo considerablemente más rápida
y del orden de pocos minutos. Lo anterior presenta el requerimiento de un tiempo de respuesta
del sistema de control al que se orienta la cadena de medición del presente experimento que
se muestra en la figura 9.21. En ella, una placa de desarrollo Arduino Mega 2560 contiene al
algoritmo de control y se comunica con circuitos eléctricos para realizar las tareas de medición
de temperatura y retiro de corriente del elemento calefactor. Estos circuitos se describen con
más detalle en el Anexo G y son los siguientes:
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adquisición de datos

Arduino

algoritmo de control

circuito de drenaje de corriente

circuito de medición de temperatura elemento

calefactor

termistor
+

i(t)

PC

Vc

R    (t)

+

+ +

+

ADC

th

+

DAC

Figura 9.21: Cadena de medición. El circuito de medición de temperatura convierte a una señal
digital la variación de resistencia, Rth(t), del termistor ubicado en el elemento calefactor. La placa
Arduino determina de esta señal su temperatura y calcula mediante un algoritmo de control la
potencia y corriente deseada en el elemento calefactor. La placa Arduino env́ıa una señal digital al
circuito de drenaje de corriente para que retire esta cantidad, i(t), del elemento calefactor alimentado
por un voltaje Vc. Un PC adquiere en tiempo real los datos determinados por la placa arduino.

(ii) Circuito de medición de temperatura: Contiene en una de las ramas de un puente
de Wheatstone al termistor ubicado en el elemento calefactor. Los cambios de resistencia
del termistor, asociadas a su variación de temperatura, generan un voltaje en el puente
que mide un amplificador instrumental. Este voltaje se mide y convierte a una señal
digital mediante un conversor análogo digital (ADC) de 16 bit.

(i) Circuito de drenaje de corriente: Un transistor MOSFET retira corriente a través
una resistencia de medición y del elemento calefactor que se alimenta por un voltaje Vc.
El valor de corriente deseado se convierte a una señal de voltaje mediante un conversor
digital análogo (DAC) de 16 bit. Un amplificador operacional equipara esta señal con
el voltaje en la resistencia de medición para ajustar la corriente que retira el transistor.

Ambos circuitos se comunica con la placa Arduino a una frecuencia de muestreo de 25
Hz mediante rutinas desarrolladas con el protocolo Serial Peripheral Interface (SPI). Un PC
realiza a esta frecuencia la adquisición de datos del control de temperatura del elemento
calefactor que recibe de la placa Arduino.
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Controlador de temperatura

El controlador de temperatura del elemento calefactor es del tipo proporcional integral
(PI) y su diagrama de bloques se muestra en la figura 9.22. La variable de control es la
temperatura de pared de la lámina de cobre, Tw, que registra el termistor y r su señal de
referencia. El controlador calcula el error:

e(t) = r(t)− Tw(t) (9.22)

y lo utiliza para determinar la potencia p(t) que debe disipar el elemento calefactor por:

p(t) = P e(t) + I

∫ t

0

e(t) dt+D
de(t)

dt
(9.23)

con P , I y D los coeficientes del controlador. La corriente i que debe imponer la fuente
se determina por:

i =

√
p

Rh

(9.24)

donde la resistencia del alambre resistivo vaŕıa levemente de acuerdo a:

Rh = Rh0 [1 + α(T − T0)] (9.25)

con Rh0 su resistencia a la temperatura de referencia T0 y α = 4 ·10−3 Ω/◦C el coeficiente
de temperatura para el alambre de Niquel Cromo. El algoritmo de control no considera estas
variaciones con la temperatura y utiliza el valor nominal RH ≡ Rh0 = 35.0 Ω. Por otra parte,
el algoritmo de control calcula la potencia suministrada, es decir, no realiza correcciones
pérdidas de calor.

PID
alambre

resistivo
+

-

r(t)
fuente de

corriente

i(t) p(t) T   (t)
wlámina de

cobre

elemento calefactor

Figura 9.22: Diagrama de bloques de control del elemento calefactor. La variable de control es la
temperatura Tw de pared de este elemento registrada por un termistor y r su señal de referencia.
El elemento calefactor está modelado por un alambre resistivo que se alimenta por una corriente i
y que disipa una potencia p en forma de calor a una lámina de cobre.

Los elementos del circuito de medición de temperatura se escogieron de manera que la
medición de esta cantidad es posible en el rango T ∈ [14,32] ◦C. El rango de operación
del circuito de drenaje de corriente es i ∈ [0, 400] mA, el cual se limitó en las pruebas a
una corriente máxima de imax = 350 mA con el objeto de proteger el alambre resistivo del
elemento calefactor. Lo anterior corresponde a un rango de suministro de potencia de p ∈
[0,4.29] W.
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Ajuste de los coeficientes del controlador

En la presente sección se discute el ajuste de los coeficientes del controlador que determi-
nan en gran parte la estabilidad y desempeño del algoritmo de control. Para ello se emplearon
los métodos de Ziegler-Nichols [20] y de ensayo y error mediante pruebas de escalón de tem-
peratura.

El primer método de Ziegler-Nichols consiste en estudiar la respuesta del sistema ante
de escalón de entrada. El método se aplica la curva de respuesta tiene la forma de “S” y
se caracteriza por dos constantes: tiempo de retardo y constante de tiempo. Esta prueba se
realizó imponiendo escalones de potencia de magnitud variable y la respuesta se expresó como
la diferencia entre las temperaturas de pared y el fluido no perturbado, ∆T (t) = Tw(t)−T∞.
Las curvas de respuesta se muestran en la figura 9.23 (b), en las que no se aprecia una forma
de “S” por lo que aplicación del método no es posible. Resulta interesante que su forma similar
a la obtenida en la simulación numérica de pluma térmica a potencia constante (cf. Anexo
E, figura E.8). Las curvas obtenidas en la simulación y experiencias presentan un sobrepaso
y estas últimas indican que el tiempo de subida decrece con la potencia suministrada. Luego
del sobrepaso, las curvas se aproximan a un valor estacionario, con una variación de ±0.1◦C
en el lapso de 1 min. Esta pequeña variación puede ser generada por la evolución de la pluma
térmica, pérdidas de calor o por cambios leves de la resistencia del elemento calefactor.
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Figura 9.23: Respuesta en temperatura ante un escalón de potencia impuesto en el elemento ca-
lefactor. Se muestra la evolución temporal de la diferencia de temperatura ∆T para escalones de:
(I) 0.5 W; (�) 1.0 W; (•) 1.5 W y (�) 2.0 W.

En el segundo método de Ziegler-Nichols se estudia la respuesta del sistema bajo un control
netamente proporcional, es decir con coeficientes I = 0 y D = 0, mientras que el coeficiente P
se aumenta hasta alcanzar la oscilación de la salida del sistema. Los coeficientes se obtienen de
este valor cŕıtico de P y del peŕıodo de las oscilaciones. Esta prueba se realizó en una primera
etapa con aire como fluido de trabajo y se observó la oscilación del sistema. En los ensayos en
agua, sin embargo, no se observaron oscilaciones con el aumento considerable del coeficiente
proporcional, P ≤ 25, para ∆T = 0.5 oC y ∆T = 1.0 oC, por lo que no se empleó este método.

159



0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

t [s]

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2
∆
T

[◦
C
]

I creciente

(a)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

t [s]

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

∆
T

[◦
C
]

D creciente

(b)

Figura 9.24: Respuesta a un escalón de temperatura. Se muestra la evolución temporal de la
diferencia de temperatura, ∆T , ante un escalón de 1.0 ◦C para un control: (a) PI con P = 2 fijo e
I variable de 0.2 a 0.5 en pasos de 0.1; (b) PID con P = 2, I = 0.4 fijos y D variable con valores
de: 0, 0.5 y 2.

Luego de descartar los métodos de Ziegler-Nichols se procedió a estudiar la respuesta del
sistema de control ante escalones de temperatura para distintos valores de sus coeficientes.
En la figura 9.24 se comparan controles del tipo PI y PID manteniendo un coeficiente pro-
porcional P = 2 fijo y la magnitud de los escalones en 1.0 ◦C. En la figura 9.24 (a) se puede
apreciar que valores más pequeños del coeficiente integral disminuyen el sobrepaso, pero au-
mentan el tiempo de subida. En la figura 9.24 (b) se pueden observar los efectos del término
derivativo, para el cual se implementó en la placa Arduino un filtro Butterworth de segundo
orden con una frecuencia de corte de 5 Hz. El término derivativo prácticamente no afecta al
sobrepaso y aumenta tiempo de respuesta del controlador. La respuesta de los controles PI y
PID se comparan en la figura 9.25, en términos de la serie de potencia y la contribución de
los términos de error, para escalones de magnitud 1.0 ◦C. El control PI evoluciona levemente
más rápido que el control PID, de acuerdo con sus coeficientes del integrador, I = 0.5 e
I = 0.4, respectivamente. Por otra parte, el término derivativo influye principalmente en la
etapa inicial del control PID.

Los casos anteriores proporcionan un control es estable y que logra la anulación el error
estacionario, sin embargo la respuesta es lenta. Un aumento de coeficiente proporcional puede
aumentar tiempo de respuesta, pero genera mayor sobrepaso. Por lo anterior, se fijó P = 2
y se definió una etapa de saturación para un error e(t) > eth ≡ 0.3 ◦C, según se indica en la
figura 9.26 (a). En ella se suministra una potencia máxima pmax = 2 W y se anula el error
integral ei = 0. Luego, el control es del tipo PI con un coeficiente integral elevado, I = 1.8,
para disminuir el tiempo de respuesta del controlador. El resultado se puede apreciar en
la evolución temporal de potencia que se muestra en la figura 9.26 (b). La curva del error
integral se acerca la curva de potencia y logra reducir el error. Esta estrategia permite un
funcionamiento correcto del sistema de control y se utilizó en las experiencias que se discuten
en las siguientes secciones.
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Figura 9.25: Evolución temporal de potencia, p, para un escalón temperatura de 1.0 ◦C y un control:
(a) PI con P = 2 e I = 0.5. (b) PID con P = 2, I = 0.4 y D = 2. Se muestra la curva de (I)
potencia y los términos: (�) proporcional P e(t); (•) integral I

∫
e(t) y (�) derivativo Dde(t)/d t.
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Figura 9.26: Respuesta a un escalón de temperatura de 1.0 ◦C para un control PI con anulación del
integrador en saturación. (a) Evolución temporal de la diferencia de temperatura ∆T . Se indican
las regiones de: (I) saturación, donde e(t) > eth ≡ 0.3 ◦C y p(t) = pmax ≡ 2 W y (II) control PI con
coeficientes P = 2 e I = 1.8. (b) Evolución temporal de (I) potencia p. Se indica la potencia en
saturación pmax y la contribución de los términos: (�) proporcional P e(t) e (•) integral I

∫
e(t).
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9.4.3. Implementación de Synthetic Schlieren

En la presente sección se discute la implementación de la técnica Synthetic Schlieren para
el estudio de plumas térmicas, que se destaca principalmente por el uso de un monitor LED
para mostrar el patrón de referencia. Esto presenta diversos beneficios, tales como facilitar la
alineación del montaje o modificar en forma conveniente el tipo patrón y sus caracteŕısticas.

Configuración y resolución del arreglo óptico

Los elementos del arreglo óptico se dispusieron de acuerdo al esquema que se muestra
en la figura 9.27. La adquisición de imágenes se realiza mediante una cámara digital Nikon
D5200 DSLR, ajustada con un lente Nikkor AF-S DX 18-140mm, f/3.5-5.6G ED VR y es
controlada por un PC. La cámara adquiere imágenes del patrón de referencia, que observa a
través de la sección de prueba y que se exhibe un monitor LED. El monitor es un Ipad de
9.7” (Apple products) y es controlado, a una tasa de refresco de 60 Hz, por un segundo PC
que maneja el sistema de control de temperatura de la pluma térmica.
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eje óptico

elemento

calefactor

Figura 9.27: Arreglo óptico para el estudio de plumas térmicas. La cámara digital observa el patrón
de referencia a través de la sección de prueba. Una fuente de calor genera una pluma térmica cuya
evolución crea la distorsión aparente del patrón de referencia. En la figura se indican: distancias
axiales Lr, Lw, Lt y Lc e ı́ndices de refracción del aire na, paredes laterales nw y fluido n(x, y, t).

La interpretación del arreglo óptico (cf. sec. 8.2.1, Anexo D), entrega la siguiente relación
entre el campo de deformación de las imágenes, ~s, y el gradiente de temperatura en el medio:

~s = C ′∇T (x, y, t) con C ′ = −M Lt

(
Lw
nw

+
Lt
2n0

+
Lr
na

)
dn

dT
(9.26)

donde M es el aumento de sistema óptico, dn/dT la variación del ı́ndice de refracción
del medio con la temperatura y se asume que la cámara está enfocada en el patrón de
referencia. Los términos correspondientes a las distancias axiales entre los elementos usadas
en las experiencias y los ı́ndices de refracción de los distintos medios se encuentran en la tabla
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Lr [cm] Lw [cm] Lt [cm] Lc [cm] na nw n0 dn/dT [K−1]

22.8 0.48 12.2 54.5 1.000 1.52 1.333 −1.5862 · 10−4

Tabla 9.3: Distancias axiales, Índices de refracción del aire na, paredes laterales de vidrio nw, agua
n0 y variación de este último con la temperatura dn/dT

9.3. La variación del ı́ndice de refracción del agua con la temperatura se determinó mediante
la expresión de Murphy y Alpert [78]:

dn

dT
= −3

2

αn0(λ)(n2
0(λ)− 1)

(2n2
0(λ) + 1)

(9.27)

donde el término base del ı́ndice de refracción del medio que se obtuvo de la ecuación
de dispersión de Cauchy [76]: n0(λ) = A + B/λ2, con constantes A = 1.324166 ± 1.3 · 10−5

y B = 3063.799 ± 0.031 de acuerdo a las experiencias de [138]. Para evaluar la ec. (9.27)
se utilizó el valor del coeficiente de expansión térmica de α = 4.65 · 10−4 K−1 tomado de
esta última referencia para agua a 20 oC. En la tabla 9.3 se indica la variación del ı́ndice de
refracción del agua con la temperatura para una longitud de onda de la luz λ = 589 nm y
una temperatura de T = 16 oC.

El aumento de sistema óptico, M , se relaciona con la distancia focal y la posición aparente
del objeto, S ′o (cf. Anexo D, ec D.18). Resulta conveniente, sin embargo, evaluar M de la
razón entre distancias espećıficas en el sensor ∆~xs y en el patrón de referencia ∆~xr, de acuerdo
a:

M =
∆~xs
∆~xr

(9.28)

considerando que la pantalla del monitor tiene dimensiones 19.704×14.778 cm2 y una re-
solución de 2048×1536 pixeles2, mientras que el sensor de la cámara digital tiene un tamaño
de 23.5 × 15.6 mm2 y una resolución de 2564.102 pixeles/cm. En la tabla 9.4 se indica el
aumento óptico M y la constante de proporcionalidad C ′ para los casos en que se adquirieron
imágenes en los formatos RAW, i.e. los datos que son captados por el sensor de la cámara
digital sin procesamiento, y de video. En dicha tabla se encuentra además la resolución del
gradiente de temperatura para un desplazamiento medido en unidades de pixeles dada por
RT = 1/(C ′ hp), con hp el tamaño de un pixel del sensor.

Formato resolución [pixeles2] M C ′ [cm2/K] RT [◦C/(cm pixel)]

RAW 6000×4000 −7.11 · 10−2 −3.808 · 10−3 -0.102
Video 1920 ×1080 −2.30 · 10−2 −1.234 · 10−3 -0.316

Tabla 9.4: Resolución para los formatos de imagen nativo (RAW) y de video de la cámara digital,
aumento óptico M y constante C ′ del arreglo óptico
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Caracteŕısticas del patrón de referencia aleatorio

El patrón de referencia que muestra el monitor LED para el uso del algoritmo de corre-
lación consiste en una distribución aleatoria de part́ıculas generada por un código compu-
tacional. El patrón empleado en las experiencias se generó mediante el usado para crear las
imágenes artificiales de los ensayos del algoritmo de correlación (cf. 9.3.2, Anexo F.3). El
patrón es de tamaño 1536 × 1792 pixeles2, cuyo ancho coincide con el del monitor LED y
cuyas caracteŕısticas que se indican en la tabla 9.5. El tamaño de las part́ıculas, de 1.5 pixeles
en la imagen generada por código, en las imágenes depende del formato de adquisición de la
cámara digital. Estas siguen las relación de un pixel en el monitor corresponde a 1.753 pixeles
en imagen RAW y 0.568 pixeles en video. En RAW diámetro aproximado 2.63 pixeles. En la
figura 9.28 se compara un área seleccionada del patrón generado por código y registrado por
la cámara digital en formato RAW y video.

(a) (b) (c)

Figura 9.28: Patrón referencia con un motivo aleatorio de part́ıculas. Se muestras las imágenes del
patrón: (a) generada por código y adquirida en formatos (b) RAW de 14 Bits y (c) de video de 8
Bits.

I0 [n.u.] dτ [pixels] Np [part́ıculas] cp [part́ıculas/pixel2] δp [pixels]

300 1.5 836764 0.304 2.05

Tabla 9.5: Caracteŕısticas del patrón de referencia generado por código. Se indican: I0 intensidad
máxima, dτ diámetro, Np número, cp densidad y δp ∼ 2/

√
πNp distancia media entre part́ıculas.

Visualización cualitativa del fenómeno térmico

Una primera experiencia consistió en realizar una visualización cualitativa con el objetivo
de verificar la resolución del arreglo óptico y la generación del fenómeno térmico. Para ello se
empleó el método de franjas (cf. 8.2.2) y un patrón compuesto por ĺıneas horizontales claras
y oscuras, cada una de espesor en el monitor LED de 6 pixeles. La imágenes se adquirieron
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en formato nativo de la cámara digital (RAW), con un f-number 5.6, ISO 400 y un tiempo
de exposición de 1/30 s. La distancia focal se varió levemente para evitar un efecto adverso
a la medición de franjas de moiré y que genera el muestro del monitor LED por parte de la
cámara, ambos con un mallado de pixeles de tamaño similar.

(a) (b) (c)

Figura 9.29: Visualización cualitativa de una pluma térmica para ∆T = 1.25 ◦ C. Se muestran las
imágenes (a) I0 del instante inicial y (b) It luego de 33.3 s. (c) Resta de intensidad, I(t)−I(t0), entre
ambas imágenes. Las coordenadas están adimensionalizadas por el ancho del elemento calefactor
Wh = 1.08 cm.

En las figuras 9.29 (a) y (b) se muestran imágenes del patrón de referencia no perturbado
y perturbado por una pluma térmica, I0 e It, respectivamente. Esta última corresponde a
33.3 s de evolución del fenómeno generado bajo control PI de temperatura con ∆T = 1.25
◦C. En la figura 9.29 (c) se muestra la resta de la intensidad de ambas imágenes, It− I0, que
indica las zonas con una componente vertical del gradiente de ı́ndice de refracción, ∂n/∂y, no
nula. Al mantener el signo en la resta (cf. 8.2.2), se generan pares de franjas claras y oscuras,
donde el signo del gradiente de temperatura es positivo desde una franja oscura hacia una
clara.

165



9.4.4. Medición de potencia y del campo de temperatura

En esta sección se discuten los resultados obtenidos para la evolución de una pluma
térmica al interior de la cavidad bajo control de temperatura. Primero se presenta la medición
de potencia requerida para la formación del fenómeno y luego la evolución de su campo de
temperatura.

Evolución temporal de temperatura y potencia

En cada experiencia, la temperatura de pared del elemento calefactor, Tw, se encuentra
inicialmente a la temperatura del fluido no perturbado T∞ = 15.86 ± 0.05 ◦C, donde esta
variación considera el total de experiencias. Luego se genera una pluma térmica mediante un
escalón de temperatura que impone el controlador PI en este elemento. En la figura 9.30 se
muestra la evolución temporal de la diferencia de temperatura ∆T ≡ Tw−T∞ para escalones
de magnitud 1.00 ◦C, 1.25 ◦C y 1.50 ◦C. El tiempo de subida de las curvas es menor a 10
s, su sobrepaso es del orden de 10 % y su tiempo de establecimiento es menor a 18.5 s para
una banda de error del 2 %. La evolución temporal del error del controlador para estas se-
ries se muestra en la 9.31. Luego del tiempo de establecimiento, el error es menor a 0.03◦C y
después de 50 s su valor promedio es de 7.2·10−4 ◦C y su desviación estándar es de 1.6·10−3 ◦C.
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Figura 9.30: Evolución temporal de la diferencia de temperatura, ∆T , durante la evolución de una
pluma térmica generada por un escalón de magnitud: (�) 1.0 ◦C; (•) 1.25 ◦C y (�) 1.5 ◦C.

La potencia registrada en las experiencias anteriores para el sistema bajo control, es decir,
luego del tiempo de establecimiento del controlador, se muestra en la figura 9.32. Para cada
curva se puede observar entorno a los 30 s un máximo cuya magnitud aumenta con ∆T .
Como se discute en el próximo punto, la presencia de estos máximos se puede asociar a
la formación de la pluma térmica. Luego de aproximadamente 50 s la potencia disminuye
levemente, pero en forma sostenida hasta el término de cada adqusición. Un monitoreo del
voltaje en el elemento calefactor permitió descartar que este comportamiento se debe al
cambio en el valor de su resistencia, la cual permanece prácticamente constante.
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Figura 9.31: Evolución temporal del error, e, del controlador PI de temperatura durante la evolución
de una pluma térmica generada por un escalón de magnitud: (�) 1.0 ◦C; (•) 1.25 ◦C y (�) 1.5 ◦C.
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Figura 9.32: Evolución temporal de potencia, p, durante la evolución de una pluma térmica generada
por un escalón de magnitud: (�) 1.0 ◦C; (•) 1.25 ◦C y (�) 1.5 ◦C.

Evolución de los campos de temperatura

En las experiencias descritas en el punto anterior se adquirieron imágenes del patrón de
referencia en formato de video para la reconstrucción del campo de temperatura de la plu-
ma térmica. La aplicación de algoritmos para la reconstrucción del campo de temperatura
se realizó de acuerdo metodoloǵıa de procesamiento de imágenes discutida previamente (cf.
8.2.2,9.1.1). En las experiencias se realizó la adquisición de imágenes en los formatos nati-
vo de la cámara digital (RAW) y de video de 8 Bits. El formato RAW entrega una mayor
resolución, sin embargo genera un mayor desajuste entre imágenes producto de la vibración
que genera el disparo de la cámara digital. Por este motivo, se trabajó principalmente con
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(a) (b) (c)

Figura 9.33: Imágenes del patrón de referencia en formato de video para ∆T = 1.00 ◦C. (a) Imagen
I0 del instante inicial medio no perturbado. (b) Imagen It para 43.35 s de evolución. (c) Visualización
cualitativa de la pluma térmica mediante la resta de intensidad, It − I0, entre ambas imágenes.

imágenes en formato de video, que se procesaron según se describe a continuación:

Preprocesamiento de imágenes. Las imágenes en formato de video contienen una
cierta componente de ruido, que se redujo promediando 15 cuadros para la imagen del estado
inicial y 3 cuadros para las imágenes del medio perturbado. En la figura 9.33 se muestran
imágenes promedio para el estado inicial y luego 43.35 s de evolución de una pluma térmica
generada por un escalón de ∆T = 1.00 ◦C. La distorsión aparente del patrón de referencia es
prácticamente imperceptible, sin embargo la resta ambas imágenes en dicha figura permite
apreciar la formación de una pluma térmica.

Medición del campo deformación. El campo deformación entre las imágenes se deter-
minó mediante el algoritmo de correlación con ventanas de interrogación de tamaño 32× 32
pixeles2, distribuidas en una malla fija con un espaciado de 1 pixel. En forma similar a los
ensayos del algoritmo (cf. 9.3.2), las ventanas de peso para el estimador y empleada en la
evaluación del desplazamiento son la propuesta por Nogueira y Top-Hat de lado 2 pixeles,
respectivamente. A su vez, el método interpolación para la construcción del estimador denso
y en la deformación de imágenes es Spline de quinto grado.

Cálculo del campo de temperatura. El cálculo del campo de temperatura se realizó
mediante el algoritmo de integración intgrad2 [139] usando la condición de borde de Diri-
chlet.
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Figura 9.34: Evolución temporal del campo de temperatura de una pluma térmica entre los instantes
t = 13.35 s y t = 63.35 s, con un intervalo de 5 s. La pluma se generó por un escalón de temperatura
de magnitud de 1.00 ◦C, que corresponde a un número de Rayleigh Ra = 1.05 · 104.
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En las experiencias se ajustó el número de Rayleigh por debajo del umbral de inestabilidad
de una pluma térmica bajo una configuración similar. Este umbral toma un valor de Ra ∼
6 · 105 para Pr = 7 de acuerdo a las simulaciones numéricas realizadas por Hattori et. al.
[140]. En la figura 9.34 se muestra la evolución del campo de temperatura obtenido para
∆T = 1.0 ◦C y que corresponde a un número de Rayleigh Ra = 1.06 · 104. En ella se puede
apreciar, en una primera etapa, la formación de la capa ĺımite térmica entorno al elemento
calefactor y luego el desarrollo inicial de la pluma térmica. Este proceso sucede hasta que la
potencia alcanza un valor máximo, en aproximadamente t = 38 s, de acuerdo a la figura 9.32.
A partir de este instante se observa, a su vez, un quiebre en la altura recorrida por la pluma
térmica, h, obtenida de los campos de temperatura y que se muestra en la figura 9.35. Luego
del quiebre, pluma se asciende a una velocidad aproximadamente constante de 0.12 cm/s, la
cual se puede contrastar con el valor teórico [141, 142]:

v = (0.57± 0.02)
ln ε−2

2π

(
αgP

ρCpν

)1/2

(9.29)

donde ε satisface la ecuación ε4 ln ε−2 = Pr−1 y el número de Prandtl cumple Pr > 7.
Para la potencia se utilizó su valor promedio, P = 0.58 W, obtenido en el intervalo 38 s < t <
60 s y que entrega una velocidad de 0.14 cm/s, es decir con un 14 % de error.
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Figura 9.35: Altura recorrida por la pluma térmica h, en función del tiempo para un escalón de
temperatura de magnitud 1.0 ◦C, es decir, con un número de Rayleigh Ra = 1.06 · 104. Se indica la
velocidad de ascenso de la pluma v = 0.12 cm/s a partir del instante t = 38 s.
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9.5. Conclusiones

En el presente caṕıtulo se dedicó al desarrollo de la técnica óptica de medición Sythetic
Schlieren y su aplicación a la reconstrucción del campo de temperatura de plumas térmicas.
Una primera etapa del trabajo se dedicó a la investigación sobre los temas involucrados e
implementación de algoritmos. En ella se realizaron las siguientes tareas:

(i) Interpretación del arreglo óptico de la técnica Sythetic Schlieren realizada con el obje-
tivo de determinar el desplazamiento aparente del patrón de referencia que genera el
medio en estudio. En ella se utiliza el método de matrices de propagación, un modelo
para la cámara digital compuesto por un lente y un sensor CCD y se presenta en el
Anexo D.

(ii) Simulación numérica de una pluma térmica en una cavidad que permitió caracterizar
el fenómeno térmico en términos de la transferencia de calor, formación inicial de una
pluma térmica y la posterior evolución de su campo de temperatura.

(iii) Implementación de un algoritmo de correlación para cuantificar la deformación del
patrón de referencia propio de la técnica Synthetic Schlieren. El algoritmo es del tipo
iterativo con deformación de imágenes y busca cumplir con los requerimientos de reso-
lución espacial elevados que presenta el campo de temperatura caracteŕıstico de plumas
térmicas. El algoritmo se implementó en un código computacional escrito en Ansi C y
requirió de la elaboración de una serie de rutinas de procesamiento de imágenes.

(iv) Ensayo del algoritmo de correlación mediante imágenes generadas artificialmente. Una
prueba de desplazamiento uniforme impuesto a las part́ıculas permitió constatar la alta
precisión que entrega el algoritmo. La modulación espacial que realiza el algoritmo,
descrita por la función MTF, se estimó mediante un campo deformación sinusoidal
impuesto en las part́ıculas. Esta prueba indica que el algoritmo permite recuperar un
elevado rango de frecuencias espaciales y que es robusto ante elevados gradientes de
deformación.

En una segunda etapa se aplicó el método óptico desarrollado al estudio experimental de
una pluma térmica al interior de una cavidad. En ella cabe destacar:

(i) Implementación de un dispositivo experimental para generar plumas térmicas. Para ello
se desarrolló un sistema de control Proporcional Integral Derivativo (PID) de tempera-
tura para el elemento calefactor que genera el fenómeno térmico. El sistema de control
se basó en los circuitos eléctricos de drenaje de corriente y medición de temperatura. El
uso de conversores análogo digital, digital análogo y una placa de desarrollo Arduino
para la comunicación con los circuitos permito la adquisición de datos en un PC.

(ii) Ensayos del controlador de temperatura. Se estudió la respuesta del sistema ante un es-
calón de potencia en términos de la temperatura del elemento calefactor. Las curvas de
potencia experimentales presentan un comportamiento similar a la curva de tempera-
tura que se obtuvo mediante simulación numérica. Se ajustaron experimantalmente los
coeficientes del controlador y se observó mediante ensayos de escalones de temperatura
la estabilidad y tiempo de respuesta adecuado del sistema de control.

(iii) Implementación de un arreglo óptico de Synthetic Schlieren. En la presente implemen-
tación se utilizó un monitor LED controlado por computador que permite conveniente
para mostrar distintos tipos de patrones de referencia y variar sus caracteŕısticas.
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(iv) Observación cualitativa del fenómeno térmico mediante un patrón de referencia com-
puesto por franjas horizontales. Este método de medición que no requiere mayores
recursos computacionales permitió la alineación del montaje experimental y verificar
que este funciona del correctamente.

(iii) Reconstrucción del campo de temperatura de una pluma térmica bajo control PID de
temperatura. El método óptico implementado permite observar el desarrollo espacio
temporal de plumas en la cavidad. En las experiencias se observa que la erupción
de la pluma que ocurre entorno un máximo de potencia requerida para mantener la
temperatura del elemento calefactor constante. En este instante se observa, a su vez, la
transición a un desplazamiento a velocidad constante de la pluma térmica.

El método óptico implementado constituye un método conveniente de medición dado su
carácter no intrusivo. Sus aplicaciones son diversas, entre ellas el estudio de diversos tipos
flujos térmicos o fenómenos donde la variable de interés se relaciona con el ı́ndice de refracción
del medio como lo son flujos de superficie o dinámica de anillos de vorticidad. Las herramien-
tas desarrolladas durante esta etapa del trabajo tienen, a su vez, distintas aplicaciones. El
algoritmo de correlación de imágenes, por ejemplo, se puede emplear en una implementación
de la técnica de medición Particle Image Velocimetry (PIV). Por otra parte, el sistema de
adquisición y control de temperatura basado en circuitos eléctricos puede reducir los costos
en la implementación de un montaje experimental.
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Caṕıtulo 10

Conclusiones generales

El presente trabajo tuvo como objetivo general desarrollar de técnicas experimentales de
medición para el estudio de fenómenos térmicos. El trabajo consistió de las siguientes partes
principales:

Estudio experimental sobre la convección de Rayleigh-Bénard

El objetivo principal de esta parte del trabajo consistió en observar transiciones de flujo
en la inestabilidad en términos de la transferencia de calor. Este tema surge de posibilidad
de aplicar esta técnica de medición al estudio de convección inclinada, donde una nueva com-
ponente del vector de gravedad permite transitar entre distintos reǵımenes de flujo.

Para cumplir con el objetivo propuesto fue necesario contar con un montaje experimental
capaz de medir pequeñas variaciones de la transferencia de calor generadas por transiciones
de flujo. Esto motivó una extensa etapa de puesta en marcha del montaje experimental im-
plementado inicialmente por [58–60]. En ella, el desarrolló de un nuevo método de medición
de temperatura y modificaciones al sistema de control de la experiencia permitieron alcan-
zar la resolución en temperatura y potencia requerida. Luego se estudió el comportamiento
transiente y estacionario del sistema en el régimen de conducción. Esto permitió caracterizar
el comportamiento de las pérdidas de calor y escalas temporales del sistema.

En la última etapa del trabajo se estudió la transferencia de calor en régimen de convec-
ción. Para una configuración horizontal de la celda se caracterizó la transferencia de calor del
fluido y se obtuvo el número de Rayleigh cŕıtico que indica la transición entre los reǵımenes
conductivo y convectivo. Finalmente se caracterizó el fenómeno de convección para un ba-
rrido de ángulo de inclinación de la celda. En esta experiencia se lograron observar cambios
en la transferencia de calor generadas por transiciones de flujo. El comportamiento general
observado concuerda con experiencias similares y se encontró un régimen dependiente del
tiempo a leves ángulos de inclinación. Otro aspecto interesante que se recoge de las experien-
cias es que la precisión del sistema de medición de temperatura permite detectar cambios en
el fluido de la lectura de sensores ubicados en las placas que lo confinan.

Reconstrucción del campo de temperatura de plumas térmicas

Esta segunda parte del trabajo tuvo como objetivo principal implementar un método ópti-
co capaz de reconstruir la distribución espacio temporal del campo de temperatura de plumas
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térmicas. El método desarrollado se basa en la cuantificación de la deformación aparente de
un patrón de referencia observado a través del medio fluido y su relación con los gradientes
del ı́ndice de refracción del medio. El desarrollo del método requirió de la implementación de
diversos algoritmos de procesamiento digital de imágenes, entre los que se destaca un algo-
ritmo de correlación del tipo iterativo con deformación de imágenes. Este algoritmo permite
cuantificar la deformación de imágenes generadas por el desarrollo de plumas térmicas y que
requieren de una elevada resolución espacial.

Una vez implementado el método, este se aplicó al estudio del desarrollo de una pluma
térmica al interior de una cavidad. Control de temperatura que emplea circuitos eléctricos
para suministrar calor y medir temperatura. El método permitió reconstruir su distribución
espacio temporal de temperatura y estudiar sus caracteŕısticas.

Perspectivas

Los métodos de medición desarrollados durante el presente trabajo se pueden utilizar en
distintas variantes de las experiencias realizadas y en diversas aplicaciones. En el caso de
Rayleigh-Bénard, resulta interesante explorar con mayor el comportamiento de convección
en función del número de Rayleigh. A su vez, el montaje desarrollado permite introducir
frecuencias externas al sistema variando el ángulo de inclinación de la celda de acuerdo a
una función temporal. Este es un posible método para generar nuevos reǵımenes de flujo y
transiciones al interior de la celda. Por otra parte, se discutió detalladamente la prueba de
escalón de temperatura impuesta en la placa fŕıa. La metodoloǵıa y desarrollo teórico reali-
zado pueden ser utilizados como un método preciso para la medición de viscosidad en una
sistema con bajas pérdidas de calor.

El método óptico desarrollado se puede extender al estudio de plumas térmicas a distintos
valores de sus parámetros de control u otras configuraciones. Por ejemplo, resulta interesan-
te estudiar el efecto de paredes laterales en el régimen de flujo como ha sido observado en
las simulaciones numéricas realizadas por [123]. El método se puede extender al estudio de
otros fenómenos térmicos utilizando una metodoloǵıa similar si éstos son de carácter bidi-
mensional. La reconstrucción de flujos tridimensionales también es posible, pero requiere de
un desarrollo de métodos computacionales. Otro desarrollo interesante consiste en aplicar la
metodoloǵıa de control de la experiencia de Rayleigh-Bénard al montaje de plumas térmicas.
Esto permitiŕıa medir simultáneamente el campo de temperatura y el calor transferido al
fluido por el elemento calefactor. Por último, cabe mencionar que se podŕıa implementar la
técnica de medición Particle Image Velocimetry (PIV) mediante el algoritmo de correlación
desarrollado para el método óptico.
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Apéndice A

Planos de la celda de convección

En el presente Anexo se encuentran los planos de fabricación de los elementos que com-
ponen la celda de convección. En la figura A.1 se encuentran las dimensiones de paredes
laterales, placa caliente y elemento calefactor. En la figura A.2 se encuentran las dimensiones
de la placa fŕıa y difusor y se indica el orden de conexión de las mangueras que comunican
ambos elementos.
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(b)

Figura A.1: Dimensiones principales de (a) placa caliente y elemento calefactor y (b) paredes
laterales.
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(d)

Figura A.2: Esquemas de la placa fŕıa y difusor. (a) Vista isométrica de la placa fŕıa. Se muestra
su cubierta de acŕılico y conectores a las mangueras provenientes del difusor. (b) Vista explosionada
del difusor. Este elemento inicialmente divide el agua de enfriamiento que ingresa a los 8 canales
de la placa fŕıa, que luego recolecta una vez que ha circulado por dicha placa. (c) Dimensiones
principales de la placa fŕıa. (d) Dimensiones principales del difusor. Los números en las figuras (b)
y (c) indican el orden de conexión de las mangueras que comunican a la placa fŕıa y difusor.
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Apéndice B

Propiedades de los fluidos de trabajo

En el presente anexo se estiman las propiedades, en función de la temperatura, de los
fluidos utilizados en el presente trabajo. En la sección B.1 se encuentran las fórmulas para
agua y glicerina, la primera utilizada en las experiencias sobre plumas térmicas. En la sección
B.2 se encuentran las fórmulas para una solución entre ambos componentes utilizada en el
estudio sobre convección de Rayleigh-Bénard.

B.1. Propiedades del agua y glicerina

Para evaluar las propiedades de agua y glicerina se cuenta con los ajustes polinomiales
de grado N de [42]:

χ− χm
χm

=
N∑

k=1

ak(T − Tm)k (B.1)

donde χ indica la propiedad, χm su valor a una temperatura de referencia Tm = 40 oC y ak
los coeficientes. Estos coeficientes se encuentran en la tablas B.1 y B.2 para agua y glicerina,
respectivamente. Las propiedades de ambos fluidos se estimaron de estos polinomios, excepto:

Conductividad térmica de la glicerina. El ajuste propuesto por [42] entrega resul-
tados incoherentes con [143, 144], por lo que se reemplazó por la expresión [144]:

kg = akg + bkgT [W/(m K)] (B.2)

con akg = 0.2484397, bkg = 1.318422 · 10−4 y T en Kelvin.

Viscosidad dinámica del agua. Se utilizó la expresión propuesta por [145], que
reproduce las bases de datos que ah́ı se mencionan con un error de 0.4 − 0.5 %, dada
por:

µw = 1.790 · 10−3exp

(
− (1230 + T )T

36100 + 360T

)
[Pa s] (B.3)

con T en ◦C.
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a1 a2 a3

Propiedad Unidades χm [10−4 K−1] [10−6 K−2] [10−8 K−3]

νw/10−6 m2/s 0.6690 −175.9 295.8 −460
ρw/103 Kg/m3 0.9922 −3.736 −3.98
Cp,w/103 J/(Kg K) 4.1690 0.084 4.60
kw W/(m K) 0.6297 21.99 −17.8

Tabla B.1: Coeficientes ak para evaluar propiedades del agua propuestos por Ahlers [42]. Las
propiedades son: νw viscosidad cinemática; ρw densidad; Cp,w calor espećıfico y kw conductividad
térmica. Se indica por χm el valor de la propiedad a una temperatura de referencia Tm = 40 oC.

a1 a2 a3 a4 a5

Propiedad Unidades χm [10−4 K−1] [10−6 K−2] [10−8 K−3] [10−10 K−4] [10−12 K−5]

νg/10−6 m2/s 238.71 −702.83 2393.1 −6923.0 33131.3 −71517.5
ρg/103 Kg/m3 1.2477 −4.789 −0.3795
Cp,g/103 J/(Kg K) 2.5108 22.511

Tabla B.2: Coeficientes ak para evaluar propiedades de la glicerina propuestos por Ahlers [42]. Las
propiedades son: νg viscosidad cinemática; ρg densidad y Cp,g calor espećıfico. Se indica por χm el
valor de la propiedad a una temperatura de referencia Tm = 40 oC.

Las propiedades restantes, difusividad térmica κ, viscosidad cinemática ν y coeficiente de
expansión térmica α, se obtuvieron de las propiedades anteriores usando sus definiciones:

κ =
k

ρCp
µ = ρ ν α = − 1

ρ0

(
∂ρ

∂T

)
(B.4)

donde ρ0 es la densidad a una temperatura de referencia. Estas propiedades se distinguen
usando los sub́ındices w para agua y g para glicerina, en forma similar a las tablas anteriores.

B.2. Propiedades de una solución agua-glicerina

En la presente sección se estiman las propiedades de una solución agua y glicerina, con
una concentración γpg = 95 % m/m de glicerina, utilizada en el estudio sobre convección de
Rayleigh-Bénard. Para ello se utilizaron leyes de mezcla entre sus componentes, cuyas pro-
piedades se estiman de las fórmulas entregadas en la sección anterior. Esto a excepción de la
viscosidad que se estimó mediante el método que se discute a continuación.

Viscosidad dinámica. En las soluciones agua-glicerina, los efectos no-Boussinesq se
deben principalmente a la gran variación de la viscosidad con la temperatura T . La viscosidad
dinámica µ se desv́ıa considerablemente de las expresiones comúnmente usadas: Litovitz,
Arrhenius o modelo exponencial [50]. Entre las alternativas a estas expresiones se encuentran
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Figura B.1: (a) Viscosidad dinámica µ en función de la temperatura para una solución agua - 95 %
m/m glicerina: (�) µSO datos de Segur y Oberstar [61]; (-) Ajuste µ = a eb T

−3+c T+d T−1
. (b) Error

relativo (µSO − µ)/µSO para distintas temperaturas.

γpg [ %] a [Pa s] b [K3] c [K−1] d [K]

90 1.01266 · 109 3.31214 · 108 −3.08786 · 10−2 −7.72577 · 103

95 2.12114 2.69286 · 108 −7.88607 · 10−3 −2.86973 · 103

Tabla B.3: Coeficientes del ajuste µ = a eb T
−3+c T+d T−1

, con T en K y µ en Pa s para una solución
agua-glicerina. Se muestran coeficientes para γpg = 90 % obtenidos por [146] y utilizados para
obtener los coeficientes del presente trabajo a γpg = 95 %.

diferentes leyes de mezcla [145, 147, 148] y un ajuste de cuatro parámetros dado por [50]:

µ = a eb T
−3 + c T + d T−1

(B.5)

con coeficientes a, b, c y d. En el presente trabajo se ajustaron los coeficientes de la ec. (B.5)
a los datos de Segur y Oberstar [61]. Esto se realizó con el método de mı́nimos cuadrados,
utilizando como punto de partida los coeficientes para γpg = 90 % de [146]. Los coeficientes
para el punto de partida y obtenidos para γpg = 95 % se encuentran en la tabla B.3. En
la figura B.1 se muestra el ajuste obtenido y el error relativo a los datos. El máximo error
relativo obtenido 1.81 % es menor al reportado en [146] para γpg = 90 % con otras expresiones:
7.26 % (Litovitz), 29.47 % (Arrhenius) y 47.25 % (exponencial). Por otra parte, la precisión de
los datos utilizados se estima ±1 % para T < 60 ◦C y de ±3.0 % para temperaturas mayores
[61].
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Densidad. La densidad de la solución agua-glicerina, ρ, se estimó usando una ley de
mezcla lineal entre sus componentes, dada por:

ρ(γpg) = γpgρg + (1− γpg)ρw (B.6)

con ρw y ρg la densidad del agua y glicerina, respectivamente. Esta fórmula es teórica-
mente inexacta debido a que descarta la posible interacción entre ambos componentes, sin
embargo el error inducido es generalmente muy pequeño [145]. Según se menciona en esta
referencia, el error vaŕıa entre ±0.8 % para los datos de Adamenko et. al. [149], adquiridos
en un rango 17 < T < 83 oC y 60 < γpg < 86 %. Para la concentración de interés del presente
trabajo, γpg = 95 %, el error es menor y del órden de 0.1 % [150].

Calor espećıfico. En forma similar a la densidad, el calor espećıfico de la solución agua-
glicerina, Cp, se estimó mediante la ley de mezcla lineal entre sus componentes, dada por
[50]:

Cp(γpg) = γpgCp,g + (1− γpg)Cp,w (B.7)

con Cp,w y Cp,g el calor espećıfico del agua y glicerina, respectivamente. Esta ley de mezcla
puede ser inexacta, según se discute en [151], y para la concentración utilizada en el presente
trabajo el error es del orden de 3 %.

Conductividad térmica. Para estimar la conductividad térmica k de la solución agua-
glicerina k(γpg) se utilizó la expresión propuesta por Rastorguev (1966) [152]:

k(γpg) = γpgkg + (1− γpg)kw − 1.4γpg(1 − γpg)(kw − kg − 0.2)

+ 0.0014γpg(1− γpg)(T − 20) (B.8)

con k en W/(m K) y T en ◦C. Como se menciona en el trabajo de Valvano [153], la
incerteza asociada a esta ley de mezcla es del orden de 2 %.

Propiedades derivadas. La difusividad térmica κ, viscosidad cinemática ν y coeficiente
de expansión térmica α de la solución agua-glicerina se obtuvo de las propiedades anteriores
usando sus definiciones dadas por la ec B.4.
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Apéndice C

Soluciones a la ecuación de calor
unidimensional transiente

En el presente Anexo se resuelve la ecuación de calor unidimensional transiente, con el
objetivo de modelar el flujo de calor en la celda de convección ante una prueba de escalón de
temperatura impuesto en la placa fŕıa (cf. 5.2.1). El interés consiste en obtener la respuesta
a esta prueba en términos de la potencia disipada en la placa caliente. En una representación
unidimensional del problema, esto corresponde al determinar la potencia a suministrar en el
borde a temperatura constante. En la sección C.1 se resuelve el problema para un escalón
ideal, y luego, en la sección C.2 para un escalón descrito por una función variable en el
tiempo. En ambos casos se resolvió la ecuación de calor unidimensional dada por:

1

κ

∂T

∂t
=
∂2T

∂y2
(C.1)

con T la temperatura, y la coordenada vertical, t el tiempo y κ la difusividad térmica
del material, esta última se supone que no depende de la temperatura. En la sección C.3
se utilizan los resultados obtenidos para expresar la potencia disipada durante la prueba
experimental mencionada previamente. La solución a los problemas anteriores se obtuvo
usando los métodos que se encuentran en [65, 154].

C.1. Respuesta ante un escalón ideal de temperatura

El problema de un escalón de temperatura ideal considerado en la presente sección se
indica en la figura C.1. La temperatura se mantiene a un valor T1 constante en el extremo
y en el extremo opuesto corresponde a la función escalón T2(t). Esta función toma un valor
inicial T2,i hasta t = 0, momento en que cambia a un valor final T2,f = T2,i + δT2. Se supone
que en los estados inicial (t = 0) y final (t→∞) se tiene una distribución lineal de tempera-
tura (cf. fig. C.1 (b)). Como se mencionó previamente, se desea determinar la potencia p(t)
a suministrar en el extremo a temperatura constante.
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Figura C.1: Problema de un escalón ideal de temperatura. (a) Condiciones de borde. La temperatura
en un extremo se mantiene a T1 constante y en el extremo opuesto evoluciona de acuerdo a T2(t).
Esta función corresponde a un escalón ideal, impuesto en t = 0 y con magnitud δT2 = T2,f − T2,f ,
con T2,i y T2,f los valores iniciales y finales para T2(t). (b) Perfil de temperatura T (y, t). Se supone
una distribución lineal de temperatura para los estados inicial (t = 0) y final (t→∞).

De acuerdo a lo anterior, las condiciones de borde e inicial son:

T (y = 0, t) = T1 (C.2)

T (y = d, t) = T2,f (C.3)

T (y, t = 0) = T1 −
T1 − T2,i

d
y (C.4)

con d la longitud vertical. Resulta conveniente utilizar las variables adimensionales:

T̃ =
T − T1

T2,f − T1

y∗ = y/d t∗ = t/τκ (C.5)

donde τκ = d2/κ es el tiempo caracteŕıstico. Para las variables anteriores la ecuación de
calor (cf. ec. C.1) se escribe:

∂T̃

∂t∗
=
∂2T̃

∂y∗2
(C.6)

y cuyas condiciones de borde e inicial, en términos de las variables adimensionales, son:

T̃ (y∗ = 0, t∗) = 0 (C.7)

T̃ (y∗ = 1, t∗) = 1 (C.8)

T̃ (y∗, t∗ = 0) = (1 + C) y∗ con C ≡ δT2

T1 − T2,f

(C.9)

La distribución de temperatura evoluciona a un perfil lineal (cf. fig. C.1 (b)) dado por:

T̃ (y∗, t∗ →∞) = s(y∗) ≡ y∗ (C.10)
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Por lo tanto, la solución al problema se puede descomponer en una parte transiente
w(y∗, t∗) y una parte estacionaria s(y∗), es decir:

T̃ (y∗, t∗) = s(y∗) + w(y∗, t∗) (C.11)

Reemplazando las funciones estas funciones en (C.6) se obtiene:

∂w(y∗, t∗)

∂t∗
+
∂s(y∗)

∂t∗︸ ︷︷ ︸
=0

=
∂2w(y∗, t∗)

∂y∗2
+
∂2s(y∗)

∂y∗2︸ ︷︷ ︸
=0

⇒ ∂w(y∗, t∗)

∂t∗
=

∂2w(y∗, t∗)

∂y∗2
(C.12)

Usando la ec. (C.11) se obtienen las condiciones de borde e inicial para w(y∗, t∗):

w(y∗ = 0, t∗) = 0 (C.13)

w(y∗ = 1, t∗) = 1 (C.14)

w(y∗, t∗ = 0) = C y∗ (C.15)

Utilizando el método de separación de variables:

w(y∗, t∗) = u(y∗) · v(t∗) (C.16)

se obtiene:

v′(t∗)

v(t∗)
=
u′′(y∗)

u(y∗)
= −λ2 (C.17)

Al imponer las condiciones de borde para w(y∗, t∗) se obtienen las soluciones [154]:

v(t∗) = e−λ
2
nt
∗

, u(y∗) =
∞∑

n=1

An sin(λny
∗) , con λn = nπ y n = 1, 2, ... (C.18)

Como v(t∗ = 0) = 1, se debe cumplir u(y∗) = C y∗. Esta condición permite determinar
los coeficientes An usando la ortogonalidad de las autofunciones:

An =
C
∫ 1

0
y∗ sin(λny

∗)dy
∫ 1

0
sin2(λny∗)dy

=

−(−1)nC
λn
1
2

=
−2(−1)nC

λn
(C.19)

De las expresiones anteriores se obtiene finalmente:

T̃ (y∗, t∗) = y∗ − 2C
∞∑

n=1

(−1)n

λn
sin(λny

∗)e−λ
2
nt
∗

, para t∗ ≥ 0 (C.20)

con C = δT2/(T1−T2,f ) y λn = nπ definidos previamente. Resulta conveniente evaluar la
expresión anterior para t∗ = 0 usando la condición inicial (cf. ec. (C.9)), debido a que para
este instante la serie presenta el fenómeno conocido como oscilación de Gibbs.
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Figura C.2: Respuesta ante un escalón ideal de temperatura, con los parámetros δT2 = 0.5 oC
y T1 − T2 = 3 oC. (a) Componente transiente w(t∗, y∗) del perfil de temperatura adimensional
T̃ (y∗, t∗) = y∗ + w(t∗, y∗) para distintos tiempos adimensionales t∗. (b) Evolución temporal de la
potencia adimensional p∗s, que registra en el extremo a temperatura constante (y = 0). Se muestran
las soluciones teórica (ec. C.24) y numérica al problema. (�) indica los tiempos adimensionales de
los perfiles w(t∗, y∗) mostrados en (a), excepto t∗ = 0.010.

Flujo de calor

La expresión para la distribución de temperatura (ec. (C.20)) permite obtener la potencia
disipada en la coordenada de interés, y = 0, dada por:

ps = −kA∂T
∂y

∣∣∣
y=0

= kA
T1 − T2,f

d

∂T̃

∂y∗

∣∣∣
y∗=0

(C.21)

⇒ ps =
kA

d

(
T1 − T2,f − 2δT2

∞∑

n=1

(−1)ne−n
2π2t∗

)
(C.22)

donde k es la conductividad térmica, A es el área transversal y se usa el sub́ındice s para
distinguir que es la respuesta ante un escalón ideal. Si se considera que los valores de potencia
inicial pi y final pf son:

pi =
kA

d
(T1 − T2,i) y pf =

kA

d
(T1 − T2,f ) (C.23)

se obtiene que su diferencia es δp ≡ pf − pi = −kAδT2/d y una manera conveniente de
expresar la potencia en forma adimensional, la cual solo depende del tiempo adimensional t∗:

p∗s(t
∗) =

ps − pi
pf − pi

=





1 + 2
∞∑

n=1

(−1)ne−n
2π2t∗ , si t∗ > 0

0 , si t∗ = 0

(C.24)
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En la figura C.2 (a) se muestran algunos perfiles para la componente transiente w(t∗, y∗)
de los perfiles de temperatura (cf. ecs (C.11),(C.15) y (C.20)). Estos perfiles corresponden a
los parámetros δT2 = 0.5 oC, T1−T2,f = 3 oC y 200 términos en la suma sobre n. En la figura
C.2 (b) se muestra la curva obtenida para la potencia adimensional p∗s, sumando la ec. (C.24)
sobre el mismo número de términos. En dicha figura se muestra una segunda curva para p∗s,
obtenida resolviendo numéricamente el problema mediante la función pdepe de Matlab y que
colapsa con la curva anterior.

C.2. Respuesta ante una función temporal

En la presente sección se estudia la respuesta, en términos de potencia, ante un escalón de
temperatura descrito por una función temporal. De acuerdo a la figura C.3, la temperatura
en un extremo se mantiene a T1 constante y en el opuesto evoluciona de acuerdo a T2(t).
Esta función se asemeja a un escalón ideal, toma un valor inicial T2,i hasta t = 0 y luego
evoluciona a un valor final T2,f = T2,i + δT2. En forma similar al problema anterior, se desea
determinar la potencia a suministrar en el extremo a temperatura constante.

De acuerdo a lo anterior, las condiciones de borde e inicial son:

T (y = 0, t) = T1 (C.25)

T (y = d, t) = T2(t) (C.26)

T (y, t = 0) = T1 −
T1 − T2,i

d
y (C.27)

donde d es la longitud vertical. En forma similar al problema anterior se utilizan las
variables adimensionales:

T̃ =
T − T1

T2,f − T1

y∗ = y/d t∗ = t/τκ (C.28)

donde τκ = d2/κ es el tiempo caracteŕıstico. Estas variables entregan la ecuación del calor
adimensional:

∂2T̃

∂y∗2
=
∂T̃

∂t∗
(C.29)

Las condiciones de borde e inicial usando las variables adimensionales son:

T̃ (y∗ = 0, t∗) = 0 (C.30)

T̃ (y∗ = 1, t∗) =
T2(t)− T1

T2,f − T1

≡ T̃2(t∗) (C.31)

T̃ (y∗, t∗ = 0) = (1 + C) y∗ con C ≡ δT2

T1 − T2,f

(C.32)

donde se definió la temperatura adimensional T̃2(t∗). El método que se utilizará se de-
nomina de variación de parámetros [154], en el que la solución se expresa como la siguiente
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Figura C.3: Problema de un escalón de temperatura descrito por una función temporal. (a) Condi-
ciones de borde. La temperatura en un extremo se mantiene a T1 constante y en el extremo opuesto
evoluciona de acuerdo a T2(t), función que se asemeja a una escalón ideal. La función toma un valor
inicial T2,i hasta t = 0 y luego evoluciona a T2,f = T2,i + δT2. (b) Perfil de temperatura T (y, t). Se
supone una distribución lineal de temperatura para los estados inicial (t = 0) y final (t→∞).

expansión:

T̃ (y∗, t∗) =
∞∑

n=1

An(t∗)φn(y∗) (C.33)

donde φ(y∗) son las autofunciones para el problema bajo condiciones homogéneas y An(t∗)
son funciones desconocidas del tiempo adimensional t∗. Para determinar las autofunciones
se reemplazan las condiciones de borde inhomogéneas por condiciones homogéneas, lo que
entrega las siguientes autofunciones que cumplen la condición de temperatura nula en los
extremos:

φn(y∗) = sin(λny
∗) con λn = nπ y n = 1, 2, ... (C.34)

El paso siguiente consiste en usar la propiedad de ortogonalidad de las autofunciones φn
para obtener los coeficientes An(t∗):

An(t∗) =

∫ 1

0
T̃ (y∗, t∗)dy∗

∫ 1

0
φ2
n(y∗)dy∗

= 2

∫ 1

0

T̃ (y∗, t∗)φn(y∗)dy∗ (C.35)

Derivando con respecto al tiempo:

A′n(t∗) = 2

∫ 1

0

∂T̃

∂t∗
φn(y∗)dy∗ = 2

∫ 1

0

∂2T̃

∂y∗2
φn(y∗)dy∗ (C.36)

donde se utilizó la ec. (C.29) para eliminar la derivada parcial con respecto a t∗. Integrando
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por partes dos veces y desarrollando:

A′n(t∗) = 2

(
∂T̃

∂y∗
φn

∣∣∣
1

0
−
∫ 1

0

∂T̃

∂y∗
φ′n(y∗)dy∗

)

A′n(t∗) = 2

(
∂T̃

∂y∗
φn

∣∣∣
1

0
− T̃ φ′n(y∗)

∣∣∣
1

0
+

∫ 1

0

T̃ (y∗, t∗)φ′′n(y∗)dy∗

)

A′n(t∗) = 2
∂T̃

∂y∗
φn

∣∣∣
1

0
− 2Tφ′n(y∗)

∣∣∣
1

0
− 2λ2

n

∫ 1

0

T̃ (y∗, t∗)φn(y∗)dy∗

A′n(t∗) = 2
∂T̃

∂y∗
φn

∣∣∣
1

0
− 2Tφ′n(y∗)

∣∣∣
1

0
− λ2

nAn(t∗)

donde se utilizó la ec. (C.35) en el último paso. Las condiciones de borde en la expresión
anterior se evalúan usando las ecs. (C.30), (C.31) y (C.34), lo que entrega:

A′n(t∗) = −2λn cos(λn)T̃2(t∗)− λ2
nAn(t∗)

A′n(t∗) = −2(−1)nλnT̃2(t∗)− λ2
nAn(t∗) (C.37)

La última expresión se puede escribir como:

d

dt∗

(
An(t∗)eλ

2
nt
∗
)

= −2(−1)nλnT̃2(t∗)eλ
2
nt
∗

(C.38)

Integrando entre 0 y t∗ y ordenando se obtiene:

An(t∗)eλ
2
nt
∗ − An(0) = −2(−1)nλn

∫ t∗

0

T̃2(τ)eλ
2
nτdτ

⇒ An(t∗) = An(0)e−λ
2
nt
∗ − 2(−1)nλn

∫ t∗

0

T̃2(τ)eλ
2
n(τ−t∗)dτ (C.39)

El término An(0) se calcula a partir de las ecs. (C.32), (C.34) y (C.35):

An(0) = 2

∫ 1

0

T̃ (y∗, 0)φndy
∗ = 2 (1 + C)

∫ 1

0

y∗ sin(λny
∗)dy∗ =

⇒ An(0) =
−2(−1)n

λn
(1 + C) (C.40)

Por lo que los coeficientes An(t∗) son:

An(t∗) =
−2(−1)n

λn

(
(1 + C)e−λ

2
nt
∗

+ λ2
n

∫ t∗

0

T̃2(τ)eλ
2
n(τ−t∗)dτ

)
(C.41)

Reemplazando estos coeficientes en la ec. (C.33) se obtiene finalmente la expresión para
la distribución de temperatura:

T̃ (y∗, t∗) = −2
∞∑

n=1

(−1)n

λn

(
(1 + C)e−λ

2
nt
∗

+ λ2
n

∫ t∗

0

T̃2(τ)eλ
2
n(τ−t∗)dτ

)
sin(λny

∗) (C.42)
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con C = δT2/(T1 − T2,f ) y λn = nπ definidos previamente.

Flujo de calor

En forma similar al problema anterior se evalúa la potencia a suministrar en el extremo
a temperatura constante, i.e. en y = 0, dada por:

pvs = −kA∂T
∂y

∣∣∣
y=0

=
kA

d
(T1 − T2,f )

∂T̃

∂y∗

∣∣∣
y∗=0

⇒ pvs = −kA
d

[
2
∞∑

n=1

(−1)n
(

(T1 − T2,i)e
−λ2

nt
∗

+ (T1 − T2,f )λ
2
n

∫ t∗

0

T̃2(τ)eλ
2
n(τ−t∗)dτ

)]

(C.43)

donde k es la conductividad térmica, A es el área transversal y se usa el sub́ındice vs para
distinguir que es la respuesta ante un escalón descrito por una función temporal. El interés
consisten en obtener la potencia pvs la forma adimensional:

p∗vs(t
∗) =

pvs − pi
δp

(C.44)

con pi = (kA/d)(T1−T1, i) y δp ≡ pf −pi = −(kA/d)δT2 obtenidos previamente. Usando
la ec. (C.44) y momentáneamente la constante C se obtiene:

p∗vs =

(
1 +

1

C

)[
1 + 2

∞∑

n=1

(−1)ne−λ
2
nt
∗

]
− 1

C

∫ t∗

0

T̃2(τ)(−2)
∞∑

n=1

λ2
ne
λ2
n(τ−t∗)dτ

(C.45)

Reconociendo en la ecuación anterior los términos (cf. ec. (C.24)):

p∗s(t
∗) = 1 + 2

∞∑

n=1

(−1)ne−λ
2
nt
∗

y
∂p∗s(t

∗ − τ)

∂t∗
= −2

∞∑

n=1

λ2
ne
λ2
n(τ−t∗) (C.46)

Se obtiene finalmente:

p∗vs =

(
1 +

T1 − T2,f

δT2

)
p∗s(t

∗)− T1 − T2,f

δT2

∫ t∗

0

T̃2(τ)
∂p∗s(t

∗ − τ)

∂t∗
dτ (C.47)

La figura C.4 resume los resultados obtenidos para un escalón de temperatura descrito por
una función temporal. En (a) se muestra la temperatura T̃2(t∗) obtenida experimentalmente
(cf. (5.2.1)) y un ajuste exponencial que elimina las fluctuaciones de la curva luego del sobre-
paso. En (b) se comparan las potencia adimensionales p∗s(t

∗) y p∗vs(t
∗) para un escalón ideal

y descrito por una función temporal, respectivamente. La curva p∗vs(t
∗) se obtuvo mediante

la ec. (C.47) y de una simulación numérica del problema, basada en la función pdepe de
Matlab. En ambos métodos se utilizó la versión filtrada de T ∗2 (t∗) y sus resultados coinciden
prácticamente, validando la ec. (C.47).
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Figura C.4: Resultados obtenidos para el problema de un escalón de temperatura descrito por una
función temporal. (a) Temperatura adimensional T̃2(t∗) del escalón impuesto en forma experimental.
La linea negra indica un ajuste de la forma 1 − a e−b t∗ para eliminar las fluctuaciones luego del
sobrepaso. (b) Comparación entre la potencia adimensionales p∗s(t

∗) y p∗vs(t
∗) para un escalón ideal

y descrito por una función temporal, respectivamente. Para p∗vs(t
∗) se muestran las curvas teórica (cf.

ec(C.47)) y obtenida resolviendo en forma numérica el problema, las cuales coinciden prácticamente.
En ambos métodos se utilizó la versión filtrada del escalón T̃2(t∗) mostrado en (a).

C.3. Extensión de resultados a un modelo transiente

de la celda de convección

En la presente sección se propone un modelo de la transferencia de calor transiente en la
celda de convección ante un escalón de temperatura impuesto en la placa fŕıa. Este modelo
se utiliza en la sección 5.2.1 para estimar las contribuciones de los elementos de la celda a la
evolución temporal de potencia durante esta prueba. En la figura C.5 se muestra el modelo
de la celda utilizado. La temperatura de placa caliente se mantiene a T1 constante y en la
placa fŕıa evoluciona de acuerdo a una función T2(t) que se asemeja a un escalón ideal. La
potencia p(t) suministrada a la placa caliente se reparte en los flujos de calor a través del
fluido Qf (t), paredes laterales Qa(t) y pérdidas Qp(t). Estos flujos cumple el balance térmico:

p(t) = Qf (t) +Qa(t) +Qp(t) (C.48)

Los flujos anteriores se suponen independientes y para ellos resulta conveniente utilizar
las formas adimensionales:

Q∗f (t
∗) =

Qf (t
∗)−Qf,i

pf − pi
, Q∗a(t

∗) =
Qa(t

∗)−Qa,i

pf − pi
y Q∗p(t

∗) =
Qp(t

∗)−Qp,i

pf − pi
(C.49)

donde los sub́ındices indican los valores (i) iniciales y (f) finales de las variables. Por otra
parte, el tiempo t∗ = t/τκ se encuentra adimensionalizado por el tiempo caracteŕıstico del
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Figura C.5: Modelo transiente de la celda de convección. (a) Flujo de calor en la celda. El elemento
calefactor disipa una potencia p(t) para mantener una diferencia de temperatura ∆T (t) = T1−T2(t)
en la celda. La potencia se reparte en los flujos de calor a través del fluido Qf (t), paredes laterales
Qa(t) y pérdidas Qp(t), los que se suponen independientes. (b) Condiciones de borde. La placa
caliente se mantiene a una temperatura T1 constante y en la placa fŕıa se impone en t = 0 un escalón
de temperatura. Este escalón se asemeja a un escalón ideal y es de magnitud δT2 = T2,f − T2,i, con
T2,i y T2,f los valores iniciales y finales para T2(t), respectivamente.

fluido τκ = d2/κ. Usando las variables anteriores el balance térmico toma la forma:

p∗(t) = Q∗f (t
∗) +Q∗a(t

∗) +Q∗p(t
∗) (C.50)

Se supone que los flujos a través del fluido y paredes laterales evolucionan de acuerdo a
la expresión de potencia, p∗vs(t

∗), para un escalón de temperatura descrito por una función
temporal T2(t∗) (cf. ec (C.47)). Escalando esta solución en magnitud y tiempo para ambos
elementos se obtiene:

Q∗f (t
∗) = Λf p

∗
vs(t

∗) y Q∗a(t
∗) = Λa p

∗
vs

(
τκ t
∗

τκ a

)
(C.51)

con τκ a = d2/κ a el tiempo caracteŕıstico de paredes laterales. Las magnitudes, Λf y
Λa, indican la proporción del calor a través del fluido y paredes laterales sobre la potencia
suministrada en régimen estacionario. Estas se obtienen de las relaciones entre conductancias
térmicas (cf. tabla 4.2):

Λf =
gf

gf + ga + gp
y Λa =

ga
gf + ga + gp

(C.52)

La evolución de la cantidad restante asociada a pérdidas de calor, Q∗p(t
∗), se obtiene del

balance térmico (cf. ec. C.50).
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Apéndice D

Detalles de interpretación de un
arreglo óptico de Synthetic Schlieren

En el presente Anexo se encuentran los detalles de la interpretación de un arreglo óptico
de Synthetic Schlieren que se discute en el caṕıtulo 8. En ella se supone que la cámara
digital está enfocada en el patrón de referencia y se considera la refracción de luz en las
paredes de la sección de prueba. En forma similar a la interpretación de un arreglo BOS, se
utiliza un modelo para la cámara digital compuesto por un lente delgado y un sensor. Esto
permite determinar las condiciones para la formación de imágenes y evitar los supuestos de
interpretaciones previas.

D.1. Trayectoria de rayos entre el patrón y el lente

La incidencia de rayos en el lente y su deflección generada por la perturbación del medio
se determina del trazado de rayos en la figura D.1. El rayo ~r con origen en el patrón de
referencia y coordenadas (ξ(z), ζ(z), z) se asume que cumple la aproximación paraxial [79].
Su trayectoria entre el patrón de referencia y el lente se describe por las expresiones que se
entregan a continuación para el plano vertical y que son similares en el plano horizontal.

Deflección en el medio. El cambio de dirección del rayo en el medio, ∆θm, se obtiene
integrando la ecuación eikonal (cf. ec. (8.9)) en la sección de prueba de ancho Lt:

∆θm ≡ θem − θim =

∫ Lt

0

d2ζ

dz2
dz =

1

n0

∫ Lt

0

∂n′

∂y
dz =

Lt
n0

∂n′

∂y
(D.1)

con θim y θem los ángulos de entrada y salida del medio, respectivamente, y n′(x, y) la
perturbación del ı́ndice de refracción del medio sobre su componente homogénea n0.

Desplazamiento en el medio. El desplazamiento del rayo en el medio, ∆ζm, se
obtiene integrando su deflección al interior de la sección de prueba:

∆ζm ≡ ζem − ζim =

∫ Lt

0

(
θim +

z

n0

∂n′

∂y

)
dz = Ltθim +

L2
t

2n0

∂n′

∂y
(D.2)

con ζem y ζim las coordenadas entrada y salida del medio, respectivamente.
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Figura D.1: Trazado de rayos para un arreglo óptico de Synthetic Schlieren. El rayo ~r con origen
en el patrón de referencia se refracta de acuerdo a los ı́ndices de refracción del aire na, paredes de
la sección de prueba nw y medio fluido n(x, y). Se indican las distancias axiales, ángulos en cada
interface y la coordenada vertical ζ en los planos del patrón de referencia (r), lente (l) y sensor (s).

Deflección en cada interface. Se obtienen escribiendo la ley de Snell en cada interface
usando la definición de ángulos en la figura D.1:

θiw =
na
nw

θr , θim =
nw
n0

θiw , θew =
n0

nw
θem y θl =

nw
na

θew (D.3)

con na y nw los ı́ndices de refracción del aire y paredes laterales, respectivamente.

Desplazamiento vertical. Se obtiene de los desplazamientos del rayo en cada inter-
face:

ζc = ζr + Lrθr + Lwθiw + ∆ζm + Lwθew + Lcθl (D.4)

con Lr y Lc las distancias de la sección de prueba con el patrón de referencia y la
cámara digital, respectivamente, y Lw el ancho de las paredes de la sección de prueba.

Resolviendo el sistema de ecs. (D.1-D.4) se obtiene:

ζl = ζr +

(
Lr + 2Lw

na
nw

+ Lt
na
n0

+ Lc

)

︸ ︷︷ ︸
S ′o

θr + Lt

(
Lw
nw

+
Lt

2n0

+
Lc
na

)
∂n′

∂y︸ ︷︷ ︸
δζl

(D.5)

θl = θr +
Lt
na

∂n′

∂y︸ ︷︷ ︸
δθl

(D.6)

donde ζl y θl son la coordenada y ángulo de incidencia del rayo en el lente, con variaciones
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respectivas δζl y δθl generadas por la perturbación del medio. Por otra parte, el término
S ′o representa la posición aparente del patrón de referencia, según se discute en la próxima
sección.

D.2. Incidencia de rayos en el sensor

El método de matrices de propagación de rayos [79, 115] permite determinar la incidencia
y desplazamiento de rayos en el sensor del desarrollo en la sección anterior. El sensor se
encuentra a una distancia Si del lente de distancia focal f , según se indica en la figura D.1.
La coordenada ζs y ángulo de incidencia θs en el sensor están dadas por:



ζs
θs
1


 =




1 Si 0
0 1 0
0 0 1




︸ ︷︷ ︸
Mp




1 0 0
−1/f 1 0

0 0 1




︸ ︷︷ ︸
Mr




1 S ′o δζl
0 1 δθl
0 0 1




︸ ︷︷ ︸
Mrl



ζr
θr
1


 (D.7)

donde la matriz Mrl relaciona las coordenadas y ángulos de los planos del patrón de
referencia y del lente. Las matrices Mr y Mp describen, respectivamente, la refracción en
un lente delgado y la propagación desde el lente hasta el sensor. Desarrollando la ec. (D.7)
se obtiene:



ζs
θs
1


 =




1− Si/f Si + S ′o(1− Si/f) δζs
−1/f 1− S ′o/f δθs

0 0 1





ζr
θr
1


 (D.8)

donde δζs y δθs son, respectivamente, los desplazamientos generados por la perturbación
del medio de la posición y del ángulo del rayo en el plano del sensor y están dados por:

δζs = (1− Si/f)δζl + Si δθl y δθs = −δζl/f + δθl (D.9)

Para determinar los términos anteriores se deben considerar las condiciones para la for-
mación de imágenes en ambos estados del medio según se discute a continuación.

Estado no perturbado. En él se tiene δζs = δθs = 0 y la ec. (D.8) se reduce a:

(
ζos
θos

)
=

(
1− Si/f Si + S ′o(1− Si/f)

−1/f 1− S ′o/f

)(
ζr
θr

)
(D.10)

con ζos y θos la coordenada y ángulo de incidencia del rayo en el sensor, respectivamente,
para este estado del medio. En él se supone que la cámara digital está enfocada en el
patrón de referencia, lo implica que el elemento indicado en la matriz debe ser nulo
[115]. De esta manera se obtiene que la distancia entre el lente y la imagen, Si, está
dada por:

Si =
S ′of

S ′o − f
⇔ 1

Si
=

1

f
− 1

S ′o
(D.11)

cuya similitud con la ley de lentes delgados permite identificar el término S ′o como la
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posición aparente del objeto, i.e. del patrón de referencia. Por otra parte, en la ec.
(D.10) se identifica el aumento del patrón de referencia, M , dado por:

M ≡ ζos
ζr

= 1− Si
f

= −Si
S ′o

(D.12)

para la condición de medio no perturbado.

Estado perturbado. La incidencia del rayo en el sensor para esta condición del medio
se obtiene reemplazando M ≡ 1 − Si/f y 1/M ≡ 1 − S ′o/f en la ec. (D.8), lo que
entrega:



ζs
θs
1


 =




M 0 δζs
−1/f 1/M δθs

0 0 1





ζr
θr
1


 (D.13)

donde los términos asociados a la perturbación del medio, δζs y δθs, están dados por la
ec. (D.9). Escribiendo estos términos función de los parámetros del arreglo se obtiene:

δζs = −M Lt

(
Lw
nw

+
Lt
2n0

+
Lr
na

)
∂n′

∂y
(D.14)

δθs =

[
1− 1

f

(
Lw

na
nw

+ Lt
na
2n0

+ Lc

)]
Lt
na

∂n′

∂y
(D.15)

Dado que el sensor forma una imagen invertida del patrón de referencia, el desplazamiento
de rayos en el sensor ocurre en direcciones opuestas en los sistemas de coordenadas del arreglo
óptico y de las imágenes. Extendiendo lo anterior a ambas coordenadas se tiene:

(δξ, δζ) = −(δξs, δζs) (D.16)

donde (δξs, δζs) y (δξ, δζ) son los desplazamientos del rayo en los sistema de referencia
del sensor y de las imágenes, respectivamente. El desplazamiento observado en las imágenes
esta dado entonces por:

(δξ, δζ) = C

(
∂n′

∂x
,
∂n′

∂y

)
con C = M Lt

(
Lw
nw

+
Lt
2n0

+
Lr
na

)
(D.17)

El aumento, M , se puede determinar de su relación con la distancia focal f y la posición
aparente del objeto, S ′o, de acuerdo a las ecs. (D.5) y (D.11):

M =
f

f − S ′o
con S ′o = Lr + 2Lw

na
nw

+ Lt
na
n0

+ Lc (D.18)

Para la formación de un imagen real en el sensor, el aumento debe ser negativo y, por lo
tanto, C < 0 dado que los parámetros restantes en la ec. (D.17) son definidos positivos.
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Apéndice E

Desarrollo de una pluma térmica en
una cavidad (simulación numérica)

En el presente Anexo se describe la simulación numérica de una pluma térmica laminar
que se desarrolla en agua al interior de una cavidad rectangular. La simulación se realizó
mediante el software CFD comercial basado en elementos finitos Fluent con los siguientes
objetivos:

Caracterizar el campo de temperatura del fenómeno para el desarrollo del método óptico
orientado a plumas térmicas.

Obtener un análisis de las escalas temporales y espaciales del fenómeno.

Estudiar los distintos tipos de velocidad de propagación de una pluma térmica.

A su vez, la simulación permitió obtener resultados interesantes transferencia de calor y
dinámica de la pluma.

E.1. Métodos numéricos

El fenómeno de plumas térmicas se genera mediante un elemento calefactor ciĺındrico
de diámetro D = 5 mm ubicado interior de una cavidad rectangular bidimensional, según
se muestra en la figura E.1 (a). El elemento calefactor se encuentra a la distancia media
horizontal de la cavidad, de alto H = 17.5 cm y ancho W = 10 cm, a una distancia H0 = 2.5
cm de su pared inferior. Las condiciones iniciales y de borde del dominio son las siguientes:

Fluido a una temperatura inicial uniforme T∞.

Disipación de una potencia constante P en la superficie del elemento calefactor.

Paredes laterales e inferior adiabáticas.

Se utilizó la condición velocidad nula en las paredes, mientras que para la pared superior
se consideraron los casos de condición adiabática y de pressure outlet. Ambas condiciones no
presentaron diferencias significativas y se eligió finalmente la condición pressure outlet.

199



x

y

W

H

Hg

5

3 1

2

4

0

(a)

3

12

4

(b)

Figura E.1: Esquema del dominio y malla de cálculo. (a) La cavidad es rectangular de alto H = 17.5
cm y ancho W = 10 cm con (1-5) zonas de malla. El elemento calefactor de diámetro D = 0.5 cm,
indicado por el ćırculo blanco, se encuentra en la distancia media horizontal y a una distancia
H0 = 2.5 cm de la pared inferior. (b) Detalle de las zonas de malla (1-4) indicadas en (a) por la
zona sombreada.

Malla de cálculo

La malla se generó mediante el software comercial Gambit y se encuentra dividida en
las regiones que se enumeran en la figura E.1. Las caracteŕısticas de estas regiones son las
siguientes:

1. Región adyacente al elemento calefactor con 120 nodos a lo largo del peŕımetro del
ciĺındro y 12 nodos en la dirección radial.

2. Región donde los elementos de malla cambian progresivamente hasta alcanzar una
geometŕıa rectangular. Su frontera exterior es de 2.4× 2.4 cm2 con 30 nodos por lado.

3. Región con elementos cuadrados de lado δx = δy = 2.4/29 ∼ 0.828 cm.

4. Región de alto 0.4 cm donde los elementos aumentan progresivamente su altura con la
vertical hasta alcanzar el valor δy ∼ 0.828 cm.

5. Región elementos cuadrados de lado δx = δy = 2.4/29 ∼ 0.828 cm.

Las simulaciones se realizaron utilizando el modelo laminar de Fluent y los parámetros
que se indican en la tabla E.1. SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equa-
tions).
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Parámetro Valor

Precisión double
Solver Basado en presión, impĺıcito 2o órden
Gradiente Green-Gauss basado en nodos
Acoplamiento presión-velocidad SIMPLE, 2o órden en presión, densidad y momentum
Residuos 10−5 en continuidad y velocidad, 10−8 en enerǵıa

Tabla E.1: Parámetros de la simulación numérica.

En las simulaciones se utilizó un paso de tiempo δt = 0.01 s que representa el 2 % del
tiempo difusivo de menor escala dado por τ ≡ r2/κ = 44.699 s y permite resolver las escalas
temporales del fenómeno. A su vez, el paso de tiempo cumple la condición necesaria para
la convergencia del sistema de ecuaciones al ser menor al tiempo una onda para viaja por
nodos adyacentes. Esta condición se expresa en términos del número Courant, C, como
C ≡ |U |δt/deltax ≤ 1 con |U | la magnitud de la velocidad de una onda que cruza una malla
de nodos separados una distancia δx. El paso de tiempo de las simulaciones entrega un valor
C . 0.2 y el cumplimiento del criterio anterior.

Transferencia de calor del elemento calefactor

El modelo del elemento calefactor consiste en un cilindro de aluminio de densidad ρal =
2700 Kg/m3, calor espećıfico Cpal = 902 j/(Kg K) y conductividad térmica k = 237 W/(m
K). La potencia P disipada por la superficie del elemento cumple el balance térmico:

P = Qcd +Qcv +Qrad (E.1)

con los flujos de calor Qcd por conducción, Qcd por convección y Qrad por radiación. En
el presente caso no se considera la componente de radiación dado que la temperatura de
superficie del elemento calefactor, Tw, no alcanza una temperatura elevada. La razón entre la
transferencia de calor convectivo y conductivo está dada por el número de Nusselt, definido
por:

Nu =
hD

k
con h =

q′

Tw − T∞
(E.2)

donde h es el coeficiente de transferencia de calor convectivo, D el diámetro del cilindro,
q′ la potencia disipada por unidad de área en la superficie del cilindro, Tw la temperatura de
pared y T∞ la temperatura del fluido no perturbado.

Parámetros de control y propiedades del fluido de trabajo

El fenómeno se rige por los números adimensionales de Rayleigh y Prandtl dados por:

RaD =
gα(Tw − T∞)D3

νκ
y Pr =

ν

κ
(E.3)

con α el coeficiente de expansión térmica, ν la viscosidad cinemática y κ la difusividad
térmica. En la figura E.2 se muestra la variación con la temperatura de las propiedades del
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fluido de trabajo tabuladas en la Tabla E.2 en el rango de las simulaciones T ∈ [11, 20] ◦C.
Las variaciones de α, viscosidad dinámica µ y Pr son considerables, mientras que el calor
espećıfico Cp es prácticamente constante. En Fluent se especificaron las propiedades densidad
ρ, k y µ en función de la temperatura mediante Funciones Definidas por el Usuario (UDF)
usando las expresiones del Anexo B. Las propiedades α y κ se derivan de las propiedades
anteriores, mientras que Cp, de variación menor a 0.5 %, se especificó como constante.
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Figura E.2: Variación porcentual de las propiedades del agua con respecto a T∞ = 11 oC en función
de la temperatura. (a) Propiedades con variaciones importantes: (4) coeficiente de expansión térmi-
ca α, (�) número de Prandtl Pr y (•) viscosidad dinámica µ. (b) Propiedades con menor variación:
(H) difusividad térmica κ, (�) conductividad térmica k, (N) densidad ρ y (♦) calor espećıfico Cp.

T [◦C]

Propiedad Unidades 11 15 20

ρ Kg/m3 999.513 998.951 998.016
α · 104 1/K 1.1825 1.6234 2.1123
µ · 103 Pa s 1.2731 1.1414 1.0049
ν · 106 m2/ s 1.2737 1.1426 1.0069
k W/(m K) 0.5801 0.5881 0.5975
Cp J/ Kg K 4184.1 4180.1 4176.0
κ · 107 m2/ s 1.3872 1.4083 1.4337
Pr . . . 9.182 8.113 7.023

Tabla E.2: Propiedades del agua estimadas a distintas temperaturas.
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E.2. Resultados del análisis numérico

En la presente sección se discuten los resultados obtenidos para la evolución de una pluma
térmica al interior de la cavidad para un suministro al elemento calefactor de potencia cons-
tante, en términos de la transferencia de calor y la evolución de los campos de temperatura
y velocidad.

E.2.1. Transferencia de calor

En las simulaciones se especificó un suministro de potencia por unidad de área constante
en la superficie del elemento calefactor q′ = 2376.714 w/m2, de esta manera la potencia di-
sipada por unidad de longitud q = P/L = 37.333 w/m. Los perfiles del número de Nusselt
local en función del ángulo γ se muestran en la figura E.3 (a) para distintos instantes del
tiempo adimensional t/τ . En ella se puede observar un mı́nimo local en la parte superior del
ciĺındro, donde se forma la pluma térmica, el cual se vuelve más pronunciado conforme au-
menta el tiempo adimensional. La máxima transferencia de calor ocurre en la parte inferior del
cilindro, donde la capa ĺımite térmica, δT (γ), tiene el menor espesor, según se discute en [122].
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Figura E.3: Transferencia de calor en la superficie del cilindro. (a) Perfiles del número de Nusselt
Nu(γ) en función del ángulo barrido sobre la superficie del cilindro para distintos tiempos adimen-
sionales t/τ . (b) Evolución temporal del número de Nusselt Nu en el punto inferior (γ = 0o) y
superior (γ = 180o) del cilindro, y promedio sobre su superficie Nu. Se indica el mı́nimo y máximo
local de Nu en los instantes (•) t/τ = 0.25 y (J) t/τ = 0.43, respectivamente.

La evolución temporal del número de Nusselt en el punto inferior y superior del cilindro
y promedio, Nu, sobre su superficie se muestra en la figura E.3 (b). Para Nu se observa
un mı́nimo y un máximo local en los tiempos adimensionales t/τ = 0.25 y t/τ = 0.43,
respectivamente, donde τ = r2/κ es el tiempo caracteŕıstico. Estos puntos de inflexión se
observan además para el número de Nusselt en la parte superior del cilindro (γ = 180◦), pero
no es posible detectarlos en la pared inferior (γ = 0◦).

203



E.2.2. Formación de la pluma térmica

La formación de la pluma térmica se puede apreciar en la figuras E.4 (a-c) en térmi-
nos de iso-contornos de temperatura adimensional θ∗ = k(T − T∞)/(q′D). En las figu-
ras E.4 (d-f) se muestran los iso-contornos de magnitud de velocidad v′c = vc/vesc, con
vesc =

√
(gαP )/(νρCp), que abarcan una región más amplia que el campo de temperatura,

como es de esperar para el número de Prandtl del fluido Pr > 1. En las figuras se muestran
además las ĺıneas de corriente, las cuales indican la presencia de estructuras de vorticidad a
ambos costados de la pluma.
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Figura E.4: Formación de una pluma térmica. (a-c) Isocontornos de campos de temperatura adi-
mensional, θ∗, para los instantes t/τ = (a) 0.18; (b) 0.22 y (c) 0.27. (d-f) Isocontornos respectivos
de la magnitud del campo de velocidad adimensional |v′| y ĺıneas de corriente.

En la figura E.5 (a) se comparan las evoluciones temporales de los perfiles de temperatura
central (x/rc = 0) adimensional por sobre y debajo del cilindro. Los perfiles colapsan inicial-
mente, pero difieren en forma significativa después de t/τ = 0.25, instante en que se observa
el mı́nimo local de Nu en la figura E.3 (b). Este comportamiento se observa además para
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Figura E.5: (a) Temperatura central adimensional θ∗c en función del módulo de la coordenada
vertical adimensional |y|/rc evaluada: (ĺıneas azules) debajo (y < 0) y (ĺıneas negras) sobre el
cilindro (y > 0). (b) Espesor de capa ĺımite térmica δT versus el tiempo adimensional, t/τ , para los
puntos: (ĺınea azul) inferior (γ = 0o) y (ĺınea negra) superior (γ = 180o) del cilindro.

el espesor de capa ĺımite térmica δT (definida como la variación bajo el 1 % de θ∗), que se
mantiene constante en la parte inferior del cilindro y que coincide prácticamente con el radio
del cilindro rc. En la parte superior del cilindro, δT se extiende a lo largo de la pluma que
se está desarrollando de acuerdo a los iso-contornos de temperatura constante en las figuras
E.4 (a-c).

E.2.3. Evolución del campo de temperatura

Luego de la formación de la pluma térmica, su campo de temperatura evoluciona de
acuerdo a los campos de temperatura que se muestran en la figura E.6. Una primera cantidad
de interés es la diferencia temperatura central con respecto al fluido ambiente Tc(y) − T∞,
que de acuerdo a Batchelor, escala con P/(κρCpy). El escalamiento de la temperatura central
con y−1 ha sido verificado experimentalmente, realizando una corrección por el tamaño finito
del elemento calefactor, por [4, 142]. La corrección consiste en reemplazar en la expresión
anterior y−1 por (y − y0)−1, donde y0 toma el papel de una fuente puntual virtual y que se
puede asociar a un origen equivalente para una fuente real. De acuerdo a lo anterior, para la
temperatura adimensional sigue el escalamiento:

θ∗c ∼
(
πkL

κρCp

)
(y − y0)−1 (E.4)

Los perfiles de la temperatura central adimensional θ∗c (t/τ) se muestran en la figura E.7
(a), donde se puede observar su disminución con la altura descrita previamente. Para ellos se
indica la posición más alta, ycap, que alcanza la pluma térmica determinada por θ∗c (y/r) > 0.5·
10−4. Los perfiles de velocidad central adimensional, v′c, se muestran para distintos instantes
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(a) (b) (c) (d)

Figura E.6: Evolución temporal del campo de temperatura para los instantes: (a) t = 10 s
(t/τ=0.22); (b) t = 20 s (t/τ=0.45), (c) t = 30 s (t/τ=0.67) y (d) t = 40 s (t/τ=0.89).

en la figura E.7 (b). En la figura se indica la velocidad de desplazamiento adimensional,
v′cap = vcap/vesc, de la temperatura en el punto más alto de la pluma térmica ubicado en ycap.
La velocidad v′cap es mayor que el perfil de velocidad central evaluado en dicha coordenada
v′c(ycap/rc). Para cada perfil de velocidad central se indica su velocidad máxima, v′mv, cuya
magnitud aumenta con el transcurso del tiempo.

Desplazamiento del cap y de la velocidad máxima

Un resultado interesante consiste en que la dinámica de la pluma térmica está relacionada
con la transferencia de calor en la superficie del cilindro. En la figura E.3 (a) se muestra la
evolución temporal de la temperatura adimensional de pared, θ∗w ≡ k(Tw − T∞)/(q′D), en
distintos puntos del cilindro. De acuerdo con su definición, esta temperatura corresponde al
inverso del número de Nusselt que se mostró previamente en la figura E.3 (b). La evolución
temporal de la altura adimensional de la pluma térmica, medida desde el punto superior del
cilindro h′cap = ycap/r − 1, y de la posición de la velocidad instantánea máxima, h′mv(t/τ), se
muestran en la figura E.8 (b). Para el máximo de la temperatura adimensional, es decir para
el mı́nimo local del número de Nusselt en t/τ ∼ 0.27, ocurre un quiebre en el desplazamiento
de la posición de la velocidad máxima y el punto más alto de la pluma se desplaza una
velocidad v′cap constante.
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Figura E.7: Perfiles de temperatura y velocidad central para distintos tiempos adimensionales t/τ .
(a) Evolución de la temperatura central adimensional, θ∗c , en función de la coordenada vertical
adimensional y/rc. Se indica con (�) la temperatura θ∗c (ycap/rc) en la coordenada más alta ycap de
la pluma. (b) Perfiles de velocidad central adimensional v′c. Se indica: (�) velocidad v′cap = vcap/vesc
a la que se desplaza la temperatura en el punto más alto, ubicado en ycap, e indicado en (a); (I)
velocidad instantánea v′c(ycap/rc) evaluada en la posición ycap; (N) velocidad máxima v′mv en cada
perfil v′c(y/rc).
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Figura E.8: Evolución temporal de la temperatura de pared y del desplazamiento de la pluma
térmica. (a) Temperatura de pared adimensional, θ∗w, para distintos ángulos γ y promedio, θw

∗
,

sobre la superficie del cilindro. (b) Altura de la pluma térmica, h′cap, medida desde el punto superior
en la superficie del cilindro y la posición de velocidad máxima h′mv. Para t/τ ∼ 0.27 se observa un
máximo de la temperatura adimensional θ∗w, un quiebre en el desplazamiento de la posición de la
velocidad máxima h′mv y el comienzo del desplazamiento a velocidad constante de la pluma térmica.
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Apéndice F

Detalles de implementación de un
algoritmo de correlación

En el presente Anexo se describen los detalles de implementación del algoritmo de co-
rrelación con deformación de imágenes que forma parte del método óptico discutido en el
Caṕıtulo 9.

F.1. Desarrollo del código computacional

El código se desarrolló en Ansi C en el sistema operativo Mac OS y se compila como una
aplicación ejecutable que no requiere de software adicional. Éste requirió del desarrollo de
rutinas eficientes procesamiento de imágenes dado el alto costo computacional del algoritmo.

F.1.1. Estructura general del código

El código se desarrolló de acuerdo a la estructura que se muestra en la figura F.1. En ella,
el código principal realiza los pasos del algoritmo y tiene los siguientes archivos de entrada:

Secuencia de imágenes en estudio. Estas pueden ser generadas artificialmente o
registradas en una experiencia y se encuentran en formato binario.

Archivo de parámetros. Archivo de texto con los parámetros del caso en estudio.

Libreŕıas. Libreŕıas con rutinas de procesamiento de imágenes.

El código principal entrega los siguientes archivos de salida:

archivo de

parámetros

campo de

deformación

secuencia

de imágenes

código

principal
archivos

de registro

librerías

Figura F.1: Estructura general del código de correlación de imágenes.
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Campo de deformación. Contiene el resultado de la evaluación de la secuencia de
imágenes.

Archivos de registro. Contiene los resultados de los pasos intermedios del algoritmo
que son útiles para la evaluación del código.

Libreŕıas de procesamiento de imágenes

Las libreŕıas procesamiento de imágenes se programaron en Ansi C y son del tipo dinámi-
cas, i.e. se cargan al momento de la ejecución del programa. Éstas son las siguientes:

Libreŕıa de lectura y escritura de archivos. Realiza el manejo de datos en formato
binario para reducir el volumen de almacenamiento y los tiempos de lectura y escritura.

Libreŕıa de correlación de imágenes. Calcula el coeficiente de correlación en forma
directa y en el espacio de Fourier mediante la libreŕıa FTTW [155]. Contiene además
rutinas para la búsqueda del máximo de correlación y el estimador subpixel Gaussiano.

Libreŕıa de cálculo de media por bloques. Calcula la intensidad media de imágenes
por bloques y se utiliza para evaluar el desplazamiento.

Libreŕıa de interpolación de imágenes. Realiza interpolación Spline y consiste en
una adaptación de las rutinas escritas en Ansi C por Thévenaz [156, 157].

En la figura F.2 se muestra una aplicación del método de interpolación implementado
para la construcción del estimador denso de un campo de deformación. El método utiliza
la condición de borde de espejo para extrapolar los puntos que están fuera de la malla de
muestreo.
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Figura F.2: Interpolación de una imagen con intensidad sinusoidal I(x, y) = I0 sin(2π(x− x0)/λ),
con amplitud I0 = 1 n.u. y x0 = 256 pixel. (a) Imagen inicial (arriba) e interpolada (abajo). (b)
Perfiles de intensidad: inicial Is(x, y), interpolada Î(x, y) en cada pixel y teórica It(x, y) para y = 256
pixeles.
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F.1.2. Descripción del código principal

El código principal se realizó de acuerdo a la estructura que muestra en la figura F.3. En
una etapa inicial se realizan los pasos:

Inicialización. Se realiza la lectura del archivos de parámetros, el manejo de directorios
y la inicialización de variables.

Cálculo de coeficientes Spline. Se calculan los coeficientes para realizar la deforma-
ción de imágenes de cada cuadro de la secuencia.

Luego se entra a un ciclo sobre un número determinado de iteraciones donde se realizan
los pasos del algoritmo. Éstos son los siguientes:

1. Estimador. En la primera iteración el estimador es nulo y posteriormente corresponde
al desplazamiento obtenido en la iteración anterior.

2. Estimador denso. Se interpola el estimador a las dimensiones de las imágenes.

3. Deformación de imágenes. Se deforman las imágenes de acuerdo al estimador denso.

4. Correlación de imágenes. Se calcula el corrector mediante el coeficiente de corre-
lación entre las ventanas de interrogación. Requiere de la búsqueda del máximo de
correlación y del estimador subpixel Gaussiano.

5. Evaluación del desplazamiento. Se calcula la suma entre el estimador denso prome-
diado de acuerdo a una ventana de peso y corrector dado por el proceso del correlación.

Una vez que se completan las iteraciones se realiza la escritura de los archivos de salida
y la liberación de memoria. En los pasos 4 y 5 se encuentra el uso de ventanas de peso, las
cuales se encuentran asociadas a la estabilidad del algoritmo, según se discute en la próxima
sección.
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Figura F.3: Estructura del código principal del algoritmo de correlación.
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F.2. Estabilidad y resolución espacial del algoritmo

En la presente sección se discute el rol de los parámetros del algoritmo, principalmente
las ventanas de peso y el método de interpolación, en su estabilidad y resolución espacial.

Criterio de estabilidad del algoritmo

El algoritmo se considera estable śı, luego del proceso iterativo, la medición del campo de
deformación toma un valor finito cada frecuencia espacial. La Modulation Transfer Function
(MTF) caracteriza la respuesta en frecuencia del algoritmo (cf. 9.3.2). Ésta corresponde, en
el presente caso, a una progresión geométrica que está dada, para una iteración k, por [136]:

MTFk = a

k∑

i=0

(c(b− a))k (F.1)

donde a, b y c indican las modulaciones asociadas al estimador, a la ventana de peso en la
evaluación del desplazamiento y a la interpolación del estimador denso, respectivamente. La
condición para la convergencia de la serie, y estabilidad del algoritmo, está dada por [136]:

−1 < c(b− a) < 1 (F.2)

Si el algoritmo es estable, la MTF aumenta con cada iteración y eventualmente converge
a:

MTF∞ =
a

1− c(b− a)
(F.3)

El análisis se puede simplificar considerando que no existe modulación asociada al método
de interpolación, i.e. c ≈ 1. Bajo este supuesto, el algoritmo es estable si: (i) la ventana del
estimador es definida positiva, i.e. a > 0; (ii) la ventana de peso del estimador no es definida
positiva y se utiliza una ventana adecuada para promediar el estimador denso.

Resolución espacial del algoritmo

Los parámetros del algoritmo se eligen de acuerdo al criterio de estabilidad anterior y su
efecto en la resolución espacial del algoritmo que es el siguiente:

Ventana de peso para el estimador. Resulta conveniente que ésta tenga una res-
puesta en frecuencia definida positiva, lo que teóricamente permite reconstruir todas
las frecuencias espaciales muestreadas correctamente [132]. Entre las ventanas con esta
caracteŕıstica se encuentran la de forma triangular y la diseñada por Nogueira para su
uso en algoritmos de correlación iterativos [136]. Esta última está dada por [158]:

wn(x, y) = 3

√√√√
(

4

∣∣∣∣
x− xc
W

∣∣∣∣
2

− 4

∣∣∣∣
x− xc
W

∣∣∣∣+ 1

)(
4

∣∣∣∣
y − yc
W

∣∣∣∣
2

− 4

∣∣∣∣
y − yc
W

∣∣∣∣+ 1

)
(F.4)

donde xc e yc son las coordenadas al centro de la ventana de ancho W . La respuesta en
frecuencia unidimensional de la ventana de Nogueira se muestra en la figura F.4 y está
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Figura F.4: Comparación de ventanas de peso. (a) Ventana de Nogueira, wn, de lado W = 32
pixeles. (b) Modulation Transfer Function (MTF) unidimensional de las ventanas de Nogueira y
Top-Hat en función de la frecuencia espacial normalizada, ω = W/λ, con λ la longitud de onda.

dada por [158]:

MTF =
6

πω2
(1− sinc(ω))) (F.5)

con ω = W/λ la frecuencia espacial normalizada. La ventana de Nogueira induce des-
afortunadamente un filtrado de frecuencias erróneo cuando el tamaño de las ventanas
de interrogación es menor a 32 pixels y no se recomienda en este caso [159].

Ventana de peso para el estimador denso. Ésta es t́ıpicamente una ventana Top-
Hat, aún cuando su respuesta en frecuencia dada por la función seno cardinal sinc(ω)
contiene valores negativos (cf. fig F.4). El aumento del ancho de esta ventana da mayor
estabilidad al algoritmo, sin embargo puede reducir su resolución espacial.

Método de interpolación. El método de interpolación lineal permite reducir el tiem-
po computacional, sin embargo disminuye la precisión a altas frecuencias [137]. Los
métodos más precisos y que entregan una mejor resolución espacial son: interpolación
Spline o las que se basan en las funciones de seno cardinal y transformada de Fourier.
[27, 129, 130, 137].

Entre otros factores que pueden entregar una mayor resolución espacial se encuentran
el uso de una malla de espaciado pequeño y ventanas de interrogación de mayor tamaño
[129, 136, 137]. Éstos requieren de un tiempo computacional considerable, sobretodo si se
realiza un alto número de iteraciones. Otro método que permite aumentar la resolución
espacial consiste en disponer las part́ıculas en una malla regular [136]. Este último método
es dif́ıcil de implementar en PIV, pero se puede utilizar sin problemas en la técnica Synthetic
Schlieren.
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F.3. Generación de secuencias de imágenes artificiales

En la presente sección se describe la generación de las secuencias de imágenes artificiales
que se utilizaron en las pruebas del algoritmo de correlación (cf. 9.3.2). Las secuencias re-
presentan el muestro de la intensidad de luz de un grupo de part́ıculas que incide en sensor
CCD, según se muestra en la figura F.5. Para construir las secuencias se supone que el área
foto sensible abarca las dimensiones del sensor, i.e. un fill factor unitario, y se utiliza un
procedimiento similar a [160].

En una secuencia de imágenes se encuentra un conjunto de k = 1...Np part́ıculas cuyas
coordenadas evolucionan de acuerdo a:

(xk(t), yk(t)) = (xk(t0), yk(t0)) + ~u(x, y, t) (F.6)

donde (xk(t0), yk(t0)) son las coordenadas iniciales que tienen una distribución aleatoria
y ~u(x, y, t) es el desplazamiento impuesto. Para cada part́ıcula se supone una distribución de
intensidad de luz Gaussiana dada por [102]:

pk(x, y, t) = I0 exp

[−(x− xk(t))2 − (y − yk(t))2

(dτ/
√

8)2

]
(F.7)

con I0 la intensidad máxima y dτ el ancho caracteŕıstico de cada part́ıcula. La intensidad
de luz de una secuencia, I(xi, yj, t), corresponde a la integral sobre cada pixel de la suma de
las distribuciones de intensidad de cada part́ıcula, dada por:

I(xi, yj, t) =
1

Lx Ly

∫ xi

xi−1

∫ yj

yj−1

Np∑

k=1

pk(x, y, t) dy dx (F.8)

donde (xi, yj) son las coordenadas discretas de cada pixel de tamaño Lx×Ly. Combinando
las ecs. (F.7) y (F.8) se obtiene:

I(xi, yj, t) = I0

Np∑

k=1

∫ xi

xi−1

∫ yj

yj−1

exp

[−(x− xk(t))2 − (y − yk(t))2

(dτ/
√

8)2

]
dy dx (F.9)

donde se reemplazó Lx = Ly = 1 pixel, por lo que dτ debe estar en unidades de pixeles.
Para simplificar la expresión anterior se utiliza el cambio de variables:

u = (x− xk(t))/(dτ/
√

8)

v = (y − yk(t))/(dτ/
√

8)
⇔

du = (
√

8/dτ ) dx

dv = (
√

8/dτ ) dy
(F.10)

Con ellas se obtiene:

I(xi, yj, t) =
d2
τI0

8

Np∑

k=1

∫ uk+

uk−

∫ vk+

vk−

exp(−u2) exp(−v2) dv du (F.11)
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Figura F.5: Modelo de un sensor CCD. (a) Distribución de intensidad de luz, p(x, y), de un conjunto
de part́ıculas de diámetro dτ = 4 pixeles. (b) Intensidad registrada por el sensor I(x, y).

donde los ĺımites de integración están dados por:

uk− = (
√

8/dτ )(xi − xk(t)− 1)

vk− = (
√

8/dτ )(yj − yk(t)− 1)

uk+ = (
√

8/dτ )(xi − xk(t))
vk+ = (

√
8/dτ )(yj − yk(t))

(F.12)

Reconociendo en la ec. (F.11) la función error dada por:

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

exp(−t2) dt (F.13)

se obtiene finalmente que la intensidad de la secuencia está dada por:

I(xi, yj, t) =
d2
τπI0

32

Np∑

k=1

(erf(uk+)− erf(uk−)) · (erf(vk+)− erf(vk−)) (F.14)

Esta esta ecuación se puede evaluar en forma eficiente considerando que los términos
sobre los cuales se realiza la sumatoria son no nulos en una región pequeña entorno a cada
part́ıcula. El siguiente código escrito en Matlab se basa en el desarrolló anterior y genera una
secuencia con un desplazamiento uniforme de part́ıculas.
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% Parámetros de la secuencia.
X=512; Y=512; % Tamaño de un cuadro [pixeles].
n_cuadros=31; % Número de cuadros.
% Parámetros de las particulas.
Io=300; % Intensidad máxima.
d_tau=3.0; % Diámetro de una particula [pixeles].
N_pp=0.076; % Densidad de partı́culas [ppp].
N_p=round(N_pp*X*Y); % Número de partı́culas (19922).
dist_media_part=2/sqrt(pi*N_pp); % Distancia media (4.09 pixels).
dxx=6;dyy=6; % Región con intensidad no nula [pixeles].
b=(sqrt(1/8).*d_tau); % Constante para evaluar los limites de erf.
fact_const=Io*(pi/4)*(bˆ2); % Prefactor en cálculo de intensidad.
eje_x=0.5:1:(X-0.5); % Eje x con valores al centro de cada pixel.
eje_y=0.5:1:(Y-0.5); % Eje y con valores al centro de cada pixel.
% Generación de una distribucion aleatoria de particulas.
ini_rang_x=0; fin_rang_x = X;
ini_rang_y=0; fin_rang_y = Y;
rand(’twister’,123);
xo = ini_rang_x + (fin_rang_x-ini_rang_x)*rand(1,N_p);
rand(’twister’,34);
yo = ini_rang_y + (fin_rang_y-ini_rang_y)*rand(1,N_p);
% Definición del desplazamiento horiontal (0.1 pixel/cuadro).
offset_x=0:0.1:3; offset_y=0*ones(1,n_cuadros);
% Inicialización de matrices.
secuencia=zeros(Y,X,n_cuadros);xd=zeros(1,N_p);yd=zeros(1,N_p);
% Ciclo sobre el número de cuadros.
for iter=1:n_cuadros

xd=xo+offset_x(iter); % Coordenada x de las partı́culas desplazadas.
yd=yo+offset_y(iter); % Coordenada y de las partı́culas desplazadas.
I_cuadro=zeros(Y,X);
% Ciclo sobre el número de particulas.
for k=1:N_p
y_me=round(yd(k))-dyy; y_ma=round(yd(k))+dyy;
x_me=round(xd(k))-dxx; x_ma=round(xd(k))+dxx;
ind_y=y_me:y_ma; ind_x=x_me:x_ma; % Rango entorno a una partı́cula.
u_menos=(ind_y -1 -yd(k))/b; u_mas=(ind_y -yd(k))/b;
v_menos=(ind_x -1 -xd(k))/b; v_mas=(ind_x -xd(k))/b;
aux=(erf(u_mas) -erf(u_menos))’*(erf(v_mas) -erf(v_menos));
cond_1_y=ind_y>0; cond_1_x=ind_x>0; % Rango positivo.
cond_2_y=(Y+1-ind_y)>0; cond_2_x=(X+1-ind_x)>0;% Rango en del cuadro.
c_y=cond_1_y&cond_2_y; c_x=cond_1_x&cond_2_x;% Indices de ambas cond.
% Suma de la intensidad de una partı́cula.
I_cuadro(ind_y(c_y),ind_x(c_x))=I_cuadro(ind_y(c_y),ind_x(c_x))+...
aux(c_y,c_x);
end

secuencia(:,:,iter)=fact_const*I_cuadro;
end
% Mostrar la secuencia.
I_min=min(secuencia(:));I_max=max(secuencia(:));
for fr=1:n_cuadros;

imagesc(eje_x,eje_y,secuencia(:,:,fr),[I_min I_max]);
colormap gray;xlabel(fr);pause(0.5);

end
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Apéndice G

Circuitos eléctricos de drenaje de
corriente y medición de temperatura

El presente Anexo trata sobre la implementación de una fuente controlada de potencia
para un elemento calefactor que genera plumas térmicas (cf. 9.4.1). En la implementación
de la fuente se diseñaron y construyeron los circuitos eléctricos que realizan las tareas de
suministro de potencia al elemento calefactor la medición de su temperatura del elemento
calefactor. Ambos circuitos se comunican con una placa de desarrollo Arduino Mega 2560
para la adquisición de datos y el control de temperatura del elemento calefactor.

G.1. Circuito de drenaje de corriente

Para alimentar al elemento calefactor de resistencia RH ∼ 35 Ω se utilizó el circuito de
drenaje de corriente basado en las referencias [161–163] que se muestra en la figura G.1. En
el circuito, un transistor MOSFET IRF740 retira desde el terminal de drenaje una corriente
i de la resistencia RH , que se alimenta por un voltaje Vc. Como la corriente a través de la
resistencia RH es prácticamente la misma que abandona el surtidor del transistor, se cumple:

Vsense ≈ iRsense (G.1)

donde Rsense = 10 Ω una resistencia de precisión. El amplificador operacional OP07 ajusta
su salida que alimenta al graduador del transistor para equiparar el voltaje en la resistencia
de medición Vsense al voltaje de entrada Vin. Este último se obtiene de la corriente iout ∈ [0, 20]
mA que proporciona el conversor análogo digital AD420 de 16 Bit y que se convierte a la
señal de voltaje Vin mediante la resistencia Rd = 200 Ω. De esta manera, la corriente que se
retira del elemento calefactor y la potencia p que disipa están dadas por:

i =
Rd

Rsense

iout y p = RL

(
Rd

Rsense

)2

i2out (G.2)

El voltaje de alimentación Vc debe suplir las cáıdas de voltaje en el elemento calefactor,
el
transistor y la resistencia de medición, condición dada por Vc ≥ i(RH + RDS(on) + Rs) con
RDS(on) ∼ 0.5 Ω la resistencia encendido del transistor.
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Figura G.1: Circuito de drenaje de corriente. El drenador (D) del transistor retira una corriente
i del elemento calefactor de resistencia RH alimentado por un voltaje Vc. La corriente fluye por
la resistencia de medición, Rs, conectada al surtidor (S) del transistor y genera un voltaje Vsense.
El amplificador operacional OP07 ajusta el graduador del transistor (G) equiparando Vsense con
el voltage de entrada Vin. Este último se obtiene de la corriente de salida iout del conversor D/A
AD420 y la resistencia Rd.

En la figura G.2 (a) se muestra la potencia que disipa un elemento calefactor, conectado
a la fuente de corriente, para distintos valores de su resistencia y voltajes de alimentación.
En ella se indica un ĺımite de corriente imax = 0.35 A para no dañar este elemento. En la
figura G.2 (b) se muestra la potencia que disipa un calefactor de resistencia RH = 35 Ω.
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Figura G.2: Curvas de operación del circuito de drenaje de corriente. (a) Potencia p en función de
la resistencia del elemento calefactor RH y voltajes de alimentación Vc: (�) 12 V; (•) 18 V y (�) 24
V. Se indica el ĺımite dado por un valor de corriente imax = 0.350 A. (b) Potencia p en función de
la corriente de drenaje, i, para un valor de resistencia del elemento calefactor RH = 35 Ω.
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G.2. Circuito de medición de temperatura

La temperatura del elemento calefactor se registra mediante un termistor NTC 223Fu5183-
15U004 fabricado por Semitec, de respuesta rápida dada por una constante tiempo de 50 ms.
Su resistencia en función de su temperatura, T , se describe por:

RTh = R0 e
B

(
1

T
− 1

T0

)

(G.3)

con R0 = 14.015 ±0.5 % kΩ su valor de resistencia a una temperatura T0 = 37 ±0.02◦C
y constante B = 3454 ± 1 % K. Para medir la variación de la resistencia del termistor con la
temperatura se utilizó el circuito que se muestra en la figura G.3. El termistor se encuentra
en una de las ramas de un puente de Wheatstone con resistencias Rb = 24.9 kΩ y que
se alimenta con una tensión Vb. La tensión de alimentación proviene de una referencia de
voltage AD780 de voltaje Vref = 2.5 V que se interrumpe luego de cada medición para evitar
el sobrecalentamiento del sensor. La resistencia variable del termistor genera una diferencia
de voltaje en el puente, ∆V , dada por:

∆V ≡ V1 − V 2 = Vb

(
0.5− Rth

Rb +Rth

)
(G.4)

El amplificador instrumental AD620, que posee una alta impedancia de entrada de 10
GΩ, amplifica el voltaje en el puente. La señal de voltaje que entrega, Vout, con respecto a su
voltaje de referencia, Vref , dado por:

Vout − Vref = GI ∆V (G.5)
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Figura G.3: Circuito de medición de temperatura. El termistor de resistencia Rth se encuentra en
un puente de Wheatstone, con resistencias restantes Rb y que se alimenta a una tensión Vb por una
referencia de voltaje. El amplificador de instrumentación AD620 amplifica la diferencia de voltaje
en el puente, ∆V , con una ganancia dada por la resistencia RG y entrega voltaje de salida Vout. El
conversor A/D AD7715 mide la señal de voltaje Vout con respecto al voltaje de referencia Vref = Vb.
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donde su ganancia GI se ajusta entre 1 y 104 mediante una resistencia RG de acuerdo a:

GI =
49.4 kΩ

RG

+ 1 (G.6)

El conversor análogo digital de 16 bit AD7715 mide la señal de salida del amplificador
instrumental, Vout, en modo bipolar con respecto al voltaje de referencia Vref . para Vref = Vb,
el voltaje del conversor VADC está dado por:

VADC = GIGII∆V ; (G.7)

donde la ganancia GII del conversor análogo digital puede tomar los valores 1,2, 32 o 128.
Esta diferencia de voltaje permite obtener la resistencia del termistor de acuerdo a:

Rth = Rb

(
Vref + 2∆V

Vref − 2∆V

)
(G.8)

En la figura G.4 se muestran las curvas de operación del circuito de medición de tempe-
ratura. La resistencia del termistor en una función de su temperatura está dada por la ec.
(G.3). La diferencia de voltage en el puente, ∆V , se muestra en función de la temperatura
del termistor y distintos valores de ganancia impuestos por la resistencia RG del amplificador
instrumental.
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Figura G.4: Curvas de operación del circuito de medición de temperatura. (a) Resistancia del
termistor, Rth, en función de la temperatura T . (b) Diferencia de voltage ∆V en el puente de
Wheastone para distintas ganancias del circuito, G, impuestas por la resistencia RG del amplificador
instrumental: (�) 1 (sin RG); (�) 5.940 (RG = 10 kΩ); (.) 7.587 (RG = 7.5 kΩ); (♦) 10.880 (RG = 5
kΩ).
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