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OPTIMIZACIÓN DE PARÁMETROS EN LA ESTIMACIÓN DE LAS PROPIEDADES 

DINÁMICAS DE ARENAS 
 
El presente trabajo corresponde a un estudio sobre los parámetros de las curvas de las 
propiedades dinámicas de arenas, degradación del módulo de corte y razón de 
amortiguamiento, en donde se realiza un estudio de las relaciones que existen entre las 
variables involucradas en las curvas de degradación del módulo de corte para arenas en 
régimen drenado y no drenado planteando modelos hiperbólicos y un estudio sobre los 
parámetros de la curva de razón de amortiguamiento.  
 
El objetivo principal corresponde a la optimización de parámetros en la estimación de las 
propiedades dinámicas de arenas. La degradación del módulo de corte a través de 
técnicas de inferencia bayesiana, mientras que la taza de amortiguamiento mediante 
mínimos cuadrados. 
 
El estudio tiene cuatro etapas: 1) estudio y búsqueda de datos experimentales de curvas  
de degradación en régimen drenado y no drenado, además de curvas de exceso de 
presión de poros y análisis de relaciones entre estas curvas; 2) estimación bayesiana de 
los datos experimentales de la degradación del módulo de corte, es decir, optimización 
de parámetros del modelo propuesto para el exceso de presión de poros y para el modelo 
utilizado por Stokoe et al. (1999); 3) validación de los modelos propuestos (Modelo 3 y 
Modelo NDMMM) que relacionan las curvas de degradación del módulo de corte en 
régimen drenado y no drenado; 4) estudio sobre los parámetros de las curvas de 
amortiguamiento mediante mínimos cuadrados. 
 
Dentro de los principales resultados se tiene que el modelo para el exceso de presión de 
poros normalizado por el confinamiento inicial ajusta correctamente los datos 
experimentales. Los dos modelos propuestos para la curva de degradación del módulo 
de corte también ajustan correctamente los datos experimentales, diferenciados entre 
ellos en la cantidad de parámetros utilizados. Sin embargo, los parámetros de ambos 
modelos no presentan una tendencia y/o comportamiento regular en la variación del 
confinamiento y el contenido de finos. Además, se tiene que los parámetros involucrados 
en la curva de razón de amortiguamiento tampoco presentan una tendencia y/o 
comportamiento regular en la variación del confinamiento y el contenido de finos 
 
Por último, se comparan los dos modelos propuestos con el modelo propuesto por 
Matasović & Vucetic (1993). Se observa que ambos modelos ajustan de forma similar 
siendo el Modelo NDMMM el más preciso dado la mayor cantidad de parámetros de 
ajustes. Cabe destacar que los dos modelos propuestos al anular la presión de poros se 
retoma el modelo de Stokoe et al. (1999) debido a que estos utilizan sus parámetros de 
optimización.  
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1 INTRODUCCIÓN 
1.1 Contexto General 
 
Chile es el país más sísmico del mundo, en donde se produce un terremoto cada cierto 
periodo de tiempo (Cisternas, 2011), siendo el suelo afectado por movimientos sísmicos, 
afectando todo lo que está construido sobre él. Son los parámetros dinámicos como el 
módulo de corte “G” y la tasa de amortiguamiento “D” los que permiten caracterizar la 
respuesta dinámica del suelo y por consiguiente la amplificación de las ondas a través 
del suelo. Con los movimientos sísmicos, uno de los fenómenos que se produce es la 
licuefacción del suelo, que es un fenómeno en el que una masa saturada de arena pierde 
un gran porcentaje de su resistencia al corte y fluye de una manera que se asemeja a un 
líquido hasta que los esfuerzos cortantes que actúan sobre la masa son tan bajos como 
su resistencia al corte reducida (Castro & Poulos, 1977). Para la construcción en suelos 
potencialmente licuables se realizan estudios de amplificación dinámica sobre el suelo 
con programas como DEEPSOIL (Y. M. A. Hashash et al., 2016), EERA (Bardet et al., 
2000), entre otros, los cuales utilizan las curvas de reducción de módulo normalizadas 
como parámetro de entrada. 
 
En la actualidad existe un modelo de curva de degradación del módulo de corte que utiliza 
la tensión efectiva, el cual corresponde al modelo de Matasović & Vucetic (1993). La 
motivación de este Trabajo de Título es proponer otra curva de degradación para el 
módulo de corte relacionando el régimen drenado y no drenado de ensayos de columna 
resonante para arenas, siendo a futuro mejorada y/o modifica para ser implementada en 
programas como los mencionados para realizar análisis de amplificación dinámica sobre 
suelos. Para el amortiguamiento existe un modelo propuesto por Darendeli (2001), donde 
esta se define mediante una función de la degradación del módulo de corte. 
 

1.2 Objetivos 
1.2.1 Objetivo General 
 
El objetivo principal corresponde a la optimización de parámetros en la estimación módulo 
de corte de arenas a través de técnicas de inferencia bayesiana y de la curva de razón 
de amortiguamiento mediante mínimos cuadrados. Además, de estudiar el 
comportamiento de los parámetros presentes en los modelos utilizados, tanto para la 
degradación del módulo de corte como para la razón de amortiguamiento. 
 

1.2.2 Objetivos Específicos 
 

▪ Estimar los parámetros óptimos de modelos de curvas de degradación del módulo 
de corte para datos de ensayos de columna resonante de arenas en régimen 
drenado y no drenado mediante inferencia bayesiana.  

▪ Buscar relaciones entre variables involucradas en los resultados de ensayos de 
columna resonante en régimen no drenado para arenas a través de inferencia 
bayesiana para la degradación del módulo de corte y la razón de amortiguamiento. 
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▪ Proponer un modelo que relacione las curvas de degradación del módulo de corte 
entre resultados de ensayos de columna resonante para arenas en régimen 
drenado y no drenado para la degradación del módulo de corte. 

▪ Estimar los parámetros óptimos de los modelos y relaciones propuestas a través 
de la inferencia bayesiana de la degradación del módulo de corte. 

▪ Realizar un estudio sobre los parámetros involucrados en las curvas de razón de 
amortiguamiento. 

 

1.3 Metodología 
 
Para llevar a cabo el presente trabajo de título se siguió la siguiente metodología: 
 

▪ Estudio en profundidad de las ecuaciones que gobiernan el ensayo de columna 
resonante. 

▪ Estudio de la norma ASTM D4015-15. 
▪ Investigación sobre los parámetros dinámicos para arenas. 
▪ Implementación y estudio sobre inferencia bayesiana.  
▪ Generación del código para realizar inferencia bayesiana y comprobación de este 

con resultados ya existentes en la literatura. 
▪ Búsqueda de datos sobre ensayos de columna resonante para arenas en régimen 

drenado y no drenado. 
▪ Análisis sobre las relaciones entre variables involucradas en los resultados de 

columna resonante de curvas de degradación del módulo de corte en régimen 
drenado. 

▪ Proposición de un modelo de curvas de degradación del módulo de corte que 
relacione las curvas de degradación en régimen drenado y no drenado. 

▪ Comparación de los resultados finales de los modelos de degración del módulo de 
corte. 

▪ Análisis sobre las relaciones entre variables involucradas en los resultados de 
columna resonante de curvas de razón amortiguamiento en régimen drenado y no 
drenado. 

 

1.4 Organización de la memoria 
 
El presente trabajo de titulación consiste en diez capítulos organizados. A continuación, 
se presenta la descripción a modo general de cada capítulo: 
 
Capítulo 1: Introducción. Se presenta a modo general el trabajo, con los objetivos, 
metodología y organización. 
 
Capítulo 2: Revisión Bibliográfica. Se recopilan los antecedentes que están 
relacionados con el presente trabajo.  
 
Capítulo 3: Datos Experimentales Analizados. Se recopilan los datos previos de 
ensayos drenados y no drenados para arenas en columna resonante, además se 
presentan las ecuaciones propuestas para la degradación del módulo de corte. 
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Capítulo 4: Estimación Bayesiana con datos experimentales para modelos de 
curvas de degradación del módulo de corte. Se realiza inferencia bayesiana sobre los 
datos previos para la realización de los modelos finales de las curvas de degradación del  
módulo de corte. 
 
Capítulo 5: Validación de los modelos propuestos de curvas de degradación del 
módulo de corte. Se realiza inferencia bayesiana sobre los modelos de degradación del 
módulo de corte finales propuestos y su comparación.  
 
Capítulo 6: Estudio de parámetros de la curva de amortiguamiento: Se realiza un 
estudio sobre los parámetros involucrados en la curva de amortiguamiento y sus 
tendencias. 
 
Capítulo 7: Discusión. Se realiza un análisis de los resultados obtenidos en los capítulos 
3, 4, 5 y 6. 
 
Capítulo 8: Conclusión. Se presentan las conclusiones que se obtienen a partir de los 
objetivos planteados en el presente trabajo. 
 
Capítulo 9: Bibliografía. Se presentan las referencias utilizadas y consultadas de las 
publicaciones utilizadas a lo largo del presente trabajo de título. 
 
Capítulo 10: Anexos. Se muestran los datos, imágenes e información anexa al trabajo 
realizado. 
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2 REVISIÓN BIBLIOGRÁFICA 
2.1 Dinámica de suelos 
2.1.1 Propiedades dinámicas de los suelos 
 
Las propiedades dinámicas de los suelos, módulo de corte (G) y razón de 
amortiguamiento (D), son fundamentales para entender su respuesta y comportamiento 
ante solicitaciones cíclicas provenientes de vibraciones de máquinas, movimientos 
telúricos, entre otros (Kokusho, 1980). En particular, los parámetros G y D permiten 
caracterizar sistemas dinámicos en la ingeniería sísmica, de maquinarias, vibraciones, 
interacción suelo-estructura, según diferentes niveles de deformación (Ochoa-Cornejo et 
al., 2020). Ejemplos de este tipo de sistemas son: 1) Propagación unidimensional de 
ondas y respuesta de sitio, 2) fundaciones de máquinas industriales, y 3) modelación 
numérica de grandes geoestructuras. La Figura 2.1 explicita más ejemplos y detalles de 
situaciones donde las propiedades dinámicas son relevantes.  

  
Figura 2.1. Clasificación de problemas dinámicos (Ishihara, 1996). 

2.1.1.1 Módulo de corte 
 
El módulo de corte, G, se relaciona con la rigidez del sistema granular antes solicitaciones 

de corte, y se caracteriza con la tangente en una curva  vs .  La Figura 2.2 presenta 
esta curva para una condición cíclica de corte, en la cual el suelo experimenta una 

deformación angular  según un nivel de corte  en régimen de carga y descarga. 
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Figura 2.2. Loop de histéresis para un ciclo de carga que muestra Gmax (G0), G y D 

(Zhang et al., 2005).  

En la Figura 2.2 se definen dos tipos de módulo de corte: 1) G0 para deformaciones 

angulares  muy pequeñas, elásticas, y del orden de 10-5 %, y 2) Gsec para deformaciones 

angulares  mayores, plásticas, siendo la pendiente en cualquier punto (, ).  Se entiende 
el Gsec máximo como la relación entre la tensión máxima y la deformación máxima en un 
ciclo (Assimaki et al., 2000). De la Figura 2.2 se observa que la pendiente disminuye 
monótonamente entre G0 y Gsec máximo lo cual es válido para este primer ciclo de carga 
mostrado, y cualquier otro ciclo posterior. Esta observación es general y refiere a la 
degradación no lineal de la rigidez con los ciclos de carga. G0 se relaciona de manera 
indirecta con la calidad y rigidez de los contactos que existen a nivel interpartículas de un 
suelo en particular, por otro lado, también se puede entender como la velocidad de las 
ondas de corte que se propagan a través del esqueleto del suelo (Ochoa-Cornejo et al., 
2020), este parámetro se determina a través de la siguiente expresión: 
 
 𝐺0 = 𝜌𝑉𝑠

2 (2.1) 

 

Donde  es la densidad de masa del suelo y Vs es la velocidad de onda de corte del suelo 
(Zhang et al., 2005).  
 
El módulo de corte, generalmente se presenta en gráficos de degradación de forma 
normalizada, de la forma G/Gmax. En donde el módulo de corte normalizado presenta un 

comportamiento lineal hasta una deformación t
e del orden de 10-3 % (G/Gmax ~ 0.99), 

denominado límite de deformación elástica (Vucetic, 1994). Por encima del límite de 
deformación elástica, los suelos se comportan de forma no lineal, pero siguen siendo 
elásticos, la relación tensión-deformación es curva, pero las deformaciones son 
recuperables en la descarga (Darendeli, 2001). La amplitud de deformación a la que las 
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deformaciones se vuelven irrecuperables, se denomina límite de deformación plástica 

(Vucetic, 1994), el cual se alcanza en una deformación de t
c del orden de 10-2 % (G/ Gmax 

~ 0.80) (Darendeli, 2001). Los límites mencionados se muestran en la Figura 2.3. 

 
Figura 2.3. Rangos de deformación elástica lineal, elástica no lineal y plástica en la 

degradación del módulo de corte normalizado (Darendeli, 2001). 

2.1.1.2 Amortiguamiento 
 
En la Figura 2.2 se define WD y WS que corresponden a la energía disipada y a la energía 
de deformación máxima almacenada durante el ciclo mostrado, también válido para 
cualquier otro ciclo posterior (Zhang et al., 2005). La razón de amortiguamiento del 
material, D, representa un amortiguamiento viscoso equivalente asociado a la energía 
disipada por el suelo, a través de histéresis, en donde los mecanismos que contribuyen 
a la amortiguación son: 1) la fricción interpartículas, 2) el efecto de la velocidad de 
deformación y 3) el comportamiento no lineal del suelo. La relación de amortiguación 
histerética se puede calcular mediante: 
 
 

𝐷 =
𝑊𝐷
4𝜋𝑊𝑠

 
(2.2) 

 

La razón de amortiguamiento del material a deformaciones angulares () muy pequeñas, 
se denomina Dmin. A diferencia de G, la curva D-log γ se expresa en términos absolutos, 

no en términos normalizados, porque las características no lineales de D-log  están 
relacionadas con la curva de reducción del módulo normalizado de un suelo dado en 
lugar del valor de la relación de amortiguación del material en pequeñas o grandes 
deformaciones (Darendeli, 2001). Dmin se mantiene constante hasta el límite de 

deformación elástica t
e, desde este punto, D tiene un comportamiento creciente a medida 

que aumenta la deformación. En el límite de deformación plástica, D es aproximadamente 
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un 3 % mayor que Dmin (Stokoe et al., 1999). En la Figura 2.4 se presenta la información 
presentada en este párrafo. 
 

 
Figura 2.4. Rangos de deformación elástica lineal, elástica no lineal y plástica curvas de 

amortiguación (Darendeli, 2001). 

2.1.2 Los fenómenos qué representan 
 
El módulo de corte G representa varios fenómenos como son: 1) La estructura granular 
del suelo, 2) la rigidez de la estructura granular y 3) el fenómeno de contactos. Por otro 
lado, el amortiguamiento D representa la energía disipada por el suelo, en donde los 
mecanismos que contribuyen a la amortiguación del material son: 1) la fricción entre las 
partículas del suelo; 2) el efecto de la tasa de deformación; y 3) el comportamiento no 
lineal del suelo (Zhang et al., 2005).  
 
Los contactos a pequeñas y grandes deformaciones reflejan diferentes mecanismos de 
deformación interna. La respuesta de la deformación interna ante cargas de 
deformaciones pequeñas se produce con una estructura constante y destaca el 
comportamiento de contacto. La respuesta de la deformación interna ante cargas de 
deformaciones grandes se asocia con cambios en la estructura y, a menudo, implica 
cambios significativos en el volumen (o densidad) en condiciones drenadas o cambios en 
la presión de poro en condiciones no drenadas.  
 
La rigidez a pequeñas deformaciones de un esqueleto granular es una respuesta 
constante de la estructura que se controla mediante la rigidez de los contactos entre 
partículas y el estado de tensión. Mientras que la rigidez de un esqueleto granular, se 
degrada a medida que aumenta el nivel de deformación, esto debido a que grandes 
deformaciones de un esqueleto granular está determinado por los cambios de estructura, 
dada la pequeña área de contacto y la concentración de tensión correspondiente 
(Santamarina et al., 2001). 
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2.1.3 Uso de los parámetros dinámicos 
 
Los modelos lineales equivalentes utilizan un enfoque iterativo para aproximar el 
comportamiento no lineal e inelástico de los suelos. Se usa un módulo de corte promedio, 
Gsec, durante un ciclo completo de carga para aproximar el ciclo de histéresis. Si bien se 
pueden encontrar parámetros de material lineal equivalentes que se ajustan 
iterativamente para ser consistentes con un nivel efectivo de deformación por 
cizallamiento, el análisis es lineal equivalente.  
 
Los parámetros G0 y Dmin calculados, por ejemplo, con columna resonante, se utilizan 
para actualizar las curvas de degradación en un problema de respuesta de sitio. El 
esquema lineal equivalente se implementa como un proceso iterativo debido a que no es 
posible determinar el nivel máximo de deformación en cada estrato del perfil del suelo 
antes que se complete el análisis. El primer paso es establecer las propiedades de rigidez 
y de amortiguamiento para cada estrato para proceder con un análisis de propagación de 
ondas de corte. Con el análisis realizado, se procede a actualizar la rigidez y el 
amortiguamiento en función de la ecuación (2.3). 
 
 

𝑅𝛾 =
𝑀 − 1

10
 

(2.3) 

 

Donde M es la magnitud del del terremoto y R es la relación entre la deformación por 
corte efectiva y la deformación por corte máxima. Las propiedades se actualizan 

multiplicando R por la deformación por corte máxima en cada estrato de suelo. 
Finalmente, los análisis posteriores se realizan hasta que la deformación por corte 
máxima converge para dos cálculos consecutivos (Y. Hashash et al., 2010). Un ejemplo 
iterativo se presenta en la Figura 2.5. 
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Figura 2.5. Proceso iterativo lineal equivalente: (a) degradación módulo de corte; (b) 

amortiguamiento (Y. Hashash et al., 2010). 

2.1.4 Medición de las propiedades dinámicas del suelo 
 
Existen ensayos de terreno y de laboratorio para poder medir las propiedades dinámicas 
del suelo. Los ensayos de laboratorio tienen la ventaja de ser realizados bajo condiciones 
controladas, pero a su vez las condiciones y el tamaño de la muestra pueden no ser una 
buena representación del terreno estudiado. Por otro lado, los ensayos de terreno tienen 
la ventaja de ser sobre condiciones inalteradas, sin embargo, no se pueden controlar las 
condiciones externas.  
 

2.1.4.1 Ensayos de laboratorio 

2.1.4.1.1 Triaxial a bajas deformaciones  
 
El ensayo triaxial cíclico se realiza en una cámara triaxial, en donde una probeta de suelo 
se somete a una presión de confinamiento uniforme hasta alcanzar la consolidación, 
posteriormente, se somete a una carga axial cíclica a una cierta frecuencia. Una de las 
características que se requiere es que la prueba triaxial debe ser capaz de aplicar cargas 
de extensión en el plato superior de la muestra, de modo que se produzca un estado de 
extensión triaxial sin cambiar la presión de cámara (Ishihara, 1996). El esquema 
representativo del equipo utilizado para el ensayo triaxial cíclico se presenta en la Figura 
2.6 (a). 
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El ensayo triaxial cíclico, a pesar de su accesibilidad y fácil manejo, rara vez se ha 
considerado una forma racional de realizar una medición confiable de las propiedades 
dinámicas (Kokusho, 1980). Actualmente existen otros tipos de ensayos para obtener las 
propiedades dinámicas de los suelos de manera más confiable, como lo son los ensayos 
de columna resonante y de “Bender Element”. Sin embargo, el ensayo triaxial cíclico 
puede ser mejorado con un sensor de espacio altamente sensible y un transductor de 
carga, para poder medir las propiedades dinámicas del suelo en niveles de deformación 

de corte () bajos del orden de 10-5 o menos (Kokusho, 1980). 
 
Durante el ensayo se registra la presión de poros, el desplazamiento y tensión axial en 
función del tiempo, en donde al realizar un gráfico tensión axial vs deformación axial, se 
observa el ciclo de histéresis. La pendiente formada por los puntos de máxima tensión y 
deformación en compresión y en extensión se denomina módulo de Young, como se pude 
observar en la Figura 2.6 (b), el cual permite obtener el módulo de corte suponiendo 
material isotrópico a partir de la relación existente con el coeficiente de Poisson como 
sigue:  
 
 

𝐺 =
𝐸

(2(1 + 𝜈))
 

(2.4) 

 
Por otro lado, el área que se encuentra dentro del bucle se relaciona con la razón de 
amortiguamiento mediante la ecuación presentada en la Figura 2.6 (b), en donde AL y AT 
corresponden a la energía disipada y de deformación máxima almacenada en el ciclo 
mostrado, también válido para cualquier otro ciclo.  

 
(a)                                                      (b) 

Figura 2.6. Ensayo triaxial cíclico: (a) disposición del equipo (Ishihara, 1996); (b) bucle 
de histéresis de un cíclico triaxial prueba. (Tauta, 2011). 
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2.1.4.1.2 Bender Element 
 
Para evaluar el módulo de corte a partir muestras de suelo en el laboratorio, una técnica 
ampliamente adoptada en la última década ha sido el uso de técnicas basadas en 
propagación de ondas verticales por medio de transductores piezoeléctricos alojados en 
un aparato triaxial llamado Bender Element (Fioravante, 2000). La configuración clásica 
incluye elementos incrustados en los extremos superior e inferior de una muestra triaxial 
que inducen la generación de un pulso vertical (Alvarado & COOP, 2012), en la Figura 
2.7 se presenta un esquema del equipo de Bender Element. Una gran ventaja de Bender 
Element es que los transductores piezoeléctricos pueden incorporarse en aparatos 
existentes tales como el aparato de prueba triaxial (Cheng & Leong, 2018). 

 
Figura 2.7. Configuración de la prueba resonante de Bender Element (Karl et al., 2008). 

El pulso es emitido por un transductor piezoeléctrico y el tiempo de viaje se determina a 
partir del tiempo que el pulso demora en llegar al transductor piezoeléctrico receptor, con 
la punta ubicada a una distancia conocida de la punta del emisor (Karl et al., 2008). Con 
el tiempo de viaje medido y la distancia entre transductores conocidos se puede obtener 
la velocidad de onda de corte. El valor de G0 se puede obtener a partir de la velocidad de 
la onda de corte como se presenta en la ecuación (2.5) (Lee & Santamarina, 2005). 
 
 𝐺0 = 𝜌𝑣𝑠

2 (2.5) 

 
Una forma de determinar la razón de amortiguamiento del material es a partir de la curva 
resonante como se muestra en la Figura 2.8, para lo cual se genera una señal cíclica en 
el transductor que está asociada a cierta señal de voltaje constante, o bien, asociada a 
una amplitud constante y cierta frecuencia f. Luego se registra la amplitud del voltaje en 
el transductor piezométrico receptor, este proceso se repite manteniendo la señal de 
voltaje constante, pero modificando la frecuencia hasta que el espectro de respuesta 
quede bien definido en torno a la frecuencia característica del sistema (resonancia).  
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Figura 2.8. Curva resonante para obtener la curva de amortiguamiento (Brocanelli & 

Rinaldi, 1998). 

Se define en la Figura 2.8 fm y Am como la frecuencia de resonancia y la amplitud máxima, 
por otro lado, se define A como Am/20.5, y f1 y f2 como las frecuencias asociadas a la 
amplitud A (Brocanelli & Rinaldi, 1998). Con lo cual, la razón de amortiguamiento se 
calcula como: 
 
 

𝐷 =
(𝑓2 − 𝑓1)

2
𝑓𝑚 

(2.6) 

 
La ecuación (2.6) se acepta generalmente para determinar la amortiguación del material 
de los suelos a partir de su curva resonante como se muestra en la Figura 2.8. Las 
desventajas de este método son que se requiere de una gran cantidad de puntos de datos 
para definir la curva resonante, y además la amplitud resonante Am debe determinarse 
con precisión (Brocanelli & Rinaldi, 1998). 

 

2.1.4.1.3 Columna Resonante  
 
En este ensayo, una muestra de suelo alterada o inalterada, de geometría cilíndrica sólida 
o hueca se fija en su lugar en una celda triaxial a un confinamiento predeterminado y se 
genera un movimiento cíclico axial o torsional. La frecuencia se cambia hasta que se 
encuentra la condición de resonancia del primer modo de la muestra de suelo (Ishihara, 

1996). La frecuencia de resonancia ( del sistema) se determina cuando existe un desfase 
de 90° entre la respuesta de la muestra de suelo y la excitación (ya sea asociada a una 
fuerza axial correspondiente al modo de vibración longitudinal o momento de torsión para 
el caso de modo de vibración torsional). Con la frecuencia de resonancia es posible 
obtener G mediante las ecuaciones presentadas en la sección 2.2. 
 
El ensayo de columna resonante se basa en la teoría de la propagación de ondas 
torsionales y longitudinales en un cilindro libre fijo con una masa unida en el extremo libre, 
esta masa corresponde a los elementos unidos para la medición de la respuesta del suelo 
(Darendeli, 2001). Un análisis más detallado de las ecuaciones y teoría de columna 
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resonante se presenta en la sección 2.2. En la Figura 2.9 se presenta un esquema 
resumen de las componentes de ensayo de columna resonante.  

  
Figura 2.9. Esquema del dispositivo de columna resonante (Cascante et al., 1998). 

2.1.4.1.4 Decaimiento 
 
Este ensayo consta en vibrar una muestra de suelo en su frecuencia resonante en un 
régimen permanente, para posteriormente registrar el decaimiento de las vibraciones 
libres, una vez se deja de aplicar la fuerza impulsora del estado estacionario. En la Figura 
2.10 se muestra un ejemplo de las vibraciones libres de un ensayo de columna resonante. 
 

 
          (a)                                                                  (b) 

Figura 2.10. Medición de la amortiguación del material en una prueba de columna 
resonante: (a) curva de caída de vibración libre; (b) decaimiento de la amplitud de los 

peaks en cada ciclo. (Stokoe et al., 1999). 

La Figura 2.10 (a) presenta la deformación en régimen permanente hasta 0.1 segundos 
aproximadamente, posteriormente se observa la respuesta libre amortiguada. La Figura 
2.10 (b) presenta el decaimiento de la amplitud normalizada en cada ciclo desde que se 
deja de aplicar la fuerza. 
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Se define el decremento logarítmico (δ), a partir de los valores máximos de la curva de la 

respuesta libre amortiguada como: 
 
 

𝛿 =
1

𝑛
(
𝑧1
𝑧1+𝑛

) 
(2.7) 

 
Donde n corresponde el número de ciclos entre dos puntos de máxima amplitud, z1 y zn+1 
corresponde a las amplitudes del primer ciclo y del ciclo n+1 respectivamente. La 
demostración de esta ecuación se puede ver en la sección ANEXOS. Finalmente, la razón 
de amortiguamiento (D) del material se calcula como: 
 
 

𝐷 =
𝛿

√4𝜋2 + 𝛿2 
 

(2.8) 

 

2.1.4.2 Ensayos de terreno 

2.1.4.2.1 Crosshole 
 
El ensayo crosshole es un ensayo intrusivo activo, intrusivo porque se realizan dos 
sondajes en el suelo y activo porque se utiliza una fuente activa que transmite una 
vibración a través del suelo. El ensayo consta de una fuente emisora de energía dentro 
de un sondaje, la cual envía una vibración que es recibida por una fuente receptora dentro 
de un segundo sondaje, la característica de estas fuentes es que deben estar a la misma 
profundidad, midiendo la velocidad de propagación del suelo ubicado entre ambas 
fuentes. Con esto se puede obtener el perfil de velocidades del suelo. 
 

2.1.4.2.2 Downhole 
 
El ensayo sísmico downhole es un ensayo intrusivo activo, a diferencia del ensayo 
sísmico crosshole, solo se utiliza un solo sondaje, el cual contiene una fuente receptora. 
El ensayo consta de una fuente activa emisora de vibraciones en superficie, las ondas de 
compresión y de corte emitidas por la fuente activa son registradas en la fuente receptora 
en el sondaje realizado. Con esto se puede obtener el perfil de velocidades del suelo. 
 

2.1.4.2.3 SASW 
 
El ensayo geofísico SASW (“Spectral Analysis of Surface Waves”) es un ensayo no 
intrusivo activo, no intrusivo debido a que no altera ni destruye el suelo, activo dado que 
utiliza una fuente activa para generar vibraciones. El ensayo consta del registro de ondas 
superficiales provenientes de una fuente activa en superficie, estos registros se realizan 
en dos o más sensores que miden las diferentes frecuencias de vibración. La 
característica de las fuentes receptoras es que estas deben estar ubicadas en línea recta 
con la fuente emisora. Para cierta longitud de onda se tiene una frecuencia, en donde el 
producto de estos parámetros es la velocidad de fase. Una vez se tiene esta velocidad, 
se puede obtener la variación de velocidad en función de la frecuencia, que permite 
obtener la variación de la velocidad de ondas de corte con la profundidad. 
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2.1.5 Como se implementan 
2.1.5.1 Modelos hiperbólicos 
 
Durante muchos años se ha tratado de replicar las curvas de degradación obtenidas 
experimentalmente mediante modelos hiperbólicos, modelos los cuales se han ido 
modificando y/o extendiendo a través de los años para lograr una mejor precisión en las 
curvas. Hardin & Drnevich (1972a) fueron uno de los primeros en presentar modelos 

hiperbólicos, estas curvas G(ref)/Gmax son descritas como: 
 
 𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

1

1 +
𝛾
𝛾𝑟𝑒𝑓

 
(2.9) 

 
o bien, por la función más general:  
 
 𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

1

1 +
𝛾
𝛾𝑟𝑒𝑓

[1 + 𝑎 exp (−𝑏
𝛾
𝛾𝑟𝑒𝑓

)]
 

(2.10) 

 
Donde a y b son parámetros de ajuste de curva y se define la deformación de corte de 
referencia como:  
 
 𝛾𝑟𝑒𝑓 =

𝜏𝑚𝑎𝑥
𝐺𝑚𝑎𝑥

 (2.11) 

 
Años después Matasović & Vucetic (1993) plantea una modificación de la ecuación (2.9) 
de Hardin & Drnevich (1972a):  
 
 𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

1

1 + 𝛽 (
𝐺𝑚𝑎𝑥𝛾
𝜏𝑚𝑎𝑥

)
𝑎

 

 
(2.12) 

 

Donde a y  son factores adimensionales que ajustan la curva, con a =  = 1 se vuelve a 
la ecuación de Hardin & Drnevich (1972a). Por otro lado, también plantean la siguiente 
ecuación: 
 
 𝐺

(𝐺𝑚𝑎𝑥)𝑝′
=

1

1 +
𝛾

(𝛾𝑟𝑒𝑓)𝑝′
 
 

(2.13) 

 

Donde (Gmax)p’ hace referencia al módulo de corte a pequeña deformación y (ref)p’ a la 
deformación por corte de referencia. Ambas obtenidas como función de la presión de 
confinamiento efectiva igual a p’ teniendo en cuenta que estos valores se determinan a 
partir de las siguientes expresiones: 
 
 

(𝐺𝑚𝑎𝑥)𝑝′ = (𝐺𝑚𝑎𝑥)𝑝0′ (
𝑝′

𝑝0′
)

𝑇

 
(2.14) 
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(𝛾𝑟𝑒𝑓)𝑝′ = (𝛾𝑟𝑒𝑓)𝑝0′ (

𝑝′

𝑝𝑜′
)

𝑇

 
(2.15) 

   
 

Donde (Gmax)po’ y (ref)po’ es el módulo de corte y la deformación por corte para pequeñas 
deformaciones a una presión de confinamiento efectiva de referencia p0’ y T es un 

parámetro ajustado que permite determinar (Gmax)p’ y (ref)p’ en función de los valores 
asociados a una presión de confinamiento p0’ por lo que el módulo de corte normalizado 
con las ecuaciones (2.13), (2.14) y (2.15) queda como: 
 
 

𝐺

(𝐺𝑚𝑎𝑥)𝑝0′
=

(
𝑝′

𝑝0′
)
𝑇

1 +
𝛾

(𝛾𝑟𝑒𝑓)𝑝0′ ∙ (
𝑝′

𝑝𝑜′
)
𝑇 

 

(2.16) 

 
Stokoe et al (1999) también modifico la ecuación (2.9) de Hardin & Drnevich (1972a) y 
planteó la siguiente ecuación:  
 
 𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

1

1 + (
𝛾
𝛾𝑟𝑒𝑓

)
𝛼 

(2.17) 

 

Donde  es un parámetro de curvatura. A diferencia de la ecuación (2.11), la deformación 

por corte de referencia es definida como ref = (G/Gmax = 0.5). Stokoe et al (1999) plantea 

también ref dependiendo de la presión de confinamiento como: 
 

𝛾𝑟𝑒𝑓 = 𝛾𝑟1 (
𝑝

𝑝𝑎𝑡𝑚
)
𝑘

 
(2.18) 

 

Con la deformación de referencia, r1, cuando p = patm = 100 kPa y con un exponente k. 
Años más tarde Wichtmann & Triantafyllidis (2013) extendieron la ecuación (2.9) de 
Hardin & Drnevich (1972a) introduciendo el coeficiente de uniformidad Cu como se 
presenta a continuación: 
 
 𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

1

1 + 𝑑 (
𝛾
𝛾𝑟𝑒𝑓

) 
 

(2.19) 

  
𝑑 = 1 + 0.847 ln(𝐶𝑢) 

(2.20) 

 
Wichtmann & Triantafyllidis (2013) por otro lado también extendió la ecuación (2.10) con 
b = 1 y con  
 
 𝑎 = 1.070 ln(𝐶𝑢) (2.21) 
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Hardin & Kalinski (2005) propusieron normalizar por (p/patm)0.5 en vez de ref la ecuación 
(2.10), tomando b = 1 y con 
 
 𝑎 = 1093.7 + 1955.3 ln(𝐶𝑢) (2.22) 

 
En los últimos años Oztoprak & Bolton (2013) propusieron la siguiente ecuación: 
 
 𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

1

1 + (
𝛾 − 𝛾𝑒
𝛾𝑟𝑒𝑓

)
𝑎          𝐶𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝛾 < 𝛾𝑒 ,      

𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
= 1 

(2.23) 

 

Donde a es un parámetro de ajuste de curva y e corresponde al límite de deformación 
elástica como se define en la sección ANEXOS. En la sección ANEXOS se muestra un 
análisis de sensibilidad de los parámetros involucrados en los modelos hiperbólicos 
presentados.   
 
En lo que respecta a la curva de la razón de amortiguamiento, Darendeli (2001) modeló 
la razón de amortiguamiento histerético asumiendo el comportamiento de Masing y una 
función de ajuste para ajustar la razón de amortiguamiento de Masing a los datos 
experimentales, y luego agregó un término Dmin para obtener el amortiguamiento total, 
como se presenta en la ecuación (2.24). 
 
 

𝐷 − 𝐷𝑚𝑖𝑛 = 𝑓 (
𝐺

𝐺max
) 

(2.24) 

 
Años más tarde Zhang et al. (2005) utiliza la ecuación de Darendeli (2001), en donde 
propone la ecuación (2.25). 
 
 

𝐷 − 𝐷𝑚𝑖𝑛 = 𝑎 ∙ (
𝐺

𝐺max
)
2

+ 𝑏 ∙ (
𝐺

𝐺max
) + 𝑐 

(2.25) 

 
En donde se realiza un ajuste de los parámetros a, b y c. 
 

2.1.5.2 Cálculo de deformaciones 
 
En el ensayo de columna resonante se busca la frecuencia de resonancia de la muestra 
de suelo a través de una excitación armónica torsional o axial, en donde la respuesta 
(deformación) de la muestra de suelo responde de manera armónica con una amplitud 

prom, esta amplitud se obtiene a través de la magnitud del movimiento de rotación a, la 
cual se mide mediante el uso de: 1) un acelerómetro: 2) un amplificador de aceleración; 

y 3) un sistema de adquisición de datos. La deformación prom se calcula de la siguiente 
manera según la norma ASTM D4015-15: 
 
 𝛾𝑝𝑟𝑜𝑚 (%) =

𝑟𝑝𝑟𝑜𝑚

𝐿
∙ 𝜃𝑎 ∙ 100% (2.26) 
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Donde L corresponde a la longitud de la probeta y rprom corresponde al radio promedio de 
deformación de la probeta, que por norma se utilizan valores entre 0.33d y 0.4d, siendo 
d el valor del diámetro de la muestra, en donde el valor más utilizado es 0.4d.  
 

2.1.5.3 Modelos constitutivos y respuesta de sitio 
 
Los modelos constitutivos del suelo corresponden a modelos matemáticos ideales que 
expresan las características principales, esto debido que es imposible describir en su 
totalidad los aspectos el comportamiento de un material complejo como el suelo, siendo 
los aspectos de menor importancia excluidos (WULFSOHN & ADAMS, 2002). Los 
modelos constitutivos del suelo según Shen & Kushwaha (1998) se clasifican como: 1) 
modelos lineales o no lineales; 2) modelos elásticos, plásticos y elastoplásticos; y 3) 
modelos estáticos o dinámicos.    
 
El suelo se puede modelar como un material viscoelástico equivalente, en donde desde 
un punto de vista más general se puede examinar de una manera más específica y 
físicamente comprensible mediante la introducción de modelos de amortiguadores y 
resortes. En estos modelos la propiedad elástica se representa con un resorte y la 
propiedad de amortiguación se representa por un amortiguador que están conectados en 
serie o en paralelo, que son representados ya sea por los modelos de Maxwell (en serie) 
y Kelvin (en paralelo) respectivamente. La Figura 2.11 muestra los dos modelos 
mencionados (Ishihara, 1996). 

 
(a)                                                 (b) 

Figura 2.11. Típicos modelos visco-eláticos: (a) modelo de Kelvin; (b) modelo de 
Maxwell. (Ishihara, 1996). 

Los efectos de sitio son consecuencia de fenómenos complejos de propagación de ondas 
en dos y tres dimensiones, en donde las ondas sísmicas sufren modificaciones en su 
amplitud, duración y contenido frecuencial cuando arriban a la superficie (Fioravante, 
2000). La variación de onda depende de las características geotécnicas del suelo, 
mientras más duro sea el suelo (tipo roca) menos será la respuesta de sitio, mientras que 
mientras más blando sea el suelo (tipo arcillas o limos) mayor será la respuesta de sitio 
(Aguiar et al., 2018). 
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2.2 Columna Resonante 
2.2.1 Ecuación principal 
 
Un suelo está compuesto por varios estratos de diferentes formas y tamaños, en 
particular es interesante estudiar el comportamiento que tienen entre ellos, siendo el 
comportamiento dinámico el principal objetivo de la dinámica de suelos para poder 
entender fenómenos como lo son la amplificación dinámica, la licuefacción, entre otros. 
Los parámetros más importantes para caracterizar el comportamiento dinámico del suelo 
son: la rigidez, la velocidad de propagación y su razón de amortiguamiento (en función 
del nivel de deformación de corte y confinamiento). Existen ensayos en terreno y en 
laboratorio para obtener las propiedades dinámicas del suelo, en particular el ensayo de 
columna resonante, el cual es un ensayo de laboratorio que somete a una columna de 
suelo a cargas cíclicas axial o torsional con el objetivo de llegar a la frecuencia resonante 
de la columna de suelo, del cual es posible inferir los parámetros de rigidez y razón de 
amortiguamiento del suelo.     
 
Para comprender el desarrollo del movimiento torsional cíclico sobre la muestra de suelo, 
se toma un elemento de suelo como se muestra en la Figura 2.12, en donde se aplican 
dos esfuerzos torsionales en cada extremo de magnitud T(x) y T(x+dx). 
 

 
Figura 2.12. Torque aplicado a la muestra de suelo. 

A la muestra de suelo se le aplican ecuaciones de mecánica de suelos y se utiliza el 
modelo equivalente de Kelvin-Voigt, con lo que se obtiene la ecuación de movimiento de 
la muestra de suelo en función de la posición y del tiempo.  
 
 

𝜃(𝑥, 𝑡) = (𝐵1 ∙ 𝑒
𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝑥
+ 𝐵2 ∙ 𝑒

−𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝑥
) ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡 

(2.27) 

 
Donde B1 y B2 corresponde a una constante, v*s es la velocidad de onda de corte 

compleja,  es la frecuencia de vibración de la muestra, x corresponde a la posición con 
respecto al eje que se muestra en la Figura 2.13 y t es el tiempo. 
Para desarrollar la ecuación (2.27) se introducen las condiciones de borde que impone el 
equipo de columna resonante, siendo la condición de extremo fijo en el plato inferior y un 
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momento aplicado en el plato superior. En particular en el equipo de columna resonante 
se aplica un torque en el extremo superior y además se miden las deformaciones en el 
mismo extremo. Estas mediciones se realizan a través de aparatos de medición los 
cuales se modelan como una masa adicional a la muestra de suelo. La Figura 2.13 
muestra los torques que interactúan en el extremo libre cuando el equipo de columna 
resonante le aplica a la muestra un torque torsional cíclico. 

 
Figura 2.13. Torques en el extremo activo cuando hay un torque torsional cíclico.  

Con las condiciones de borde que impone el equipo y ensayo de columna resonante se 
tiene la ecuación (2.28). 
 
 𝜃𝐿

𝑇𝐿 ∙ 𝑒𝑖𝜙(𝜔)
=

1

𝐽𝑚𝜔2

(

 
 1

(
𝜔𝐿
𝑣𝑠∗
) ∙ tan (

𝜔𝐿
𝑣𝑠∗
)
+
𝐽𝐴𝑚
𝐽𝑚
(
𝜔𝐴
2

𝜔2
 (1 + 𝑖2𝛽𝐴) − 1)

)

 
 

 
(2.28) 

 

Donde L corresponde a la deformación angular en el extremo superior, TL es la amplitud 

del torque aplicado por la columna resonante,  es el desfase que existe entre el torque 
cíclico aplicado por la columna resonante y la respuesta en el extremo superior, L es el 

largo de la probeta de la muestra de suelo, A es la frecuencia de resonancia del aparato 
sin muestra, βA es la tasa de amortiguamiento de la masa equivalente, JAm es el momento 

del plato superior, i es la unidad imaginaria y Jm es el momento polar de la muestra. La 
ecuación (2.28) se denomina la función de transferencia del sistema de columna 

resonante que relaciona la amplitud del ángulo de deformación angular L, amplitud TL y 

desfase (), entre ellos para cualquier señal de excitación de frecuencia angular.   
 

Cuando la frecuencia está vibrando a una frecuencia de resonancia L, la respuesta del 
sistema tiende a infinito cuando la razón de amortiguamiento de la muestra y de la masa 
equivalente superior tienden a cero. 
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𝛽𝐴 = 0     

𝛽𝑚 = 0 → 𝑣𝑠
∗ = 𝑣𝑠 ∙ √(1 + 𝑖2𝛽𝑚) = 𝑣𝑠 

 
Además, si no se tienen resortes en el extremo libre la ecuación (2.28) queda como: 
 
 
 

(𝜆) ∙ tan(𝜆) =
𝐽𝑚
𝐽𝐴𝑚

   ; 𝜆 =
𝜔𝑟𝐿

𝑣𝑠
 

(2.29) 

 
Que corresponde a la ecuación simplificada y utilizada para la obtención del módulo de 
corte G. Todos los detalles y supuestos en la obtención de las ecuaciones presentadas 
en esta sección se presentan en la sección ANEXOS. 
 

2.2.2 Principales componentes de la Columna Resonante 
 
Las principales partes que componen la columna resonante se resumen en el esquema 
de la Figura 2.14 

 
Figura 2.14. Esquema general Columna Resonante (Araya Contreras, 2017). 

 
Panel de control de presión/volumen: Permite controlar la presión del agua y el cambio 
de volumen. 
 
Generador de señales: Corresponde a un equipo electrónico con la capacidad de 
generar una onda, en algunos equipos las señales tienen una amplitud más baja de la 
que se necesita, ante estos casos se debe utilizar un amplificador de señales el cual 
asegura que se administra la amplitud necesaria.  
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Amplificador de aceleración: Modifica el voltaje entregado por el acelerómetro desde 
una señal de alta impedancia a una señal de baja impedancia para que posteriormente 
pueda ser leída por el osciloscopio digital. 
 
Osciloscopio digital: Recibe la señal de la aceleración en volts, el objetivo del uso del 
osciloscopio es poder ver la figura de Lissajous, para poder identificar si la muestra está 
en resonancia.  
 
Sistema de adquisición de datos: Es un sistema que se encarga de transferir los datos 
al computador.  
 
Computador y software: Lee los datos entregados por el sistema de adquisición de 
datos.  
 
Elementos de calibración: Corresponde a barras y pesos para la calibración de los 
parámetros JAm, ca y fa. Los detalles de la obtención de estos parámetros se indican en la 
sección 0. 
 

2.2.3 Gráficos principales  
 

Se grafica la ecuación (2.28) para diferentes valores de . En donde se usan valores 

comunes de los parámetros, =1000 [kg/m3], G=100 [MPa], m=5 [%], d=0.07 [m], h=0.1 

[m], JAm=0.003087 [kg m2], A=100 [rad/seg] y A=4.54 [5] y se tiene: 

 
Figura 2.15. Razón entre la respuesta del sistema y el torque aplicado considerando 

amortiguación en función de la frecuencia. 

Por otro lado, se grafica la ecuación (2.29) con los mismos valores que para la Figura 
2.15. 
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Figura 2.16. Razón entre la respuesta del sistema y el torque aplicado sin 

amortiguación en función de la frecuencia. 

En ambos gráficos se observa que, para una determinada frecuencia la respuesta del 

sistema es máximo alanzando así la frecuencia de resonancia Por otro lado, el término  
se puede obtener de la ecuación (2.29) o bien resolviendo la ecuación (2.28) como se 
presenta en la sección ANEXOS según sea el caso. Así, se obtiene el módulo de corte 
mediante la ecuación (2.30).    
 
 

𝐺 = 𝜌𝑣𝑠
2 = 𝜌 (

2𝜋𝑓𝑟𝐿

𝜆
)
2

 
(2.30) 

 

2.2.4 Aplicaciones 
 
El ensayo de columna resonante permite obtener las curvas de degradación del módulo 
de corte y la razón de amortiguamiento para pequeñas deformaciones. En este contexto, 
la aplicación principal de este ensayo es en ingeniería sísmica, donde se realiza el 
análisis sobre el efecto de la carga sísmica en el suelo. Otro tipo de aplicación es en 
ingeniería de transporte e ingeniería ferroviaria, en el análisis del efecto de la carga de 
tráfico en los terraplenes y por último en ingeniería marítima en el efecto de la carga de 
oleaje en el suelo. 
 

2.3 Calibración Bayesiana 
 
Un modelo de ajuste tiene como objetivo relacionar datos experimentales medidos de un 
conjunto de variables con un modelo o ecuación matemática utilizando un set de 
parámetros. Un modelo de ajuste es más preciso si se usa un set de parámetros de baja 
dispersión y en la medida que la ecuación ajustada permita representar el 
comportamiento observado, para lo cual existen diferentes metodologías de optimización, 
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en particular en este trabajo de título se utiliza técnicas de inferencia bayesiana. Ambas 
técnicas se presentan a continuación. 
 

2.3.1 Teorema de Bayes 
 
En el año 1763, dos años posterior a la muerte de Thomas Bayes se publica Essay 
Towards Solving a Problem in the Doctrine of Chances, en donde describe por primera 
vez el problema de las causas a través de los efectos observados y se enuncia el teorema 
que lleva su nombre. El trabajo fue entregado a la Royal Society por Richard Price 
(Aldrich, 2008).  El Teorema de Bayes es un resultado en el cual se expresa la 
probabilidad condicional de un evento (A) dado un evento (B) en términos de la 
distribución de probabilidad condicional del evento B dado el evento A y la distribución de 
la probabilidad marginal de solo el evento A (Box & Tiao, 2011). Con esta definición se 
define la relación entre una hipótesis (H) (evento A) y un cuerpo de datos (E) (evento B) 
en la ecuación (2.31). 
 
 

𝑃(𝐻|𝐸) =
𝑃(𝐸|𝐻) ∙ 𝑃(𝐻)

𝑃(𝐸)
 

(2.31) 

 
Donde P(H|E) en la probabilidad de la hipótesis H dado los datos E, P(E|H) es la 
probabilidad de los datos E dada la hipotesis H, P(H) es la probabilidad marginal de la 
hipotesis y P(E) es la probabilidad marginal de los datos. 
 

2.3.2 Inferencia Bayesiana 
 
En el paradigma bayesiano, la probabilidad de que los datos observados se combina con 
distribuciones previas de los parámetros, lo que da como resultado una distribución de 
probabilidad posterior de los parámetros, a partir de la cual se hace una inferencia 
(Gelman et al., 2013). La inferencia bayesiana mediante el uso del Teorema de Bayes es 
presentado en la ecuación (2.31) la cual considera a la hipótesis H descrita por un set de 

parámetros () que aplican a un modelo (M) y los datos E como datos experimentales (D) 
en un modelo (M), resumido en la ecuación (2.32). 
 
 

𝑃(𝜃|𝐷,𝑀) =
𝑃(𝐷|𝜃,𝑀) ∙ 𝑃(𝜃|𝑀)

𝑃(𝐷|𝑀)
 

(2.32) 

 
El término P(D|θ,M) se denomina “Likelihood” o función de verosimilitud de los datos 

experimentales D dados  y M, es decir, es la probabilidad de los datos D en el modelo 

M utilizando los parámetros . Se hace uso de las Cadenas de Markov para poder obtener 
este término, en donde a través de un algoritmo se obtiene la distribución de probabilidad 

del vector de parámetros . 
 

El término P(|M) se denomina distribución de probabilidad previa, o simplemente “Priors”  

y corresponde a la distribución de probabilidad del vector de parámetros  de acuerdo al 
conocimiento y las restricciones del modelo M, ya sean restricciones físicas o 
matemáticas, antes de realizar el experimento (Ellison, 2004). El término P(D,M) se 
denomina “Evidencia” que corresponde a la probabilidad de observar los datos de 
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acuerdo al modelo y se calcula sumando a lo largo de todos los posibles valores de los 
parámetros y ponderando por la certidumbre en los valores de los parámetros. La 
Evidencia se calcula como sigue: 
 
 

𝑃(𝐷|𝑀) = ∫𝑃(𝐷|𝜃,𝑀)𝑃(𝜃,𝑀)𝑑𝜃 
(2.33) 

 
En donde el cálculo de la Evidencia a medida que el modelo M tiene más parámetros θ 
se torna más compleja de calcular, sin embargo, su valor corresponde a una constante 
de normalización que en la metodología de inferencia bayesiana no se hace dispensable 
calcular (Ellison, 2004).  
 
El término P(θ|D,M) se denomina “Posterior”  e indica la probabilidad del vector de 

parámetros  dado D y M. Dado que la Evidencia es un valor constante de normalización 
y es difícil de obtener, el Posterior se trabaja con una expresión proporcional como se 
presenta en la ecuación (2.34). 
 
 𝑃(𝜃|𝐷,𝑀) 𝛼 𝑃(𝐷|𝜃,𝑀) ∙ 𝑃(𝜃|𝑀) (2.34) 

 
La distribución del posterior no difiere en términos de probabilidad si se utiliza la expresión 
(2.34). 
 

2.3.3 MCMC (Markov Chain Monte Carlo) 
 
Los métodos de Monte Carlo se han convertido en una de las herramientas estándar del 
aparato estadístico y, entre otras cosas, han permitido que el paradigma bayesiano se 
aplique de forma rutinaria a modelos cada vez más sofisticados (Geyer, 1992). Para 
poder obtener la distribución posterior se utilizan métodos de Monte Carlo. Incluso si no 
se puede estimar la distribución posterior analíticamente, se puede generar una muestra 
aleatoria en base a la distribución y utilizar estas muestras para estimar la distribución 
posterior o bien, sus estadísticas como la media y desviación estándar. 
 
El método de Monte Carlo entrega soluciones de carácter aproximada para los diferentes 
problemas matemáticos posibilitando el uso de experimentos con muestreos. En este 
contexto, existen diferentes tipos de muestreos en Cadena de Monte Carlo, siendo unos 
más complejos que otros, a continuación, se presenta un tipo de muestreo de menor 
complejidad y otro de mayor complejidad. 
 

2.3.3.1 Slice Sampler 
 
El algoritmo de muestreo Slice Sampler explota la equivalencia entre dibujar directamente 
de una distribución de probabilidad de dimensión N y dibujar uniformemente de la región 
de N + 1 dimensión que se encuentra por debajo de la distribución de probabilidad 
correspondiente. Al construir un paseo aleatorio N + 1-dimensional, el muestreador Slice 
Sampler utiliza desviaciones uniformes para extraer una función de densidad arbitraria 
(Tibbits et al., 2014). 
 



26 
 

El muestreo Slice Sampler es más simple cuando solo se actualiza una variable (de valor 
real). Este será, por supuesto, el caso cuando la distribución de interés sea univariada, 
pero más típicamente, los métodos de muestreo Slice Sampler de una sola variable de 
esta sección se utilizarán para muestrear a partir de una distribución multivariante para x 
= (x1, ..., xn) muestreando repetidamente para cada variable sucesivamente. Para 
actualizar xi, se debe ser capaz de calcular una función, fi(xi), que sea proporcional a 
p(xi|{xj}j≠i), donde {xj} j≠i son los valores de las otras variables (Neal, 2003). 
 
Para simplificar la notación, se escribe la única variable real que se actualiza como x (con 
subíndices que denotan diferentes puntos, no componentes de x). Se escribe f (x) para 
la función proporcional a la densidad de probabilidad de x. Los métodos de muestreo 
Slice Sampler de una sola variable discutidos aquí reemplazan el valor actual, x0, con un 
nuevo valor, x1, encontrado por un procedimiento de los siguientes pasos: 
 
(a) Se escoge un valor inicial x0 para el cual f(x0) > 0. Se dibuja un valor real, y, 

uniformemente a partir de (0,f(x0)), definiendo un “corte” horizontal S = {x: y < f (x)}. 
(b) Se establece un parámetro de ancho w alrededor de x0, la región se expande hasta 

que ambos extremos queden fuera del segmento considerado, quedando un intervalo 
I = (L, R), alrededor de x0 que contiene todo o gran parte del corte.  

(c) Se dibuja el nuevo punto, x1, de la parte del corte dentro de este intervalo, si el punto 
x1 queda fuera del corte seleccionado, este punto será el nuevo límite del intervalo y 
se toma otro punto x1 repitiendo el proceso hasta que el punto se encuentre dentro 
del corte considerado. 
 

En la Figura 2.17 se muestran los pasos mencionados anteriormente. 

 
Figura 2.17. Actualización del muestreo Slice Sampler de una sola variable. Se 

selecciona un nuevo punto x1 para seguir al punto actual x0 en tres pasos: (a) un nivel 
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vertical, dibujado uniformemente de (0, f (xo)), y utilizado para definir un "corte" 
horizontal, indicado en negrita; (b) el intervalo de ancho w se coloca aleatoriamente 
alrededor de x0, y luego se expande en pasos de tamaño w, ambos extremos están 
fuera del corte; (c) se encuentra un nuevo punto, x1, seleccionando uniformemente 

desde el intervalo hasta que se encuentre un punto dentro del corte. Los puntos 
seleccionados que están fuera del corte se utilizan para reducir el intervalo (Neal, 

2003). 

El algoritmo no genera muestras independientes, sino más bien una secuencia de Markov 
cuya distribución estacionaria es la distribución objetivo. Por tanto, el muestreador Slice 
Sampler es un algoritmo de MCMC. Sin embargo, difiere de otros algoritmos MCMC 
conocidos porque solo es necesario especificar el escalado posterior. Es decir, no se 
necesitan propuestas ni distribuciones marginales. Al no utilizar distribuciones 
marginales, este tipo de muestreo solo se basa en muestras aleatorias, lo que se traduce 
en la ventaja de ser un muestreo de menos complejidad, pero a su vez, tiene la 
desventaja que no es recomendable para modelos multivariables. 
 

2.3.3.2 Hamiltoniano 
 
Hamiltoniano Monte Carlo (HMC) es una familia de algoritmos MCMC que utiliza la 
geometría posterior y las propiedades de la dinámica hamiltoniana para realizar 
transiciones dirigidas, minimizando el comportamiento ineficiente de realizar pasos 
aleatorios que degrada el rendimiento de muchos algoritmos. Un sistema hamiltoniano 
se puede conceptualizar como una bola que se mueve sobre una superficie sin fricción a 
lo largo del tiempo (por ejemplo, una canica dentro de un cuenco grande). La canica se 
ve afectada por la gravedad y por su propio impulso: la gravedad la empuja hacia abajo 
mientras que el impulso la mantiene en la misma dirección. Un conjunto de ecuaciones 
diferenciales gobierna el movimiento de la canica en el tiempo. 
 
Hay algunos conceptos importantes asociados con la canica. La posición de la canica es 
su vector de coordenadas (es decir, dónde está en la superficie), y asociado con cada 
variable de posición es un impulso variable. La energía potencial es la altura de la 
superficie en una posición determinada. La energía cinética está relacionada con el 
impulso, se supone que es la suma de los momentos al cuadrado. Debido a que la 
superficie no tiene fricción, la energía total (energía potencial más energía cinética), 
conocida como Hamiltoniano (H), permanece constante en el tiempo. En el contexto de 
MCMC, el vector de posición corresponde a los parámetros del modelo y la energía 
potencial al logaritmo negativo de la densidad posterior (Monnahan et al., 2017). 
 

2.3.3.2.1 Dinámica Hamiltoniana 
 
Los principios de la dinámica hamiltoniana se relacionan directamente con MCMC al 
proporcionar una forma de generar transiciones eficientes. La canica podría moverse 
(casi) en cualquier lugar dado el tiempo y el impulso inicial adecuados, proporcionando 
así transiciones con movimiento dirigido y evitando un comportamiento ineficiente de 
caminar al azar a diferencia del muestreo Slice Sampler. 
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Se busca muestrear una función de distribución f(θ) con una cadena de muestras 1, 

2,…, n. Las ecuaciones de Hamilton son las siguientes (Mechanics et al., 2008): 

 
 𝑑𝜃

𝑑𝑡
=
𝜕𝐻

𝜕𝜌𝑖
 

 

(2.35) 

 𝑑𝜌

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝜃𝑖
 

(2.36) 

 

Donde i, es la componente i-ésima del vector posición, H corresponde al Hamiltoniano, 

y i es la componente i-ésima de una densidad auxiliar de momento, siendo normal 

multivariante que no depende de los parámetros . 
 
 𝜌 ~ 𝑀𝑢𝑙𝑡𝑖𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙(0, Σ) (2.37) 

 

La matriz de covarianza  actúa como una métrica euclidiana para escalar y rotar la 

distribución objetivo (Betancourt & Stein, 2011). La densidad conjunta P(,) define el 
Hamiltoniano como sigue: 
 
 𝐻(𝜌, 𝜃) = − log𝑃(𝜌, 𝜃) = − log𝑃(𝜌|𝜃) − log 𝑃(𝜃) = 𝑇(𝜌|𝜃) + 𝑉(𝜃) (2.38) 

 

Donde el término T(|) se denomina energía cinética y V() se denomina energía 
potencial. 
 
Para el muestreo Hamiltoniano las rutas continuas deben aproximarse utilizando un 
método numérico conocido como integrador de salto (rutas aproximadas como 

trayectorias). Una trayectoria depende del número de salto () y el número de pasos (L) 
siendo un entero positivo (Monnahan et al., 2017). El algoritmo se desarrolla como sigue: 
 

(a) La cadena está en n= n y se deja n (0)= n.  

(b) Se realiza un impulso gaussiano aleatorio n(0) obtenido de N(0, ). 

(c) Se calcula el vector de impulso después del tiempo /2 
 

 
𝜌𝑛 (𝜖 +

Δ𝜖

2
) = 𝜌𝑛(𝜖) −

Δ𝜖

2
𝛻𝑉(𝜃)|𝜃=𝜃𝑛(𝜖) 

(2.39) 

 

(d) Se calcula el vector de posición después del tiempo  
 

 
𝜃𝑛(𝜖 + Δ𝜖) = 𝜃𝑛(𝜖) + Δ𝜖Σ𝜌𝑛 (𝜖 +

Δ𝜖

2
) 

(2.40) 

 

(e) Se calcula el vector de impulso después del tiempo  
 

 
𝜌𝑛(𝜖 + Δ𝜖) = 𝜌𝑛 (𝜖 +

Δ𝜖

2
) −

Δ𝜖

2
𝛻𝑉(𝜃)|𝜃=𝜃𝑛(𝜖+Δ𝜖) 

(2.41) 
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(f) Se aplican las ecuaciones a n(0) y n(0) por L tiempos para obtener n(L) y 

n(L).  
 

El nuevo punto se obtiene mediante el integrador salto de rana (leapfrog), el cual es un 
método numérico, por lo que no resuelve de forma exacta las ecuaciones de la dinámica 
Hamiltoniana, por lo tanto, se utiliza un algoritmo de aceptación que corresponde al paso 
de Metrópolis-Hastings. 
 

2.3.3.2.2 Paso de Metrópolis-Hastings 
 

El algoritmo Metropolis-Hastings construye una probabilidad de transición de n= n al 

siguiente estado realizado n+1 de la siguiente manera. Primero, se elige una función de 

probabilidad de transición (generalmente gaussiana) q(n, ’n) y, si n= n, ’n generado a 

partir de q(n,’n) se considera un valor candidato para n+1. Segundo se calcula la tasa 

de aceptación como sigue (Roberts & Smith, 1994): 
 
 

𝛼(𝜃𝑛, 𝜃
′
𝑛) = min(1,

𝑒𝑥𝑝[−𝐻(𝜃𝑛, 𝜌𝑛)]

𝑒𝑥𝑝[−𝐻(𝜃𝑛′ . 𝜌𝑛′ )] 
) 

(2.42) 

 
Tercero, se genera un número aleatorio uniforme u en [0,1] y se procede a lo siguiente: 

▪ Si u ≤  se acepta el candidato siendo n+1,= ’n. 

▪ Si u >  se rechaza el candidato y queda n+1,= n. 

En particular en la Dinámica Hamiltoniana n= n(0) y ’n= n(L). 
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3 DATOS EXPERIMENTALES ANALIZADOS 
3.1 Datos utilizados 
 
Como se plantea en los objetivos del presente trabajo de título, se busca poder relacionar 
los parámetros que participan en las curvas de degradación del módulo de corte y de la 
razón de amortiguamiento para arenas. Para lo cual, se busca en la literatura disponible, 
datos de ensayos de columna resonante en régimen drenado y no drenado bajo 
condiciones similares o bien bajo las mismas condiciones para arenas. 
 
El Mohtar et al. (2014) realizó ensayos de columna resonante con arena limpia de Ottawa 
y arena con bentonita al 3 y 5 % en condiciones no drenadas. Además, realizó ensayos 
de columna resonante con arena limpia y con arena con bentonita al 3 % en condición 
drenada. En la Figura 3.1 y en la Figura 3.2 se muestran los resultados obtenidos para la 
degradación del módulo de corte y el exceso de presión de poros (caso no drenado) para 
un confinamiento de 100 kPa, además en la Tabla 10.6 y Tabla 10.7 en la sección 
ANEXOS se presenta el resumen de los datos utilizados en este trabajo de título. 

 
Figura 3.1. Módulo de corte normalizado drenado y no drenado versus la deformación 
por corte para arena limpia de Ottawa y muestras de bentonita al 3 % de pruebas de 

columna resonante con confinamiento inicial de 100 kPa (El Mohtar et al., 2014). 

  
 
 



31 
 

 
Figura 3.2. Módulo de corte normalizado y exceso de presión de poro versus la 

deformación por corte para arena limpia de Ottawa y muestras al 3 y 5 % de bentonita 
de pruebas de columna resonante con confinamiento inicial de 100 kPa en condición no 

drenada (El Mohtar et al., 2014). 

Ochoa-Cornejo et al. (2020) realizó ensayos de columna resonante con arena limpia de 
Ottawa y arena con laponita al 1 y 3 % en condiciones drenadas y no drenadas. En la 
Figura 3.3, Figura 3.4 y Figura 3.5 se muestran los resultados obtenidos para la 
degradación del módulo de corte, el exceso de presión de poros (caso no drenado) y 
razón amortiguamiento, además desde la Tabla 10.8 hasta la Tabla 10.20 en la sección 
ANEXOS  se presenta el resumen de los datos utilizados en este trabajo de título. 
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Figura 3.3. Módulo de corte normalizado versus la deformación por corte para arena 

limpia de Ottawa y muestras de laponita al 1 % y 3 % de pruebas de columna resonante 
(Ochoa-Cornejo et al., 2020). 

 
Figura 3.4. Exceso de presión de poro versus la deformación por corte de las pruebas 

de columna resonante para arena limpia de Ottawa y muestras al 1 % y 3 % de laponita 
(Ochoa-Cornejo et al., 2020). 
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Figura 3.5. Amortiguamiento versus la deformación por corte de las pruebas de columna 
resonante no drenada para arena limpia de Ottawa y muestras al 1 % y 3 % de laponita 

(Ochoa-Cornejo et al., 2020). 

Saavedra S. (2021) en su trabajo de tesis realizó ensayos de columna resonante con 
arena con laponita al 1 % del Tranque de Relave El Torito en condiciones drenadas y no 
drenadas. En la Figura 3.6 y Figura 3.7 se muestran los resultados obtenidos para la 
degradación del módulo de corte y razón amortiguamiento, además desde la Tabla 10.21 
hasta la Tabla 10.30 en la sección ANEXOS se presenta el resumen de los datos 
utilizados en este trabajo de título. 
 

 
Figura 3.6. Módulo de corte normalizado y amortiguamiento versus la deformación por 

corte de las pruebas de columna resonante para arena con 1 % de laponita del Tranque 
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de Relave El Torito para confinamiento inicial de 98, 196, 294, 392 y 490 kPa para 
condición no drenada (Saavedra S., 2021). 

 
Figura 3.7. Módulo de corte normalizado y amortiguamiento versus la deformación por 

corte de las pruebas de columna resonante para arena con 1 % de laponita del Tranque 
de Relave El Torito para confinamiento inicial de 98, 196, 294, 392 y 490 kPa para 

condición drenada (Saavedra S., 2021). 

Con todos los datos disponibles se realiza un filtro con el objetivo de procesar los datos 
drenados y no drenados que tuvieran las mismas condiciones, para lo cual, se considera 
un rango de diferencia entre densidades relativas de 8 %. El resumen de las condiciones 
de los datos utilizados se presenta en la Tabla 3.1. 
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Tabla 3.1. Resumen de las condiciones y ensayos utilizados en régimen drenado y no 
drenado. 

Autor 
Tipo de 
Finos 

Confinamiento 
[kPa] 

Finos 
[%] 

DR [%] Ensayos 
Drenados 

DR [%] Ensayos 
No Drenados 

El 
Mohtar 
(2014)  

Bentonita 
100 0 40 35 

100 3 32 35 

Ochoa 
(2020)  

Laponita 

100 1 22 

17 
21 
20 
23 
19 
19 

100 3 10 10 

300 3 
3 
8 

8 
3 

Saavedra 
(2021)   

Laponita 

98 1 63 63 

196 1 63 63 

294 1 63 63 

392 1 63 63 

490 1 64 63 

 

3.2 Análisis de datos y modelos propuestos. 
 
La relación entre el exceso de presión de poros normalizado y la deformación por corte 
presenta una forma hiperbólica como se puede observar en la Figura 3.2 y la Figura 3.4. 
Ante este comportamiento hiperbólico se propone la ecuación (3.1) definido como 
“Modelo U” que relaciona el exceso de presión de poros normalizado y la deformación 

por corte mediante el uso de tres parámetros a, b y r1.  
 
 Δ𝑢𝑒𝑥𝑐𝑒𝑠𝑜

𝜎0
′ = 1 −

1

1 + (
𝛾
𝛾𝑟1
)
𝑏 

(3.1) 

 

Donde uexceso corresponde al exceso de presión de poros,  es la deformación por corte 

y ’0 es la tensión efectiva inicial del ensayo. 
 
En lo que respecta a la degradación del módulo de corte, se utiliza el modelo de Stokoe 
et al. (1999) como se muestra en la ecuación (2.17) para condiciones drenadas y no 
drenadas. Este modelo tiene la ventaja de tener una forma simple y de ajusta de manera 
precisa los datos. De la curva ajustada de la degradación del módulo de corte en régimen 

drenado se utilizan los parámetros  y r1 para los modelos propuestos y la curva ajustada 
de la degradación del módulo de corte en régimen no drenado se utiliza como los datos 
experimentales en la inferencia bayesiana. 
 
Uno de los objetivos del presente trabajo de título es poder proponer y validar una 
ecuación que relacione las curvas drenadas y no drenadas de las curvas de degradación 
del módulo de corte. Se proponen dos modelos, el “Modelo NDMMM” que se presenta en 
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la ecuación (3.5), el cual relaciona las curvas drenadas y no drenadas mediante el exceso 
de presión de poros, y el “Modelo 3” que se presenta en la ecuación (3.8), el cual relaciona 
las curvas drenadas y no drenadas mediante las tensiones efectivas. 
 
Para llegar al “Modelo NDMMM” se inicia con la ecuación (3.2), la cual se modifica 
llegando a la ecuación (3.3). Posteriormente, al término en conjunto con el parámetro T 

se le agrega un exponente 1/D, siendo este último reemplazado finalmente por 1/O 
llegando a la ecuación (3.5). 
 
 𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

1

1 +
𝛥𝑢𝑒𝑥𝑐𝑒𝑠𝑠
𝜎0
′  

∙ 𝑇 + (
𝛾

𝛾𝑟1𝐷 −
𝛥𝑢𝑒𝑥𝑐𝑒𝑠𝑠
𝜎0
′  

∙ 𝑆
)

𝛼𝐷
 

 

(3.2) 

 𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

1

1 + (
𝛾

𝛾𝑟1𝐷 −
𝛥𝑢𝑒𝑥𝑐𝑒𝑠𝑠
𝜎0
′  

∙ 𝑆
+
𝛥𝑢𝑒𝑥𝑐𝑒𝑠𝑠
𝜎0
′  

∙ 𝑇)

𝛼𝐷
 

 

(3.3) 

 𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

1

1 + (
𝛾

𝛾𝑟1𝐷 −
𝛥𝑢𝑒𝑥𝑐𝑒𝑠𝑠
𝜎0
′  

∙ 𝑆
+ (
𝛥𝑢𝑒𝑥𝑐𝑒𝑠𝑠
𝜎0
′  

∙ 𝑇)
1/𝛼𝐷

)

𝛼𝐷
 

 

(3.4) 

 𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

1

1 + (
𝛾

𝛾𝑟1𝐷 −
𝛥𝑢𝑒𝑥𝑐𝑒𝑠𝑠
𝜎0
′  

∙ 𝑆
+ (
𝛥𝑢𝑒𝑥𝑐𝑒𝑠𝑠
𝜎0
′  

∙ 𝑇)
1/𝑂

)

𝛼𝐷
 

(3.5) 

 

Donde uexceso corresponde al exceso de presión de poros,  es la deformación por corte 

y ’0 es la tensión efectiva inicial. 
 
Para llegar al “Modelo 3” se inicia con la ecuación (3.6), la cual se modifica llegando a la 
ecuación (3.7). Finalmente, el término (p’/p’0) se invierte para llegar a la ecuación (3.8). 
 
 

𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

(
𝑝′
𝑝0
′  
)
𝑇

1 + (
𝛾
𝛾𝑟1𝐷

)
𝛼𝐷

∙ (
𝑝′

𝑝0
′  
)
𝛼𝐷−

1
𝑇

 

 

(3.6) 



37 
 

 

𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

(
𝑝′
𝑝0
′  
)
𝑇

1 + (
𝛾
𝛾𝑟1𝐷

)
𝛼𝐷

∙ (
𝑝′

𝑝0
′  
)
𝛼𝐷∙𝑇

 

 

(3.7) 

 

𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

(
𝑝′
𝑝0
′  
)
𝑇

1 + (
𝛾
𝛾𝑟1𝐷

)
𝛼𝐷

∙ (
𝑝0
′

𝑝′ 
)
𝛼𝐷∙𝑇

 

 

(3.8) 

 
Donde p’0 es una tensión de confinamiento referencial, p’ corresponde a la tensión 

efectiva y  es la deformación por corte. 
 

En los modelos propuestos, los parámetros D y r1D corresponden a los parámetros de 
ajuste del modelo de Stokoe et al. (1999) para la condición drenada. En la ecuación (3.5) 
S, T y O son parámetros de ajuste para obtener la curva de degradación en condición no 
drenada y en la ecuación (3.8) T corresponde a un parámetro de ajuste también, para 
obtener la curva de degradación no drenada. Lo relevante de estos modelos propuestos 
es que, en el caso de tener exceso de presión de poros nula, se vuelve a la curva de 
ajuste que propone c para condición drenada. 
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4 ESTIMACIÓN BAYESIANA CON DATOS 
EXPERIMENTALES PARA MODELOS DE CURVAS 
DE DEGRADACIÓN DEL MÓDULO DE CORTE 

 
Se realiza la calibración de los modelos del exceso de presión de poros y curvas de 
degradación del módulo de corte con la ecuación (3.1) y ecuación (2.17) respectivamente. 
La calibración se realiza para todos los datos recopilados en el presente trabajo de título. 
Para poder realizar la inferencia bayesiana de los modelos mencionados en el párrafo 
anterior, se escoge el tipo de muestreo Hamiltoniano, el cual realiza transiciones dirigidas 
mediante el gradiente de los modelos, minimizando el comportamiento ineficiente de 
realizar pasos aleatorios como lo es el tipo de muestreo Slice Sampler.  
 
Para el likelihood y las priors se utiliza una distribución normal (gaussiana), con un valor 
promedio “Mean” y una desviación “Sigma”. Por otro lado, se utilizan dos cadenas 
independientes, para asegurar la convergencia de los parámetros, se verifica el indicador 
estadístico de convergencia de Gelman-Rubin (RHat), el cual compara el comportamiento 
entre cadenas inicializadas aleatoriamente mediante la distribución de equilibrio. Como 
regla general, los valores de RH menores de 1.1 se interpretan como una señal de que 
la cadena ha convergido a la distribución deseada, este valor se presenta en los 
resultados estadísticos de la sección ANEXOS para cada inferencia bayesiana. 
 
Los valores de las distribuciones utilizadas en la inferencia bayesiana se presentan en la 
Tabla 4.1, Tabla 4.2 y Tabla 4.3. En estas tablas se agrega un parámetro extra 
correspondiente a la desviación estándar, parámetro el cual, corresponde al error de la 
predicción del modelo utilizado. Por otro lado, se agrega además el valor de las muestras 
quemadas, las cuales son iteraciones previas a las muestras que se utilizan, el objetivo 
de las muestras quemadas es alcanzar una estabilidad en los valores de las iteraciones 
de los parámetros, para que posteriormente las muestras utilizadas no presenten saltos 
en los valores de los parámetros en cada iteración y poder converger al valor esperado. 
 

Tabla 4.1. Valores de distribución normal de variables para inferencia bayesiana de 
modelo de exceso de presión de poros.  

Autor 
Tipo de 
Finos 

Confinamiento 
[kPa] 

Finos [%] 
Muestras 

Quemadas 
N° de 

Muestras 
Distribución b [-] Ln γr1 [%] Ln Variance 

El Mohtar 
(2014) 

Bentonita 

100 0 30000 10000 
Mean 2 -3.324 8 

Sigma 1 5.298 6 

100 3 30000 10000 
Mean 2 -3.324 8 

Sigma 1 5.298 6 

Ochoa 
(2020)  

Laponita 
 

100 1 30000 10000 
Mean 2 -3.324 8 

Sigma 1 5.298 6 

100 3 30000 10000 
Mean 2 -3.324 8 

Sigma 1 5.298 6 

300 3 30000 10000 
Mean 2 -3.324 8 

Sigma 1 5.298 6 

Saavedra Laponita 

98 1 30000 10000 
Mean 2 -3.324 8 

Sigma 1 5.298 6 

196 1 30000 10000 
Mean 2 -3.324 8 

Sigma 1 5.298 6 

294 1 30000 10000 
Mean 2 -3.324 8 

Sigma 1 5.298 6 

392 1 30000 10000 
Mean 0.5 1.064 8 

Sigma 0.1 0.223 6 

490 1 30000 10000 
Mean 0.5 1.064 8 

Sigma 0.1 0.223 6 
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Tabla 4.2. Valores de distribución normal de variables para inferencia bayesiana de 
modelo de Stokoe para datos en condición drenada. 

Autor 
Tipo de 
Finos 

Confinamiento 
[kPa] 

Finos [%] 
Muestras 

Quemadas 
N° de 

Muestras 
Distribución   [-] Ln γr1 [%] Ln Variance 

El Mohtar 
(2014) 

Bentonita 

100 0 15000 5000 
Mean 1.5 -3.22 8 

Sigma 1 0.7 6 

100 3 15000 5000 
Mean 1.5 -3.22 8 

Sigma 1 0.7 6 

Ochoa 
(2020) 

Laponita  

100 1 15000 5000 
Mean 1.5 -3.22 8 

Sigma 1 0.7 6 

100 3 15000 5000 
Mean 1.5 -3.22 8 

Sigma 1 0.7 6 

300 3 15000 5000 
Mean 1.5 -3.22 8 

Sigma 1 0.7 6 

Saavedra Laponita 

98 1 15000 5000 
Mean 1.5 -3.22 8 

Sigma 1 0.7 6 

196 1 15000 5000 
Mean 1.5 -3.22 8 

Sigma 1 0.7 6 

294 1 15000 5000 
Mean 1.5 -3.22 8 

Sigma 1 0.7 6 

392 1 15000 5000 
Mean 1.5 -3.22 8 

Sigma 1 0.7 6 

490 1 15000 5000 
Mean 1.5 -3.22 8 

Sigma 1 0.7 6 

 
 

Tabla 4.3. Valores de distribución normal de variables para inferencia bayesiana de 
modelo de Stokoe para datos en condición no drenada. 

Autor 
Tipo de 
Finos 

Confinamiento 
[kPa] 

Finos 
[%] 

Muestras 
Quemadas 

N° de 
Muestras 

Distribución   [-] Ln γr1 [%] 
Ln 

Variance 

El Mohtar 
(2014) 

Bentonita 

100 0 15000 5000 
Mean 1.5 -3.22 8 

Sigma 1 0.7 6 

100 3 15000 5000 
Mean 1.5 -3.22 8 

Sigma 1 0.7 6 

Ochoa 
(2020) 

Laponita 

100 1 15000 5000 
Mean 1.5 -3.22 8 

Sigma 1 0.7 6 

100 3 15000 5000 
Mean 1.5 -3.22 8 

Sigma 1 0.7 6 

300 3 15000 5000 
Mean 1.5 -3.22 8 

Sigma 1 0.7 6 

Saavedra Laponita 

98 1 15000 5000 
Mean 1.5 -3.22 8 

Sigma 1 0.7 6 

196 1 15000 5000 
Mean 1.5 -3.22 8 

Sigma 1 0.7 6 

294 1 15000 5000 
Mean 1.5 -3.22 8 

Sigma 1 0.7 6 

392 1 15000 5000 
Mean 1.5 -3.22 8 

Sigma 1 0.7 6 

490 1 15000 5000 
Mean 1.5 -3.22 8 

Sigma 1 0.7 6 

 
Los valores de distribución de cada parámetro varían dependiendo del caso que se 
analiza, siendo las restricciones físicas y matemáticas las que imponen las condiciones 
límites de los valores. El objetivo de los parámetros escogidos es estar dentro de los 
rangos físicos y matemáticos establecidos, también de que el rango escogido no sea 
impedimento para que la variable recorra todo el espectro de valores posibles y además 
de que la combinación de variables no arroje valores indefinidos dentro del código 
utilizado que se presenta en la sección ANEXOS.  
 
A modo de ejemplo se explica el proceso de elección de parámetros de las priors del 

modelo de exceso de presión de poros, siendo la variable r1 asociada al nivel de 
deformación al cual el exceso de presión de poros alcanza un valor de 0.5 y la variable b 
asociada a la curvatura. Debido a que en la dinámica hamiltoniana las variables no 
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pueden tener restricciones y además r1 físicamente no puede tener valores negativos se 
procede a realizar un cambio de variable en la ecuación (3.1) quedando así la ecuación 
(4.1). 
 
 Δ𝑢𝑒𝑥𝑐𝑒𝑠𝑜

𝜎0
′ = 1 −

1

1 + (
𝛾

exp(𝐿𝑛(𝛾𝑟1))
)

𝑏 
(4.1) 

 

Donde la prior que define r1 ahora es definida mediante Ln(r1), la cual no tiene 
restricciones debido a que la imagen de la función logaritmo natural está definida en todos 
los reales. Por otro lado, la imagen de la función exponencial está definida en los reales 

positivos, por lo que la restricción de los valores finales de r1 quedan definidos en los 
reales positivos. La desviación estándar se añade como un parámetro desconocido, 
sumándose a las variables del modelo a utilizar, con lo cual se debe definir su prior dentro 
de la inferencia bayesiana. Dado que la desviación estándar no puede tener valores 
negativos se procede a realizar un cambio de variable, el cual se puede observar en la 
sección ANEXOS en la definición de los códigos utilizados. 
 
Una vez establecidos loa valores de las distribuciones de las priors, se inicia con la 
inferencia bayesiana. Se escoge un valor inicial para cada parámetro donde la 
combinación de estos al evaluarlos en la ecuación a optimizar y en su respectivo no se 
indefinan. La inferencia bayesiana mediante la dinámica hamiltoniana en cada iteración 
utiliza los gradientes del modelo para proponer valores óptimos de los parámetros de 
este, en cada una de estas iteraciones se registran estos valores, generando para cada 
uno, un histograma. Por otro lado, previo al inicio de las iteraciones, se establece una 
cantidad de muestras quemadas y una cantidad de muestras a utilizar, las muestras 
quemadas no se consideran en el histograma final de los parámetros, y estas se utilizan 
con la finalidad de alcanzar una estabilidad de los valores de esos parámetros en las 
iteraciones. 
 
En la sección ANEXOS se presentan los gráficos de las iteraciones y las estadísticas de 
cada parámetro para las dos cadenas utilizadas en cada inferencia bayesiana. Por otro 
lado, también se presentan las relaciones entre parámetros y el histograma de cada uno 
de ellos de las dos cadenas utilizadas en la inferencia bayesiana.    
  
Los resultados obtenidos de la inferencia bayesiana para el modelo de exceso de presión 
de poros se presentan desde la Figura 4.1 hasta la Figura 4.10. Los resultados obtenidos 
de la inferencia bayesiana para el modelo de Stokoe et al. (1999)  para condición drenada 
se presentan desde la Figura 4.11 hasta la Figura 4.20. Los resultados obtenidos de la 
inferencia bayesiana para el modelo de Stokoe et al. (1999) para condición no drenada 
se presentan desde la Figura 4.21 hasta la Figura 4.30. 
 
Los gráficos que se presentan a continuación contienen los datos experimentales, el 
ajuste mediante inferencia bayesiana, el intervalo de confianza del 95 % del ajuste, 
definido mediante límite inferior y límite superior, y una curva denominada Prior, la cual 
se realiza mediante el valor promedio utilizado en la prior de cada parámetro del modelo 
de exceso de presión de poros.   
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Figura 4.1. Resultados inferencia bayesiana con modelo de exceso de presión de poros 

para datos de El Mohtar para confinamiento de 100 kPa para arena limpia. 

 
Figura 4.2. Resultados inferencia bayesiana con modelo de exceso de presión de poros 

para datos de El Mohtar para confinamiento de 100 kPa para arena con 3 % de 
bentonita. 

-0.05

0.05

0.15

0.25

0.35

0.45

0.55

-0.05

0.05

0.15

0.25

0.35

0.45

0.55

0.0001 0.001 0.01 0.1

E
x
ce

so
 d

e 
P

re
si

o
n
 d

e 
P

o
ro

s 
N

o
rm

al
iz

ad
a
, 


u
/

' 0

Deformación al Corte,  [%]

Datos experimentales 
Límite superior
Límite inferior
Ajuste
Prior

-0.01

0.02

0.05

0.08

0.11

-0.01

0.02

0.05

0.08

0.11

0.0001 0.001 0.01 0.1

E
x
ce

so
 d

e 
P

re
si

o
n
 d

e 
P

o
ro

s 
N

o
rm

al
iz

ad
a
, 


u
/

' 0

Deformación al Corte,  [%]

Datos experimentales 
Límite superior
Límite inferior
Ajuste
Prior



42 
 

 
Figura 4.3. Resultados inferencia bayesiana con modelo de exceso de presión de poros 
para datos de Ochoa para confinamiento de 100 kPa para arena con 1 % de laponita. 

 
Figura 4.4. Resultados inferencia bayesiana con modelo de exceso de presión de poros 
para datos de Ochoa para confinamiento de 100 kPa para arena con 3 % de laponita. 
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Figura 4.5. Resultados inferencia bayesiana con modelo de exceso de presión de poros 
para datos de Ochoa para confinamiento de 300 kPa para arena con 3 % de laponita. 

 

 
Figura 4.6. Resultados inferencia bayesiana con modelo de exceso de presión de poros 
para datos de Saavedra para confinamiento de 98 kPa para arena con 1 % de laponita. 
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Figura 4.7. Resultados inferencia bayesiana con modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Saavedra para confinamiento de 196 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 

 
Figura 4.8. Resultados inferencia bayesiana con modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Saavedra para confinamiento de 294 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 

-0.04

0.00

0.04

0.08

0.12

0.16

0.20

-0.04

0.00

0.04

0.08

0.12

0.16

0.20

0.0001 0.001 0.01 0.1

E
x
ce

so
 d

e 
P

re
si

o
n
 d

e 
P

o
ro

s 
N

o
rm

al
iz

ad
a
, 


u
/

' 0

Deformación al Corte,  [%]

Datos experimentales 
Límite superior
Límite inferior
Ajuste
Prior

-0.05

0.05

0.15

0.25

0.35

0.45

-0.05

0.05

0.15

0.25

0.35

0.45

0.0001 0.001 0.01 0.1

E
x
ce

so
 d

e 
P

re
si

o
n
 d

e 
P

o
ro

s 
N

o
rm

al
iz

ad
a
, 


u
/

' 0

Deformación al Corte,  [%]

Datos experimentales 
Límite superior
Límite inferior
Ajuste
Prior



45 
 

 
Figura 4.9. Resultados inferencia bayesiana con modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Saavedra para confinamiento de 392 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 

 
Figura 4.10. Resultados inferencia bayesiana con modelo de exceso de presión de 

poros para datos de Saavedra para confinamiento de 490 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 

La Tabla 4.4 presenta el resumen de los parámetros obtenidos mediante inferencia 
bayesiana del modelo de exceso de presión de poros para los datos experimentales.  
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Tabla 4.4. Tabla resumen de los valores promedio del modelo de exceso de presión de 
poros mediante inferencia bayesiana. 

    

Exceso de 
presión de poros 

Autor Tipo de Finos Confinamiento [kPa] Finos [%] b [-] r1  

El Mohtar 
(2014) 

Bentonita 
100 0 2.525 0.012 

100 3 4.223 0.018 

Ochoa 
(2020) 

Laponita 

100 1 3.433 0.020 

100 3 3.103 0.028 

300 3 2.596 0.061 

Saavedra 
(2021)   

Laponita 

98 1  0.718 0.048 

196 1 0.769 0.154 

294 1 0.503 2.591 

392 1 0.535 3.045 

490 1 0.634 3.237 

 
Los gráficos que se presentan a continuación contienen los datos experimentales, el 
ajuste mediante inferencia bayesiana, el intervalo de confianza del 95 % del ajuste, 
definido mediante límite inferior y límite superior, y una curva denominada Prior, la cual 
se realiza mediante el valor promedio utilizado en la Prior de cada parámetro del modelo 
de Stokoe et al. (1999).   

 
Figura 4.11. Resultados inferencia bayesiana con modelo de Stokoe para condición 
drenada para datos de El Mohtar para confinamiento de 100 kPa para arena limpia. 
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Figura 4.12. Resultados inferencia bayesiana con modelo de Stokoe para condición 

drenada para datos de El Mohtar para confinamiento de 100 kPa para arena con 3 % de 
bentonita. 

 
Figura 4.13. Resultados inferencia bayesiana con modelo de Stokoe para condición 

drenada para datos de Ochoa para confinamiento de 100 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 
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Figura 4.14. Resultados inferencia bayesiana con modelo de Stokoe para condición 

drenada para datos de Ochoa para confinamiento de 100 kPa para arena con 3 % de 
laponita. 

 
Figura 4.15. Resultados inferencia bayesiana con modelo de Stokoe para condición 

drenada para datos de Ochoa para confinamiento de 300 kPa para arena con 3 % de 
laponita. 
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Figura 4.16. Resultados inferencia bayesiana con modelo de Stokoe para condición 

drenada para datos de Saavedra para confinamiento de 98 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 

 
Figura 4.17. Resultados inferencia bayesiana con modelo de Stokoe para condición 

drenada para datos de Saavedra para confinamiento de 196 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 
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Figura 4.18. Resultados inferencia bayesiana con modelo de Stokoe para condición 

drenada para datos de Saavedra para confinamiento de 294 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 

 
Figura 4.19. Resultados inferencia bayesiana con modelo de Stokoe para condición 

drenada para datos de Saavedra para confinamiento de 392 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 
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Figura 4.20. Resultados inferencia bayesiana con modelo de Stokoe para condición 

drenada para datos de Saavedra para confinamiento de 490 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 

 
Figura 4.21. Resultados inferencia bayesiana con modelo de Stokoe para condición no 

drenada para datos de El Mohtar para confinamiento de 100 kPa para arena limpia. 
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Figura 4.22. Resultados inferencia bayesiana con modelo de Stokoe para condición no 

drenada para datos de El Mohtar para confinamiento de 100 kPa para arena con 3 % de 
bentonita. 

 
Figura 4.23. Resultados inferencia bayesiana con modelo de Stokoe para condición no 
drenada para datos de Ochoa para confinamiento de 100 kPa para arena con 1 % de 

laponita. 
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Figura 4.24. Resultados inferencia bayesiana con modelo de Stokoe para condición no 
drenada para datos de Ochoa para confinamiento de 100 kPa para arena con 3 % de 

laponita. 

 
Figura 4.25. Resultados inferencia bayesiana con modelo de Stokoe para condición no 
drenada para datos de Ochoa para confinamiento de 300 kPa para arena con 3 % de 

laponita. 
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Figura 4.26. Resultados inferencia bayesiana con modelo de Stokoe para condición no 
drenada para datos de Saavedra para confinamiento de 98 kPa para arena con 1 % de 

laponita. 

 
Figura 4.27. Resultados inferencia bayesiana con modelo de Stokoe para condición no 

drenada para datos de Saavedra para confinamiento de 196 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 
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Figura 4.28. Resultados inferencia bayesiana con modelo de Stokoe para condición no 

drenada para datos de Saavedra para confinamiento de 294 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 

 
Figura 4.29. Resultados inferencia bayesiana con modelo de Stokoe para condición no 

drenada para datos de Saavedra para confinamiento de 392 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 
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Figura 4.30. Resultados inferencia bayesiana con modelo de Stokoe para condición no 

drenada para datos de Saavedra para confinamiento de 490 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 

La Tabla 4.5 presenta el resumen de los parámetros obtenidos mediante inferencia 
bayesiana del modelo de Stokoe et al. (1999)  para los datos experimentales en condición 
drenada y no drenada.  
 

Tabla 4.5. Tabla resumen de los valores promedio del modelo de Stokoe mediante 
inferencia bayesiana. 

    Drenado No Drenado 

Autor 
Tipo de 
Finos 

Confinamiento 
[kPa] 

Finos 
[%] 

D − r1D [%] ND − r1ND  

El Mohtar 
(2014) 

Bentonita 
100 0 1.196 0.034 0.013 1.675 

100 3 1.140 0.043 0.031 1.295 

Ochoa 
(2020) 

Laponita  

100 1 1.002 0.040 0.018 1.691 

100 3 1.038 0.041 0.022 1.494 

300 3 1.135 0.064 0.051 1.204 

Saavedra 
(2021)   

Laponita 

98 1 0.614 0.050 0.023 0.748 

196 1 0.850 0.051 0.025 0.777 

294 1 0.830 0.057 0.047 0.632 

392 1 0.741 0.059 0.047 0.622 

490 1 0.751 0.063 0.081 0.518 
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5 VALIDACIÓN DE LOS MODELOS PROPUESTOS DE 
CURVAS DE DEGRADACIÓN DEL MÓDULO DE 
CORTE 

5.1 Inferencia bayesiana de modelos propuestos 
 
Con la estimación bayesiana sobre todos los datos con los modelos de exceso de presión 
de poros y modelo de Stokoe et al. (1999)  para las condiciones drenadas y no drenadas, 
se procede a utilizar los modelos propuestos de las ecuaciones (3.5) y (3.8) mediante la 

inferencia bayesiana. En donde los parámetros D y r1D que se utilizan en ambos 
modelos, son los obtenidos a través de inferencia bayesiana con el modelo de Stokoe et 
al. (1999) sobre los datos drenados correspondientes. Para los valores de exceso de 
presión de poros se utiliza la curva obtenida con el modelo de exceso de presión de poros 
propuesta presentada en la ecuación (3.1) y para la tensión efectiva se utiliza la ecuación 
(5.1). 
 
 𝑝′

𝑝0
′ = 1 −

Δ𝑢𝑒𝑥𝑐𝑒𝑠𝑜
𝜎0
′  

(5.1) 

 
Donde p’0 es una presión de referencia, que en el presente trabajo se utiliza como el valor 
del confinamiento inicial. Los datos experimentales en condición no drenada que se 
utilizan para la inferencia bayesiana de estos dos modelos corresponde a la curva de 
ajuste obtenida con el modelo de Stokoe et al. (1999) sobre los ensayos en condición no 
drenada. 
 
Los resultados para el Modelo 3 se presentan desde la Figura 5.1 hasta la Figura 5.10, 
mientras que los resultados del Modelo NDMMM se presentan desde la Figura 5.11 hasta 
la Figura 5.20. Los valores de las distribuciones utilizadas en la inferencia bayesiana se 
presentan en la Tabla 5.1 y Tabla 5.2. En estas tablas se agrega un parámetro extra 
correspondiente a la desviación estándar, parámetro el cual, corresponde al error de la 
predicción del modelo utilizado. Por otro lado, se agrega además el valor de las muestras 
quemadas, las cuales son iteraciones previas a las muestras que se utilizan, el objetivo 
de las muestras quemadas es alcanzar una estabilidad en los valores de las iteraciones 
de los parámetros, para que posteriormente las muestras utilizadas no presenten grandes 
saltos en los valores de los parámetros en cada iteración y poder converger al valor 
esperado.  
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Tabla 5.1. Valores de distribución normal de variables para inferencia bayesiana de 
Modelo 3.  

Autor 
Tipo de 

finos 
Confinamiento [kPa] Finos [%] 

Muestras 
Quemadas 

N° de 
Muestras 

Distribución  T [-] Ln Variance 

El Mohtar 
(2014) 

Bentonita 

100 0 15000 15000 
Mean 2 8 

Sigma 1.8 6 

100 3 15000 15000 
Mean 2 8 

Sigma 1.8 6 

Ochoa 
(2020) 

Laponita 

100 1 15000 15000 
Mean 2 8 

Sigma 1.8 6 

300 3 15000 15000 
Mean 2 8 

Sigma 1.8 6 

300 3 15000 15000 
Mean 2 8 

Sigma 1.8 6 

Saavedra 
(2021) 

Laponita 

98 1 15000 15000 
Mean 2 8 

Sigma 1.8 6 

196 1 15000 15000 
Mean 2 8 

Sigma 1.8 6 

294 1 15000 15000 
Mean 2 8 

Sigma 1.8 6 

392 1 15000 15000 
Mean 2 8 

Sigma 1.8 6 

490 1 15000 15000 
Mean 2 8 

Sigma 1.8 6 

 
Tabla 5.2. Valores de distribución normal de variables para inferencia bayesiana de 

Modelo NDMMM.  

Autor 
Tipo de 

finos 
Confinamiento 

[kPa] 
Finos 
[%] 

Muestras 
Quemadas 

N° de 
Muestras 

Distribución  ln T [-]   ((γraD-S)/S)0.5 [%] ln O [-] Ln Variance 

El Mohtar 
(2014) 

Bentonita 

100 0 15000 15000 
Mean 0.69 0.11 0.095 8 

Sigma 0.41 0.38 0.095 6 

100 3 15000 15000 
Mean 0.69 0.51 0.095 8 

Sigma 0.41 0.65 0.095 6 

Ochoa 
(2020) 

Laponita 

100 1 15000 15000 
Mean 0.69 0.41 0.095 8 

Sigma 0.41 0.57 0.095 6 

300 3 15000 15000 
Mean 0.69 0.45 0.095 8 

Sigma 0.41 0.60 0.095 6 

300 3 15000 15000 
Mean 0.69 0.94 0.095 8 

Sigma 0.41 1.07 0.095 6 

Saavedra Laponita 

98 1 15000 15000 
Mean 0.69 0.68 0.095 8 

Sigma 0.41 0.81 0.095 6 

196 1 15000 15000 
Mean 0.69 0.71 0.095 8 

Sigma 0.41 0.84 0.095 6 

294 1 15000 15000 
Mean 0.69 0.82 0.095 8 

Sigma 0.41 0.95 0.095 6 

392 1 15000 15000 
Mean 0.69 0.85 0.095 8 

Sigma 0.41 0.97 0.095 6 

490 1 15000 15000 
Mean 0.69 0.92 0.095 8 

Sigma 0.41 1.05 0.095 6 

 
Los gráficos que se presentan a continuación contienen los datos experimentales, el 
ajuste mediante inferencia bayesiana, el intervalo de confianza del 95 % del ajuste, 
definido mediante límite inferior y límite superior, y una curva denominada Prior, la cual 
se realiza mediante el valor promedio utilizado en la prior de cada parámetro del Modelo 
3.   
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Figura 5.1. Resultados inferencia bayesiana con Modelo 3 para condición no drenada 

para datos de El Mohtar para confinamiento de 100 kPa para arena limpia. 

 
Figura 5.2. Resultados inferencia bayesiana con Modelo 3 para condición no drenada 

para datos de El Mohtar para confinamiento de 100 kPa para arena con 3 % de 
bentonita. 
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Figura 5.3. Resultados inferencia bayesiana con Modelo 3 para condición no drenada 
para datos de Ochoa para confinamiento de 100 kPa para arena con 1 % de laponita. 

 
Figura 5.4. Resultados inferencia bayesiana con Modelo 3 para condición no drenada 
para datos de Ochoa para confinamiento de 100 kPa para arena con 3 % de laponita. 
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Figura 5.5. Resultados inferencia bayesiana con Modelo 3 para condición no drenada 
para datos de Ochoa para confinamiento de 300 kPa para arena con 3 % de laponita. 

 
Figura 5.6. Resultados inferencia bayesiana con Modelo 3 para condición no drenada 

para datos de Saavedra para confinamiento de 98 kPa para arena con 1 % de laponita. 
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Figura 5.7. Resultados inferencia bayesiana con Modelo 3 para condición no drenada 

para datos de Saavedra para confinamiento de 196 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 

 
Figura 5.8. Resultados inferencia bayesiana con Modelo 3 para condición no drenada 

para datos de Saavedra para confinamiento de 294 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 
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Figura 5.9. Resultados inferencia bayesiana con Modelo 3 para condición no drenada 

para datos de Saavedra para confinamiento de 392 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 

 
Figura 5.10. Resultados inferencia bayesiana con Modelo 3 para condición no drenada 

para datos de Saavedra para confinamiento de 490 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 
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se realiza mediante el valor promedio utilizado en la Prior de cada parámetro del Modelo 
NDMMM.   

 
Figura 5.11. Resultados inferencia bayesiana con Modelo NDMMM para condición no 

drenada para datos de El Mohtar para confinamiento de 100 kPa para arena con 0 % de 
bentonita. 

 
Figura 5.12. Resultados inferencia bayesiana con Modelo NDMMM para condición no 

drenada para datos de El Mohtar para confinamiento de 100 kPa para arena con 3 % de 
bentonita. 
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Figura 5.13. Resultados inferencia bayesiana con Modelo NDMMM para condición no 
drenada para datos de Ochoa para confinamiento de 100 kPa para arena con 1 % de 

laponita. 

 
Figura 5.14. Resultados inferencia bayesiana con Modelo NDMMM para condición no 
drenada para datos de Ochoa para confinamiento de 100 kPa para arena con 3 % de 

laponita. 
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Figura 5.15. Resultados inferencia bayesiana con Modelo NDMMM para condición no 
drenada para datos de Ochoa para confinamiento de 300 kPa para arena con 3 % de 

laponita. 

 
Figura 5.16. Resultados inferencia bayesiana con Modelo NDMMM para condición no 

drenada para datos de Saavedra para confinamiento de 98 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 
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Figura 5.17. Resultados inferencia bayesiana con Modelo NDMMM para condición no 

drenada para datos de Saavedra para confinamiento de 196 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 

 
Figura 5.18. Resultados inferencia bayesiana con Modelo NDMMM para condición no 

drenada para datos de Saavedra para confinamiento de 294 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 

0.55

0.65

0.75

0.85

0.95

1.05

0.55

0.65

0.75

0.85

0.95

1.05

0.00001 0.0001 0.001 0.01 0.1

M
ó

d
u
lo

 d
e 

C
o

rt
e 

N
o

rm
al

iz
ad

o
, 

G
/G

0

Deformación al Corte,  [%]

Datos experimentales 
Límite superior
Límite inferior
Ajuste Modelo NDMMM

Prior
Ajuste Modelo Stokoe

0.55

0.65

0.75

0.85

0.95

1.05

0.55

0.65

0.75

0.85

0.95

1.05

0.00001 0.0001 0.001 0.01 0.1

M
ó

d
u
lo

 d
e 

C
o

rt
e 

N
o

rm
al

iz
ad

o
, 

G
/G

0

Deformación al Corte,  [%]

Datos experimentales 
Límite superior
Límite inferior
Ajuste Modelo NDMMM

Prior
Ajuste Modelo Stokoe



68 
 

 
Figura 5.19. Resultados inferencia bayesiana con Modelo NDMMM para condición no 

drenada para datos de Saavedra para confinamiento de 392 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 

 
Figura 5.20. Resultados inferencia bayesiana con Modelo NDMMM para condición no 

drenada para datos de Saavedra para confinamiento de 490 kPa para arena con 1 % de 
laponita. 
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Tabla 5.3. Tabla resumen de los valores promedio del Modelo 3 y del Modelo NDMMM 
mediante inferencia bayesiana. 

    Modelo 3 Modelo NDMMM 

Autor 
Tipo de 

finos 
Confinamiento 

[kPa] 
Finos 
[%] 

T [-] T [-] S [%] O [-] 

El Mohtar 
(2014) 

Bentonita 
100 0 0.547 0.644 0.0217 1.277 

100 3 0.431 0.111 0.0062 1.509 

Ochoa 
(2020) 

Laponita 

100 1 0.309 0.773 0.0272 1.113 

100 3 0.418 1.103 0.0138 1.173 

300 3 0.640 0.126 0.0024 1.754 

Saavedra 
(2021) 

Laponita 

98 1 0.343 1.830 0.0366 0.372 

196 1 1.305 2.408 0.0339 0.880 

294 1 1.255 2.120 0.0055 1.013 

392 1 1.408 3.087 0.0052 0.856 

490 1 1.160 0.534 0.0080 1.576 

 

5.2 Tendencia de parámetros 
 
Para poder complementar el análisis de los modelos propuestos, se realiza un estudio de 
los parámetros involucrados en cada modelo con el objetivo de encontrar alguna 
tendencia de estos. El análisis se realiza en función de la presión de confinamiento para 
los datos de Ochoa-Cornejo et al. (2020) y Saavedra S. (2021), por otro lado, se realiza 
un análisis en función del porcentaje finos para los datos de El Mohtar et al. (2014) y 
Ochoa-Cornejo et al. (2020). Desde la Figura 5.22 hasta la Figura 5.33 se muestran los 
resultados de los parámetros que se analizan en la sección 7. De igual manera se vuelven 
a presentar las ecuaciones propuestas que se utilizan: 
 

▪ Modelo NDMMM 
 

 𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

1

1 + (
𝛾

𝛾𝑟1𝐷 −
𝛥𝑢𝑒𝑥𝑐𝑒𝑠𝑠
𝜎0
′  

∙ 𝑆
+ (
𝛥𝑢𝑒𝑥𝑐𝑒𝑠𝑠
𝜎0
′  

∙ 𝑇)
1/𝑂

)

𝛼𝐷
 

(5.2) 

 
▪ Modelo 3 

 

𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

(
𝑝′
𝑝0
′  
)
𝑇

1 + (
𝛾
𝛾𝑟1𝐷

)
𝛼𝐷

∗ (
𝑝0
′

𝑝′ 
)
𝛼𝐷∙𝑇

 

 

(5.3) 

 
Para el Modelo NDMMM se tienen tres parámetros: S, T y O, mientras que para el Modelo 
3 se tiene solo un parámetro T. Cabe recordar que ambos modelos son extensiones para 
condición no drenada del modelo de Stokoe et al. (1999), donde los parámetros utilizados 

D y r1D correspondiente a la curvatura y a la deformación a la cual se alcanza un valor 
de G/Gmax igual a 0.5.  
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En lo que respecta al Modelo NDMMM, el parámetro S modifica la curva de degradación 
del módulo de corte generalmente para deformaciones mayores al límite de deformacion 
plástico, es decir, este parámetro se relacionan directamente con los cambios de 
estructura del esqueleto granular en condición no drenada, ajustando así la curva de 
degradación del módulo de corte desde condición drenada a condición no drenada. 
Mientras que los parámetros T y O modifican la curva de degradación del módulo de corte 
generalmente para deformaciones menores al límite de deformación plástica, es decir, 
estos parámetros se relacionan con el contacto entre partículas en condición no drenada, 
ajustando así la curva de degradación del módulo de corte desde condición drenada a 
condición no drenada. A modo de ejemplo se presenta la Figura 5.21.  
 

 
Figura 5.21. Influencia de los parámetros S y T del Modelo NDMMM. 

Por otro lado, el Modelo 3, el parámetro T es un exponente que ajusta junto a las 
tensiones efectivas toda la curva de degradación del módulo de corte, llevándola desde 
la condición drenada a la condición no drenada. 
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Figura 5.22. Parámetro T del Modelo NDMMM en función del confinamiento inicial para 

los datos procesados de Ochoa de arena con 3 % de laponita y Saavedra con arena 
con 1 % de laponita. 

 
Figura 5.23. Parámetro S del Modelo NDMMM en función del confinamiento inicial para 

los datos procesados de Ochoa de arena con 3 % de laponita y Saavedra con arena 
con 1 % de laponita. 
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Figura 5.24. Parámetro O del Modelo NDMMM en función del confinamiento inicial para 

los datos procesados de Ochoa de arena con 3 % de laponita y Saavedra con arena 
con 1 % de laponita. 

 

 
Figura 5.25. Parámetro T1/O del Modelo NDMMM en función del confinamiento inicial 
para los datos procesados de Ochoa de arena con 3 % de laponita y Saavedra con 

arena con 1 % de laponita. 
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Figura 5.26. Parámetro T del Modelo 3 en función del confinamiento inicial para los 

datos procesados de Ochoa de arena con 3% de laponita y Saavedra con arena con 1 
% de laponita. 

 
Figura 5.27. Parámetro T·D del Modelo 3 en función del confinamiento inicial para los 
datos procesados de Ochoa de arena con 3 % de laponita y Saavedra con arena con 1 

% de laponita. 
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Figura 5.28. Parámetro T del Modelo NDMMM en función del contenido de finos para 
los datos procesados de El Mohtar con confinamiento inicial de 100 kPa y Ochoa con 

confinamiento inicial de 100 kPa. 

 
Figura 5.29. Parámetro S del Modelo NDMMM en función del contenido de finos para 
los datos procesados de El Mohtar con confinamiento inicial de 100 kPa y Ochoa con 

confinamiento inicial de 100 kPa. 
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Figura 5.30. Parámetro O del Modelo NDMMM en función del contenido de finos para 
los datos procesados de El Mohtar con confinamiento inicial de 100 kPa y Ochoa con 

confinamiento inicial de 100 kPa. 

 
Figura 5.31. Parámetro T1/O del Modelo NDMMM en función del contenido de finos para 
los datos procesados de El Mohtar con confinamiento inicial de 100 kPa y Ochoa con 

confinamiento inicial de 100 kPa. 
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Figura 5.32. Parámetro T del Modelo 3 en función del contenido de finos para los datos 

procesados de El Mohtar con confinamiento inicial de 100 kPa y Ochoa con 
confinamiento inicial de 100 kPa. 

 
Figura 5.33. Parámetro T·D del Modelo 3 en función del contenido de finos para los 

datos procesados de El Mohtar con confinamiento inicial de 100 kPa y Ochoa con 
confinamiento inicial de 100 kPa. 
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6 ESTUDIO DE PARÁMETROS DE LA CURVA DE LA 
RAZÓN DE AMORTIGUAMIENTO 

 
Para el estudio de la curva de la razón de amortiguamiento, se utiliza el modelo propuesto 
por Zhang et al. (2005), en donde establece una relación cuadrática entre el 
amortiguamiento disminuido en Dmin con la curva de degradación del módulo de corte. La 
curva de degradación utilizada en el modelo corresponde al ajuste de los datos 
experimentales mediante un modelo hiperbólico, como se presenta en la ecuación (2.25).  
 
En este estudio la curva de degradación G/Gmax que se utiliza corresponde a los datos 
experimentales y no a un ajuste de algún modelo hiperbólico. El objetivo de este estudio 
es buscar alguna tendencia y/o relación de los parámetros a, b y c del modelo propuesto 
por Zhang et al. (2005). Para esto se utilizan solo los datos de Saavedra S. (2021), debido 
a que en su estudio realiza para el mismo porcentaje de laponita cinco ensayos a 
diferente confinamiento inicial para condición drenada y no drenada, con lo que se puede 
realizar un análisis de los parámetros a b y c en función de este. 
 
Debido a la simplicidad del modelo, no se realiza el ajuste mediante inferencia bayesiana, 
sino que se utiliza el método de mínimos cuadrados. Los resultados para los parámetros 
a, b y c se presentan en la Tabla 6.1 y los gráficos ajustados se presentan en la sección 
ANEXOS. 
 

Tabla 6.1. Parámetro a, b y c obtenidos mediante mínimos cuadrados 

Finos [%] Confinamiento [kPa] 
No Drenado Drenado 

a b c a b c 

1 98 0.099 -0.390 0.283 -0.019 -0.185 0.198 

1 196 0.058 -0.296 0.232 -0.060 -0.150 0.205 

1 284 -0.048 -0.102 0.142 0.137 -0.420 0.287 

1 392 -0.095 -0.003 0.092 0.356 -0.823 0.467 

1 490 0.231 -0.527 0.294 0.674 -1.342 0.671 

 
Para analizar el comportamiento de cada parámetro se realizan gráficos en función del 
confinamiento como se presenta en la Figura 6.1, Figura 6.2 y Figura 6.3. En donde se 
agrega un ajuste cuadrático junto con su R2. 
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Figura 6.1. Parámetro a en función del confinamiento para datos de Saavedra de arena 

con 1 % de laponita. 

 
Figura 6.2. Parámetro b en función del confinamiento para datos de Saavedra de arena 

con 1 % de laponita. 
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Figura 6.3. Parámetro c en función del confinamiento para datos de Saavedra de arena 

con 1 % de laponita.  

Por otro lado, se utiliza el ajuste que se realiza mediante el Modelo NDMMM para los 
valores de G/Gmax, para ser utilizados en la curva de razón de amortiguamiento de Zhang 
et al. (2005) en conjunto con los parámetros a, b y c mostrados al inicio de esta sección, 
con el objetivo de extender la curva de amortiguamiento y analizar el comportamiento de 
estos parámetros. Se presenta en la Figura 6.4 y Figura 6.5 la extensión de las curvas de 
amortiguamiento para condición drenada y no drenada respectivamente.  

 
Figura 6.4. Curva de amortiguamiento ajustada mediante el modelo de Zhang para los 

datos de Saavedra de arena con 1 % de laponita en condición no drenada. 
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Figura 6.5. Curva de amortiguamiento ajustada mediante el modelo de Zhang para los 

datos de Saavedra de arena con 1 % de laponita en condición dreanda. 
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7 DISCUSIÓN 
 
En este capítulo se presenta un análisis y discusión de los resultados presentados en los 
capítulos 3, 4, 5 y 6 de los modelos propuestos de exceso de presión de poros, curva de 
degradación del módulo de corte y curva de razón de amortiguamiento en régimen 
drenado y no drenado. Además, se procesan ensayos experimentales de Saavedra S. 
(2021) para arena del Tranque de Relave El Torito con 5 y 20 % de laponita en modo de 
comparación y complemento de los datos ya procesados. Las curvas drenadas para 5 y 
20 % de laponita tienen una densidad relativa de 63 %, mientras que para las curvas no 
drenadas para 5 y 20 % de laponita tienen una densidad relativa de 55 %. Los gráficos 
se muestran de la Figura 7.1 hasta la Figura 7.4, donde los barridos 1, 2, 3, 4 y 5 
corresponde a los confinamientos iniciales de 98, 196, 294, 392 y 490 kPa 
respectivamente. 

 
Figura 7.1. Módulo de corte normalizado y amortiguamiento versus la deformación por 

corte de las pruebas de columna resonante para arena con 5 % de laponita del Tranque 
de Relave El Torito para confinamiento inicial de 98, 196, 294, 392 y 490 kPa para 

condición no drenada (Saavedra S., 2021). 
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Figura 7.2. Módulo de corte normalizado y amortiguamiento versus la deformación por 

corte de las pruebas de columna resonante para arena con 5 % de laponita del Tranque 
de Relave El Torito para confinamiento inicial de 98, 196, 294, 392 y 490 kPa para 

condición drenada (Saavedra S., 2021). 

 
Figura 7.3. Módulo de corte normalizado y amortiguamiento versus la deformación por 

corte de las pruebas de columna resonante para arena con 20 % de laponita del 
Tranque de Relave El Torito para confinamiento inicial de 98, 196, 294, 392 y 490 kPa 

para condición no drenada (Saavedra S., 2021). 
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Figura 7.4. Módulo de corte normalizado y amortiguamiento versus la deformación por 

corte de las pruebas de columna resonante para arena con 20 % de laponita del 
Tranque de Relave El Torito para confinamiento inicial de 98, 196, 294, 392 y 490 kPa 

para condición no drenada (Saavedra S., 2021). 

7.1 Modelo exceso de presión de poros (Modelo U) 
 
En la sección 3.2 se presenta un modelo para el exceso de presión de poros normalizado 
por el confinamiento inicial en función de la deformación por corte para ensayos de arenas 
en columna resonante para régimen no drenado. En la sección 4 se presentan los 
resultados obtenidos mediante la optimización de los parámetros del modelo mediante 
inferencia bayesiana. El modelo propuesto tiene una forma hiperbólica, la cual ajusta los 

datos de manera precisa mediante el uso de dos parámetros, r1 y b, siendo r1 la 
deformación de referencia a la cual el exceso de presión de poros normalizado por el 
confinamiento inicial es 0.5 y b un parámetro de curvatura. En la Tabla 7.1 se presenta 
los parámetros de estas variables. 
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Tabla 7.1. Parámetros optimizados del Modelo U de todos los ensayos. 

Autor Tipo de finos Confinamiento [kPa] Finos [%] b [-] r1  

El Mohtar 
(2014) 

Bentonita 
100 0 2.52 0.012 

100 3 4.22 0.018 

Ochoa 
(2020) 

Laponita 

100 1 3.43 0.020 

100 3 3.10 0.028 

300 3 2.60 0.061 

Saavedra 
(2021) 

Laponita 

98 1 0.72 0.048 

196 1 0.77 0.154 

294 1 0.50 2.591 

392 1 0.54 3.045 

490 1 0.63 3.237 

98 5 0.95 0.024 

196 5 0.71 0.118 

294 5 9,43 2.797 

392 5 0.50 2.705 

490 5 0.54 2.717 

98 20 0.65 0.023 

196 20 0.52 0.042 

294 20 0.57 0.040 

392 20 0.67 0.033 

490 20 0.62 0.033 

 

Lo mencionado sobre el parámetro r1 se comprueba en la Figura 7.5 y Figura 7.6, que 

son los únicos datos en los cuales se alcanza valores para uexceso/’0 mayores que 0.5. 

 
Figura 7.5. Deformación por corte a la cual Δuexceso/ σ’0 = 0.5 del gráfico presentado en 

la Figura 4.3. 
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Figura 7.6. Deformación por corte a la cual Δuexceso/ σ’0 = 0.5 del gráfico presentado en 

la Figura 4.4. 

En la Tabla 4.1 se tiene un valor diferente para el promedio y la desviación estándar de 
la distribución normal de ambos parámetros en el caso de los datos de Saavedra S. 
(2021) para arena con 1 % de laponita con confinamiento inicial de 392 y 490 kPa, ya que 
con los valores que se realizó la inferencia bayesiana de los otros datos no se obtiene 

una curva de ajuste correcta. Esto se debe a que los valores de uexceso/’0 son muy 
pequeños y la curva no se puede desarrollar de manera correcta, porque no presenta una 
tendencia evidente o clara. 
 
En la Tabla 7.1 se agregan los valores obtenidos de los ensayos para la comparación de 
datos mediante inferencia bayesiana. Se puede observar que a medida que aumenta el 
confinamiento para los datos de Ochoa-Cornejo et al. (2020) para 3 % de laponita y 

Saavedra S. (2021) para 1 % de laponita disminuyen el valor de r1, lo cual es esperable 

dado que u/’0 a medida que aumenta el confinamiento inicial se torna más pequeño y 
se requieren de deformaciones al corte mayores para aumentar su valor. Para los demás 
datos procesados no se presenta esta tendencia dada la naturaleza de los datos 
experimentales. En lo que respecta a los valores de b no se presenta ninguna tendencia 
ya sea para confinamiento inicial y porcentaje de finos. 
 

7.2 Modelo de Stokoe 
 
En la  Tabla 7.2 se agregan los valores obtenidos de los ensayos para la comparación de 
datos mediante inferencia bayesiana, es decir, los ensayos experimentales de Saavedra 
S. (2021) para arena del Tranque de Relave El Torito con 5 y 20 % de laponita. 
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Tabla 7.2. Parámetros optimizados del modelo de Stokoe de todos los ensayos. 

    Drenado No Drenado 

Autor 
Tipo de 
Finos 

Confinamiento 
[kPa] 

Finos 
[%] 

D − r1D [%] ND − r1ND  

El Mohtar 
(2014) 

Bentonita 
100 0 1.196 0.034 0.013 1.675 

100 3 1.140 0.043 0.031 1.295 

Ochoa 
(2020) 

Laponita  

100 1 1.002 0.040 0.018 1.691 

100 3 1.038 0.041 0.022 1.494 

300 3 1.135 0.064 0.051 1.204 

Saavedra 
(2021)   

Laponita 

98 1 0.614 0.050 0.023 0.748 

196 1 0.850 0.051 0.025 0.777 

294 1 0.830 0.057 0.047 0.632 

392 1 0.741 0.059 0.047 0.622 

490 1 0.751 0.063 0.081 0.518 

98 5 0.030 0.018 0.694 0.018 

196 5 0.028 0.019 0.795 0.019 

294 5 0.033 0.024 0.622 0.024 

392 5 0.040 0.027 0.668 0.027 

490 5 0.043 0.022 0.756 0.022 

98 20 0.015 0.010 1.101 0.010 

196 20 0.020 0.016 0.879 0.016 

294 20 0.025 0.018 0.787 0.018 

392 20 0.030 0.018 0.787 0.018 

490 20 0.043 0.035 0.589 0.035 

 
Se puede observar que a medida que aumenta el confinamiento para el cado drenado en 
los datos de Ochoa-Cornejo et al. (2020) para 3 % de laponita y Saavedra S. (2021) para 

1 y 20 % de laponita aumenta el valor de r1. A medida que aumenta el porcentaje de 
finos para los datos de Saavedra S. (2021) para confinamientos iniciales de 98, 196, 294 

y 392 kPa, el valor de r1 disminuye, esto se debe a que la curvatura es mayor para menor 
confinamiento.  
 

En el caso no drenado los valores de r1 no presentan una tendencia en los valores 
obtenidos con el confinamiento inicial. A medida que aumenta el porcentaje de finos para 
los datos de Saavedra S. (2021) para confinamientos iniciales de 98, 196, 294 y 392 kPa, 

el valor de r1 disminuye, esto se debe a que la curvatura es mayor para menor 
confinamiento.   
 
Las curvas de inferencia bayesiana con el modelo de Stokoe et al. (1999) ajustan de 
buena manera con pequeñas desviaciones, como se puede observar para condición 
drenada se presentan desde la Figura 4.11 hasta la Figura 4.20, mientras que para la 
condición no drenada desde la Figura 4.21 hasta la Figura 4.30. Debido al ajuste preciso 
que se obtiene en las curvas en condición drenada, se asegura que el Modelo NDMMM 
y el Modelo 3 presenten la misma precisión en condición no drenada, debido a que estos 
modelos se reducen al mismo modelo de Stokoe et al. (1999) bajo esta condición. 
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7.3 Modelo 3 
 
En la sección 3.2 se presenta este modelo de curva de degradación del módulo de corte 
en función del parámetro T y del confinamiento efectivo p’. En la sección 5.1 se presentan 
los resultados obtenidos mediante este modelo. Se obtiene un ajuste preciso para la gran 
mayoría de los datos, salvo para los ensayos de Saavedra para arena limpia en condición 
no drenada para confinamientos iniciales de 294, 392 y 490 kPa mostrados en la Figura 
5.8, Figura 5.9 y Figura 5.10 respectivamente. Esto se puede deber a que el modelo solo 
presenta una variable, la cual podría no controlar toda la curva. 
 
En la sección 5.2 se presentan los resultados de la variable T y del producto entre el 
parámetro ∝D y la variable T según confinamiento y porcentaje de finos como se muestra 
en la Figura 5.26 y Figura 5.27, y en la Figura 5.32 y Figura 5.33 respectivamente. En lo 
que respecta a la tendencia en función del confinamiento inicial para los datos de 
Saavedra S. (2021) de arena con 1 % de laponita, no se puede llegar a ninguna 
conclusión, o bien, a ninguna tendencia clara, debido a que los valores de T y del producto 
de ∝D y T van oscilando a medida que aumenta el confinamiento inicial. Esto se puede 
deber a que las curvas de degradación pueden tener error de laboratorio, esto se observa 
dado que las curvas en la Figura 3.6 y Figura 3.7 se interceptan unas con otras en ambos 
ensayos. Por otro lado, para los datos de Ochoa-Cornejo et al. (2020) se presenta un 
claro crecimiento a medida que aumenta el confinamiento, pero tampoco se puede 
aseverar como conclusión dado que solo se tienen dos ensayos. 
 
En lo que respecta a la tendencia en función del porcentaje de finos no se puede llegar a 
ninguna conclusión, o bien, a ninguna tendencia clara, debido a que los valores de T y 
del producto de ∝D y T, para los datos de El Mohtar et al. (2014) decrecen con el aumento 
de finos y para Ochoa-Cornejo et al. (2020) crecen con el aumento de finos como se 
puede observar en la Figura 5.32 y Figura 5.33. Esto se puede deber a que los ensayos 
drenados y no drenados de Ochoa-Cornejo et al. (2020) a 1 y 3 % de laponita fueron 
realizados a 20 y 10 % de densidad relativa respectivamente.  
 
Para comprobar y comparar los parámetros ya calculados se agregan los resultados 
obtenidos de los datos mencionados al inicio de esta sección mediante inferencia 
bayesiana, es decir, los ensayos experimentales de Saavedra S. (2021) para arena del 
Tranque de Relave El Torito con 5 y 20 % de laponita, en donde se obtienen más curvas 
para el parámetro T en función del confinamiento y del porcentaje de finos. Estas curvas 
se presentan a continuación desde la Figura 7.7 hasta la Figura 7.10. 
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Figura 7.7. Parámetro T del Modelo 3 en función del porcentaje de finos para todos los 

datos procesados. 

 
Figura 7.8. Parámetro T·D del Modelo 3 en función del porcentaje de finos para todos 

los datos procesados. 
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Figura 7.9. Parámetro T del Modelo 3 en función del confinamiento inicial para todos los 

datos procesados. 

 
Figura 7.10. Parámetro T·D del Modelo 3 en función del confinamiento inicial para 

todos los datos procesados. 

Con los nuevos ensayos y curvas se precisa que no se puede establecer una tendencia 
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experimentales de Saavedra S. (2021) se presentan en la Figura 7.11, Figura 7.12 y 
Figura 7.13. Para 1 y 5 % de laponita las curvas se interceptan unas con otras, 
provocando que se desvirtúen los datos y los parámetros relacionados con su ajuste en 
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lo cual puede ser un precedente del comportamiento de este parámetro.  
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Figura 7.11. Ajuste de la curva de degradación del módulo de corte con el Modelo 3 
para datos de Saavedra para arena con 1 % de laponita. 

 
Figura 7.12. Ajuste de la curva de degradación del módulo de corte con el Modelo 3 

para datos de Saavedra para arena con 5 % de laponita. 
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Figura 7.13. Ajuste de la curva de degradación del módulo de corte con el Modelo 3 

para datos de Saavedra para arena con 20 % de laponita. 
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T1/O para los datos de El Mohtar et al. (2014) decrecen con el aumento de finos y para 
Ochoa-Cornejo et al. (2020) crecen con el aumento de finos como se puede observar en 
la Figura 5.31. Esto se puede deber a que los ensayos drenados y no drenados de Ochoa-
Cornejo et al. (2020) a 1 y 3 % de laponita fueron realizados a 20 y 10 % de densidad 
relativa respectivamente. Para el parámetro S para ambos autores se tiene un 
decrecimiento en su valor con el incremento del porcentaje de finos mientras que para el 
parámetro O para ambos autores se tiene un aumento en su valor con el incremento del 
porcentaje de finos. Estas curvas se presentan desde la Figura 5.28 hasta la Figura 5.31. 
 
Para comprobar y comparar los parámetros ya calculados se agregan los resultados 
obtenidos de los datos mencionados al inicio de esta sección mediante inferencia 
bayesiana, es decir, los ensayos experimentales de Saavedra S. (2021) para arena del 
Tranque de Relave El Torito con 5 y 20 % de laponita, en donde se obtienen más curvas 
para los parámetros S, T, O y T1/O en función del confinamiento y del porcentaje de finos. 
Estas curvas se presentan a continuación desde la Figura 7.14 hasta la Figura 7.21. 

 
 

Figura 7.14. Parámetro S del Modelo NDMMM en función del confinamiento para datos 
de Ochoa y Saavedra. 
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Figura 7.15. Parámetro T del Modelo NDMMM en función del confinamiento para datos 

de Ochoa y Saavedra. 

 
Figura 7.16. Parámetro O del Modelo NDMMM en función del confinamiento para datos 

de Ochoa y Saavedra. 
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Figura 7.17. Parámetro T1/O del Modelo NDMMM en función del confinamiento para 

datos de Ochoa y Saavedra. 

 
Figura 7.18. Parámetro S del Modelo NDMMM en función del contenido de finos para 

todos los datos. 
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Figura 7.19. Parámetro T del Modelo NDMMM en función del contenido de finos para 

todos los datos. 

 
Figura 7.20. Parámetro O del Modelo NDMMM en función del contenido de finos para 

todos los datos. 
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Figura 7.21. Parámetro T1/O del Modelo NDMMM en función del contenido de finos para 

todos los datos. 

Con los nuevos ensayos y curvas se precisa que no se puede establecer una tendencia 
para T, S, O ni para T1/O. Por una parte, para los datos experimentales de El Mohtar et al. 
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Figura 7.22. Ajuste de la curva de degradación del módulo de corte con el Modelo 

NDMMM para datos de Saavedra para arena con 1 % de laponita. 

 
Figura 7.23. Ajuste de la curva de degradación del módulo de corte con el Modelo 

NDMMM para datos de Saavedra para arena con 5 % de laponita. 
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Figura 7.24. Ajuste de la curva de degradación del módulo de corte con el Modelo 

NDMMM para datos de Saavedra para arena con 20 % de laponita. 

7.5 Comparación entre modelos 
 
Para verificar y/o comparar los resultados obtenidos con ambos modelos para la 
condición no drenada, se utiliza el modelo de Matasović & Vucetic (1993) presentada en 
la ecuación (2.16). También, se compara los resultados obtenidos, pero con exceso de 
presión de poros nula, es decir, desde la curva con los parámetros de ajuste en condición 
no drenada se pasa a la condición drenada. 
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Figura 7.25. Comparación entre modelos propuestos (Modelo 3 y Modelo NDMMM) con 

el modelo de Matasović & Vucetic, en el gráfico superior resultados en régimen no 
drenado, en el gráfico inferior resultados en régimen drenado para datos de El Mohtar 

para confinamiento de 100 kPa con 0 % de bentonita.  
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Figura 7.26. Comparación entre modelos propuestos (Modelo 3 y Modelo NDMMM) con 

el modelo de Matasović & Vucetic, en el gráfico superior resultados en régimen no 
drenado, en el gráfico inferior resultados en régimen drenado para datos de El Mohtar 

para confinamiento de 100 kPa con 3 % de bentonita.  
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Figura 7.27. Comparación entre modelos propuestos (Modelo 3 y Modelo NDMMM) con 

el modelo de Matasović & Vucetic, en el gráfico superior resultados en régimen no 
drenado, en el gráfico inferior resultados en régimen drenado para datos de Ochoa para 

confinamiento de 100 kPa con 1 % de laponita.  
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Figura 7.28. Comparación entre modelos propuestos (Modelo 3 y Modelo NDMMM) con 

el modelo de Matasović & Vucetic, en el gráfico superior resultados en régimen no 
drenado, en el gráfico inferior resultados en régimen drenado para datos de Ochoa para 

confinamiento de 100 kPa con 3 % de laponita. 
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Figura 7.29. Comparación entre modelos propuestos (Modelo 3 y Modelo NDMMM) con 

el modelo de Matasović & Vucetic, en el gráfico superior resultados en régimen no 
drenado, en el gráfico inferior resultados en régimen drenado para datos de Ochoa para 

confinamiento de 300 kPa con 3 % de laponita.  
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Figura 7.30. Comparación entre modelos propuestos (Modelo 3 y Modelo NDMMM) con 

el modelo de Matasović & Vucetic, en el gráfico superior resultados en régimen no 
drenado, en el gráfico inferior resultados en régimen drenado para datos de Saavedra 

para confinamiento de 98 kPa con arena con 1 % de laponita.  
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Figura 7.31. Comparación entre modelos propuestos (Modelo 3 y Modelo NDMMM) con 

el modelo de Matasović & Vucetic, en el gráfico superior resultados en régimen no 
drenado, en el gráfico inferior resultados en régimen drenado para datos de Saavedra 

para confinamiento de 196 kPa con arena con 1 % de laponita.  
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Figura 7.32. Comparación entre modelos propuestos (Modelo 3 y Modelo NDMMM) con 

el modelo de Matasović & Vucetic, en el gráfico superior resultados en régimen no 
drenado, en el gráfico inferior resultados en régimen drenado para datos de Saavedra 

para confinamiento de 294 kPa con arena con 1 % de laponita.  
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Figura 7.33. Comparación entre modelos propuestos (Modelo 3 y Modelo NDMMM) con 

el modelo de Matasović & Vucetic, en el gráfico superior resultados en régimen no 
drenado, en el gráfico inferior resultados en régimen drenado para datos de Saavedra 

para confinamiento de 392 kPa con arena con 1 % de laponita. 
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Figura 7.34. Comparación entre modelos propuestos (Modelo 3 y Modelo NDMMM) con 

el modelo de Matasović & Vucetic, en el gráfico superior resultados en régimen no 
drenado, en el gráfico inferior resultados en régimen drenado para datos de Saavedra 

para confinamiento de 490 kPa con arena con 1 % de laponita.  
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modelo de Matasović & Vucetic (1993) se alejan de manera significativa como se puede 
observar en los gráficos presentados. 
 

7.6 Curva de razón de amortiguamiento 
 
Los resultados de los parámetros a, b y c del modelo de razón amortiguamiento de Zhang 
et al. (2005) de los datos de Saavedra S. (2021) para arena con 1 % presenta un 
comportamiento cuadrático para condición drenada y no drenada siendo los datos de la 
curva de 294 kPa la que difiere un poco de este comportamiento. Al observar el conjunto 
de curvas de ajuste en la Figura 6.4 y Figura 6.5, la curva para 294 kPa se cruza con las 
demás curvas y difiere del comportamiento esperado. Para corroborar y comparar los 
resultados obtenidos, se procede a realizar el mismo procedimiento para los datos de 
Saavedra S. (2021) para arena con 5 y 20 % de laponita. 

 
Figura 7.35. Parámetro a del modelo de razón de amortiguamiento de Zhang en función 

del confinamiento para datos de Saavedra de arena con 5 % de laponita. 
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Figura 7.36. Parámetro b del modelo de razón de amortiguamiento de Zhang en función 

del confinamiento para datos de Saavedra de arena con 5 % de laponita. 

 
Figura 7.37. Parámetro c del modelo de razón de amortiguamiento de Zhang en función 

del confinamiento para datos de Saavedra de arena con 5 % de laponita. 
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Figura 7.38. Parámetro a del modelo de razón de amortiguamiento de Zhang en función 

del confinamiento para datos de Saavedra de arena con 20 % de laponita. 

 
Figura 7.39. Parámetro b del modelo de razón de amortiguamiento de Zhang en función 

del confinamiento para datos de Saavedra de arena con 20 % de laponita. 
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Figura 7.40. Parámetro c del modelo de razón de amortiguamiento de Zhang en función 

del confinamiento para datos de Saavedra de arena con 20 % de laponita.  

Los resultados de los parámetros a, b y c del modelo de razón de amortiguamiento de 
Zhang et al. (2005) de los datos de Saavedra S. (2021) para arena con 5 % presenta un 
comportamiento cuadrático, en donde los resultados para 392 kPa en condición drenada 
y no drenada difiere de esta comportamiento, al observar la Figura 7.47 y Figura 7.48 la 
curva para 392 kPa se cruza con las curva para 294 kPa, lo que indica que uno de estos 
ensayos no sigue el comportamiento esperado. Por otro lado, para arena con 20 % los 
parámetros a, b y c, también presentan un comportamiento cuadrático, siendo solo el 
resultados para 196 kPa en condición no drenada el que difiere de este comportamiento. 
Al observar la Figura 7.49 se puede apreciar que el comportamiento para 196 kPa no es 
el esperado, siendo la única curva que se cruza con las demás curvas. 
 
Al tener ensayos para confinamiento inicial de 98, 196, 294, 392 y 490 kPa para diferentes 
porcentajes de laponita, se puede realizar un análisis del comportamiento de a, b y c en 
función de este porcentaje. Desde la Figura 7.41 hasta la Figura 7.46 se presentan los 
resultados. 
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Figura 7.41. Parámetro a del modelo de razón de amortiguamiento de Zhang en función 

del contenido de finos para datos de Saavedra para condición no drenada.   

 
Figura 7.42. Parámetro b del modelo de razón de amortiguamiento de Zhang en función 

del contenido de finos para datos de Saavedra para condición no drenada.   
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Figura 7.43. Parámetro c del modelo de razón de amortiguamiento de Zhang en función 

del contenido de finos para datos de Saavedra para condición no drenada.   

 
Figura 7.44. Parámetro a del modelo de amortiguamiento de Zhang en función del 

contenido de finos para datos de Saavedra para condición drenada.   
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Figura 7.45. Parámetro b del modelo de razón de amortiguamiento de Zhang en función 

del contenido de finos para datos de Saavedra para condición drenada.   

 
Figura 7.46. Parámetro c del modelo de razón de amortiguamiento de Zhang en función 

del contenido de finos para datos de Saavedra para condición drenada.   

Al observar los gráficos, se puede observar que no existe ninguna relación entre los 
parámetros a, b y c con el contenido de finos, siendo el comportamiento de los resultados 
para 490 kPa en condición drenada y no drenada los que mayor diferencia presentan en 
términos de valores.  
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Figura 7.47. Curva de razón de amortiguamiento ajustada mediante el modelo de Zhang 

para los datos de Saavedra de arena con 5 % de laponita en condición no drenada. 

 
Figura 7.48. Curva de razón de amortiguamiento ajustada mediante el modelo de Zhang 

para los datos de Saavedra de arena con 5 % de laponita en condición drenada. 
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Figura 7.49. Curva de razón de amortiguamiento ajustada mediante el modelo de Zhang 

para los datos de Saavedra de arena con 20 % de laponita en condición no drenada. 

 
Figura 7.50. Curva de razón de amortiguamiento ajustada mediante el modelo de Zhang 

para los datos de Saavedra de arena con 20 % de laponita en condición drenada. 
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8 CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 
8.1 Conclusiones Generales 
 
En el presente trabajo se realiza un ajuste a las curvas de degradación del módulo de 
corte de datos obtenidos mediante ensayo de columna resonante a través de inferencia 
bayesiana y se realiza un ajuste a las curvas de razón de amortiguamiento de datos 
obtenidos mediante ensayo de columna resonante mediante mínimos cuadrados, los 
datos utilizados corresponde a tres autores, El Mohtar et al. (2014) quien ensaya la arena 
de Ottawa con diferentes porcentajes de bentonita, Ochoa-Cornejo et al. (2020) quien 
ensaya arena de Ottawa con diferentes porcentajes de laponita y Saavedra S. (2021), 
quien ensaya arena del Tranque de relave El Torito a diferentes porcentajes de laponita. 
En donde algunos ensayos son descartados para el estudio debido a la diferencia de 
densidad relativa para el mismo ensayo en régimen drenado y no drenado con el mismo 
confinamiento y porcentajes de finos.  
 

En lo que respecta al modelo propuesto para uexceso/’0 se obtienen curvas que ajustan 
los datos obtenidos para todos los datos utilizados en el presente trabajo. Se verifica que 

el parámetro r1 corresponde a la deformación por corte a la cual Δ uexceso/’0 = 0.5 y que 
el parámetro b corresponde a la curvatura. La deformación por corte de referencia γr1 
aumenta a medida que aumenta con el incremento de finos y con el incremento del 
confinamiento inicial, mientras que b no presenta una tendencia clara. 
 
En lo que respecta a los resultados obtenidos con el modelo de Stokoe et al. (1999), se 
puede concluir que se obtienen curvas que ajustan los datos, lo cual verifica que el 
proceso y la implementación del código de Matlab utilizado está desarrollado de manera 
correcta. Los parámetros involucrados no presentan alguna tendencia en función del 
confinamiento ni el porcentaje de finos.  
 
Para el modelo propuesto en función del exceso de presión de poros normalizado 
(Modelo NDMM) se tiene un ajuste de curva correcta para todos los datos procesados 
mediante la inferencia bayesiana. Este modelo utiliza tres parámetros de ajuste que son 
S, T y O los cuales se grafican en función del confinamiento y del porcentaje de finos, 
donde no se tiene ninguna generalidad o tendencia, esto debido a la falta de ensayos o 
bien a errores en las curvas utilizadas. Por otro lado, también se grafica T1/O llegando a 
la misma conclusión.  
 
Para el modelo propuesto en función de la tensión efectiva (Modelo 3) se tiene un ajuste 
de curva correcta para todos los datos procesados mediante la inferencia bayesiana. Este 
modelo utiliza un solo parámetro T el cual se grafica en función del confinamiento y del 
porcentaje de finos, donde no se tiene ninguna generalidad o tendencia, esto debido a la 
falta de ensayos o bien a errores en las curvas utilizadas. Por otro lado, también se grafica 
el producto entre T y ∝D llegando a la misma conclusión. 
 
Se realiza una comparación entre los dos modelos propuestos y el modelo de Matasović 
& Vucetic (1993), siendo los resultados de los tres modelos bastante parecidos. El Modelo 
NDMMM el que mejor ajusta los datos en comparación con los otros dos modelos, esto 
se debe a que este modelo utiliza más parámetros de ajustes.  
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La gran ventaja que tienen los modelos propuestos es que al partir del ajuste de curva 
con el modelo de Stokoe et al. (1999) para los ensayos drenados, se asegura una relación 
directa entre los datos drenados y no drenados, es decir, que si en el modelo propuesto 
para los ensayos en régimen no drenado se anulan las presiones de poro, se obtiene la 
curva drenada de ajuste del modelo de Stokoe et al. (1999). 
 
Para el modelo que se utiliza de Zhang et al. (2005), se obtiene curvas cuadráticas que 
ajustan de manera correcta el amortiguamiento para todos los datos procesados 
mediante mínimos cuadrados. Los parámetros a, b y c no presentan alguna tendencia 
clara con la variación del confinamiento ni con contenido de finos. 
 
Existen parámetros que no han sido considerados para el presente trabajo como lo es el 
coeficiente de uniformidad, la densidad relativa, el índice de vacíos, entre otros. En donde 
estos parámetros podrían tener una influencia directa en los parámetros de los modelos 
que se utilizan, estos parámetros no se consideran principalmente porque los ensayos 
que se procesan y analizan solo se pueden variar el confinamiento inicial y el porcentaje 
de finos.  
 
Se concluye que es mejor tener un modelo para el caso drenado y otro modelo para el 
caso no drenado, esto dado que no se puede encontrar una tendencia clara de los 
parámetros involucrados en los modelos que se utilizan. Por otro lado, algunos de los 
datos utilizados no son del todo prolijos, es decir, no presentan un comportamiento 
esperado entre ensayos, como lo es en el caso de los datos de Saavedra S. (2021), en 
donde sus curvas van oscilando e interceptándose con las demás curvas, lo que provoca 
que los parámetros no se puedan estudiar y analizar de forma limpia y precisa. Estos 
últimos ensayos son los que más se utilizan en este trabajo de título, dada la gran 
cantidad de ensayos y la variación en lo que respecta el confinamiento inicial y el 
contenido de finos.  
 
Finalmente, se concluye que las estimaciones bayesianas que se realizan a lo largo del 
presente trabajo de título se cumplen de manera satisfactoria, en donde se llega a una 
convergencia en todas y en cada una de ellas. El uso de dos cadenas independientes 
asegura dicha convergencia y se verifica mediante el indicador RHat. Por otro lado, se 
concluye que los ajustes mediante mínimos cuadrados se cumplen de manera 
satisfactoria. 
 

8.2 Recomendaciones para futuros trabajos 
 
Se recomienda realizar un estudio de los parámetros presentes en los modelos 
propuestos en este trabajo con una mayor cantidad de ensayos, es decir, para ensayos 
bajo la misma densidad relativa variando el porcentaje de finos y el confinamiento inicial 
para cada ensayo. 
 
Se recomienda realizar todos los ensayos necesarios para seguir este estudio, debido a 
que la cantidad de ensayos en la literatura son escasos y no se puede llegar a una 
conclusión sobre el comportamiento de los parámetros involucrados en los modelos 
propuestos. 
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Se recomienda extender este estudio para otros tipos de suelos con diferentes 
porcentajes de finos y confinamientos. 
 
Se recomienda introducir otras variables geotécnicas en los modelos propuestos, como 
lo es el coeficiente de uniformidad Cu, índice de plasticidad IP, entre otros. 
 
Se propone realizar el mismo estudio, pero con diferentes tipos de muestreo para lo que 
es la generación de cadenas para la obtención de parámetros óptimos a través de 
inferencia bayesiana. 
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10 ANEXOS 
Teoría Columna Resonante 
 
Para comprender el desarrollo del movimiento torsional cíclico sobre la muestra de suelo, 
se toma un elemento de suelo como se muestra en la Figura10.1, en donde se aplican 
dos esfuerzos torsionales en cada extremo de magnitud 𝑇(𝑥) y 𝑇(𝑥 + 𝑑𝑥). 
 

 
Figura 10.1. Torque aplicado a la muestra de suelo. 

 
Debido al par de esfuerzos aplicado sobre la muestra de suelo, aparece un momento de 
torsión 𝑇𝑖. Se realiza una sumatoria de torques en la muestra de suelo lo que resulta: 
 
 𝑇(𝑥 + 𝑑𝑥) − 𝑇(𝑥) − 𝑇𝑖 = 0 (10.1) 

 
En donde la torsión inercial, si se aplica la segunda ley de Newton se escribe como: 
 
 

𝑇𝑖 = 𝑚 ∙
𝜕2𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
= 𝐽 ∙ 𝑑𝑥 ∙ 𝜌

𝜕2𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
 

(10.2) 

 
Donde: 
𝐽: Momento polar de la muestra de suelo. 
𝜃(𝑥, 𝑡): Ángulo de torsión de la muestra de suelo. 

𝜌: Densidad de la muestra de suelo.  
 
Por otro lado, la torsión aplicada en (𝑥 + 𝑑𝑥) se puede expresar como expansión de 
Taylor como: 
 
 

𝑇(𝑥 + 𝑑𝑥) = 𝑇(𝑥) +
𝜕𝑇

𝜕𝑥
∙ 𝑑𝑥 

(10.3) 

 
Se reemplaza (10.2) y (10.3) en (10.1) y se tiene: 
 

𝑇(𝑥) +
𝜕𝑇

𝜕𝑥
∙ 𝑑𝑥 − 𝑇(𝑥) = 𝐽 ∙ 𝑑𝑥 ∙ 𝜌

𝜕2𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
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 𝜕𝑇

𝜕𝑥
= 𝐽 ∙ 𝜌

𝜕2𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
 

(10.4) 

 
El suelo tiene las propiedades de ser elástico y viscoso, con lo cual la fuerza torsional 
puede ser expresada mediante la relación de Kelvin-Voigt. Para entender este modelo, 
primero se reemplaza la muestra de suelo por una componente elástica y una 
componente viscosa, configuradas de manera paralela. 
 

 
Figura 10.2. Modelo de Kelvin Voigt para fuerza torsional. 

 
En donde cada elemento genera una tensión: 
 

𝜏1 = 𝐺 ∙ 𝛾1 
 

𝜏2 = 𝜂 ∙
𝜕𝛾2
𝜕𝑡

 

 
Donde: 
𝐺: Módulo de corte. 
𝜂: Componente viscosa dinámica de la muestra de suelo. 
 
Por compatibilidad de torsiones se tiene que: 
 

𝛾1 = 𝛾2 = 𝛾 
 
Por otro lado, dado que los elementos están en paralelo, la tensión total es: 
 

𝜏 = 𝜏1 + 𝜏2 
 
 

𝜏 = 𝐺 ∙ 𝛾 + 𝜂 ∙
𝜕𝛾

𝜕𝑡
 

(10.5) 

 
La torsión puede ser escrita en función de la posición del elemento como: 
 

𝛾 = 𝑟
𝜕𝜃

𝜕𝑥
 

 
La torsión se reemplaza en la ecuación (10.5): 
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𝜏 = 𝐺 ∙ 𝑟 ∙

𝜕𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
+ 𝜂 ∙ 𝑟 ∙

𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
) 

(10.6) 

 
De mecánica de sólidos se tiene que la torsión se puede escribir como: 
 
 

𝑇 =
𝜏 ∙ 𝐽

𝑟
 

(10.7) 

 
Donde: 
𝐽: Momento polar de inercia de la muestra. 
 
Se reemplaza (10.6) y (10.7) en (10.4) y queda: 
 

𝐽
𝜕

𝜕𝑥
(𝐺 ∙

𝑟

𝑟
∙
𝜕𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
+ 𝜂 ∙

𝑟

𝑟
∙
𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕𝜃

𝜕𝑥
)) = 𝐽𝜌

𝜕2𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
 

 
Se reordena la ecuación junto con la eliminación y agrupación de términos semejantes, 
donde se obtiene: 
 
 
 
 

𝜕2

𝜕𝑥2
(𝜃(𝑥, 𝑡) +

𝜂

𝐺
∙
𝜕𝜃

𝜕𝑡
) =

𝜌

𝐺

𝜕2𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
 

(10.8) 

 
Para resolver le ecuación (10.8) se plantea la siguiente solución: 
 
 𝜃(𝑥, 𝑡) = 𝜃(𝑥) ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡 (10.9) 

 
Que corresponde a la torsión en función del tiempo y de la posición. La ecuación (10.9) 
se deriva en función del tiempo y se obtiene: 
 

𝜕𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝜃(𝑥) ∙ 𝑖𝜔 ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡 

 

𝜕2𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
= −𝜃(𝑥) ∙ 𝜔2𝑒𝑖𝜔𝑡 

 
Se reemplaza en la ecuación (10.8) y se tiene: 
 

𝜕2

𝜕𝑥2
(𝜃(𝑥) ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡 +

𝑖𝜂𝜔

𝐺
𝜃(𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑡 ) = −

𝜌𝜔2

𝐺
∙ 𝜃(𝑥) ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡 

 
Se reordena y se eliminan términos semejantes, se tiene entonces: 
 

𝜕2𝜃(𝑥)

𝜕𝑥2
(1 + 𝑖

𝜂𝜔

𝐺
) +

𝜌𝜔2

𝐺
∙ 𝜃(𝑥) = 0 

 
Se definen los siguientes parámetros: 
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▪ 𝛽𝑆 =
1

2
 
𝜂𝜔

𝐺
 : Razón de amortiguación torsional. 

▪ 𝑣𝑆 = √𝐺/𝜌 : Velocidad de onda torsional de la barra. 

▪ 𝑣𝑠
∗ = 𝑣𝑆 √1 + 𝑖2𝛽𝑆 : Velocidad de onda torsional compleja de la barra. 

 
 

Se grafica la razón de amortiguamiento torsional, con 𝐺 = 100 [𝑀𝑃𝑎] y 𝜂 = 0.01 [𝑀𝑃𝑎 ∙
𝑠𝑒𝑔], para diferentes frecuencias. 
 

 
Figura10.3. Razón de amortiguamiento en función de la frecuencia. 

En donde se tiene una relación directamente proporcional. Con los parámetros ya 
definidos se llega a: 
 
 𝜕2𝜃(𝑥)

𝜕𝑥2
+ (

𝜔

𝑣𝑠∗
)
2

∙ 𝜃(𝑥) = 0 
(10.10) 

 
La solución para la ecuación diferencial (10.10) es: 
 

𝜃(𝑥) = 𝐵1 ∙ 𝑒
𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝑥
+ 𝐵2 ∙ 𝑒

−𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝑥

 
 
Donde: 
𝐵1: Es una constante y depende de las condiciones de borde. 

𝐵2: Es una constante y depende de las condiciones de borde. 
 
Se tiene finalmente la solución para la ecuación de movimiento torsional en función del 
tiempo y de la posición como: 
 
 

𝜃(𝑥, 𝑡) = (𝐵1 ∙ 𝑒
𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝑥
+ 𝐵2 ∙ 𝑒

−𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝑥
) ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡 

(10.11) 
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Las constantes de la solución vienen dadas por las condiciones de borde, en la columna 
resonante se tiene que la muestra de suelo en el borde inferior se encuentra empotrada 
(sin movimiento torsional) y en el borde superior se encuentra libre, pero debido a que en 
este extremo se encuentran los dispositivos que miden la respuesta de la muestra de 
suelo, estos dispositivos se pueden modelar como una masa puntual.  
 
Para la posición de la muestra de suelo se considera el eje x como se muestra en la 
Figura 10.4. 

 
Figura 10.4. Muestra de suelo en columna resonante con su eje. 

 
La torsión en la base está restringida debido al empotramiento, lo que se traduce en que 
la rotación en 𝑥 = 0 será nula: 
 

𝜃(𝑥 = 0) = 0 
 

𝜃(0) = 𝐵1 + 𝐵2 
 

𝐵1 + 𝐵2 = 0 → 𝐵1 = −𝐵2 
 
 

𝜃(𝑥, 𝑡) = 𝐵1 (𝑒
𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝑥
− 𝑒

−𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝑥
) ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡 

(10.12) 

 
Se grafica 𝜃(𝑡) en función del tiempo con 𝜔 = 40 ∙ 2𝜋 y se tiene: 
 

 
Figura 10.5. Parte real e imaginaria de la solución que depende del tiempo. 
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Se grafica 𝜃(𝑥) en función de la posición con 𝜔 = 40 ∙ 2𝜋, 𝜌 = 1500 [𝑘𝑔/𝑚3], 𝐵1 = 1 y 

𝛽𝑠 = 0.05 y se tiene: 
 

 
Figura 10.6. Parte real e imaginaria de la solución que depende de la posición. 

Por último, se grafica 𝜃(𝑥, 𝑡) en función del tiempo y de la posición con los mismos datos 
de los gráficos anteriores y se tiene: 
 

 
Figura 10.7. Parte real de la solución que depende del tiempo y de la posición. 
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Figura 10.8. Parte imaginaria de la solución que depende del tiempo y de la posición. 

Si se evalúa la ecuación (10.12) en 𝐿 y se obtiene: 
 
 

𝜃(𝐿, 𝑡) = 𝐵1 (𝑒
𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝐿
− 𝑒

−𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝐿
) ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡 

(10.13) 

 
En el extremo libre, es decir, en 𝑥 = 𝐿, la masa 𝑚 está aplicando una torsión 𝑇(𝐿, 𝑡) sobre 

la columna de suelo, que está sujeta a un par armónico externo de amplitud 𝑇0, como se 
tiene que es un aparato del tipo Drnevich, existe una conexión entra la masa superior y 
la estructura que se representa con un resorte de constante 𝑘𝐴.  
 

 
Figura 10.9. Torques en el extremo activo cuando hay un torque torsional cíclico.  

 
 

𝑇(𝐿. 𝑡) = −(𝑇0 ∙ 𝑒
𝑖𝜔𝑡 − 𝜌𝐽𝐴𝐿 ∙

𝜕2𝜃(𝐿, 𝑡)

𝜕𝑡2
− 𝑘𝐴 ∙ 𝜃(𝐿, 𝑡)) 

(10.14) 

 
Donde: 
𝐽𝐴: Momento polar de inercia del plato superior. 
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La ecuación (10.12) se deriva en función del tiempo: 
 

𝜕𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑖𝜔𝐵1 (𝑒

𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝑥
− 𝑒

−𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝑥
) ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡 

 

𝜕2𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
= −𝜔2𝐵1  (𝑒

𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝑥
− 𝑒

−𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝑥
) ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡 

 
Se evalúa en 𝐿 y se reemplaza en la ecuación (10.14), donde se obtiene que: 
 
 𝑇(𝐿, 𝑡) = −(𝑇0 ∙ 𝑒

𝑖𝜔𝑡 + 𝜌𝐽𝑎𝐿𝜔
2𝐵1  (𝑒

𝑖(
𝜔
𝑣𝑠∗
)𝐿
− 𝑒

−𝑖(
𝜔
𝑣𝑠∗
)𝐿
) ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡 − 𝑘𝐴 ∙ 𝐵1 (𝑒

𝑖(
𝜔
𝑣𝑠∗
)𝐿
− 𝑒

−𝑖(
𝜔
𝑣𝑠∗
)𝐿
) ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡) (10.15) 

 
De mecánica de sólidos se tiene que: 
 
 𝑇

𝐺𝐽
=
𝜕𝜃

𝜕𝑥
 

(10.16) 

 
Se deriva 𝜃 en función de 𝑥 y queda: 

𝜃(𝑥, 𝑡) = 𝐵1 (𝑒
𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝑥
− 𝑒

−𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝑥
) ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡 

 

𝜕𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
= 𝑖 (

𝜔

𝑣𝑠∗
) ∙ 𝐵1 (𝑒

𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝑥
+ 𝑒

−𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝑥
) ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡 

 
Se reemplaza en (10.16): 
 

𝑇

𝐺𝐽
= 𝑖 (

𝜔

𝑣𝑠∗
) ∙ 𝐵1 (𝑒

𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝑥
+ 𝑒

−𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝑥
) ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡 

 

𝑇 = 𝐺𝐽 ∙ 𝑖 (
𝜔

𝑣𝑠∗
) ∙ 𝐵1 (𝑒

𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝑥
+ 𝑒

−𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝑥
) ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡 

 
Se evalúa en el extremo superior, es decir, en 𝑥 = 𝐿: 
 

𝑇 = 𝐺𝐽 ∙ 𝑖 (
𝜔

𝑣𝑠∗
) ∙ 𝐵1 (𝑒

𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝐿
+ 𝑒

−𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝐿
) ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡 

 
Se iguala con la ecuación (10.15): 
 

𝐺𝐽 ∙ 𝑖 (
𝜔

𝑣𝑠
∗) ∙ 𝐵1 (𝑒

𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝐿
+ 𝑒

−𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝐿
) ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡 = −(𝑇0 ∙ 𝑒

𝑖𝜔𝑡 + 𝜌𝐽𝐴𝐿 𝜔
2𝐵1  (𝑒

𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝐿
− 𝑒

−𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝐿
) ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡 − 𝑘𝐴 ∙ 𝐵1 (𝑒

𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝐿
− 𝑒

−𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝐿
) ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡) 

 

 𝑇0 = −𝐺𝐽 ∙ 𝑖 (
𝜔

𝑣𝑠
∗) ∙ 𝐵1 (𝑒

𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝐿
+ 𝑒

−𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝐿
) − 𝜌𝐽𝐴𝐿𝜔

2𝐵1  (𝑒
𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝐿
− 𝑒

−𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝐿
) + 𝑘𝐴 ∙ 𝐵1 (𝑒

𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝐿
− 𝑒

−𝑖(
𝜔
𝑣𝑠
∗)𝐿
) (10.17) 
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Todos los parámetros de la ecuación son conocidos, menos 𝐵1. Para cual usamos la 
ecuación (10.13) y se tiene que: 
 

𝐵1 =
𝜃(𝐿, 𝑡)

(𝑒
𝑖(
𝜔𝐿
𝑣𝐿∗

)𝐿
− 𝑒

−𝑖(
𝜔𝐿
𝑣𝐿∗

)𝐿
) ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡

=
𝜃(𝐿)

(𝑒
𝑖(
𝜔𝐿
𝑣𝐿∗

)𝐿
− 𝑒

−𝑖(
𝜔𝐿
𝑣𝐿∗

)𝐿
)

 

 
Se reemplaza en (10.17): 
 
 

𝑇0 = 𝐺𝐽 ∙ (
𝜔

𝑣𝑠∗
) ∙
𝜃(𝐿, 𝑡)

𝑒𝑖𝜔𝑡
∙ cot (

𝜔𝐿

𝑣𝑠∗
) − 𝜌𝐽𝐴𝐿𝜔

2
𝜃(𝐿, 𝑡)

𝑒𝑖𝜔𝑡
+ 𝑘𝐴 ∙

𝜃(𝐿, 𝑡)

𝑒𝑖𝜔𝑡
 

(10.18) 

 
El módulo de corte complejo se puede escribir como: 
 

𝐺 = 𝜌𝑣𝑠
∗2 

 
Se reemplaza en (10.18): 
 

𝑇0 = 𝜌𝑣𝑠
∗2𝐽 ∙ (

𝜔

𝑣𝑠∗
) ∙
𝜃(𝐿, 𝑡)

𝑒𝑖𝜔𝑡
∙ cot (

𝜔𝐿

𝑣𝑠∗
) − 𝜌𝐽𝐴𝐿𝜔

2
𝜃(𝐿, 𝑡)

𝑒𝑖𝜔𝑡
+ 𝑘𝐴 ∙

𝜃(𝐿, 𝑡)

𝑒𝑖𝜔𝑡
 

 
𝜃(𝐿, 𝑡)

𝑇0 ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡
=

1

𝜌𝑣𝑠∗2𝐽 ∙ (
𝜔
𝑣𝑠∗
) ∙ cot (

𝜔𝐿
𝑣𝑠∗
) − 𝜌𝐽𝐴𝐿𝜔2 + 𝑘𝐴

 

 
Como se considera modelo visco-elástico, se tiene 𝑣𝑠

∗ y 𝑘𝐴
∗.  

 

𝑘𝐴
∗ = 𝜌𝐽𝐴𝐿𝜔𝐴

2 (1 + 𝑖2𝛽𝐴) 

𝑣𝑠
∗ = 𝑣𝑠 ∙ √(1 + 𝑖2𝛽𝑚) 

 
Donde: 
𝜔𝐴: Frecuencia de resonancia del aparato sin muestra. 
𝛽𝐴: Amortiguación de la masa equivalente. 
𝛽𝑚: Amortiguación de la muestra de suelo. 
   
 

𝜃(𝐿, 𝑡)

𝑇0 ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡
=

1

𝜌𝑣𝑠∗2𝐽 ∙ (
𝜔
𝑣𝑠∗
) ∙ cot (

𝜔𝐿
𝑣𝑠∗
) − 𝜌𝐽𝐴𝐿𝜔2 + 𝜌𝐽𝐴𝐿𝜔𝐴

2 (1 + 𝑖2𝛽𝐴)
 

 
𝜃(𝐿, 𝑡)

𝑇0 ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡
=

1

𝜌𝐽𝐿𝜔2 ((
𝑣𝑠∗

𝜔𝐿) ∙ cot (
𝜔𝐿
𝑣𝑠∗
) −

𝐽𝐴
𝐽 +

𝐽𝐴
𝐽
𝜔𝐴
2

𝜔2
 (1 + 𝑖2𝛽𝐴))

 

 
Además: se ingresa el momento de inercia de masa: 
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𝐽𝐴𝑚 = 𝜌 ∙ 𝐽𝐴 ∙ 𝐿 

𝐽𝑚 = 𝜌 ∙ 𝐽 ∙ 𝐿  
 

𝜃(𝐿, 𝑡)

𝑇0 ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡
=

1

𝐽𝑚𝜔2

(

 
 1

(
𝜔𝐿
𝑣𝑠∗
) ∙ tan (

𝜔𝐿
𝑣𝑠∗
)
+
𝐽𝐴𝑚
𝐽𝑚
(
𝜔𝐴
2

𝜔2
 (1 + 𝑖2𝛽𝐴) − 1)

)

 
 

 

 
El torque y la deformación angular tienen la misma frecuencia y por lo general están fuera 
de fase, el torque aplicado se puede reescribir de la siguiente forma: 
 

𝑇0 ∙ 𝑒
𝑖𝜔𝑡 = 𝑇𝐿 ∙ 𝑒

𝑖𝜔𝑡 ∙ 𝑒𝑖𝜙 
Además, se tiene que: 
 

𝜃(𝐿, 𝑡) = 𝜃𝐿 ∙ 𝑒
𝑖𝜔𝑡 

 
Se puede reescribir el cociente entre la deformación angular y el toque aplicado 
 
 

𝜃(𝐿, 𝑡)

𝑇0 ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡
=

𝜃𝐿 ∙ 𝑒
𝑖𝜔𝑡

𝑇𝐿 ∙ 𝑒𝑖𝜔𝑡 ∙ 𝑒𝑖𝜙(𝜔)
=

𝜃𝐿
𝑇𝐿 ∙ 𝑒𝑖𝜙(𝜔)

 

 
Donde queda finalmente: 
 
 𝜃𝐿

𝑇𝐿 ∙ 𝑒𝑖𝜙(𝜔)
=

1

𝐽𝑚𝜔2

(

 
 1

(
𝜔𝐿
𝑣𝑠∗
) ∙ tan (

𝜔𝐿
𝑣𝑠∗
)
+
𝐽𝐴𝑚
𝐽𝑚
(
𝜔𝐴
2

𝜔2
 (1 + 𝑖2𝛽𝐴) − 1)

)

 
 

 
(10.19) 

 
 
La ecuación presentada se denomina la función de transferencia del sistema de Columna 
Resonante que relaciona la amplitud del ángulo de deformación angular 𝜃𝐿, amplitud 𝑇𝐿 
y desfase 𝜙(𝜔), entre ellos para cualquier señal de excitación de frecuencia angular.  
 
El desfase corresponde a la diferencia de fases entre la fase del torque aplicado y la fase 
de la deformación angular de la probeta en el extremo superior. Un caso particular es 
cuando este desfase tiene un valor de 90° que significa que cuando una fase alcanza un 
valor máximo (calculado de manera absoluta) de desplazamiento o bien, cuando alcanza 
el valor de su amplitud, la otra alcanza un valor de cero. Por ejemplo, el siguiente gráfico 
se presentan dos ondas sinusoidales en donde se muestra qué en el segundo 1, la fase 
1 tiene un valor de 0 y la fase 2 tiene el valor de 1, mientras que en el segundo 1.25 es 
viceversa.  
 



134 
 

 
Figura 10.10. Dos ondas sinusoidales con un desfase de 90°. 

En el caso de columna resonante cuando se tiene un desfase de 90° el cociente entre la 
deformación y el torque alcanza su valor máximo, dado que en el mismo instante el valor 
del torque es mínimo y el valor de la deformación es máxima. Cuando la respuesta del 
sistema es máxima, se está en presencia de la frecuencia de resonancia. 
 
Se grafica la relación 𝜃𝐿/𝑇𝐿 para diferentes valores de 𝜔. En donde se usan valores 

comunes de los parámetros, 𝜌 = 1500 𝑘𝑔/𝑚3, 𝐺 = 100 [𝑀𝑃𝑎], 𝛽𝑚 = 5%, 𝑑 = 0.07 [𝑚], 
ℎ = 0.10 [𝑚], 𝐽𝐴𝑚 = 0.003087 [𝑘𝑔 𝑚

2], 𝜔𝐴 = 100 [𝑅𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑔] y 𝛽𝐴 = 4.54%. Se calcula el 
valor de 𝐽𝑚 de la siguiente forma: 
 
 

𝐽𝑚 =
𝑚 ∙ 𝑑2

8
=
𝜌 ∙ 𝑉 ∙ 𝑑2

8
=
𝜌 ∙ 𝜋 ∙ ℎ ∙ 𝑑4

32
 

 

(10.20) 

 
El gráfico queda: 
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Figura 10.11. Razón entre la respuesta del sistema y el torque aplicado considerando 

amortiguación en función de la frecuencia. 

Donde se puede ver que el máximo se alcanza aproximadamente para 𝑓 = 137.3 [𝐻𝑧]. 
Ahora se grafica el valor del desfase 𝜙 para diferentes valores de 𝑓. Se tiene entonces: 
 

 
Figura 10.12. Ángulo de desfase en función de la frecuencia. 

Donde se puede ver que para la frecuencia donde la respuesta es máxima, es para un 
valor de 𝜙 = 90°, que es el desfase entre la deformación y la tensión aplicada. 
 
Cuando la frecuencia está vibrando a una frecuencia de resonancia 𝜔𝑟, la respuesta del 
sistema tiende a infinito cuando la amortiguación de la muestra tiende a cero y también 
la amortiguación de la masa equivalente superior tiende a cero.  
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𝛽𝐴 = 0    𝛽𝑚 = 0 

 
En el siguiente gráfico se muestra que para la frecuencia de resonancia aproximada de 
137.4 [𝐻𝑧] la respuesta del sistema tiende a infinito. Los datos utilizados son los mismos 
que en los gráficos anteriores.  
 

 
Figura 10.13. Razón entre la respuesta del sistema y el torque aplicado sin 

amortiguación en función de la frecuencia. 

 
Por lo que la ecuación 10.19 queda como: 
 
 

(
𝜔𝑟𝐿

𝑣𝑠
) ∙ tan (

𝜔𝑟𝐿

𝑣𝑠
) =

𝐽𝑚
𝐽𝐴𝑚

1

(1 − (
𝜔𝐴
𝜔𝑟
)
2
)
 

(10.21) 

 
Finalmente, si no se tienen resortes en el extremo superior se llega a: 
 

(
𝜔𝑟𝐿

𝑣𝑠
) ∙ tan (

𝜔𝑟𝐿

𝑣𝑠
) =

𝐽𝑚
𝐽𝐴𝑚

 

Se define 𝜆 =
𝜔𝑟𝐿

𝑣𝑠
 y la ecuación queda finalmente: 

 
(𝜆) ∙ tan(𝜆) =

𝐽𝑚
𝐽𝐴𝑚

 
(10.22) 

 
Se grafica ambos lados de la ecuación (10.22) en función de la frecuencia, dado que los 
momentos de inercia de masa son constantes, el cociente entre ellos también será 
constante, por lo que la frecuencia solo hace variar el lado izquierdo de la ecuación. La 
ecuación solo se cumple para la frecuencia de resonancia. Los datos utilizados son los 
presentados a lo largo de este documento. 
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Figura 10.14. 𝐽/𝐽𝑎 y 𝜆 tan 𝜆 en función de la frecuencia.  

Se puede apreciar, que la frecuencia que cumple que ambos términos sean iguales es 
de un valor alrededor de 137.4 [𝐻𝑧], mismo valor encontrado anteriormente como 
frecuencia de resonancia. 
Obtener el valor de 𝜆 no resulta fácil por lo que se grafica como varía la ecuación (10.22) 
para diferentes valores de 𝜆. 

 
Figura 10.15. 𝜆 tan 𝜆 en función de 𝜆. 

También se grafica 𝜆 y 𝜆 tan 𝜆 en función de la frecuencia. 
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Figura 10.16. tan 𝜆 y 𝜆 en función de la frecuencia. 

Por otro lado, se presenta una tabla con algunos valores de la relación presentada en el 
gráfico anterior. 
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Tabla 10.1. Valores de λ comúnmente encontrados para Jm/JAm (Araya Contreras, 

2017). 

 
La velocidad de onda de corte 𝑣𝑠 se obtiene de la siguiente ecuación: 
 
 

𝑣𝑠 =
𝜔𝑟𝐿

𝜆
=
2𝜋𝑓𝑟𝐿

𝜆
 

(10.23) 

Donde: 
𝑓𝑟: Frecuencia de resonancia de la muestra de suelo.  
𝐿: Largo de la muestra de suelo.  
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𝜆: Es un parámetro de calibración que vienen dado por 
𝐽

𝐽𝐴
 que se obtiene de la Tabla “”. 

𝜆: Se puede obtener mediante el uso de un programa que se presenta en la Norma 
D4015-15. 
El módulo de corte 𝐺 se obtiene a partir de la velocidad de onda de corte: 
 
 𝐺 = 𝜌 ∙ 𝑣𝑠

2 (10.24) 

 
Se realiza un análisis de sensibilidad para los parámetros de 𝐽𝑚, que son 𝜌, ℎ y 𝑑. Se 
grafica la respuesta del sistema variando estos parámetros. En donde se usan valores 
comunes para los parámetros, 𝜌 = 1500 𝑘𝑔/𝑚3, 𝐺 = 100 [𝑀𝑃𝑎], 𝛽𝑚 = 5%, 𝑑 = 0.07 [𝑚], 
ℎ = 0.10 [𝑚], 𝐽𝐴 = 0.003087 [𝑘𝑔 𝑚

2], 𝜔𝐴 = 100 [𝑅𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑔] y 𝛽𝐴 = 4.54%. Para 𝐽𝑚 se utiliza 
la ecuación (10.20). 
 
Primero, se varía el valor de ℎ en donde el gráfico queda: 

 
Figura 10.17. Razón entre el torque aplicado y la respuesta del sistema para distintos 

valores de la altura de la probeta.  

Segundo, se varía el valor de 𝑑 en donde el gráfico queda: 
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Figura 10.18. Razón entre el torque aplicado y la respuesta del sistema para distintos 

valores del diámetro de la probeta. 

Por último, se varía el valor de 𝜌 en donde el gráfico queda: 

 
Figura 10.19. Razón entre el torque aplicado y la respuesta del sistema para distintos 

valores de densidad de la muestra de suelo. 

Revisión fórmulas de la norma ASTM D4015-15. 
 
Para poder medir la respuesta en el extremo libre de la probeta se requiere de un 
transductor de rotación, el cual presenta una sensibilidad 𝑆𝜃 [𝑚𝑉/𝑟𝑎𝑑]. Si la respuesta se 
mide con un transductor de aceleración con sensibilidad 𝑆𝑎 [𝑚𝑉/𝑔] la sensibilidad del 

transductor de rotación a la frecuencia 𝑓 [𝐻𝑧] y a una distancia radial 𝑟𝑡 es: 
 
 𝑆𝜃 = 𝑆𝑎𝑟𝑡 ∙ (2𝜋𝑓)

2 ∙ (1/9.81) (10.25) 
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En donde se divide por 9.81 debido a que las unidades del transductor de aceleración 

están en [𝑚𝑉/𝑔]. La ecuación (10.15) transforma la sensibilidad de un transductor de 
aceleración en la sensibilidad de un transductor de rotación. 
 
Si la respuesta se mide con un transductor de velocidad con sensibilidad 𝑆𝑣 [𝑚𝑉/(𝑚/𝑠)] 
la sensibilidad del transductor es: 
 
 𝑆𝜃 = 𝑆𝑣𝑟𝑡 ∙ (2𝜋𝑓) (10.26) 

 
La ecuación (10.26) transforma la sensibilidad de un transductor de velocidad en la 
sensibilidad de un transductor de rotación. 
 
Si la respuesta se mide con un transductor de desplazamiento con sensibilidad 
𝑆𝑑 [𝑚𝑉/𝑚] la sensibilidad del transductor es: 
 
 𝑆𝜃 = 𝑆𝑑𝑟𝑡 (10.27) 

 
La ecuación (10.27) transforma la sensibilidad de un transductor de desplazamiento en 
la sensibilidad de un transductor de rotación. 
 
Se define como 𝑅𝑇𝑟𝑑𝑔 [𝑚𝑉] a la salida del transductor de rotación, por lo que la rotación 
o respuesta de la parte del extremo libre de la muestra de suelo viene dada por: 
 
 

𝜃[𝑟𝑎𝑑] =
𝑅𝑇𝑟𝑑𝑔 [𝑚𝑉]

𝑆𝜃 [
𝑚𝑉
𝑟𝑎𝑑

]
 

(10.28) 

 
La ecuación (10.28) transforma la salida del transductor a través de la sensibilidad de 
este en la deformación torsional. 
 
La inercia rotacional 𝐽𝑎 del extremo activo se calcula con todos los transductores y 
elementos rígidos. Se suman las inercias rotacionales de elementos cilíndricos, 
transductores y masas unidas a la platina. 
 
 

𝐽𝑎 =
1

8
∑𝑀𝑐𝑖𝑑𝑖

2

𝑛

𝑖=1

+
1

8
∑(𝐽𝑝 +𝑀𝑝𝑟𝑝

2)

𝑝

𝑖=1

 

(10.29) 

 
Donde: 
𝑀𝑐𝑖: Masa de un componente cilíndrico sólido. 
𝑑𝑖: Diámetro de un componente cilíndrico sólido. 

𝑛: Número de componentes cilíndricos sólidos. 
𝐽𝑝: Inercia de masa rotacional del componente p-ésimo. 

𝑀𝑝: Masa del componente p-ésimo. 

𝑟𝑝: Distancia del eje de la platina al centro de masa para el componente p. 

𝑝: Número de componentes unidos a la platina del extremo activo no cilíndricos. 
 



143 
 

El aparato de columna resonante tiene frecuencias resonantes propias, constantes de 
resorte y constantes de amortiguación. Para la determinación de las frecuencias 
resonantes se calculan sin la muestra de suelo, pero con todos los demás elementos, 
incluidas las membranas utilizadas. Se vibra a baja amplitud y se ajusta la frecuencia 
hasta que el torque este en fase con la respuesta de la platina del extremo libre. Esta 
frecuencia se denomina 𝑓𝑎 en donde la constante de resorte del aparato es: 
 
 𝑘𝑎 = 𝜔𝑎

2 ∙ 𝐽𝑎 = (2𝜋𝑓𝑎)
2 ∙ 𝐽𝑎 (10.30) 

 
Para la constante de amortiguamiento del aparato, se adjuntan las mismas masas para 
determinar las frecuencias de resonancia del aparato. Para aparatos sin resortes unidos 
a la platina del extremo activo, se inserta la varilla de calibración, se vibra el sistema a la 
frecuencia 𝑓𝑎, se mide el torque aplicado y la respuesta del sistema. El coeficiente de 
amortiguación viene dado por la ecuación de movimiento: 
 

𝜏𝑎𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑑𝑜 = 𝑐𝑎 ∙
𝑑𝜃

𝑑𝑡
 

 
 𝑐𝑎 =

𝜏𝑎𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑑𝑜
𝑑𝜃
𝑑𝑡

=
𝜏𝑎𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑑𝑜

𝜃 ∙ 𝜔𝑎
=
𝜏𝑎𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑑𝑜 ∙ 𝜔𝑎

𝑑2𝜃
𝑑𝑡2

 (10.31) 

 
Donde: 
𝜏𝑎𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑑𝑜: Amplitud del torque aplicado. 

𝜃: Amplitud de rotación. 
𝑑𝜃/𝑑𝑡: Amplitud de velocidad de rotación. 

𝑑2𝜃/𝑑𝑡2: Amplitud de aceleración de rotación. 

𝜔𝑎: Frecuencia circular resonante del sistema de calibración (= 2𝜋𝑓). 
 

Con la frecuencia de resonancia del aparato 𝑓𝑎, se ajusta la frecuencia a 0.707 (√2/2) 
veces la frecuencia de resonancia del aparato y se registra la salida del transductor de 
vibraciones y la entrada de corriente al motor de torque. Luego se ajusta la frecuencia a 

1.414  (√2) veces la frecuencia de resonancia del aparato y se registra la salida del 
transductor de vibraciones y la entrada de corriente al motor de torque. Luego se calcula 
𝐶1 y 𝐶2 a partir de: 

𝐶1 =
𝜃1
2𝐶𝑅1

 

𝐶2 =
𝜃2
2𝐶𝑅2

 

 
Donde: 
𝜃1: Rotación del extremo activo a 0.707 veces la frecuencia de resonancia. 
𝐶𝑅1: Torque motor de entrada (amperios) a 0.707 veces la frecuencia de resonancia. 
𝜃2: Salida del transductor del extremo activo a 1.414 veces la frecuencia de resonancia. 
𝐶𝑅2: Torque motor de entrada (amperios) a 1.414 veces la frecuencia de resonancia.  
 



144 
 

Se escoge un punto al lado izquierdo del gráfico de la resonancia correspondiente a 0.707 

veces la frecuencia y su similar a la derecha correspondiente a 1.414 veces la frecuencia 
de resonancia. Estos puntos tienen que ver con los sensores del equipo, en donde 
mediante estos valores se obtiene la tensión eficaz del sistema a través de un filtro de 
Butterworth.Con 𝐶1 y 𝐶2, la potencia del momento torsional se obtiene mediante: 
 
 𝑇𝑀𝑅 = 0.5𝑘 ∙ (𝐶1 + 𝐶2) (10.32) 

 
Donde: 
𝑘𝑎: Constante de resorte del equipo, 𝑘𝑎 (o para equipos sin resorte, la calibración de 

constante del resorte de barra, 𝐾𝑟𝑜𝑑). 
 
Un enfoque alternativo para determinar 𝑇𝑀𝑅 sería utilizar una función de respuesta de 
frecuencia para un sistema de grado de libertad único con un analizador de espectro con 
una excitación de frecuencia que varía de 0.707𝑓𝑎 a 1.414 𝑓𝑎. Para este enfoque, 
 
 

𝑇𝑀𝑅 = 𝑝𝑟𝑜𝑚𝑒𝑑𝑖𝑜 [
𝜃𝑖
𝐶𝑅𝑖

𝐾√(1 − (
𝑓𝑖
𝑓𝑎
)
2

)

2

+ (
2𝐷𝑎𝑓𝑖
𝑓𝑎

)
2

] 

(10.33) 

 
donde el subíndice i corresponde a lecturas en cada frecuencia en el ancho de banda. 
 
El momento torsional aplicado al cabezal superior por el generador del momento torsional 
se obtiene mediante: 
 
 𝜏𝑎𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑑𝑜 = 𝑇𝑀𝑅 ∙ 𝑇𝑟𝑑𝑔 

 

(10.34) 

 
Donde: 
𝑇𝑟𝑑𝑔: Entrada amplificada al motor de momento torsional. 
𝑇𝑀𝑅: Propiedades y/o características del motor de momento torsional.  
Con los datos de columna resonante y las calibraciones correspondientes, se procede a 
obtener los valores de la muestra de suelo. La densidad de la muestra de suelo 𝜌 viene 
dada por: 
 
 

𝜌 =
𝑀

𝑉
 

(10.35) 

 
Donde: 
𝑀: Masa total de la muestra. 

𝑉: Volumen de la muestra. 
Momento de inercia de masa de la muestra alrededor del eje de rotación viene dada por: 
 
 

𝐽𝑚 =
𝑀𝑑2

8
 

(10.36) 
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Donde: 
𝑑: Diámetro de la muestra. 
 
Con las ecuaciones de la probeta y de las propiedades de la columna resonante, se 
procede a presentar las ecuaciones para la obtención de las propiedades dinámicas de 
la muestra de suelo. Se define como el factor de inercia del extremo activo 𝑇𝑎 que viene 
dado por: 
 
 

𝑇𝑎 =
𝐽𝐴𝑚
𝐽𝑚
[1 − (

𝑓𝑎
𝑓𝑟
)
2

] 
(10.37) 

 
Donde: 
𝐽𝐴𝑚: Momento de inercia de masa del sistema del cabezal del extremo libre. 

𝐽𝑚: Momento de inercia de masa de la muestra. 
𝑓𝑎: Frecuencia de resonancia del aparato. 
 
El factor de amortiguamiento del equipo viene dado por: 
 
 𝐴𝐷𝐹𝑎 =

𝑐𝑎
𝜔𝑟 ∙ 𝐽𝑚

=
𝑐𝑎

2𝜋𝑓𝑟 ∙ 𝐽𝑚
 (10.38) 

 
Donde: 
𝑐𝑎: Coeficiente de amortiguamiento del equipo. 
 
Este factor viene de la solución de la ecuación de movimiento de la muestra, donde se 
tiene que se puede definir la amortiguación como: 
 

𝑐𝑎 = 2𝛽𝐴 ∙ 𝐽𝐴𝑚 ∙
𝜔𝐴
2

𝜔
 

 
Donde: 
𝛽𝐴: Amortiguación de la masa equivalente. 
𝐽𝐴𝑚: Momento de inercia de masa del plato superior. 
 
El factor de ampliación modificado medido, se usa para calcular tanto el módulo como la 
amortiguación y se calcula a partir de: 
 
 

(𝑀𝑀𝐹𝑚𝑒𝑑𝑖𝑑𝑜) = 𝐽𝑚𝜔𝑟
2 [𝑅𝑒 (

𝜃𝑎
𝜏𝑎𝑝𝑙𝑖

) + 𝑖𝐼𝑚(
𝜃𝑎
𝜏𝑎𝑝𝑙𝑖

)] 
(10.39) 

 
Donde: 
𝜃𝑎: Movimiento de rotación en el extremo activo. 

𝜏𝑎𝑝𝑙𝑖: Momento torsional medido por el transductor en el extremo activo. 

𝜔𝑟: Frecuencia de resonancia. 
 
En la resonancia, donde la fase es 90°, la parte real se convierte en cero. 
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La ecuación gobernante del sistema de columna resonante del sistema de resonancia en 
forma no dimensional se obtiene con las ecuaciones (10.37), (10.38) y (10.21). 
 
 

(𝑀𝑀𝐹𝑐𝑎𝑙) =
1

−𝑇𝑎 + 𝑖𝐴𝐷𝐹𝑎 +
1

𝜆∗tan (𝜆∗)

 
(10.40) 

 
Si se iguala 𝑀𝑀𝐹𝑚𝑒𝑑𝑖𝑑𝑜 y 𝑀𝑀𝐹𝑐𝑎𝑙 de las ecuaciones (10.39) y (10.40) respectivamente, 
se obtiene la ecuación (10.45).  
 
Factor de frecuencia adimensional viene dado por: 
 
 

𝐷𝐹 =
1

𝑀𝑀𝐹𝑚𝑒𝑑𝑖𝑑𝑜
− 𝐴𝐷𝐹𝑎 

(10.41) 

 
𝑇𝑎 y 𝐴𝐷𝐹𝑎 se utilizan para obtener 𝜆∗. Estos tres factores se utilizan para obtener el módulo 
de corte y la relación de amortiguamiento. 
 
El factor de módulo adimensional se define como: 
 
 

𝐹𝑎 =
𝜆𝑅𝑒
∗ − 𝜆𝐼𝑚

∗

(𝜆𝑅𝑒
∗ 2 + 𝜆𝐼𝑚

∗ 2)
2 

(10.42) 

 
Los subíndices "𝑅𝑒" y "𝐼𝑚" se refieren a los componentes real e imaginario de 𝜆∗. 𝐹𝑎 viene 
dado por: 
 

𝐹𝑎 =
𝜆𝑅𝑒
∗ 2 − 𝜆𝐼𝑚

∗ 2

(𝜆𝑅𝑒
∗ 2 + 𝜆𝐼𝑚

∗ 2)
2 =

(
𝜔𝐿
𝑣𝑠
)
2

(
1 + √1 + 4𝐷2

2 ∙ (1 + 4𝐷2)
−
−1 + √1 + 4𝐷2

2 ∙ (1 + 4𝐷2)
)

(
𝜔𝐿
𝑣𝑠
)
4

(
1 + √1 + 4𝐷2

2 ∙ (1 + 4𝐷2)
+
−1 + √1 + 4𝐷2

2 ∙ (1 + 4𝐷2)
)

2 =

1
(1 + 4𝐷2)

(
𝜔𝐿
𝑣𝑠
)
2 1
(1 + 4𝐷2)

=
𝑣𝑠
2

𝜔2𝐿2
 

 
Entonces, 𝐹𝑎 se entiende como: 
 

𝐹𝑎 = 𝑟𝑒𝑎𝑙 (
1

𝜆∗2
) = 𝑟𝑒𝑎𝑙 (

𝑣𝑠
2(1 + 2𝑖𝐷)

𝜔2𝐿2
) =

𝑣𝑠
2

𝜔2𝐿2
 

 
La Figura 10.20 muestra valores de 𝐹𝑎 frente a los valores de 𝑇𝑎 y 𝐴𝐷𝐹𝑎. 𝐹𝑎 viene dado 

por 1/𝜆∗2. 
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Figura 10.20. Factor de módulo adimensional 𝐹𝑎 para usar en la ecuación (10.43) para 

calcular el módulo de corte.  

El módulo de corte se calcula a partir de: 
 
 𝐺 = 𝜌(𝜔𝐿)2𝐹𝑎 (10.43) 

 
Donde: 
𝜌: Densidad de la muestra de suelo. 
𝐿: Longitud del espécimen. 
𝜔𝑟: Frecuencia circular resonante del sistema (= 2𝜋𝑓𝑟). 
𝐹𝑎: Factor d módulo adimensional. 
 
La relación de amortiguamiento de la vibración en estado estable viene dado por: 
 
 

𝐷 =
−𝜆𝑅𝑒

∗ 2𝜆𝐼𝑚
∗ 2

𝜆𝑅𝑒
∗ 2 − 𝜆𝐼𝑚

∗ 2 
(10.44) 

 
Para el cálculo de la amortiguación se tiene la siguiente relación en el modelo 
viscoelástico: 
 
 

𝜆∗ =
𝜔𝐿

√
𝐺[1 + 𝑖2𝐷]

𝜌

=
𝜔𝐿

𝑣𝑠∗
 

(10.45) 

 
En donde 𝐷 se obtiene de la siguiente ecuación que se obtiene mediante propiedades de 
números complejos. Se procede a demostrar la ecuación presentada, primero se obtiene 
los parámetros reales e imaginarios de 𝜆∗. Para lo cual se analiza solo la siguiente 
expresión: 
 

√1 + 2𝑖𝐷 
 
Dado que es la única parte que contiene un elemento imaginario de la expresión de 𝜆∗. 
Se procede a calcular su parte real e imaginaria: 
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𝑅𝑒𝑎𝑙(√1 + 2𝑖𝐷) = √
1 + √1 + 4𝐷2

2
 

𝐼𝑚𝑎𝑔𝑖𝑛𝑎𝑟𝑖𝑎(√1 + 2𝑖𝐷) = √
−1 + √1 + 4𝐷2

2
 

 
Ahora se hace uso del inverso de un número complejo (𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦) que sigue la siguiente 
forma: 
 

1

𝑧
=
𝑥 − 𝑖𝑦

𝑥2 − 𝑦2
 

 
Se tiene entonces que: 
 

1

√1 + 2𝑖𝐷
=
√1 + √1 + 4𝐷

2

2 − 𝑖√
−1 + √1 + 4𝐷2

2

1 + √1 + 4𝐷2

2 +
−1 + √1 + 4𝐷2

2

 

1

√1 + 2𝑖𝐷
=
√1 + √1 + 4𝐷

2

2 − 𝑖√
−1 + √1 + 4𝐷2

2

√1 + 4𝐷2
 

1

√1 + 2𝑖𝐷
= √

1 + √1 + 4𝐷2

2 ∙ (1 + 4𝐷2)
− 𝑖√

−1 + √1 + 4𝐷2

2 ∙ (1 + 4𝐷2)
  

 
Donde se tiene su parte real e imaginaria: 
 

𝑅𝑒𝑎𝑙 (
1

√1 + 2𝑖𝐷
) = √

1 + √1 + 4𝐷2

2 ∙ (1 + 4𝐷2)
 

𝐼𝑚𝑎𝑔𝑖𝑛𝑎𝑟𝑖𝑎 (
1

√1 + 2𝑖𝐷
) = −√

−1+ √1 + 4𝐷2

2 ∙ (1 + 4𝐷2)
 

 
Con lo que se puede obtener la parte real e imaginaria del parámetro 𝛽: 
 

𝜆𝑅𝑒
∗ =

𝜔𝐿

𝑣𝑠
√
1 + √1 + 4𝐷2

2 ∙ (1 + 4𝐷2)
    𝜆𝐼𝑚

∗ = −
𝜔𝐿

𝑣𝑠
√
−1 + √1 + 4𝐷2

2 ∙ (1 + 4𝐷2)
  

 
Se obtiene entonces: 
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−𝜆𝑅𝑒
∗ 𝜆𝐼𝑚

∗

𝜆∗𝑅𝑒
2 − 𝜆∗𝐼𝑚

2 =

𝜔𝐿
𝑣𝑠
√1 + √1 + 4𝐷

2

2
∙
𝜔𝐿
𝑣𝑠
√−1 + √1 + 4𝐷

2

2

(
𝜔𝐿
𝑣𝑠
√1 + √1 + 4𝐷

2

2
)

2

− (
𝜔𝐿
𝑣𝑠
√−1 + √1 + 4𝐷

2

2
)

2 

−𝜆𝑅𝑒
∗ 𝜆𝐼𝑚

∗

𝜆∗𝑅𝑒
2 − 𝜆∗𝐼𝑚

2 =
√1 + √1 + 4𝐷

2

2 ∙ √
−1 + √1 + 4𝐷2

2

(√
1 + √1 + 4𝐷2

2
)

2

− (√
−1 + √1 + 4𝐷2

2
)

2 

−𝜆𝑅𝑒
∗ 𝜆𝐼𝑚

∗

𝜆∗𝑅𝑒
2 − 𝜆∗𝐼𝑚

2 =
√1 + √1 + 4𝐷

2

2 ∙
−1 + √1 + 4𝐷2

2

1 + √1 + 4𝐷2

2 −
−1 + √1 + 4𝐷2

2

 

−𝜆𝑅𝑒
∗ 𝜆𝐼𝑚

∗

𝜆∗𝑅𝑒
2 − 𝜆∗𝐼𝑚

2 =

√1 + 4𝐷
2 − 1
4

1 + √1 + 4𝐷2 + 1 − √1 + 4𝐷2

2

=
√𝐷2

2
2

= 𝐷 

 
Con lo cual, se puede obtener 𝐷 a partir de los valores de 𝜆∗. 
 
La relación de amortiguación de la vibración libre viene dado por: 
 
 

𝛿 = (
1

𝑛
) ln (

𝐴1
𝐴𝑛+1

) 
(10.46) 

 
Donde: 
𝐴1: Amplitud de vibración para el primer ciclo después de que se corta la energía. 
𝐴𝑛+1: Amplitud de vibración para (n+1) ésimo ciclo de vibración libre. 

𝑛: Número de ciclos de vibración libre que deben ser por lo menos 10. 
Esta relación viene del decremento logarítmico. Para un sistema en vibraciones libres la 
respuesta del sistema es: 
 

𝜃(𝑡) = 𝜌𝑒−𝛽𝜔𝑛𝑡 cos(𝜔𝐷𝑡 − 𝜙)  
 

Con 𝜌 = √(
𝜃0+𝜔𝑛𝛽𝜃0̇

𝜔𝐷
) + 𝜃0

2   y  𝜙 = tan−1 (
𝜃0+𝜔𝑛𝛽𝜃0̇

𝜔𝐷
). En cada peak se cumple que la 

amplitud es máxima, es decir que la función coseno tiene valor uno. Entonces se tiene 
que la relación entre dos peaks es: 
 

𝜃(𝑡)1
𝜃(𝑡)2 

=
𝜌𝑒−𝛽𝜔𝑛𝑡1

𝜌𝑒−𝛽𝜔𝑛(𝑡1+𝑇𝐷)
 

 
Con lo cual se tiene que 𝑇𝐷 corresponde al tiempo entre peaks, es decir: 
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𝑇𝐷 =
2𝜋

𝜔𝐷
 

 
Con la frecuencia de vibración amortiguada como: 
 

𝜔𝐷 = √1 − 𝛽2𝜔𝑛 

 
Entonces se tiene que: 
 

𝜃(𝑡)1
𝜃(𝑡)2 

= 𝑒𝛽𝜔𝑛𝑇𝐷 = 𝑒
𝛽𝜔𝑛

2𝜋

√1−𝛽2𝜔𝑛 

 
El decremento logarítmico es el logaritmo natural de la razón entre peaks sucesivos 
(𝜃𝑖/𝜃𝑖+1) de un sistema u oscilador amortiguado.  
 
 

𝛿 = ln (
𝜃𝑖
𝜃𝑖+1

) =
2𝜋𝛽

√1 − 𝛽2
 

(10.47) 

 
Entonces se tiene que: 
 

𝛿 = ln (
𝜃𝑖
𝜃𝑖+1

) 

 
En donde para n peaks se tiene entonces: 
 

ln (
𝜃𝑖
 𝜃𝑖+1

) + ln (
𝜃𝑖+1
𝜃𝑖+2

) + ln (
𝜃𝑖+2
𝜃𝑖+3

) + ⋯+ ln (
𝜃𝑛
𝜃𝑛+1

) = 𝑛 ∙ 𝛿 

 
ln(𝜃𝑖) − ln(𝜃𝑖+1) + ln(𝜃𝑖+1) − ln(𝜃𝑖+2) + ln(𝜃𝑖+2) + ⋯− ln (𝜃𝑛+1) = 𝑛 ∙ 𝛿 

 
ln(𝜃𝑖) − ln (𝜃𝑛+1) = 𝑛 ∙ 𝛿 

 

ln (
𝜃𝑖
𝜃𝑛+1

) = 𝑛 ∙ 𝛿 

 
Para aparatos con la platina superior restringida por un resorte, se calcula la relación de 
energía del sistema a partir de: 
 
 

𝑆𝑇 = 𝐹𝑎 (
𝐽𝐴𝑚
𝐽𝑚
) (
𝑓𝑎
𝑓𝑟
)
2

 
(10.48) 

 
Donde: 
𝐹𝑎: Factor de módulo adimensional para el movimiento torsional. Para otros aparatos la 
relación de energía es cero. 
 
La amortiguación del sistema por disminución de amplitud viene dada por: 
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 𝛿𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 = [𝛿(1 + 𝑆𝑇) − 𝑆𝑇𝛿] (10.49) 

 
Se calcula 𝐷𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 desde 𝛿𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 como sigue: 
 
 

𝐷𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 =
𝛿𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎

√𝛿𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 + (2𝜋)2
 

(10.50) 

 
Este valor viene dado por la ecuación (10.47), en donde se despeja el amortiguamiento. 
El amortiguamiento de la muestra se calcula a partir de: 
 
 𝐷 = [𝐷𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 − 𝐷𝑎] ∙ 100% (10.51) 

 
Donde: 
 
 

𝐷𝑎 =
𝐴𝐷𝐹𝑎
2𝐹𝑎

 
(10.52) 

 
Los valores de 𝐷% en comparación con el sistema decremento logarítmico se puede 
obtener de la siguiente figura: 

 
Figura 10.21. Proporción de amortiguamiento de la muestra 𝐷 en función del sistema de 

disminución logarítmica del sistema 𝛿 y 𝐷𝑎 para el dispositivo tipo 1. 

La amplitud de deformación de corte, 𝛾𝑎𝑣𝑔, se calcula a partir de: 

 

𝛾𝑎𝑣𝑔 (%) =
𝑟𝑝𝑟𝑜𝑚

𝐿
∙ 𝜃𝑎 ∙ 100% 

 
Donde: 
𝜃𝑎: Magnitud del movimiento de rotación en el extremo activo. 

𝐿: Longitud de la muestra. 
𝑟𝑝𝑟𝑜𝑚: = 0.4𝑑 es el valor por defecto (valores entre 0.33𝑑 a 0.40𝑑 se pueden utilizar si se 

documenta en el informe). 
𝑑: Diámetro de la muestra.    
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Descripción equipo Columna Resonante  
 
Para describir el equipo de Columna Resonante se hará referencia al equipo disponible 
en IDIEM de la Universidad de Chile. Las muestras de suelo se pueden someter a cargas 
sinusoidales de torsión o flexión, en una configuración de extremo inferior fija y de 
extremo superior libre. Existen dos tipos de dispositivos, el dispositivo tipo 1, en donde el 
plato pasivo se encuentra conectado directamente a la base fija (sin transductor de 
torque), se le aplica un torque vibratorio calibrado al extremo activo y la rotación se mide 
en el extremo activo, el dispositivo tipo 2, en donde la platina del extremo pasivo está 
conectado a un transductor de torque, se le aplica un torque no calibrado al extremo 
activo en donde el torque se mide por el transductor de torque en el extremo pasivo, 
mientras que la rotación se mide en el extremo activo.  
 
El equipo GDS asociado a la Columna Resonante (RCA) permite ensayar probetas 
cilíndricas de dimensiones 50𝑥100 𝑚𝑚 a torsión, donde se aplica una carga de torsión 
sinusoidal mediante un sistema electromagnético, que consiste en cuatro bobinas de 
cobre con un imán en su interior, las cuatro bobinas actúan como un rotor. La importancia 
del uso de un sistema electromagnético es que asegura que el extremo superior se 
encuentre libre y solo unido a la masa correspondientes a los aparatos de medición. 
Cuenta con una celda triaxial que resiste presiones de hasta 1 𝑀𝑃𝑎 (10.2 𝑘𝑔𝑓/𝑐𝑚2), 
debido a su gran peso, cuenta con un sistema de montaje, que facilita ayuda para el 
movimiento de esta. En el interior de la cámara se tiene la probeta junto con otros 
elementos necesarios para ensayar, como lo son: 
 

▪ Cámara interna de agua, para el vaciado de agua que envuelve a la probeta. 
▪ Marco interno, el cual cumple el rol de sostener el sistema electromagnético, 
▪ Sistema electromagnético, incluye imanes de tierra raras (NdReB). 
▪ Acelerómetro y transductor de desplazamiento. 

 
Figura 10.22. Cámara Triaxial y componentes internos de la Columna Resonante. 

Externo a la celda triaxial se tienen los siguientes elementos: 
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Panel de control de presión/volumen: Permite controlar la presión del agua y el cambio 
de volumen, que trabaja hasta presiones admisibles de 3 𝑀𝑃𝑎 y contiene un volumen de 
agua máximo de 200 cc. Cuenta con un motor paso a paso y un tornillo sin fin que activan 
un pistón, que presuriza directamente el agua, regulando y midiendo de forma precisa (<
0,15%) la presión del líquido en su interior. Cuenta con un teclado inteligente, que permite 
una configuración autónoma del PC, sin embargo, una vez conectado al software, solo 
es posible su modificación mediante este, quedando bloqueado el teclado inteligente para 
realizar modificaciones. 
 
Generador de señales: Corresponde a un equipo electrónico con la capacidad de 
generar una onda sinusoidal, esta onda tiene que tener la capacidad de que se pueda 
ajustar la frecuencia en todo el rango de frecuencias de funcionamiento previsto, que se 
envía al motor de torque, este motor mueve la probeta en torsión o flexión, en algunos 
equipos las señales tienen una amplitud más baja de la que se necesita, ante estos casos 
se debe utilizar un amplificador de señales el cual asegura que se administra la amplitud 
necesaria.  
 
Amplificador de aceleración: Modifica el voltaje entregado por el acelerómetro desde 
una señal de alta impedancia a una señal de baja impedancia para que posteriormente 
pueda ser leída por el osciloscopio digital. 
 
Osciloscopio digital: Recibe la señal de la aceleración en volts, el objetivo del uso del 
osciloscopio es poder ver la figura de Lissajous, que es una gráfica del sistema de 
ecuaciones paramétricas correspondiente a la superposición de dos movimientos 
armónicos simples en direcciones perpendiculares, en este caso se busca la frecuencia 
más baja donde el torque esté desfasado en 90° con la aceleración.  
 
Sistema de adquisición de datos: Es un sistema que se encarga de transferir los datos 
al computador para que puedan ser leídos y analizados. 
 
Computador y software: Lee los datos entregados por el sistema de adquisición de 
datos para posteriormente analizarlos. 

 
Figura 10.23. Figura de Lissajous vista en osciloscopio para un desfase de 90°. 
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Figura 10.24. Controlador Presión/Volumen Satandard (STDDPC) V2. 

 
Figura 10.25. Esquema general Columna Resonante (Araya Contreras, 2017). 

Base de la columna resonante: La base donde está apoyada la probeta posee 
diferentes conexiones, las cuales son importantes para comprender y entender los pasos 
siguientes. En la Figura 10.26 se puede observar la base de la columna, donde se tienen 
4 conectores de color amarillo, azul, blanco y rojo, donde se conecta el respectivo cable 
del sistema electromagnético correspondiente a las cuatro bobinas. En cada cap se 
tienen dos orificios, en donde el cap superior se encuentra fijo a la base y están en la 
zona central, por otro lado, para el cap inferior, se tienen dos conexiones en los bordes 
de la base. Las conexiones señaladas anteriormente se conectan con las llaves que se 
muestran en la Figura 10.27., donde el cap inferior se le realiza una modificación para 
tener otra entrada, la cual se usa para pasar el 𝐶𝑂2 o saturar. Por último, se puede 
observar tres conexiones que van fijas, que corresponde al cabezal de la columna 
resonante, el transductor de desplazamiento LVDT y el acelerómetro. 
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Figura 10.26. Base de la columna resonante. 

En la Figura 10.27, se puede observar las conexiones al cap superior (llaves internas) y 
al cap inferior (llaves externas y conexión extra superior), además se aprecia el sensor 
de presión de poros. Además, en el lado derecho de la Figura 10.27. se observa la llave 
de paso, que permite el llenado de la cámara de agua.   
  

 
Figura 20.27. Conexiones de mangueras al cap superior e inferior de la probeta. 
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Parámetros previos del equipo columna resonante y 
preparación de la muestra de suelo. 
Parámetros previos del ensayo de columna resonante 
 
En esta sección se describirá paso a paso de la fase previa al montaje en la Columna 
Resonante como lo es la probeta y la obtención de los parámetros previos. Primero que 
todo se deben obtener los parámetros de calibración del equipo de columna resonante, 
como lo son 𝐽𝑎, 𝑐𝑎 y 𝑓𝑎. El parámetro de calibración 𝐽𝑎 es difícil de obtener 
matemáticamente, debido a la complejidad de la geometría de accionamiento, lo que su 
valor se obtiene de manera experimental. 
 
La calibración se obtiene mediante barras de calibración (Figura 10.28), cuyas 
propiedades mecánicas se conocen. Se obtiene la frecuencia de resonancia de cada 
barra junto con distintos pesos que se añaden al sistema de accionamientos. 

 
Figura 10.28. Barras de calibración (Araya Contreras, 2017). 

En el ensayo de la barra de calibración, el sistema de accionamiento y los pesos se 
pueden suponer como péndulos de torsión de un grado de libertad, donde el sistema de 
accionamiento y los pesos que se añaden son la masa y la barra de calibración 
corresponde al resorte torsional y una amortiguación cero o muy cercana a cero. La 
ecuación de movimiento para el sistema es: 
 

𝜃̈𝐽 + 𝑘𝜃 = 0 

𝜃̈ +
𝑘

𝐽
𝜃 = 0 

 
Con lo que se tiene que la frecuencia de resonancia o bien la frecuencia natural es: 
 
 

𝜔𝑛 = √
𝑘

𝐽
 → 𝐽 =

𝑘

𝜔𝑛2
 

(10.53) 
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Se calcula las inercias de las barras que se le denominará 𝐽𝑐𝑎𝑙 y se aplica la ecuación 
(10.53): 
 
 𝐽𝐴𝑚 + 𝐽𝑐𝑎𝑙 =

𝑘

𝜔𝑛1
2   (10.54) 

 
Donde: 
𝐽𝐴𝑚: Momento de inercia de masa del sistema de accionamiento. 

𝐽𝑐𝑎𝑙: Momento de inercia de masa de la muestra de calibración usada. 
𝜔𝑛1: Frecuencia de resonancia de la muestra de calibración sin masa añadida. 
Se calcula la inercia de las masas que se añadirán que se denominará 𝐽𝑚𝑎𝑠𝑎 y se aplica 
la ecuación (10.53): 
 
 𝐽𝐴𝑚 + 𝐽𝑐𝑎𝑙 + 𝐽𝑚𝑎𝑠𝑎 =

𝑘

𝜔𝑛2
2   (10.55) 

 
 
Donde: 
𝐽𝑚𝑎𝑠𝑎: Momento de inercia de masa de la masa añadida usada. 
𝜔𝑛2: Frecuencia de resonancia de la muestra de calibración con masa añadida. 
Se despeja 𝑘 de las ecuaciones (10.54) y (10.55) y se igualan ambas ecuaciones, donde 
se obtiene: 
 

𝜔𝑛1
2 (𝐽𝐴𝑚 + 𝐽𝑐𝑎𝑙) = 𝜔𝑛2

2 (𝐽𝑎 + 𝐽𝑐𝑎𝑙 + 𝐽𝑚𝑎𝑠𝑎) 
 

(𝜔𝑛1
2 − 𝜔𝑛2

2 )𝐽𝐴𝑚 = 𝜔𝑛2
2 (𝐽𝑐𝑎𝑙 + 𝐽𝑚𝑎𝑠𝑎) − 𝐽𝑐𝑎𝑙𝜔𝑛1

2  
 

𝐽𝑎 =
(𝐽𝑐𝑎𝑙 ∙ 𝜔𝑛2

2 + 𝐽𝑚𝑎𝑠𝑎 ∙ 𝜔𝑛2
2 − 𝐽𝑐𝑎𝑙𝜔𝑛1

2 )

(𝜔𝑛1
2 − 𝜔𝑛2

2 )
 

 

𝐽𝑎 =
(𝐽𝑐𝑎𝑙 ∙ 𝜔𝑛2

2 + 𝐽𝑚𝑎𝑠𝑎 ∙ 𝜔𝑛2
2 − 𝐽𝑐𝑎𝑙 ∙ 𝜔𝑛1

2 )

(𝜔𝑛1
2 − 𝜔𝑛2

2 )
 

 

𝐽𝑎 =
(𝐽𝑚𝑎𝑠𝑎 ∙ 𝜔𝑛2

2 − 𝐽𝑐𝑎𝑙(𝜔𝑛1
2 − 𝜔𝑛2

2 ) )

(𝜔𝑛1
2 − 𝜔𝑛2

2 )
=
(𝐽𝑚𝑎𝑠𝑎 ∙ 𝜔𝑛2

2  )

(𝜔𝑛1
2 − 𝜔𝑛2

2 )
− 𝐽𝑐𝑎𝑙 

 

𝐽𝑎 =
(𝐽𝑚𝑎𝑠𝑎  )

(𝜔𝑛1
2 − 𝜔𝑛2

2 )/𝜔𝑛2
2 − 𝐽𝑐𝑎𝑙 

 
 

𝐽𝑎 =
(𝐽𝑚𝑎𝑠𝑎 )

(𝜔𝑛1
2 /𝜔𝑛2

2 − 1)
− 𝐽𝑐𝑎𝑙 

(10.56) 

 
Se realiza este ensayo con todas las barras de calibración y todas las masas para 
finalmente tener el valor de 𝐽𝑎. 
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Para obtener el valor de 𝜔𝑎 se realiza el ensayo de columna resonante sin masas ni 
especímenes, se mide la frecuencia de resonancia del sistema para diferentes niveles de 
rotación. Para finalmente tener el valor promedio. 
 
Para el cálculo de 𝑐𝑎 se procede a realizar el ensayo de columna resonante sin masa ni 
especímenes añadidos con la frecuencia obtenida anteriormente, en donde se registra el 
valor del torque aplicado y de la deformación angular y se aplica la siguiente ecuación: 
 
 𝑐𝑎 =

𝜏𝑎𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑑𝑜

𝜃 ∙ 𝜔𝑎
 (10.57)  

 

Preparación de la probeta 
 
Los ensayos de columna resonante se realizan a cierta densidad relativa, la cual 
dependerá de la densidad mínima y densidad máxima del suelo a ensayar.  La densidad 
mínima se lleva a cabo según lo descrito en la norma ASTM D2454, en donde se toma 
una porción de suelo previamente secada al horno, y con ayuda de un embudo, se vierte 
lentamente en un molde de dimensiones conocidas, siguiendo la forma de un espiral 
desde fuera hacia adentro. Este proceso se realiza las veces que sean necesarias hasta 
llenar el molde. Con el molde lleno, se procede a retirar el exceso con una varilla metálica, 
para posteriormente pesar el molde junto con el suelo para calcular el peso de la muestra 
de suelo. Se realizan mínimo tres ensayos en donde se escoge la densidad menor. 
 
La densidad máxima se lleva a cabo según lo descrito en la norma ASTM D2453, en 
donde se requiere una mesa vibratoria para realizar los ensayos que permiten determinar 
la densidad. En caso de no tener una mesa vibratoria, se procede a utilizar el “Método 
Japonés” que consiste en un mecanismo de vibración manual. Con la muestra de suelo 
seca, se vierte una capa para posteriormente golpear el molde de dimensiones conocidas 
100 veces con un martillo, repetir este proceso con un mínimo de 10 capas hasta 
completar el molde. Una vez completo el molde, se enrasa el excedente con una varilla 
metálica y se pesa el molde con el suelo para obtener la densidad de la muestra. Se 
realizan mínimo tres ensayos en donde se escoge la densidad mayor.  
 
La densidad relativa es una propiedad de índice que se emplea en suelos no cohesivos 
con un porcentaje bajo de finos. Corresponde a una ecuación que implica la relación de 
vacíos del suelo en un estado natural, máximo y mínima de densidad posible.  
A continuación, se presentan las fórmulas que sirven para el cálculo de la densidad 
relativa: 

▪ Densidad relativa: 
 

 𝐷𝑅 =
𝑒𝑚á𝑥 − 𝑒

𝑒𝑚á𝑥 − 𝑒𝑚í𝑛  
=
𝛾𝑚á𝑥
𝛾𝑑

𝛾𝑑 − 𝛾𝑚í𝑛
𝛾𝑚á𝑥 − 𝛾𝑚í𝑛

 (10.58) 

 
Donde: 
𝑒𝑚á𝑥 [−]: Índice de vacíos máximo del suelo. 

𝑒𝑚í𝑛 [−]: Índice de vacíos mínimo del suelo. 
𝑒 [−]: Índice de vacíos del suelo. 

𝛾𝑚á𝑥 [𝑘𝑁/𝑚
3]: Densidad seca máxima del suelo. 
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𝛾𝑚í𝑛 [𝑘𝑁/𝑚
3]: Densidad seca mínima del suelo. 

𝛾𝑑 [𝑘𝑁/𝑚
3]: Densidad seca del suelo. 

 
▪ Índice de vacíos: 

 
 

𝑒 =
𝑉𝑣
𝑉𝑠

 
(10.59) 

 
Donde: 
𝑉𝑣 [𝑚

3]: Volumen de vacíos.  

𝑉𝑠 [𝑚
3]: Volumen de sólidos. 

 
▪ Densidad seca del suelo: 

 
 

𝛾𝑑 =
𝑊𝑠
𝑉𝑡

 
(10.60) 

 
Donde: 
𝑊𝑠 [𝑘𝑁]: Peso del sólido. 

𝑉𝑡 [𝑚
3]: Volumen total. 

 
El ensayo de columna resonante se realiza a diferentes densidades relativas, una vez se 
escoge la densidad relativa, se procede a calcular la densidad necesaria a través de la 
ecuación (10.58).  
 
Las dimensiones del molde para realizar la probeta son conocidas, como también la 
densidad del suelo a la cual se realizará el ensayo, con lo que se procede a calcular el 
peso del suelo para confeccionar la probeta. La confección de la probeta se debe realizar 
a una humedad del 5% esto con el objetivo de generar una cohesión aparente que 
permite que la muestra no se desarme durante su confección, con lo cual con el peso 
conocido se puede obtener la cantidad de agua destilada necesaria para alcanzar la 
humedad deseada. 
 
A continuación, se presenta paso a paso la confección de la probeta. 
 
Materiales: 

▪ Muestra de suelo al 5% de humedad. 
▪ Base donde se construye la probeta. 
▪ Molde de dos piezas de material metálico (bronce).  
▪ Abrazadera de diámetro mayor al del molde metálico. 
▪ Mica plástica para cubrir el contorno interior del molde. 
▪ Apisonador de madera graduado para realizar 5 capas en el molde metálico. 
▪ Cuello superior del molde de material metálico. 
▪ Filtro superior e inferior (geotextil) de diámetro del ancho interior del molde 

metálico. 
▪ Acrílico de diámetro del ancho interior del molde metálico. 
▪ Membrana elástica impermeable. 
▪ Montador de membrana. 
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Figura 10.29. Materiales para la confección de la probeta. 

El procedimiento para preparar la probeta es el siguiente: 
1. Se hace uso de la base donde se construye la probeta. 
2. Se pone el molde de dos piezas en la base. 
3. Se hace uso de una abrazadera con el objetivo de que el molde no se abra en el 

proceso de compactación del suelo. 
4. Se procede a poner el filtro inferior en la base. 
5. Con el objetivo de evitar que la muestra de suelo se adhiera al molde metálico se 

dispone de una mica que se ubica en el interior del molde, debido a que el suelo se 
adhiere menos al plástico. 

6. Se procede a colocar y compactar 5 capas de suelo a una densidad la cual depende 
de la DR a la cual se desea remoldar la muestra de suelo. Las últimas dos capas se 
compactan con el uso del cuello superior del molde, esto con el objetivo de no perder 
material. 

7. Se pone el filtro superior seguido del acrílico que se removerá después. 
8. Se quita la abrazadera y el molde evitando dañar la probeta. 
9. Se procede a colocar la membrana impermeable, para lo cual se hace uso del 

montador de membrana, este instrumento permite generar un vacío en la membrana 
debido a que se elimina el aire interno.  

10. Se retira el acrílico y se retira la probeta de la base. 
11. Se mide el diámetro en la parte superior, en medio y parte inferior, se promedian y se 

resta dos veces el espesor de la membrana para obtener el espesor promedio. 
12. Se mide la altura de la probeta en cuatro cuadrantes, siendo la altura el promedio de 

estas.  
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Información adicional dinámica de suelo 
Dinámica de suelos 
Análisis de sensibilidad de los parámetros involucrados en los modelos 
hiperbólicos 
 
Para ver la influencia de los parámetros involucrados en cada modelo hiperbólico, se 
realizan gráficos en donde se varía un parámetro a la vez, manteniendo los demás en un 
valor constantes. A continuación, se presentan las curvas de degradación 
correspondientes a cada modelo presentado en la sección 2.1.5.1. 
 
 𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

1

1 +
𝛾
𝛾𝑟𝑒𝑓

 
(10.61) 

 
Figura 10.30. Curva de degradación del modelo de la ecuación (10.61) para diferentes 

valores de ref. 

 
 𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

1

1 +
𝛾
𝛾𝑟𝑒𝑓

[1 + 𝑎 exp (−𝑏
𝛾
𝛾𝑟𝑒𝑓

)]
 

(10.62) 
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Figura 10.31. Curva de degradación del modelo de la ecuación (10.62) para diferentes 

valores de ref con a = 1 y b = 1. 

 

 
Figura 10.32. Curva de degradación del modelo de la ecuación (10.62) para diferentes 

valores de a con ref = 0.001 y b = 1. 
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Figura 10.33. Curva de degradación del modelo de la ecuación (10.62) para diferentes 

valores de b con ref = 0.001 y a = 1. 

 
 𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

1

1 + 𝛽 (
𝛾
𝛾𝑟𝑒𝑓

)
𝑎

 

 
(10.63) 

 
Para el modelo de la ecuación (10.63) no es necesario graficar las curvas para diferentes 

valores de ref ya que con =1 y a =1 se obtiene el mismo gráfico de la Figura 10.30. 
 

 
Figura 10.34. Curva de degradación del modelo de la ecuación (10.63) para diferentes 

valores de a con ref = 0.001 y  = 1. 
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Figura 10.35. Curva de degradación del modelo de la ecuación (10.63) para diferentes 

valores de  con ref = 0.001 y a = 1. 

 
 𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

1

1 + (
𝛾
𝛾𝑟𝑒𝑓

)
𝛼 

(10.64) 

 
Para el modelo de la ecuación (10.64) no es necesario graficar las curvas para diferentes 

valores de ref ya que con =1 se obtiene el mismo gráfico de la Figura 10.30. 
 

 
Figura 10.36. Curva de degradación del modelo de la ecuación (10.64) para diferentes 

valores de  con ref = 0.001. 
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 𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

1

1 + (1 + 0.847 ln(𝐶𝑢)) ∙ (
𝛾
𝛾𝑟𝑒𝑓

) 
 

(10.65) 

 
Figura 10.37. Curva de degradación del modelo de la ecuación (10.65) para diferentes 

valores de ref con Cu = 3. 

 

 
Figura 10.38. Curva de degradación del modelo de la ecuación (10.65) para diferentes 

valores de Cu con ref = 0.001. 

 
 𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

1

1 +
𝛾
𝛾𝑟𝑒𝑓

[1 + 1.070 ln(𝐶𝑢) ∙ exp (−
𝛾
𝛾𝑟𝑒𝑓

)]
 

(10.66) 
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Figura 10.39. Curva de degradación del modelo de la ecuación (10.66) para diferentes 

valores de ref con Cu = 3. 

 

 
Figura 10.40. Curva de degradación del modelo de la ecuación (10.66) para diferentes 

valores de Cu con ref = 0.001. 

 
 𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

1

1 +
𝛾

(
𝑝
𝑝𝑎𝑡𝑚

)
0.5 [1 + (1093.7 + 1955.3 ln(𝐶𝑢)) ∙ exp(−

𝛾

(
𝑝
𝑝𝑎𝑡𝑚

)
0.5)]

 
(10.67) 
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Figura 10.41. Curva de degradación del modelo de la ecuación (10.67) para diferentes 

valores de p/patm con Cu = 3. 

 

 
Figura 10.42. Curva de degradación del modelo de la ecuación (10.67) para diferentes 

valores de Cu con p/patm = 1. 

 𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
=

1

1 + (
𝛾 − 𝛾𝑒
𝛾𝑟𝑒𝑓

)
𝑎          𝐶𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝛾 < 𝛾𝑒 ,      

𝐺

𝐺𝑚𝑎𝑥
= 1 

(10.68) 
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Figura 10.43. Curva de degradación del modelo de la ecuación (10.68) para diferentes 

valores de ref con a = 1. 

 
Figura 10.44. Curva de degradación del modelo de la ecuación (10.68) para diferentes 

valores de a con ref = 0.001. 

 
Ecuación de Hardin 
 
La ecuación (10.69) es conocida como la ecuación de Hardin & Drnevich (1972b), la cual 
ha sido ampliamente utilizada por diferentes autores para describir la influencia de la 
tensión de confinamiento efectiva, el índice de vacíos y la relación de sobreconsolidación 
en el módulo de corte G0 (Ochoa-Cornejo et al., 2020).  
 
 𝐺0 = 𝐶𝑔 ∙ 𝑂𝐶𝑅

𝑘 ∙ 𝐹(𝑒) ∙ 𝑃𝑎
1−𝑛 ∙ 𝜎0

′𝑛 (10.69) 
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Donde Cg corresponde a una constante intrínseca dependiente de la naturaleza y la 
estructura de partículas del suelo; OCR es el índice de sobreconsolidación del suelo; F(e) 
corresponde a una relación del índice de vacíos; Pa es la presión atmosférica usada como 
tensión de referencia; k y n parámetros dependientes de las características del suelo y la 
naturaleza de los contactos entre las partículas del suelo (Auckpath Sawangsuriya, 2012). 
 
Los valores de Cg y n para arenas limpias y arenas con contenido de finos presentes en 
la literatura se presentan en la Tabla 10.2. Mientras que los valores de la relación de 
índice de vacíos F(e) presentes en la literatura para diferentes tipos de suelo se presentan 
en la Tabla 10.3. 
 
 

Tabla 10.2. Resumen valores de Cg y n para diferentes tipos de arena y contenido de 
finos según literatura presente. 

Autor (es) Arena 
Contenido de 

Finos [%] 
Tipo Finos Cg n Equipo 

Carraro et al 
(2009) 

Ottawa 0 - 611 0.437 
Bender 
Element 

Carraro et al 
(2009) 

Ottawa 2 Kaolin clay  602 0.492 
Bender 
Element 

Carraro et al 
(2009) 

Ottawa 5 Kaolin clay  569 0.48 
Bender 
Element 

Carraro et al 
(2009) 

Ottawa 10 Kaolin clay  560 0.47 
Bender 
Element 

Carraro et al 
(2009) 

Ottawa 2 
Nonplastic 

silt 
491 0.605 

Bender 
Element 

Carraro et al 
(2009) 

Ottawa 5 
Nonplastic 

silt 
453 0.458 

Bender 
Element 

Carraro et al 
(2009) 

Ottawa 10 
Nonplastic 

silt 
354 0.584 

Bender 
Element 

Carraro et al 
(2009) 

Ottawa 15 
Nonplastic 

silt 
235 0.751 

Bender 
Element 

Salgado (2000) Ottawa 0 Silt 612 0.439 
Bender 
Element 

Salgado (2000) Ottawa 5 Silt 454 0.459 
Bender 
Element 

Salgado (2000) Ottawa 10 Silt 357 0.592 
Bender 
Element 

Salgado (2000) Ottawa 15 Siilt 238 0.745 
Bender 
Element 

Salgado (2000) Ottawa 20 (DR>59%) Silt 270 0.686 
Bender 
Element 

Salgado (2000) Ottawa 20 (DR<59%) Silt 207 0.809 
Bender 
Element 

Salgado (2000) Ottawa 0 Silt 547 0.443 
Bender 
Element 

Salgado (2000) Ottawa 5 Silt 410 0.458 
Bender 
Element 

Salgado (2000) Ottawa 10 Silt 135 0.557 
Bender 
Element 
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Autor (es) Arena 
Contenido de 

Finos [%] 
Tipo Finos Cg n Equipo 

Salgado (2000) Ottawa 15 Silt 101 0.715 
Bender 
Element 

Salgado (2000) Ottawa 20 (DR>59%) Silt - - 
Bender 
Element 

Salgado (2000) Ottawa 20 (DR<59%) Silt - - 
Bender 
Element 

El Mohtar et al 
(2008) 

Ottawa 0 Bentonita 628 0.519 Columna R. 

El Mohtar et al 
(2008) 

Ottawa 3 Bentonita 509 0.557 Columna R. 

El Mohtar et al 
(2008) 

Ottawa 5 Bentonita 501 0.548 Columna R. 

Ochoa-Cornejo 
(2015) 

Ottawa 0 Laponita 580 0.52 Columna R. 

Ochoa-Cornejo 
(2015) 

Ottawa 1 Laponita 800 0.43 Columna R. 

Ochoa-Cornejo 
et al (2020) 

Ottawa 0 Laponita 563 0.522 Columna R. 

Ochoa-Cornejo 
et al (2020) 

Ottawa 1 Laponita 681 0.404 Columna R. 

Ochoa-Cornejo 
et al (2020) 

Ottawa 3 Laponita 552 0.562 Columna R. 

Chung et al 
(1984) 

Monterrey #0 0 - 326 0.5 - 

Lo Presti (1987) Ticino 0 - 647 0.43 - 

Lo Presti (1987) Toyura 0 - 900 0.4 - 

Lo Presti (1987) Hokksund 0 - 942 0.46 - 

Lo Presti (1997) Quiou 2 - 708 0.62 Columna R. 

Lo Presti (1997) Toyura 0 - 724 0.45 Columna R. 

 
Tabla 10.3. Resumen valores de la función de índice de vacíos F(e) para diferentes 

tipos de suelos en literatura presente. 

Autor(es) F(e) [-] Tipo de suelo  Método 

(Hardin  Richart, 1963) (2.17-e)2/(1+e) 
Arena de Ottawa Redondeada 

e=0.37-0.79; 'c=24-287[kPa] 
RC 

(Hardin  Richart, 1963) (2.97-e)2/(1+e) 
Cuarzo triturado e=0.63-1.27; 

'c=24-287[kPa] 
RC 

(Iwasaki & Tatsuoka, 1977) (2.17-e)2/(1+e) 
11 tipos de arena limpia 

e=0.55-0.88; 'c=20-400[kPa] 
RC 

(Kokusho, 1980) (2.17-e)2/(1+e) 
Arena de Toyura e=0.64-0.80; 

'c=20-300[kPa] 
CTX 

(Yu & Richart, 1984) (2.17-e)2/(1+e) Tres tipos de arena limpia  RC 

(Gomes Correia et al., 
1993) 

(2.41-e)2/(1+e) 
Arena limosa. 41% de finos: 

PI=9 e=0.57; 'c=50-200[kPa] 
RC 

(Gomes Correia et al., 
1993) 

(2.17-e)2/(1+e) 
Arena. D50=0.65[mm] e=0.59-

0.74; 'c=50-200[kPa] 
RC 
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Autor(es) F(e) [-] Tipo de suelo  Método 

(Hardin & Black, 1968) (2.97-e)2/(1+e) 
Arcillas de baka plasticidad 

e=0.6-1.5; 'c=240-700[kPa] 
RC 

(Marcuson & Wahls, 1972) (2.97-e)2/(1+e) 
Kaolinita. PI=35 e=1.1-1.3; 

'c=70-550[kPa] 
RC 

(Marcuson & Wahls, 1972) (4.4-e)2/(1+e) 
Bentonita. PI=60 e=1.8-2.4; 

'c=70-550[kPa] 
RC 

(Kokusho et al, 1982) (7.32-e)2/(1+e) 
Arcilla no alterada. PI=60 

e=1.8-2.4; 'c=70-550[kPa] 
CTX 

(Heelis & Gomes Correia, 
1998) 

(9-e)2/(1+e) Turba e=4.5; 'c=50-70[kPa] RC 

(Santos et al., 1999) (5-e)2/(1+e) 
Arcilla limosa. PI=40-42 

e=1.32-2; 'c=20-200[kPa] 
RC 

(Prange, 1981) (2.97-e)2/(1+e) 
Balasto. D50=40[mm] e=0.68-

0.78; 'c=60-100[kPa] 
RC 

(Kokusho & Esashi, 1981) (2.17-e)2/(1+e) 
Roca triturada. D50=30[mm] 

e=0.39-0.58 
CTX 

(Kokusho & Esashi, 1981) (2.17-e)2/(1+e) 
Grava redondeada. 

D50=10[mm] e=0.32-0.43 
CTX 

(Shibata.Soelamo, 1975) (0.67-e)/(1+e) Tres tipos de arena limpia 
Pulso 

Ultrasónico 

(Hardin, 1978) 1/(0.3+0.7e2) Arena y Arcilla - 

(Seed et al., 1984) (2.17-e)2/(1+e) Arenas de grano redondo - 

(Jamiolkowski et al., 1991) e-a Arena y arcilla - 

(Affi & Richart, 1973) (2.17-e)2/(1+e) Arena de grano redondo e<0.8 - 

(Affi & Richart, 1973) (2.97-e)2/(1+e) Grano angular e=[0.6 1.3] - 

(Altun & Goktepe, 2006) e-1.28 
Arena de Toyura 

D50=0.17[mm] e=[0.7 0.86] 
CTT 

(Lo Presti, et al., 1993) e-1.3 Arena de Toyura - 

(Shibuya, et al., 1997) (1+e)-2.4 
Arcilla normalmente 

consolidada 
- 

(Lo Presti, et al., 1993) (2.27-e)2/(1+e) Arena de Ticino (subangular) - 

(Oztoprak  Bolton, 2013) (1+e)-3 Varias arenas - 

(Yang & Liu, 2016) (2.17-e)2/(1+e) Arena de Toyura - 

 
Regla de Masing 
 
La regla de Masing establece para la curva tensión-deformación dos tipos de curvas: una 
llamada “curva del esqueleto” que está asociada a la carga monotónica, que representa 
la propiedad elástica del suelo, está presentada en la Figura 10.45 a) y la otra llamada 
“ciclo de histéresis”, asociada a un ciclo de histéresis cerrado, que ocurre cuando el 
esfuerzo cíclico aplicado al suelo es relativamente grande, que representa las 
características de disipación de energía, presentada en la Figura 10.45 b) como la curva 
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abcdef. Debido a la no linealidad, la curva del esqueleto no es una línea recta, ni el bucle 
de histéresis tiene esquinas redondeadas. 
 
El suelo cuando no está sometido a ninguna carga se encuentra en el origen en el punto 
o en la Figura 10.45 b) sin presentar deformación, cuando se aplica un esfuerzo cíclico 
grande se obtiene un ciclo de histéresis como se mencionó en el párrafo anterior, en 
donde inicialmente se carga hasta obtener una deformación γa en el punto a de la Figura 
10.45 b), posteriormente se aplica una descarga hasta una deformación en el punto d 
formando la trayectoria abcd, para luego aplicar una recarga hasta la deformación γa en 
el punto a formando la trayectoria defa.  
 
Si el valor de la tensión en la curva de histéresis se resta en el diagrama de la curva del 
esqueleto, se obtienen dos curvas separadas como se muestra en la Figura 10.45 a), 
corroborando que la curva del esqueleto presenta la propiedad elástica y el ciclo de 
histéresis presenta las características no lineales de disipación de energía (Ishihara, 
1996). 
 

 
Figura 10.45. Descomposición de la curva de histéresis no lineal en componentes 

elásticos y disipadores de energía (Ishihara, 1996): (a) curva del esqueleto; (b) ciclo de 
histéresis. 

La curva del esqueleto se obtiene generalmente por pruebas monótonas del suelo y se 
expresa como: 
 
 𝜏 = 𝑓(𝛾) (10.70) 

 
Si la carga llega al punto A con γ = γa y τ = τa como se muestra en la Figura 10.46, la 
ecuación tensión-deformación que describe la descarga posterior viene dada por: 
 
 𝜏 − 𝜏𝑎

2
= 𝑓 (

𝛾 − 𝛾𝑎
2

) (10.71) 

 
Esta curva de descarga que se presenta en la Figura 10.46, implica que este tramo de la 
curva de histéresis se obtiene tomando el tramo de la curva del esqueleto BO 
multiplicándolo por dos y trasladando el punto final al punto inicial de descarga A. Se 
puede demostrar que la curva pasa por el punto B con γ = -γa y τ = -τa como se muestra 
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en la Figura 10.46, si la recarga comienza en el punto B la ecuación tensión-deformación 
que describe la recarga posterior viene dada por: 
 
 𝜏 + 𝜏𝑎

2
= 𝑓 (

𝛾 + 𝛾𝑎
2

) 
(10.72) 

 
Esta curva de recarga que se presenta en la Figura 10.46, implica que este tramo de la 
curva de histéresis se obtiene tomando el tramo de la curva del esqueleto OA 
multiplicándolo por dos y trasladando el punto inicial al punto inicial de recarga B. Se 
puede demostrar que la curva pasa por el punto A con γ = γa y τ = τa. 

 
Figura 10.46. Regla de Masing (Ishihara, 1996). 

Con la definición de la razón de amortiguamiento dado por la relación entre WD y WS 
como se presenta en la ecuación (2.2) y la curvas de carga y descargas presentadas de 
las ecuaciones (10.71) y (10.72) se puede obtener la razón de amortiguamiento de 
Masing como: 
 
 

𝐷𝑀𝑎𝑠𝑖𝑛𝑔(𝛾𝑎) =
8 (∫ 𝜏𝑎 𝑑𝛾 −

𝜏𝑎𝛾𝑎
2

𝛾𝑎
0

)

4𝜋
𝜏𝑎𝛾𝑎
2

 

(10.73) 

 

Figuras relevantes 
Vs vs sigma 
Descripción de Vs con sigma 
 
Para deformaciones menores del límite elástico γt

e, las deformaciones están localizadas 
en los contactos entre las partículas por lo que el esqueleto granular se deforma a 
estructura constante. G0 de un suelo refleja la naturaleza de los contactos entre las 
partículas, como lo es la deformación hertziana de partículas esféricas lisas en contacto 
(Cho et al., 2006). Existe una relación entre la velocidad de onda de corte, VS, y la 
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potencia de tensión para medios granulares bajo una carga isotrópica y viene dada por 
(Roesler, 1979): 
 
 

𝑉𝑠 = 𝛼 (
𝜎0
′

𝑝𝑟
)

𝛽

 
(10.74) 

 
Donde α (m/s) y β son parámetros obtenidos experimentalmente, σ’0 es la tensión 

isotrópica efectiva y pr es una tensión de referencia con valor de 1 kPa (A Sawangsuriya 
et al., 2007).  
 
Por otro lado, Hardin & Black (1968) sugirieron que el coeficiente α se puede separar en 
dos coeficientes: 1) A, que representa la característica del grano, y 2) F(e), que 
representa la relación del índice de vacíos, la relación velocidad-potencia de tensión es 
reescrita como:   
 
 

𝑉𝑠 = 𝐴 ∙ 𝐹(𝑒) ∙ (
𝜎0
′

𝑝𝑟
)

𝛽

 
(10.75) 

 
Una de las formas de expresar la velocidad de onda de corte es normalizando esta misma 
por F(e), esto con el objetivo de eliminar la influencia del índice de vacíos. 
 
Descripción α y β 
 
El factor α y el exponente β son obtenidos ajustando la curva de la ecuación (10.74) a los 
resultados obtenidos de velocidad de onda de corte versus la presión de confinamiento. 
α corresponde la velocidad de onda de corte a 1 kPa y β es un exponente que refleja la 
sensibilidad de la velocidad de la onda de corte en el estado medio de tensión media en 
el plano de tensiones efectivas, actuando en la dirección del movimiento de partículas y 
la dirección de la propagación de la onda (Cho et al., 2006). 
 
El coeficiente α tiene relación con el tipo de empaquetamiento (índice de vacíos o número 
de coordinación), las propiedades del material y el cambio de estructura, mientras que el 
exponente β se relaciona con los efectos del comportamiento de contacto. Ambos 
parámetros indican los efectos del historial de estrés, la cementación y la erosión de las 
rocas en la formación. Por ejemplo, las arenas densas, las arcillas sobreconsolidadas y 
las rocas blandas tienen un coeficiente α más alto y un exponente β más bajo. En el caso 
de arenas sueltas, arcillas normalmente consolidadas y arcillas con alta plasticidad, el 
coeficiente α disminuye mientras que el exponente β aumenta (A Sawangsuriya et al., 
2007). 
 
Gráfico α y β 
 
Los valores de α y β se obtienen a partir del ajuste de la ecuación (10.74) y de los datos 
experimentales obtenidos de Vs y σ’0, sin embargo, varios autores han planteado 

diferentes relaciones entre α y β como se muestra en la Tabla 10.4. 
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Tabla 10.4. Relaciones entre α y β para diferentes autores. 

Autor(es) Relaciones - 

Santamarina te al (2001) β = 0.36 - (α/700) 

Che et al (2014) β = 0.73 - 0.27 x log(α) for 1 ≤ α ≤ 500 m/s 

Bate et al (2013) β = 0.5023 - (α/217.39) 

Kang et al (2014b) β = 1217.93/(α + 117.21)1.64 

Kang et al (2014b) β = -0.011α + 0.3099 

Lee et al (2015) β = 2/α0.5 for 15≤ α ≤ 200 m/s 

 

 
Figura 10.47. Relación entre el coeficiente α y el exponente β por diferentes autores. 

Los valores de α y β presentes en la literatura para los diferentes tipos de suelo se 
presenta en la Tabla 10.5. 
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Tabla 10.5. Resumen valores de  y  para diferentes tipos de materiales. 

Autor(es) Tipo de material  [m/seg]  [-] 

Cho et al (2006) 

Nevada sand 56.3 0.242 

Ticino sand 70.7 0.231 

Margaret River sand 93.2 0.219 

ASTM 20/30 sand 72.7 0.223 

Ponte Vedra sand 160.6 0.161 

8M8 crushed sand 55.7 0.262 

9C1 crushed sand 54 0.297 

Jekyll Island sand 139.5 0.173 

1k9-crushed sand 35 0.35 

2Z8-cushed sand 25 0.36 

5Z9-crushed sand 68.9 0.218 

6H1-crushed sand 53 0.272 

9F1-crushed sand 41.8 0.31 

3P3-crushed sand 41 0.28 

6A2-crushed sand 50.8 0.26 

5U1-crushed sand 42.6 0.266 

Hertz's theory 
Spherical particles - 0.25 

Cone to plane contacts - 0.167 

Fam and Santamarina (1996) Barco sand 91.34 0.25 

Sully and Campanella (1995) Sand 59.23 0.25 

Roesier (1979) 
Rounded sand 99 0.246 

Rounded sand 106 0.228 

Jamiolkowski and Presti (1994) Ticino sand 88 0.209 

Yan and Byme (1990) 

Ottawa 55.5 0.276 

Silica sand 112.56 0.176 

Silica sand 106.6 0.22 

Silica sand 67.2 0.285 

Stokoe et al (1991) Ottawa 67.37 0.32 

Santamarina et al (1996) Lagunillas Silt 54.93 0.258 

Cascante and Santamarina (1996) Kaolinite 41 0.301 

Butcjer and Powell (1996) Holmen sand 28.65 0.32 

Cascante and Santamarina (1996)  

Silica flour 30 0.309 

Steel spheres 170.74 0.14 

Lead shots 56.95 0.25 

Silica/Kaolin pellets 56.08 0.25 

 
α y β según contenido de finos 
 
El valor de la velocidad de onda de corte se puede obtener despejando la ecuación (2.1), 
como sigue: 
 
 

𝑉𝑠 = √
𝐺0
𝜌
  

(10.76) 
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En donde el contenido de finos influye directamente en ρ dado que modifica la cantidad 
de masa dentro de un mismo volumen y de G0 dado que interviene en el comportamiento 
interparticular como se discute en la sección 2.1.2. 
 
G vs σ’0 

 
El efecto de la presión de confinamiento sobre el módulo de corte se estudia ensayando 
una muestra de suelo una vez que ya se haya consolidado a un confinamiento σ’0. El 

módulo de corte a deformación pequeña, Gmax, aumenta al aumentar la presión de 
confinamiento efectiva, como se muestra en la Figura 10.48. 

 
Figura 10.48. Variación del módulo de corte según el confinamiento efectivo (Darendeli, 

2001). 

Los suelos sobreconsolidados tienden a exhibir alguna "memoria" del historial de estrés 
a la cual han sido sometidos. La presión de confinamiento efectiva a la que se observa 
un cambio en la pendiente de la relación log Gmax – log σ’0 es el esfuerzo efectivo medio 

máximo que la muestra de suelo ha experimentado en el pasado y se indica con σ’0. 
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Tablas resumen de datos de ensayos utilizados 
 

Tabla 10.6. Resumen de datos de El Mohtar et al. (2014) de ensayo de columna 
resonante para arena limpia de Ottawa para un confinamiento inicial de 100 kPa con 
una DR de 40 % para condición no drenada y DR de 35 % para condición drenada. 

Condición No Drenada Condición Drenada 

 [%] G [MPa] G/Gmax ' [kPa] '/'0 u [kPa] u'0  [%] G/Gmax 

0.00026 109.1 1.000 100.0 1.000 0.00 0.000 0.00029 1.000 

0.00044 108.7 0.996 100.0 1.000 0.00 0.000 0.00040 0.998 

0.00064 108.1 0.991 100.0 1.000 0.00 0.000 0.00115 0.984 

0.00097 107.2 0.983 100.0 1.000 0.00 0.000 0.00170 0.976 

0.00133 106.3 0.974 100.0 1.000 0.00 0.000 0.00240 0.962 

0.00176 105.1 0.963 99.3 0.993 0.69 0.007 0.00317 0.946 

0.00232 102.9 0.943 99.3 0.993 0.69 0.007 0.00470 0.915 

0.00297 100.7 0.923 97.9 0.979 2.07 0.021 0.00580 0.890 

0.00385 96.4 0.883 94.5 0.945 5.52 0.055 0.00740 0.865 

0.00490 91.2 0.836 90.3 0.903 9.65 0.097 0.00850 0.838 

0.00598 85.3 0.782 85.5 0.855 14.48 0.145 0.01000 0.810 

0.00945 69.0 0.632 67.6 0.676 32.41 0.324 0.01170 0.790 

0.01166 58.3 0.534 52.4 0.524 47.58 0.476   

 
Tabla 10.7. Resumen de datos de El Mohtar et al. (2014) de ensayo de columna 

resonante para arena limpia de Ottawa para un confinamiento inicial de 100 kPa con 
una DR de 32 % para condición no drenada y DR de 35 % para condición drenada. 

Condición No Drenada Condición Drenada 

 [%] G [MPa] G/Gmax ' [kPa] '/'0 u [kPa] u'0  [%] G/Gmax 

0.00015 91.2 1.000 100.0 1.000 0.00 0.000 0.00016 1.000 

0.00022 91.2 1.000 100.0 1.000 0.00 0.000 0.00025 0.999 

0.00033 91.0 0.999 100.0 1.000 0.00 0.000 0.00044 0.997 

0.00051 90.8 0.996 100.0 1.000 0.00 0.000 0.00066 0.993 

0.00074 90.4 0.992 100.0 1.000 0.00 0.000 0.00098 0.988 

0.00108 89.8 0.985 100.0 1.000 0.00 0.000 0.00150 0.978 

0.00169 88.8 0.975 100.0 1.000 0.00 0.000 0.00200 0.972 

0.00251 87.5 0.960 100.0 1.000 0.00 0.000 0.00290 0.954 

0.00348 86.0 0.944 100.0 1.000 0.00 0.000 0.00400 0.938 

0.00540 83.0 0.911 99.3 0.993 0.69 0.007 0.00480 0.921 

0.00789 78.6 0.862 97.2 0.972 2.76 0.028 0.00630 0.898 

0.01009 73.6 0.807 92.4 0.924 7.58 0.076 0.00840 0.864 

       0.010 0.840 
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Tabla 10.8. Resumen de datos de Ochoa-Cornejo et al. (2020) de ensayo de columna 
resonante para arena de Ottawa con 1 % de laponita para un confinamiento inicial de 

100 kPa con una DR de 17 % para condición no drenada. 

Condición No Drenada 

 [%] G [MPa] G/Gmax ' [kPa] '/'0 u [kPa] u'0 D [%] D/D0 

0.00041 112.1 1.000 98.6 1.000 0.00 0.000 0.482 1.000 

0.00042 112.1 1.000 98.6 1.000 0.00 0.000 0.472 0.979 

0.00082 111.3 0.993 98.6 1.000 0.00 0.000 0.505 1.047 

0.00151 109.8 0.979 98.6 1.000 0.00 0.000 0.560 1.161 

0.00263 107.0 0.955 98.6 1.000 0.00 0.000 0.661 1.371 

0.00316 105.7 0.943 98.6 1.000 0.00 0.000 0.701 1.455 

0.00424 103.4 0.922 98.6 1.000 0.00 0.000 0.815 1.689 

0.00512 101.3 0.904 98.3 0.997 0.34 0.003 0.915 1.897 

0.00674 98.2 0.876 97.9 0.993 0.69 0.007 1.107 2.296 

0.00803 95.1 0.848 97.2 0.986 1.38 0.014 1.273 2.640 

0.00916 91.8 0.819 95.8 0.972 2.76 0.028 1.457 3.023 

0.00996 88.4 0.789 94.8 0.962 3.79 0.038 1.661 3.444 

0.01060 85.3 0.761 93.1 0.944 5.52 0.056 1.904 3.948 

0.01154 83.1 0.741 91.7 0.930 6.89 0.070 2.132 4.421 

0.01227 80.6 0.719 89.6 0.909 8.96 0.091 2.267 4.701 

0.01355 77.9 0.695 87.6 0.888 11.03 0.112 2.445 5.070 

0.01740 67.7 0.604 73.4 0.745 25.17 0.255 2.650 5.495 

0.02011 56.9 0.507 56.5 0.573 42.06 0.427 3.403 7.057 

0.02295 43.7 0.390 37.9 0.385 60.67 0.615 5.037 10.447 

 
Tabla 10.9. Resumen de datos de Ochoa-Cornejo et al. (2020) de ensayo de columna 
resonante para arena de Ottawa con 1 % de laponita para un confinamiento inicial de 

100 kPa con una DR de 21 % para condición no drenada. 

Condición No Drenada 

 [%] G [MPa] G/Gmax ' [kPa] '/'0 u [kPa] u'0 D [%] D/D0 

0.00041 107.0 1.000 98.9 1.000 0.00 0.000 0.561 1.000 

0.00069 107.0 1.000 98.9 1.000 0.00 0.000 0.624 1.112 

0.00121 106.1 0.991 98.6 0.997 0.34 0.003 0.714 1.273 

0.00214 103.8 0.970 98.6 0.997 0.34 0.003 0.839 1.495 

0.00264 101.9 0.952 98.6 0.997 0.34 0.003 0.882 1.572 

0.00356 100.2 0.937 98.6 0.997 0.34 0.003 0.998 1.778 

0.00443 98.0 0.916 98.6 0.997 0.34 0.003 1.090 1.942 

0.00665 93.3 0.872 97.9 0.990 1.03 0.010 1.563 2.784 

0.00779 90.3 0.844 97.2 0.983 1.72 0.017 1.721 3.066 

0.00959 86.3 0.806 95.1 0.962 3.79 0.038 2.268 4.040 

0.01063 81.2 0.759 93.1 0.941 5.86 0.059 2.862 5.099 

0.01652 66.4 0.620 76.5 0.774 22.41 0.226 3.400 6.057 

0.02124 48.2 0.450 50.3 0.509 48.61 0.491 4.896 8.723 

0.02657 31.6 0.295 27.6 0.279 71.36 0.721 7.425 13.228 
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Tabla 10.10. Resumen de datos de Ochoa-Cornejo et al. (2020) de ensayo de columna 
resonante para arena de Ottawa con 1 % de laponita para un confinamiento inicial de 

100 kPa con una DR de 20 % para condición no drenada. 

Condición No Drenada 

 [%] G [MPa] G/Gmax ' [kPa] '/'0 u [kPa] u'0 D [%] D/D0 

0.00030 118.6 1.000 99.3 1.000 0.00 0.000 0.459 1.000 

0.00042 118.7 1.001 99.3 1.000 0.00 0.000 0.472 1.029 

0.00076 117.9 0.994 98.9 0.997 0.34 0.003 0.504 1.098 

0.00110 117.1 0.987 98.9 0.997 0.34 0.003 0.541 1.178 

0.00137 116.3 0.981 98.9 0.997 0.34 0.003 0.574 1.250 

0.00186 115.1 0.970 98.9 0.997 0.34 0.003 0.641 1.396 

0.00209 113.9 0.960 98.6 0.993 0.69 0.007 0.668 1.455 

0.00234 113.1 0.954 98.6 0.993 0.69 0.007 0.729 1.589 

0.00254 112.5 0.949 98.6 0.993 0.69 0.007 0.724 1.577 

0.00285 111.3 0.939 98.6 0.993 0.69 0.007 0.763 1.663 

0.00438 107.4 0.906 98.6 0.993 0.69 0.007 1.006 2.192 

0.00552 104.2 0.879 97.9 0.986 1.38 0.014 1.252 2.729 

0.00706 96.6 0.815 93.4 0.941 5.86 0.059 1.795 3.912 

0.00881 87.0 0.734 87.6 0.882 11.72 0.118 2.445 5.327 

0.01150 78.2 0.660 78.9 0.795 20.34 0.205 2.708 5.901 

0.01686 58.1 0.490 55.2 0.556 44.13 0.444 3.741 8.151 

0.02154 38.0 0.321 29.6 0.299 69.64 0.701 6.144 13.389 
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Tabla 10.11. Resumen de datos de Ochoa-Cornejo et al. (2020) de ensayo de columna 
resonante para arena de Ottawa con 1 % de laponita para un confinamiento inicial de 

100 kPa con una DR de 23 % para condición no drenada. 

Condición No Drenada 

 [%] G [MPa] G/Gmax ' [kPa] '/'0 u [kPa] u'0 D [%] D/D0 

0.00014 123.7 1.000 99.3 1.000 0.00 0.000 0.449 1.000 

0.00020 123.6 1.000 99.3 1.000 0.00 0.000 0.488 1.086 

0.00040 123.4 0.997 99.3 1.000 0.00 0.000 0.494 1.101 

0.00078 122.3 0.989 99.3 1.000 0.00 0.000 0.511 1.138 

0.00112 121.4 0.981 99.3 1.000 0.00 0.000 0.549 1.223 

0.00165 119.7 0.968 99.3 1.000 0.00 0.000 0.625 1.391 

0.00220 118.0 0.954 99.3 1.000 0.00 0.000 0.709 1.579 

0.00283 116.0 0.938 99.3 1.000 0.00 0.000 0.802 1.786 

0.00436 112.4 0.908 99.3 1.000 0.00 0.000 1.050 2.337 

0.00555 108.5 0.877 98.6 0.993 0.69 0.007 1.287 2.865 

0.00635 104.2 0.842 96.9 0.976 2.41 0.024 1.569 3.491 

0.00674 100.4 0.812 95.8 0.958 4.14 0.042 1.947 4.335 

0.00714 97.3 0.787 94.1 0.944 5.52 0.056 2.277 5.069 

0.00914 92.5 0.748 91.4 0.917 8.27 0.083 2.225 4.952 

0.01314 80.9 0.654 81.0 0.813 18.62 0.188 1.982 4.413 

0.01481 74.8 0.605 75.5 0.757 24.13 0.243 2.122 4.722 

0.01662 68.0 0.550 68.9 0.691 30.68 0.309 2.347 5.223 

0.01901 61.4 0.496 61.4 0.615 38.27 0.385 2.814 6.263 

0.02156 53.7 0.434 52.1 0.524 47.23 0.476 3.497 7.783 

0.02469 45.0 0.364 41.7 0.420 57.57 0.580 4.302 9.576 

0.02639 35.3 0.285 30.0 0.302 69.29 0.698 5.730 12.754 

0.03543 23.5 0.190 17.9 0.181 81.36 0.819 8.089 18.005 
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Tabla 10.12. Resumen de datos de Ochoa-Cornejo et al. (2020) de ensayo de columna 
resonante para arena de Ottawa con 1 % de laponita para un confinamiento inicial de 

100 kPa con una DR de 19 % para condición no drenada. 

Condición No Drenada 

 [%] G [MPa] G/Gmax ' [kPa] '/'0 u [kPa] u'0 D [%] D/D0 

0.00020 118.2 1.000 99.3 1.000 0.00 0.000 0.464 1.000 

0.00020 118.2 1.000 99.3 1.000 0.00 0.000 0.471 1.016 

0.00040 117.8 0.997 99.3 1.000 0.00 0.000 0.505 1.088 

0.00074 117.0 0.990 99.3 1.000 0.00 0.000 0.551 1.187 

0.00136 115.3 0.976 99.6 1.000 0.00 0.000 0.629 1.355 

0.00186 114.0 0.964 99.6 1.000 0.00 0.000 0.694 1.496 

0.00227 112.5 0.952 99.6 1.000 0.00 0.000 0.759 1.637 

0.00269 111.0 0.939 99.3 1.000 0.00 0.000 0.833 1.796 

0.00421 107.6 0.911 99.3 0.997 0.34 0.003 1.113 2.400 

0.00509 103.5 0.875 98.3 0.986 1.39 0.014 1.466 3.160 

0.00570 101.2 0.856 97.2 0.979 2.11 0.021 1.791 3.861 

0.00604 98.2 0.831 96.5 0.971 2.84 0.029 2.179 4.697 

0.00767 92.9 0.786 93.8 0.941 5.84 0.059 2.201 4.744 

0.01082 83.1 0.703 85.5 0.839 16.01 0.161 1.720 3.709 

0.01312 78.8 0.667 80.7 0.769 22.91 0.231 2.018 4.351 

0.01588 72.4 0.613 73.4 0.648 34.96 0.352 2.347 5.059 

0.02116 58.6 0.496 55.8 0.222 77.22 0.778 3.277 7.063 

 
Tabla 10.13. Resumen de datos de Ochoa-Cornejo et al. (2020) de ensayo de columna 
resonante para arena de Ottawa con 1 % de laponita para un confinamiento inicial de 

100 kPa con una DR de 19 % para condición no drenada. 

Condición No Drenada 

 [%] G [MPa] G/Gmax ' [kPa] '/'0 u [kPa] u'0 D [%] D/D0 

0.00025 123.9 1.000 99.3 1.000 0.00 0.000 0.490 1.000 

0.00035 123.7 0.998 99.3 1.000 0.00 0.000 0.511 1.041 

0.00069 122.8 0.991 99.3 1.000 0.00 0.000 0.544 1.109 

0.00096 121.9 0.983 99.3 1.000 0.00 0.000 0.583 1.188 

0.00121 121.0 0.976 98.9 0.997 0.34 0.003 0.614 1.253 

0.00165 119.3 0.963 98.9 0.997 0.34 0.003 0.680 1.386 

0.00207 118.0 0.953 98.6 0.993 0.69 0.007 0.740 1.509 

0.00246 116.2 0.938 98.6 0.993 0.69 0.007 0.804 1.639 

0.00395 111.6 0.900 98.6 0.993 0.69 0.007 1.052 2.145 

0.00518 105.6 0.852 96.5 0.976 2.41 0.024 1.278 2.606 

0.00665 97.3 0.785 93.1 0.938 6.21 0.062 1.865 3.802 

0.00768 93.7 0.756 90.3 0.910 8.96 0.090 2.492 5.080 

0.00869 88.8 0.717 87.9 0.889 11.03 0.111 3.124 6.368 

0.01449 72.4 0.584 72.1 0.729 26.89 0.271 3.044 6.206 

0.01622 65.9 0.532 65.5 0.663 33.44 0.337 3.348 6.826 

0.02029 53.9 0.435 49.3 0.500 49.64 0.500 4.443 9.058 

0.02407 37.2 0.301 28.3 0.288 70.67 0.712 6.721 13.703 
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Tabla 10.14. Resumen de datos de Ochoa-Cornejo et al. (2020) de ensayo de columna 
resonante para arena de Ottawa con 1 % de laponita para un confinamiento inicial de 

100 kPa con una DR de 22 % para condición drenada. 

Condición Drenada 

 [%] G/Gmax D [%] D/D0 

0.00034 1.000 0.603 1.000 

0.00070 0.993 0.635 1.054 

0.00093 0.988 0.660 1.095 

0.00126 0.982 0.686 1.138 

0.00169 0.972 0.730 1.212 

0.00212 0.962 0.775 1.286 

0.00266 0.950 0.842 1.398 

0.00361 0.931 0.962 1.597 

0.00446 0.907 1.070 1.776 

0.00593 0.879 1.252 2.078 

0.00709 0.856 1.446 2.400 

0.00805 0.834 1.645 2.731 

0.00885 0.814 1.843 3.059 

0.00950 0.798 2.050 3.402 

0.01012 0.782 2.249 3.732 

0.01087 0.765 2.455 4.075 

0.01186 0.745 2.637 4.376 

0.01367 0.726 3.006 4.989 

0.01550 0.704 3.176 5.272 

0.01931 0.676 3.485 5.784 

0.02390 0.639 3.698 6.138 

0.02669 0.628 4.053 6.726 

 
 

Tabla 10.15. Resumen de datos de Ochoa-Cornejo et al. (2020) de ensayo de columna 
resonante para arena de Ottawa con 3 % de laponita para un confinamiento inicial de 

100 kPa con una DR de 10 % para condición no drenada. 

Condición No Drenada 

 [%] G [MPa] G/Gmax ' [kPa] '/'0 u [kPa] u'0 D [%] D/D0 

0.00021 107.6 1.000 98.6 1.000 0.00 0.000 0.833 1.000 

0.00025 107.6 1.001 98.6 1.000 0.00 0.000 0.924 1.110 

0.00045 107.3 0.997 98.6 1.000 0.00 0.000 0.969 1.164 

0.00066 106.9 0.994 98.6 1.000 0.00 0.000 1.002 1.204 

0.00085 105.9 0.984 98.6 1.000 0.00 0.000 1.025 1.231 

0.00105 105.6 0.981 98.6 1.000 0.00 0.000 1.045 1.255 

0.00128 105.1 0.977 98.6 1.000 0.00 0.000 1.075 1.291 

0.00144 104.6 0.972 98.6 1.000 0.00 0.000 1.102 1.323 

0.00180 103.9 0.966 98.6 1.000 0.00 0.000 1.148 1.379 

0.00196 103.5 0.962 98.6 1.000 0.00 0.000 1.175 1.411 

0.00329 100.6 0.935 98.6 1.000 0.00 0.000 1.410 1.694 

0.00436 97.6 0.907 98.3 0.997 0.34 0.003 1.663 1.998 

0.00536 95.0 0.883 98.3 0.997 0.34 0.003 1.925 2.312 

0.00594 93.4 0.868 97.9 0.993 0.69 0.007 2.142 2.572 
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Condición No Drenada 

 [%] G [MPa] G/Gmax ' [kPa] '/'0 u [kPa] u'0 D [%] D/D0 

0.00649 91.0 0.846 97.2 0.986 1.38 0.014 2.452 2.945 

0.00727 88.6 0.824 97.2 0.986 1.38 0.014 2.810 3.374 

0.00959 83.8 0.779 95.1 0.965 3.45 0.035 2.979 3.578 

0.01512 71.7 0.666 85.5 0.867 13.10 0.133 2.757 3.311 

0.01736 66.7 0.620 80.7 0.818 17.93 0.182 3.073 3.691 

0.01999 60.2 0.560 73.1 0.741 25.51 0.259 3.506 4.210 

0.02217 56.6 0.526 68.9 0.699 29.65 0.301 3.826 4.595 

0.02553 48.2 0.448 58.6 0.594 39.99 0.406 4.476 5.376 

0.02744 44.7 0.415 53.1 0.538 45.51 0.462 4.890 5.872 

0.03076 37.7 0.350 42.7 0.434 55.85 0.566 5.777 6.938 

0.03321 32.7 0.304 36.5 0.371 62.05 0.629 6.769 8.129 

 
Tabla 10.16. Resumen de datos de Ochoa-Cornejo et al. (2020) de ensayo de columna 
resonante para arena de Ottawa con 3 % de laponita para un confinamiento inicial de 

100 kPa con una DR de 10 % para condición drenada. 

Condición Drenada 

 [%] G/Gmax D [%] D/D0 

0.00047 1.000 0.922 1.000 

0.00070 0.997 0.952 1.032 

0.00093 0.993 0.966 1.048 

0.00133 0.985 1.007 1.092 

0.00153 0.980 1.030 1.117 

0.00174 0.976 1.053 1.142 

0.00188 0.972 1.073 1.163 

0.00210 0.964 1.103 1.195 

0.00368 0.938 1.338 1.451 

0.00482 0.910 1.534 1.663 

0.00576 0.891 1.736 1.882 

0.00660 0.871 1.963 2.128 

0.00818 0.839 2.441 2.646 

0.01057 0.776 2.794 3.029 

0.01281 0.750 3.063 3.320 

0.01358 0.733 2.941 3.188 

0.01560 0.713 3.139 3.403 

0.01776 0.694 3.247 3.520 

0.02024 0.674 3.417 3.705 

0.02277 0.652 3.552 3.850 

0.02466 0.637 3.656 3.963 

0.02620 0.629 3.812 4.132 

0.02913 0.605 3.958 4.290 
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Tabla 10.17. Resumen de datos de Ochoa-Cornejo et al. (2020) de ensayo de columna 
resonante para arena de Ottawa con 3 % de laponita para un confinamiento inicial de 

100 kPa con una DR de 8 % para condición no drenada. 

Condición No Drenada 

 [%] G [MPa] G/Gmax ' [kPa] '/'0 u [kPa] u'0 D [%] D/D0 

0.00013 178.8 1.000 294.8 1.000 0.00 0.000 0.766 1.000 

0.00015 178.8 1.000 294.1 0.998 0.69 0.002 0.945 1.233 

0.00028 178.5 0.998 293.7 0.998 0.69 0.002 0.960 1.252 

0.00042 178.4 0.998 293.7 0.998 0.69 0.002 0.980 1.279 

0.00058 177.9 0.995 293.7 0.998 0.69 0.002 0.984 1.284 

0.00069 177.8 0.995 293.4 0.996 1.03 0.004 0.993 1.296 

0.00087 177.4 0.992 293.0 0.995 1.38 0.005 1.001 1.306 

0.00104 176.8 0.989 293.0 0.995 1.38 0.005 1.007 1.314 

0.00134 176.4 0.987 293.0 0.995 1.38 0.005 1.023 1.335 

0.00266 173.1 0.968 293.0 0.995 1.38 0.005 1.089 1.420 

0.00480 168.6 0.943 292.7 0.994 1.72 0.006 1.214 1.584 

0.00585 165.5 0.926 292.3 0.993 2.07 0.007 1.271 1.659 

0.00851 160.8 0.899 291.6 0.991 2.76 0.009 1.451 1.893 

0.01036 155.5 0.870 291.0 0.988 3.45 0.012 1.582 2.064 

0.01235 151.1 0.845 290.3 0.986 4.14 0.014 1.704 2.223 

0.01457 146.3 0.818 288.2 0.979 6.21 0.021 1.824 2.379 

0.01588 143.5 0.803 286.8 0.974 7.58 0.026 1.910 2.492 

0.01791 139.3 0.779 284.1 0.965 10.34 0.035 2.021 2.636 

0.01986 136.1 0.762 282.0 0.958 12.41 0.042 2.144 2.797 

0.02115 132.9 0.743 279.2 0.949 15.17 0.051 2.214 2.888 

0.02295 129.9 0.727 276.5 0.939 17.93 0.061 2.319 3.026 

0.02451 126.7 0.709 273.0 0.927 21.37 0.073 2.417 3.154 
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Tabla 10.18. Resumen de datos de Ochoa-Cornejo et al. (2020) de ensayo de columna 
resonante para arena de Ottawa con 3 % de laponita para un confinamiento inicial de 

100 kPa con una DR de 3 % para condición no drenada. 

Condición No Drenada 

 [%] G [MPa] G/Gmax ' [kPa] '/'0 u [kPa] u'0 D [%] D/D0 

0.00014 190.5 1.000 298.2 1.000 0.00 0.000 0.620 1.000 

0.00020 190.4 0.999 297.9 0.999 0.34 0.001 0.633 1.021 

0.00038 190.3 0.999 297.5 0.998 0.69 0.002 0.650 1.048 

0.00076 189.5 0.995 297.5 0.998 0.69 0.002 0.666 1.074 

0.00145 188.0 0.987 297.5 0.998 0.69 0.002 0.696 1.122 

0.00145 187.7 0.985 297.5 0.998 0.69 0.002 0.695 1.121 

0.00185 187.0 0.981 297.5 0.998 0.69 0.002 0.713 1.151 

0.00331 183.3 0.962 297.5 0.998 0.69 0.002 0.789 1.272 

0.00597 177.4 0.931 296.5 0.995 1.38 0.005 0.931 1.501 

0.00708 173.9 0.913 296.5 0.995 1.38 0.005 0.985 1.589 

0.01002 169.2 0.888 295.8 0.993 2.07 0.007 1.190 1.920 

0.01184 162.9 0.855 293.7 0.986 4.14 0.014 1.280 2.063 

0.01332 160.3 0.841 292.3 0.982 5.52 0.018 1.406 2.268 

0.01553 155.0 0.814 288.9 0.970 8.96 0.030 1.579 2.545 

0.01707 150.9 0.792 285.1 0.956 13.10 0.044 1.685 2.716 

0.01905 144.4 0.758 280.3 0.940 17.93 0.060 1.792 2.889 

0.02190 139.6 0.733 274.1 0.919 24.13 0.081 2.038 3.286 

0.02461 134.6 0.706 265.1 0.889 33.09 0.111 2.269 3.658 

 
Tabla 10.19. Resumen de datos de Ochoa-Cornejo et al. (2020) de ensayo de columna 
resonante para arena de Ottawa con 3 % de laponita para un confinamiento inicial de 

100 kPa con una DR de 3 % para condición drenada. 

Condición Drenada 

 [%] G/Gmax D [%] D/D0 

0.00063 1.000 1.075 1.000 

0.00096 0.999 1.080 1.004 

0.00128 0.998 1.110 1.032 

0.00231 0.987 1.197 1.113 

0.00337 0.974 1.250 1.163 

0.00517 0.953 1.409 1.311 

0.00757 0.920 1.543 1.435 

0.00895 0.899 1.699 1.580 

0.01046 0.882 1.865 1.735 

0.01229 0.863 2.033 1.891 

0.01337 0.852 2.177 2.024 

0.01460 0.834 2.316 2.154 

0.01581 0.826 2.407 2.239 

0.01688 0.815 2.526 2.349 

0.01832 0.804 2.656 2.471 

0.01899 0.797 2.754 2.562 
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Tabla 10.20. Resumen de datos de Ochoa-Cornejo et al. (2020) de ensayo de columna 
resonante para arena de Ottawa con 8 % de laponita para un confinamiento inicial de 

100 kPa con una DR de 3 % para condición drenada. 

Condición Drenada 

 [%] G/Gmax D [%] D/D0 

0.00014 1.000 0.852 1.000 

0.00029 0.999 0.881 1.034 

0.00044 0.997 0.894 1.049 

0.00056 0.997 0.898 1.054 

0.00069 0.997 0.913 1.071 

0.00082 0.995 0.909 1.067 

0.00097 0.993 0.917 1.076 

0.00109 0.992 0.922 1.082 

0.00136 0.988 0.932 1.094 

0.00253 0.976 1.006 1.181 

0.00368 0.963 1.065 1.250 

0.00468 0.951 1.121 1.315 

0.00587 0.934 1.180 1.385 

0.00797 0.907 1.301 1.526 

0.01042 0.890 1.457 1.710 

0.01224 0.867 1.557 1.827 

0.01524 0.843 1.770 2.078 

0.01664 0.823 1.857 2.180 

0.02029 0.799 2.123 2.492 

0.02216 0.780 2.204 2.587 

 
Tabla 10.21. Resumen de datos de Saavedra de ensayo de columna resonante para 
arena limpia del Tranque de Relave EL Torito para un confinamiento inicial de 98 kPa 

con una DR de 66 % para condición no drenada. 

Condición No Drenada 

 [%] G [MPa] G/Gmax ' [kPa] '/'0 u [kPa] u'0 D [%] D/D0 

0.00003 105.8 0.977 100.0 1.000 1.00 0.010 0.002 1.000 

0.00079 101.2 0.934 98.0 0.980 3.00 0.031 0.010 4.619 

0.00120 97.7 0.902 94.0 0.940 7.00 0.071 0.010 4.529 

0.00200 93.9 0.868 90.0 0.900 11.00 0.112 0.022 9.641 

0.00580 79.4 0.733 84.0 0.840 17.00 0.173 0.050 22.556 

0.00900 70.9 0.654 76.0 0.760 25.00 0.255 0.080 35.874 

0.02250 55.4 0.512 65.0 0.650 36.00 0.367 0.110 49.327 
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Tabla 10.22. Resumen de datos de Saavedra de ensayo de columna resonante para 
arena limpia del Tranque de Relave EL Torito para un confinamiento inicial de 98 kPa 

con una DR de 66 % para condición drenada. 

Condición Drenada 

 [%] G/Gmax D [%] D/D0 

0.00002 0.980 0.009 1.000 

0.00060 0.936 0.016 1.839 

0.00111 0.919 0.020 2.310 

0.00180 0.894 0.026 3.023 

0.00530 0.782 0.053 6.092 

0.00988 0.719 0.062 7.172 

0.02032 0.642 0.081 9.253 

 
Tabla 10.23. Resumen de datos de Saavedra de ensayo de columna resonante para 

arena limpia del Tranque de Relave EL Torito para un confinamiento inicial de 196 kPa 
con una DR de 66 % para condición no drenada. 

Condición No Drenada 

 [%] G [MPa] G/Gmax ' [kPa] '/'0 u [kPa] u'0 D [%] D/D0 

0.00004 133.5 0.980 195.0 1.000 1.00 0.005 0.002 1.000 

0.00067 128.1 0.941 193.0 0.990 3.00 0.015 0.009 4.087 

0.00123 122.5 0.899 190.0 0.974 6.00 0.031 0.014 5.913 

0.00200 116.0 0.852 186.0 0.954 10.00 0.051 0.014 6.217 

0.00480 107.4 0.789 181.0 0.928 15.00 0.077 0.040 17.565 

0.01012 94.2 0.692 174.0 0.892 22.00 0.112 0.063 27.522 

0.01460 75.8 0.557 163.0 0.836 33.00 0.168 0.085 37.000 

 
 

Tabla 10.24. Resumen de datos de Saavedra de ensayo de columna resonante para 
arena limpia del Tranque de Relave EL Torito para un confinamiento inicial de 196 kPa 

con una DR de 66 % para condición drenada. 

Condición Drenada 

 [%] G/Gmax D [%] D/D0 

0.00003 0.983 0.008 1.000 

0.00072 0.951 0.016 2.013 

0.00120 0.941 0.020 2.506 

0.00190 0.925 0.021 2.658 

0.00670 0.864 0.043 5.405 

0.00980 0.792 0.054 6.797 

0.01620 0.700 0.080 10.063 
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Tabla 10.25. Resumen de datos de Saavedra de ensayo de columna resonante para 
arena limpia del Tranque de Relave EL Torito para un confinamiento inicial de 294 kPa 

con una DR de 66 % para condición no drenada. 

Condición No Drenada 

 [%] G [MPa] G/Gmax ' [kPa] '/'0 u [kPa] u'0 D [%] D/D0 

0.00001 152.1 0.958 291.2 1.000 1.00 0.003 0.003 1.000 

0.00058 148.5 0.935 288.2 0.990 4.00 0.014 0.009 3.250 

0.00102 145.1 0.913 285.2 0.979 7.00 0.024 0.010 3.643 

0.00190 142.1 0.894 283.2 0.973 9.00 0.031 0.013 4.714 

0.00610 123.1 0.775 276.2 0.948 16.00 0.054 0.038 13.714 

0.01190 110.2 0.694 273.2 0.938 19.00 0.065 0.050 17.679 

0.02600 93.9 0.591 262.2 0.900 30.00 0.102 0.068 24.107 

 
Tabla 10.26. Resumen de datos de Saavedra de ensayo de columna resonante para 

arena limpia del Tranque de Relave EL Torito para un confinamiento inicial de 294 kPa 
con una DR de 66 % para condición drenada.  

Condición Drenada 

 [%] G/Gmax D [%] D/D0 

0.00005 0.986 0.006 1.000 

0.00076 0.976 0.016 2.724 

0.00147 0.961 0.018 3.103 

0.00200 0.945 0.020 3.448 

0.00560 0.866 0.033 5.655 

0.00890 0.799 0.040 6.948 

0.01880 0.721 0.063 10.810 

 
 

Tabla 10.27. Resumen de datos de Saavedra de ensayo de columna resonante para 
arena limpia del Tranque de Relave EL Torito para un confinamiento inicial de 392 kPa 

con una DR de 66 % para condición no drenada. 

Condición No Drenada 

 [%] G [MPa] G/Gmax ' [kPa] '/'0 u [kPa] u'0 D [%] D/D0 

0.00002 173.8 0.980 390.1 1.000 1.00 0.003 0.004 1.000 

0.00067 167.0 0.942 387.1 0.992 4.00 0.010 0.008 1.795 

0.00141 160.9 0.907 384.1 0.985 7.00 0.018 0.010 2.318 

0.00220 152.3 0.859 381.1 0.977 10.00 0.026 0.020 4.591 

0.00530 140.9 0.794 377.1 0.967 14.00 0.036 0.039 8.818 

0.01100 122.5 0.690 376.1 0.964 15.00 0.038 0.048 10.932 

0.02200 110.9 0.625 363.1 0.931 28.00 0.071 0.056 12.659 
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Tabla 10.28. Resumen de datos de Saavedra de ensayo de columna resonante para 
arena limpia del Tranque de Relave EL Torito para un confinamiento inicial de 392 kPa 

con una DR de 66 % para condición drenada. 

Condición Drenada 

 [%] G/Gmax D [%] D/D0 

0.00002 0.991 0.005 1.000 

0.00079 0.954 0.015 3.021 

0.00198 0.927 0.017 3.479 

0.00300 0.900 0.019 3.958 

0.00630 0.838 0.035 7.188 

0.01010 0.788 0.042 8.708 

0.01430 0.736 0.061 12.792 

 
Tabla 10.29. Resumen de datos de Saavedra de ensayo de columna resonante para 

arena limpia del Tranque de Relave EL Torito para un confinamiento inicial de 490 kPa 
con una DR de 66 % para condición no drenada. 

Condición No Drenada 

 [%] G [MPa] G/Gmax ' [kPa] '/'0 u [kPa] u'0 D [%] D/D0 

0.000054 188.5 0.982 485.2 1.000 1.00 0.002 0.004 1.000 

0.00072 176.9 0.922 483.2 0.996 3.00 0.006 0.007 1.769 

0.002113 167.8 0.874 481.2 0.992 5.00 0.010 0.010 2.615 

0.0034 159.5 0.831 478.2 0.986 8.00 0.016 0.018 4.718 

0.0087 145.6 0.758 475.2 0.979 11.00 0.022 0.034 8.615 

0.0157 134.1 0.699 472.2 0.973 14.00 0.029 0.043 10.897 

0.029 121.7 0.634 461.2 0.951 25.00 0.051 0.055 14.026 

 
 

Tabla 10.30. Resumen de datos de Saavedra de ensayo de columna resonante para 
arena limpia del Tranque de Relave EL Torito para un confinamiento inicial de 490 kPa 

con una DR de 66 % para condición drenada.  

Condición Drenada 

 [%] G/Gmax D [%] D/D0 

0.00003 0.983 0.003 1.000 

0.00223 0.939 0.012 4.519 

0.00319 0.896 0.015 5.407 

0.00382 0.870 0.015 5.519 

0.00720 0.820 0.023 8.593 

0.01309 0.770 0.040 14.741 

0.01590 0.727 0.056 20.593 
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Código Matlab para inferencia bayesiana 
Log posterior para modelo exceso de presión de poros 
 

function [logpdf, gradlogpdf] = logPosteriorUU(Parameters,u,gamma,... 
    LoggammarPriorMean,LoggammarPriorSigma,... 
    bPriorMean,bPriorSigma,... 
    LogNoiseVarianceMean,LogNoiseVarianceSigma) 

  
% Desempaquetar el vector de parámetros 
Loggammar        = Parameters(1); 
b                = Parameters(2); 
LogNoiseVariance = Parameters(3); 

  
% Calcular la probabilidad logarítmica y su gradiente 

  
gammar                  = exp(Loggammar); 
Sigma                   = sqrt(exp(LogNoiseVariance));  
Mu                      = 1-1./(1+(gamma./gammar).^b); 
Z                       = (u - Mu)./Sigma;                                                     
loglik                  = sum(-log(Sigma) - .5*log(2*pi) - .5*Z.^2);     

%loglikehood   
gradLoggammar1          = sum((Z./Sigma).*(-(b.*gamma.*exp(-

Loggammar).*(gamma.*exp(-Loggammar)).^(b - 1))./((gamma.*exp(-Loggammar)).^b + 

1).^2)); 
gradb1                  = sum((Z./Sigma).*((log(gamma.*exp(-

Loggammar)).*(gamma.*exp(-Loggammar)).^b)./((gamma.*exp(-Loggammar)).^b + 

1).^2)); 
gradLogNoiseVariance1   = sum(-0.5 + 0.5*(Z.^2)); 

  

  

% Calcular logaritmos previos y gradientes 
[LPLoggammar, gradLoggammar2]           = 

normalPrior(Loggammar,LoggammarPriorMean,LoggammarPriorSigma); 
[LPb, gradb2]                           = 

normalPrior(b,bPriorMean,bPriorSigma); 
[LPLogNoiseVar, gradLogNoiseVariance2]  = 

normalPrior(LogNoiseVariance,LogNoiseVarianceMean,LogNoiseVarianceSigma); 
logprior                                = LPLoggammar + LPb + LPLogNoiseVar; 

  
% Devuelve el log posterior y su gradiente 
logpdf                   = loglik + logprior; 
gradLoggammar            = gradLoggammar1 + gradLoggammar2; 
gradb                    = gradb1 + gradb2; 
gradLogNoiseVariance     = gradLogNoiseVariance1 + gradLogNoiseVariance2; 
gradlogpdf               = [gradLoggammar;gradb;gradLogNoiseVariance]; 
end 

  
function [logpdf,gradlogpdf] = normalPrior(P,Mu,Sigma) 
Z          = (P - Mu)./Sigma; 
logpdf     = sum(-log(Sigma) - .5*log(2*pi) - .5.*(Z.^2)); 
gradlogpdf = -Z./Sigma; 
end 
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Inferencia bayesiana para modelo exceso de presión de poros 
 

gammaDatos   = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra Datos','AF6:AF12'); 
ppoDatos     = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra Datos','AJ6:AJ12'); 
GG0NDDatos   = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra Datos','AG6:AG12'); 

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

  
DatosAutor      = ' Saavedra '; 
Confinamiento   = ' 392 kPa '; 
PorcentajeFinos = ' 0 '; 
Modelo          = ' Modelo U '; 
D               = ' Ajuste '; 
Datos           = strcat(' ',D,' '); 

  
gamma        = gammaDatos; 
u            = 1-ppoDatos; 

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

  
LoggammarPriorMean = log(2.9);      
LoggammarPriorSigma = -log(0.8); 
bPriorMean = 0.5; 
bPriorSigma = 0.1; 
LogNoiseVarianceMean = 8; 
LogNoiseVarianceSigma = 6; 

  

  
logpdf = @ (Parameters) logPosteriorUU(Parameters,u,gamma,... 
    LoggammarPriorMean,LoggammarPriorSigma,... 
    bPriorMean,bPriorSigma,... 
    LogNoiseVarianceMean,LogNoiseVarianceSigma); 

  

  
Loggammaref      = 0.005; 
b                = 0.5; 
LogNoiseVariance = 0.1; 
startpoint       = [Loggammaref; b; LogNoiseVariance]; 
smp              = 

hmcSampler(logpdf,startpoint,'NumSteps',50,'VariableNames',{'gammaref','b','SD

'}); 

  

  
[MAPpars, fitInfo]  = estimateMAP (smp, 'VerbosityLevel' , 1); 
MAPgammar           = exp(MAPpars (1)); 
MAPb                = MAPpars (2); 
MAPLogNoiseVariance = MAPpars (3); 

  
figure (1) 
plot (fitInfo.Iteration, fitInfo.Objective, 'ro-' ); 
xlabel ( 'Iteración' ); 
ylabel ( 'Densidad logarítmica negativa' ); 

  
[smp,tuneinfo] = tuneSampler(smp,'Start',MAPpars); 

  
figure (2) 
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plot(tuneinfo.StepSizeTuningInfo.StepSizeProfile); 
xlabel('Iteration'); 
ylabel('Step size'); 

  
accratio = tuneinfo.StepSizeTuningInfo.AcceptanceRatio 

  
NumChains = 2; 
chains = cell(NumChains,1); 
Burnin = 30000; 
NumSamples = 10000; 

  
parfor c = 1:NumChains 
    chains{c} = drawSamples(smp,'Start',MAPpars + randn(size(MAPpars)), ... 
        'Burnin',Burnin,'NumSamples',NumSamples, ... 
        'VerbosityLevel',1,'NumPrint',100); 
end 

  

  
for i=1:NumChains 
    chains{i}(:,1) = exp(chains{i}(:,1)); 
    chains{i}(:,3) = sqrt(exp(chains{i}(:,3))); 
end 

  
diags = diagnostics(smp,chains) 

  

  
figure (3) 
subplot(2,3,1); 
plot(chains{1}(:,1)); 
title(sprintf('gamma_{ref}, Chain 1')); 
subplot(2,3,2); 
plot(chains{1}(:,2)); 
title(sprintf('b, Chain 1')); 
subplot(2,3,3); 
plot(chains{1}(:,3)); 
title(sprintf('SD, Chain 1')); 
subplot(2,3,4); 
plot(chains{2}(:,1)); 
title(sprintf('gamma_{ref}, Chain 2')); 
subplot(2,3,5); 
plot(chains{2}(:,2)); 
title(sprintf('b, Chain 2')); 
subplot(2,3,6); 
plot(chains{2}(:,3)); 
title(sprintf('SD, Chain 2')); 

  
concatenatedSamples = vertcat(chains{:}); 

  
figure (5) 
plotmatrix(concatenatedSamples); 
title('All Chains Combined'); 

  
promedio 

=[mean(concatenatedSamples(:,1));mean(concatenatedSamples(:,2));mean(concatena

tedSamples(:,3))]; 
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figure (6) 
gamma1      = linspace(min(gamma),max(gamma),100); 
modelo      = 1-1./(1+(gamma1./promedio(1)).^promedio(2)); 
prior       = 1-1./(1+(gamma1./exp(LoggammarPriorMean)).^bPriorMean); 
sigmaOptm   = (promedio(3)); 
stressMoptm = modelo; 
x1 = zeros(size(gamma1));  %límte superior 
x2 = zeros(size(gamma1));  %límite inferior 

  
for k=1:length(gamma1) 
    x1(k) = norminv(0.025,stressMoptm(k),sigmaOptm); 
    x2(k) = norminv(0.975,stressMoptm(k),sigmaOptm); 
end 
plot(gamma,u,'o',gamma1,prior,'-.',gamma1,modelo,'-',gamma1,x1,'--

',gamma1,x2,'--') 
xlabel('\gamma [%]') 
ylabel('\Delta u_{excess}/ \sigma"_0') 
legend(strcat('Datos exceso presión de poros ',' Confinaminto a 

',Confinamiento,' y ',PorcentajeFinos,' % de finos'),'Prior',strcat('Ajuste 

MCMC ',Modelo),'Límite inferior a 2.5 %','Límite Superior a 97.5 

%','Location','northwest') 
set(gca,'XScale','log') 

  

  
saveas(figure(3),strcat(Modelo,DatosAutor,Confinamiento,PorcentajeFinos,Datos,

' Variables'),'jpeg'); 
saveas(figure(5),strcat(Modelo,DatosAutor,Confinamiento,PorcentajeFinos,Datos,

' Histograma'),'jpeg'); 
saveas(figure(6),strcat(Modelo,Confinamiento,DatosAutor,PorcentajeFinos,Datos,

' Modelos Degradación'),'jpeg'); 
writetable(diags,strcat(Modelo,DatosAutor,Confinamiento,PorcentajeFinos,Datos,

' Diagnóstico.xlsx')) 

 

Log posterior para modelo Stokoe 
 

function [logpdf, gradlogpdf] = logPosteriorDN(Parameters,GG0,gamma,... 
    Loggammar1PriorMean,Loggammar1PriorSigma,... 
    aPriorMean,aPriorSigma,... 
    LogNoiseVarianceMean,LogNoiseVarianceSigma) 

  
% Desempaquetar el vector de parámetros 
Loggammar1       = Parameters(1); 
a                = Parameters(2); 
LogNoiseVariance = Parameters(3); 

  
% Calcular la probabilidad logarítmica y su gradiente 

  
gammar1                 = exp(Loggammar1); 
Sigma                   = sqrt(exp(LogNoiseVariance));  
Mu                      = 1./(1+(gamma./gammar1).^a); 
Z                       = (GG0 - Mu)./Sigma;                                                     
loglik                  = sum(-log(Sigma) - .5*log(2*pi) - .5*Z.^2);     

%loglikehood   
gradLoggammar11         = sum((Z./Sigma).*((a.*gamma.*exp(-

Loggammar1).*((gamma.*exp(-Loggammar1))).^(a - 1))./((((gamma.*exp(-

Loggammar1))).^a + 1).^2))); 
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grada1                  = sum((Z./Sigma).*(-(log((gamma.*exp(-

Loggammar1))).*((gamma.*exp(-Loggammar1))).^a)./(((gamma.*exp(-

Loggammar1))).^a + 1).^2)); 
gradLogNoiseVariance1   = sum(-0.5 + 0.5*(Z.^2)); 

  

  
% Calcular logaritmos previos y gradientes 
[LPLoggammar1, gradLoggammar12]         = 

normalPrior(Loggammar1,Loggammar1PriorMean,Loggammar1PriorSigma); 
[LPa, grada2]                           = 

normalPrior(a,aPriorMean,aPriorSigma); 
[LPLogNoiseVar, gradLogNoiseVariance2]  = 

normalPrior(LogNoiseVariance,LogNoiseVarianceMean,LogNoiseVarianceSigma); 
logprior                                = LPLoggammar1 + LPa + LPLogNoiseVar; 

  
% Devuelve el log posterior y su gradiente 
logpdf                   = loglik + logprior; 
gradLoggammar1           = gradLoggammar11 + gradLoggammar12; 
grada                    = grada1 + grada2; 
gradLogNoiseVariance     = gradLogNoiseVariance1 + gradLogNoiseVariance2; 
gradlogpdf               = [gradLoggammar1;grada;gradLogNoiseVariance]; 
end 

  
function [logpdf,gradlogpdf] = normalPrior(P,Mu,Sigma) 
Z          = (P - Mu)./Sigma; 
logpdf     = sum(-log(Sigma) - .5*log(2*pi) - .5.*(Z.^2)); 
gradlogpdf = -Z./Sigma; 
end 

 

Inferencia bayesiana para modelo Stokoe 
 

gammaDDatos   = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra 

Datos','AV6:AV12'); 
GG0DDatos     = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra 

Datos','AW6:AW12'); 

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
DatosAutor      = ' Saavedra '; 
Confinamiento   = ' 490 kPa '; 
Condicion       = ' No Drenada '; 
PorcentajeFinos = ' 0 '; 
Modelo          = 'Modelo V '; 
D               = ' Ajuste '; 
Datos           = strcat(' ',D,' '); 

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
if strcmp(Condicion,' Drenada ') 
    gamma           = gammaDDatos; 
    GG0             = GG0DDatos; 
else  
    gamma           = gammaDatos; 
    GG0             = GG0NDDatos; 
end 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

  
Loggammar1PriorMean   = log(0.04);      
Loggammar1PriorSigma  = log(2); 
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aPriorMean            = 1.5; 
aPriorSigma           = 1; 
LogNoiseVarianceMean  = 8; 
LogNoiseVarianceSigma = 6; 

  
logpdf = @ (Parameters) logPosteriorDN(Parameters,GG0,gamma,... 
    Loggammar1PriorMean,Loggammar1PriorSigma,... 
    aPriorMean,aPriorSigma,... 
    LogNoiseVarianceMean,LogNoiseVarianceSigma); 

  

  
Loggammar1       = log(0.05); 
a                = 0.8; 
LogNoiseVariance = 5; 
startpoint = [Loggammar1; a; LogNoiseVariance]; 
smp = 

hmcSampler(logpdf,startpoint,'NumSteps',50,'StepSize',0.1,'VariableNames',{'ga

mmar1','a','SD'}); 

  

  
[MAPpars, fitInfo] = estimateMAP (smp, 'VerbosityLevel' , 

1,'IterationLimit',25000,... 
    'GradientTolerance',1e-8,'StepTolerance',1e-9); 

  

  
MAPgammar1          = exp(MAPpars (1)) 
MAPa                = MAPpars (2) 
MAPLogNoiseVariance = sqrt(exp(MAPpars (3))) 

  

  
figure (1) 
plot (fitInfo.Iteration, fitInfo.Objective, 'ro-' ); 
xlabel ( 'Iteración' ); 
ylabel ( 'Densidad logarítmica negativa' ); 

  
[smp,tuneinfo] = 

tuneSampler(smp,'Start',MAPpars,'NumStepsLimit',2000,'NumStepSizeTuningIterati

ons',100); 

  
%NumStepSizeTuningIterations 100 
%NumStepsLimit 2000 

  

  
figure (2) 
plot(tuneinfo.StepSizeTuningInfo.StepSizeProfile); 
xlabel('Iteration'); 
ylabel('Step size'); 

  
accratio = tuneinfo.StepSizeTuningInfo.AcceptanceRatio 

  
NumChains  = 2; 
chains     = cell(NumChains,1); 
Burnin     = 15000; 
NumSamples = 5000; 
parfor c = 1:NumChains 
    chains{c} = drawSamples(smp,'Start',MAPpars + randn(size(MAPpars)), ... 
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        'Burnin',Burnin,'NumSamples',NumSamples,'VerbosityLevel',1,... 
        'NumPrint',100); 
end 

  
for i=1:NumChains 
    chains{i}(:,1) = exp(chains{i}(:,1)); 
    chains{i}(:,3) = sqrt(exp(chains{i}(:,3))); 
end 

  
diags = diagnostics(smp,chains) 

  
figure (3) 
subplot(2,3,1); 
plot(chains{1}(:,1)); 
title(sprintf('gamma_{r1}, Chain 1')); 
subplot(2,3,2); 
plot(chains{1}(:,2)); 
title(sprintf('a, Chain 1')); 
subplot(2,3,3); 
plot(chains{1}(:,3)); 
title(sprintf('SD, Chain 1')); 
subplot(2,3,4); 
plot(chains{2}(:,1)); 
title(sprintf('gamma_{r1}, Chain 2')); 
subplot(2,3,5); 
plot(chains{2}(:,2)); 
title(sprintf('a, Chain 2')); 
subplot(2,3,6); 
plot(chains{2}(:,3)); 
title(sprintf('SD, Chain 2')); 

  
concatenatedSamples = vertcat(chains{:}); 

     
figure (5) 
plotmatrix(concatenatedSamples); 
title('All Chains Combined'); 

  

  
promedio 

=[mean(concatenatedSamples(:,1));mean(concatenatedSamples(:,2));mean(concatena

tedSamples(:,3))]; 

  
gamma1      = linspace(min(gamma),max(gamma),100); 
modelo1     = 1./(1+(gamma1./(promedio(1))).^promedio(2)); 
prior       = 1./(1+(gamma1./(exp(Loggammar1PriorMean))).^aPriorMean); 
sigmaOptm   = promedio(3); 
stressMoptm = modelo1; 
x1 = zeros(size(gamma1));  %límte superior 
x2 = zeros(size(gamma1));  %límite inferior 
for k=1:length(gamma1) 
    x1(k) = norminv(0.025,stressMoptm(k),sigmaOptm); 
    x2(k) = norminv(0.975,stressMoptm(k),sigmaOptm); 
end 

  

  
figure (6) 
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plot(gamma,GG0,'o',gamma1,prior,'-.',gamma1,modelo1,'-',gamma1,x1,'--

',gamma1,x2,'--') 
xlabel('\gamma [%]') 
ylabel('G/G_0') 
legend(strcat('Condición ',Condicion,' Confinaminto a ',Confinamiento,' y 

',PorcentajeFinos,' % de finos'),'Prior',strcat('Ajuste MCMC ',Modelo),'Límite 

inferior a 2.5 %','Límite Superior a 97.5 %','Location','southwest') 
set(gca,'XScale','log') 

  

  
saveas(figure(3),strcat(Modelo,DatosAutor,Confinamiento,Condicion,PorcentajeFi

nos,Datos,' Variables'),'jpeg'); 
saveas(figure(5),strcat(Modelo,DatosAutor,Confinamiento,Condicion,PorcentajeFi

nos,Datos,' Histograma'),'jpeg'); 
saveas(figure(6),strcat(Modelo,Confinamiento,DatosAutor,Condicion,PorcentajeFi

nos,Datos,' Modelos Degradación'),'jpeg'); 
writetable(diags,strcat(Modelo,DatosAutor,Confinamiento,Condicion,PorcentajeFi

nos,Datos,' Diagnóstico.xlsx')) 

 

Log posterior para Modelo 3 
 

function [logpdf, gradlogpdf] = 

logPosteriorModelo3(Parameters,gamma,GG0ND,a,gammar1,ppo,... 
    tPriorMean,tPriorSigma,... 
    LogNoiseVarianceMean,LogNoiseVarianceSigma) 

  
% Desempaquetar el vector de parámetros 
t                = Parameters(1); 
LogNoiseVariance = Parameters(2); 

  

% Calcular la probabilidad logarítmica y su gradiente 

  
Sigma                   = sqrt(exp(LogNoiseVariance));  
Mu                      = 

(ppo).^t./(1+((gamma./gammar1).^a).*(1./ppo).^(a.*t)); 
Z                       = (GG0ND - Mu)./Sigma;                                                     
loglik                  = sum(-log(Sigma) - .5*log(2*pi) - .5*Z.^2);     

%loglikehood   
gradt1                  = 

sum((Z./Sigma).*((ppo.^t.*log(ppo))./((gamma./gammar1).^a.*(1./ppo).^(a.*t) + 

1) - 

(a.*ppo.^t.*log(1./ppo).*(gamma./gammar1).^a.*(1./ppo).^(a.*t))./((gamma./gamm

ar1).^a.*(1./ppo).^(a.*t) + 1).^2)); 
gradLogNoiseVariance1   = sum(-0.5 + 0.5*(Z.^2)); 

  

  
% Calcular logaritmos previos y gradientes 
[LPt, gradt2]                           = 

normalPrior(t,tPriorMean,tPriorSigma); 
[LPLogNoiseVar, gradLogNoiseVariance2]  = 

normalPrior(LogNoiseVariance,LogNoiseVarianceMean,LogNoiseVarianceSigma); 
logprior                                = LPt + LPLogNoiseVar; 

  
% Devuelve el log posterior y su gradiente 
logpdf                   = loglik + logprior; 
gradt                    = gradt1 + gradt2; 
gradLogNoiseVariance     = gradLogNoiseVariance1 + gradLogNoiseVariance2; 
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gradlogpdf               = [gradt;gradLogNoiseVariance]; 
end 

  
function [logpdf,gradlogpdf] = normalPrior(P,Mu,Sigma) 
Z          = (P - Mu)./Sigma; 
logpdf     = sum(-log(Sigma) - .5*log(2*pi) - .5.*(Z.^2)); 
gradlogpdf = -Z./Sigma; 
end 

 

Inferencia bayesiana para Modelo 3 
 

gammaDatos   = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra Datos','AP6:AP12'); 
ppoDatos     = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra Datos','AT6:AT12'); 
GG0NDDatos   = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra Datos','AQ6:AQ12'); 
gammar1      = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra Datos','AQ19'); 
a            = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra Datos','AR19'); 
gammar1ND    = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra Datos','AQ17'); 
aND          = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra Datos','AR17'); 
bU           = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra Datos','AR21'); 
gammarefU    = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra Datos','AS21'); 

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
gammaAjuste  = linspace(min(gammaDatos),max(gammaDatos),100); 
ppoAjuste    = 1./(1+(gammaAjuste./gammarefU).^bU); 
GG0NDAjuste  = 1./(1+(gammaAjuste./(gammar1ND)).^aND); 

  
DatosAutor      = ' Saavedra '; 
Confinamiento   = ' 490 kPa '; 
PorcentajeFinos = ' 0 '; 
Modelo          = ' Modelo 3 '; 
D               = ' Ajuste '; 
Datos           = strcat(' ',D,' '); 

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
if strcmp(D,' Datos ') 
    gamma           = gammaDatos; 
    ppo             = ppoDatos; 
    GG0ND           = GG0NDDatos; 
else  
    gamma           = gammaAjuste; 
    ppo             = ppoAjuste; 
    GG0ND           = GG0NDAjuste; 
end 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

  
tPriorMean            = 2; 
tPriorSigma           = 1.8; 
LogNoiseVarianceMean  = 8; 
LogNoiseVarianceSigma = 6; 

  

  
logpdf = @ (Parameters) 

logPosteriorModelo3(Parameters,gamma,GG0ND,a,gammar1,ppo,... 
    tPriorMean,tPriorSigma,... 
    LogNoiseVarianceMean,LogNoiseVarianceSigma); 

  
t                = 0.6; 
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LogNoiseVariance = 2; 
startpoint       = [t; LogNoiseVariance]; 
smp              = 

hmcSampler(logpdf,startpoint,'NumSteps',50,'VariableNames',{'T','SD'}); 

  
[MAPpars, fitInfo]  = estimateMAP (smp, 'VerbosityLevel' , 1); 
MAPt                = MAPpars(1) 
MAPLogNoiseVariance = sqrt(exp(MAPpars (2))) 

  
figure (1) 
plot (fitInfo.Iteration, fitInfo.Objective, 'ro-' ); 
xlabel ( 'Iteración' ); 
ylabel ( 'Densidad logarítmica negativa' ); 

  
[smp,tuneinfo] = tuneSampler(smp,'Start',MAPpars); 

  
figure (2) 
plot(tuneinfo.StepSizeTuningInfo.StepSizeProfile); 
xlabel('Iteration'); 
ylabel('Step size'); 

  
accratio = tuneinfo.StepSizeTuningInfo.AcceptanceRatio 

  
NumChains = 2; 
chains = cell(NumChains,1); 
Burnin = 15000; 
NumSamples = 15000; 

  
parfor c = 1:NumChains 
    chains{c} = drawSamples(smp,'Start',MAPpars, ... 
        'Burnin',Burnin,'NumSamples',NumSamples, ... 
        'VerbosityLevel',1,'NumPrint',100); 
end 

  
for i=1:NumChains 
    chains{i}(:,2) = sqrt(exp(chains{i}(:,2))); 
end 

  
diags = diagnostics(smp,chains) 

  
figure (3) 
subplot(2,2,1); 
plot(chains{1}(:,1)); 
title(sprintf('T, Chain 1')); 
subplot(2,2,2); 
plot(chains{1}(:,2)); 
title(sprintf('SD, Chain 1')); 
subplot(2,2,3); 
plot(chains{2}(:,1)); 
title(sprintf('T, Chain 2')); 
subplot(2,2,4); 
plot(chains{2}(:,2)); 
title(sprintf('SD, Chain 2')); 

  
concatenatedSamples = vertcat(chains{:}); 
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figure (5) 
plotmatrix(concatenatedSamples); 
title('All Chains Combined'); 

  
promedio =[mean(concatenatedSamples(:,1));mean(concatenatedSamples(:,2))]; 

  

  
figure (6) 
modelo      = 

(ppo).^promedio(1)./(1+(gamma./gammar1).^a.*(1./ppo).^(a*promedio(1))); 
prior       = 

(ppo).^tPriorMean./(1+(gamma./gammar1).^a.*(1./ppo).^(a*tPriorMean)); 
sigmaOptm   = (promedio(2)); 
stressMoptm = modelo; 
x1 = zeros(size(gamma));  %límte superior 
x2 = zeros(size(gamma));  %límite inferior 

  
for k=1:length(gamma) 
    x1(k) = norminv(0.025,stressMoptm(k),sigmaOptm); 
    x2(k) = norminv(0.975,stressMoptm(k),sigmaOptm); 
end 

  
plot(gamma,prior,'-.',gammaDatos,GG0NDDatos,'o',gamma,GG0ND,'-

.',gamma,modelo,'-',gamma,x1,'--',gamma,x2,'--') 
xlabel('\gamma [%]') 
ylabel('G/G_0') 
legend('Prior',strcat('Datos Confinaminto a ',Confinamiento,' y 

',PorcentajeFinos,' % de finos'),'Ajuste Modelo V',strcat('Ajuste 

MCMC',Modelo),'Límite inferior a 2.5 %','Límite Superior a 97.5 

%','Location','southwest') 
set(gca,'XScale','log') 

  

  
saveas(figure(3),strcat(Modelo,DatosAutor,Confinamiento,PorcentajeFinos,Datos,

' Variables'),'jpeg'); 
saveas(figure(5),strcat(Modelo,DatosAutor,Confinamiento,PorcentajeFinos,Datos,

' Histograma'),'jpeg'); 
saveas(figure(6),strcat(Modelo,Confinamiento,DatosAutor,PorcentajeFinos,Datos,

' Modelos Degradación'),'jpeg'); 
writetable(diags,strcat(Modelo,DatosAutor,Confinamiento,PorcentajeFinos,Datos,

' Diagnótico.xlsx')) 

 

Log posterior para Modelo NDMMM 

 
function [logpdf, gradlogpdf] = 

logPosteriorNoDrenado2MMM(Parameters,u,gamma,GG0,a,gammar1,... 
    fsPriorMean,fsPriorSigma,... 
    LogtPriorMean,LogtPriorSigma,... 
    LogoPriorMean,LogoPriorSigma,... 
    LogNoiseVarianceMean,LogNoiseVarianceSigma) 

  
% Desempaquetar el vector de parámetros 
fs               = Parameters(1); 
Logt             = Parameters(2); 
Logo             = Parameters(3); 
LogNoiseVariance = Parameters(4); 
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% Calcular la probabilidad logarítmica y su gradiente 

  
s                       = gammar1./(fs.^2+1); 
t                       = exp(Logt); 
o                       = exp(Logo); 
Sigma                   = sqrt(exp(LogNoiseVariance));  
Mu                      = 1./(1+(gamma./(gammar1-u.*s)+(u.*t).^(1./o)).^a); 
Z                       = (GG0 - Mu)./Sigma;                                                     
loglik                  = sum(-log(Sigma) - .5*log(2*pi) - .5*Z.^2);     

%loglikehood   
gradfs1                 = 

sum((Z./Sigma).*((2.*a.*fs.*gammar1.*gamma.*u.*(gamma./(gammar1 - 

(gammar1.*u)./(fs.^2 + 1)) + (u.*exp(Logt)).^exp(-Logo)).^(a - 

1))./(((gamma./(gammar1 - (gammar1.*u)./(fs.^2 + 1)) + (u.*exp(Logt)).^exp(-

Logo)).^a + 1).^2.*(fs.^2 + 1).^2.*(gammar1 - (gammar1.*u)./(fs.^2 + 

1)).^2))); 
gradLogt1               = sum((Z./Sigma).*(-(a.*u.*exp(-

Logo).*exp(Logt).*(gamma./(gammar1 - (gammar1.*u)./(fs.^2 + 1)) + 

(u.*exp(Logt)).^exp(-Logo)).^(a - 1).*(u.*exp(Logt)).^(exp(-Logo) - 

1))./((gamma./(gammar1 - (gammar1.*u)./(fs.^2 + 1)) + (u.*exp(Logt)).^exp(-

Logo)).^a + 1).^2)); 
gradLogo1               = sum((Z./Sigma).*((a.*exp(-

Logo).*log(u.*exp(Logt)).*(gamma./(gammar1 - (gammar1.*u)./(fs.^2 + 1)) + 

(u.*exp(Logt)).^exp(-Logo)).^(a - 1).*(u.*exp(Logt)).^exp(-

Logo))./((gamma./(gammar1 - (gammar1.*u)./(fs.^2 + 1)) + (u.*exp(Logt)).^exp(-

Logo)).^a + 1).^2)); 
gradLogNoiseVariance1   = sum(-0.5 + 0.5*(Z.^2)); 

  

  
% Calcular logaritmos previos y gradientes 
[LPfs, gradfs2]                         = 

normalPrior(fs,fsPriorMean,fsPriorSigma); 
[LPLogt, gradLogt2]                     = 

normalPrior(Logt,LogtPriorMean,LogtPriorSigma); 
[LPLogo, gradLogo2]                     = 

normalPrior(Logo,LogoPriorMean,LogoPriorSigma); 
[LPLogNoiseVar, gradLogNoiseVariance2]  = 

normalPrior(LogNoiseVariance,LogNoiseVarianceMean,LogNoiseVarianceSigma); 
logprior                                = LPfs + LPLogt + LPLogo + 

LPLogNoiseVar; 

  
% Devuelve el log posterior y su gradiente 
logpdf                   = loglik + logprior; 
gradfs                   = gradfs1 + gradfs2; 
gradLogt                 = gradLogt1 + gradLogt2; 
gradLogo                 = gradLogo1 + gradLogo2; 
gradLogNoiseVariance     = gradLogNoiseVariance1 + gradLogNoiseVariance2; 
gradlogpdf               = [gradfs;gradLogt;gradLogo;gradLogNoiseVariance]; 
end 

  
function [logpdf,gradlogpdf] = normalPrior(P,Mu,Sigma) 
Z          = (P - Mu)./Sigma; 
logpdf     = sum(-log(Sigma) - .5*log(2*pi) - .5.*(Z.^2)); 
gradlogpdf = -Z./Sigma; 
end 
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Inferencia bayesiana para Modelo NDMMM 
 
gammaDatos   = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra Datos','AP6:AP12'); 
ppoDatos     = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra Datos','AT6:AT12'); 
GG0NDDatos   = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra Datos','AQ6:AQ12'); 
gammar1      = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra Datos','AQ19'); 
a            = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra Datos','AR19'); 
gammar1ND    = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra Datos','AQ17'); 
aND          = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra Datos','AR17'); 
bU           = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra Datos','AR21'); 
gammarefU    = xlsread('G vs gamma 100 kPa.xlsx','Saavedra Datos','AS21'); 

  

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

  
gammaAjuste  = linspace(min(gammaDatos),max(gammaDatos),100); 
ppoAjuste    = 1./(1+(gammaAjuste./gammarefU).^bU); 
GG0NDAjuste  = 1./(1+(gammaAjuste./(gammar1ND)).^aND); 
u            = 1-ppoAjuste; 

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

  
DatosAutor      = ' Saavedra '; 
Confinamiento   = ' 490 kPa '; 
PorcentajeFinos = ' 0 '; 
Modelo          = ' Modelo NDMMM '; 
D               = ' Ajuste '; 
Datos           = strcat(' ',D,' '); 

  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
if strcmp(D,' Datos ') 
    gamma           = gammaDatos; 
    ppo             = ppoDatos; 
    GG0ND           = GG0NDDatos; 
else  
    gamma           = gammaAjuste; 
    ppo             = ppoAjuste; 
    GG0ND           = GG0NDAjuste; 
end 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

  
fsPriorMean           = sqrt((gammar1-0.034)/0.034); 
fsPriorSigma          = sqrt((gammar1-0.03)/0.03); 
LogtPriorMean         = log(2); 
LogtPriorSigma        = log(1.5); 
LogoPriorMean         = log(1.1); 
LogoPriorSigma        = log(1.1); 
LogNoiseVarianceMean  = 8; 
LogNoiseVarianceSigma = 6; 

  

  
logpdf = @ (Parameters) 

logPosteriorNoDrenado2MMM(Parameters,u,gamma,GG0ND,a,gammar1,... 
    fsPriorMean,fsPriorSigma,... 
    LogtPriorMean,LogtPriorSigma,... 
    LogoPriorMean,LogoPriorSigma,... 
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    LogNoiseVarianceMean,LogNoiseVarianceSigma); 

  
fs               = sqrt((gammar1-0.02)/0.02); 
Logt             = log(0.1); 
Logo             = log(1.1); 
LogNoiseVariance = 0.1; 
startpoint       = [fs; Logt; Logo; LogNoiseVariance]; 
smp              = 

hmcSampler(logpdf,startpoint,'NumSteps',50,'VariableNames',{'S','T','O','SD'})

; 

  
[MAPpars, fitInfo]  = estimateMAP (smp, 'VerbosityLevel' , 1); 
MAPs                = gammar1./((MAPpars (1)).^2+1) 
MAPt                = exp(MAPpars(2)) 
MAPo                = exp(MAPpars(3)) 
MAPLogNoiseVariance = sqrt(exp(MAPpars (4))) 

  
figure (1) 
plot (fitInfo.Iteration, fitInfo.Objective, 'ro-' ); 
xlabel ( 'Iteración' ); 
ylabel ( 'Densidad logarítmica negativa' ); 

  
[smp,tuneinfo] = tuneSampler(smp,'Start',MAPpars); 

  
figure (2) 
plot(tuneinfo.StepSizeTuningInfo.StepSizeProfile); 
xlabel('Iteration'); 
ylabel('Step size'); 

  
accratio = tuneinfo.StepSizeTuningInfo.AcceptanceRatio 

  
NumChains = 2; 
chains = cell(NumChains,1); 
Burnin = 15000; 
NumSamples = 15000; 

  
parfor c = 1:NumChains 
    chains{c} = drawSamples(smp,'Start',MAPpars, ... 
        'Burnin',Burnin,'NumSamples',NumSamples, ... 
        'VerbosityLevel',1,'NumPrint',100); 
end 

  
for i=1:NumChains 
    chains{i}(:,1) = gammar1./(chains{i}(:,1).^2+1); 
    chains{i}(:,2) = exp(chains{i}(:,2)); 
    chains{i}(:,3) = exp(chains{i}(:,3)); 
    chains{i}(:,4) = sqrt(exp(chains{i}(:,4))); 
end 

  
diags = diagnostics(smp,chains) 

  
figure (3) 
subplot(2,4,1); 
plot(chains{1}(:,1)); 
title(sprintf('s, Chain 1')); 
subplot(2,4,2); 
plot(chains{1}(:,2)); 
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title(sprintf('t, Chain 1')); 
subplot(2,4,3); 
plot(chains{1}(:,3)); 
title(sprintf('o, Chain 1')); 
subplot(2,4,4); 
plot(chains{1}(:,4)); 
title(sprintf('DS, Chain 1')); 
subplot(2,4,5); 
plot(chains{2}(:,1)); 
title(sprintf('s, Chain 2')); 
subplot(2,4,6); 
plot(chains{2}(:,2)); 
title(sprintf('t, Chain 2')); 
subplot(2,4,7); 
plot(chains{2}(:,3)); 
title(sprintf('o, Chain 2')); 
subplot(2,4,8); 
plot(chains{2}(:,4)); 
title(sprintf('DS, Chain 2')); 

  
concatenatedSamples = vertcat(chains{:}); 

  
figure (5) 
plotmatrix(concatenatedSamples); 
title('All Chains Combined'); 

  
promedio 

=[mean(concatenatedSamples(:,1));mean(concatenatedSamples(:,2));mean(concatena

tedSamples(:,3));mean(concatenatedSamples(:,4))]; 

  

  
figure (6) 
modelo      = 1./(1+(gamma./(gammar1-

u.*promedio(1))+(u.*promedio(2)).^(1./promedio(3))).^a); 
prior       = 1./(1+(gamma./(gammar1-

u.*(gammar1./(fsPriorMean.^2+1)))+(u.*exp(LogtPriorMean)).^(1./exp(LogoPriorMe

an))).^a); 
sigmaOptm   = (promedio(4)); 
stressMoptm = modelo; 
x1 = zeros(size(gamma));  %límte superior 
x2 = zeros(size(gamma));  %límite inferior 

  
for k=1:length(gamma) 
    x1(k) = norminv(0.025,stressMoptm(k),sigmaOptm); 
    x2(k) = norminv(0.975,stressMoptm(k),sigmaOptm); 
end 
plot(gamma,prior,'-.',gammaDatos,GG0NDDatos,'o',gamma,GG0ND,'-

.',gamma,modelo,'-',gamma,x1,'--',gamma,x2,'--') 
xlabel('\gamma [%]') 
ylabel('G/G_0') 
legend('Prior',strcat('Datos Confinaminto a ',Confinamiento,' y 

',PorcentajeFinos,' % de finos'),'Ajuste Modelo V',strcat('Ajuste 

MCMC',Modelo),'Límite inferior a 2.5 %','Límite Superior a 97.5 

%','Location','southwest') 
set(gca,'XScale','log') 
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saveas(figure(3),strcat(Modelo,DatosAutor,Confinamiento,PorcentajeFinos,Datos,

' Variables'),'jpeg'); 
saveas(figure(5),strcat(Modelo,DatosAutor,Confinamiento,PorcentajeFinos,Datos,

' Histograma'),'jpeg'); 
saveas(figure(6),strcat(Modelo,Confinamiento,DatosAutor,PorcentajeFinos,Datos,

' Modelos Degradación'),'jpeg'); 
writetable(diags,strcat(Modelo,DatosAutor,Confinamiento,PorcentajeFinos,Datos,

' Diagnótico.xlsx')) 
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Resultados inferencia bayesiana 
Gráficos modelo exceso de presión de poros 

 
Figura 10.49. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de El Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena limpia: Iteración de 
parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.50. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de El Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena limpia: Distribución 
marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones posteriores 

muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.51. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de El Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena limpia: Diagnóstico y 
estadísticas. 

 

 
Figura 10.52. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de El Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de bentonita: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.53. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de El Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de bentonita: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 

 
Figura 10.54. Diagnóstico y estadísticas inferencia bayesiana para modelo de exceso 

de presión de poros, datos de El Mohtar para confinamiento de 100 kPa para arena con 
3 % de bentonita. 
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Figura 10.55. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Ochoa confinamiento a 100 kPa para arena con 1 % de laponita: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.56. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Ochoa confinamiento a 100 kPa para arena con 1 % de laponita: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.57. Diagnóstico y estadísticas inferencia bayesiana para modelo de exceso 

de presión de poros, datos de Ochoa para confinamiento de 100 kPa para arena con 1 
% de laponita. 

 

 
Figura 10.58. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Ochoa confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de laponita: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.59. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Ochoa confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de laponita: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 
 

 
Figura 10.60. Diagnóstico y estadísticas inferencia bayesiana para modelo de exceso 

de presión de poros, datos de Ochoa para confinamiento de 100 kPa para arena con 3 
% de laponita. 
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Figura 10.61. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Ochoa confinamiento a 300 kPa para arena con 3 % de laponita: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.62. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Ochoa confinamiento a 300 kPa para arena con 3 % de laponita: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.63. Diagnóstico y estadísticas inferencia bayesiana para modelo de exceso 

de presión de poros, datos de Ochoa para confinamiento de 300 kPa para arena con 3 
% de laponita. 

 

 
Figura 10.64. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Saavedra confinamiento a 98 kPa para arena con 1 % de laponita: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.65. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Saavedra confinamiento a 98 kPa para arena con 1 % de laponita: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 
 

 
Figura 10.66. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Saavedra confinamiento a 98 kPa para arena con 1 % de laponita: 
Diagnóstico y estadísticas. 
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Figura 10.67. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Saavedra confinamiento a 196 kPa para arena con 1 % de laponita: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 
 

 
Figura 10.68. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Saavedra confinamiento a 196 kPa para arena con 1 % de laponita: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.69. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Saavedra confinamiento a 196 kPa para arena con 1 % de laponita: 
Diagnóstico y estadísticas. 

 

 
Figura 10.70. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Saavedra confinamiento a 294 kPa para arena con 1 % de laponita: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.71. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Saavedra confinamiento a 294 kPa para arena con 1 % de laponita: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 
 

 
Figura 10.72. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Saavedra confinamiento a 294 kPa para arena con 1 % de laponita: 
Diagnóstico y estadísticas. 
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Figura 10.73. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Saavedra confinamiento a 392 kPa para arena con 1 % de laponita: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.74. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Saavedra confinamiento a 392 kPa para arena con 1 % de laponita: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.75. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Saavedra confinamiento a 392 kPa para arena con 1 % de laponita: 
Diagnóstico y estadísticas. 

 

 
Figura 10.76. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Saavedra confinamiento a 490 kPa para arena con 1 % de laponita: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.77. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Saavedra confinamiento a 490 kPa para arena con 1 % de laponita: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 
 

 
Figura 10.78. Resultados inferencia bayesiana modelo de exceso de presión de poros 

para datos de Saavedra confinamiento a 490 kPa para arena con 1 % de laponita: 
Diagnóstico y estadísticas. 
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Gráficos modelo Stokoe condición drenada 

 
Figura 10.79. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de El 

Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena limpia en condición drenada: Iteración de 
parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.80. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de El 

Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena limpia en condición drenada: Distribución 
marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones posteriores 

muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.81. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de El 

Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena limpia en condición drenada: Diagnóstico y 
estadísticas. 

 

 
Figura 10.82. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de El 

Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de bentonita en condición 
drenada: Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.83. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de El 

Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de bentonita en condición 
drenada: Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las 

distribuciones posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 
 

 
Figura 10.84. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de El 

Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de bentonita en condición 
drenada: Diagnóstico y estadísticas. 
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Figura 10.85. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 1 % de laponita en condición drenada: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.86. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 1 % de laponita en condición drenada: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.87. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 1 % de laponita en condición drenada: 
Diagnóstico y estadísticas. 

 

 
Figura 10.88. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de laponita en condición drenada: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.89. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de laponita en condición drenada: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 
 

 
Figura 10.90. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de laponita en condición drenada: 
Diagnóstico y estadísticas. 
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Figura 10.91. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de Ochoa 

confinamiento a 300 kPa para arena con 3 % de laponita en condición drenada: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.92. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de Ochoa 

confinamiento a 300 kPa para arena con 3 % de laponita en condición drenada: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.93. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de Ochoa 

confinamiento a 300 kPa para arena con 3 % de laponita en condición drenada: 
Diagnóstico y estadísticas. 

 

 
Figura 10.94. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 
Saavedra confinamiento a 98 kPa para arena con 1 % de laponita en condición 

drenada: Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.95. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 
Saavedra confinamiento a 98 kPa para arena con 1 % de laponita en condición 
drenada: Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las 

distribuciones posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 
 

 
Figura 10.96. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 
Saavedra confinamiento a 98 kPa para arena con 1 % de laponita en condición 

drenada: Diagnóstico y estadísticas. 
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Figura 10.97. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 
Saavedra confinamiento a 196 kPa para arena con 1 % de laponita en condición 

drenada: Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.98. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 
Saavedra confinamiento a 196 kPa para arena con 1 % de laponita en condición 
drenada: Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las 

distribuciones posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.99. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 
Saavedra confinamiento a 196 kPa para arena con 1 % de laponita en condición 

drenada: Diagnóstico y estadísticas. 

 

 
Figura 10.100. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 
Saavedra confinamiento a 294 kPa para arena con 1 % de laponita en condición 

drenada: Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.101. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 
Saavedra confinamiento a 294 kPa para arena con 1 % de laponita en condición 
drenada: Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las 

distribuciones posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 

 
Figura 10.102. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 
Saavedra confinamiento a 294 kPa para arena con 1 % de laponita en condición 

drenada: Diagnóstico y estadísticas. 
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Figura 10.103. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 
Saavedra confinamiento a 392 kPa para arena con 1 % de laponita en condición 

drenada: Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.104. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 
Saavedra confinamiento a 392 kPa para arena con 1 % de laponita en condición 
drenada: Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las 

distribuciones posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.105. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 
Saavedra confinamiento a 392 kPa para arena con 1 % de laponita en condición 

drenada: Diagnóstico y estadísticas. 

 

 
Figura 10.106. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 
Saavedra confinamiento a 490 kPa para arena con 1 % de laponita en condición 

drenada: Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.107. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 
Saavedra confinamiento a 490 kPa para arena con 1 % de laponita en condición 
drenada: Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las 

distribuciones posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 

 
Figura 10.108. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 
Saavedra confinamiento a 490 kPa para arena con 1 % de laponita en condición 

drenada: Diagnóstico y estadísticas. 
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Gráficos modelo Stokoe condición no drenada 

 
Figura 10.109. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de El 

Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena limpia en condición no drenada: Iteración 
de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.110. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de El 

Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena limpia en condición no drenada: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.111. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de El 

Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena limpia en condición no drenada: 
Diagnóstico y estadísticas. 

 

 
Figura 10.112. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de El 
Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de bentonita en condición no 

drenada: Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.113. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de El 
Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de bentonita en condición no 

drenada: Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las 
distribuciones posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 

 
Figura 10.114. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de El 
Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de bentonita en condición no 

drenada: Diagnóstico y estadísticas. 
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Figura 10.115. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no drenada: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.116. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no drenada: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.117. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no drenada: 
Diagnóstico y estadísticas. 

 

 
Figura 10.118. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de laponita en condición no drenada: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.119. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de laponita en condición no drenada: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
 
 

 
Figura 10.120. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de laponita en condición no drenada: 
Diagnóstico y estadísticas. 
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Figura 10.121. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de Ochoa 

confinamiento a 300 kPa para arena con 3 % de laponita en condición no drenada: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.122. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de Ochoa 

confinamiento a 300 kPa para arena con 3 % de laponita en condición no drenada: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
 

 
 



244 
 

 
Figura 10.123. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de Ochoa 

confinamiento a 300 kPa para arena con 3 % de laponita en condición no drenada: 
Diagnóstico y estadísticas. 

 

 
Figura 10.124. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 

Saavedra confinamiento a 98 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.125. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 

Saavedra confinamiento a 98 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las 

distribuciones posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 
 

 
Figura 10.126. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 

Saavedra confinamiento a 98 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Diagnóstico y estadísticas. 

. 
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Figura 10.127. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 

Saavedra confinamiento a 196 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.128. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 

Saavedra confinamiento a 196 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las 

distribuciones posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.129. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 

Saavedra confinamiento a 196 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Diagnóstico y estadísticas. 

 

 
Figura 10.130. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 

Saavedra confinamiento a 294 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.131. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 

Saavedra confinamiento a 294 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las 

distribuciones posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 

 
Figura 10.132. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 

Saavedra confinamiento a 294 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Diagnóstico y estadísticas. 
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Figura 10.133. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 

Saavedra confinamiento a 392 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.134. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 

Saavedra confinamiento a 392 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las 

distribuciones posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.135. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 

Saavedra confinamiento a 392 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Diagnóstico y estadísticas. 

 

 
Figura 10.136. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 

Saavedra confinamiento a 490 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.137. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 

Saavedra confinamiento a 490 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las 

distribuciones posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 

 
Figura 10.138. Resultados inferencia bayesiana modelo de Stokoe para datos de 

Saavedra confinamiento a 490 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Diagnóstico y estadísticas. 
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Gráficos Modelo 3  

 
Figura 10.139. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de El Mohtar 
confinamiento a 100 kPa para arena limpia en condición no drenada: Iteración de 

parámetros para Cadena 1 y 2. 
 

 
Figura 10.140. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de El Mohtar 
confinamiento a 100 kPa para arena limpia en condición no drenada: Distribución 

marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones posteriores 
muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.141. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de El Mohtar 
confinamiento a 100 kPa para arena limpia en condición no drenada: Diagnóstico y 

estadísticas. 
 

 
Figura 10.142. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de El Mohtar 

confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de bentonita en condición no drenada: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.143. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de El Mohtar 

confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de bentonita en condición no drenada: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 
 

 
Figura 10.144. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de El Mohtar 

confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de bentonita en condición no drenada: 
Diagnóstico y estadísticas. 
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Figura 10.145. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no drenada: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.146. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no drenada: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.147. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no drenada: 
Diagnóstico y estadísticas. 

 

 
Figura 10.148. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de laponita en condición no drenada: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.149. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de laponita en condición no drenada: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 

 
Figura 10.150. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de laponita en condición no drenada: 
Diagnóstico y estadísticas. 
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Figura 10.151. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Ochoa 

confinamiento a 300 kPa para arena con 3 % de laponita en condición no drenada: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.152. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Ochoa 

confinamiento a 300 kPa para arena con 3 % de laponita en condición no drenada: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.153. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Ochoa 

confinamiento a 300 kPa para arena con 3 % de laponita en condición no drenada: 
Diagnóstico y estadísticas. 

 

 
Figura 10.154. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Saavedra 
confinamiento a 98 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no drenada: 

Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.155. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Saavedra 
confinamiento a 98 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no drenada: 

Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 
posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 
 

 
Figura 10.156. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Saavedra 
confinamiento a 98 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no drenada: 

Diagnóstico y estadísticas. 
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Figura 10.157. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Saavedra 
confinamiento a 196 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no drenada: 

Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.158. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Saavedra 
confinamiento a 196 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no drenada: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.159. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Saavedra 
confinamiento a 196 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no drenada: 

Diagnóstico y estadísticas. 

 

 
Figura 10.160. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Saavedra 
confinamiento a 294 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no drenada: 

Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.161. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Saavedra 
confinamiento a 294 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no drenada: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 
 

 
Figura 10.162. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Saavedra 
confinamiento a 294 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no drenada: 

Diagnóstico y estadísticas. 

 



264 
 

 
Figura 10.163. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Saavedra 
confinamiento a 392 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no drenada: 

Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.164. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Saavedra 
confinamiento a 392 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no drenada: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.165. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Saavedra 
confinamiento a 392 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no drenada: 

Diagnóstico y estadísticas. 

 

 
Figura 10.166. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Saavedra 
confinamiento a 490 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no drenada: 

Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.167. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Saavedra 
confinamiento a 490 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no drenada: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 
 

 
Figura 10.168. Resultados inferencia bayesiana Modelo 3 para datos de Saavedra 
confinamiento a 490 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no drenada: 

Diagnóstico y estadísticas. 
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Gráficos Modelo NDMMM 

 
Figura 10.169. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de El 

Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena limpia en condición no drenada: Iteración 
de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.170. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de El 

Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena limpia en condición no drenada: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.171. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de El 

Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena limpia en condición no drenada: 
Diagnóstico y estadísticas. 

 

 
Figura 10.172. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de El 
Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de bentonita en condición no 

drenada: Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.173. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de El 
Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de bentonita en condición no 

drenada: Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las 
distribuciones posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 

 
Figura 10.174. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de El 
Mohtar confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de bentonita en condición no 

drenada: Diagnóstico y estadísticas. 
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Figura 10.175. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 1 % de bentonita en condición no drenada: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.176. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 1 % de bentonita en condición no drenada: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.177. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 1 % de bentonita en condición no drenada: 
Diagnóstico y estadísticas. 

 

 
Figura 10.178. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de bentonita en condición no drenada: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.179. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de bentonita en condición no drenada: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 

 
Figura 10.180. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de Ochoa 

confinamiento a 100 kPa para arena con 3 % de bentonita en condición no drenada: 
Diagnóstico y estadísticas. 
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Figura 10.181. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de Ochoa 

confinamiento a 300 kPa para arena con 3 % de bentonita en condición no drenada: 
Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.182. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de Ochoa 

confinamiento a 300 kPa para arena con 3 % de bentonita en condición no drenada: 
Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las distribuciones 

posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.183. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de Ochoa 

confinamiento a 300 kPa para arena con 3 % de bentonita en condición no drenada: 
Diagnóstico y estadísticas. 

 

 
Figura 10.184. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de 

Saavedra confinamiento a 98 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.185. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de 

Saavedra confinamiento a 98 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las 

distribuciones posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 

 
Figura 10.186. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de 

Saavedra confinamiento a 98 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Diagnóstico y estadísticas. 

. 
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Figura 10.187. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de 

Saavedra confinamiento a 196 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.188. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de 

Saavedra confinamiento a 196 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las 

distribuciones posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 



277 
 

 
Figura 10.189. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de 

Saavedra confinamiento a 196 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Diagnóstico y estadísticas. 

 

 
Figura 10.190. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de 

Saavedra confinamiento a 294 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.191. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de 

Saavedra confinamiento a 294 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las 

distribuciones posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 

 
Figura 10.192. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de 

Saavedra confinamiento a 294 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Diagnóstico y estadísticas. 
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Figura 10.193. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de 

Saavedra confinamiento a 392 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 

 

 
Figura 10.194. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de 

Saavedra confinamiento a 392 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las 

distribuciones posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 
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Figura 10.195. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de 

Saavedra confinamiento a 392 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Diagnóstico y estadísticas. 

 

 
Figura 10.196. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de 

Saavedra confinamiento a 490 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Iteración de parámetros para Cadena 1 y 2. 
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Figura 10.197. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de 

Saavedra confinamiento a 490 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Distribución marginal en la diagonal y diagramas de dispersión de las 

distribuciones posteriores muestreadas fuera de la diagonal. 

 

 
Figura 10.198. Resultados inferencia bayesiana Modelo NDMMM para datos de 

Saavedra confinamiento a 490 kPa para arena con 1 % de laponita en condición no 
drenada: Diagnóstico y estadísticas. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



282 
 

Ajuste cuadrático curva de amortiguamiento 

 
Figura 10.199. Ajuste cuadrático para el amortiguamiento en función de la rigidez para 

datos de Saavedra para confinamiento inicial de 98 kPa arena con 1 % de laponita. 

 
Figura 10.200. Ajuste cuadrático para el amortiguamiento en función de la rigidez para 
datos de Saavedra para confinamiento inicial de 196 kPa arena con 1 % de laponita. 
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Figura 10.201. Ajuste cuadrático para el amortiguamiento en función de la rigidez para 
datos de Saavedra para confinamiento inicial de 294 kPa arena con 1 % de laponita. 

 
Figura 10.202. Ajuste cuadrático para el amortiguamiento en función de la rigidez para 
datos de Saavedra para confinamiento inicial de 392 kPa arena con 1 % de laponita. 
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Figura 10.203. Ajuste cuadrático para el amortiguamiento en función de la rigidez para 
datos de Saavedra para confinamiento inicial de 490 kPa arena con 1 % de laponita. 
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