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Los cables son elementos estructurales de baja rigidez y masa, lo que los hace poseedo-
res de amortiguamiento muy débil ante vibracion, alcanzando amplitudes de oscilacion que
los llevan a la fatiga inducida por factores sumamente comunes, tales como el viento o trafico.

Al incluir resonadores peridédicos compuestos por masa y resorte, se induce la formacion
de band gaps en torno a la frecuencia natural del resonador, que busca ser igualada a la del
cable. Un band gap es una zona de frecuencias en que, para determinadas condiciones, se
presenta anulacion de vibracién. El objetivo del trabajo de titulo es describir la formacién de
band gap en condiciones realistas de operacion, incrementando la seguridad estructural.

La confeccién de la memoria comienza por la realizacién en Matlab de un codigo que
simule las matrices de rigidez y masa del cable, con la informacién de condiciones de ope-
raciéon de este. Las matrices, al ser manipuladas, permiten la obtencién de band gaps de
Bragg (originadas por los resonadores, en contraste a las de resonancia local del sistema sin
resonadores), en condicién de periodicidad.

Con el modelamiento en condiciones nominales finalizado, se procede a estudiar el efecto
de variacién de distanciamiento de los resonadores sobre la ubicacién y ancho de band gap.
Se concluye en este punto que, si la masa total del set de resonadores no varia, el efecto del
dano en las hebras y alteracion de distanciamiento resulta irrelevante.

Al ser la tinica variable analizada con efecto considerable en la constituciéon de band gap,
para cada masa de resonador se propaga incertidumbre en las propiedades mecanicas del ca-
ble (densidad, elasticidad y tensién) mediante Monte Carlo Importance Sampling. Se obtiene
que la incertidumbre en la densidad del cable, con una incidencia directa en la masa de los
resonadores, domina la varianza del centro y ancho de band gap.

Finalmente, se analiza la sensibilidad del band gap mediante el método de descomposicién
de varianza, ratificando cuantitativamente que la variabilidad del sistema esta dominada por
la incertidumbre en la densidad del cable. El estudio es validado finalmente comparando con
el método de funcion de respuesta en frecuencia para elementos finitos, especificamente con
localizacién de minimos de la funcién de transferencia.

Se concluye que el parametro que domina la incertidumbre del sistema es la densidad del
material que compone al cable, la cual, en el modelo utilizado, influye directamente en la
masa del resonador. La tensién del cable es la segunda variable incierta que mas afecta al
sistema. Por tltimo, el médulo de Young posee un efecto despreciable.
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Capitulo 1

Introduccion

Los cables son elementos utilizados ampliamente en el sector estructural en todo el mundo,
encargados de resistir esfuerzos de traccion. Otra importante aplicacion de estos elementos
se encuentra es el sector energético, el cual no serd estudiado en la presente memoria.

Dentro del sector estructural, sus principales usos se hallan en grias, puentes colgantes,
ascensores, teleféricos, etc. El uso en maquinaria y estructuras cotidianas entrega importan-
cia a su estudio, enfocdndose este en la seguridad que brinda durante su funcionamiento. La
exigencia mecanica, abrasion, interaccién ambiental y vibraciones son algunos de los factores
que degradan al cable o sus componentes constantemente [1].

Los cables presentan seccion transversal pequena en relacién a su longitud, por lo que su
rigidez a flexion es casi nula. Debido a su baja rigidez y masa, junto a una casi nula amor-
tiguacién interna, se caracterizan por amortiguamientos muy pequenos ante la vibracién, lo
que los hace alcanzar elevadas amplitudes de oscilacién ante excitaciones [2].

Las grandes amplitudes de oscilacion pueden causar tensiones excesivas o ciclicas, que a
su vez pueden dafar considerablemente a las hebras o a los puntos de montaje [2]. Es asi
como factores sumamente comunes, como viento, lluvia, sismicidad o trafico vehicular indu-
cen vibraciones sumamente perjudiciales para el elemento, por lo que cobra importancia su
reduccion a valores minimos.

Enmarcado este contexto, el trabajo de titulo consiste en el estudio de resonadores perio-
dicamente distribuidos para reducir la vibracion en cables tensos, los que a su vez pueden ser
modelados como metamateriales, repitiéndose vigas sin esfuerzo de flexion.

Al incluir resonadores de masa-resorte en estructuras peridédicas se inducen band gaps en
torno a la frecuencia natural del resonador. Un band gap es una zona de frecuencias en que,
para determinadas condiciones, se presentan anti-resonancias o anulacién de vibraciones [3].
De esta manera, se impone como condicién de disenio que la frecuencia natural del resonador
sea igual a la frecuencia de resonancia que se desea atenuar en el cable.



Los resonadores de masa-resorte distribuidos periédicamente a lo largo del cable se diferen-
cian de los sistemas de amortiguacion presentes en el mercado, en los cuales se disipa energia
vibratoria gracias a la deformacién de un elastémero entre cables paralelos [9] o se utiliza
el amortiguador de Stockbridge, restringido a estar muy cerca de los extremos del cable, en
la repetitividad del subsistema, resultando mas eficiente que el modelo no periédico. En el
amortiguador de Stockbridge, las vibraciones del cable principal se transmiten mediante un
mensajero a un cordén de acero flexible con masas ubicadas simétricamente en sus extremos,
controlando con la masa y rigidez la frecuencia natural del subsistema [9].

La inclusion de resonadores periddicos para reducir la amplitud de oscilaciones ha sido es-
tudiada anteriormente por Sugino et al. en On the mechanism of bandgap formation in locally
resonant finite elastic metamaterials [3], donde se describe la formacién de band gap en vigas
periédicas infinitas; Ruiz et al. en Stress Cycle Assessment of Cables under Wind-Induced
Vibrations: A General Probabilistic Approach [4], que aborda el rango de tensién en funcién
del nimero de curvas ciclicas experimentadas por un cable como consecuencia de vibraciones
eolicas; Lazar et al. en Vibration suppression of cables using tuned inerter dampers (TID) [5],
que considera el uso de sistema TID para suprimir vibraciones indeseadas en cables; Xiao
et al. en Theoretical and Ezperimental Study of Locally Resonant and Bragg Band Gaps in
Flexural Beams Carrying Periodic Arrays of Beam-Like Resonators [7| y Broadband locally
resonant beams containing multiple periodic arrays of attached resonators [12], presentandose
en el primero una caracterizacion tedrica del band gap para vigas infinitas con resonancia
local e inclusion de resonadores tipo viga, mientras en el segundo se incluyen resonadores ti-
po masa-resorte; Serrano et al. en On the Mechanism of Bandgap Formation in Beams With
Periodic Arrangement of Beam-Like Resonators [13], que analiza una estructura compuesta
de vigas verticales periédicas unidas a una viga horizontal.

Se describe la importancia de la reducir la amplitud de oscilacién en los trabajos Cable
vibration caused by wind [2] de Golebiowska et al., sobre los tipos bésicos de excitacién en
cables causados por el efecto dinamico del viento; Principios Bdsicos De Las Vibraciones
FEdlicas En Lineas De Transmision Y Sistema De Amortiguamiento [9] de Manrique et al.,
sobre el modelo basico de las vibraciones edlicas, sistemas de amortiguamiento y estandares
internacionales.

Los métodos numéricos utilizados para cuantificar confiabilidad e incertidumbre son abor-
dados por Ruiz et al. en Uncertainties propagation and global sensitivity analysis of the
frequency response function of piezoelectric enerqy harvesters (PEHs) [6], sobre la propaga-
cién de incertidumbre en PEHs; Tanabashi en Monte Carlo Techniques [17], capitulo 33 de
Review of Particle Physics, sobre métodos para abordar funciones de densidad de probabiliad
comunes; Schuurmans et al. en Monte Carlo inference via greedy importance sampling [20],
sobre la variante greedy de Monte Carlo; Sobol en Global sensitivity indices for nonlinear
mathematical models and their Monte Carlo estimates [21], sobre los indices de Sobol en el
método de Sobol o descomposicion de la varianza.



Material complementario utilizado en el trabajo de titulo es obtenido a partir de inves-
tigaciones de Beltran et al. en Assessment of static rope behavior with asymmetric damage
distribution [1], que propone un modelo mecanico para estimar la respuesta estatica de una
cuerda danada asimétricamente; Hofer en Dano superficial asimétrico en cables: Aplicacion
método de perturbaciones [8], sobre el efecto de ruptura de las hebras en el comportamiento
de un cable ante ruptura de sus hebras; Grouthier et al. en On the efficiency of energy har-
vesting using vortez-induced vibrations (VIV) of cables [10], sobre la eficiencia de recoleccién
de energia en VIV; Yang en la introduccion de Basic Finite Element Method as Applied to
Injury Biomechanics [11] sobre la aplicacién del método de elementos finitos; Quinteros en
Optimizacion de Band Gap en materiales tipo Sandwich [14], sobre el disenio y optimizacion
de un panel tipo sandwich para evitar la propagacion de ondas mecanicas; Halliwell et al. en
The Lognormal Random Multivariate [15], que explica el modo de empleo de la distribucién
lognormal; Weisstein en Log Normal Distribution [16] y Multivariate Normal Distribution
[19], sobre las distribuciones lognormal y normal; Nettleton en el capitulo Selection of Va-
riables and Factor Derivation [18] del libro Commercial Data Mining, sobre la seleccién de
variables en la mineria de datos comerciales; Jin et al. en Efficient Evaluation of Sobol” Indi-
ces Utilizing Samples from an Auziliary Probability Density Function [22], sobre la eficiencia
del método de descomposiciéon de la varianza; Thorby et al. en Structural Dynamics and Vi-
bration in Practice [23], sobre el andlisis oscilatorio que entrega el método de elementos finitos.

El método de elementos finitos presenta multiples ineficiencias en el modelamiento de
cables, tales como inestabilidad numérica, dificultades de convergencia y altos costos compu-
tacionales [1][5]. Por este motivo, tanto en la bibliografia como en esta memoria, se estudia
el cable como una periodicidad de elementos axiales, o vigas no lineales sin esfuerzo a fle-
xi6n, siendo necesario que el cable se encuentre tenso [4]. Para que este modelo sea valido
se debe cumplir la hipotesis cinematica de Bernoulli, la cual indica que la longitud del ele-
mento debe ser al menos 5 veces mayor a su diametro para que las secciones transversales
de cable (o viga) sean planas y normales a su eje centroidal aiin después de la deformacion [1].

El modelo de resonadores periddicos se encuentra limitado por la factibilidad de diseno
y construcciéon, elevandose la dificultad al incrementar el ntimero de resonadores y masa
asociada, pero incrementando a la vez el ancho de band gap.

1.1. Motivacion

A la fecha, en los estudios llevados a cabo sobre la inclusiéon de resonadores periddicos
para reducir la vibraciéon en cables, no ha sido incluida la incertidumbre en las propiedades
mecanicas del cable, tales como la densidad, médulo de Young o tensién a la que se encuentra
sometido. De igual manera, no ha sido estudiado el efecto de dafio en las hebras del cable
sobre la atenuacion de vibraciones.



El presente trabajo de titulo busca aportar a la comprension del tema mediante la inclusion
de incertidumbre y consideracion de dano. Para esto, se espera construir un modelo de cable
de seis hebras, en que el dano de una de ellas se represente como completa inoperatividad, y
para cada estado del cable se estudie el efecto de los pardmetros inciertos sobre la posicion
y el ancho del band gap, utilizando con tal finalidad los métodos numéricos de Monte Carlo
estocastico y descomposicion de varianza de Sobol.

El método de Monte Carlo se aplica con el fin de hallar el valor esperado de salida de un
sistema que posee una entrada o parametros inciertos, descritos por una funcion de densidad
de probabilidad [6]. Por su parte, el andlisis de Sobol plantea que la varianza total en la
salida es la suma de los aportes provenientes de excitacion, pardmetros de modelo, errores,
etc., permitiéndose conocer qué variables son las que més incertidumbre entregan [6].

1.2. Objetivos

Con el fin de aportar en la comprensiéon de un tema muy reciente en la ingenieria, se
toma como objetivo general describir la formacion de band gap en condiciones de dano del
cable, junto a la inclusién y cuantificacién del efecto de incertidumbre en sus propiedades
mecanicas, consideraciones que no se han utilizado en los estudios precedentes.

A continuacién, se indican los objetivos especificos:

= Implementar un caso de estudio de un cable en condiciones realistas de operacion, ajus-
tando para ello tension, masa, rigidez, y dano del cable.

= Implementar resonadores periddicos sobre modelo de cable danado, estudiando el com-
portamiento de formacion de band gap al variar el distanciamiento entre ellos. Se utilizan
en este punto valores nominales en las propiedades del cable.

= Propagar incertidumbre en las propiedades mecanicas del cable, aplicando el método de
Monte Carlo Importance Sampling, el cual busca el valor esperado de la salida en un
modelo al considerar la incertidumbre estocastica en su entrada.

= Ejecutar un analisis de sensibilidad con el método de descomposicion de varianza, en
que se determina qué parametros de entrada afectan en mayor medida la varianza de la
salida.

= Validar el modelo de resonadores periédicos por medio de comparacién con un cable
finito sujeto a fuerza armoénica, utilizando para esto la funcién de respuesta en frecuencia
de admitancia .

1.3. Alcances

El trabajo de titulo descrito posee un alcance numérico, de simulaciéon bidimensional en
Matlab con validacién en un caso conocido. Se utiliza para esto un servidor otorgado por
Rafael Ruiz. En el estudio solo se analizan cables tensos, en que el peso propio no provoca
una forma catenaria, permitiéndose el uso de elementos axiales para modelar.



Danos parciales en una hebra seran considerados como total inoperatividad de ella, es
decir, el dano sera discretizado. Adicionalmente, debido a la dificultad matematica y analitica
que presenta, el dano asimétrico no serd considerado, mostrandose en la figura 1.1 las hebras
que seran cortadas en el andlisis. Cabe destacar que solo se considera dafio en las hebras
externas, el nucleo se encuentra siempre operativo en el modelo.

AOXPEDEE

Figura 1.1: Casos de dafio simétrico, con gris las hebras danadas o cortadas.



Capitulo 2

Obtencion de Band Gap

En este capitulo se presenta la teoria que describe la formacién de band gap o zonas de
anulacion de vibracion en condiciones de cable con dano simétrico o sin dano.

Se comienza describiendo la representacion matricial de un cable en estado As New, para
luego incluir el efecto de danio, también matricialmente. Posteriormente, se explica la inclusion
de resonadores en el modelo, completando asi el analisis de una periodicidad. La descripcion
del cable finaliza con la imposicién de condiciones de borde sobre cada tramo periédico, de
modo de ensamblar la totalidad de estructura en que la formacién de band gap es estudiada.

2.1. Descripcién del cable

Resulta inconveniente modelar un cable mediante el método de elementos finitos, ya que
el propio largo de la estructura hace necesaria una divisiéon en una cantidad de elementos
elevada, induciendo altos costos computacionales e inestabilidad numérica [1][3].

De este modo, se inicia el estudio de un cable arbitrario como metamaterial, en que cada
periodicidad estd, a su vez, formada por elementos axiales, vigas no lineales bajo carga axial
y sin contar con esfuerzo de flexion, en cumplimiento de la hipdtesis cineméatica de Bernoulli,
como se describe en el trabajo de Ruiz et al. [4]. Para que esto sea posible, es necesario con-
siderar un cable rigido como consecuencia de la tensién o carga axial, eliminando estructuras
catenarias del presente estudio.

Cada elemento viga no lineal cuenta con dos grados de libertad por nodo, uno de rotacién
y otro de desplazamiento transversal, con lo que los movimientos vibratorios pueden ser
cabalmente modelados. En la figura 2.1 se muestra una periodicidad de cable, indicandose
en ella los grados de libertad de los nodos. [4]
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Figura 2.1: Grados de libertad en ausencia de resonadores

El cable estudiado estd compuesto por siete hebras iguales, una de ellas corresponde al
nicleo, mientras que las hebras externas rodean helicoidalmente a la hebra central, mostran-
dose en la figura 2.2 la seccion transversal. El angulo de la hélice se denota n, mostrandose
en la figura 2.3 [4]. La periodicidad corresponde a un tramo con nyyetqs vueltas de la hélice
en torno al nicleo, siendo 7,,e110s UN NAMero entero. De este modo, el largo de periodicidad
viene dado por:

2 dcable

| = = Cealle
Nyueltas t(m(n)

(2.1)

Donde dqp. corresponde al diametro del cable, el triple del diametro de una hebra, dpeprq,
como se muestra en la figura 2.2.

dcable

a, 1 T

Figura 2.2: Seccién transversal del cable



Figura 2.3: Angulo de hélice

Una vez definido el largo de la periodicidad, es posible obtener el largo de cada elemento.
Arbitrariamente se fija un nimero n,,,4,s de nodos por periodicidad. Un ntmero elevado de
nodos implica mayores costos computacionales, mientras que insuficientes entregan resultados
no convergentes (i.e. 10 nodos entregan resultados distintos a 9 u 11 nodos, por ejemplo). El
numero de elementos en una periodicidad es 1,405 — 1, con lo que el largo de cada elemento
resulta:

[ (22)

Nnodos — 1

Por su parte, las propiedades geométricas y locativas de las hebras, mostradas en la figura
2.2, son:

= Distancia al eje central del cable

0 para hebra 1 (central)
1 para hebras 2 a 7 (externas)
= Area transversal 2
hebraﬂ-
— Zhebra® 2.4
o = G (2.4
» Momento de inercia oy
. hebraﬂ-
— _hebra® 2.5
i % (2.5)

Vectorialmente, con el orden definido en la figura 2.2, las propiedades geométricas y loca-
tivas resultan:

= Vector de distancia al eje central del cable

r=r[0111111]" (2.6)

= Vector de area transversal
a=alll111111]" (2.7)



s Vector de momento de inercia

i=i[1111111" (2.8)

= Vector de angulo de hélice
n=n0111111" (2.9)

La tensiéon en cada hebra en ausencia de dano, considerando una carga axial T actuando
sobre el cable, corresponde a [1]:

byamo = —— (2.10)
cos(n)

Si bien un cable transmite tinicamente cargas axiales, una fuerza externa puede provocar
el mismo efecto que esfuerzos de flexion, correspondiendo tal fuerza a la carga de flexion
equivalente. Se asocia a tal concepto la rigidez equivalente a flexiéon, resistencia combinada

de las hebras a la deformacién provocada, desacoplada de la respuesta axial, que, en ausencia
de dafio, se expresa [4]:

7 7
Elno =Y Ea;r} cos®(n;) + Y Eij cos(n;) (2.11)

j=1 j=1

Donde E corresponde al médulo de Young del material.

En base a los parametros definidos en las ecuaciones 2.2 a 2.11, se representa matricial-
mente un elemento de viga no lineal [4], el cual posteriormente es ensamblado mediante el
método de elementos finitos en matrices globales, caracterizando una periodicidad [7].

Las matrices locales de rigidez lineal K, no lineal K™t y de masa M que caracterizan
al elemento se obtienen con [4]:

12/h% 6/h2 —12/h3  6/h?
4/h —6/h2 2/

K —FI . 12/ e/ (2.12)
4/h
6/5 h/10 —6/5 /10
t cos(n) 2h%/15 —h/10 —h?/30
NL _
K= h sym 6/5 —h/10 (2.13)

2h%/15



156 22h 54 —13h

_ph 4h  13h —3h
M_420 sym 156 —22h (2.14)
4h?

ET corresponde a la rigidez equivalente a flexiéon y ¢ a la tensién en cada hebra, descritas
en la ulterior seccién de la obtencion de band gap. En la condicién de ausencia de dano en las
hebras, ET es reemplazado por Elune v t por teano. La densidad lineal del cable se denota
Py, en el caso de 7 hebras iguales forméndolo, con p la densidad del material, se calcula:

2
dhebra7r

4 (2.15)

pr="1p

La matriz de rigidez geométrica (dependiente de la tension) de un elemento es la suma de
las matrices lineal y no lineal de rigidez. [4]

Como se indica anteriormente, las matrices globales se obtienen ensamblando las matrices
de todos los elementos individuales, de acuerdo con el procedimiento tradicional del método
de elementos finitos, ejemplificado a continuacién con matrices de 2x2 [7]:

Dy, Dy 0 - 0 ]
Dy Dyi + Dy . :

: . D11+ Dy Dao
i 0 s 0 Dy, D22_

Dos elementos de viga no lineal consecutivos cuentan con un nodo comun, compartiendo
dos grados de libertad, utilizandose estos para el ensamble. Se construye la matriz de masa
global en una periodicidad de dos elementos a modo de ejemplo:

[156 22h 54 —13h 0 0 ]
4h  13h —=3h O 0
_ pih 312 0 54 —13h
MG 2 elementos — 420 sym ] 13h 3} (217)
156 —22h
(- 4h -
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2.2. Efecto de dano en las hebras

En un cable de siete hebras, una central o nicleo y seis rodeandola en una capa externa,
uno o mas pude sufrir danos, lo que eventualmente lleva a su ruptura. Para estudiar el efecto
de dano sobre la formacién de band gap se toman tres consideraciones, discretizacion del
dano, simetria y ruptura de inicamente hebras externas, cuya validez o motivo es explicado
a continuacion.

La discretizaciéon del dano consiste en la consideracion de ruptura total para cualquier
hebra sin condiciones As New. Se entrega de este modo un factor de seguridad a cada hebra,
y, por tanto, al conjunto cable, evitando fallas inesperadas del sistema. Adicionalmente, la
discretizacion simplifica la modelacién analitica y numérica.

Por su parte, la simetria de ruptura de hebras solo posee justificacion de simplicidad. El
dano asimétrico genera cargas desbalanceadas, que a su vez generan desplazamientos trans-
versales [8], lo que, en condicién de periodicidad, escapa del dominio de la investigacién. En
cambio, el cable permanece recto, sin deformacion transversal, cuando el dafio es simétrico.

Por ultimo, se considera el nicleo siempre operativo. Dado que el angulo de hélice en la
hebra central es cero, la tension en el niicleo es siempre menor que la de las hebras externas
en ausencia de dano (ecuacién 2.10), reduciendo la posibilidad de ruptura, lo que se cumple
también en condicién de dano. Adicionalmente, las hebras externas son maéas susceptibles a
interacciones con el medio, facilitando su ruptura.

Es importante senalar que las hebras cortadas no son extraidas del sistema, por lo que
la densidad lineal, y por tanto la matriz de masa expresada en la ecuacién 2.14, no se ven
alteradas con el dano.

Las hebras operativas se representan vectorialmente a partir de la figura 2.2.; siguiendo los
criterios de discretizacion, simetria y ntcleo siempre operativo. Vectores analogos a los de la
ecuacion 2.18 también pueden ser usados. En el vector op 0 representa danio y 1 operatividad.

1111111% para 0 hebras danadas
[
101101 1" para 2 hebras danadas
1001001]" para 4 hebras daiadas
[
[1000000]" para 6 hebras danadas

op = (2.18)

El efecto de dos o mds hebras cortadas se incluye en las matrices de rigidez (ecuacién
2.12 y ecuacién 2.13). La rigidez equivalente a flexién en condicién de dano se obtiene con la
ecuacion 2.19 [4]. Es claro que, en el caso de cable totalmente operativo, las ecuaciones 2.11
(rigidez equivalente a flexién en ausencia de dano) y 2.19 son equivalentes.

7
= Z TJQ cos*(n;) op; + ZE'LJ cos(n;) op; (2.19)
j=1 7j=1
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Mientras que la matriz de rigidez lineal es modificada por la rigidez equivalente a flexién
EI, la matriz de rigidez no lineal es modificada por la tensiéon en cada hebra t. El vector
de tensiones se encuentra condicionado por el estiramiento del cable Ae al ser sometido a
carga axial, que a su vez se obtiene en base a la rigidez axial del cable AE, describiéndose el
comportamiento en el modelo de Lanteigne, citado por Beltran et al. [1]

Se distinguen dos condiciones de operacién para un cable tenso, que modifican la rigidez
axial y, por tanto, la tensién en cada hebra, tratandose de desplazamiento y carga controla-

dos. [1]

En el desplazamiento controlado o control por desplazamiento, los extremos del cable se
encuentran empotrados, por lo que el largo no varia al cortar hebras, manteniéndose en la
magnitud L, + Ae. Es el caso de teleféricos, funiculares, puentes colgantes, etc. La rigidez
axial del cable, sin dependencia de la cantidad de hebras operativas, se expresa [1]:

7
AEC’D = ZajE COSS(’I’]J‘) (220)

J=1

En elevadores o gruas, condiciones de izaje de carga, solo uno de los extremos esta em-
potrado, por lo que al cortar hebras cambia la deformacién Ae del cable respecto al estado
As New, correspondiendo el sistema a carga controlada o control por carga. La rigidez axial
del cable, dependiente de la cantidad de hebras operativas, da lugar a una deformacion que
varfa con la ruptura de hebras [1]:

7
AFEcc =) op a;E cos’(n;) (2.21)

j=1

Tanto en control por desplazamiento como por carga, la deformacién axial y tensién en
cada hebra (segtn figura 2.2) se expresan [1]:

T
Ae = — 2.22
€= o (2.22)
t; = op; a;E Ae cos*(n;) para j=I1,....7] (2.23)

2.3. Inclusion de resonadores

Las vibraciones edlicas son fenémenos caracterizados por frecuencias de oscilacion de 5
a 30 Hz, originadas por fuerzas fuerzas transversales del viento [9]. Por su parte, el trafico
vehicular también genera oscilaciones de baja frecuencia, con valores caracteristicos para ca-
da estructura.

Las frecuencias naturales del modo n,,.q4q de un cable tenso con bordes fijos, de largo total
L, se expresa [10]:

12



Nmodal T T
Wnsm = "1\, (2.24)
PL
Debido a la naturaleza de las vibraciones a las que se encuentran sometidos los cables ten-
sos, el presente estudio de formacién de band gap se centra tinicamente en el primer modo,
es decir, el de menor frecuencia natural.

La inclusién de resonadores peridédicos de masa-resorte en un cable impide que las ondas
se propaguen libremente en determinada zona de frecuencias. Sugino et al. [3] describe en su
investigacion que el posicionamiento de band gap en tal zona depende tinicamente de la razén
de masas y la frecuencia natural de los resonadores. La razén de masas ratio corresponde
a la relacion entre la masa del conjunto de resonadores m, y la masa de la periodicidad
m, (ecuacién 2.25). Se obtiene, analiticamente, que el limite inferior de la zona band gap
corresponde a la frecuencia natural de los resonadores periddicos, mientras que el ancho
depende de la masa total de resonadores y su relacién con la del cable, detallando Sugino et
al. [3] lo anterior.

my My

ratio = — =

2.25
= (2.25)

Para incluir el efecto de los absorbedores de vibracion en el modelo, se representa mediante
matrices de masa [7] y rigidez [11] locales el efecto sobre un elemento (ecuaciones 2.26 y 2.27).

Se considera, para el estudio, que todos los resonadores son iguales, con masa m, y rigidez
k,:

M, — lg 721 (2.26)
K, = l _kk _kk"] (2.27)

En caso de presentarse un resonador en cada nodo, es decir, dos por elemento (figura
2.4), las matrices globales de absorcion se obtienen mediante ensamble con el método de
elementos finitos, asignandose un grado de libertad, en direccién del movimiento transversal,
a cada absorbedor.

13
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Figura 2.4: Grados de libertad de los resonadores

Una periodicidad de npeg0s cuenta con (npeqs — 1) elementos, aportando el primero 4
grados de libertad (2 por nodo), mientras que los demés solo dos, debido a la repeticion de
nodos. Tanto la matriz de masa como de rigidez globales sin resonadores resultan siempre de
dimensiones 2 Npodos L 2 Mnodos:

dim =4+ 2((Modos — 1) — 1) = 2 Nurodos (2.28)

El efecto en masa de los resonadores se incluye en una matriz de 3 N,odos © 3 Mnodoss
adicionando a la matriz original los absorbedores a partir del valor (2 7,005 + 1) de la
diagonal, resultando, para una periodicidad de dos elementos, equivalente a tres nodos:

(156 22h 54 —13h 0 0 0 0 0
4h 13h =3k 0 0 0 0 0
312 0 54 —13h 0 0 0
. 8h 13h —3h 0 0 0
Mg 5 agom = 22 sym 156 —22h 0 0 0 (2.29)
420 A0 0 0
420 m,
pih 4200m 0
chr 0
420 m,
L pth

Por su parte, al incluir resonadores a elementos de dos grados de libertad (barras), uno
por extremo, la matriz de rigidez global adopta la estructura dada por [11]:

14



Dy D 0 0 ~k 0 0 ]
Dy Dy + Dy 0 —k

0 ' 0 —k,

D+ Dy Dyg —k. 0
0 0 Doy Dy 0 0 —k,
D,y = (2.30)

—k, 0 0 k, 0 0

0 —k, : 0k

—k, k,

: - —k, 0 : S 0

0 0 k0 - e 0 ke

A diferencia de una barra, la viga no lineal que modela al cable cuenta con dos grados de
libertad por nodo, adicionando uno al incluir los resonadores. De esta manera, la asignacion
en razoéon 2:1 modifica la matriz presentada en la ecuaciéon 2.30, como se ejemplifica en el
ensamble de rigidez global para dos elementos.

(ki1 Ko k13 k14 0 0 —k O 0
k22 k23 /C24 0 0 0 0 0
Fag + koo Koz koy O 0 0
KG 2 elem — sym k?33 k’34 0 0 —]{JT (2.31)

ki O 0 0
k, 0 0
k, 0

L k. |

Donde los valores k;; con i,7 € [1,4] se obtienen de la suma de matriz de rigidez lineal y
no lineal (ecuaciones 2.12 y 2.13), como se describe anteriormente. Por simplicidad de nota-
cién, k;j con 4,7 € [1,4] no son reemplazados en la matriz K¢ 2 eiem

Las matrices de masa y rigidez globales con un resonador por nodo son utilizadas para la
validaciéon mediante elementos finitos, descrita en subsecciones ulteriores. En contraposicion,
el modelo de cable como periodicidad de vigas no lineales, cada una compuesta por elementos
y nodos, utiliza solo un resonador por tramo peridédico. En tal condicién de singularidad, las
matrices presentadas en la ecuacién 2.29 y ecuacion 2.31 se modifican, siendo andlogo el
procedimiento para mas elementos, a:
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(156 22k 54 —13h 0 0 0 0 0]
4h 13k —-3h O 0 0 0 0
312 0 54 —13h 0 00
oh 8h  13h —=3h 0 00
M 2 elem, sing = 450 sym 156 —22h 0 00 (2.32)
4h 0 00
w000
00
0
koo kos ko4 0 O 0 00
k’33 + kll 0 ]i]lg k14 0 0 0
Kag + koo ko kos O 0 O
K¢ » elem, sing — sym k3 ksq 0 0 0 (233>
kyy 0 0 O
k. 0 O
0 0
I 0]

Se adopta como caracteristica de diseno la igualdad de frecuencias naturales del cable
(ecuacién 2.24) y del resonador, reduciendo la transmisibilidad de vibraciones en la zona
critica. Xiao et al. [7] utiliza este criterio en su investigacién. Asi, ante una masa m,, la
rigidez k, requerida corresponde a:

k, = w2 m, (2.34)

En este punto, una periodicidad ha sido totalmente modelada, pero no se encuentra aso-
ciada al anterior y siguiente tramo periddico de cable, para lo cual es requerida la imposicion
de condiciones de borde.

2.4. Condicion de periodicidad

Como se indica en secciones previas, cada nodo posee dos grados de libertad, quedando
su desplazamiento determinado transversal (u) y rotacionalmente (), adhiriéndose un tercer
grado de libertad (u,) al incluir resonador, como se muestra en el primer nodo de la figura
2.5.
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Figura 2.5: Nomenclatura de las periodicidades
Dada la periodicidad del cable, en condicién de oscilacion y de acuerdo con el teorema de

Bloch, vectores de posicién o desplazamiento w en nodos equivalentes (j) de periodicidades
sucesivas (left-right), como se presenta en la figura 2.5, se relacionan por [12]:

ul =ul e (2.35)
Donde ¢ corresponde al vector de onda.

El vector de onda representa el desfase en el movimiento oscilatorio de los nodos. Su valor
se encuentra, arbitrariamente, en el rango [0, 27/[], ocupando ¢l el rango [0, 27]. [13]

ight left :

Cuando el vector de onda posee valor /1 se cumple 279" = —z!“/* correspondiendo a des-

: ight t

fase total entre los nodos. Por su parte, cuando posee valores 0 o 27/l se obtiene x?gh = xﬁef ,

movimiento en fase.

De la ecuacién 2.35 se desprende que el comportamiento en fase o desfase para el primer
nodo de una periodicidad, respecto al primero del contiguo y al no considerar presencia de
resonadores, es:

G e]

Lo anterior se expresa matricialmente en T, ¢, donde cada grupo de 2x2 casillas de dia-
gonal no nula representa un nodo de la viga no lineal. [14]

! 0 - i i 0]
0 1
T, o= | - 2.37
, 0 : S (2.37)
0 1
el 0 O --- - 0
L0 e 0 ... ... 0]
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De la ecuacién 2.35 se desprende, analogamente, el comportamiento periddico de los reso-

nadores:

r

La matriz T, representa en cada casilla no nula un nodo con resonador:

1 0
0o -

T.=| 0 o
e~ 0

Al
u’rl_u’rl6

—iql

0

(2.38)

(2.39)

En caso de presentarse resonador solo en el primer nodo de la periodicidad, T ing resulta:

1
0
T'r sing — 0

e—qu

o O

=}

(2.40)

La matriz T' que representa completamente el comportamiento reiterativo se expresa, al

incluir un resonador por nodo [14]:

10
0o 1
: 1
0 0
T=lc o o
0 e 0
0
0
0

18
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La matriz T incluye a T, ¢ y T). El caso de un resonador por periodicidad en lugar de
por nodo es andlogo, reemplazando T;. por T ging.

T es empleada en la imposicion de condiciones de borde sobre cada viga no lineal, resul-
tando las matrices de masa y rigidez con condiciones de borde impuestas [14]:

My=TY Mo T (2.42)
Ko=TT" Ko T (2.43)

Las matrices My y Ko agrupan la totalidad de informacion de modelamiento, tension de
operacion, estado de las hebras, propiedades del material, propiedades geométricas y locati-

vas, vector de onda, etc. La influencia del vector de onda sobre My y K, permite la notacion
My = Mo(q) y Ko = Ko(q)-

El problema de valores propios para un vector modal u, con w; la frecuencia natural,
resulta [14]:

( Ko(q) — w;Mo(q) ) u=0 (2.44)

De esta manera, las frecuencias de excitaciéon que inducen resonancia, dando solucién a

la ecuacion 2.44, corresponden a las raices de la parte no imaginaria de los autovalores de
My ' (q)Ko(q), es decir:

w(q) = \/Re (eig (My(q) Ko(q))) (2.45)

En la seccién Modelo nominal se describe la formacién de band gap en funcién de w(q)

2.5. Modelo nominal

El cable estudiado cuenta con 7 hebras de acero con didmetro 5 [mm], 6 de ellas rodeando
al nicleo helicoidalmente con un angulo n = 10°, parametros fijos en el modelo.

La densidad, elasticidad y tension del cable son propiedades dificiles de controlar, ain
cuando el material es conocido, por lo que se ejecuta sobre ellos el analisis paramétrico
descrito en la memoria. Los valores nominales respectivos son:

Prnominal = 7850 [kg/m3]
Eromina = 200 [G Pal
Tnominal = 100 [KN]

19



El largo total del cable en estudio es, arbitrariamente, L = 2480D durante todo el trabajo
de titulo, con el objetivo de contar con una frecuencia natural de primer modo cercana a
4[Hz] (ecuacién 2.24). La longitud y primera frecuencia natural del cable obtenidas son:

L =37.2[m]
wn sin resonadores = 4'0919 [HZ]

Por su parte, el largo de periodicidad nominal, sujeto a variacion en andlisis paramétrico,
corresponde a 10 vueltas de las hebras externas en torno al nicleo, lo que a su vez deter-
mina la distancia entre los resonadores al ubicarse uno por periodicidad. La magnitud del
distanciamiento nominal de los resonadores (ecuacion 2.1) es:

lnominar = 1.7014 [m)]

Con la longitud de periodicidad utilizada, se asegura el cumplimiento de la hipotesis
cinematica de Bernoulli tanto para la viga no lineal como para la totalidad de elemento es-
tructural, entregando validez al estudio.

La cantidad de nodos por periodicidad se fija mediante analisis de convergencia, siendo
aceptable cuando el centro y ancho de band gap con npedos ¥ (Mnodes — 1) nodos posean igual
valor. Segun este criterio, es posible usar 10 nodos, pero se opta por trabajar con 30 en una
modalidad conservadora.

Inicialmente, se utiliza ratio = 1 (ecuacién 2.25), es decir, la masa del resonador es la
misma que la de la periodicidad, ajustandose la rigidez del resonador para igualar la fre-
cuencia natural del conjunto masa-resorte con la del cable original (ecuacion 2.34). Por otro
lado, se considera el cable totalmente operativo en el modelo nominal, sin detrimento de sus
hebras, con lo que tanto desplazamiento como carga controlados entregan iguales resultados
(ecuaciones 2.18 a 2.23).

Con los parametros nominales definidos, se procede a buscar las frecuencias naturales en
funcién del vector de onda (ecuacién 2.45), mostrandose en la figura 2.6 el resultado de barrer
la totalidad del dominio de w(q). La ecuacién 2.45 utiliza las matrices de masa y rigidez con
imposicién de condiciones de borde (ecuaciones 2.42 y 2.43), que a su vez son construidas a
partir de Tyipng, con un resonador por periodicidad (ecuaciones 2.42 a 2.44), Mg sing (ecua-
cién 2.32) y K¢ sing (ecuacién 2.33). La construccién de las matrices globales a las que se
unen los resonadores periddicos se describe en las ecuaciones 2.2 a 2.17.

Como se muestra en la figura 2.6, el band gap corresponde a la zona de frecuencias que no
genera resonancia para ninguna condicién de fase o desfase de movimiento oscilatorio cuan-
tificada en el vector de onda (descrito en la seccion Condicion de periodicidad), reduciendo
asi la transmisibilidad de vibraciones. [3]
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Representacion de band gap nominal
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Figura 2.6: Frecuencia natural en funcion de vector de onda en modelo
nominal

El efecto de incertidumbre en las propiedades mecénicas del cable (p, E, T), distancia-
miento de los resonadores o longitud de periodicidad (), operatividad de las hebras (op) y
ratio entre masa de resonador y periodicidad (ratio), se incluye en el analisis paramétrico, el
cual usa como herramientas la propagaciéon de incertidumbre mediante Monte Carlo Impor-
tance Sampling y descomposicion de varianza de Sobol, descritas en capitulos siguientes.
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Capitulo 3

Identificacién de parametros
relevantes

Como se ha descrito anteriormente, el modelo posee miiltiples parametros sujetos a varia-
cién. La densidad, elasticidad y tension del cable deben ser estudiados debido a la dificultad
de su control en un valor nominal, propagandose la incertidumbre en la salida del modelo
mediante el método de Monte Carlo, descrito en el capitulo posterior.

En este capitulo se seleccionan los parametros relevantes en la modificacion de la zona
band gap, y los que generan cambios nulos o despreciables son fijados en base a la seccién
Modelo nominal del capitulo Obtencion de band gap.

Los parametros sometidos a filtro se indican a continuacién:

» Razon de masas: Se asigna valores de 10 %, 50 % y 100 % a la razon entre la masa del
resonador y de periodicidad.

= Largo de periodicidad: Con valores 3, 5, 7, 9, 11, 13 y 15 vueltas de las hebras externas
en torno al nicleo, modifica el distanciamiento de los resonadores, el cual posee igual
magnitud al asignarse un tinico resonador por periodicidad.

» Operatividad del cable: la cantidad de hebras danadas en estudio es, como se justifica
anteriormente, 0, 2, 4 o 6, aplicAndose en cada caso control por carga y por desplaza-
miento.

En las figuras 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4 se presenta los centros de band gap en funcion del largo de
periodicidad para distintas razones de masas (ratio) y cantidad de hebras danadas (dano),
con valores nominales de densidad, elasticidad y tension del cable.
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Figura 3.3: Centro de band gap para 4 hebras danadas
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Figura 3.4: Centro de band gap para 6 hebras dafiadas

En las figuras 3.5, 3.6, 3.7 y 3.8, por su parte, se presentan los anchos de band gap en
funcion del largo de periodicidad, al variar ratio y datio con [p, E, T| nominal.
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La masa total de resonadores ¥m, es el producto de la masa unitaria m, y la cantidad
de ellos en el cable, n,., dependiendo la ultima del largo de periodicidad [ y el de la totalidad
del cable L, desarrollandose:

L L
Ym, = m,n, = (m, ratio) <l> = p; | ratio T =h ratio L

En cada grafico de las figuras 3.5 a 3.8 se muestra que la longitud de periodicidad no
tiene influencia sobre el ancho de band gap. Como se describe en la seccion Inclusion de
resonadores, el ancho depende solo de la masa total de resonadores, indicandose en el de-
sarrollo analitico ¥m, su nula dependencia del distanciamiento de los cuerpos adicionados,
validandose los resultados numéricos presentados.

Al ser el largo del elemento, h, dependiente del largo de periodicidad (ecuacién 2.2), se
presentan cambios en las matrices locales de rigidez y masa (ecuaciones 2.12 a 2.14), los
cuales se propagan y, cuando 6 hebras poseen dano, alteran la relaciéon de nula dependencia
ancho de band gap-largo de periodicidad, siendo este efecto despreciado para andlisis futuros
(cambios menores a 10 % del ancho de band gap).

La rigidez del resonador es ajustada para igualar la frecuencia natural del conjunto masa-
resorte con la del cable original, al igual que en el modelo nominal. En la seccion Inclusion
de resonadores se describe que el limite inferior del band gap es igual a la frecuencia natural
de los resonadores periédicos, lo que también se cumple numéricamente en la extension de la
memoria, siendo cercano a 4.0919 [Hz]. Debido a que la longitud de periodicidad no influye
de manera relevante en el ancho de band gap, el centro resulta igualmente independiente del
distanciamiento de resonadores, lo que se observa en cada grafico de las figuras 3.1 a 3.4.

Se concluye que el largo de periodicidad, equivalente al distanciamiento de resonadores al
presentarse uno por tramo periédico, influye en forma despreciable en el posicionamiento de
la zona de anulacién, por lo que, en adelante, se utiliza el valor nominal de 10 vueltas de las
hebras externas en torno al nucleo.

I = 1.7014[m]

Por otro lado, la cantidad de hebras danadas varia en cada fila de graficos, es decir, cada
figura presenta distinta operatividad del cable. Al comparar los centros de band gap presen-
tados en las figuras 3.1 a 3.4 se observa que, al modificar la cantidad de hebras deterioradas
entre un set de graficos y otro, se genera un efecto sobre la posicion central de la zona de anu-
lacién de vibracién que es despreciable en el estudio, con errores inferiores a 5 % respecto al
comportamiento de total independencia centro de band gap-operatividad del cable. Tal efecto
despreciable se justifica de forma analoga al de la independencia centro de band gap-largo
de periodicidad. La cantidad de hebras dafiadas modifica el centro de band gap en el mode-
lo al incluirse indirectamente en las matrices locales de rigidez y masa (ecuaciones 2.12 a 2.14).

Los anchos de band gap, presentados en las figuras 3.5 a 3.9, poseen también despreciable
dependencia de la cantidad de hebras danadas, observandose lo anterior al desplazarse en
cada columna de gréaficos. En adelante, la cantidad de hebras danadas consideradas para el
analisis corresponde a 0, cable totalmente operativo, o 6, dano total de las hebras externas.

25



hebras danadas =0 o 6

Por ultimo, al analizar cada fila de graficos, es decir, cada figura por si sola, se observa
que la razén de masas es el pardmetro relevante en la obtencién del centro (figuras 3.1 a
3.4) y ancho de band gap (figuras 3.5 a 3.8). El parametro ratio influye directamente en la
masa total del conjunto de resonadores, que, como se describe previamente, condiciona el
ancho de band gap, y en consecuencia la ubicacion del centro. El vector de razones de masa,
ratio, utilizado en la propagaciéon de incertidumbre y andlisis de sensibilidad, se explicita a
continuacion:

ratio=[0.05 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1]7-100%
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Capitulo 4

Propagacion de incertidumbre

En este capitulo se presentan los antecedentes que permiten cuantificar el efecto de incer-
tidumbre en las propiedades mecanicas del cable, centrandose el analisis en la confeccion de
intervalos de confianza para el centro y ancho de band gap. Se utiliza para esto el método
numérico de Monte Carlo, con sus respectivas adaptaciones.

4.1. Monte Carlo directo

El modelo determinista entrega el centro y ancho de band gap para parametros concretos
0 = [p E T], tal como se muestra en la seccién Modelo nominal, denotdandose tal resolucion
determinista:

ancho (4.1)

centro
G | e | o)
Sin embargo, cuando se utilizan parametros inciertos, es requerido un analisis paramétrico
para conocer el valor esperado de salida real del sistema. Tal salida real corresponde a la
adicion de un error predictivo e a la salida determinista [6]:

g=G(6) +e (4.2)

Cuando los parametros inciertos siguen una funcién de distribucién de probabilidad (PDF')
p(0), el valor esperado de salida real resulta [6]:

g= [ GO)(O)do (4.3)

La dimensién de la integral es igual a la de 6, 3 en el caso de estudio. La resolucién ana-
litica de la ecuacion 4.3 es posible solo para casos simples, y la integracion numérica resulta
ineficiente para dimensiones mayores o iguales a 3, por lo que se recurre al método de simu-
lacién estocdstica de Monte Carlo (MC). [6]

El primer paso del método de Monte Carlo directo (MCd) consiste en generar k muestras
que sigan la distribucién p(@), cada una denominada 6;, con j = [1, ..., k]. Con cada mues-
tra se obtiene el vector de salida determinista del sistema G(0;), estimandose la integral
probabilistica (ecuacién 4.3) como el promedio de los vectores G(6;) [6]:
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| =

k
g=,> G(9)) (4.4)
j=1

Las salidas G(6;) se pueden, adicionalmente, emplear en la creacion de intervalos de
confianza. Un intervalo de confianza corresponde a la zona en que con probabilidad (1 — «)
se encuentra G;(6;), con ¢ = 1 para el centro e i = 2 para ancho de band gap en el caso de
estudio. Tras ordenarse crecientemente las salidas obtenidas con MCd, una razon (1 — «) de
ellas se encuentra entre Gfa/2(9j/) y Gf(lfa/m(ﬁju), es decir, entre la salida k5 y k(1 —§), lo
que se muestra en la figura 4.1. Un ordenamiento decreciente es también aceptable.

G20, 9. GUP0)  Gile)

Figura 4.1: Construccién de intervalo de confianza a partir de MCd

La imprecisién del método de Monte Carlo se cuantifica mediante el coeficiente de variacion
(c.0.v.) del estimador, medida de la variabilidad de las salidas, centro y ancho de band gap
en el caso de estudio. [6]:

1 sd(Gi(0))
VE mean(G;(0))

Pese a que se esperan distintos c.o0.v.p;¢ ; al repetir la iteracion, es posible estimar la
imprecision a partir de un tinico set de muestras, debido a que el método MCd es imparcial
y convergente, aproximandose a cero el coeficiente de variacion al tender k a infinito. [6]

C.O.V.pc i — 1= [1, 2] (45)

Dado que los pardmetros del modelo, densidad, elasticidad y tension, fisicamente no pue-
den tomar valores negativos, es necesario imponer positividad en la generaciéon de muestras,
lo que se logra mediante la distribucién lognormal.
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4.2. Disitribucién Lognormal

La distribucion lognormal corresponde a una funciéon de densidad de probabilidad en que
el logaritmo natural de la variable aleatoria (@) sigue una distribucién normal, es decir [15]:

In(@) ~ N(p, %) (4.6)

Donde p corresponde a la media y ¥ a la covarianza (varianza en multiples variables) del
logaritmo del set de muestras, requiriendo la ultima ser definida positiva. [15]

Al considerar solo una variable (x) con distribucién In(z) ~ (u,c?), con u promedio y o>
varianza escalares, el coeficiente de variacién y promedio de x se obtienen con [16]:

c.ov.(x) =1/e?" — 1 (4.7)
mean(x) = exp <,u + U;) (4.8)

Al trabajar con varianzas lo suficientemente pequenas, se cumple:

Ve’ —1~o= couv.(z)~o (4.9)

2
exp <,u + U2> ~ exp(p) = mean(z) ~ e* (4.10)

Asi, la media y covarianza de PDF de in(0) = In([p E T] resultan, al extrapolar para
varias variables [17][19]:

In(mean(p))
p = |In(mean(E)) (4.11)
In(mean(T))
c.0v.%(p) cor c.0.v.(p) cov.(E) 0
3 = |cyp c.0v.(p) cov.(E) c.ov?(E) cer c.0v.(E) c.ov.(T) (4.12)
0 cgre.0v.(E)c.ov.(T) c.0v.}(T)

En la ecuacién 4.12, ¢, € [—1, 1] corresponde al coeficiente de correlacion de Pearson,
donde 0 es ausencia de correlaciéon, 1 es correlacién positiva total y -1 correlaciéon negativa
total entre a y b. En la figura 4.2 se muestra la relacién de Pearson para dos variables
numéricas, a modo de ejemplo. [18]
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Figura 4.2: Correlacién entre dos variables numéricas

Existen diversos algoritmos para modificar la complejidad, velocidad y precisién de la
generacion de muestras, tales como decaimiento exponencial, direcciéon isotrépica en 3D,
seno y coseno de angulo aleatorio en 2D, standard gaussiano, etc. El standard gaussiano
permite la generacion de muestras que sigan distribuciones normales o, en el caso de estudio,
lognormales en varias variables, eliminando problemas asociados a diferencias en 6rdenes de
magnitud. [17]

4.3. Standard gaussiano

La generacion de muestras mediante standard gaussiano toma, en su versién bdsica, una
distribucion gaussiana con media 0 y desviacion estandar 1, la cual es trabajada para cons-
truir el espacio muestral en el espacio fisico, distribuyéndose este segin In(@) ~ N(u,3)
(ecuacion 4.6). [17]

La PDF N(0, 1), al ser extrapolada para varias variables, entrega la distribucién de mues-

tras en espacio gaussiano, siendo v el nimero de variables, tres en el caso de estudio, 0,41
un vector de ceros e I, la matriz identidad [19]:

055 ~ N(Oypz1, Lpaw) (4.13)

El set de muestras en espacio fisico logaritmico se obtienen, correspondiendo C' a la des-
composicion de Cholesky (CCT = X) y en base a las ecuaciones 4.11 y 4.12, con [17]:

In(@) = p+ Coy, (4.14)

Finalmente, el espacio fisico es construido con 6 = exp(Iin(8)).
La variabilidad del método de Monte Carlo, con distribucion lognormal generada a partir
de espacio gaussiano, puede ser reducida mediante la generacion de muestras ubicadas mas

frecuentemente en la zona de importancia, método conocido como Monte Carlo Importance

Sampling (MCIS). [20]
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4.4. Monte Carlo Importance Sampling

En la figura 4.3 se muestra el concepto de importance sampling para escalares, en que
la salida G(z) de un modelo se maximiza en una entrada = de baja probabilidad p(x),
reduciendo la contribucién a la integral probabilistica, y por ende la eficiencia de MCd al
ser poco el aporte (ecuacién 4.4). Por este motivo, se introduce una distribucién ¢(x) para
generar las muestras, centrada en el maximo del integrando de MCd, G(z)p(z), reduciendo
la variabilidad en la salida al optimizar el posicionamiento muestral. Es necesario, para un
apropiado funcionamiento de MCIS, que las distribuciones p(z) y ¢(z) sean similares para
todo el dominio. [20]

i
Gp__,f \ p(x)
{HI} :?l'l. -I',h ;. “/,-/'F
———______y % _,.\-"'\\f;_..'_'#

X

Figura 4.3: Concepto de Importance Sampling
La generacién de muestras segin la distribucién objetivo en varias variables, p(0), se
logra en MCIS con la propuesta ¢(@), la cual es ponderada para cada muestra 6; segin

w(0;) = p(0;)/q(0;). Asi, la integral probabilistica a resolver, junto a su dlSCI"thZ&ClOIl para
resolucién numérica, es [20].

g= / G(0)p(6)do = / G(O)I(;Ez;q(e)de - / G(8)w(8)q(6)do (4.15)

Z_: (0;)w(b;) (4.16)

?r \

4.5. Modelo incierto

El andlisis paramétrico se efectia en las propiedades mecanicas del cable, densidad (p),
elasticidad (E) y tensién(T'), con coeficientes de variacién de 1% y 10 % en todas sus posibles
permutaciones, es decir:

1% 1% 1%]
1% 10% 1 %]
1% 1% 10 %]
1% 10% 10 %]
10% 1% 1%]
10% 10% 1 %]
10% 1% 10 %]
10% 10% 10 %]

c.0.v.(0) =

———— — — — — —
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Se considera nula correlacion entre las propiedades mecanicas del cable, por lo que la
distribucion lognormal In(0) ~ N(p,X) es definida con (ecuaciones 4.6, 4.11 y 4.12):

In(mean(p)) In(7850 kg/m?)
mean(E))| = [in(200 - 10° Pa)

p=|in(
In(mean(T)) In(100 - 10* N)
c.0.0.%(p) 0 0
Y= 0 c.0v.2(E) 0
0 0 c.ov.2(T)

Las muestras generadas en espacio gaussiano, 3000 en el caso de estudio, siguen la distri-
bucién Osy ~ N(0341, Is.3) (ecuacion 4.13). Para cada razén de masas y condicién de dafio
indicadas en el capitulo Identificacion de parametros relevantes, se localizan los maximos de
los integrando centro(0sg) - p(0sg) y ancho(Bsy) - p(Bsq), donde centro(Bsy) y ancho(Bs4) se
obtienen a partir de la exponencial de [n(0) (ecuacion 4.14).

El méximo de integrando indica el 6ptimo para ubicar la distribucién propuesta de MCIS,
siendo Oopt centro,sg Para €l centro y Ooptancho.sg Para el ancho. El punto de disefio en que se
centra la distribucién propuesta general ¢(6s4) de MCIS se define:

0 6)opt,cemf?"o,sg,l + eopt7ancho,sg

opt sg —
Pl sg 2

Asi, la probabilidad y distribuciéon propuesta general resultan:

esg ~ Q<Osg) = N(eopt 59 1.2. I3w3)

Las muestras en espacio gaussiano generadas con N (@pt s, 1.2 I3,3) son ponderadas en
w(6;) y multiplicadas por la salida determinista centro(@s4) o ancho(6sgy) (ecuacién 4.15),
segun corresponda. Las salidas obtenidas con MCIS lognormal standard gaussiano son uti-
lizadas para la construccién de los intervalos de confianza de 90 % que se muestran en las

figuras 4.4 a 4.19.

Se comienza presentando, en las figuras 4.4 a 4.11, las zonas de centro y ancho de band
gap en que se encuentran 90 % de los resultados cuando el cable se encuentra totalmente
operativo, para carga y desplazamiento controlado y para cada razén de masas, cambiando
en cada figura el vector de coeficientes de variacién de los pardmetros inciertos.
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Figura 4.5: I. de confianza en cable sin dano, c.0.v[p E T|=[1% 10% 1 %)]
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Figura 4.6: I. de confianza en cable sin dafo, c.0.v[p E T|=[1% 1% 10 %)]
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Figura 4.9: I. de confianza en cable sin dafio, c.0.v[p E T]=[10% 10% 1 %]
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Figura 4.10: I. de confianza en cable sin dafio, c.0.v[p E T|=[10% 1 % 10 %]
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Figura 4.11: 1. de confianza en cable sano, c.0.v[p E T|=[10% 10 % 10 %]

En las figuras 4.12 a 4.19 se presentan los intervalos de confianza de 90 % en condicién
de dano de todas las hebras externas, cambiando en cada figura el vector de coeficientes de
variacion de los parametros inciertos.
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Figura 4.12: 1. de confianza en cable danado, c.o.v[p E T|=[1% 1% 1%]
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Figura 4.13: 1. de confianza en cable dafiado, c.0.v[p E T|=[1% 10% 1 %)]
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Figura 4.14: 1. de confianza en cable dafiado, c.0.v[p E T|=[1% 1% 10 %]
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Figura 4.15: I. de confianza en cable dafiado, c.0.v[p E T]=[1% 10% 10 %]
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Figura 4.16: 1. de confianza en cable dafiado, c.0.v[p E T|=[10% 1% 1 %)]
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Figura 4.17: I. de confianza en cable dafiado, c.0.v[p E T]=[10% 10% 1 %]
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Figura 4.18: I. de confianza en cable dafiado, c.0.v[p E T]=[10% 1% 10 %]
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Figura 4.19: I. de confianza en cable dafiado, c.0.v[p E T|=[10% 10 % 10 %]

Al comparar los intervalos de confianza para el cable totalmente operativo (figuras 4.4 a
4.11) con sus correspondientes intervalos en el cable con todas sus hebras externas danadas,
se observa una similitud en los resultados que avala la baja dependencia del centro y ancho
de band gap respecto a la operatividad, tratada en el capitulo Identificacion de parimetros
relevantes.

Al estudiar cada figura por separado se observa que, tanto en control por carga como por
desplazamiento, el ancho de band gap es directamente proporcional a la razén entre la masa
de resonador y la de periodicidad. Se observa también que el centro de band gap se posiciona
en frecuencias superiores al subir la razén de masas. En base a la inherente constancia del
limite inferior de la zona de anulacion de vibracion en el modelo estudiado, el incremento de
frecuencia de la posiciéon central se justifica en el crecimiento del ancho, validando el compor-
tamiento descrito en el capitulo anterior. Para cada muestra [p ET] generada con MCIS se
obtiene una frecuencia natural distinta (ecuacion 2.24), por lo que resulta necesario indicar
que la constancia del limite inferior de band gap es solo una aproximacion.

Se tiene también que, en todos los graficos de ancho de band gap, un incremento en la
razén de masas, con el consecuente aumento de ancho nominal, genera mayor amplitud en el
intervalo de confianza, lo que representa una mayor dispersion de las salidas reales, alejandose
estas de la nominal. Por su parte, en figuras con alto coeficiente de variacién como fig. 4.11 o
fig. 4.19, se puede apreciar que la amplitud del intervalo de confianza de ubicacién central de
band gap es proporcional a la salida nominal, pero, al ser cercana a 1 la razén entre centro de
band con ratio 100 % y 5% (fin e inicio de las abscisas), la dispersién de la salida permanece
aproximadamente constante. En figuras con bajos coeficientes de variacién, como fig. 4.4 o
fig. 4.12, la dispersiéon sufre modificaciones casi nulas.
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En las figuras 4.4 y 4.12 se presentan los intervalos de confianza para el vector de coeficien-
tes de variacion [1 % 1% 1 %)]. Al incrementar la variabilidad del médulo de Young a 10 %, es
decir, utilizar un vector c.o0.v[p E T] = [1% 10% 1 %] (figuras 4.5 y 4.13, respectivamente),
los resultados son aproximadamente iguales. De la misma manera, las figuras 4.6 y 4.14, con
c.ovlp ET] = [1% 1% 10%)], son similares a las figuras 4.7 y 4.15, respectivamente. Se
deduce entonces que la elasticidad o médulo de Young no afecta la variabilidad de la salida en
gran medida, conclusién respaldada en el capitulo de descomposicion de varianza. Para llegar
a tal deduccién también es valida la comparacién de c.o.v[p E T| = [10% 1% 1%] (figuras
4.8 y 416) y c.ow[p E T] = [10% 10% 1 %] (figuras 4.9 y 4.17) o la de c.ow[p E T] =
[10% 1% 10%] (figuras 4.10 y 4.18) y c.o.v[p E T] = [10% 10% 10%] (figuras 4.11 y
4.19). La irrelevancia del efecto de la elasticidad sobre la dispersién de la salida se opone a
los resultados esperados, ya que su variacién provoca modificaciones en la rigidez equivalen-
te a flexion y en la tensiéon de cada hebra, como se describe en la seccion Descripcion del cable.

De forma andloga a la elasticidad, se analiza el efecto de incremento o reduccién de la
variabilidad de la densidad y tensién del cable.

La variabilidad de la densidad aumenta desde c.o.v[p E T] = [1% 1% 1%]| (figuras 4.4
y 4.12) hacia c.ow[p E T| = [10% 1% 1%)] (figuras 4.8 y 4.16), o bien de c.o.v[p E T] =
1% 1% 10%] a c.ow[p E T) = [10% 1% 10%]. En ambos casos es posible apreciar que
la incertidumbre en la densidad del material si afecta la variabilidad de la salida, lo que,
nuevamente, es respaldado en el capitulo siguiente.

Por otro lado, la variabilidad de la salida también es afectada por la incertidumbre en la
tensién, lo que se observa al comparar c.o0.v[p E T| = [1% 1% 10 %] (figuras 4.6 y 4.14) con
cov[p ET]=[1% 1% 1%)| (figuras 4.4 y 4.12), o bien c.o.v[p E T] = [10% 1% 10 %] con
cov[p ET|=[10% 1% 1%)] (figuras 4.8 y 4.16).

La cuantificacién del efecto de la incertidumbre de los parametros inciertos sobre la va-
riabilidad o varianza en la salida, centro y ancho de band gap, se presenta en el capitulo
Descomposicion de varianza.
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Capitulo 5

Descomposicion de varianza

5.1. Analisis de Sobol

La sensibilidad de la respuesta ante una entrada incierta puede ser estudiada con el ané-
lisis de descomposicion de varianza, en el que se plantea que la varianza total en la salida
es la suma de los aportes provenientes de los pardmetros y sus interacciones, utilizandose el
método de Sobol para cuantificar el aporte. [6]

La varianza total para la salida 7, con 7 = 1 para el centro e © = 2 para el ancho en el caso
de estudio, siendo g; el valor esperado para el i-ésimo output (ecuacion 4.3), estd dada por

6]:
Vi= [ GHO)(6) db ~ g (5.1)

Numéricamente, V; es obtenido como la varianza de las muestras generadas con Monte
Carlo.

El principio del anélisis de descomposicién de varianza de Sobol se describe matematica-
mente en la ecuacion 5.2, siendo V,, la varianza generada por parametros independientes de
primer orden 6, € ©,, (p, E, T en el caso de estudio) y V,,,,, la generada por la agrupacién
de variables independientes, esta ultima descrita en un vector 6,,, € ©,,, compuesto por 6,
y 0. La cantidad de variables independientes se representa como N. [6]

N N—-1 N
Vi = 2—:1‘/" + 2_:1 z_:l Vi =+ .. (5.2)

Las varianzas de primer y segundo orden se describen en las ecuaciones 5.3 y 5.4, donde
04 € ©; denota todos los pardmetros de 6 a excepcion de 6,,, mientras que O, € G, es
andlogo para los pardmetros de segundo orden. [6]

Vi =
Oy

[, GOwo18z] p0.)as, 53

V= [ [, GOwOa)tz] bbb~ Vi~ Vio -0 (5.)
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Los métodos numéricos que permiten la resolucion de las ecuaciones 5.3 y 5.4 son descritos
en detalle por .M. Sobol en Global sensitivity indices for nonlinear mathematical models and
their Monte Carlo estimates [21]

Los indices de Sobol S, y Sy, indican la razén entre la varianza generada por un parametro
y la varianza total de la salida, permitiéndose conocer qué entradas del modelo son mas
relevantes en andlisis posteriores. [6]

v
Sp == 5.5
v (5.5)

v
Spm = 2 5.6
v (5.6)

5.2. Sensibilidad del modelo

Al igual que en la propagacion de incertidumbre, la sensibilidad de la salida frente a
parametros inciertos se estudia en base a muestras generadas mediante MCIS, en las variantes
lognormal y standard gaussiano, replicando la iteracion descrita en la seccion Modelo incierto.
Nuevamente, el niimero de muestras en estudio es 3000 y los coeficientes de variacién ocupan
todas las permutaciones de 1% y 10 % para el grupo [p, E, T}, pero el vector de razones de
masa utilizadas se reduce debido al alto costo computacional de la iteracién:

ratio = [0.05 0.2 0.4 0.6 0.8 1]* - 100 %

Se puede considerar como irrelevante el efecto de la incertidumbre de los pardametros de
segundo orden sobre la varianza del modelo, ya que, para la cantidad de muestras utilizadas,
indices menores a 5 % no son confiables. [22]

En las figuras 5.1 a 5.8 se muestran los indices de Sobol de primer orden en gréaficos de
barra acumulativos para el cable con todas sus hebras operativas, aplicAndose control de
carga, mientras que en las figuras 5.9 a 5.16 se controla el desplazamiento.

Las figuras 5.8, 5.9, 5.10 y 5.12 presentan diferencias en el eje de ordenadas respecto a

las otras ilustraciones, debido a que la suma de indices de Sobol, numéricamente, resulta
ampliamente mayor a 1 para determinadas razones de masa.
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Figura 5.2: Sensibilidad en cable sin dafio, control de carga y
c.ov[p ET|=[1% 10% 1%)|
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Sensibilidad para centro y c.0.v.= [1% 1% 10%], sano y c. carga Sensibilidad para ancho y c.0.v.= [1% 1% 10%], sano y c. carga
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Figura 5.3: Sensibilidad en cable sin dafio, control de carga y
c.ov[p ET]=[1% 1% 10 %]
Sensibilidad para centro y c.0.v.= [1% 10% 10%], sano y c. carga Sensibilidad para ancho y c.0.v.=[1% 10% 10%], sano y c. carga
1f 1
0.8 0.8
)
=
0.6 ‘ 3 06
| Q
<
L
04 2 04
Z
02 02
5 20 BT 60 30 100 5 20 40 60 80 100
Razon entre masa de resonador y de periodicidad [%] Razon entre masa de resonador y de periodicidad [%)]

mmm Densidad
mm Elasticidad
1 Tension

Figura 5.4: Sensibilidad en cable sin dafio, control de carga y
c.ov[p E T|=[1% 10% 10 %)
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Sensibilidad para centro y c.0.v.= [10% 1% 1%], sano y c. carga Sensibilidad para ancho y c.0.v.= [10% 1% 1%], sano y c. carga
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Figura 5.5: Sensibilidad en cable sin dafio, control de carga y
c.ov[p ET]=[10% 1% 1%]
Sensibilidad para centro y c.0.v.= [10% 10% 1%], sano y c. carga Sensibilidad para ancho y c.0.v.=[10% 10% 1%], sano y c. carga
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Figura 5.6: Sensibilidad en cable sin dafio, control de carga y
c.ov[p E T|=[10% 10% 1 %)
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Sensibilidad para centro y c.0.v.= [10% 1% 10%], sano y c. carga Sensibilidad para ancho y c.0.v.= [10% 1% 10%], sano y c. carga
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Figura 5.7: Sensibilidad en cable sin dafio, control de carga y
c.o.v[p E T|=[10% 1% 10 %]
Sensibilidad para centro y c.0.v.= [10% 10% 10%], sano y c. carga Sensibilidad para ancho y c.0.v.=[10% 10% 10%], sano y c. carga
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Figura 5.8: Sensibilidad en cable sin dafio, control de carga y
c.o.v[p E T|=[10% 10 % 10 %)
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Figura 5.9: Sensibilidad en cable sin dafio, control de desplazamiento y
c.ov[pET=1% 1% 1%]

Sensibilidad para centro y c.0.v.= [1% 10% 1%], sano y c. desp.
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Sensibilidad para ancho y c.0.v.= [1% 10% 1%], sano y c. desp.
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Figura 5.10: Sensibilidad en cable sin dano, control de desplazamiento y
c.ov[p ET|=[1% 10% 1%)|
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Sensibilidad para centro y c.0.v.= [1% 1% 10%], sano y c. desp. Sensibilidad para ancho y c.0.v.= [1% 1% 10%], sano y c. desp.
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Figura 5.11: Sensibilidad en cable sin dano, control de desplazamiento y
c.ov[p ET]=[1% 1% 10 %]
Sensibilidad para centro y c.0.v.= [1% 10% 10%], sano y c. desp. Sensibilidad para ancho y c.0.v.=[1% 10% 10%], sano y c. desp.
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Figura 5.12: Sensibilidad en cable sin dano, control de desplazamiento y
c.ov[p E T|=[1% 10% 10 %)
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Sensibilidad para centro y c.0.v.= [10% 1% 1%], sano y c. desp. Sensibilidad para ancho y c.0.v.= [10% 1% 1%], sano y c. desp.
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Figura 5.13: Sensibilidad en cable sin dano, control de desplazamiento y
c.ov[p ET]=[10% 1% 1%]
Sensibilidad para centro y c.0.v.= [10% 10% 1%], sano y c. desp. Sensibilidad para ancho y c.0.v.=[10% 10% 1%], sano y c. desp.
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Figura 5.14: Sensibilidad en cable sin dano, control de desplazamiento y
c.ov[p E T|=[10% 10% 1 %)
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Sensibilidad para centro y c.0.v.= [10% 1% 10%], sano y c. desp. Sensibilidad para ancho y c.0.v.= [10% 1% 10%], sano y c. desp.
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Figura 5.15: Sensibilidad en cable sin dano, control de desplazamiento y
c.o.v[p E T|=[10% 1% 10 %]
Sensibilidad para centro y c.0.v.= [10% 10% 10%], sano y c. desp. Sensibilidad para ancho y c.0.v.=[10% 10% 10%], sano y c. desp.
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Figura 5.16: Sensibilidad en cable sin dano, control de desplazamiento y

c.o.v[p E T|=[10% 10 % 10 %)

En las figuras 5.17 a 5.32 se muestra la descomposicion de varianza para el cable con dano
en todas las hebras externas, aplicindose control por carga en las figuras 5.17 a 5.24 y control
por desplazamiento en las figuras 5.25 a 5.32.
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Sensibilidad para centro y c.0.v.= [1% 1% 1%], daiio y c. carga Sensibilidad para ancho y c.0.v.= [1% 1% 1%], daiio y c. carga
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Figura 5.17: Sensibilidad en cable danado, control de carga y
c.ov[pET=1% 1% 1%]
Sensibilidad para centro y c.0.v.= [1% 10% 1%], daiio y c. carga Sensibilidad para ancho y c.0.v.= [1% 10% 1%], dafio y c. carga
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Figura 5.18: Sensibilidad en cable danado, control de carga y
c.ov[p ET|=[1% 10% 1%)|
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Sensibilidad para centro y c.0.v.= [1% 1% 10%], daiio y c. carga Sensibilidad para ancho y c.0.v.= [1% 1% 10%], daiio y c. carga
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Figura 5.19: Sensibilidad en cable danado, control de carga y
c.ov[p ET]=[1% 1% 10 %]
Sensibilidad para centro y c.0.v.= [1% 10% 10%], daiio y c. carga Sensibilidad para ancho y c.0.v.=[1% 10% 10%], dafio y c. carga
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Figura 5.20: Sensibilidad en cable danado, control de carga y
c.ov[p E T|=[1% 10% 10 %)
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Sensibilidad para centro y c.0.v.= [10% 1% 1%], daiio y c. carga Sensibilidad para ancho y c.0.v.= [10% 1% 1%], daiio y c. carga
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Figura 5.21: Sensibilidad en cable danado, control de carga y
c.ov[p ET]=[10% 1% 1%]
Sensibilidad para centro y c.0.v.= [10% 10% 1%], dafio y c. carga Sensibilidad para ancho y c.0.v.=[10% 10% 1%], dafio y c. carga
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Figura 5.22: Sensibilidad en cable danado, control de carga y
c.ov[p E T|=[10% 10% 1 %)
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Sensibilidad para centro y c.0.v.= [10% 1% 10%], daiio y c. carga Sensibilidad para ancho y c.0.v.= [10% 1% 10%], daiio y c. carga
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Figura 5.23: Sensibilidad en cable danado, control de carga y
c.o.v[p E T)|=[10% 1% 10 %]
Sensibilidad para centro y c.0.v.= [10% 10% 10%], dafio y c. carga Sensibilidad para ancho y c.0.v.= [10% 10% 10%], dafio y c. carga
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Figura 5.24: Sensibilidad en cable danado, control de carga y
c.o.v[p E T|=[10% 10 % 10 %)
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Figura 5.25: Sensibilidad en cable danado, control de desplazamiento y
c.ov[pET=1% 1% 1%]

Sensibilidad para centro y c.0.v.= [1% 10% 1%], dafio y c. desp.
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Sensibilidad para ancho y c.0.v.= [1% 10% 1%], daiio y c. desp.
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Figura 5.26: Sensibilidad en cable danado, control de desplazamiento y
c.ov[p ET|=[1% 10% 1%)|
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Sensibilidad para centro y c.0.v.= [1% 1% 10%], daiio y c. desp. Sensibilidad para ancho y c.0.v.= [1% 1% 10%], daiio y c. desp.

17 10
0.8 0.8
]
£
0.6 3 06
Q
=}
Q
0.4 S 04
=
K=
02 02
5 20 40 60 80 100 5 20 T %0 80 100
Razon entre masa de resonador y de periodicidad [%] Razon entre masa de resonador y de periodicidad [%]
mmm Densidad
= Elasticidad
1 Tensioén
Figura 5.27: Sensibilidad en cable danado, control de desplazamiento y
c.ov[p ET]=[1% 1% 10 %]
Sensibilidad para centro y c.0.v.= [1% 10% 10%], daiio y c. desp. Sensibilidad para ancho y c.0.v.=[1% 10% 10%], dafio y c. desp.
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Figura 5.28: Sensibilidad en cable danado, control de desplazamiento y
c.ov[p E T|=[1% 10% 10 %)
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Sensibilidad para centro y c.0.v.= [10% 1% 1%], daiio y c. desp. Sensibilidad para ancho y c.0.v.= [10% 1% 1%], daiio y c. desp.
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Figura 5.29: Sensibilidad en cable danado, control de desplazamiento y
c.ov[p ET]=[10% 1% 1%]
Sensibilidad para centro y c.0.v.= [10% 10% 1%], daiio y c. desp. Sensibilidad para ancho y c.0.v.=[10% 10% 1%], dafio y c. desp.
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Figura 5.30: Sensibilidad en cable danado, control de desplazamiento y
c.ov[p E T|=[10% 10% 1 %)
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Sensibilidad para centro y c.0.v.= [10% 1% 10%], daiio y c. desp. Sensibilidad para ancho y c.0.v.= [10% 1% 10%], daiio y c. desp.
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Figura 5.31: Sensibilidad en cable danado, control de desplazamiento y
c.ov[p E T]=[10% 1% 10 %]
Sensibilidad para centro y c.0.v.= [10% 10% 10%], daiio y c. desp. Sensibilidad para ancho y c.0.v.= [10% 10% 10%], dafio y c. desp.
1 1
038 0.8
) )
3 =
3 o6 3 06
o Q
° °
(o) o
2 04 2 04
2 2
02 0.2
5 20 40 60 80 100 5 20 40 60 80 100
Razon entre masa de resonador y de periodicidad [%] Razon entre masa de resonador y de periodicidad [%]

mmm Densidad
mm Elasticidad
1 Tension

Figura 5.32: Sensibilidad en cable danado, control de desplazamiento y
c.o.v[p E T|=[10% 10 % 10 %)

Las figuras 5.1, 5.9, 5.17 y 5.25 presentan los resultados del analisis de sensibilidad ante
c.ov(p, E, T =[1% 1% 1%), mientras que en las figuras 5.8, 5.16, 5.24 y 5.32 se estudia
el efecto de c.o.v[p, E, T| = [10% 10% 10%). En todas estas figuras se observa un com-
portamiento similar, una dominancia de los indices de Sobol de la densidad del cable frente
a los demas, ante igualdad de incertidumbre en los parametros.

La densidad del cable influye directamente sobre la masa de periodicidad, que a su vez
condiciona a la masa del resonador, cambiando el centro y ancho de band gap. Por el motivo
anterior, la densidad se convierte en el parametro mas influyente en la incertidumbre de la
salida, seguido por la tensién, quedando la elasticidad en ultimo plano.

Debido al casi nulo efecto de la elasticidad incierta sobre la varianza de la salida, mo-
dificaciones en su coeficiente de variacion individual entre 1% y 10 % muestran no afectar
la descomposicion de varianza. Ejemplos de este comportamiento se tienen al comparar la
figura 5.1 con la 5.2, o la 5.3 con la 5.4, y asi sucesivamente.
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Cuando el coeficiente de variacion de la tensién es mayor al de la densidad, 10% y 1%
respectivamente, se obtiene que gran parte de la dispersién en el posicionamiento de band
gap esta determinada por la tensiéon, indicando que la dominancia de la densidad no es ab-
soluta. Es el caso de las figuras 5.3, 5.11, 5.19 y 5.27 y sus equivalentes con incertidumbre
de elasticidad mayor. En el caso contrario, cuando el coeficiente de variacion de la tension es
1% y el de la densidad 10 %, resulta despreciable el efecto de la elasticidad y tensién sobre
la dispersién de la salida (figuras 5.5, 5.13, 5.21, 5.29 y sus correspondientes al cambiar la
incertidumbre en la elasticidad).

Cuando el cable se encuentra sin dano en sus hebras, tedrica y analiticamente, los resul-
tados de control de carga y control de desplazamiento son iguales. En la descomposicion de
varianza numérica, por el contrario, las salidas de los dos métodos de control no coinciden a
la perfeccion (figuras 5.1 y 5.9 por ejemplo, 0 5.2 y 5.11), pero se justifica el error en la baja
cantidad de muestras.

En base a los resultados de los capitulos Propagacion de incertidumbre y Descomposicion
de varianza se deduce que los set de figuras 5.1 a 5.8, 5.9 a 5.16, 5.17 a 5.24 y 5.25 a 5.32, y
sus semejantes en el capitulo anterior, se encuentran correctamente ordenados (en modo de
creciente dispersion de la salida).

En el capitulo siguiente se valida el modelo, otorgando fiabilidad al anélisis de descompo-
sicion de la varianza y propagacion de incertidumbre ejecutados.
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Capitulo 6

Validacion del modelo

El modelo es validado mediante la comparacion con un cable finito sujeto a fuerza armo-
nica, en que la zona de band gap es obtenida analiticamente como la minimizadora de la
funcién de transferencia, descrita en la siguiente seccién.

Se incluye en la seccién Imprecision del estimador la variabilidad del analisis numérico,
cuantificado mediante el coeficiente de variacién del estimador.

6.1. Funcién de transferencia

Ante una vibracién sinusoidal, el comportamiento de un punto dado puede ser descrito
en base al desplazamiento respecto a la posicién de equilibrio z, siendo x, la magnitud de la
oscilacién, w la frecuencia en rad/s y t el tiempo [23]:

r = 10 (6.1)

La velocidad & y aceleracion i asociadas al desplazamiento de la ecuacion 6.1 son:

T = iwzy ™! (6.2)

i = —wry e (6.3)

En la figura 6.1 se muestra desplazamiento, velocidad y aceleraciéon en funcién del tiempo,
con sus respectivas amplitudes, para un punto sometido a movimiento arménico simple.
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Figura 6.1: Desplazamiento, velocidad y aceleracién en oscilacién sinusoidal

Un sistema de un tnico grado de libertad (gdl), con amortiguamiento ¢, rigidez k y masa
m, sometido a fuerza externa f, cuenta con el diagrama de cuerpo libre (DCL) presentado en
la figura 6.2, expresandose mateméticamente la relacion entre sus parametros en la ecuacion
de movimiento (6.4).

f mX
kx EX

Figura 6.2: DCL de 1 gdl en oscilacién ante aplicacién de fuerza

mi + ct + kx = f (6.4)

Para que la respuesta (x, &, i) sea armdmica, la excitacion f también debe serlo [23], por
lo que, al reemplazar las ecuaciones 6.1 a 6.3 en la ecuacién de movimiento, se obtiene:

(—mw?xg + ciwzy + kxg) et = fy e (6.5)
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El cociente entre la magnitud de respuesta y excitacion que la genera es conocida como
funciéon de respuesta en frecuencia (FRF). La FRF que asocia el desplazamiento con la
fuerza externa aplicada es conocida como funcién de transferencia, recepciéon o admitancia.
Las frecuencias naturales del sistema generan peaks en la admitancia, es decir, maximizan la
amplitud, mientras que las zonas de band gap la minimizan. En el sistema de un gdl, la funcién
de transferencia se expresa en la ecuacién 6.6, donde el comportamiento del denominador
condiciona los méximos y minimos de la FRF. [23]

Zo 1

20 _ 6.6
fo —mw?+ciw+k (6:6)

Cuando un sistema en ausencia de amortiguamiento cuenta con multiples grados de liber-
tad, las respuestas x, @, @ pueden ser expresadas vectorialmente extrapolando las ecuaciones
6.1 a 6.3 para varias variables [23]:

T T
x = |T2| = |T2| ¥ =7 ™! (6.7)
T = iwE e (6.8)
& = —wE et (6.9)

La ecuacion de movimiento del sistema de multiples grados de libertad, en ausencia de
amortiguamiento, se expresa en base a sus matrices de masa M y rigidez K [23]:

Mi+ Kz =f (6.10)

Al igual que las respuestas, la fuerza externa se puede expresar vectorialmente. Se incluye
para la representacién el vector r de posicionamiento de la excitacion, con valor 1 si la fuerza
se aplica sobre el nodo y 0 en el caso contrario. En el modelo de cable con resonadores, aunque
la fuerza es aplicada en cada nodo, el efecto es considerado solo en los gdl transversales del
propio elemento estructural, asignandose r; = 0 a los gdl de desplazamiento transversal de
los resonadores y rotacional de la viga no lineal.

i fi Tlﬂ
f=|r2f2| = |2 [2| et =1 f (6.11)

Asi, la ecuacion 6.5 se extrapola al sistema de varias variables como:

(—-Mw’Z + Kz) ' = rf (6.12)
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El vector de funciones de transferencia, con informaciéon para los tres grados de libertad
de todos los nodos del sistema, se obtiene segtn:

|

6.2. Funcion de transferencia del modelo

] = (-Muw*+ K) 'r (6.13)

| 8

Tanto el modelo nominal como el incierto utilizan la division del cable en periodicidades,
contando cada una con un set de elementos y nodos, asignandose solo un resonador por perio-
dicidad. Al contrario, en la validacion no se utiliza la division en periodicidades, explicandose
el procedimiento a continuacién.

Es claro que el nuevo cable (propuesto) debe poseer las mismas propiedades fisicas que el
utilizado anteriormente (objetivo), por lo que la longitud total se expresa:

L' =L =372 [m]

Para la simulacion, el largo L’ se divide en elementos unidos por nodos, sin describir
comportamiento periddico. Se espera que cada elemento de la propuesta se comporte como
una periodicidad del objetivo, por lo que se utiliza:

h' = lLomina = 1.7014

Se deben unir 22 elementos para alcanzar la longitud total del cable. Se permite entonces
la igualdad de frecuencias naturales del cable propuesto y objetivo en ausencia de resonadores.

En el cable propuesto se incluye un resonador por periodicidad, respetandose asi el distan-
ciamiento del conjunto de masa-resortes. Por su parte, dado que se busca validar inicamente
el modelo nominal mediante FRF, la masa de un resonador se iguala a la del elemento para
emular la razén de masas ratio = 1, obteniéndose:

m!. = 1.8357 [K ]

Al igual que en el modelo nominal, el cable propuesto para la validacién se encuentra to-
talmente operativo, obteniéndose con control por carga y desplazamiento iguales resultados,
permitiéndose la construccién de las matrices de masa y rigidez globales (M(, K¢), que
representan la totalidad del cable, a partir de las ecuaciones 2.29 y 2.31.

La imposicion de condiciones de borde sobre las matrices globales de masa y rigidez se logra
fijando los grados de libertad del primer y tltimo nodo, simulando el empotramiento. A modo
de ejemplo se restringe la matriz de masa global de un cable de dos elementos (eliminando
las filas y columnas de las casillas tachadas), para luego generalizar a (nodos — 1) elementos,
usandose nodos = 23 en el cable propuesto. La validez de tal método de imposicion de
condiciones de borde viene dada por el modelamiento con elementos tipo viga.
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(156 2207 54 =13 1] 1] ] g
M 13 =3 ¢ 1] 1) 1] g
312 0 M =Bh 0 0 ]
/ 8h'  13W =3 1] 0 1)
M _ pih sym 156 =22f" 0 0 0
0 2 elem 420 M ﬂ ﬁ ﬂ
42polh/T 420g / g
A
420 mk
L ph! 4

La matriz de masa global con imposiciéon de condiciones de borde del cable validador se
obtiene restringiendo, siendo analogo para la rigidez, segin:

M(', _ [Mén M(uz]

Mg My
Donde:

M1 = M[ (3 :2nodos — 2, 3 : 2nodos — 2)

M1 = M (3 : 2nodos — 2, 2nodos + 2 : 3nodos — 1)
Mo = M (2nodos + 2 : 3nodos — 1, 3 : 2nodos — 2)

Moo = M (2nodos + 2 : 3nodos — 1, 2nodos + 2 : 3nodos — 1)

Las matrices de masa y rigidez con imposicién de condiciones de borde, M y KJ, se utili-
zan directamente para la resolucion de la ecuacion 6.13, entregando el vector de funciones de
transferencia para una frecuencia w determinada. El vector de posicionamiento de excitacion
para el problema posee dos tramos, el primero de largo 2(nodos — 2) para el propio cable
empotrado y el segundo de largo (nodos — 2) para los resonadores, siguiendo la estructura:

r=[10---10 0--- 0]

Arbitrariamente, se elige el primer gdl del nodo 7 para la validacion, presentada grafica-
mente en la figura 6.3.
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Funcion de respuesta en frecuencia para nodo 7
10F T \ T T T T T T

107 [ E
107°F I i E

107 E

1079 — i|il —

Funcién de transferencia [m/N]

10°F | 1

107F E

. I \ I I | L ! !
107 1 2 3 4 6 7 8 9 10

Frecuencia de excitacion [Hz

Figura 6.3: Localizacién de band gap nominal mediante FRF

En la figura 6.3 se muestra la zona en que se minimiza la funcién de transferencia del
sistema, es decir, la ubicacion del band gap. El modelo nominal presenta la anulacién entre
4.0796 [Hz] y 6.6114 [Hz], mientras que el propuesto para validacién presenta band gap entre
3.7[Hz] y 6[Hz], aproximadamente.

El posicionamiento de band gap en la figura 6.3 cambia segtn el criterio con que se
elige el tramo que minimiza la FRF, justificAndose asi la diferencia entre el modelo objetivo
y propuesto para la validacién. De esta manera, el modelo de cable periddico con que se
trabajé en la extension de la memoria es verificado.

6.3. Imprecision del estimador

Con el fin de cuantificar la imprecision del método de Monte Carlo modificado empleado
en la generacion y evaluacién de muestras, se utiliza el coeficiente de variacién del estimador
(ecuacion 4.5).

Es claro que la mayor variabilidad en el posicionamiento de band gap es causada por
c.ovlp, E, T| =[10% 10% 10 %], por lo que solo se analiza este caso.

Para cada razon de masas del vector ratio descrito en el capitulo Identificacion de pard-
metros relevantes, se evalian los coeficientes de variacion de centro y ancho de band gap para
0 y 6 hebras danadas, tanto en control por carga como por desplazamiento, obteniéndose 11

sets de 8 c.o.v. El maximo entre los 8 coeficientes para cada razén de masas se muestra en la
figura 6.4.
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Maximos coeficientes de variacion
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0211 7

0.2051 7

0.2
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Razon entre masa de resonador y de periodicidad [%o]

Figura 6.4: Maximos c.0.v. del estimador

Se muestra en la figura 6.4 que, en toda generacion y evaluacion de muestras, el coefi-
ciente de variacién de la salida no supera 0.25 %, otorgando alta credibilidad a la estimacion
numérica de salidas reales. La validez de este analisis se describe en la seccion Monte Carlo
directo, del capitulo Propagacion de incertidumbre.
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Capitulo 7

Conclusién y trabajos futuros

En la memoria presentada se consigue estudiar el efecto de inclusion de resonadores pe-
riodicos en distintas configuraciones sobre un cable tenso, emulando el tltimo condiciones
realistas de operacion. Las mencionadas condiciones realistas de operacién corresponden a
numero de hebras, angulo de la hélice, largo total del cable, incertidumbre en las propiedades
mecanicas, etc., siendo las propiedades mecéanicas inciertas densidad, elasticidad y tension.

En la secciéon Modelo nominal del capitulo Obtencion de band gap se caracteriza el cable
tenso en condicién de total operatividad, hallandose la zona de anulacion de vibraciones en
igual intervalo tanto en control por carga como por desplazamiento, razén por la que solo se
representa uno.

Posteriormente, en el capitulo Identificacion de parametros relevantes, el diseno del conjun-
to de resonadores es modificado en distanciamiento y razén de masa. Los resultados indican
que la distancia entre los resonadores, al ser constante la masa total acumulada por el set,
no influye en el comportamiento del band gap.

Por el contrario, en el mismo capitulo se muestra que, ante razéon de masa constante,
cambios en la densidad del cable modifican la masa del conjunto adherido, con lo que la zona
de anulacién se ve alterada por el incremento o decremento de ancho.

Hasta este punto se han completado los dos primeros objetivos especificos, implementacién
de un caso de estudio en condiciones realistas de operacién e inclusion de resonadores perio-
dicos con multiple distanciamiento, obteniendo, adicionalmente, una baja influencia del tipo
de control en que opera el cable sobre el comportamiento de band gap y una concordancia
con resultados analiticos.

En conocimiento de la alta influencia de la razéon de masas sobre el comportamiento de
band gap, se construye el vector ratio y se propaga la incertidumbre en las propiedades
mecanicas del cable para cada componente del vector, dando cumplimiento al tercer objetivo
de la memoria mediante la construccién de intervalos de confianza de 90 %, en el capitulo
Propagacion de incertidumbre.
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La construccion de intervalos de confianza entrega como principal resultado una propor-
cionalidad directa entre el ancho de band gap y la razén entre masa de resonador y de
periodicidad, siendo también la dispersion del ancho directamente proporcional a la razén de
masas. De este modo, resulta conveniente utilizar alta masa en los resonadores, con el obje-
tivo de anular una mayor zona de frecuencias. Una opcién conservadora es hacer coincidir el
ancho de band gap requerido con el minimo en el intervalo de confianza, para una razon de
masas lo suficientemente alta.

Por otro lado, la dispersion del centro de band gap no se ve fuertemente influenciada por
la razén de masas, por lo que resulta conveniente igualarlo a la frecuencia natural del cable.

En la memoria se utiliz6 la igualdad (aproximada) entre la frecuencia natural del cable y la
del resonador. La dispersion del centro de band gap no se ve fuertemente influenciada por la
razén de masas, por lo que resulta conveniente disenar los resonadores con frecuencia natural
ancho/2 menor a la del cable. La operatividad del cable puede ser omitida en el diseno, de
acuerdo a los resultados descritos en la seccién Modelo incierto, pero se sugiere incluirla en
el analisis previo a construcciéon debido a la influencia mostrada en las figuras 3.3 y 3.4.

La dispersién mostrada en los intervalos de confianza depende de la variabilidad en la
densidad, elasticidad y tensién, cumpliéndose el tercer objetivo al ejecutar un analisis de
sensibilidad en el capitulo Descomposicion de varianza.

La descomposicion con el método de Sobol muestra que la densidad del cable, que influye
indirectamente en la masa del conjunto resonador, es el parametro de mayor influencia sobre
la salida, seguida de la tensién, mientras la elasticidad presenta un efecto despreciable con-
trario a lo esperado. Debido a la dificultad de reducir la variabilidad asociada a la densidad,
se recomienda incrementar el ancho de band gap (subir razén de masa) y centrarlo en la
frecuencia natural del cable, como se describe anteriormente.

El quinto objetivo se cumple en la validacion. En el modelo de periodicidades se utiliza
el largo total inicamente para el calculo de frecuencia natural del cable, estudiandose como
infinito para la simulacién. La comparacion de band gap obtenido con infinitas periodicida-
des y con elementos finitos analizados, en funcién de respuesta en frecuencia de admitancia,
valida el modelo al ser lo suficientemente cercanos los valores.

El modelo periddico, una vez verificado, ratifica los resultados, con lo que la memoria
aporta al estudio de band gaps de Bragg sobre cables de forma efectiva. Se proporciona un
analisis realista del sistema, donde existen variables con incerteza asociada, ademas de con-
siderar, mediante la operatividad, la presencia de factores externos o propia fatiga.

En esta memoria se impusieron tres consideraciones sobre la operatividad de las hebras,
discretizacion del dano, simetria y ruptura de inicamente hebras externas. La discretizacion
entrega un factor de seguridad, pero su eliminacion permite reducir costos en la operacion
del cable, por lo que es opcional la inclusion en estudios posteriores. La ruptura de hebras
externas es un evento de alta probabilidad, pero resulta conveniente incluir en estudios futuros
la ruptura del nicleo. Por ultimo, la consideracion de dafio asimétrico es totalmente necesaria
en una siguiente memoria, debido a la alta probabilidad de ocurrencia de la ruptura no ideal.
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