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ESTUDIO DE ESCALABILIDAD EN RETICULADOS PERIODICOS

El siguiente trabajo tiene por objetivo identificar el comportamiento de band gap en es-
tructuras periédicas macroscopicas para diferentes escalas. Estas estructuras peridédicas seran
llamados reticulados periédicos y se trabajaran con dos tipos distintos, por una parte tene-
mos los enrejados (truss) compuestos por barras y por otro tenemos a los marcos (frames)
constituidos por vigas.

Para modelar los reticulados periodicos se introdujo la teoria de estructuras periddicas,
la cual nos permite imponer la condicién de borde de periodicidad en el espacio. Estos re-
ticulados periédicos presentan propiedades que dependen de su configuraciéon geométrica, la
que serd de gran interés para este trabajo consiste en la capacidad de estos materiales de
generar un rango de frecuencia de aislacion de vibraciones, denominado band gap, el cual
sera estudiado en este trabajo para reticulados de distintas dimensiones.

Para estudiar lo que ocurre al escalar reticulados periddicos se eligen 4 casos para enreja-
dos y marcos, estos variaran en su nimero de celdas basicas por eje definido como n.., que son
las estructuras minimas de las cuales estan conformados los reticulados periddicos. A partir
de estos casos se lleva a cabo una optimizacion estructural para maximizar el band gap. La
formulacién del problema de optimizacion consiste en elegir dos bandas del diagrama de ban-
das y maximizar la separacion entre estas. Para esto, las variables de decision elegidas son la
seccion transversal de cada elemento y su respectivo material. Los materiales empleados por
su alto contraste son el tungsteno y el aluminio.

Como resultados, se logra optimizar exitosamente el reticulado de tipo enrejado y marco,
obteniéndose de estos un band gap maximo para cada valor de n.. Una vez optimizados los
reticulados, se llevo a cabo el estudio de escalamiento de su estructura. Para esto se intro-
duce la constante de escalamiento alpha () que seréd la relaciéon entre el largo de la celda
basica con respecto al diametro de la seccién transversal de la barra o viga, que tendra el ob-
jetivo de mantener la proporcion entre estas dos variables mientras la estructura se amplifica.

El trabajo concluye que hay una relacién de escalamiento para las estructuras reticuladas
de tipo enrejado y marco, que sera la relacion entre la frecuencia a la cual esta sintonizado el
band gap con respecto al largo en escala logaritmica. Esta relacion serd idéntica en enrejados
y marcos. Ademads se encuentra que el rango normalizado del band gap para estructuras
reticuladas con n. igual o mayor a 6 son iguales para los distintos casos entre enrejados, y
lo mismo sucede con los marcos, aiin cuando el nimero de celdas basicas aumenta. Se tiene
finalmente que se pueden disenar distintas estructuras que son capaces de aislar una misma
frecuencia en funciéon del nimero de celdas bésicas y el largo de esta.
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Capitulo 1

Introduccion

Las vibraciones cuando superan ciertos limites, pueden traer consigo consecuencias nega-
tivas, tanto en el personal de trabajo, como también en maquinas e instalaciones, como por
ejemplo, ruidos molestos y problemas de seguridad. Las vibraciones pueden afectar la calidad
del producto o servicio y provocar que la maquina consuma demasiada energia.

La forma mas eficaz de reducir la vibracién no deseada es detener o modificar la causa
de la vibracion. Cuando esto no es posible, es necesario un material que sea capaz de ais-
lar las vibraciones. Un material que es capaz de lograr esto, es el reticulado periddico. Se
consideraran los reticulados periddicos como estructuras periédicas que pueden ser creadas
artificialmente, y que pueden poseer propiedades especiales que resultan de su diseno geomé-
trico. Estos materiales pueden ser disenados especialmente para controlar la propagacion de
ondas mecanicas y de esta manera suprimir vibraciones, ya que estos materiales poseen un
rango de frecuencias en la cual no existe propagaciéon de estas.

Estos materiales modernos con estructuras complejas muestran una mayor eficiencia es-
tructural en comparaciéon con los materiales tradicionales. En particular, las estructuras pe-
riddicas muestran un gran potencial para aplicarse en aplicaciones ligeras debido a su gran
resistencia/rigidez en relacién a la masa. Ademas de ligeros, estos materiales pueden exhibir
increibles propiedades de aislamiento de vibraciones conocidos como band gap [1], haciéndo-
los atractivos en aplicaciones de bajo peso, como el disefio de aeronaves [2].

Estudiar que sucede con estos materiales al aumentar sus tamafos podria ser de gran
utilidad a la aislacion de vibraciones que se presentan en diferentes rangos de frecuencia. Se
pueden encontrar estructuras capaces de aislar vibraciones en funcién del largo de su celda
basica, y mas aun encontrar una relacion de escalabilidad que nos permita relacionar el band
gap con el tamano del reticulado.

En este trabajo se vera el resultado del estudio de escalabilidad en reticulados con estruc-
turas optimizadas, de tal forma que estas generan un band gap maximo entre ciertas bandas
de frecuencia. Es de gran interés poder encontrar el tamano de distintos reticulados para
diferentes rangos de frecuencias que se quieran aislar.



1.1. Motivacion

La motivacién de este trabajo yace en poder generar estructuras capaces de aportar a la
aislacion de vibraciones. También estudiar el comportamiento de estas estructuras cuando
son escaladas, con tal de poder analizar el aporte que podria significar una relacion que
vincule el band gap con el tamano del reticulado.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Identificar el comportamiento de band gap en estructuras periédicas macroscépicas para
diferentes escalas.

1.2.2. Objetivos especificos
1. Obtener diagrama de bandas para estructuras bidimensionales con elementos tipo barra.

2. Realizar estudio de escalabilidad en el problema de estructuras bidimensionales con
elementos tipo barra.

3. Obtener diagrama de bandas en el problema de estructuras bidimensionales con elemen-
tos tipo viga.

4. Realizar estudio de escalabilidad en el problema de estructuras bidimensionales con
elementos tipo viga.

5. Identificar la relaciéon de las estructuras bidimensionales respecto a la escala. Encontrar
una relacion de escalamiento.

1.3. Alcances

- El Trabajo de Titulo constara solamente de calculos numéricos, dejando de lado lo
experimental, por lo tanto todo lo que tiene que ver con la confeccion de la estructura
no se llevard a cabo.

- Se analizaran estructuras cuadradas con un patrén de barras cruzadas en su interior.

- Se consideraran estructuras bidimensionales formadas por barras (truss) o vigas (frames)
de seccién circular.

- Se consideraran como variables de decision dos materiales y dos secciones transversales
para cada elemento tipo barra o viga, como limitantes para el disefio del reticulado.



Capitulo 2

Antecedentes generales

A continuacion se presentara la teoria necesaria para entender el trabajo a cabalidad.
En primer lugar se verd lo que es un band gap fonodnico, el cual es muy importante de
entender para este trabajo. Seguido de esto se verd qué es un cristal fononico y la teoria de
estructuras periodicas, con la cual se impondra la condiciéon de borde de periodicidad en el
espacio. Finalmente se introduce lo que es la optimizacién topoldgica, la cual nos permitira
maximizar el band gap en funcién de la estructura del reticulado. Las secciones 2.1-2.3 y
2.5 estan basadas en lo expuesto el trabajo de Quinteros et al. [3] . Se puede encontrar
informacion sobre el método de elementos finitos utilizado para enrejados y marcos planos
en la seccion de Anexo A.

2.1. Band gap fonénico

El band gap fonénico en materiales periddicos consiste en un rango de frecuencias en los
cuales son suprimidas las ondas mecanicas. Estos materiales periédicos son conocidos como
cristales fonénicos [4, 5] o simplemente como materiales con band gap fonénicos [6]. Estos
materiales para poder estar definidos necesitan de un vector de ondas k, el cual entrega la
informacién de la repeticién de la onda (forma de la celda y la simetria que esta posee). Se
puede graficar a partir de una celda unitaria las bandas de frecuencia en funcién del vector

de onda k.



1.2 1.2

[

R T, - ~ o o . -
g u_nl -::_;_'ijﬁ‘/\/ ) /—-f':': g 05 i—’&-’/i}?\ E :l_ul . N
E 0% \,f‘ —= E’M - h__.ﬂr g o B Bandgap -
ERTY Y - \ o ,-"\_ o4 7 -:_'__};:_—__
g 2 / \‘ E 0.1 TE 0.2 f/,;-"'__- \
“ = I P
r * M r r r x M r

(d) EEJ (£)

Figura 2.1: Ejemplo de estructuras y diagrama de bandas. [6]

A modo de ejemplo para observar el diagrama de bandas, se presenta el trabajo de Yi
at el.[6] que simulé la propagacién de ondas eldsticas en el plano x-y con dos materiales
(verde es aluminio y azul tungsteno), se impusieron simetrias reflectivas en el eje horizontal,
vertical y en 45 grados. Como se observa en la Figura 2.1 (a), (b) y (c) se presentan distintas
estructuras (celdas unitarias) con distintos patrones y en (d), (e) y (f) sus diagramas de
bandas respectivos. Vemos que en (f) se tiene un diagrama de bandas en donde el eje y
representa la frecuencia normalizada y el eje x representa el vector de onda que recorre la
zona irreducible de Brillouin (se vera con mas detalle en la subseccién 2.3.2). Este gréfico
presenta una zona en donde no hay bandas que se traslapen entre si. A esta zona se le conoce
como band gap, y en este rango no hay propagacion de ondas mecanicas. La zona en la cual
esta sintonizado el band gap es llamado como banda media.

2.2. Cristales fononicos

Los cristales fonénicos son materiales periédicos, los cuales impiden la propagacion de
ondas actsticas o elasticas en ciertos regimenes de vibracion. Los cristales fondnicos suelen
estar hechos de una combinaciéon de materiales y las escalas de tamano pueden estar entre
los nanémetros hasta metros.

Se puede modelar los cristales fonénicos como una estructura periddica, en la cual es
posible determinar bandas de frecuencias en donde no se transmiten ondas mecanicas, de-
nominado como band gap ( como se vio en la seccién anterior). Por tanto es su principal
aplicacion la aislacion acustica y la supresion de vibraciones.



2.3. Teoria de materiales periédicos

A continuacién se presentaran las condiciones que permiten simular periodicidad infinita,
esta teoria consta de varios pasos. En esta oportunidad se utilizard una estructura hecha de
elementos unidimensionales (truss) con un patrén de barras cruzadas para ejemplificar, por
que es el tipo de estructura que se utilizara en parte de este trabajo. Se comenzara exponien-
do lo que es una red directa y reciproca para luego dar paso a la definiciéon y aplicacién de
la zona irreducible de Brillouin, y luego explicar como utilizar el teorema de Bloch en este
ejemplo. Finalmente se expondra la imposicion de la simetria en la estructura del reticulado,
lo que nos permitird reducir el nimero de variables [3].

El primer paso es describir la celda a estudiar, a modo de ejemplo se estudiara la celda
de la Figura 2.2(b) la cual esta hecha de una malla de 4x4 celdas bésicas definidas en la
Figura 2.2(a), la cual a su vez esta constituida de 4 elementos unidimensionales que forman
un cuadrado, en donde los nodos aparecen como circulos grises. La estructura en la Figura
2.2(b) serd la que en teoria tendra una periodicidad infinita, en ambos ejes.

XIXIXIX
XIXIXIX

XIXIXIX
XIXIXIX

(a) Celda bésica. (b) Estructura bésica.

Figura 2.2: Geometria de la estructura.[1]

En las siguientes subsecciones se explicaran los pasos a seguir para imponer periodicidad
infinita para este ejemplo.

2.3.1. Red directa y reciproca

Los vectores primitivos o de red, definen matematicamente un subespacio geométrico
llamado red directa a través de su combinacion lineal, a partir de la cual se puede construir
una red secundaria llamada red reciproca. La red reciproca se puede utilizar para estudiar
los fenémenos fisicos del comportamiento de las ondas en la estructura cristalina.[7]
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(a) Arreglo directo. (b) Arreglo reciproco.

Figura 2.3: Tipos de arreglo.[1]

El paso siguiente es definir los vectores del arreglo directo, los cuales seran denotados por tq
y ta, los que son perpendiculares entre si, como se puede observar en la Figura 2.3(a). En esta
Figura también se expone el largo y ancho de la celda, que para este ejemplo es un reticulado
de lado L. Ahora, a partir de lo anterior se puede definir el vector reciproco del arreglo el
cual se expone en la Figura 2.3(b). En el cual los vectores Ty y T son perpendiculares vy,
ademéas ambos poseen magnitud igual a 2%

2.3.2. Zona irreductible de Brillouin

El tercer paso es estudiar la simetria reflectiva de los arreglos con respecto al centro. Se
puede ver que el arreglo directo tiene simetria horizontal, vertical y en 45° con respecto al
centro. Este mismo ejercicio puede ser realizado para el arreglo reciproco del cual se obtiene
la Zona Irreductible de Brillouin (ZIB) [8]. Esta préactica también tiene por objetivo reducir
el niimero de variables, reduciendo asi el costo computacional que tiene este tipo de problemas.

En la Figura 2.4(d) se tiene que el tridngulo de la Zona Irreductible de Brillouin tiene por
vertices a las letras griegas I', X y M, luego un vector de onda k puede ser definido alrededor
del perimetro de la ZIB.
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(a) Simetrfa reflectiva con res-  (b) Simetria reflectiva con respecto
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(c) Simetria reflectiva con res-  (d) Zona Irreductible de Brillouin.

pecto a una recta en 45° que pasa
por el centro.

Figura 2.4: Simetria reflectiva y Zona Irrerductible de Brillouin.[1]

2.3.3. Teorema de Bloch

El cuarto paso se puede aplicar una vez conocido el vector k, esa informaciéon es utilizada
en el teorema de Bloch y, este a su vez, se utiliza para imponer condiciones de borde de
periocidad infinita de la siguiente forma:

u(r + Rj) = u(x)e™ R (2.1)
En donde:
» R;: Periodicidad de la celda en j.
= u: Grados de libertad por nodo.
» k: Vector de onda definido en la ZIB.
= i: Componente imaginaria.

La Ecuacién 2.1 al imponerla como condiciéon de borde lo que hace es analizar la respuesta
a la estructura infinitamente periddica frente a ondas mecanicas de cualquier largo y direccion.



Utilizando el método de elemento finitos, es posible agregar la condiciéon descrita en la
Ecuacion 2.1. Para llevar a cabo la imposicion, se utilizara la metodologia presentada por
Langlet at. el. [10]. Sera utilizado el ejemplo que aparece en la Figura 2.2(b).

El vector de onda k posee dos coordenadas (dado el ejemplo que esta en 2D), el cual
puede ser escrito como k = ksin(8)I+kcos(6).J, este vector se moverd alrededor de la ZIB.
Utilizando la Figura 2.5 como referencia, se puede imponer el teorema de Bloch con las
siguientes relaciones:

up = uBesz cos(6)

Up = uLeikLsin(e)

Upp = uBLeikLcos(G) (22)

urp = UBLeikL sin(0)

Urp = uBLeikL(cos(G)Jrsin(Q))

Ur
Ut O oUtr
Uy O [ O Up
Ug

Figura 2.5: Nodos en el borde.|[3]

En donde las variables representan:
= ur,: Nodos de la zona izquierda.
= ur: Nodos de la zona derecha.

ug: Nodos de la zona inferior.

ur: Nodos de la zona superior.

ur: Nodos de la zona interna.



= Uy, UBR, UL, Y Urr: Nodos de los bordes.

Dado el teorema de Bloch el nimero de variables se reduce de tal forma que se cumple
la siguiente relacion u = T, en donde u es el vector de todos los grados de libertad de los
nodos y u es el vector reducido. Estos vectores estan definidos en la Ecuacion 2.3:

ur,
UR
Up
ur,
ur u
Upr
urr,
Uur
UBR
Urp
L Ur |
Mientras que la matriz T esta dada por la Ecuacion 2.4[1]:
[ I 0 0 0]
IeikL sin(0) 0 0 0
0 I 0 0
0 IeikLsin(@) 0 0
T = 0 0 I 0 (2.4)
0 0 I 0
0 O [eikLsin(G) O
0 0 [eikLcos(Q) 0
I 0 0 [eikL(sin(0+cos(0)) ]_

Con la matriz global de masa M y la de rigidez K, es posible expresar el problema de valores
y vectores propios como:

(K —wM)u; =0, ke[, X, M,T] (2.5)
Donde:
m ;: I-esima frecuencia natural.
» ;: i-esimo vector modal asociado.

La condicion de borde se impone multiplicando la matriz M y K por la matriz T y su
traspuesta T* por lo que la Ecuacién 2.5 puede ser reescrita como:

(T'KT — w’T"MT)u; =0 (2.6)
(K* — w!M*)u; =0 (2.7)

En donde K* = T*KT y M* = T*MT en donde se tiene la matriz de rigidez y de masa con
las condiciones de borde impuestas.



2.3.4. Imposicién de la simetria

Se impone una matriz de reducciéon que cumple la misma funcién que la matriz T de la
Ecuacion 2.4. Se presenta la Figura 2.6, en la cual se toma la misma estructura mostrada
en la Figura 2.2(b) aunque sin las barras cruzadas por un tema de simplicidad. Para hacer
el ejercicio de simetria se debe suponer que el largo de la estructura es igual al ancho de la
misma. Las barras del mismo color son las que estan relacionadas entre si para imponer la
simetria.

Figura 2.6: Elementos unidimensionales con simetria reflectiva horizontal,
vertical y en 45° con respecto al centro, en cual los elementos del mismo
color estan relacionados.|3]

El niimero total de elementos esta dado por la expresion:

N,

€totales

= N,

€horizontales

+ N,

Everticales

=n. X (nc+1)+ (n.+1) x n, (2.8)

Y el nimero de variables reducidas esta dado por la expresion:

Nered = 2 22 + 2 22 (29>

Para este caso Ne,, ...
definir la estructura.

=40y Ne,_, = 6, por lo que se reduce el nimero de variables para

La dimensionalidad es reducida con la expresion X = Sx, donde S es la matriz de reduc-
cién, x el vector de variables reducido y x todas las variables.
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2.4. Problema de optimizacion

El diagrama de bandas entrega informacion sobre las ondas mecanicas en el material
peridédico, como se puede observar en la Figura 2.7.

T[‘lkz M ® : ; -Band 4, 0,4
: /\kY/ Band 3, w3
- A : ' \“‘1' Band 2, >
r X kl iBund 1, @,
: : C Kk
. T X M r

Figura 2.7: En la parte izquierda la ZIB. En el lado derecho se encuentra el
diagrama de bandas con los primeros cuatro valores propios a lo largo del
vector de ondas.[13]

Entonces lo que hay que hacer es maximizar el ancho entre dos bandas contiguas del dia-
grama de bandas. Este problema de optimizacion ya lo ha tratado Bendsge & Sigmund [13]
en el cual se dan una banda n y maximizan la distancia entre esa banda y la n + 1 utilizan-
do optimizaciéon topologica, en la cual se varia el material de cada elemento del modelo en
elementos finitos.

Para resolver el problema de optimizacién se han utilizado distintos métodos, entre ellos
el Método de las Asintotas Méviles (MMA) [9], este método serd utilizado en este trabajo
para desarrollar la optimizacion.

El problema de optimizaciéon consiste en encontrar la estructura que maximice el band
gap entre dos bandas adyacentes n y n+1. Esta formulacion se expresa como:

Maz  min{wyi1(x,k)} — maz {w,(z,k)} (2.10)

s.a. [~w;T*MT + T*KT]a =0 Vke [[, X, M,T] (2.11)

La variable de decisiéon x en la funcién objetivo, es un vector columna que contiene dos
variables de decision para cada elemento, el area de su seccion transversal y el material. w,, y
wne1 son las bandas n y n+ 1 respectivamente y lo que se expresa, es maximizar la distancia
entre el valor minimo de la banda n+1 y el max de la banda n. La Ecuacién 2.10 indica que
se debe resolver el problema de valores y vectores propios en la ZIB, donde K y M, son las
matrices globales de rigidez y masa respectivamente.

El vector x esta compuesto de dos variables, x, controla el drea de la seccién transversal,
mientras que X, controla el material del elemento. Estas se definen como variables continuas
en el intervalo [0,1], y se utiliza una funcién de interpolacién lineal para obtener asi la pro-
piedad P(x) que puede ser el area, médulo de elasticidad, densidad o momento de inercia
(A(x), E(x), p(x), I(x)).Como indica Sigmund [16], no hay razén para no utilizar una in-
terpolacion no lineal o un factor de penalizacion. La razon esta relacionado con el fenémeno
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del band gap en el cual, a medida que hay més contraste entre materiales, este se vuelve
méas ancho y las propiedades de los materiales tienden a irse a los bordes. Por lo tanto, no
hay necesidad de usar una interpolacion no lineal, mientras los dos materiales tengan un alto
contraste. La interpolacion puede ser expresada como:

P(z) = (P, — Pz + P, (2.12)

Donde x representa la variable de interpolacion. Si x es cero, la propiedad tomara el
valor de P;, mientras que si toma el valor 1, la propiedad sera igual a P,. Esta funcion
de interpolacion se utiliza para definir las matrices de masa y rigidez locales, siendo para
enrejados planos:

1 0 -1 0
E(x,)A(z,) |0 0 0 0
K('mexa) T -1 0 1 0 (213>
0 0 0 O
2 010
~ p(rm)A(z)L {0 2 0 1
M (2, x,) = 6 1020 (2.14)
01 0 2
Y para marcos planos se tienen las siguientes 2 ecuaciones:
[ A(zq)L? _ A(zqe)L? T
AR 0 0 (o) 0 0
0 12 6L 0 —12 6L
E(zm)(z,) 0 6L 4L? 0 —6L 2L?
K(:L‘m, I’a) - 3 A(Jfa)L2 A(Z'Q)LQ (2.15)
L ) 0 0 ) 0 0
0 —12 —6L 0 12 —6L
0 6L 2L? 0 —6L 4L? |
140 0 0 70 0 0 ]
0 156 22L 0 54  —13L
VA(z,) L 2 _ar2
Mz, 20) = p(xm)Ax,) 0 22L 4L 0 13L 3L (2.16)

420 700 0 140 0 0
0 54 13L 0 156 —22L
0 —13L —3L> 0 —22L 4[|

Utilizando la Ecuacién 2.12 de interpolaciéon se tiene que las propiedades quedan como
sigue:

A(ry) = (A2 — An)zg + Ay (2.17)
I(zo) = (I — I)zo + Iy (2.18)
E(xm) = (B2 — Er)am + By (2.19)
p(m) = (p2 — p1)Tm + p1 (2.20)
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Un problema al abordar directamente el problema de valores y vectores propios es la no
diferenciabilidad asociada a valores propios repetidos. Otro problema es el cambio de modo
durante la optimizacién. Para poder resolver estos problemas, se propone utilizar aproxima-
ciones suaves utilizando la norma P en la funciéon objetivo, como se muestra a continuacion:

n IBZ

Mazx wy(z,k) =~ ||wa|| p = (Z Z wfj)F (2.21)
J=1 i=1
m IBZ )
Min wyi1(z, k) = [|wpi1]|_p = ( Z Z wi;p)j (2.22)
j=n+1 i=1

En ambas expresiones, la suma de i=1 hasta la IBZ es la discretizacion del vector de onda
k y el indice j representa el nimero de banda.

Sera necesario calcular la sensibilidad de los valores propios, ya que se trabajara con un
método basado en gradiente. Se utilizara la norma P para evitar el problema que genera lo
no diferenciabilidad tener valores propios repetidos.

Como presenta Haftka y Zafer [11], las sensibilidades de los valores propios corresponden
a:

dwy;

= 2.23
da:g‘ szquTJMqZ] ( )

La derivadas de K y M con respecto a las variables de decision se presentan en Anexos
B.

2.5. Escalamiento

Para encontrar alguna relaciéon de escalamiento dentro de la frecuencia natural de los
reticulados, se debe introducir una constante de escalamiento alpha a que queda definida por
la relacion del largo de la celda bésica y el diametro de la seccién transversal como se puede
ver en la Ecuacion 2.24.

a=75 (2.24)

Con la constante de escalamiento alpha o podemos dejar en funcién de esta el area trans-
versal y el segundo momento de inercia, de tal forma que estas quedan definidas respectiva-
mente como:

w2
A= — 2.25
4o ( )

wL*
= 5901 (2.26)

Ahora vemos que A e I dependen del largo, 7 y de la constante de escalamiento.
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Capitulo 3

Metodologia

El primer paso para el estudio de escalabilidad en reticulados periédicos es revisar que
ocurre con las frecuencias naturales de una barra y una viga que tengan impuestas las con-
diciones de periodicidad, por lo tanto se estudiaran los casos analiticos. Luego se revisara
el procedimiento para estructuras reticuladas, en este caso para enrejados (truss) y marcos
(frames).

3.1. Caso barra con condiciones de periodicidad

Para poder encontrar las frecuencias naturales de esta caso, se necesita lo siguiente:
- Definir el problema a resolver.

- Definir las ecuaciones necesarias para resolver el problema.

- Ensamblar las ecuaciones globales de masa y rigidez.

- Aplicar condiciones de periodicidad infinita.

- Resolver el problema de valores propios.

Luego, se procede de la siguiente manera:

1. En este primer paso se describira la configuracién de este primer caso. Las configuracion
es : barra de dos elementos (Figura 3.1). Esta configuracién fue elegida debido a su simpli-
cidad y casos mas complicados eran dificiles de exponer en este Trabajo de Titulo, debido a
lo extenso de los resultados que habria que exponer (frecuencias naturales con demasiados
términos).

L. L. L.
® e ®

Figura 3.1: Configuracion 1: barra de dos elementos.
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2. Para este caso seran necesarias las Ecuaciones A.10 y A.15, que son las matrices de
rigidez y masa locales respectivamente para un elemento de enrejado plano. Ademés también
sera necesaria las Ecuaciéon 3.1, con las cual se impondra las condicion de periodicidad.

1 0 0 0]
0 1 00
0 0 10
Ti=| 4y o0 o1 (3.1)
e 0 00
L0 e 0 0

3. Las ecuaciones globales de masa y rigidez para la configuraciéon 1 seran las siguientes
dos ecuaciones:

1 0 -1 0 0 0
0 0 0 0 0
AE -1 0 2 0 —1 0
Maiobar =71 0 o o o 0 o0 (3.2)
0 0 -1 0 1 0
00 0 0 0 O
2 01 0 0 0]
020100
_pAL |1 0 4 0 1 0
Kgloball— 6 O 1 O 4 0 1 (33)
001020
00010 2

4. Ahora es necesario multiplicar las matrices globales de masa y rigidez por la matriz T
respectiva para cada configuracion con tal de imponer las condiciones de periodicidad. Las
matrices de masa y rigidez quedan respectivamente:

Mi = TllMgloballTl (34)

K; = T Kgioban T1 (3.5)
5. Ahora hay que resolver lo siguiente:
(—w?M; + K)u = 0 = det[-w’M; + K] =0 (3.6)

Con lo cual se pueden obtener los valores de las frecuencias naturales de este caso. Se
presentara una sola frecuencia para analizar la dependencia de esta con respecto al largo.
Este resultado puede ser encontrado en la subseccién 4.1 del Capitulo 4 Resultados.

15



3.2. Caso viga con condiciones de periodicidad

Para poder encontrar las frecuencias naturales de esta caso, se necesita lo siguiente:

- Definir el problema a resolver.

- Definir las ecuaciones necesarias para resolver el problema.

- Ensamblar las ecuaciones globales de masa y rigidez.

- Aplicar condiciones de periodicidad infinita.

- Resolver el problema de valores propios.

Luego, se procede de la siguiente manera:

1. En este primer paso se describira la configuraciéon de este segundo caso. Las confi-
guracion es : viga de un elemento (Figura 3.2). Esta configuracion fue elegida debido a su
simplicidad y casos mas complicados eran dificiles de exponer en este Trabajo de Titulo,
debido a lo extenso de los resultados que habria que exponer (frecuencias naturales con de-

masiados términos).

Uy

Figura 3.2: Configuracion 2: viga de un elemento.

2. Para este segundo caso seran necesarias las Ecuaciones A.32 y A.36 que corresponden a
la matriz de rigidez y masa locales respectivamente para un elemento de marco plano. Ademas
también serd necesaria la Ecuacion 3.7 con la cual se impondra la condicién de periodicidad.

1
0
0
To=|

0

0
0
1
0
0

3. Las ecuaciones globales de masa y rigidez estaran representadas por sus respectivas
matrices locales debido a que el caso de estudio es de sélo un elemento.
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4. Ahora es necesario multiplicar las matrices globales de masa y rigidez por la matriz T
respectiva para cada configuracion con tal de imponer las condiciones de periodicidad. Las
matrices de masa y rigidez quedan respectivamente:

M} = TyMgiobaiz T2 (3.8)

K; = T/2I<globa12'T2 (39)
5. Ahora hay que resolver lo siguiente:
(—w?M; + Kj)u = 0 = det[-w’M; + K5 =0 (3.10)

Con lo cual se pueden obtener los valores de las frecuencias naturales para las dos configura-
ciones. Se presentara una sola frecuencia para analizar la dependencia de esta con respecto
al largo. Este resultado puede ser encontrado en la subseccion 4.1 del Capitulo 4 Resultados.

3.3. Estructuras reticuladas

Para poder encontrar las bandas de frecuencias con respecto al largo de la celda bésica,
se necesita lo siguiente:

- Especificar los 2 tipos de materiales y los 2 diametros transversales a utilizar para los
elementos tipo barra y viga de los reticulados.

- Definir el patrén que tendra cada reticulado.

- Especificar el nimero de casos que se tomaran para este trabajo. Y el niimero de celdas
bésicas que tendran por eje cada una (n).

- Definir las coordenadas de cada nodo.

- Definir la manera en que se relacionaran los nodos del reticulado, mediante la matriz
conexion.

- Armar la matriz de grados de libertad.
- Aplicar la matriz de rotacién.
- Ensamblar las matrices de masa y rigidez globales.

- Armar la matriz T para imponer la periodicidad infinita a las matrices de masa y rigidez
globales.

- Utilizar un codigo en el software Matlab para optimizar mediante el Método Asintotas
Moviles (MM A) la estructura del reticulado de tal forma que se maximice el band gap.

- Analizar el band gap resultante.

Luego, se procede de la siguiente manera:
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1. Se utilizaran dos materiales distintos que poseen un gran contraste en sus propiedades
mecanicas. Los materiales elegidos serdn aluminio y tungsteno. Los didmetros iniciales elegi-
dos seran de 0.004 en su parte mas angosta y 0.008 [m] en su parte mas gruesa.

2. Cada reticulado estara formado por celdas basicas con un patrén cuadrado con dos
barras o vigas cruzadas en forma de X.

3. Se tomaran 4 casos de estudio para reticulados formados por barras y 4 para vigas,
adicionalmente para cada caso se veran dos suposiciones, el primero sera cuando el area trans-
versal de la barra o viga es constante y su largo escalable, y el segundo cuando tanto el area
transversal y el largo son escalables. Se introducira el termino n. que es el niimero de celdas
bésicas que se tiene por eje. Por ejemplo la Figura 2.2(b) tiene n. = 4 y por lo tanto posee
16 celdas bésicas en total. Para este trabajo se utilizaran reticulados con n. = 4, 6, 8 y 10
para contrastar resultados.

4. Se deben tomar las coordenadas de cada nodo de tal forma que la matriz de coordenadas

quede con una dimensién de 2 columnas y la cantidad de filas es el nimero de nodos que
existen en el reticulado. Asi tendremos una matriz de la forma :

(0,0)
Coordenadas = . (3.11)
(L, Ly)
5. Se definird la matriz de conexiéon. En esta matriz primero se conectaran los nodos

horizontales seguido de los verticales, luego las barras o vigas en X, primero las que estan en
direccion de izquierda a derecha / y luego de derecha a izquierda \. De esta forma siguiendo
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como ejemplo la Figura 3.3, la matriz de conexiéon queda:

1 2
3
3 4

~J

Conexion = | | (3.12)

oo

w
-3

21 22 23 24 25

16 1 18 19 20

11 1 1 1 [15

1 2 3 4 5

Figura 3.3: Reticulado con n. = 4 con nodos numerados.

6. La matriz de grados de libertad es una matriz de 6 columnas (dado que son 3 grados
de libertad por nodo y la conexién es entre dos nodos) y n filas, en donde n es el niimero
de elementos. Por ejemplo la primera fila de esta matriz serd [1 23 4 5 6] en donde estos
numeros representan los primeros 6 grados de libertad de los 2 nodos extremos del primer ele-
mento. Para definir esta matriz se hacen necesarios las matrices de coordenadas y de conexion.
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7. Una vez que se tiene la matriz de coordenadas y conexion, podemos obtener el dngulo
que tienen los elementos entre si, en otras palabras podemos determinar si el elemento esta
horizontal, vertical o diagonal. Teniendo el dngulo (¢) se puede calcular las matrices de ro-
tacion que fueron definidas en Anexos, en las Ecuaciones A.17 y A.38. Las matrices locales
quedan como estan expresadas en las Ecuaciones A.23 y A.21.

8. Ahora se debe ensamblar la matriz global de masa y rigidez. En la Figura 3.4 se muestra
un ejemplo de ensamble de la matriz global, en donde las matrices K; — K5 son las matrices
locales que se traslapan, formando la matriz global. El caso para la matriz global de masa se
construye de manera analoga.

Figura 3.4: Ensamble matriz de rigidez. [12]

9. La matriz T queda definida como esta en la Ecuacién 2.4. Tal que K* = T*KT y
M* = T*MT en donde se tiene la matriz de rigidez y masa global con condiciones de perio-
dicidad impuestas.

10. Utilizando un cédigo desarrollado en el software Matlab, se optimiza la estructura del
reticulado empleando el Método de Movimiento de Asintotas (MM A) en donde las variables
de decision son los materiales de las barras o vigas y su seccion transversal; de tal forma que
la estructura queda disenada para maximizar el band gap. Para desarrollar este codigo, se
utiliz6 como base el desarrollado en el trabajo de Quinteros L. at. el.[3], quien lo utilizé para
su tesis de magister en la cual trabajoé con enrejados planos.

11. Una vez que se ha optimizado la geometria de los reticulados, podemos obtener los
diagramas de frecuencias en la cual nos encontramos con el band gap. Luego, podemos escalar
su estructura de tal forma que se pueda estudiar su band gap a la par que se escala el largo
de su celda basica, y asi poder encontrar alguna relacion de escalamiento.
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Capitulo 4

Resultados y discusion

En este capitulo se expondran varios resultados, el principal y méas importante sera el
comportamiento de la frecuencia media de una estructura reticulada comparada con el largo
de la celda basica. Los primeros resultados son los casos analiticos de dos casos distintos, el
primero de una barra de dos elementos (de un enrejado plano) y el segundo de una viga de
un elemento (de un marco plano) en donde se analizara la relacion de la frecuencia con el
largo. Seguido de lo anterior se vera la configuraciéon y propiedades de los reticulados, luego
un analisis de sensibilidad de la malla y finalmente distintas comparaciones entre reticulados
y sus estructuras escaladas, de ahi podremos determinar alguna relacion de escalamiento. Al
final de este capitulo se puede observar en las Figuras 4.15-4.16 un resumen con los resultados
sobre el estudio de escalabilidad para enrejados y marcos.

4.1. Casos analiticos

En esta seccion se expondrd la frecuencia natural para los casos 1 y 2. Sélo se mostrara
una frecuencia debido a que para las demas frecuencias es andlogo. El procedimiento para
obtener estas frecuencias fue descrito en el Capitulo 3 Metodologia. Se vera a continuacion la
dependencia de la frecuencia con respecto al largo de la celda basica. El caso 1 corresponde
a una barra de dos elementos de un enrejado plano, mientras que el caso 2 a una viga de un
marco plano.

4.1.1. Frecuencia natural en barra

La frecuencia para el caso 1 sera:

_g Co+Cs+Cy+Cs5+ Cs + Cr
L Cs

w1

En donde:
C, =6

CQ = —Ep
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Cy = 4eEp
Cy = 138¢*"Ep
Cs =4e*Ep

Co = —€e"Ep

C- = 6\/€i9(1 — 13¢i0 — 1320 4 ¢3i0)2 252

CS — (1 o 14€i9 + €2i9>2p2

Luego la frecuencia puede ser escrita como:

w1 = f (42)

En donde:

Co+C3+Cy+Cs+Cs+ C
09201\/2 3 40 5 6 7
8

Ahora podemos obtener el logaritmo de la frecuencia, de tal forma que esta queda como:

Log(w1) = Log(Cy) — Log(L) (4.3)

Esta representa a una recta afin, en donde el valor de y queda representado por Log(w),
x por Log(L), el coeficiente de posicién n por Log(Cy) y la pendiente m es igual a -1.

4.1.2. Frecuencia natural en viga

La frecuencia para el caso 2 sera:
By
Wy = —
L

La constante B; quedara en funcién del moédulo de Young, la densidad, de 6 = kL y de
a (de valor igual a 6.25). Debido a lo compleja que es la solucién de las frecuencias para el

caso de una viga, es que se prefiere dejar como aparece en la Ecuacion 4.4, dado que de otra
manera la solucién ocuparia varias paginas.

(4.4)

Ahora podemos obtener el logaritmo de la frecuencia, de tal forma que estd queda como:

Log(w2) = Log(B1) — Log(L) (4.5)

Esta representa a una recta afin, en donde el valor de y queda representado por Log(ws),
por Log(L), el coeficiente de posicién n por Log(B;) y la pendiente m es igual a -1.
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4.2. Configuracion y propiedades de los reticulados

En este capitulo se desea exponer la configuracion y las propiedades de los reticulados. Se
toman distintos reticulados a optimizar, se utilizaran los casos en donde n, = 4, 6, 8 y 10
como puede ser visto en la Figura 4.1. El largo inicial (para determinar la estructura 6ptima)
estard determinado por n. y serd calculado por la expresién L. = 0.025n.[m] para que cada
celda bésica tenga inicialmente un largo de 2.5[cm]| en sus dimensiones para luego ser escalado
hasta 1[m].

El material a emplear es aluminio 6061 y tungsteno descritos en la Tabla 4.1, por su alto
contraste entre sus propiedades mecanicas. El area transversal en barras y vigas se calculara
como una seccién con diametro de 4[mm]| en la seccién més angosta y 8[mm]| en la seccién
mas ancha, estas secciones seran escalas con respecto al largo mediante la constante alpha
presentada en la Ecuacion 2.24. En este trabajo se utilizara una constante de escalamiento
alpha a = 6.25 que sera la proporcién entre el largo de la celda basica del reticulado opti-
mizado, dividido en el didmetro de la seccién méas angosta, por lo que los didmetros llegaran
hasta 0.16[m] y 0.32[m] (dado que el largo de la celda bésica llegara hasta 1[m]). La variable
n que indica la banda que se va a optimizar se emplea como n = 3 en todos los casos. Las
frecuencias naturales calculadas a lo largo del vector de ondas es de 8.

Tabla 4.1: Propiedades mecéanicas del aluminio 6061 y tungsteno.

Propiedad Aluminio | Tungsteno
Médulo de elasticidad | 68.9 [GPa] 411|Gpal
Densidad 2700[24] 19300[24]
10 15
8
- -5
2
0 0
0 2 4 B 8 10 0 5 10 15
Ancho [em] Ancho [em]
(a) nc=4 (b) nc=6
20 25
" 20
3 B
3
L g®
5
5
0 0
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 25
Ancho [em] Ancho [em]
(¢) nc=8 (d) nc=10

Figura 4.1: Reticulados a optimizar
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4.3. Analisis de sensibilidad de malla

Para analizar la sensibilidad de malla, se utiliza el error medio cuadrado (RMS), debido que
hay un conjunto de bandas que conforman la matriz, la cual necesita un estimado global para
saber si el error disminuye en general en la matriz o no. Estas matrices son de dimensiones
Nyp X ZIP, donde n,, es el nimero de valores propios elegidos y ZIB es el refinamiento del
vector de ondas. La Ecuaciéon 4.6 fue la utilizada para calcular el error medio cuadrado, en
donde m corresponde al refinamiento de cada viga. En la Tabla 4.2 se observan los errores
para cada refinamiento.

1 Z1B np (w(@j)m - w(i,j)m+1>2 (4.6)

E S I
oM = || S T 2 2 w(i, )+

vp j=11i=1

Tabla 4.2: Error RMS en funcion del mallado

Refinamiento m | Errorgys| %]
38.57
2.51
0.47
0.30
0.19

O | O W+~

En la Figura 4.2 se puede observar los distintos refinamientos para un marco con n,. = 4.
Se tiene que el cambio de ref =1 a ref = 3 es grande, tanto en el valor del band gap como
en el rango en el cual esta sintonizado, este presenta un error de 38.57%. Para ref = 5 se
tiene un bajo porcentaje de error, y se puede observar en los diagramas de frecuencias entre
ref =5y ref = 11 que son casi idénticos, teniendo un error de 0.47 % lo que lo hace una muy
buena aproximacién. Es por este bajo error (y también a las limitaciones computacionales)
que se haran los calculos de refinamiento con ref = 5.
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4.4. Comparacion entre reticulados

En esta seccion se veran las diferencias entre las estructuras y band gap entre reticulados,
por lo tanto se compararan los enrejados y marcos para los 4 casos de n..

En la Figura 4.3 se pueden observar las diferencias entre estructuras para enrejados y
marcos. Vemos que a lo igual que lo descrito por Quinteros L. at. el. [3] y otros autores, los
materiales mas resistentes se concentran en los bordes, dejando el material considerablemente
menos denso y con un modulo de Young mucho menor en el centro de la estructura, en color
azul se tiene el aluminio y en rojo el tungsteno. Se puede observar en la Figura 4.3 que tanto
marcos como enrejados poseen estructuras distintas para el mismo ntimero de n., aunque
estas difieren levemente entre si. Podemos ver que estas diferencias y el tipo de elemento que
se considera hacen variar en ciertos casos en gran proporcion el band gap, como se puede
observar en la Figura 4.4 en donde se tiene una comparacién entre band gap (optimizados)
para los distintos tipos de reticulados. Para el caso de enrejados se ve una clara reduccion
del band gap a medida que crecen las celdas basicas, caso que no ocurre con los marcos.
Se observa ademés que los rangos de los band gap disminuyen tanto en enrejados como en
marcos, cuando se aumenta el nimero de n..

En las Figuras 4.5-4.6 se tienen los diagramas de frecuencias normalizados vistos en la
Figura 4.4. Estos diagramas son normalizados con respecto a la frecuencia a la cual esta
sintonizado cada uno de los band gap. De la Figura 4.5 para enrejados se observa que el
rango del band gap normalizado en la cual estan todas las figuras es aproximadamente 0.5-
1.5 y el band gap normalizado es de 1. Mientras que en el caso de la Figura 4.6 para marcos
se observa que el rango de band gap normalizado en la cual estan los casos n.=6, 8 y 10 es
aproximadamente 0.6-1.4 y el band gap normalizado es de 0.75, mientras que en el caso de
n.=4 es 0.85-1.15 y 0.31 respectivamente. En el caso de enrejados, la igualdad puede deberse
a que la estructura se amplifica manteniendo una distribuciéon de los grosores y materiales,
por lo que se podria tener que la banda a la cual estan sintonizado puede ser proporcional
entre si, dado que la banda maxima, como la banda minima normalizado por la banda media
es cercano en valor para todos los casos. Lo anterior también es valido para el caso de marcos,
menos para el caso en donde n.=4, esto puede deberse a que la distribucién de los grosores
de la parte central de la estructura forma un cuadrado, patrén que no continua a medida que
aumenta n..
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4.5. Resultados de escalamiento

En esta seccion se veran los resultados obtenidos para el andlisis de las bandas de fre-
cuencias para distintos reticulados y la relacién de estas con respecto al largo de la celda
bésica. Se presentaran la estructura y el band gap (partes (a) y (b) de las Figuras 4.7-4.14)
de cada marco o enrejado para relacionar las bandas de frecuencias a un tipo especifico de
caso. Como ya se ha expuesto anteriormente, los casos estudiados son 4 para marcos y otros
4 para enrejados, en donde n. = 4, 6, 8 y 10. Para cada caso se veran dos suposiciones, en
donde el primero seré considerar el area transversal y el largo escalables para el elemento de
la celda bésica (partes (c) y (d) de las Figuras 4.7-4.14) y el segundo sera el area transversal
constante y largo escalable para el elemento de la celda béasica (partes (e) y (f) de las Figuras
4.7-4.14).

Primero se veran las figuras que analizan los casos de enrejados, seguidos de los casos
de marcos. Finalmente se verd un resumen de los resultados obtenidos (Figuras 4.15-4.16).
En las Figuras 4.7-4.10 parte (c) se puede ver la relacién de las bandas de frecuencias con
respecto al largo, en donde se ve una clara relacién logaritmica. En la parte (d) se tiene una
relacion loglog de la frecuencia de la banda media con respecto al largo, en donde se tiene
que esta forma una pendiente igual a -1 en todos los casos. Ahora en las Figuras 4.7-4.10
parte (e) y (f) se tiene exactamente lo mismo que en (c) y (d) respectivamente, el diagrama
de frecuencias no varia teniendo una seccién transversal constante y la pendiente en escala
loglog de la recta que forma la frecuencia de la banda media continua siendo -1 para todos
los casos. Ahora para marcos se tiene lo expuesto en las Figuras 4.11-4.14, en donde en las
parte (c) de los casos se tiene un comportamiento logaritmico de las bandas de frecuencias
con respecto al largo, y en (d) se tiene que la pendiente formada por la recta de la frecuencia
de la banda media con respecto al largo en escala loglog es igual a -1, igual que en el caso de
enrejados. Para las Figuras 4.11-4.14 parte (e) se tiene que el band gap tiende rdpidamente a
0, mientras que de la parte (f) la pendiente de la frecuencia de la banda media con respecto
al largo en escala loglog nos da un valor aproximado de -1.95 para todos los casos.
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Optimizacién del band gap, y relacion de la frecuencia res-

pecto al largo para enrejados
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4.5.2.

Optimizacién del band gap, y relacion de la frecuencia res-

pecto al largo para marcos

10
'N'12
8 I _
—_ T Aw =355 [ktz]
E e
2 6 E ! e ]
o 2 ]
24 ¢
] =]
_ g 4
2 le: 2
0 0
0 2 4 6 8 10 r X M r
Ancho [cm] Vector de Onda
(a) Marco. (b) Bandgap.
14000 10°
— Banda Minima Log(Banda Media)
12000 T § wunn Banda Maxima
— — — Banda Media .
§ N
E 10000 % % ot
i B
g q g
3 Lo,
[ 0
[s]
-
0 Lhapus 10? . ; 5
0 01 02 03 04 05 08 07 08 09 1 10~ 10° 10
Largo elemento [m] Log(Largo elemento [m])

(¢) Relacién frecuencia con respecto a
largo con area escalable.

(d) Relacién logaritmica entre frecuen-
cia y largo para areas escalables.

14000

Banda Minima
wnn Banda Maxima
— ——Banda Media

12000 [ §

10000

@
2
3
S

Frecuencia [hz]
2
3

4000

2000

o
0 01 02 03 04 05 08 07 08 09 1

Largo elemento [m]

= Log(Banda Media)

Log(Frecuencia [hz])

2

10°
102 107! 10°

Log(Largo elemento [m])

(e) Relacién frecuencia con respecto a
largo con area constantes.

(f) Relacién logaritmica entre frecuen-
cia y largo para dreas constantes.
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4.5.3. Resumen de resultados de escalamiento

En las Figuras 4.15 y 4.16 se observa un resumen de los resultados obtenidos en este
Trabajo de Titulo, en la Figura 4.15 se ve la relaciéon de w con respecto al largo de la celda
basica del reticulado de tipo enrejado, en esta se ve que estas variables en escala loglog tienen
una pendiente igual a -1. En esta figura se ve en lineas punteadas que para cierto log(w) hay 4
geometrias que cumplen con ese requisito, una para cada caso (en teorfa se podrian estudiar
muchos méas casos en donde se obtenga lo mismo), por lo tanto si dejamos el valor de n,
fijo, tendremos una frecuencia asociada a cada largo, y si fijamos la frecuencia, obtendremos
muchas geometrias que cumplen (para cierto largo) con este requisito. De forma andloga,
ocurre lo mismo para marcos (Figura 4.16).
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g Pendiente = -1
S AN
3) \
o
o
LL
> ng=4 Ne=
(@]
- :
I 0
|
nC:8 nc=10
102 ' ' — ' ' ' —
1072 107! 10°
Log(Largo elemento [m])

Figura 4.15: Relacién entre w y el largo de la celda bésica para enrejados
con n.=4, 6, 8 y 10.
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Figura 4.16: Relacion entre w y el largo de la celda basica para marcos con
n.=4, 6, 8 y 10.
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Capitulo 5

Conclusion

Es posible generar ciertas geometrias en reticulados peridédicos que permiten producir
bandas de frecuencias en las cuales una onda mecanica no pueda propagarse. De esta forma
es que podemos crear distintas geometrias de tal forma que generen un band gap que podamos
estudiar. De este trabajo se puede concluir lo siguiente:

1.
2.

Es posible generar band gap mediante la optimizacion estructural de enrejados y marcos.

Se encuentra una relacion de escalamiento. Se determiné que el logaritmo de la frecuencia
de la banda media (frecuencia a la cual esta sintonizado el band gap) varia de forma lineal
con respecto al logaritmo del largo de la celda basica con una pendiente igual a -1 para el
caso de enrejados. También se concluye que el drea transversal no influye en la relacion
de escalamiento, ya que independiente del valor de esta, la pendiente de la recta que
define el logaritmo de la frecuencia de la banda media es siempre igual -1. La pendiente
también tiene un valor igual a -1 para el caso de marcos, siempre y cuando se considere
como constante de escalamiento a alpha(a) y la seccién transversal sea escalable. En
el caso de marcos, el valor de la pendiente si es dependiente del escalamiento de la
seccion transversal, cuando esta es constante se tienen distintos valores para los 4 casos
vistos(muy cercanos), de valor aproximadamente igual a -1.95.

. El caso en donde se considera el escalamiento de un marco con area transversal constante,

no tiene utilidad en la practica, ya que su band gap tiende rapidamente a 0.

. En los casos cuando se normaliza el band gap con respecto a la frecuencia de la banda

media, se tiene que para el caso de enrejados estos tienden a formar un band gap
normalizado con un valor de aproximadamente 1, teniendo sus rangos de este iguales
para todos los casos. Algo similar ocurre con el caso de marcos, en donde el band gap
normalizado es cercano a (.75 para todos los casos en donde n. es igual o mayor a
6. Lo més notable de estos casos (tanto para enrejados y marcos) es que el valor sea
muy similar siendo que la cantidad de celdas béasicas varia, la explicacion a esto es que
debido a que se amplifica la estructura, la banda de frecuencia aumenta o disminuye en
cierta proporciéon. Por lo tanto las frecuencia de las bandas media para cada enrejados
y marcos, deben ser proporcionales a las bandas maximas y minimas.

. De las Figuras 4.15 y 4.16 se tiene que para una frecuencia fija, se tendran una gran

cantidad de estructuras que cumpliran con ese requisito. Para un valor de n,. fijo habra
una relaciéon que nos dice que para cada frecuencia habrd una estructura que cumpla
con esta, aumentando o disminuyendo el tamano de su celda basica.
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Anexo A

Elementos finitos

El Método de Elementos Finitos es una técnica que permite modelar y resolver problemas
en sistemas continuos (por ejemplo barras, vigas y placas) mediante un sistema de elementos
discretos simplificados y conectados entre si. Son utilizados en este trabajo para modelar el
disenio de una celda unitaria constituida de elementos tipo barras o vigas.

Para comenzar el primer paso es discretizar la estructura en un niimero finito de elementos.
Se pueden definir tres familias de elementos (Figura A.1). 1) elementos unidimensionales
(linea), 2) elementos bidimensionales (planos) y 3) elementos tridimensionales (s6lidos) [12].

Elementos Elementos Elementos
unidimensionales bidimensionales tridimensionales
Resorte, barra, viga, etc. Membrana, placa, etc. Solidos, fluidos, temperatura, etc.

Figura A.1: Tipos de elementos finitos [12].

Se define 1 como el vector de desplazamiento nodal, u(x), €(x) y o(x) como los despla-
zamientos internos, deformaciones y esfuerzos en el elemento, en funcién de las coordenadas
del elemento x.

Los desplazamientos nodales (1) se pueden relacionar con los desplazamientos internos
(u(x)) mediante la matriz de funciones de forma N(x), que es caracteristica para cada tipo
de elemento. De tal forma que estas variables quedan como muestra la Ecuacion A.1.

u(x) = N(x)u (A.1)

Una segunda relacién es posible, esta se da entre la deformaciéon y el desplazamiento
interno, mediante la matriz D que es un operador diferencial espacial, esto queda representado
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en la ecuacion A.2.

€(x) = B(x)u (A.2)
B(x) = DN(x) (A.3)
Las matrices de rigidez (K) y masa (M) de un elemento se calculan respectivamente:
K = / BTHBAV (A.4)
v
M = / pNTNdV (A.5)
v

En donde:
= p: Es la densidad del material.
= H: Es una matriz con las propiedades del material.

s V: Es el volumen del elemento.

A.1. Matrices de rigidez y masa para enrejados planos

A continuacién se estudiara lo que ocurre con las matrices de masa y rigidez para el caso
de un enrejado plano formado por barras, en el cual un elemento de esta posee dos coorde-
nadas nodales en cada unién (4 en total, Figura A.2) desplazamiento horizontal y vertical.

82, Py 64, Py

E A

S1, Py 83, P

< L >

Figura A.2: Elemento de un enrejado plano mostrando los desplazamientos
nodales y fuerzas.

Para pequenas deflexiones, se puede suponer que la relacion fuerza-desplazamiento para
las coordenadas nodales a lo largo del eje del elemento (coordenadas 1y 3 en la Figura A.2)
son independientes de los desplazamientos transversales a lo largo de las coordenadas nodales
2y 4. Esta suposicion es equivalente a afirmar que un desplazamiento a lo largo de las coorde-
nadas nodales 1 o 3 no produce fuerzas a lo largo de las coordenadas nodales 2 0 4 y viceversa.

Los coeficientes de masa y rigidez correspondientes a las coordenadas nodales axiales estan
dadas por las Ecuaciones A.6 y A.7, en donde m(x) corresponde a la masa por unidad de largo.
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ki; = /OL AEu(x);u(x);dx (A.6)

mi; = /OL m(x)u;(z)u;j(x)de (A.7)

Aplicando las ecuaciones anteriores a un elemento de barra uniforme, obtenemos los si-
guientes coeficientes:

AFE —AF

11 33 7 fs 31 i (A.8)
mL mL

mip = mgz = BN miz = mgp = e (A.9)

Los coeficientes de rigidez, para elementos extremos de pasador, correspondientes a las
coordenadas nodales 2 y 4 son todas iguales a cero, ya que no se requiere una fuerza para
producir desplazamientos en estas coordenadas. Por lo tanto, ordenando los coeficientes dados
por la Ecuacién A.8, obtenemos la ecuacion de rigidez para un miembro uniforme de un
enrejado como:

P 1 0 —1 0] (&
Pl AE|0 0 0 0] ])d
P L |-1 0 1 0|])d (A.10)
P, 0 0 0 0| |d

O en notacion condensada:
{P} = [K] {5} (A.11)
La matriz de masa consistente se obtiene, como se demostrd anteriormente, utilizando
expresiones para funciones de desplazamiento estaticos. Las funciones de desplazamiento
correspondientes a una deflexion unitaria en las coordenadas nodales 2 y 4 ( Figura A.3)
estan dadas por:
x

Uy =

(A.13)

IR

Ahora se substituye las Ecuaciones A.12 y A.13 en A.7 obteniendo la Ecuaciéon A.14.
mL mL
Moz = M4y = 3=, Moy = Mag = —= (A.14)

6
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64=1

(a) Para una unidad de desplazamiento do=1.  (b) Para una unidad de desplazamiento d4=1.
Figura A.3: Funciones de desplazamiento [15].
Finalmente, combinando los coeficientes de masa de las Ecuaciones A.9 y A.14 forman la

matriz de masa consistente que relaciona las fuerzas con las aceleraciones en las coordenadas
nodales para un elemento uniforme del enrejado plano (Ecuacién A.15)

P, 2 0 1 0] (&
Pl _mE [0 2 0 1] )by
P 6 |1 0 2 0])6 (A.15)
P, 010 2| |4

O en notaciéon condensada:
{P}=m]{5} (A.16)

A.1.1. Transformacién de coordenadas

La matriz de rigidez (Ecuacién A.10) y la matriz de masas (A.15) se derivaron en referencia
a coordenadas nodales asociadas con el sistema de coordenadas locales. Para estructuras,
es necesario transformar estas matrices en un sistema comun de referencia, el sistema de
coordenadas globales. Esta representada en la Ecuacion A.17.

Py cos(¢) sin(o) 0 0 f}
Py|  |—sin(¢) cos(¢) 0 0 P,
Py 0 0 cos(¢) sin(o)| | Py (A1T)
Py 0 0  —sin(¢) cos(¢)| | P

O en notacién condensada

(P} = [R] {P) (A18)

En donde {P} y {f’} son las fuerzas nodales en referencias en coordenadas locales y globales
respectivamente, y la matriz [R] es la matriz de transformacién (conocida también como
matriz de rotacion). La misma matriz de transformacién [R] sirve para transformar el vector
desplazamiento nodal en sistema de coordenada global § al vector coordenada desplazamiento
nodal en coordenadas locales ¢:
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5} = [R] {5) (A19)

Substituyendo las Ecuaciones A.18 y A.19 dentro de la matriz de rigidez (Ecuacién A.10)
se obtiene:

[P} = [&] {5} (A.20)

En la cual:

(K} = [R)" (K [R] (A.21)

Es el elemento de rigidez en el sistema de coordenada globales. Andlogamente podemos
substituir las Ecuaciones A.18 y A.19 en A.15 y resulta:

(P} = [M] {5} (A.22)

{¥} = [R)" (M) [R (4.23)

A.2. DMatrices de rigidez y masa para marcos planos

La inclusién de fuerzas axiales en la matriz de rigidez de un elemento viga de flexion requie-
re la determinacion de los coeficientes de rigidez para cargas axiales. Para derivar la matriz
de rigidez para un miembro cargado axialmente, considere en la Figura A.4 un segmento
de viga sobre el que actian las fuerzas axiales P; y P, que producen los desplazamientos
axiales d; y do en los nodos del elemento. Para un segmento de viga uniforme de longitud L
y seccion transversal A, es relativamente sencillo obtener la relacion de rigidez para efectos
axiales mediante la aplicacion de la Ley de Hooke. En relacién con la viga que se muestra
en la Figura A.4, los desplazamientos d; producidos por la fuerza P; que actia en el nodo 1
mientras que el nodo 2 se mantiene fijo (62 = 0) estan dados por:

P L

0= —— A24
' AE (A24)
De la Ecuacién A.24 y la definicién del coeficiente de rigidez, obtenemos:
P, AFE
kyy = —=— A.25
n=5== (425

El equilibrio del segmento de la viga sobre el que actia la fuerza (kq;) requiere una fuerza
en el otro extremo de igual magnitud pero en direccién opuesta:
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—AE
ko1 = =k = I (A.26)

Analogamente, los otros coeficientes de rigidez debido a un desplazamiento unitario del nodo
2 (0 =1) son:

AFE
—AE
E, A
51'P1_. —_— 3 5,P,

L

Figura A.4: Elemento de viga mostrando las cargas nodales axiales P;, P
y sus correspondientes desplazamientos nodales d1, ds.

Los coeficientes de rigidez dados en las Ecuaciones A.25-A.28 son los elementos de la
matriz de rigidez que relacionan las fuerzas axiales y desplazamientos para un segmento de

viga, es decir:
Pl AE|1 —1| &
{PQ} L [—1 1 ] {52} (4.29)

La matriz de rigidez correspondiente a las coordenadas nodales para el segmento de la
viga que se muestra en la Figura A.5 se obtiene combinando en una sola matriz, la matriz
de rigidez para efectos de axiales, Ecuacion A.29, y la matriz de rigidez para efectos de
flexion, Ecuacion A.30. La matriz resultante de esta combinacion relaciona las fuerzas P; y
los desplazamientos d; en las coordenadas indicadas en la Figura A.5 como se expresa en la
Ecuacion A.32.

L AE I 86, Ps

61, P
11 W)

Figura A.5: Elemento de viga mostrando las fuerzas y desplazamientos no-
dales axiales y de flexion.
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P 12 6L —12 6L | |4
Py EI | 6L 4L> —6L 2L*| |6,

Py~ I3 |-12 —6L 12 —6L| |4 (A.30)
P, 6L 2L°> —6L AL?| |&
O en notacién condensada:
P = [k|§ (A.31)
12 (AL 0 0 HAE o 0] (4
P, 0 12 6L 0 —12 6L 09
Pyl EI| O 6L 4L? 0 —6L 2L? 03
P L3 |=42 0 0 4 0 0 ||d (4.52)
Ps 0 —-12 —6L 0 12 —6L 05
B 0 6L 2L? 0 —6L 4L2_ 06
O en notacién condensada:
P = [K]o (A.33)

Ahora para el calculo de la matriz de masa para un marco plano, se debe combinar la
componente axial y de flexién de los coeficientes de masa. Luego para un segmento de viga, la
relacion entre las fuerzas axiales modales y aceleraciones modales esta dada por la Ecuacion
A.34 y la matriz que relaciona estas mismas variables pero de flexién es la Ecuacién A.35.

P mL[1 0]
{PQ} T2 lo 11 {5'2} (A.34)
P, 156 220 54 —13L 5:1
Py mL|22L AL* 13L —3L%| |0, (A.35)
Py 420 | 54 13L 156 —22L| )05 '

P, —13L —3L* —22L 4L? | |4,

Finalmente, combinando la Ecuacién A.34 para efectos axiales y A.35 para efectos de
flexion, se obtiene la matriz de masa consistente para un elemento de un marco plano en
referencia a la Figura A.5 como :

P, (140 0 0O 70 0 0 o1

P, 0 156 22L 0 54 —13L| |0,

Py _mL |0 220 4L* 0 13L —3L*| | (A.36)
P, 420 |70 0 0 140 0 0 o4 ‘
Ps 0 54 13L 0 156 —22L| |és

Py | 0 —13L —3L* 0 —22L 4L? | (0

O en notacién condensada: )
{P} =M {5} (A-37)

En donde [M] es la matriz de masa consistente para un elemento de marco plano.
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A.2.1.

Transformacion de coordenadas

La matriz de rigidez A.32 y la matriz de masas A.36 se derivaron en referencia a las coorde-
nadas nodales asociadas con el sistema de coordenadas locales. Para estructuras es necesario
transformar estas matrices en un sistema comun de referencia, el sistema de coordenadas
globales. Esta es representada en la Ecuacion A.38.

Py
Py
Py
Py
b5
Fs

?)

cos(d)  sin(6)
—sin(¢) cos(
0 0
0 0
0 0
0 0

0
0
1
0
0

0

_ o O O O O

P,
P,

Py

Py

Py
P

(A.38)

O en notacion condensada puede ser representada por la Ecuacién A.18. Luego la matriz R
sera llamada la matriz de transformacién de coordenadas o matriz de rotacion. Las Ecuaciones
A.19-A.23 son andlogas para este caso.
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Anexo B

Derivadas de las matrices de masa y
rigidez para enrejados y marcos planos

B.1. Derivadas de las matrices de masa y rigidez para
enrejado plano

1 0 -1 0
dK . (EQ — El)((AQ — A].) *Tq +A1) 0 0 0 0 (B 1)
dz,, L -1 0 1 0 ‘
0 0 0 O
1 0 -1 0]
dK  (As—A)(Bo—El) -2, +E) |0 0 0 0 (B.2)
dz, L -10 1 0 '
0 0 0 0
1 0 -10
dM  (pa—p1)((A2 — A1) -z +A)-L |0 0 0 0 (B3)
dz,, 6 -10 1 0 ‘
0 0 0 0
1 0 -10
dM o <A2 - A1>((,02 - pl) *Tm "‘Pl) L]0 0 0 0 (B 4)
dx, 6 -1 0 1 0 '
0 0 0 0
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B.2. Derivadas de las matrices de masa y rigidez para
marco plano
(140 0 0 70 0 0 ]
0 156 22L O 54  —13L
AM (A —A)((p2—p1) @a+p1) L | 0 220 4L> 0 13L —3L° (B.5)
dz, 420 70 0 0 140 0 0 '
0 54 13L 0 156 —22L
| 0 —13L 3L 0 =-—22L 4% |
140 0 0 70 0 0 ]
0 156 22L O 54  —13L
dM . (pg — Pl)((A2 — Al) c Xy + Al) - L 0 22L 4L2 0 13L —3L2 (B 6)
dz,, 420 70 0 0 140 0 0 ‘
0 54 13L 0 156 —22L
|0 —13L 3L* 0 —22L 4% |
de, L3
(Ay — Ay) - L2 0 0 —(Ay — Ay) - L2 0 0
0 12-(I,—1) 6-L-(I—1) 0 —12-(IL,—1) —6-L-(I,—1))
. 0 6-L-(I,—1) 4-I*-(I,— 1) 0 —6-L-(I,—-1L) 2-I*-(I,—- 1) (B.7)
—(Ay— A)) - I? 0 0 (Ay — Ay) - L2 0 0 :
0 —12-(I,— 1) —6-L-(I,—1I) 0 12-(I,—1) —6-L-(IL—1)
0 6-L-(I,—1) 2-1*-(I,—1) 0 —6-L-(I,—-1) 4-I*-(I,—- 1)
dK _ (EQ—El)«]Q—]l)'ZL'a‘l‘]l) )
dz,, L3
B ((AQ—AI)‘CZ‘Q+A1)~L2 ((AQ—Al ‘Tq A1)~L2 T
(Ia—1)-za+11) 0 0 o (12—11))~za++11) 0 0
0 12 6L 0 ~12 6L
0 6L 42 0 —6L 2L2
’ ((Aa—A1)-zo+A;)-L2 ((Aa—A1)-zo+A;)-L2 (B‘8>
~ (hL)wath) 0 0 (szll))ma_:h)) 0 0
0 —12 —6L 0 12 —6L
0 6L 2I2 0 —6L 417
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