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CONSTRUCCION DE UNA BASE PARA EL ESPACIO DE BUBBLES DE
UN DIGRAFO

En un digrafo, una bubble se define como un par de caminos dirigidos con vértices extre-
mos comunes, pero internamente disjuntos. Aparecen naturalmente en el grafo de ensamblaje
generado con el fin de realizar la secuenciacion del genoma de una especie, y su estudio posee
diversas aplicaciones en este campo de la biologia.

El conjunto de bubbles en un grafo puede tener, en el peor de los casos, un tamano ex-
ponencial sobre la cantidad de nodos presentes en él, y en el contexto de este trabajo, este
numero puede variar desde los cientos de miles hasta los miles de millones de nodos, por lo
que se hace necesario obtener un modo de representacion razonable de ellas.

Con ese fin se disend un algoritmo que obtiene en tiempo polinomial una base para el
espacio de bubbles construida a partir del conjunto de bubbles elementales. Luego se estudié
algunas propiedades topoldgicas del grafo de ensamblaje que permitan disenar un algoritmo
que lleva a cabo esta misma tarea de manera diferente.
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A todo lo que perdimos en el camino.
Sobre todo ti, Mentes.
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Introduccion

La genémica es el area de la biologia que se dedica al estudio de la estructura y funcio-
namiento del genoma de los seres vivos. Por ello, es fundamental para su desarrollo el ser
capaz de poder analizar el genoma de una especie, lo que comienza con la secuenciacion,
que consiste en la lectura de las cadenas de nucledtidos componen el genoma. La técnica que
permite llevar a cabo esta tarea normalmente requiere fragmentar aleatoriamente el ADN
(0 ARN) de un conjunto de células, y leer la secuencia de nucleétidos de cada uno de los
fragmentos.

Este procedimiento da origen entonces a lo que se conoce en la literatura como el proble-
ma del ensamblaje del genoma, es decir, a la reconstruccién del genoma en su totalidad a
partir de la lectura de cada una de las secuencias obtenidas de los fragmentos. La existencia
de fragmentos repetidos del genoma hacen de éste un problema complejo, del que se han
propuesto variadas técnicas algoritmicas y computacionales.

Algunas técnicas para la resolucion de este problema utilizan modelos en grafos, donde
cada nodo representa una secuencia de nucleétidos y que se conecta con los nodos que po-
drian ser posibles continuaciones de dicha secuencia en el genoma estudiado. Dos ejemplos
de estos modelos son el grafo de De Bruijn y el grafo de traslape (overlap graph).

Si bien el objetivo original de estos modelos en grafos era la reconstruccion del genoma de
la especie del cual se generd, o ensamblaje denovo [1], con los anos surgieron nuevas aplica-
ciones interesantes. Por ejemplo, la creaciéon de algoritmos para la deteccion de repeticiones
en el genoma y su clasificacién [2, 3, 4], enumeracién de bubbles [5, 6], y la deteccién de

superbubbles [7, 8, 9].

El interés de este trabajo se centra en las bubbles. Una bubble es un par de caminos
dirigidos en el grafo, los cuales comparten su origen y su destino, pero simultaneamente, son
totalmente disjuntos en su interior. Este objeto es relevante pues una bubble en el grafo de
ensamblaje puede representar diversos fendémenos bioldgicos importantes como lo son, por
ejemplo, los SNPs, indels o splicing de ARN. Sin embargo, no toda bubble tiene tal origen
biolégico.

Por otra parte, gran nimero de las bubbles surge algebraicamente a partir de la interac-
cion entre bubbles que si corresponden a eventos de origen bioldgico. Por ejemplo, cuando
un evento se produce en una subsecuencia dentro de otro evento mayor. Esto dificulta la
identificacion de las bubbles correctas. Sin embargo, su estructura algebraica permite definir
conjuntos de bubbles que son capaces de generar otras. De esta propiedad surge naturalmente
la pregunta sobre la existencia de un conjunto pequeno de bubbles que pueda generar todo



el espacio de bubbles, es decir el conjunto de todas las bubbles presentes en el grafo.

En el trabajo de Acuna et al.[10] se demostré la existencia de un generador del espacio
de bubbles de tamano polinomial y con descomposicion calculable en tiempo polinomial. Sin
embargo, se plantea que dicho generador no es necesariamente minimal, y queda propuesto
el problema de encontrar en tiempo polinomial un generador minimal del espacio de bubbles.
Este trabajo busca dar respuesta a ese problema, y tiene por objetivo crear un algoritmo
que a partir de un grafo construya una base de su espacio de bubbles. Para ello se utilizara
dos enfoques, el primero de ellos buscara construir un conjunto linealmente independiente a
partir del conjunto generador dado en [10], y el segundo utilizard propiedades topolégicas del
grafo para construir una base de similares caracteristicas.

El objetivo general del presente trabajo es el diseno de un algoritmo que construya una
base del espacio de bubbles, la cual esta compuesta en su totalidad por bubbles, conforme a
la definicién de bubbles previamente expuesta.

Para ello, se seguira el siguiente esquema:

En el primer capitulo se introducen algunas nociones basicas de teoria de grafos y de
computacion.

En el segundo capitulo se presenta informacion sobre genémica que da origen al problema
en cuestion y se explica el modelo.

En el tercer capitulo se enfrenta el problema desde una perspectiva gaussiana, constru-
yéndose y analizando un primer algoritmo.

En el cuarto capitulo se estudian propiedades topoldgicas del grafo del modelo y se cons-
truye y analiza un algoritmo a partir de ellas.

En el quinto capitulo se discuten los resultados obtenidos.



Capitulo 1

Antecedentes Preliminares

1.1. Teoria de Grafos

Para entender el trabajo a desarrollarse posteriormente, es necesario tener conocimiento
de algunos conceptos y resultados basicos de teoria de grafos. Estos se presentan a continua-
cion.

Definicién 1.1 Un grafo es un par de conjuntos G = (V, E) que satisface que E C [V]? :=
{e CV;|e| =2}. Los elementos de V' se denominan vértices (o nodos) de G y los elemen-
tos de E se denominan sus aristas. La arista e = {u,v} se denota por e = uv, y los vértices
u y v se denominan los extremos de e.

En adelante, dado un grafo G, se utiliza de manera indistinta v € G para decir v € V(QG),
0 e € G para decir e € E(G), siempre y cuando no ezista ambigiedad.

El nimero de vértices de un grafo es llamado su orden, se denota como n = |G| := |V,
y el nimero de aristas se llama tamano, y se denota como m = |G| = |E|.

Definicién 1.2 Sean G = (V, E),G' = (V', E') grafos tales que V' CV y E' C E, entonces
se dira que G' es subgrafo de G.

Ademds, si E' es exactamente el conjunto de aristas de G cuyos extremos estan en V', se
dird que G’ es el grafo inducido por V' sobre G.

St en cambio, V' es exactamente el conjunto de extremos de las aristas de E', se dird que
G’ es el grafo inducido por E' sobre G.

Por dltimo, si V' =V, se dira que G' es un subgrafo recubridor (o simplemente cubridor)

de G.
Definicién 1.3 Sean G = (V, E),G' = (V', E') grafos, se define el grafo
GUG =(VUV' EUE

Ademds, sea e = uv; u,v € V, se define GUe :=GU ({u,v}, {e})



Definicién 1.4 Sea G = (V,E),v € V un vértice de G. Sea e € E tal que v € e, entonces
se dira que v es inctdente en e.

El conjunto de aristas en las que v es incidente se denota por E(v). Al nimero de aristas
en las que v es incidente se denomina el grado de v y se denota por d(v) := |E(v)|. Un
vértice con grado nulo se dice aislado.

Un par de vértices u,v € V se dicen adyacentes o vecinos si uv € E.

Definicién 1.5 Un camino es un grafo no vacio P = (V, E) tal que
V =A{vo,v1,...vn} E = {vovy,v102,..., 05105}

A los vértices vy y v, se les dice los extremos de P, al resto se les dice interiores y al nimero
de aristas se le llama el largo de P. Tambien se dira que P une a los vértices u y v.

En general, se referird a un camino mediante la secuencia de sus vértices de la forma P =
VoU1...Up Yy para 0 > 1 > j > n se denota por:

Pv; = wvg...v
v;Pv; = ;.0
v P o= v,

QR

Figura 1.1: Ejemplo de camino.

Definicién 1.6 Sea P = vy...v,, un camino, al grafo C = P U v,vg se le llama un ciclo, 1,
del mismo modo, se puede denotar como C' = vy...v,0.

Definicién 1.7 Un grafo G = (V, E) se dira:

= conexo si para todo par de vértices u,v € V existe un camino P C G tal que u y v son
sus extremos.

s aciclico si no contiene ningun ciclo. A un grafo aciclico también se le llama bosque.

= drbol si es un bosque conexo. En general, se denota un grafo que es darbol con la letra

T.



= drbol enraizado si es un drbol y existe un vértice r € V. denominado raiz.

Ademas se llama componente conexa de un grafo G' a todo subgrafo conexo maximal.

En la siguiente figura se presenta un grafo conexo, el cual es aciclico, y por ende arbol, si
se remueve la arista e, y deja de ser conexo si se remueve la arista es.

(4]

€1

Figura 1.2: Grafo conexo.

Proposicion 1.1 Sea T' = (V, E) un drbol, entonces para todo par de vértices u,v € V eziste
un unico camino P, C T que los une

Definicién 1.8 Sea G = (V, E) un grafo conexo, se define como drbol recubridor de G a
todo subgrafo recubridor T, que es drbol.

Definicién 1.9 Se define un grafo dirigido o digrafo como un par de conjuntos G =
(V,E) con E C V? llamados conjunto de vértices y de arcos, respectivamente. Se puede
interpretar un digrafo como un grafo en el cual el orden en que se define una arista es
relevante.

A un arco de la forma uu € E se le dira bucle, y al par de arcos uv,vu € E se les llama arcos
paralelos. En el presente trabajo se consideraran grafos dirigidos sin bucles ni arcos paralelos.
Se define un par de funciones sobre las aristas de un digrafo

1 E—V ; t:E—V

donde para e = uwv € E se tiene que i(e) = u ; t(e) = v.
Ademas se dicen vecinos de salida (resp. entrada) de u a los nodos v € V tales que
wv € E (resp. vu € E). Este conjunto se denotard por Ny(u) (resp. N_(u)).

Se pueden extender los conceptos de camino y ciclo a grafos dirigidos, considerando ade-
mas que para todo par de arcos consecutivos, €;,e;11, se tiene que satisfacer la condicion
t(e;) = i(eir1). Esta condicién lo que garantiza es que los arcos consecutivos posean una
orientacién coherente en el orden en que esta definido el camino.



Figura 1.3: Camino dirigido y un grafo que no es camino dirigido.

Definicién 1.10 Sea G un grafo dirigido sin bucles ni aristas paralelas. Se llama el grafo
subyacente de G al grafo obtenido a partir de este cuando se considera el conjunto de aristas
sin sus direcciones.

Notese que se requiere que el digrafo no posea bucles ni aristas paralelas para que al
remover las direcciones de todas las aristas, el resultado sea efectivamente un grafo y posea
el mismo tamano que el grafo G.

Definiciéon 1.11 Se define también un multigrafo como un par G = (V, E) de conjuntos
disjuntos y una funcion t : E — [V]? que a cada elemento de E le asigna un subconjunto
de 2 elementos de V' que se denominan sus extremos.

Esta definicion busca representar un grafo en el cual es posible la existencia de mailtiples
aristas entre un mismo par de vértices.

Nuevamente los conceptos de grafos se extienden naturalmente a multigrafos, pero debido
a la existencia de multiples aristas entre un par de nodos, los caminos deben estar carac-
terizados por la secuencia de aristas que lo conforman, pues la secuencia de vértices puede
generar ambigiiedades.

1.2. Teoria de la computacién

A continuacion se definiran algunos conceptos basicos de teoria de computacion.

Definicién 1.12 Un problema se define como un subconjunto P C Ip X Sp, donde Ip co-
rresponde al conjunto de instancias del problema y Sp al conjunto de soluciones del problema.
Luego, se dice que y € Sp es solucion de P en la instancia x € Ip si (z,y) € P.

Definido lo que es un problema, se definira el concepto de algoritmo de manera intuitiva,
pues para realizar una definicién formal, se requeriria ahondar en conceptos de teoria de la
computacién que se escapan del alcance de esta tesis.

Definicién 1.13 Se dice que una secuencia de operaciones bdsicas bien definida A es un
algoritmo que resuelve el problema P si, dada cualquier instancia x € Ip como entrada a
A, su valor de retorno, A(x) posee una o mds soluciones de P en x.

Es decir, un algoritmo es una herramienta que encuentra soluciones para un problema.
No obstante, esto no basta en la realidad, un algoritmo debe encontrar soluciones a un
problema en un tiempo razonable. ; Qué quiere decir esto ultimo? Para entenderlo son tutiles
los siguientes conceptos.



Definicién 1.14 Se llama tamano de la entrada al largo que posea en el sistema de
codificacion utilizado por el algoritmo la instancia x sobre la que se ejecutard, es decir |x|.

En general se supone que la entrada esta codificada de manera razonable, lo que quiere
decir que no se introduce informacién redundante, y tambien se supone que para un par de
codificaciones distintas de la misma entrada x, el tamano de ellas no puede diferir mucho.

Dado un algoritmo A para un problema P, con una instancia x de tamatio |z| = n, se
quiere determinar, en términos de n, cuantas operaciones llevara a cabo A al momento de
retornar una soluciéon. A este valor se le dice tiempo de ejecucion.

El valor del tiempo de ejecucién depende obviamente del tamano de la entrada n, pero
también depende de z, es decir, para entradas diferentes del mismo tamano el tiempo de
ejecucion puede variar de manera impredecible. Luego, para poder asignar al algoritmo A un
tiempo de ejecucion independiente de la entrada de manera conservadora, siempre se conside-
rard el mayor tiempo de ejecucion para entradas de un mismo tamano n. Este procedimiento
se denomina andalisis del peor escenario.

Por tultimo, para un algoritmo A, su tiempo de ejecucién para una entrada de tamafo n,
que se denota t4(n), dependera también de la maquina mediante la cual serd ejecutado, por
lo que se realiza la siguiente definicion.

Definicién 1.15 Sea A un algoritmo con tiempo de ejecucion ta(n), n el tamano de la
entrada. Sea g : N — N una funcién. Se dira que el tiempo de ejecucion de A es de orden
g(n), denotado por O(g(n)), si existe un natural ng tal que para todo n > ny se cumple que

ta(n) < cg(n)

para algun valor constante c.

De esta forma se puede expresar el tiempo de ejecucion de un algoritmo netamente en
términos del tamano de su entrada, considerando siempre el peor escenario y de manera
independiente a la tecnologia mediante la cual se ejecutara.



Capitulo 2

Genoma y modelamiento

El genoma corresponde al conjunto de genes presentes en las células de una especie o
individuo en particular. Se puede considerar como la cadena de nucledtidos presente en cada
uno de sus cromosomas, y su estudio es la base de la genémica.

Los nucleétidos son en general las unidades fundamentales del material genético, y corres-
ponden a ensambles de una molécula de pentosa (ribosa o desoxirribosa), una molécula de
acido fosforico, y alguna base nitrogenada. Este tltimo elemento es el que le da el caracter a
cada una de las bases utilizadas en el codigo genético de una célula. Las bases presentes en
el ADN de una celula corresponden a adenina, citosina, guanina y timina. Este conjunto de
bases nitrogenadas serd modelado como el alfabeto A := {A, C, G, T}, indicando cada base
nitrogenada por su letra inicial. En el ARN, la timina es reemplazada por uracilo, por lo que
la letra T' es reemplazada por la letra U.

Un gen corresponde a una secuencia de bases nitrogenadas que ocupan un lugar particular
dentro de un cromosoma (locus) y que codifica la informacién necesaria para la sintesis de
alguna molécula que desarrolle alguna funcion fisiologica especifica. A las diversas secuencias
de bases que se pueden encontrar en un mismo gen se les llama alelos. Es decir, hablar de
un gen en especifico hace alusion a todas las posibles cadenas de bases nitrogenadas que
se pueden encontrar en una region especifica del genoma de una especie, y que sintetizan
moléculas que cumplen la misma funcién biolégica (aunque con posibles variaciones en como
se desarrolla esa funcién debido a las variaciones en el gen). Cabe destacar que a raiz de esto,
dentro de una poblaciéon de individuos de una misma especie, o incluso dentro del mismo
individuo, se puede observar diversidad genética, la cual puede o no estar expresada en cara-
teristicas fisicas. Al conjunto de genes presentes en un individuo se le denomina genotipo, y
al resultado de la expresion de dichos genes en combinacién con la interaccion con el medio
ambiente se le denomina fenotipo.

Esto le da importancia al estudio del genoma de las especies. Se vuelve entonces necesario
obtener la secuencia de bases nitrogenadas que componen cada uno de los cromosomas y de-
terminar que funciones cumplen. Actualmente, las distintas tecnologias existentes permiten
realizar lecturas de hebras de ADN (o ARN) de diverso largo, en cualquier caso mucho menor
que un genoma completo. Por ello, para poder llevar a cabo analisis y estudios genéticos, se
requiere construir, a partir de dichas lecturas, secuencias de bases més largas, intentando
completar el genoma de un organismo. Estas lecturas se realizan mediante una técnica lla-



mada reaccion de cadena de polimerasa, o PCR, por su sigla en inglés.

Teniendo lecturas, la reconstruccién del genoma se podria realizar estudiando las coinci-
dencias entre los finales y principios de las diferentes lecturas, sin embargo, el gran ntimero
de lecturas hace que la comparacion entre todas ellas sea un problema extremadamente cos-
toso en términos de tiempo. Por ejemplo, para un conjunto de 10* lecturas de largo 103, se
tendrian que realizar O(10%) operaciones para comparar cada par de lecturas, y son O(10%)
pares de lecturas, por lo que en total, s6lo en esta parte del proceso se requerirfa de O(10'1)
operaciones.

Una manera alternativa de abordar el problema, evitando este excesivo niimero de com-
paraciones, es considerar el conjunto de todas las secuencias de largo k, para algin valor fijo
k, que se encuentran dentro de alguna lectura. A estas cadenas se les llama k — meros, y a
partir de ellas se puede construir un grafo dirigido, en el que cada nodo es un (k— 1) — mero,
y los arcos seran los k — meros encontrados, de forma que para cada arco, su nodo inicial
corresponde a sus primeras k — 1 bases y su nodo terminal, sus ultimas k — 1 bases. Un grafo
construido de esta forma recibe el nombre de grafo de De Bruijn, y en el caso particular
de este problema se le dird grafo de ensamblaje. Ademas, cada arco entre un par de nodos
aparece multiples veces, segin la frecuencia relativa con la que el k& — mero aparece dentro
de las lecturas. De este modo, la hebra original de ADN corresponde a un camino euleriano
dentro de este digrafo.

El grafo de De Bruijn obtenido de las lecturas, es el paso previo para intentar obtener,
no sin cierta dificultad, la secuencia real del genoma. Sin embargo, esta estructura también
puede reflejar otros fenémenos biolégicos que son de alto interés para el mundo cientifico.
Estos fendémenos bioldgicos se encuentran representados en patrones especificos de la estruc-
tura del grafo y pueden ser estudiados sin necesidad de obtener un ensamblaje particular.
Algunos ejemplos de especial interés en este trabajo corresponden a tres fendémenos: splicing
alternativo, indels y SNPs.

Se llama splicing alternativo al fenémeno biol6égico mediante el cual diversas secuencias
de ARN mensajero pueden ser obtenidas a partir de una misma secuencia de ADN. EI ARN
mensajero se obtiene a partir del ADN, mediante el descarte de segmentos no codificantes
denominadas intrones, y la union de segmentos codificantes denominadas exones. Es decir,
dentro de una misma seccién de ADN, pueden estar codificadas una multiplicidad de genes,
y segln cuales sean las regiones que se encuentran activas al momento de realizar la sintesis
del ARN, la molécula obtenida finalmente como resultado variara en su funciéon. Esto en el
grafo de De Bruijn se puede observar como aparicion de ciclos dirigidos.

Un indel, por otra parte, corresponde a la insercién(in) o eliminacién(del) de un niimero
variable de nucledtidos en un sector del genoma de un organismo. Estas variaciones pueden
ir desde las unidades hasta las decenas de miles y tienen aplicaciones en el estudio de filo-
genética como marcadores de poblacién[11]. En el grafo se observan como caminos dirigidos
alternativos entre un par de nodos de un camino dirigido mayor, si el camino genera un ciclo
dirigido corresponde a una insercion, si no corresponde a una eliminacion.

Por ultimo, un polimorfismo de un solo nucleétido, o SNP por su sigla en inglés, corres-



ponde a la variacién de un solo nucleétido en una posicion especifica del genoma, lo que da
lugar a alelos diferentes. Por ejemplo, el factor V Leiden es un transtorno de hipercoagulabi-
lidad que se genera por un SNP G a A en el nucledtido 1961 del gen F'5[12]. Este fenémeno
se observa como una bifurcacion de largo £—1 en un camino dirigido en el grafo de ensamblaje.

Estos tres tipos de fenémenos se expresan de manera bastante similar en el grafo de en-
samblaje. Cada uno de ellos generan una o mas estructuras que en la literatura reciben el
nombre de bubble (o burbuja), y es en estas estructuras donde se enfoca esta tesis. El con-
cepto de burbuja sera definido con rigurosidad posteriormente.

ATGGATTCATT
ATGGAGTCATT

Figura 2.1: Representacién de un SNP en el grafo de ensamblaje.

Se tiene que tener en consideracion que la presencia de estos fendmenos biologicos en el
genoma puede dar origen a un nimero mucho mayor de bubbles cuando estos eventos se
encuentran anidados unos dentro de otros. La siguiente figura presenta como tan solo dos
SNP consecutivos dan origen a un total de cinco bubbles.
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TATGCATTCATT
TATGGAGTCATT

Figura 2.2: Ejemplo de generaciéon de bubbles anidadas.

Por este motivo se han desarrollado algoritmos que buscan y enumeran bubbles [6, 5],
que reconocen repeticiones y palindromos de secuencias dentro de las lecturas [2, 3|, y que
detectan superbubbles dentro del grafo [8, 9, 7]. Gracias a estos trabajos, es posible reconocer
y detectar las bubbles existentes dentro de una region del grafo de ensamblaje.

A pesar de ello, dado que el nimero de bubbles en un grafo de De Bruijn es enorme, estas
soluciones no permiten identificar facilmente un conjunto pequeno de ellas que describa los
eventos biolégicos mencionados.

El presente trabajo busca generar un algoritmo que encuentre un conjunto de ellas de
tamano reducido, pero que mediante herramientas algebraicas sea capaz de representar a
todas las bubbles del grafo de ensamblaje. Esto puede dar una primera aproximacion a
determinar el niimero de bubbles cuyo origen se encuentra en un fenémeno biologico y quizas
en un futuro poder encontrarlas.
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Capitulo 3

Bubbles en el espacio de ciclos

En este capitulo se presenta el espacio de ciclos de un grafo, y se presenta un resultado
util de este espacio vectorial. Luego se define de manera andloga para un digrafo el concepto
de espacio de bubbles, se presentan algunos conjuntos generadores de dicho espacio, y se
presenta un algoritmo que a partir de cualquiera de dichos generadores, es capaz de encontrar
un generador minimal.

3.1. Espacio de ciclos

Definiciéon 3.1 Sean Gy = (Vi, Ey) y Gy = (Va, Ey) subgrafos de un grafo G, se define
Gy + Gy como el subgrafo inducido por el conjunto de aristas E1AEs.

(a) Gy (b) G2 (c) G1+ G2

Figura 3.1: Ejemplo de suma de grafos

Definida esta suma, el espacio de conjuntos de aristas de un grafo G posee estructura de
espacio vectorial sobre el cuerpo [y, el cuerpo de dos elementos.

Definicion 3.2 Sea G = (V, E) un grafo, al subespacio vectorial generado por el conjunto
de sus ciclos se le denomina espacio de ciclos de G y se denota por C(G). Notar que no
todos los elementos del espacio de ciclos son necesariamente ciclos.

En términos generales, un subgrafo G’ = (V, F) pertenece al espacio de ciclos de G si 'y
solo si todo vértice v € V tiene grado par en G'.
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Definicién 3.3 Sea T un drbol de un grafo G, se dice que un ciclo estd asociado a T si se
forma a partir de aristas en T mas una arista fuera de T'.

Proposicién 3.1 Sea T un drbol recubridor de un grafo conezxo. El conjunto Pr de los ciclos
asociados a T corresponde a una base del espacio de ciclos.

DEMOSTRACION. Considérese primero un grafo G conexo y 1" un arbol recubridor de G. Para
cada arista e ¢ T' se puede construir un tnico ciclo con las aristas del arbol 7T'.

Sea (3 el conjunto de los ciclos generados de esta forma, es claro que || = |G| — ||T|| =
m—n+ 1.
Es evidente que este conjunto es linealmente independiente, pues cada uno de sus elementos
posee una arista que es tinica. Para determinar que es de hecho una base del espacio de ciclos,
basta con demostrar que es generador de los ciclos del grafo.

Se lleva a cabo esta demostracién por induccién sobre el nimero de aristas que no se
encuentran en 7' del ciclo en cuestion.

= Cuando el ciclo posee solo 1 arista fuera de T', luego se trata de un ciclo perteneciente
a (3, por lo que es trivial.

= Supongase ahora que se tiene el resultado para ciclos con k — 1 aristas fuera de T, y
sea C un ciclo con k aristas fuera de T, sea € € C\T una de ellas, y sea Cz el ciclo de
[ asociado a ella. Luego C' + Cz es un elemento del espacio de ciclos con k — 1 aristas
fuera de T', por lo que se puede generar con elementos de (3, es decir,

O+Cg:ZOéeCe

e¢T

De este modo
C= Cg + Z OéeCe

e¢T
Por lo que C' puede generarse con elementos de 3

Esto permite concluir entonces que el conjunto 5 es de hecho generador y, por ende, base del

espacio de ciclos.
]

Corolario 3.1 La dimension del espacio de ciclos de un grafo es dim(C(G)) = m —n + ¢,
donde c es el numero de componentes conexas del grafo.

DEMOSTRACION. Para un grafo G no necesariamente conexo, se aplica el resultado anterior

para cada componente conexa de G y se construye una base de cardinal m —n + c.
[

3.2. Espacio de bubbles

En este trabajo se busca llegar a un resultado similar al presentado en la seccion anterior
para una estructura presente en digrafos, intimamente relacionada con los ciclos de su grafo
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subyacente.

Primero, cabe notar que un grafo dirigido de De Bruijn construido a partir de lecturas
del material genetico si puede tener bucles y arcos paralelos. Esto presenta problemas al
momento de querer construir su grafo subyacente, pero en general, este problema se puede
reparar reemplazando los bucles por 2 nodos auxiliares y convirtiendolos en un ciclo de largo
3, y reemplazando un arco de cada par de aristas paralelas por un nodo extra y convirtiendo
el arco en un camino de largo 2.

Se supone de ahora en adelante entonces que los grafos dirigidos no poseen bucles ni arcos
paralelos, pues se sabe que si los poseen, se pueden reparar.

Definicién 3.4 Sea G un grafo dirigido. Un subgrafo B de G se denomina bubble si es la
union de dos caminos p y q ambos comenzando en un vértice s y terminando en un vértice t
Y que no poseen ningun otro vértice en comun (es decir, sus vertices internos son disjuntos).
Los caminos p y q se denominan las piernas de B y se dird que B es una (s,t)-bubble.

Sipy ¢ son las piernas de una (s, t)-bubble B, se denota B = (p, q) y se define Inicio(B) =
sy Terminal(B) = t.

Figura 3.2: Representaciéon genérica de una (s,t)-bubble

Definiciéon 3.5 Sea G un grafo dirigido. Se define B(G) como el conjunto de todas las bub-
bles de GG.

Noétese que el grafo subyacente de toda bubble de G esta en el espacio de ciclos del grafo
subyacente de G. Es por esto que se dice, abusando un poco de la terminologia, que B(G)
esta en el espacio de ciclos de G.

Notar que (B(G)) es el subespacio vectorial mas pequeno que contiene a B(G) y puede con-
tener elementos que no son bubbles.

El objetivo es encontrar un conjunto S compuesto sélo por bubbles, que sea generador de
B(G), pero de cardinal mucho menor que B(G). Es decir, () = (B(G)). Idealmente se busca
que [ sea linealmente independiente, es decir que 3 sea base. Al espacio generado por todas
las bubbles de un grafo se le denomina espacio de bubbles y se denota B(G).
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Claramente, si 5 es base del espacio de bubbles, su cardinal esta acotado superiormente
por la dimensién del espacio de ciclos, es decir por m —n + c.
Maés atin, a partir de B(G) o a partir de cualquier generador de B(G) compuesto por bubbles,
es posible encontrar una base de B(G) realizando eliminacién Gaussiana. Sin embargo esto
puede ser computacionalmente costoso dependiendo del tamaifio del generador inicial.

Surge la pregunta: asi como es relativamente sencillo encontrar una base del espacio de
ciclos a partir de un arbol recubridor, ;existirda un algoritmo para encontrar un generador 3
del espacio de bubbles a partir de la topologia del grafo G?

Se pretende entonces encontrar, a partir de la topologia del grafo G, un conjunto 3, com-
puesto por bubbles, que sea base o al menos un conjunto generador de todas las bubbles de
un grafo G y que tenga un tamano cercano al de una base en el espacio de ciclos, i.e O(n+m).

3.3. Conjunto fuente y conjunto destino

Se introducen algunas nociones relacionadas con la existencia de caminos entre vértices
del grafo.

Definicién 3.6 Sea G = (V, E) un grafo dirigido. Dado dos vértices u,v € V' se dice que u
es alcanzable desde v si existe un camino de v a u en G. Se denota por Alcanzable(v) CV
al conjunto de todos los vértices alcanzables desde v.

Proposicion 3.2 Para vy,vy € V tales que vo € Alcanzable(vy), entonces se tiene que
Alcanzable(vy) C Alcanzable(vy).

DEMOSTRACION. Sea u € Alcanzable(vy), luego existe P, camino en G que va de vy a u, del
mismo modo existe P, camino en G que va de v; a vy. Sea w el primer nodo de P; que se
encuentra contenido en P,, entonces el conjunto v; PLwPyu es un camino en G que va de v,
a u, lo que permite concluir que u € Alcanzable(vy).

O

Definicién 3.7 Sea G = (V,E) un grafo dirigido, un conjunto de vértices S C V se
denomina conjunto fuente si para todo vértice u € V existe un vértice v € S tal que
u € Alcanzable(v). Si un conjunto fuente S no contiene un conjunto mds pequeno que sea
fuente se dira que S es un conjunto fuente minimal.

Definicién 3.8 Sea G = (V,E) un grafo dirigido, un conjunto de vértices D C V se
denomina conjunto destino si para todo vértice w € V existe un vértice v € D tal que
v € Alcanzable(u). Si un conjunto destino D no contiene un conjunto mds pequeno que sea
destino se dira que D es un conjunto destino minimal.

Proposiciéon 3.3 Todo conjunto fuente minimal contiene exactamente un vértice de cada
componente fuertemente conexa de G que no posea arcos entrantes de otras componentes
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conexas.

DEMOSTRACION. Sea S C V un conjunto de vértices de G tales que S es conjunto fuente mini-
mal. Sea C' una componente fuertemente conexa de G tal que C' no posee arcos entrantes. Sea
u € C, como S es conjunto fuente, existe v € S tal que u € Alcanzable(v), es decir, existe un
camino en G de v a u, pero como C' es una componente conexa sin arcos entrantes, y u € C,
se puede concluir que v € C. Esto permite concluir que en S hay al menos un vértice por
cada componente fuertemente conexa sin arcos entrantes.

Ademas es facil notar que debe ser exactamente un vértice por cada componente fuerte-
mente conexa sin nodos entrantes. Si se supone que no es asi, es decir que existe una com-
ponente fuertemente conexa sin arcos entrantes C’ tal que existen uy,us € C' y ug,us € S.
Como (" es fuertemente conexa, existe P camino dirigido en C’ que va de uy a ug, por lo que
ug € Alcanzable(uy), y por la proposicién 3.2, se tiene que Alcanzable(us) C Alcanzable(u,),
lo que implica que el conjunto S\{uy} es conjunto fuente, contradiciendo la minimalidad de S.

De forma similar, si S contiene un elemento w tal que no pertenece a ninguna componente
fuertemente conexa sin arcos entrantes. Sea C' la componente fuertemente conexa que contiene
a w, e un arco entrante a C'y w’ = i(e). Sea C’ las componente fuertemente conexa que
contiene a w’, si C' no tiene arcos entrantes, entonces existe u € S tal que u € C' y por
ende existe un camino P’ entre u y w’ en C' y un camino P entre w’ y w que contiene al
arco e, de modo que existe un camino entre u y w en G, por lo que nuevamente, por 3.2, se
contradice la minimalidad de S. Si C” tiene arcos entrantes, este argumento puede reiterarse
nuevamente, y debido a que las componentes fuertemente conexas de un grafo son finitas y
no pueden reiterarse, eventualmente llega a una sin arcos entrantes, por lo que nuevamente
S\{w} es conjunto fuente, contradiciendo la minimalidad de S.

]

Proposiciéon 3.4 Todo conjunto destino minimal contiene exactamente un vértice de cada
componente fuertemente conexa de G que no posea arcos salientes hacia otras componentes
COMETAs.

DEMOSTRACION. Este resultado es corolario del resultado anterior, considerando el grafo con
sus direcciones invertidas.
O

Corolario 3.2 Todo conjunto fuente minimal de un grafo tiene el mismo cardinal.
Corolario 3.3 Todo conjunto destino minimal de un grafo tiene el mismo cardinal.
Definicién 3.9 Sea G un grafo dirigido. Si k € N es el cardinal de cualquier conjunto fuente
minimal, entonces se dice que G es un grafo k-fuente. St m € N es el cardinal de cualquier
conjunto destino minimal, entonces G es un grafo m-destino.

Teorema 3.1 Sea G = (V, E) un grafo dirigido 1-fuente (1-destino), entonces el espacio

de ciclos y el espacio de bubbles coincide y se puede construir una base compuesta solo por

bubbles de G en O(n+ m).
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DEMOSTRACION. Se recuerda que en general, el espacio de bubbles es un subespacio vectorial
del espacio de ciclos. Sea v € V un nodo fuente de GG. Se puede construir un arbol recubridor
de G con raiz en v (es decir, sus arcos estan orientados desde v a las hojas), el cual a su
vez permite construir, una base del espacio de ciclos del grafo subyacente de G como en la
demostracion de la proposicion 3.1. Como los elementos de esa base son bubbles, entonces
claramente el espacio de bubbles es exactamente el espacio de ciclos.

Para el caso 1-destino se puede considerar una inversion de las direcciones del grafo y se
reduce el problema al caso anterior.
O

Como ya se ha mencionado en el capitulo anterior, las bubbles aparecen de manera segura
en el grafo de ensamblaje y su estudio esta vinculado a diversos fenémenos biologicos que
son de interés en la gendémica. A continuacion, se presentan algunos conjuntos generadores
del espacio de bubbles, y posteriormente se propone un método que construye una base del
espacio a partir de ellos.

3.4. (Generador unién de bases para cada fuente

Ya se establecié como encontrar una base compuesta por bubbles para el caso de un grafo
1-fuente y 1-destino, por lo que, de aqui en adelante, se supondra que el grafo no es 1-fuente
ni 1-destino. Se dira entonces que G tiene k fuentes, con k > 2.

Definicién 3.10 Sea G un grafo dirigido, S = {s1,...,s,} un conjunto fuente minimal, se
denota por G; al grafo inducido por Alcanzable(s;) para todo i € {1,...,k}. Cabe notar que
G, es un grafo 1-fuente con s; una fuente del mismo.

Una manera de encontrar un generador compuesto solo por bubbles que surge natural-
mente consiste en calcular una base para cada G; con i € {1,...,k} y considerar la unién de
todas las bases obtenidas. Es evidente que el conjunto obtenido es generador del espacio de
bubbles, por lo tanto, si se usa eliminacion gaussiana sobre él, se obtiene una base de B(G).

3.5. Un generador de bubbles elementales

En [10] se presenté un generador de bubbles que cumplia con ciertas propiedades que per-
miten generar cualquier bubble aunque la suma esté restringida a la obtencién de bubbles.
Es decir, toda bubble es generada por una suma sucesiva de bubbles, cuyos pasos intermedios
también son bubbles. Sin entrar en detalles sobre esta propiedades especifica del generador,
el resultado también es un generador en el sentido de esta tesis, esto es, sin restringir la suma.

Se presentan las nociones necesarias para definir tal generador.
Definiciéon 3.11 Sea G un grafo dirigido y un orden total de sus arcos. Sean dos caminos
pyqenG. Se dice que p <jer q St €l largo de p es menor que el largo de q o si siendo del

mismo largo la secuencia de arcos de p es lexicogrificamente menor que la de q. St p <jer q
se dice que p es lexicogrificamente mas corta que q.
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De aqui en adelante se supondré que hay un orden total (arbitrario) de los arcos, y que
por lo tanto define un orden total de los caminos en G.

Definicién 3.12 Sea G un grafo dirigido. Sea B = (p,q) a la bubble compuesta por las
piernas p y q. Se denota por I(B) (resp. L(B)) la pierna lexicogrificamente menor (resp.
mayor) de las piernas de B.

Definiciéon 3.13 Sean A y B dos bubbles cualesquiera. Se dice que A es mds pequena que B
st una de las siguientes condiciones se cumple:

(i) £(A) <iee £(B);
(ii) L{A) = L(B) y I(A) <. I(B)

Definicién 3.14 Sea B una bubble tal que no puede ser descompuesta como la suma de dos
bubbles mas pequenas, B se denomina una bubble simple.

Definicién 3.15 Sea B una (s,t)-bubble, se dird que B es una bubble elemental si

(i) I(B) corresponde al camino mds corto entre s y t, y

(ii) Para L(B) = s,vq,...,v;,t, entonces s, vy, ...,v; €s el camino lexicogrdficamente mds corto
entre s y v, en G

Al conjunto de las bubbles elementales de G se denota por E(G).

Se ha demostrado en [10] que toda bubble simple es ademéds elemental y que |E(G)| < mn.
Ademas, se demostr6 que toda bubble puede ser expresada como la suma de una secuencia de
bubbles simples, por lo que el conjunto de bubbles simples corresponderia a un generador del
espacio de bubbles. A raiz de esto, se puede concluir que dentro de las bubbles elementales
existe un conjunto generador del espacio de bubbles, cuyo cardinal esta acotado polinomial-
mente sobre el tamano y orden del grafo.

En la siguiente figura puede observarse un grafo en el que la bubble compuesta por los
nodos vy, v3, vy, Us, Vg Y U7 €s elemental, mas no es simple. Con este pequefio ejemplo se puede
concluir que el espacio de bubbles simples es subconjunto propio de E(G).

Figura 3.3: Ejemplo de bubble elemental no simple.
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En [10] se consider6 una operatoria sobre las bubbles en la cual s6lo era posible definir la
suma si el resultado obtenido correspondia también era bubble. Se descarté esta restriccion
en el presente trabajo con el objetivo de recuperar las propiedades de espacio vectorial ané-
logas al espacio de ciclos de un grafo y teniendo en cosideracion que los resultados relevantes
obtenidos en dicha publicacién se conservan al realizar esta relajacion.

3.6. Base de B(G) por Eliminacién Gaussiana

Teniendo ya un par de conjuntos generadores del espacio de bubbles, es natural notar en-
tonces que se puede obtener un conjunto linealmente independiente a partir de cada uno de
ellos que siga siendo generador, es decir, que sea base de B(G). Esto es posible aplicando un
método de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales clasico llamado eliminacion gaussiana.

Mientras menor sea el tamano del generador inicial, mas eficiente sera el proceso de eli-
minacion gaussiana. Se debe tener en cuenta que si se contruye una base para cada subgrafo
G; mediante la aplicaciéon de BFS, la uniéon de dichas bases corresponde a un conjunto de
bubbles elementales, de modo que se sabe que un generador construido de esta forma es de
menor tamano que el generador de bubbles elementales.

3.6.1. Algoritmo con eliminaciéon gaussiana

Se disené el siguiente algoritmo, el cual construye el conjunto de bubbles elementales y

procede a aplicar eliminacién gaussiana para obtener una base compuesta de bubbles del
espacio B(G).

Data: G = (V, E)

1 begin
2 | S+ 0
3 for v € V do
4 T <— BFS(G,v);
5 for e = (uy,us) ¢ T| uy,us € Alcanzable(v) do
6 if vTup N vTuy == 0; /* Si los caminos son disjuntos */
7 then
8 | S — S+ (vVTuy +vTuz + ¢); /* Se agrega la bubble */
9 end
10 end
11 end
12 | G «—Eliminaciéon_ Gaussiana(S);
13 return g

14 end

En este contexto, uT'v corresponde al iinico camino entre los vértices v y v, siguiendo los
arcos del arbol T

La subrutina de eliminacién gaussiana se realiza modelando el conjunto S como una ma-
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triz en la que cada columna representa una bubble a través de su indicatriz sobre el conjunto
E, es decir S es una matriz de m filas y mn columnas, donde cada fila representa un elemento
de E'y cada columna un elemento de E(G).

De este modo, el conjunto de columnas linealmente independiente representado por una
solucién no trivial del sistema Sz = 0 corresponde a una base del espacio B(G). Este sistema
puede ser resuelto mediante la aplicacion de eliminacion gaussiana.

3.6.2. AnaAlisis del algoritmo

Se procedera a demostrar la correctitud del algoritmo, asi como a calcular su complejidad.
Para poder asegurar que el conjunto de bubbles retornado G es generador, bastara demostrar
que toda bubble elemental puede ser construida a partir de él, pues E(G) es generador, luego
para toda bubble existe una descomposicién en bubbles elementales.

Sea B = (p,q) una (s,t)-bubble elemental, luego se sabe que I(B) es el camino mas corto
entre s y ¢, asi como L(B) es el camino mas corto hasta el vértice previo a t, el cual se llamara
ve. El algoritmo al realizar BFS desde s, considerard ambos caminos al ser los mas cortos
entre sus extremos y la arista (vy,t) ¢ T. Como p y ¢ son disjuntos, B entraréd al conjunto S.
Esto permite concluir que £(G) C Sy es facil notar que toda bubble en S es elemental, por
lo que £(G) = S. Esto garantiza que el conjunto S construido por el algoritmo es en efecto
el conjunto de las bubbles elementales.

Es evidente ahora que toda bubble elemental puede generarse a partir de G. Sea B* bubble
elemental, luego B € §. Se tiene asi dos casos

s B* € G y el resultado es trivial.

» B* ¢ G, luego al momento de realizar el algoritmo la iteracién de la eliminacion gaussiana
sobre la columna representante de B*, no existia un pivote posible en dicha columna, lo
que dictamina la existencia de una descomposicon de B* en las bubbles utilizadas como
pivote previamente.

Para finalizar, G es entonces un conjunto linealmente independiente, capaz de generar
toda bubble en E(G), y por ende, todo elemento de B(G). Ademaés, la eliminacién gaussiana
obtiene un conjunto de columnas linealmente independiente dentro de una matriz con m filas,
por lo que estd asegurado que tiene un cardinal |G| < m, luego es lineal sobre la entrada del
algoritmo.

]

Para calcular la complejidad del algoritmo hay que notar que este consta de dos partes, la
primera de ella corresponde a la construccién del conjunto S, lo que se lleva a cabo mediante
una aplicacion de BFS por cada vértice del grafo y posteriormente una actualizacion del con-
junto por cada arista no presente en la salida de BFS. Este proceso posee una complejidad
de orden O(n(n + m)).
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La segunda parte corresponde a la aplicacion del algoritmo de eliminacion gaussiana, cuya
complejidad al aplicarse sobre una matriz de r filas y ¢ columnas tiene una complejidad de
O(cr?). En este caso, al modelarse el conjunto generador como una matriz de m x nm, la
complejidad de esta parte del algoritmo esta dada por O(nm?).

Es evidente entonces que la complejidad del algoritmo se encuentra dominada por la elimi-
naciéon gaussiana y es por ende O(nm?). Esta complejidad es problemdtica pues para grafos
de tamano y orden razonable, llega a valores muy elevados. Por ejemplo, el genoma de la
bacteria E. Coli-K12, posee alrededor de 4.6 millones de pares de nucleotidos [13], por lo
que su grafo de ensamblaje debe poseer un orden similar. Es decir, incluso para genomas
pequeinios, O(nm?) es un valor demasiado elevado.

Otro ejemplo mas extremo es el caso del grafo completo K, para el cual se tiene que
G(Ky,)| =n*(n —1)
por lo que la eliminacién Gaussiana realizard alrededor de n*(n — 1)3 operaciones.

Alternativamente, este algoritmo puede modificarse para utilizar un generador a partir de
bases construidas desde un conjunto de fuentes. Esto disminuye el tamafio del generador y el
conjunto de fuentes puede obtenerse previamente y considerarse como una entrada adicional
del algoritmo. Con estas modificaciones, siendo k el cardinal del conjunto fuente, la comple-
jidad de la eliminacién gaussiana es de O(sm?), pues el generador de de tamaiio O(km), por
lo que la disminucién de la complejidad estara determinada por la razon entre los valores k
y n. Es evidente que, dado que las fuentes son nodos del grafo, este valor siempre es menor
o igual que 1.

Para simplificar el analisis y comparacién de los algoritmos, se acotara superiormente el
valor de m por su maximo posible en funciéon de n, que corresponde a un valor del orden de
n?. Con esto en consideracién la complejidad del algoritmo del grafo es O(n").

Independientemente de estas dificultades, se puede concluir a partir de este algoritmo,
que existen conjuntos linealmente independientes de bubbles, de cardinal lineal sobre el or-
den y tamano del grafo G, capaces de generar el espacio de bubbles. Sin embargo, la elevada
complejidad que posee este método lleva a cuestionarse si es posible la construccion de un
conjunto de similares caracteristicas sin tener que recurrir a un procedimiento tan costoso
como lo es la eliminaciéon gaussiana.
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Capitulo 4

Algoritmo topoldgico para encontrar
un generador

En la secciéon anterior se presenté un algoritmo que a partir de un conjunto generador,
construye una base de B(G) formada exclusivamente por bubbles, via eliminacién gaussiana
de los elementos linealmente dependientes.

Se tiene entonces una manera de encontrar una base de B(G) compuesta en su totalidad
por bubbles. El desafio es entonces entender las propiedades topologicas de las bubbles para
poder generar un conjunto generador pequeiio, ojald una base, sin tener que recurrir a elimi-
nacién gaussiana.

El algoritmo propuesto en este trabajo examina en cada iteracién una familia creciente y
finita de subgrafos de GG, comenzando por un subgrafo 1-fuente y terminando en G. Asi, a
partir de un conjunto generador del subgrafo 1-fuente inicial, en cada iteracion se extiende
este conjunto de manera de generar las bubbles del subgrafo dicha iteracion. Finalmente lo
que se obtiene es un generador de B(G) compuesta en su totalidad de bubbles.

4.1. Descomposicién del grafo

Como se mencioné en el capitulo anterior, es posible encontrar un generador compuesto
por bubbles de manera sencilla para el caso 1-fuente y 1-destino. Por lo que, en adelante, se
supondra que el grafo no es 1-fuente ni 1-destino. Se supone entonces que G tiene k fuentes,
con k > 2.

Se define G; el subgrafo alcanzable desde la fuente i, con i € {1,...,k}. Se define ade-
méas G} el subgrafo alcanzable desde las primeras i fuentes, con ¢ € {1,...,k}. Es decir,
G = 3‘:1 G;. Bajo el supuesto que para G_; ya se construyé un conjunto generador j3;_;
de bubbles compuesto sélo por bubbles, se busca extender este conjunto a un generador [;
que genere las bubbles del grafo Gf.

Considérese el conjunto de nuevas aristas de la iteracién 4, es decir E(G;) \ E(G}_) y sea
AG; el subgrafo inducido por este conjunto de aristas.
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Proposicién 4.1 AG; es un grafo 1-fuente, donde s; es una fuente.

DEMOSTRACION. Basta demostrar que para cualquier nodo v de AG; existe un camino entre
s; v v completamente contenido en AG;. Como v estd en AG; existe una nodo u tal que
(u,v) estd en E(G;) \ E(GF_;). Como u estd en G; (pues AG; es subgrafo de G;) existe un
camino L entre s; y u contenido en G;. Se tiene que este camino mds (u,v) es camino entre
s; v u completamente contenido en AG;. Supongase que no. Entonces existe algin arco de
ese camino que estd en E(G}_;) es decir es alcanzable por algin s; con j < i. Pero entonces
u y v también son alcanzables por ese s; con lo que (u,v) perteneceria a E(G_;) lo que es
una contradiccion.

]

Sea T un arbol dirigido recubridor de AG; con raiz en s;. Sea BZ el generador de AG;
definido por los arcos de AG; que no estan en 7.

Se pueden clasificar las bubbles de G en 3 tipos:
= Tipo 1: Bubbles compuestas por arcos en AG;,
» Tipo 2: Bubbles compuestas por arcos en G}, y

» Tipo 3: Bubbles que mezclan arcos de ambos AG; y G}_;.

Figura 4.1: Representacion general del subgrafo (G;, con sus nodos frontera
y destino.

Es claro que se pueden generar las bubbles de tipo 1y 2 con las bubbles de §;_; y ;, sélo
resta encontrar las bubbles restantes que permitan generar las de tipo 3 para completar la
extension de la base de G7_; a G7}. El resto de este capitulo se enfoca en realizar esta tarea.
La dificultad principal es que el conjunto de bubbles de tipo 3 necesarias para esa extensién
no es facilmente identificable. Para eso, se busca identificar propiedades de dependencia en-
tre bubbles, de manera de no incluir bubbles de tipo 3 que pueden ser generadas por una
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combinacién entre las bubbles ya escogidas v los conjuntos 3; y S;_1.

Se define un conjunto de nodos que es esencial a la hora de establecer propiedades de
dependencia entre bubbles de tipo 3. Estas bubbles, al tener arcos en AG; y G¥_; necesaria-
mente tendran en cada pierna un nodo que separa los arcos entre estos dos conjuntos.

Definiciéon 4.1 Sea v € G;, se dice que v es nodo frontera de G; siv € G;_; N AG;. Al
conjunto de nodos frontera de G; se denota por F;.

Figura 4.2: Gy, G5 y los nodos fronteras del grafo Gs.

Necesariamente los nodos frontera de G; corresponden a hojas de 7', aunque no necesaria-
mente toda hoja de T" es un nodo frontera.

Definicién 4.2 Sea D = {dy,...,d;} un conjunto de destinos minimal del grafo G, se define
un etiquetado sobre los nodos de G

c:G— P(D)

c(u) = DN Alcanzable(u)

Es decir, ¢(u) es el conjunto de destinos alcanzables por u en G . Se puede extender
esta nocién también a bubbles. Los destinos alcanzables de una bubble b serd la interseccion
de los destinos alcanzables por sus nodos. Es facil ver que esto es equivalente al conjunto de
destinos alcanzables por su nodo final. Es decir, si b es una bubble en G; con nodo final t,
entonces ¢(b) = ¢(t). Se dice que ¢(b) es el conjunto de destinos alcanzables de b en G.

Proposicion 4.2 Sea b una bubble en G; de tipo 3, es decir, tal que no estd completamente
contenida en AG,; ni completamente contenida en G}_,. Entonces, su nodo inicio estd en
AG;\F; y sunodo término estd en Gf_,. Ademds, si f1 y fo son respectivamente los primeros
nodos de cada pierna que pertenecen a G}_; entonces ambos son nodos frontera y tales que

fi # [fa
DEMOSTRACION. Sea b = (p, q) una (s, t)-bubble de G; de tipo 3.
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Supoéngase que s ¢ AG; \ F;, entonces s € (AG;)° U F;, luego, o bien s € F; € G4, o
bien s € Gf ; \ AG; C G;_,. Es decir, s € Gf_,, pero esto implica que existe un j < i
tal que s € Alcanzable(s;) y como Yu € b, u € Alcanzable(s), por la proposicion 3.9,
u € Alcanzable(s;), luego b es bubble en G; C G_;, por lo que b es de tipo 2. Esto contra-
dice que b sea bubble de tipo 3, por lo que s € AG; \ F;.

Por otra parte, se sabe que b es de tipo 3, luego existe un arco e € bN G;_,, sea v = t(e),
es claro que v € G_;, luego existe j < i tal que v € Alcanzable(s;) y como e participa de la
bubble b, t € Alcanzable(v), se concluye que t € Alcanzable(s;), es decir, t € GI_;.

Considérese ahora f; el primer nodo de la pierna ¢ perteneciente a G}_;, sea w el nodo
anterior, entonces se sabe que w ¢ G7_, luego el arcoe = wf; ¢ E(G}_,). Esto tltimo indica
quee € E(G;)\E(G:_,), porlo que f; € AG;. Se concluye entonces que f; € F; = Gi_|NAG;.
De manera anéloga se prueba que fo € F;. Resta demostrar que f; # fs, lo que es facil de
notar, pues si f; = f», la bubble b seria de tipo 1.

O

Notar que el resultado anterior permite que una bubble de tipo 3 termine en un nodo
frontera, pero ese nodo no puede ser el primer nodo de ambas piernas que esta en G_;.

Definicién 4.3 Sea b una bubble en G; de tipo 3, es decir, tal que no estd completamente
contenida en AG; ni completamente contenida en G}_,. Se dice que fi y fa son los nodos

de cruce de b si son respectivamente los primeros nodos de cada pierna que pertenecen a
*
Gr_,.

Proposicién 4.3 Sean fi y fo dos nodos frontera de G; tales que fi # fo y sea d un destino
alcanzable por ambos nodos (i.e. d € c(f1) Ne(fz) #0), entonces existe una bubble b de tipo
3 tal que f1 y fa son sus nodos de cruce y d es un destino alcanzable de b.

DEMOSTRACION. Sea d € ¢(f1) N c(fa), luego existen dos caminos P, y P, en G; tales que P
va desde fi a dy P, desde f5 a d. Notar que ambos caminos estan en G}_;. Sea t € V(G;_1)
el primer nodo en comun entre P; y P,. Por otro lado sea s € V(AG;) el nodo mas profundo
de T tal que {fi, fo} C Alcanzable(s). Como fi y fo son hojas de T', s es distinto de ambos
nodos frontera y por lo tanto no es hoja. Luego, s no es nodo frontera. Es claro que se
pueden construir 2 caminos internamente disjuntos desde s hasta ¢, que pasan por f; y fo

respectivamente, y que forman una bubble en G.
O

Teorema 4.1 Sea i € {1,...,k}, dado un par de bubbles by, by de tipo 3 en G; que poseen
los mismos nodos de cruce fi, fa y que comparten un destino alcanzable (c(by) Nc(by) # 0),
entonces existen bubbles r1,ry en Gy y 1,0y en AG; tales que by =ry + {1 + by + 19 + lo.

Antes de ver la demostracion formal del teorema, se observa el resultado en el siguiente
esquema:
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Si se observa la figura, se puede notar que la (s1, t1)-bubble representada por las secciones
verde y roja es la suma de la (sg,t3)-bubble (representada por las secciones violeta y azul)

con otras bubbles completamente contenidas en AG; o en G}_;.

DEMOSTRACION. Sean t1 y to los terminales de las bubbles by y by. Sea d; € c(by) N e(bs), se

consideran los siguientes nodos:

» fi, el ultimo nodo en comun entre los caminos fit; en by y fits en bs.

» fy, el tltimo nodo en comun entre los caminos fot; en by y faots en bs.

= ¢ el primer nodo en comin entre los caminos t1d; y tad;.
Se pueden construir las bubbles:

= fi.t + it + fipte + Lot

w1y = fo, b+t + forto 4 tot

Es claro que 71,72 son bubbles del grafo G}_; y que

1+ 1y = fipts + fipta + forts + fo,te
Andalogamente se consideran los nodos
= 5 € V el iltimo nodo en comin entre los caminos ss; y $So.
» f1; el primer nodo en comun entre los caminos s1 f1 y s2, f1.
» fo; el primer nodo en comun entre los caminos sy fo y s2, fa.
y las bubbles:
w (1 =351+ s1f1;+ 3552 + Saf1y

w (o =551 + 51fa; + 552 + Safo
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Se tiene que (1, {5 son bubbles del grafo G\ E(G}_ ;) y que

U+l = s1fiy+ safig+ sifay + s2fay

Notando que

bi = sifiu+ fifi + fifip + figts +s1for + foufo + fofor + fort

ri+re = fit+ fipte + forts + forts
U+l = sifig+safiy+ sifay + safoy
Sea o = €1+£2+61+T1+T2
a = Sofiy+ fiifi + fifiy + firte + safoy + foifo + fofor + forto
o = b2
Es decir,

bo =11+ 01 +b+1s+ s

con esto, se da por demostrada la proposicion.
m

Este resultado implica que, en conjunto con las bubbles en 8;_; v §;, incluir en el genera-
dor una bubble b de tipo 3 con etiquetado ¢(b) es suficiente para generar todas las bubbles
de tipo 3 que tengan los mismos nodos de cruce y un etiquetado no disjunto con c¢(b). Asi,
puede ser suficiente incluir sélo una de ellas en el generador f;.

Teorema 4.2 Sea i € {2,...,k} y sean by, by bubbles de tipo 3 en G; ambas con los mismos
nodos de cruce fi y fo. Si existe j € {1,...,1 — 1} tal que fi, f» € Alcanzable(s;) entonces
existen bubbles 31, 82 € Gf | yly,ly € AG; tal que by = ZA)l + 0+ b1+ 82 + £s.

Figura 4.4: Esquema del teorema 4.2.

DEMOSTRACION. {1 y {5 son las mismas bubbles construidas en 4.1. Por otra parte, sea 5 € G,
tal que fi, fo € Alcanzable(s) y 5f1,5f2 sean caminos disjuntos.
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Sea tq, 1 los nodos terminales de by y by respectivamente, fit; el segmento de la bubble b;
que va de fi a t; con k,l = 1,2, se construyen las bubbles en G; C G}_;:

= by =5fi + fiti +5fo + fota
= by =5f1+ fita +5f2 + foto

Que satisfacen que:

by = sifi+ fiti +s1fo+ fotu
by = Sfi+ fiti +5f2+ foty
by = sh+ fits+5fa+ fots

b+ l+bi = sofi+ fiti + s2f2 + [l

Sea o« = 4 4 Ly + by + by + by

a = soft+ fita + safo + folo
a = by

Lo que concluye el resultado.
O

Este resultado dice que si un par de nodos frontera del grafo GG; se encuentran simultanea-
mente en un grafo GG; para j < ¢, entonces para generar todas las bubbles de G; que tienen
ese par de nodos de cruce puede bastar con incluir sélo una de ellas en el generador.

Teorema 4.3 Sea i1 € {1,...,k} y sean F = {fi1, fo, f3} un conjunto de nodos frontera dis-
tintos en G; y d un destino alcanzable por todos (es decir, d € c(fi)Nec(fa)Ne(fs)). Entonces
existen bubbles by, by, by que satisfacen las siguientes propiedades:

» sus nodos de cruce son respectivamente { f1, fa}, {f2, fs} v {f1, fs} .
= d € c(by) Nelby) Ne(bs),

u b1+b2:b3.

DEMOSTRACION. Como f1, fo, f3 son nodos frontera de G;, y tienen el destino comtun d, exis-
ten los caminos P, P, y Pj tales que parten en s;, terminan en d, y pasan por fi, fo v f3,
respectivamente. Sea wuy el tltimo nodo en comun entre P; y P, antes de pasar por fi1 o fo y
v1 el primer nodo en comtn entre P; y P, después de pasar por f; o fy, respectivamente. Es
claro que el par de subcaminos de P; y P5 que van desde u; a v; corresponden a una bubble, by

De manera andloga, existen us, v9, que se encuentran en los caminos P, v P3 y tales que
el par de caminos que van de us a vy construyen una bubble, bs.

Es evidente que los nodos de paso de by y by son { f1, fo} v { fe, f3} respectivamente, y que,
como ambos nodos terminales se encuentran en caminos dirigidos a d, d € ¢(b;) N C(bs). Sin
perdida de generalidad, se puede decir que u; se encuentra antes que us en el camino P,. Se
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tienen entonces dos casos:

1. vy es previo a vy en Ps:
En este caso, el camino que uyPov; esta totalmente contenido en el camino usPovs.
Considérese entonces las suma b; + by. Teniendo en cuenta que:

b1 = U1P1’01 + (U1PQUQ + UQPQUl)

bg = (u2P2v1 + U1P2U2> + U2P3U2

se puede notar que:
b1 + by = (u1 Pyvy + v1 Pavs) + (ug Pyug + ug P3ug)

Ahora, notando que (uy Piv; + v1 Pavg) es un camino entre uy y vg, (ug Poyug + ug Pvg)
tambien es un camino entre u; y vs, y que ambos caminos son disjuntos por su construc-
cién, se define by = by + by que corresponde a una bubble con nodos de cruce {f;, f3} y
nodo terminal vy, lo que implica que d € ¢(b3)

2. vy es posterior a vy en Ps:
Del mismo modo, con la salvedad que ahora el camino us Povs esta totalmente contenido
en el camino us Povy, se considera la suma by + by. Esta vez, se tienen las igualdades:

bl = U1P1U1 + (U1P2U2 + UQPQ’UQ + UQPQUl)

bg = UQPQ’UQ -+ UQP3U2

Por lo que
b1 + b2 = U1P1’U1 + (lePQUQ + U2P3U2 + UQPQ’Ul)

Lo que de la misma forma corresponde a un bubble b3, la cual cumple que d € C'(b3) y
tiene nodos de cruce {f1, f3}.

Asi, en ambos casos se puede construir una bubble b3, tal que tiene nodos de cruce { f1, f3},
d € c(bs) y bg = by + by, lo que concluye el resultado
O

Corolario 4.1 Sea d un destino alcanzable y sea F = {fi, fa,..., fe} €l conjunto de todos
los nodos frontera de G; que pueden alcanzar a d con € > 2. Entonces existe un conjunto (g

de 0 —1 bubbles de tipo 3 tal que 5; U B;_1 U By generan cualquier bubble de tipo 3 que alcanza
ad en Gj.

DEMOSTRACION. Sea Er C F? una familia de pares de nodos frontera tal que el grafo (F, Er)
es un arbol, para cada elemento e = f, f, de Ep, se elige una bubble b,, de tipo 3 que tenga
como nodos de cruce f, y f, tal que d € ¢(b,,), cuya existencia esta garantizada por 4.5, se

define B4 = {bp|(fp, fy) € Er}. Es claro que |4 = |F|—1=(—1

Sea b una bubble de tipo 3 tal que d € ¢(b). Sean f,, f, los nodos de cruce de b, si el par
(fp, [1) € Ep, entonces, por el teorema 4.6 se sabe que b puede ser generada a partir de by,
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y bubbles contenidas en 3; U Bi_1.

Por otra parte, si (f,, f;) € Er, se sabe que la arista (f,, f,) genera un tnico ciclo C' en
el grafo (F, Er). Se demuestra a continuacién inductivamente sobre el largo de C, que el
conjunto B¢ = {bele € C'N Er} C By, puede generar a b con la participacion de bubbles de

Bi U Bi-1.

Si C' tiene largo 3, participan 3 nodos frontera, fy, f; y un tercer nodo f.. Aplicando el
teorema 4.8 existen bpr, bqr, bpq de tipo 3 que alcanzan d tales que bpq = bpr + bqr Ahora, apli-
cando el teorema 4.6 sobre las bubbles b, y b, se generan las bubbles b,,, b,-, sumandolas,
se obtiene las bubble bpq, y aplicando nuevamente el teorema 4.6, a partir de b »g S€ puede
generar la bubble b. Es evidente entonces que a partir de 8¢ U 3; U i1 se puede generar b.

Sea n > 3 el largo de C, suponiendo ahora que para ciclos de largo n — 1, se puede generar
la bubble en cuestion, sea f, el nodo vecino a f, en Er que participa en C, como Ep es
aciclico, se sabe que la arista (f,, f.) ¢ Er, y el largo del ciclo generado por dicha arista es
n — 1, luego existe una forma de generar todas las bubbles de tipo 3 que tienen por nodo de
cruce f, y fr y alcanzan d, utilizando bubbles de B; U Bi_1 U B,4. Realizando una aplicacién
de los teoremas 4.1 y 4.3 de manera idéntica al caso base, se concluye el resultado.

m

4.2. Eligiendo bubbles

Recordando que en la iteraciéon ¢ se esta bajo el supuesto que ya se construyo un conjunto
generador 3;,_; para las bubbles de G}_; y un generador 3; para las bubbles de AG;, ambos
generadores compuesto soélo por bubbles. Se quiere encontrar un conjunto @ de bubbles de
tipo 3 tal que §; = B;_1 U §; U Bz es un generador de todas las bubbles de G

Para poder hacer una seleccién de las bubbles que ingresan a (3;, se necesita realizarlo
de manera de que este conjunto sea pequeiio, es decir, evitando incluir bubbles linealmente
dependientes. Los resultados de la seccion anterior aseguran que:

» Observacién 1: Si §;_; U §3; U Bl puede generar una bubble de tipo 3 con nodos de
cruce F' = {fi, fo} C F; y con d un destino alcanzable, entonces puede generar todas
las bubbles con los mismos nodos de cruce y con d entre sus destinos alcanzables.

» Observacién 2: Si 3;_;US; U Bl puede generar una bubble de tipo 3 con nodos de cruce
F ={fi1, fo} C F, y F es un conjunto alcanzable desde un origen s; con j € {1,...,i—1},
entonces puede generar todas las bubbles con los mismos nodos de cruce (cualquiera sea
su conjunto de destinos alcanzables).

» Observacién 3: Si 5;,_, U f5; U Bz puede generar dos bubbles Bj, By de tipo 3 con nodos
de cruce {f1, fa} v {f2, fs} v tales que d es un destino alcanzable de ambas, entonces
puede generar todas las bubbles con nodos de cruce {fi, f3} y destino alcanzable d.

Es claro que en la medida que se incluyen bubbles en BZ se deben considerar los nodos de
cruce y los destinos alcanzables no sélo de las bubbles incluidas en ; sino también de las
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bubbles generadas por ellas, pues éstas pueden llegar a disminuir el nimero final de bubbles
necesarias. Por ejemplo, segtin uno de los resultados, incluir una bubble B con {f1, fo} como
nodos de cruce que tenga a d como Unico destino alcanzable es suficiente para generar todas
las bubbles que, como ella, tengan a F' como nodos de cruce y a d como destino alcanzable.
Sin embargo, si una de esas bubbles generadas también tiene a d’ como destino alcanzable,
entonces incluir B permite generar también todas las bubbles con los mismos nodos de cruce
pero con d’ como conjunto alcanzable. Esto aunque B no tenga a d’ como conjunto alcanzable.

Basados en este ejemplo se construyen relaciones de equivalencia sobre los destinos del
grafo.

Definiciéon 4.4 Sea {f1, fo} C F; dos nodos del conjunto frontera de la iteracion i, y sea
D = ¢(f1) Ne(fa) el conjunto de los destinos alcanzables por ambos nodos. Se define en D la
relacion ~y, 1, entre dos destinos alcanzables di,dy € D de la siguiente manera: di~y, g,dy si
se cumple al menos una de las siguientes:

» {f1, fo} es un conjunto alcanzable desde un origen s; con j € {1,...,i—1}

» eziste una bubble B de tipo 3 con nodos de cruce {f1, fa} y tales que dy y dy son ambos
destinos alcanzables por B.

Claramente <, ¢, es refleja y simétrica. La relacion definida ayuda a identificar bubbles
que no es necesario incluir en el generador segtin lo descrito en las observaciones 1 y 2, puesto
que al generar una bubble de tipo 3 con destino d se generan todas las bubbles que tengan
los mismos nodos de cruce y algtin destino relacionado con d. A su vez, las bubbles generadas
pueden generar otras bubbles con destinos relacionados a ellos, y asi sucesivamente. Esto
implica que se puede considerar la clausura transitiva de la relaciéon para definir clases de
destinos equivalentes.

Definicién 4.5 Sea {f1, fo} C F; dos nodos del conjunto frontera de la iteracion i, se define
la relacion ~y, 4, como la clausura transitiva de la relacion ~y, s, .

Lo interesante de esta relacién de equivalencia es que, si se consideran las bubbles con
{f1, f2} € F; como nodos de cruce, basta con generar una bubble que tenga d como destino

alcanzable para generar todas las bubbles con destino alcanzable en la clase de equivalencia
de d.

Ahora bien, esta relaciéon no considera la Observacién 3, que relaciona la generacién de
bubbles con distintos nodos de cruce. Para poder integrar esta informacion se define un
multigrafo que considera los conjuntos de paso, destinos alcanzables y clases de equivalencias.

Definicién 4.6 Sea F; el conjunto frontera de la iteracion i. Se define G el multigrafo cuyos
nodos corresponden a F; y cuyo conjunto de aristas E; es tal que, dado un par fi,fo e F
hay una arista entre ellos por cada clase de equivalencia de la relacion ~y, r,. Es decir, hay
tantas aristas entre fi y fo como clases de equivalencia de ~y, y,. Dada una arista e € E;,
la etiqueta L(e) denota la clase de equivalencia asociada a la arista e.
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Figura 4.5: Ejemplo de construccién del multigrafo G.

Es claro por construcciéon, que para cada bubble B de tipo 3 de la iteracién ¢ que tenga
a {f1, fo} como nodos de paso existe una y sélo una arista e del multigrafo que conecta a
f1 con fy y cuya etiqueta contiene a todos los destinos alcanzables por B. Se dice que esta
arista representa a B. Es claro ademas que B puede representar a varias bubbles.

Ademas, gracias a las observaciones 1y 2, si se considera el conjunto de todas las bubbles
representadas por una arista del multigrafo, es claro que basta que 3;_; Usu B@ pueda generar
una de ellas para generarlas todas. Asi se dice que i1 U f3; U BAl genera la arista e si puede
generar una bubble representada por e (y por lo tanto todas las representadas por la misma
arista).

Antes de explicar cémo considerar la Observacion 3 en el multigrafo, se presenta una pro-
piedad de las aristas de éste que comparten a un destino d en su etiqueta.
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Proposicion 4.4 Sea d € D;, un destino de la iteracion i. En el multigrafo G el conjunto
de aristas que tienen a d en su etiqueta, F; 4 :={e € E;; d € L(e)}, es un clique.

DEMOSTRACION. Por definicion de la relacién, los inicos nodos del multigrafo que pueden te-
ner arcos incidentes con d en su etiqueta son los correspondientes a nodos en F; que pueden
alcanzar al destino d en el grafo original. Se ve que entre cada par de esos nodos hay un y
solo un arco con d en su etiqueta.

Por la proposicion 4.3, para cada par de nodos fi, fo de éj tales que d € Alcanzable(f1)N
Alcanzable(fy) siempre existe una bubble con d como destino alcanzable. Asi, existe una
arista e € Ej entre f1y fo tal que d € L(e). Ademads, por la construccién del multigrafo, esta
arista es Unica, puesto que las etiquetas de dos aristas paralelas siempre tienen interseccion
vacia por ser clases de equivalencia de la misma relacién. Luego el conjunto Ej,d genera el

grafo completo sobre los nodos V4 := {v € V;;d € Alcanzable(v)}.
[

Notar que gracias a la observacion 3, en la iteraciéon i se puede prescindir de incluir en
el generador una bubble con cruce {f1, f3} y destino d si ya se pueden generar dos bubbles
con destino d y conjuntos de cruce {fi, fa} v {f2, f3} respectivamente para algin f; en la
frontera. Esto en términos del multigrafo definido, sucede cuando existe un ciclo de largo tres
donde todas su aristas estan etiquetadas por d. Generar las bubbles representadas por dos
de sus arcos generan también las bubbles del arco restante.

Es claro que se puede extender esta nocion a ciclos de largo n, donde es suficiente generar
solo n — 1 bubbles correspondientes a n — 1 aristas del ciclo para generarlo completo.

Antes de formalizar esta idea, cabe notar que cada vez que existe un camino etiquetado
con un destino d también existe un arco etiquetado con d entre los extremos del camino,
puesto que por propiedad 4.4, las aristas con d en su etiqueta forman un clique.

Proposicién 4.5 Sea Es un conjunto de aristas del multigrafo G representando al conjun-
to de bubbles B. Sean e; = (u,v) y es = (u,w) dos aristas adyacentes en u generadas por
BU Bis1 UPB; y d un destino tal que d € L(ey) N L(es). Entonces existe una inica arista es
entre v y w que tiene a d en su etiqueta. Ademds, es también es generada por U ;1 U B;.

DEMOSTRACION. Este resultado es consecuencia directa del teorema 4.3. Basta notar que ey, e
y ez representan todas las bubbles que tienen nodos de cruce u, v, u, w y v, w respectivamente,
en particular las obtenidas al aplicar dicho resultado a estos pares de fronteras. Es asi como
se puede generar una bubble que llega a d con nodos de cruce v,w, y por ende, se puede

generar toda su clase de equivalencia.
O

Esta propiedad, junto con la Observacion 3, nos dice que dado un destino d, tomar una
bubble por cada arista de cualquier drbol 7" recubridor de E; 4 en el multigrafo sera suficiente
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para generar todas las bubbles que alcanzan a d en la iteracion .

Sin embargo, como las aristas pueden estar etiquetadas con mas de un destino, incluir en
el generador una bubble por cada arista de un arbol recubridor y hacerlo para cada destino
alcanzable puede terminar construyendo un generador mucho més grande de lo necesario.
Efectivamente, al generar las bubbles de un destino se esta también generando indirectamen-
te bubbles de otros destinos.

Una primera idea seria ir destino por destino completando sélo las aristas necesarias para
completar un arbol recubridos del grafo E; 4. Sin embargo, con esta estrategia igual se po-
drian agregar aristas de mas. Considérese un grafo F;, como en el siguiente ejemplo

Figura 4.6: Ejemplo grafo E;.

Al considerar un arbol recubridor para el subgrafo EA;‘Q, se incluye en el generador la arista
entre fo v fi etiquetada con (1,2), la cual ya puede ser generada con las aristas incluidas en
la base dada por un arbol recubridor de E; ;.

Asi se propone la siguiente subrutina para encontrar las bubbles que se agregan a [; en
la iteracion ¢ del algoritmo general. La idea es iterar sobre todas las aristas verificando para
cada una de ellas si ya es generada por (5; U 3;_1 U B; o si debe ser incluida en ;. Esto
se realiza revisando cada arista incidente a un nodo, y verificando si la arista no comparte
etiquetado con las aristas ya revisadas por el algoritmo en iteraciones anteriores incidentes a
alguno de sus extremos. Una vez revisadas todas las aristas del nodo, se pasa a algin nodo
vecino a algin nodo ya revisado, de este modo, el multigrafo se recorre de forma conexa y
sin dejar aristas sin revisar antes de pasar al siguiente nodo. Gracias a esto, verificar que una
arista e = (a, b) ya es generada es bastante simple. Sélo se debe mirar si existe algin d en la
etiqueta de e que también aparezca en algin arco ya generado incidente a a y en algtin arco
ya generado incidente a b, gracias al resultado 4.5.

34



Algorithm 1: Subrutina Extension

Data: multigrafo G = (V, E), conjunto de destinos alcanzables D, funcion
etiquetado L : E — P(D), nodo inicial ay € V'
1 begin

2 | V' =0; # nodos examinados
3 | E' =(); # arcos generados
4 | a = ap; # nodo inicial
5 | T = (); #arcos representando conjunto generador
6 | while V' £V do
7 S = E(a)\E'; # arcos no generados adyacentes a a
8 for e = (a,b) € S do
9 A= L(E(a) N E"); # destinos arcos generados adyacentes a a
10 B = L(E(b) N E'); # destinos arcos generados adyacentes a b
11 if ANBNL(e) == 0 then
12 | T=T+e¢;
13 end
14 E' = FE +e¢;
15 end
16 Vi=V'+aq;
17 if d(V’) # () then
18 | Elegir nuevo a € d(V');
19 else
20 ‘ Elegir nuevo a € V\V’;
21 end
22 # Se actualiza a con cualquier nodo que esté conectado a V’ por una arista
revisada, o un nodo de una nueva componente conexa si no hay nodos de ese
tipo.
23 | end
24 | B = Construir__Bubbles(T'); #Subrutina que crea una bubble adecuada para
cada repreentante en T’
25 | return B

26 end

Proposiciéon 4.6 El conjunto T construido por el algoritmo es generador del multigrafo

DEMOSTRACION. Se supone que en una iteracion del algoritmo el conjunto E’ es efectivamente
generado por el conjunto T calculado en ese momento. Se demuestra que, si el siguiente arco
(a,b) no es ingresado, es porque efectivamente puede ser generado por 7.

Supéngase que e no ingresa a T', e = (a,b), y sin perdida de generalidad, se tiene que el
algoritmo llega a e examinando el nodo a. Como e ¢ T, se sabe que AN BN L(e) # (. Es
decir, existe un destino dy € L(e) que estd en la etiqueta de un arco (v,a) adyacente a a
y en la etiqueta de un arco (b, w) adyacente a b, ambos arcos en E’. Esto quiere decir, en
particular, que al menos uno de los nodos b y w ya fue examinado antes que a. Pero se supone
que se llega a e desde a por lo que b atin no ha sido examinado. Asi, w ya fue examinado por
el algoritmo. Ademas, como el subgrafo Ei,d es un clique, debe existir una arista €’ entre w y
a que tiene a dy en su etiqueta. Como w fue examinado, €’ necesariamente estd en E’. Este
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arco junto con (b, w) aseguran, por Teorema 4.5, que e es generado por 7.

4.3. Algoritmo general

El resultado 4.6 permite concluir que toda bubble representada en el grafo @j, puede ser
obtenida como una combinacién lineal de bubbles representadas por aristas en 7" y bubbles
ya presentes en los conjuntos 3;_1 y Bj. Se puede entonces construir un nuevo generador de
bubbles para el grafo GG; con estos 3 elementos, el cual se denotard por f;.

Pudiendo realizar una extension del generador, se disena el algoritmo general para la crea-
cién de una base del espacio de bubbles de un grafo G. Se consideran como entradas del
método: los nodos y arcos del grafo G = (V| E); el conjunto de nodos fuente y destino, S
y D; y las funciones que a cada nodo le asignan las fuentes que lo alcanzan y los destinos
alcanzados, ¢ : V. — P(D) y S : V. — P(5). Estas tltimas funciones pueden obtenerse
previamente a partir del grafo, mediante una aplicacién de algoritmos conocidos de busqueda
en grafos.

36



Algorithm 2: Algoritmo General
Data: grafo G = (V, E), fuentes S C V, destinos D C V| funciones § : V. — P(S) y

c:V = P(D)
Result: 5, conjunto de bubbles generadoras
1 Begin
2 | N_OLD = (); #Nodos visitados en alguna iteracién
3 | B=0;
4 | for se Sdo
5 [F\T, 3] = BFS_Modificado(s); #Crea T arbol generador de AG, F' nodos
frontera, y una base para AG
6 B = B+ Bs; #Actualiza conjunto objetivo
7 E = 0; #Arcos del multigrafo G
8 for f € F do
9 T2 = Alcanzable(f); #Conjunto de nodos alcanzables desde f;
10 for g € F, index(f) < index(g) do
11 #Nodos frontera posteriores a f en el listado de F
12 if (s #minS(f) NS(g) then
13 #f y g comparten fuente previa
14 E=FE+(fg,c(f)nelg))); # Se crea un timico arco entre f y g con
etiqueta ¢(f) Nc(g)
15 else
16 Construccion_Arcos; #Construye la relacion ~y , y los arcos entre f
y4g
17 end
18 end
19 end
20 G = (F, E);
21 Ext = Subrutina_ Extension(G, D, L, F[1]);
22 B = 0+ Ext; #Se actualiza el conjunto objetivo.
23 | end
24 end

A continuacién, se presentan las subrutinas utilizadas en el algoritmo general y se explica
su utilidad.
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Algorithm 3: BFS Modificado
Data: s nodo raiz del arbol a generar
1 begin

2 | N_V =[s]; # Nodos visitados, se inicia con raiz s
3 forue N _V do
4 OUT = N, (u); # Vecinos de u
5 for v € OUT do
6 if (we N_OLD & v ¢ F)# then
7 #v fue visitado por un source anterior y ain no se agrega a F
8 F = F + [v]; #Se agrega v a I
9 T =T + [uv] #Se agrega uv a T
10 else if (v¢ N_OLD & v¢ N_V) then
11 #v no ha sido visitado atn
12 N_V =N_V + [v] #Se agrega v a los nodos visitados
13 ;T =T + [uv] #Se agrega uv a T}
14 else
15 # wuv genera un ciclo en T'
16 B = sTu + sTv + uv; #Se contruye la bubble generada por uv
17 [ = B+ [B] #Se agrega la bubble al generador;
18 end
19 end
20 N_OLD = N_OLD + N_V; #Se actualiza el conjunto de nodos ya visitados
por sources
21 | end
22 end

Esta subrutina lo que realiza es la construccién de un arbol mediante BFS desde el nodo
s, que tiene por hojas los nodos frontera. Con ello, reconoce los nodos fronteras y extiende
el conjunto 8 con bubbles de tipo 1.
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Algorithm 4: Construccion Arcos

1 begin
2 | N_V =|[g]; #Se inicia en g, nodos visitados
3 | T3 = (; #Arcos recorridos
4 | R = 0; #Etiquetas de nodos alcanzables por f y g
5 | forue N_V & u¢T2do
6 OUT = N, (u); #vecinos de salida de u
7 for v € OUT do
8 if (v¢ N_V) then
9 T3 =T3+ [uv];
10 if v € T2 then
11 R = R+ [c(v)]; #v es alcanzable por ambos nodo frontera, se guarda
su etiquetado
12 end
13 N_V = N_V + [v]; #Actualiza nodos visitados
14 end
15 end
16 | end
17 | for ¢ € R do
18 T =q;
19 R = R — [g]; #Se remueve ¢ de R
20 for pe R do
21 if pNr # 0 then
22 r =1 Up; #Si r tiene algiin elemento en comun con p se actualiza r
uniéndolo con p
23 R = R — [p|; #Se remueve p de R
24 end
25 end
26 E HAT =E HAT +[(fg,r)]; #Se crea la arista fg con etiqueta r
27 | end
28 end

Esta subrutina encuentra todos los nodos que corresponde a un primer encuentro entre

Alcanzable(f) y Alcanzable(g), con sus etiquetados crea las clases de equivalencia de la
relacion ~y y construye una arista por cada una de ellas entre los nodos f y g.
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La complejidad del algoritmo general se encuentra dominada principalmente por el proce-
so de contruccién del grafo G, cuya complejidad es O(n®), por lo que su ejecucion en O(sn®),
con s el nimero de fuentes del grafo. Del mismo modo, considerando que s no puede ser
mayor a n, su complejidad estd acotada por O(n®).

Estandarizadas las complejidades de ambos métodos a una variable comun, se pueden
comparar entre si. Es asi como se puede concluir que el método topoldgico es mas eficien-
te, pues su complejidad es al menos un orden de magnitud menor que la del método por
eliminacion gaussiana.
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Capitulo 5
Discusion

De acuerdo a lo planteado, se logré efectivamente el objetivo principal de construir una
base del espacio de bubbles a partir del conjunto de bubbles elementales del grafo.

En este contexto, se desarrollo el algoritmo presentado en 3.6.1, el cual recurre a un proceso
de eliminacién gaussiana. Esta implementacion posee una elevada complejidad de O(nm?), lo
que implica que su aplicacién en escenarios reales seria inviable debido al prolongado tiempo
de ejecucion requerido. No obstante, este algoritmo si nos permite garantizar la existencia de
este tipo de bases.

A raiz de esto, se vuelve esencial la busqueda de métodos alternativos para construir este
tipo de bases de manera menos costosa. Se estudié asi la relacion de dependencia existente
entre las bubbles del grafo a partir de sus propiedades topolégicas. Esto es, la equivalencia
entre burbujas cuyos inicios comparten un nodo fuente previo, y cuyos terminales convergen
hacia un destino comin. Como resultado se disené un algoritmo que construye una base con
las propiedades buscadas a partir de los subgrafos generados desde cada nodo fuente, me-
diante la seleccion de una bubble representante para cada conjunto de bubbles equivalentes
entre si.

Si bien este segundo enfoque no realiza en ningin momento eliminacién gaussiana, en
su actual implementacién posee una complejidad comparable (O(sn®)) al primer algoritmo
que si la utiliza. Por esto, la ejecucion del segundo método tampoco seria realizable sobre la
totalidad del grafo de ensamblaje de un caso real.

Adicionalmente a lo anterior, se comparé la complejidad tedrica de ambos algoritmos y
se determiné que el método topologico posee una complejidad un orden de magnitud menor
que el metodo gaussiano. Este resultado debe ser verificado mediante la implementacion de
ambos métodos y la comparacion de los tiempos de ejecucion en casos reales.

Por dltimo, el siguiente desafio es mejorar la implementacién del segundo método, ya
que actualmente la elevada complejidad viene dada por la construcciéon del grafo G. Una
construccion mas eficiente de dicho objeto y la utilizacion de mejores estructuras de datos
deberia reducir de forma considerable la complejidad del algoritmo, aumentando considera-
blemente el niimero de casos en que seria mas eficiente que el primer método por eliminacion
gaussiana.
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Conclusion

Realizado este trabajo, se puede concluir que existen bases del espacio de bubbles de un
grafo de ensamblaje compuestas en su totalidad por bubbles, y que existen distintos métodos
para su construccion.

Uno de estos métodos requiere la construccién de un generador previo, y mediante el uso
de eliminacién gaussiana, construye un conjunto linealmente independiente.

Por otra parte, existe un algoritmo que utilizando propiedades topologicas del grafo, cons-
truye alguna de estas bases del espacio de bubbles.

Ambos métodos poseen elevadas complejidades, por lo que su aplicabilidad a casos reales
es cuestionable, sin embargo, el método topolégico posee una complejidad un orden de mag-
nitud menor que el método gaussiano. Se espera que mediante la utilizacién de mejores
estructuras de datos se reduzca considerablemente su complejidad.

Por ultimo, los métodos son aplicables a regiones parciales del grafo, para los que el tiempo
de ejecucion se encuentre en rangos razonables.
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Anexo A: Ejemplo de aplicacion

Se ejemplificard para dar a entender mejor el algoritmo mediante una aplicacién sencilla
sobre el siguiente digrafo.

Figura 5.1

Para empezar, la primera iteracién del algoritmo construye un arbol 7} mediante una
aplicaciéon de BFS iniciando desde el nodo s;. En la siguiente figura, en verde se demarca
el arbol y en rojo las aristas presentes en (G; que no se encuentran en 7;, y que por ende
generan bubbles que ingresan al generador.
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Figura 5.2

Hecho esto, todas las aristas de G; se marcan con color azul, asi se sabra cuales nodos
ya han sido visitados previamente. Se realiza un BFS desde el nodo s, construyendo el arbol
T5, sin embargo, cuando se llegue a un nodo ya visitado, es decir, que posea una arista de
color azul entrando en él, BFS lo considera una hoja del arbol, lo denota como nodo frontera,
y deja de iterar sobre esa rama. Asi se tiene la siguiente figura, en la que del mismo modo
se marca el arbol 75 en verde, en azul el grafo G} y en rojo las aristas en AG, que cierran
bubbles que entran al generador. Ademas, se etiquetaron los nodos frontera como fi, fa, f3 y

Ja-

Figura 5.3

A partir de esta figura, se construye el multigrafo, presentado en la siguiente figura. Se
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aplica sobre ese multigrafo la subrutina de extension y se para a la siguiente iteracién. Esta
subrutina se explica en el siguiente anexo.

(dz)

Figura 5.4

Por dltimo, se repite el mismo procedimiento desde el nodo fuente sz, obteniéndose el
siguiente resultado

Figura 5.5

Y a partir de este, se contruye el siguiente multigrafo

47



Figura 5.6

Se reconocen entonces 15 elementos que ingresan al conjunto generador:

1. En la figura 5.2, hay 5 aristas rojas, que con 77 generan 5 bubbles que ingresan al
generador.

2. En la figura 5.3, hay 2 aristas rojas, que del mismo modo generan 2 bubbles generadoras.
3. En la figura 5.5, hay 2 aristas rojas, por ende, 2 bubbles generadoras.

4. En la figura 5.4, se tienen bubbles generadoras representadas por las aristas entre f; y
f2, y entre f1y fs.

5. En la figura 5.6, se tienen dos bubbles generadoras entre f; y fo, una etiquetada dy y
otra etiquetada ds, una bubble entre f; y f3, y una entre fo y f3

Estas dos tltimas aseveraciones quedan explicadas mejor en la siguiente seccién.
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Anexo B: Aplicaciéon Subrutina de
Extension

Se aplica la subrutina de extension al siguiente multigrafo:

(d'l ’ dz)

dl - (dZ: d"!)

(d2, ds) - d; (ds, dg, ds)

Figura 5.1

Cada arista del multigrafo esta representada por su etiquetado y aristas diferentes entre
el mismo par de vértices estan separadas por guiones. De este modo, d; — (da, d3) representa
dos aristas entre el mismo par de vértices, una con etiqueta d; y otra con etiqueta (ds, ds).

Se inicia la subrutina desde el vértice f;.
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dl - (dZ: d:‘l)

(2, ds) - d3 (ds, dy, ds)

Figura 5.2

Se marcan en verde las aristas no revisadas que inciden en f;. Al ser la primera iteracion,
no hay ciclos posibles y por lo tanto todas las aristas ingresan al conjunto objetivo. Se marca
un etiquetado con verde si entra al objetivo, y con rojo si no lo hace.

Se procede a la siguiente iteracion, eligiendo algin vértice vecino a f; que aun no haya
sido revisado. Se contintia por f5, y se marcan en verde las aristas incidentes a f que aun
no han sido revisadas.

(dy,ds)—ds (d3, dy, ds)

Figura 5.3

Del mismo modo, se revisan los etiquetados, y se marcan con verde aquellos que no pro-
duzcan ciclos con aristas de etiquetas compartidas ya revisadas, y con rojo aquellas que lo
hagan. Se destacan con asteriscos aquellas etiquetas ya revisadas que generan ciclos con las
nuevas etiquetas marcadas en rojo, para clarificar la razén por la que no ingresan al generador.
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Hecho esto, se elige un vértice vecino a f; o fo que aun no haya sido revisado, y se hace una
nueva iteracion. Eligiendo f3, y realizando el mismo andlisis, se obtiene el siguiente resultado.

(d1,d3)

(ds, ds, ds)

Figura 5.4

Se puede notar que la arista entre f3 y fy etiquetada por (ds, ds) no ingresa a la base pues
genera un ciclo con las aristas ya revisadas entre fo y f3 con etiqueta (ds, d3) y la arista entre
fo v f1 con etiqueta d3. Cabe destacar que los elementos que se encuentran en el generador
que dejan fuera la arista revisada, son el par existentes entre f1, fo y f3 con etiquetas (dq, ds),
es decir, no comparten ninguna etiqueta con ella, y sin embargo, participan en su generacion.

Se procede con el siguiente nodo, en este caso f5, obteniéndose es siguiente resultado.

(d1,d2)

dy - (dzydl)__."; {:11, ds)

1 __.'/ d2 —dy—dy ({2
(2, dn—,}—d ~__ _ \ ) ,f\{_ - s
S
Figura 5.5

Se analizan las aristas entre el Gltimo par de vértices y la subrutina concluye marcando el
ultimo vértice, fy, verificando que ya se revisaron todos los vértices y retornando el resultado.
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En la siguiente figura se presenta el multigrafo ya analizado, cada etiqueta se encuentra
demarcada con algin color, verde si esta en el conjunto retornado, rojo si no. Sélo resta
encontrar una bubble que represente cada arista con etiqueta verde.

(d1,d2)

d2 = ﬁf3 —d4 [15] N
§ _ (ds, d5) _ ) .
NN 7 (s, ds)
-\ J5
Figura 5.6

Con esto se concluye la subrutina, y el algoritmo general puede pasar a su siguiente
iteracion.
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