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En ingeniería de procesos, la formulación de modelos matemáticos es de gran utilidad para
diversas aplicaciones, entre las que se encuentran el diseño, el control y/o la optimización de
un proceso. La construcción de estos modelos se facilita con Machine Learning debido a su
capacidad de identificar fácilmente patrones a partir de los datos, no necesitar intervención
humana en el proceso y poder manejar una gran cantidad de datos simultáneamente. Espe-
cíficamente, los algoritmos de regresión simbólica permiten identificar modelos matemáticos
a partir de datos experimentales.

El objetivo de este trabajo es desarrollar y evaluar una metodología que permita proponer
funciones o bloques faltantes en modelos matemáticos diferenciales de sistemas biológicos o
biotecnológicos mediante regresión simbólica. Esta metodología es evaluada en dos casos de
estudio sintéticos: crecimiento de microorganismos en reactor batch y producción simultánea
de bioetanol y fructosa a partir de sacarosa. Para la regresión simbólica se utilizó el algoritmo
de programación genética (GP).

La metodología diseñada consiste en obtener los datos experimentales, ejecutar el algorit-
mo GP para identificar la estructura matemática del bloque faltante, ajustar los parámetros
de la expresión propuesta por GP y finalmente validar el modelo para medir su capacidad de
generalización.

Para la implementación del algoritmo GP se diseñó una función de evaluación que forma
un sistema de ecuaciones a partir de las ecuaciones conocidas y la expresión matemática
propuesta por cada individuo para el bloque faltante. Dicho sistema es resuelto para luego
calcular el fitness del individuo.

La metodología propuesta permite obtener modelos matemáticos con buena capacidad
de generalización en ambos casos de estudio, siendo la etapa de validación fundamental para
descartar los casos de sobreajuste. Sin embargo, tiene la limitación de necesitar conocer
todas las ecuaciones del sistema y su relación con el bloque faltante que se desea identificar.
Además, se necesitan dos conjuntos de datos obtenidos en distintas condiciones, uno para el
entrenamiento y el otro para la validación.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Antecedentes generales
La formulación de modelos matemáticos es una práctica común en ingeniería de procesos.

El estudio detallado de un fenómeno científico suele conducir a la proposición de una represen-
tación o modelo matemático capaz de simular su comportamiento. En particular, los modelos
matemáticos de alta fidelidad permiten un mejor entendimiento de los distintos fenómenos
que ocurren dentro del sistema investigado junto con la comprensión de su comportamiento
general y la extrapolación a condiciones distintas a las que se tenían durante las etapas de
experimentación que permitieron la formulación del modelo [1]. Por lo tanto, en los últimos
años ha aumentado el interés por la utilización técnicas de inteligencia computacional para
modelar y monitorear diferentes aspectos relacionados con los bioprocesos, algunos ejemplos
de ello son: la predicción de la estructura tridimensional de proteínas [2], la predicción de la
afinidad entre un ligando y un sitio de unión [3] o la optimización de bioprocesos batch a
través de la utilización de aprendizaje reforzado [4],

Los modelos matemáticos pueden servir un propósito técnico, como determinar el balan-
ce de masa o de materiales utilizados en una operación unitaria o en el proceso completo,
como también pueden tener un propósito de orientar decisiones de negocio [5]. Esto facilita
la toma de decisiones técnicas y financieras simultáneamente, permitiendo que una síntesis
de procesos óptima más holística se complete en menos tiempo que si se hiciera exclusiva-
mente mediante experimentación. Los modelos ayudan a guiar el ciclo de ensayo y error en
la exploración de variables experimentales a utilizar, reduciendo así el tiempo que se pasa en
el laboratorio o en la planta piloto [6].

Debido a que gran parte de los fenómenos que ocurren en un bioproceso son de naturaleza
transiente, comúnmente su modelamiento se basa en un conjunto de ecuaciones diferenciales
que representan balances de masa o de energía. Encontrar dicho conjunto de ecuaciones y
sus parámetros para representar apropiadamente al sistema es una tarea que puede tomar
mucho tiempo, debido principalmente a la complejidad inherente de dichos procesos, como
por ejemplo la no linealidad de las reacciones biológicas. Por lo tanto, en los últimos años ha
aumentado el interés por la utilización técnicas de inteligencia computacional para modelar
y monitorear diferentes aspectos relacionados con los bioprocesos [7].

Históricamente, la utilización de programas computacionales para el diseño y optimiza-
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ción de bioprocesos había sido relativamente poco común en comparación con otras áreas,
como la ingeniería química [8]. Sin embargo, más recientemente, los crecientes costos de fa-
bricación y los plazos más cortos disponibles para el desarrollo han aumentado el interés en
las simulaciones matemáticas para el diseño de procesos y la evaluación de diagramas de flujo
por razones técnicas, de recursos, de planificación y económicas. La necesidad de cambiar los
procesos existentes para satisfacer demandas inesperadamente altas del mercado o para redu-
cir el impacto de ineficiencias en las operaciones unitarias que lo conforman generan factores
de costo adicionales en el modelamiento y simulación de procesos [9]. Los casos más simples,
como por ejemplo un cálculo directo del balance de masa, pueden realizarse de forma per-
sonalizada utilizando una hoja de cálculo. Sin embargo, este enfoque se torna más complejo
cuando se necesita representar alguna propiedad dinámica del proceso, como por ejemplo la
asignación de recursos y su impacto en el rendimiento de la planta [10]. En estas circuns-
tancias, las simulaciones computacionales de modelos matemáticos dinámicos pueden ayudar
a mejorar la eficiencia de las actividades de diseño. Estos métodos pueden ser utilizados en
una etapa temprana del diseño de un proceso para evaluar múltiples balances de materia y
condiciones de operación rápidamente, potencialmente disminuyendo la necesidad de realizar
experimentos en plantas pilotos y permitiendo focalizar el trabajo a futuro en las estrategias
de producción más factibles. En consecuencia, se pueden tomar decisiones anticipadas y con
la debida atención a aspectos como las restricciones de espacio para las instalaciones y/o de
índole corporativa que pueden afectar la elección de operaciones unitarias que componen el
proceso.

Entonces, el modelamiento matemático puede ser una técnica eficaz para combatir las
presiones de costo y tiempo en una amplia variedad de escenarios en los que se requiere la
toma de decisiones relacionadas con el proceso productivo. Las simulaciones de los modelos
matemáticos reducen los costos y el tiempo necesarios para conducir el desarrollo de procesos
y actividades de manufactura maximizando su productividad [11], por lo que son un método
útil para diseñar, desarrollar y evaluar bioprocesos [12].

1.2. Motivación
Dada la importancia de la utilización de modelos matemáticos diferenciales en ingeniería

de procesos de procesos químicos y biotecnológicos, la motivación del presente trabajo de
título es diseñar una metodología que permita utilizar datos experimentales para identificar
modelos diferenciales, o parte de ellos, de fenómenos del área de la biotecnología. De ser
exitosa, está metodología también podría ser utilizada para proponer modelos matemáticos
de otras disciplinas.
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1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general
Desarrollar y evaluar una metodología que permita proponer funciones o bloques fal-
tantes en modelos matemáticos diferenciales de sistemas biológicos o biotecnológicos.

1.3.2. Objetivos específicos
Definir casos de estudio, seleccionando modelos matemáticos de problemas representa-
tivos de Ingeniería Civil en Biotecnología.

Evaluar viabilidad de encontrar funciones desconocidas dentro de modelos diferenciales
no lineales de sistemas biológicos utilizando el algoritmo de programación genética.

Diseñar una función de evaluación de modelos diferenciales para el algoritmo de pro-
gramación genética.

Estudiar el efecto de distintos parámetros, como el tamaño de población y el número
de generaciones, en el desempeño del algoritmo de programación genética.

Simular la utilización de la metodología propuesta en un caso de estudio representativo
de fenómenos más complejos que pueden encontrarse en la industria de procesos.

Estudiar el efecto de la utilización de métodos de remuestreo en la capacidad de gene-
ralización de los modelos matemáticos.
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Capítulo 2

Marco Teórico

2.1. Modelamiento matemático
Un modelo matemático es una representación o una interpretación abstracta, mediante

el lenguaje matemático, de una realidad física que es susceptible de análisis y cálculo [13].
Las principales ventajas de la utilización de este tipo de lenguaje son que la matemática es
un lenguaje preciso, lo que permite formular ideas e identificar supuestos subyacentes; que
es un lenguaje conciso, con reglas bien definidas; y que permite la utilización de operaciones
computacionales para realizar cálculos numéricos [14]. Los modelos matemáticos se pueden
utilizar con distintos propósitos, como comprender un fenómeno a través de una expresión
cuantitativa que lo represente, probar los efectos de distintos componentes en el sistema mo-
delado y hacer predicciones sobre patrones de comportamiento.

Dependiendo del nivel de conocimiento previo del fenómeno estudiado que se utiliza para
la construcción del modelo matemático, se hace la distinción entre los modelos mecaniscistas
y los modelos empíricos. Los modelos mecaniscistas, también conocidos como mecanicistas,
se basan en el conocimiento previo sobre el sistema estudiado y en los datos experimentales.
Por otro lado, los modelos empíricos establecen una representación de caja negra del proceso
a partir de la observación de datos de entrada y salida.

El enfoque más común en la formulación de modelos matemáticos de bioprocesos es el
mecaniscista y para construir este tipo de modelos dinámicos se requiere determinar un me-
canismo de reacción, seleccionar de una estructura de modelo cinético apropiada y calibrar
y optimizar los parámetros de dicha estructura. La calidad del modelo resultante depende
de la información que se pueda obtener de los datos experimentales y de la selección de una
estructura de modelo apropiada. Por lo tanto, este tipo de modelos pueden ser inexactos, y
si bien proporcionan información importante sobre el sistema estudiado, no siempre predicen
su comportamiento en un rango amplio de condiciones de operación [15].

Una alternativa para evitar los pasos de identificación requeridos para la construcción
de modelos mecaniscistas es el enfoque empírico, que estudia el sistema solo a través de la
evolución de las variables de entrada y de salida. Una ventaja significativa de este tipo de
modelos es la habilidad de utilizar toda la información contenida en cada medición disponible
[15].
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2.2. Modelos de sistemas biológicos
Ejemplos de modelos matemáticos utilizados en biotecnología son los de cinética, ya sea

enzimática y/o de crecimiento celular, y los modelos metabólicos a escala genómica. Los
primeros pueden utilizarse para diseñar, desarrollar y/o evaluar bioprocesos [12]. Por su parte,
los modelos metabólicos a escala genómica son útiles para determinar que vías o reacciones
limitan el crecimiento del microorganismo o la producción de determinados metabolitos de
interés, facilitando el rediseño de medios de cultivo o la aplicación de manipulaciones genéticas
con el objetivo de potenciar las características deseadas [16]. A continuación se presentan los
modelos de los sistemas biológicos que se estudian en la presente memoria.

2.2.1. Crecimiento de microorganismos en reactor batch
En esta sección se presentan las ecuaciones diferenciales que describen la tasa de creci-

miento y la tasa de consumo de sustrato de un microorganismo genérico en un bioreactor
batch que opera a temperatura y pH constante, y que cuenta con un único sustrato en el me-
dio. La tasa de crecimiento está representada por la Ecuación 2.1, donde X (g/L) representa
la concentración del microorganismo y µ (h−1) su tasa de crecimiento específica.

dX

dt
= µ ·X (2.1)

Por otro lado, la tasa de consumo del sustrato está descrita por la ecuación 2.2, donde S
(g/L) representa la concentración del sustrato y YX/S (g/g) el coeficiente de rendimiento de
producción de biomasa a partir del sustrato.

dS

dt
= − 1

YX/S

· µ ·X (2.2)

Existen distintos modelos para representar tasa de crecimiento específico, y uno de los
más comunes corresponde a la ecuación de Monod. Esta ecuación describe a la tasa de
crecimiento específico mediante una curva de saturación que depende de la concentración de
sustrato. Este modelo se presenta en la Ecuación 2.3, donde µmax (h−1) corresponde a la tasa
de crecimiento específico máxima y KS (g/L) la constante de saturación, que representa la
concentración de sustrato en la que µ es la mitad mitad de µmax.

µ = µmax · (
S

KS + S
) (2.3)

Como se mencionó anteriormente, la tasa de crecimiento específico de los microorganis-
mos puede estar descrita por otros modelos, entre los que se encuentran modificaciones a
la ecuación de Monod para representar inhibición al crecimiento del microorganismo por
una alta concentración de sustrato, como el propuesto por Webb (1963) [17] o el propuesto
por Andrews y Noack (1968) [18], o para representar inhibición por un aumento en la con-
centración de algún producto, como el modelo propuesto por Ghose y Tyagi (1979) [19] o el
propuesto por Levenspiel (1980) [20]. Además, µ puede ser modelado por la ecuación logística
o ecuación de Verhuslt [21] en función de la capacidad de carga, que corresponde al tamaño
máximo de población que el ambiente puede soportar con los recursos disponibles [22].
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2.2.2. Producción de bioetanol y fructosa a partir de sacarosa
El etanol es un producto que puede tener varias aplicaciones, ya que es utilizado como

solvente, como combustible, como reactivo químico o como materia prima para la producción
de varios productos importantes [23]. Un ejemplo reciente de su uso como materia prima es
en la producción de alcohol gel, ampliamente utilizado como sanitizante de manos en el mar-
co de la pandemia del Covid-19 [24]. La demanda global de este producto se encuentra en
constante crecimiento, especialmente para su utilización como fuente de energía [25], debido
a que se proyecta que la producción mundial de combustibles fósiles disminuya desde 25 mil
millones de barriles anuales en 2002 a 5 mil millones de barriles en 2050 [26]. El etanol puede
ser producido de manera química, mediante la hidratación de etileno, o biológicamente, por
la fermentación de azúcares obtenidos de diversas materias primas [27]. El bioetanol corres-
ponde al etanol que es producido de manera biológica, y en comparación con los combustibles
fósiles, tiene las ventajas de ser renovable, no tóxico, fácil de manipular, seguro de almacenar
y generar una menor contribución al calentamiento global y a la contaminación atmosférica
por ser libre de sulfuros [28].

Las materias primas utilizadas para la producción de bioetanol se clasifican en tres tipos:
azúcares simples, almidón y celulosa [29]. Los azúcares simples, obtenidos a partir de la caña
de azúcar, de la remolacha azucarera, de la melaza y/o de frutas, pueden ser convertidos a
etanol directamente por los microorganismos. El almidón, obtenido del maíz, de la yuca, de
papas y otros tubérculos, debe ser hidrolizado en azúcares fermentables mediante la acción
de enzimas amilasas, presentes en la malta y en hongos filamentosos. La celulosa utilizada
proviene principalmente de madera, residuos agrícolas y residuos líquidos de la producción
de papel, y también debe ser preprocesada para obtener azúcares simples, generalmente por
la acción de ácidos inorgánicos. Una vez obtenidos estos carbohidratos, las enzimas de los
microorganismos pueden producir etanol.

La melaza es un producto secundario del procesamiento de azúcar y puede ser utilizado
como una fuente de carbono relativamente barata, por lo que es una de las materias primas
más comunes para la fermentación de bioetanol [30] [31]. Entre un 30% y un 50% de la masa
de este subproducto corresponden a sacarosa, que es un disacárido compuesto por glucosa y
fructosa [31] [32] [33]. Durante la fermentación con levaduras, estos microorganismos tienen
una preferencia por la glucosa por sobre la fructosa, lo que resulta en una diferencia entre el
consumo de ambos azúcares a lo largo del proceso [34]. En consecuencia, en las últimas etapas
de la fermentación existe una mayor concentración de fructosa, que debe ser metabolizada
por microorganismos que probablemente se encuentren condiciones de stress, tales como la
falta de nitrógeno o una alta concentración de etanol [35].

Por lo tanto, en la producción de bioetanol a partir de sacarosa es posible obtener fructosa
como producto secundario [36]. De hecho, la fermentación selectiva de glucosa y otros azú-
cares (menos la fructosa) a etanol corresponde a una técnica desarrollada para la obtención
simultánea de etanol y fructosa [37]. Además, este proceso permite facilitar la purificación de
la fructosa generada en la hidrólisis de sacarosa. La fructosa es el azúcar natural más dulce que
existe, por lo que es ampliamente utilizado como endulzante de alimentos y bebestibles [38].
Como glucosa y fructosa son isómeros su separación es compleja, y debe realizarse usando
técnicas de cromatografía que pueden llegar a ser muy costosas [39]. Entonces, la conversión
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de glucosa en etanol, que es más fácil de separar de la fructosa, es un buena alternativa para
obtener un producto con alta concentración de este endulzante [40].

Las levaduras (Saccharomyces cerevisae) tienen tres enzimas que catalizan la fosforilación,
que es el primer paso en la ruta metabólica de los azúcares: hexoquinasa A (gen HXK1), he-
xoquinasa (gen HXK2) y una glucoquinasa (gen GLK1) [41] [42]. Las hexoquinasas pueden
fosforilar fructosa, glucosa y manosa, mientras que la glucoquinasa sólo fosforila glucosa y
manosa [43] [44]. La cepa ATCC 36858 de levaduras tiene mutaciones en los genes HXK1 y
HXK2 que causan que no sinteticen hexoquinasas, por lo que no pueden fosforilar fructosa,
y en consecuencia, no la metabolizan [45]. Sulieman y col. (2018) plantean un modelo ma-
temático que describe la fermentación selectiva de glucosa en bioetanol a partir de sacarosa
utilizando la cepa de levaduras ATCC 36858 en un reactor batch de volumen constante ope-
rando a temperatura constante [46]. Este modelo está descrito por las Ecuaciones 2.4-2.10.
La Ecuación 2.4 presenta la tasa de producción de biomasa, donde X (g/L) es la concentra-
ción de levadura y µ (h−1) es la tasa de específica crecimiento, que considera inhibición por
producto (etanol) de acuerdo al modelo de Ghose y Tyagi (Ecuación 2.5) [19].

dX

dt
= µ ·X (2.4)

µ = µmax · (
G

KG +G
) · (1− E

Em

) (2.5)

Donde µmax (h−1) es la tasa de crecimiento específico máxima de la levadura , G (g/L) y
E (g/L) son la concentración de glucosa y etanol, respectivamente, KG (g/L) es la constante
de saturación (o constante de velocidad media) para el crecimiento de la levadura y Em

(g/L) es la concentración mínima de etanol a partir de la que se inhibe el crecimiento del
microorganismo. Cuando la concentración de etanol en el medio sobrepasa Em, comienza a
producirse la muerte celular. La Ecuación 2.6 describe la tasa de consumo de sacarosa para
formar glucosa y fructosa, donde S (g/L) es la concentración de sacarosa, αs (h−1) es la tasa
específica de asimilación de sacarosa por parte de la levadura y KS (g/L) es la constante de
saturación de sacarosa.

dS

dt
= −αs · (

S

KS + S
) ·X (2.6)

La Ecuación 2.7 describe la evolución de la concentración de glucosa (G). El primer tér-
mino de dicha ecuación describe la producción de glucosa a partir de sacarosa, mientras que
el segundo bloque corresponde al consumo de glucosa debido al metabolismo de la levadura,
produciendo biomasa y etanol. El término YG/S (g/g) corresponde al coeficiente de rendi-
miento de producción de glucosa a partir de sacarosa, YX/G (g/g) corresponde al coeficiente
de rendimiento de producción de biomasa a partir de glucosa y qE (h−1) es la tasa específica
de producción de etanol, descrita por la Ecuación 2.8.

dG

dt
= αs · (

S

KS + S
) ·X · YG/S − qE ·X ·

1
YX/G

(2.7)
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qE = µmax · (
G

KG +G
) · (1− E

E ′m
) (2.8)

La tasa de producción de etanol también está descrita por el modelo de Ghose y Tyagi,
dando cuenta que la síntesis de etanol es inhibida por este producto. E ′m (g/L) corresponde
a la concentración umbral de etanol a partir de la cual las células dejan de producirlo.
Cabe destacar que es común que la constante E ′m sea mayor que Em, lo que indica que
el crecimiento del microorganismo fuertemente inhibido por la presencia de etanol [47]. La
Ecuación 2.9 describe la evolución de la concentración de fructosa. La primera parte de esta
ecuación corresponde a la formación de fructosa a partir de la hidrólisis de sacarosa y la
segunda parte describe el consumo de fructosa en la producción etanol, el que está ligado al
consumo de glucosa, por lo que depende de qE.

dF

dt
= αs · (

S

KS + S
) ·X · YF/S − qE ·X ·

R

YX/G

(2.9)

Donde F (g/L) es la concentración de fructosa, YF/S (g/g) corresponde al coeficiente de
rendimiento producción de fructosa a partir de sacarosa y R (g/g) es la proporción entre
la tasa de consumo de fructosa y la tasa de consumo de glucosa para la síntesis de etanol.
Nótese que YF/S es equivalente a YG/S, debido a que tanto glucosa como fructosa se obtienen
simultáneamente al hidrolizar la sacarosa y que ambos monosacáridos son isómeros, por lo
que tienen la misma masa molar. Finalmente, la Ecuación 2.10 describe la evolución de la
concentración de etanol, donde YE/G corresponde al coeficiente de rendimiento de producción
de etanol a partir de glucosa (g/g).

dE

dt
= qE ·X ·

YE/G

YX/G

· (R + 1) (2.10)

2.3. Machine learning
Machine learning es un subcampo de las ciencias de la computación que se ocupa de

construir algoritmos que, para ser utilizados, se basan en una colección de ejemplos de algún
fenómenos. Estos ejemplos pueden provenir de la naturaleza, ser creados por el humano o
ser generados por otro algoritmo. También puede definirse como el proceso resolución de
un problema práctico mediante la recopilación de un conjunto de datos y la construcción
algorítmica de un modelo estadístico basado en dicho conjunto de datos. Luego, el modelo
estadístico es utilizado de alguna manera para resolver el problema práctico mencionado [48].

Esta forma de Inteligencia Artificial utiliza una variedad de algoritmos que aprenden ite-
rativamente a partir de los datos entregados para mejorar, describir dichos datos y predecir
resultados. Por lo tanto, a medida que los algoritmos reciben datos, es posible producir mo-
delos más precisos basados en estos. Sus ventajas son la capacidad de identificar fácilmente
patrones a partir de los datos, no necesitar intervención humana en el proceso, poder manejar
una gran cantidad de datos simultáneamente y tener un amplio espectro de aplicaciones. Por
otro lado, sus principales desventajas son el tiempo que tardan los algoritmos en encontrar
soluciones con niveles considerables de exactitud y relevancia, y requerir de altos recursos
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computacionales para funcionar [49].

Dependiendo del tipo de problemas que son capaces de resolver, los algoritmos de machi-
ne learning pueden clasificar en aprendizaje supervisado y aprendizaje no supervisado [50].
El aprendizaje supervisado corresponde a una técnica para generar una función a partir de
datos de entrenamiento, que consisten en variables de entradas (inputs) y variables de salida
(outputs). La misión del aprendizaje supervisado es predecir la variable de salida de la fun-
ción para cualquier input válido luego de haber recibido ejemplos de entrenamiento [51]. Las
variables de salida pueden ser cuantitativas o cualitativas. Cuando los outputs son cuantita-
tivos se dice que el problema corresponde a una regresión, y cuando son cualitativos se dice
que es una clasificación [52].

Las técnicas de aprendizaje no supervisado sólo reciben datos de entrada, sin tener infor-
mación sobre las variables de salida que estos generan. El objetivo de este tipo de aprendizaje
es encontrar patrones en los datos más allá de lo que podría considerarse como ruido no es-
tructurado. Por lo tanto, la finalidad del aprendizaje no supervisado puede ser la construcción
de un modelo probabilístico de los datos proporcionados. Los ejemplos típicos son la reduc-
ción de dimensión y el agrupamiento (clustering) [53].

2.3.1. Regresión
La regresión, también conocida como aproximación de funciones, es una técnica de apren-

dizaje supervisado que permite comprender la correlación entre variables. Su objetivo es
encontrar una función cuya variable de salida cumpla con alguna condición deseada que, en
la mayor parte de los casos, corresponde a que sus valores se ajusten a un conjunto de datos
experimentales [50]. Para hacerlo, se minimiza la diferencia entre el valor de la variable de-
pendiente estimado por la función propuesta Y (X) y su valor observado Ŷ (X), denominada
error de predicción o residuo (e). En la Ecuación 2.11 se muestra el residuo de la i-ésimo dato
medido [54].

ei = Yi(X)− Ŷi(X), i = 1, ..., n. (2.11)

Por lo general, el objetivo de la regresión consiste en encontrar función de manera que la
suma de los cuadrados de los residuos (en inglés sum of squared residuals, o SSR), enunciada
en la Ecuación 2.12, sea mínima [54].

SSR =
n∑

i=1
ei

2 =
n∑

i=1
(Yi(X)− Ŷi(X))2 (2.12)

2.3.1.1. Regresión paramétrica

En este tipo de regresión la estructura de la función es conocida y sólo se deben estimar
un número determinado de parámetros, es decir, la función predefinida es ajustada a los datos
experimentales. La elección del tipo de función se realiza a partir de las características (o
forma) de los datos experimentales y ayuda simplificar el proceso de aproximación. Por lo
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tanto, la elección del tipo de función corresponde a una adivinanza y realizar suposiciones
posiblemente erradas puede resultar en modelos de mala calidad [55].

La regresión lineal corresponde al ejemplo de regresión paramétrica más común y consiste
en ajustar los datos experimentales a la ecuación de una recta (Ecuación 2.13) optimizando
dos parámetros: la pendiente (p1) y el coeficiente de posición (p2)

Y (X) = p1 ·X + p2 (2.13)

La desventaja de la regresión de parámetros es que, si el ajuste a una función determi-
nada no es bueno, se debe intentar con diferentes funciones hasta que se logra encontrar un
modelo que represente a los datos. Este proceso no sólo puede requerir mucho trabajo, sino
que también depende del ingenio, conocimiento y/o experiencia del usuario que propone las
funciones que se ajustan. Es probable que se den casos en los que la funcionalidad de los
fenómenos es compleja, por lo cual no es posible establecer una función para ajustar [56].
Para estos casos, existe la regresión simbólica, que intenta ir más allá del problema de ajustar
parámetros al encontrar una función que se ajuste a los datos disponibles sin realizar ningún
supuesto sobre la estructura de dicha función, o bien, estableciendo supuestos generales [57].

2.3.1.2. Regresión simbólica

A diferencia de los métodos de regresión paramétrica, que optimizan los parámetros de
una ecuación de estructura conocida, las regresiones simbólicas buscan simultáneamente la
forma de la ecuación y sus parámetros. Para lograrlo, las expresiones matemáticas son cons-
truidas como combinaciones aleatorias de distintos bloques de construcción, entre los que se
pueden encontrar operaciones algebraicas (suma, resta, multiplicación, división), funciones
(funciones trigonométricas, exponencial, logarítmo, entre otras), constantes numéricas y va-
riables. Nuevas ecuaciones son formadas mediante la recombinación de las ecuaciones previas
y variando sus subexpresiones probabilísticamente. Luego, el algoritmo conserva las ecuacio-
nes que mejor modelan los datos experimentales, eliminando soluciones poco prometedoras.
Finalmente, cuando la ecuación alcanza el nivel deseado de exactitud, el algoritmo termina
y entrega un conjunto de ecuaciones que mejor corresponden al mecanismo intrínseco subya-
cente del sistema observado [58].

Existen diversos tipos de algoritmos utilizados para resolver problemas de regresión simbó-
lica, entre los que se encuentran: los algoritmos de programación genética [59], algoritmos de
colonia de abejas artificiales [60], algoritmos de hormigas dinámicas [61], algoritmos basados
en biogeografía [62] y fast function extraction (FFX) [63].

2.3.2. Algoritmos evolutivos
Los algoritmos evolutivos (evolutionary algorithms, EA) comprenden una clase de téc-

nicas de optimización que imitan los principios de la evolución biológica. El fundamento
principal de los algoritmos evolutivos es aplicar los fenómenos evolutivos, tales como mu-
tación y selección del más apto, a poblaciones de soluciones candidatas con la finalidad de
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encontrar una solución lo suficientemente buena para un problema de optimización dado [64].

Otro tipo de algoritmos que pueden clasificarse dentro de los EA son los algoritmos ins-
pirados en la naturaleza. Estos intentan emular el comportamiento de algunos organismos
determinados para conducir el proceso de búsqueda de soluciones, ejemplos de estos tipos
de algoritmos son los de colonias de hormigas o colonias de abejas. Entre los tipos de EA se
encuentran los algoritmos genéticos (genetic algorithm, GA), la optimización por enjambre
de partículas (particle swarm optimization, PSO) y la evolución diferencial (differential evo-
lution, DE) [65].

2.3.3. Algoritmos genéticos
Los algoritmos genéticos (GA) son algoritmos evolutivos basados en la reproducción sexual

y en el principio darwiniano de la supervivencia del más apto. Los algoritmos genéticos se
diferencian del resto de métodos de optimización en cuatro aspectos fundamentales [66]:

1. Trabajan con una codificación del conjunto de parámetros que se buscan optimizar en
lugar de hacerlo con los parámetros mismos.

2. Buscan un conjunto de soluciones en lugar de una única solución.

3. No requieren información de gradiente ni conocimiento extra sobre el problema.

4. Otros métodos utilizan reglas de transición deterministas, mientras que los GA utilizan
reglas probabilísticas.

Por lo tanto, las principales ventajas de los algoritmos genéticos por sobre otros algoritmos
de optimización son la no dependencia de un gradiente, su alta capacidad exploratoria y el
paralelismo [67]:

No dependencia de gradiente: No se requiere información de gradiente, sólo la
evaluación de la función objetivo. Esto hace que GA sea un método versátil y le entrega
la habilidad de resolver problemas que tengan una función objetivo compleja cuya
derivada sea difícil de obtener o no pueda ser obtenida (función no diferenciables),
como es el caso de las funciones discontinuas o discretas [68].

Capacidad exploratoria: Debido a que los operadores genéticos generan nuevas so-
luciones de manera estocástica, el espacio de búsqueda se explora en varias direcciones
simultáneamente, lo que evita el estancamiento en óptimos locales y hace más probable
la obtención del óptimo global.

Paralelismo: Debido a que los individuos de una población actúan como agentes in-
dependientes, es posible explorar el espacio de búsqueda en varias direcciones simultá-
neamente. Esta característica permite la paralelización del algoritmo, ya que se pueden
manipular y/o evaluar distintos parámetros e incluso distintos grupos de individuos al
mismo tiempo [69].
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Para alcanzar la solución a un problema, se inicia con un conjunto inicial de individuos
generados aleatoriamente llamado población. Cada uno de estos individuos se denomina
cromosoma y representa una posible solución al problema [70]. Como se muestra en la Figura
2.1, un cromosoma es una estructura lineal formada por una secuencia de símbolos que
evoluciona a lo largo de una sucesión de iteraciones, denominadas generaciones. Durante
cada generación, los cromosomas son evaluados en términos de qué tan bien se desempeñan
en el entorno del problema particular. Esta medida se denomina medida de aptitud (en
inglés fitness) y su naturaleza varía con el problema que se quiere resolver. En el caso de los
problemas de regresión, el fitness corresponde a alguna medida de error entre el resultado
generado y los datos proporcionados.

Figura 2.1: Ejemplo de representación en forma de cromosoma de un
individuo en GA [71].

Para producir una nueva generación, nuevos cromosomas son creados a partir de los de
los individuos de la generación actual utilizando operadores genéticos (entrecruzamiento y
mutación). Se dice que los nuevos cromosomas son la descendencia de los cromosomas pre-
existentes, denominados padres. La nueva generación se forma seleccionando algunos padres
de acuerdo a su aptitud, los cromosomas con mejor aptitud tienen mayor probabilidad de
ser seleccionados como padres. Luego, se les aplican operadores genéticos para crear su des-
cendencia [72]. Luego de varias generaciones el algoritmo converge al mejor cromosoma, que
representa a la solución óptima del problema, o una aproximación a ella. En general, los
algoritmos genéticos tienen cinco componentes básicos [73]:

1. Una representación genética de las potenciales soluciones al problema.

2. Una manera de crear una población inicial de estas potenciales soluciones.

3. Una función que evalúe las soluciones de acuerdo a su capacidad de resolución del
problema, denominada función de evaluación (fitness function).

4. Operadores genéticos que alteren la composición genética de la descendencia.

5. Paramétros propios de los algoritmos genéticos, como el número de individuos por
generación, número máximo de generaciones, probabilidades de aplicar cada operador
genético, entre otros.

Algunas desventajas de los algoritmos genéticos son que la elección de algunos de sus
parámetros, como el tamaño de población, la probabilidad de ocurrencia de los operadores
genéticos y la función de evaluación utilizada debe realizarse cuidadosamente, debido a que
una selección inapropiada puede generar dificultades en la convergencia del algoritmo. A pe-
sar de estos inconvenientes, los algoritmos genéticos son unos de los métodos más utilizados
en la resolución de problemas de optimización no lineal [74].

Otra desventaja de GA es que la representación de las posibles soluciones en estructuras
lineales de caracteres de longitud fija puede limitar severamente su capacidad para resolver
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algunos problemas, entre ellos los de regresión simbólica, debido a que es preferible que las
soluciones tengan distintos tamaños y formas. En estos casos, la representación más útil para
una solución es una composición jerárquica de funciones y terminales, denominada programa
computacional, utilizados en algoritmos de programación genética [59].

2.3.4. Programación genética
La programación genética (genetic programming, GP) es una técnica de computación

evolutiva que deriva de los algoritmos genéticos tradicionales, manteniendo el principio de
selección natural. La potencialidad de GP reside en que la resolución de problemas se realiza
mediante la inducción de programas computacionales, entendiéndose éstos como algoritmos
en los que se generan variables de salida a partir de una serie de variables entradas. Por lo
tanto, resuelve automáticamente los problemas sin requerir que el usuario conozca o especi-
fique de antemano la forma o estructura de la solución, por lo que es de gran utilidad para
deducir ecuaciones matemáticas a partir de datos experimentales [57].

Como se mencionó, la base biológica de GP es exactamente la misma que la de los GA,
por lo que su funcionamiento es similar. La diferencia entre una técnica y otra consiste en la
forma de codificación de problemas, mientras en GA se realiza en forma de cromosoma en
GP se hace en forma de programas computacionales representados como árboles sintácticos
binarios, lo que permite su utilización en una serie de entornos donde anteriormente los GA
son muy complicados de aplicar, como la regresión simbólica [75].

El algoritmo de programación genética se ha sido utilizado en diversas áreas. Entre sus
aplicaciones se encuentran: identificar y corregir automáticamente errores de programación
[76], la síntesis automática de circuitos eléctricos analógicos [77], la clasificación de señales
de electroencefalogramas [78] y detección de modificaciones no autorizadas a páginas web
(web defacement) [79]. En la industria de procesos, se usó para estimar la composición del
producto de cola en una columna de destilación binaria y la concentración final de un pro-
ducto en un sistema de dos reactores continuos [80]. Además, se ha utilizado para modelar
distintos fenómenos biológicos: la absorción intestinal de hierro [81], fermentación batch de
ácido glucónico a partir de glucosa [82], la velocidad de reacción de las enzimas adenilato
quinasa y fosfofructoquinasa [83] y para diseñar un sistema de control en la fermentación
fed-batch a partir de aceites vegetales [84], entre otros.

2.3.4.1. Representación en árbol

Un árbol es una colección de vértices y aristas. Un vértice, también denominado nodo, es
un objeto simple que puede tener un nombre y puede tener información asociada, y una arista
es una conexión entre dos vértices. Un camino corresponde a una lista de nodos distintos y
sucesivos que están conectados por aristas en el árbol. La propiedad que define a un árbol es
que siempre existe un único camino que conecta a dos nodos cualquiera [85]. El tamaño de
un árbol corresponde al número de nodos que contiene. En la Figura 2.2 se ilustra un árbol
de tamaño 5, en el que se puede evidenciar que existe un único camino entre dos de ellos.
Por ejemplo, el camino A-C-D-E es la única manera de conectar el nodo A con el E.
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Figura 2.2: Ejemplo de árbol [86].

Por lo general, en ciencias de la computación, el término árbol se refiere a un árbol con
raíz, mientras que se utiliza el concepto de árbol libre para referirse a la estructura general
ilustrada en la Figura 2.2. Un árbol con raíz es aquel en el que se designa un nodo como
la raíz del árbol, y usualmente se dibujan con este nodo en la parte superior. Cada nodo,
exceptuando la raíz, tiene exactamente un nodo sobre él, el que se dice que es padre del
anterior. De la misma manera, se denominan hijos de un nodo a los nodos que se encuentran
directamente bajo él. Lo nodos que no tienen hijos se llaman nodos terminales u hojas del
árbol.

Figura 2.3: Ejemplo de árbol con raíz.

La raíz de un árbol se puede identificar como el único nodo que no tiene padre. Además,
en este tipo de árboles cualquier nodo es la raíz de un subárbol, consistente en dicho nodo y
todos los nodos que se encuentran bajo él. En la Figura 2.3, se muestra un ejemplo de árbol
con raíz, en el que el nodo de color rojo representa a la raíz del árbol completo, mientras que
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los nodos azules corresponden a las raíces de los subárboles y los nodos negros corresponden
a las hojas del árbol.

En este tipo de árboles, un camino se define como cualquier secuencia de nodos que
cumple con que cada nodo es padre del siguiente en la secuencia. La longitud del camino
se define como el número de aristas comprendidos entre el nodo de inicio y el nodo final. A
partir de la longitud de un camino se definen los conceptos de altura de un nodo, altura del
árbol, profundidad de un nodo y nivel de un nodo:

Altura de un nodo: Es la longitud del camino más largo que comienza en el nodo y
termina en una hoja. La altura de un nodo hoja es cero, y la altura de cualquier otro
nodo se puede calcular sumando uno a la mayor altura de sus hijos.

Altura del árbol: Corresponde a la altura de la raíz. La raíz del árbol que se muestra
en la Figura 2.3 tiene altura 3, por lo que el árbol tiene altura 3.

Profundidad de un nodo: Se define como la longitud del camino desde la raíz hasta
dicho nodo. La profundidad de la raíz es cero y la profundidad de cualquier otro nodo
se puede obtener sumando uno a la profundidad de su padre.

Nivel de un nodo: Corresponde al número de nodos que se encuentran en el camino
entre la raíz y el nodo. La raíz se encuentra en el nivel uno, y el nivel de los demás
nodos se puede calcular sumando uno al nivel de su padre.

En GP, los individuos de la población son composiciones jerárquicas de funciones pri-
mitivas (conjunto F) y terminales (conjunto T) apropiadas para el dominio del problema
particular. El conjunto de F típicamente incluye operaciones aritméticas, funciones mate-
máticas, operaciones lógicas condicionales y funciones específicas del área del problema. El
conjunto T generalmente incluye variables y constantes numéricas, pero también puede in-
cluir funciones de aridad cero, es decir, que no necesitan argumentos [87]. Un árbol sintáctico
es una estructura que desarrolla la interpretación de un programa computacional. Las fun-
ciones se representan por nodos y sus argumentos como hojas de dichos nodos. Un subárbol
es una parte de un árbol que se encuentra bajo algún nodo interno [88].

Los árboles sintácticos utilizados para representar a los individuos en GP son binarios, es
decir, cada nodo tiene a lo más dos hijos. Estos árboles son recorridos en in-orden. Recorrer
un árbol significa visitar cada uno de sus nodos en un orden específico, y visitar un nodo
es realizar alguna acción con él, ya sea revisar su información, actualizarla, mostrarla, entre
otros. El recorrido in-orden sigue el algoritmo descrito a continuación, comenzando por el
nodo raíz [89]:

1. Recorrer el subárbol izquierdo recursivamente de manera in-orden.

2. Visitar nodo actual.

3. Recorrer el subárbol derecho recursivamente de manera in-orden.
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Figura 2.4: Recorrido in-orden de árbol binario [90].

En la Figura 2.4 se ilustra un ejemplo de recorrido in-orden. En este caso, se recorre re-
cursivamente hacia la izquierda hasta llegar a un nodo hoja, que es el nodo del que se extrae
información primero (10), luego se lee su nodo padre (41) y se continúa recorriendo el árbol
recursivamente hacia la derecha (40). El nodo que se encuentra más a la izquierda del árbol
es el primero en ser leído, mientras que el que se encuentra más a la derecha es el último. El
orden de recorrido es: 10-41-40-42-45-50-75.

De esta manera, la representación en forma de árbol sintáctico binario está formada por
dos tipos de nodos: funciones y terminales. Los nodos de funciones son los que tienen uno o
más nodos hijos, y contienen elementos del conjunto F. Por su parte, los nodos terminales,
también denominados hojas del árbol, son aquellos que no tienen hijos y contienen elementos
del conjunto T. En la Figura 2.5 se muestra un ejemplo de árbol, que representa la expresión
matemática x3 · (x2 − 3) + x1. En este caso, las funciones corresponden a la adición, la
multiplicación y la sustracción, mientras que los nodos terminales son las variables x1, x2 y
x3, junto con la constante 3.

Figura 2.5: Representación en árbol de la expresión x3 · (x2 − 3) + x1.
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Cabe destacar que una expresión matemática puede ser representada por más de un árbol.
En la Figura 2.6 se muestra un ejemplo de la representación en árbol de dos expresiones
equivalentes, que también son equivalentes a la mostrada en la Figura 2.5.

a) x1 + x3 · (x2 − 3) :

+

x1 *

x3 -

x2 3

b) x2 · x3 + x1 − 3 · x3 :

+

*

x2 x3

-

x1 *

3 x3

Figura 2.6: Representación en árbol de dos expresiones matemáticas
equivalentes.

2.3.4.2. Requisitos de funciones y terminales

Una parte fundamental del funcionamiento de GP es la especificación de los conjuntos F y
T antes del inicio del proceso evolutivo. Por lo tanto, es necesario un mínimo proceso de aná-
lisis del problema para configurar el algoritmo, para tener una noción sobre que operadores,
funciones, variables y constantes numéricas incluir en cada conjunto. Como regla general, es
conveniente utilizar sólo los operadores que sean necesarios, puesto que la inclusión de más
elementos provocará que el algoritmo tarde más tiempo en encontrar la solución al problema.
Además, al definir los conjuntos F y T se deben cumplir con los requisitos de clausura y
suficiencia [87]:

Clausura: Esta propiedad requiere que las funciones del conjunto F retornen valores
del mismo tipo que sus argumentos. Para que esta condición se cumpla es necesario que
cada una de las funciones en el conjunto F sea capaz de utilizar a cualquier constante
numérica o variable del conjunto T como su argumento.

Existen funciones que tienen su dominio acotado, por ejemplo, la función logaritmo
sólo está definida para los números reales positivos. Entonces, es probable que GP
cause un error al intentar evaluar alguna de estas funciones en un punto en el que no
está definida, por lo que no se podría completar la ejecución del algoritmo. Por lo tanto,
para cumplir requisito de clausura se utilizan versiones protegidas de funciones que no
estén definidas en algún punto o intervalo [91]. Proteger una función significa ampliar

17



su dominio a todos los números reales. A continuación se muestra un ejemplo de la
función logaritmo protegido (log∗), en la que se define que el logaritmo de un número
negativo retorne una constante, que típicamente es cero [64].

log∗(x) =


log(x) si x > 0

0 si x ≤ 0

Suficiencia: Esta propiedad requiere que el conjunto de funciones y el conjunto de
terminales sean capaces de expresar una solución al problema planteado, es decir, que
entre todas las expresiones posibles que se pueden generar a partir de los elementos de
estos conjuntos exista por lo menos una de ellas que resuelva el problema. Al momento
de especificar los conjuntos T y F el usuario debe saber, o por lo menos intuir, que
alguna composición entre los elementos de ambos conjuntos puede generar una solu-
ción al problema. Como antecedente de funciones seleccionadas en sistemas biológicos,
Sugimoto y col. (2005) utilizaron las funciones suma, resta, multiplicación y división
para modelar la tasa de reacción enzimática [83].

2.3.4.3. Funcionamiento del algoritmo

Al igual que en GA, cada individuo de la población se mide en términos de qué tan bien se
desempeña en el entorno del problema particular a través de la medida de aptitud o fitness.
Por lo general, gran parte de los individuos creados en la primera generación (generación 0)
no representarán una buena solución al problema planteado. Sin embargo, algunos de ellos
tendrán un mejor fitness que el resto. Estas diferencias en el rendimiento son explotadas por
el principio darwiniano de reproducción y supervivencia del más apto y por los operadores
genéticos de la recombinación sexual (crossover) y de mutación para crear una nueva pobla-
ción partir de los individuos de la generación actual. A grandes rasgos, como se ilustra en
la Figura 2.7, el algoritmo de programación genética genera expresiones matemáticas para
resolver problemas ejecutando los siguientes pasos:

1. Genera una población inicial de expresiones matemáticas aleatorias, denominadas in-
dividuos. Estas expresiones están compuestas por funciones (operadores matemáticos,
funciones trigonométricas, entre otras) y terminales (variables y/o constantes numéri-
cas).

2. Iterativamente realiza los siguientes pasos hasta que se cumpla el o los criterios de
término del algoritmo:

a) Utiliza a cada individuo para resolver el problema dado, de manera de poder cal-
cular su fitness.

b) Crea una nueva población al seleccionar individuos mediante probabilidad con-
dicionada por su fitness (mientras mejor fitness mayor probabilidad de que sea
seleccionado) y aplicarles operaciones genéticas (entrecruzamiento o mutación).
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3. El mejor individuo generado durante la ejecución del algoritmo es designado como el
resultado. Dicho resultado puede ser una solución al problema planteado o una aproxi-
mación de ella.

.
Figura 2.7: Esquema del algoritmo de programación genética [92].

2.3.4.4. Población inicial

La creación de la población inicial, o inicialización, es la primera fase de GP y es cuando
se genera una población de soluciones factibles de manera aleatoria o heurística. A pesar de
que esta etapa sólo se ejecuta una vez en el algoritmo, cumple con un papel importante para
mejorar su desempeño [93], los individuos de cada generación dependen de la generación
anterior hasta llegar a la población inicial [94]. Las probabilidades de obtener la solución
óptima aumenta cuando la población inicial es diversa y tiene individuos de buena calidad
(buen fitness) [95]. A continuación, se describen ventajas y desventajas de las dos formas
principales de generar la población inicial [66].
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Inicialización aleatoria: Esta técnica de inicialización genera una población de bajo
fitness, por lo que se requiere más tiempo de ejecución para llegar a la solución óptima.
Sin embargo, es considerada como la manera más apropiada de crear los individuos
iniciales, debido a que se forma una población más diversa que con el método mecanis-
cista, lo que aumenta la probabilidad de encontrar el óptimo global. Es especialmente
utilizada cuando no se tiene conocimiento previo sobre el problema.

Inicialización heurística: Este tipo de inicialización depende de la información que
se tenga disponible sobre el problema que se quiere resolver [96]. Si se cuenta con este
tipo de información, se puede acotar el espacio de búsqueda, al reconocer áreas en que
las soluciones son de alta calidad. Por lo tanto, se genera una población inicial de alto
fitness, lo que ha sido probado que permite que se encuentren soluciones cercanas al
óptimo más rápidamente [97]. Sin embargo, se puede terminar con espacios de búsqueda
muy acotados, lo que puede causar que el algoritmo se estanque en óptimos locales en
lugar de encontrar el óptimo global debido a la falta de diversidad en la población [98].

Por lo general, en GP se utilizan métodos de inicialización aleatoria. Hay varias maneras
distintas de generar la población inicial, pero los más comunes son full y grow. En ambos
métodos los individuos iniciales se crean sujeto a una restricción en la altura máxima de
árbol. También existe una combinación entre full y grow , denominada ramped half-and-half,
la cuál es ampliamente utilizada [91]. A continuación, se describen cada una de las técnicas
mencionadas anteriormente:

Full: Se escogen aleatoriamente nodos desde el conjunto de funciones hasta que se al-
canza la altura máxima de árbol establecida y, a partir de ese momento, sólo se pueden
escoger nodos desde el conjunto terminal, para no sobrepasar dicha altura. Al forzar la
utilización de elementos del conjunto F hasta alcanzar altura de árbol predeterminada,
este método se asegura de crear árboles completos.

Aunque este método genera árboles en que todas las hojas se encuentran en el mismo
nivel, esto no necesariamente significa que todos los árboles iniciales tengan el mismo
tamaño (número de nodos) o la misma forma. Lo anterior sólo ocurre cuando todas las
funciones del conjunto T tienen la misma aridad (cantidad de argumentos). Aún así,
incluso cuando se utilizan funciones de distinta aridad el rango tamaños y formas de
los árboles creados es limitado [57].
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Figura 2.8: Formación de un árbol de altura 2 mediante el método full
(t=tiempo) [57].

La Figura 2.8 muestra las etapas del proceso de construcción de un árbol de altura 2
utilizando el método full. En este ejemplo, los hijos de los nodos ∗ y / deben ser hojas,
porque en caso contrario el árbol tendrá una altura mayor a 2. Por consiguiente, en
t = 3, t = 4, t = 6 y t = 7 se escogen elementos del conjunto T (x, y, 1 y 0, respectiva-
mente).

Grow: En este método se pueden escoger aleatoriamente nodos tanto del conjunto F
como del conjunto T hasta alcanzar la altura del árbol predefinida. Luego, al igual que
en el método anterior, se termina utilizando sólo nodos del conjunto T. Cabe destacar
que con este orden de creación no siempre se alcanza la altura máxima del árbol que
fue establecida, debido a que se pueden utilizar nodos terminales antes de llegar a este
punto.
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Figura 2.9: Formación de un árbol de altura máxima 2 mediante el
método grow (t=tiempo) [57].

La Figura 2.9 ilustra el proceso de construcción de un árbol de altura máxima 2. Cómo
el primer hijo del nodo raíz + corresponde a la variable x, que es un elemento terminal,
esa rama del árbol no puede seguir creciendo, aun cuando no se ha alcanzado la altura
límite. Por otro lado, los hijos del nodo − deben ser elementos terminales para evitar
sobrepasar esta restricción, por lo que en t = 4 y t = 5 se añaden los nodos 2 e y,
respectivamente.

De esta forma se crean árboles de diversas formas y alturas, pero se debe tener en con-
sideración que ambas características dependen fuertemente de la cardinalidad (número
de elementos) de los conjuntos F y T. Si la cardinalidad del conjunto T es considerable-
mente mayor que la del conjunto F, el método grow formará mayoritariamente árboles
de baja altura, independiente del límite impuesto. Por el contrario, si la cardinalidad
del conjunto F es significativamente mayor que la del conjunto T, este modo se com-
portará de manera similar a full, en el sentido que producirá árboles cuya altura sea
igual al límite establecido.

Ramped half-and-half : Es utilizado debido a que ninguno de los dos métodos ante-
riores por si sólos son capaces de proporcionar una amplia gama de alturas y formas
de los árboles generados. Consiste en que una mitad de la población es creada por el
método full y la otra mitad por grow. Esto se hace utilizando un rango de límites de
altura de los árboles, lo que ayuda a asegurar que la población inicial sea más variada.

2.3.4.5. Evaluación

Como ya se ha mencionado anteriormente, en el algoritmo de programación genética los
individuos son evaluados para definir que tan buena solución al problema representa cada
uno de ellos, haciendo posible la aplicación el principio de reproducción del más apto para la
creación de la siguiente generación. La evaluación se lleva a cabo por la función de evaluación
(en inglés fitness function), que asigna una calificación numérica de aptitud a cada individuo,
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luego de resolver el problema planteado con la expresión matemática propuesta por dicho
individuo y comparar el resultado obtenido con el deseado [99]. Esta función de evaluación
debe ser proporcionada por el usuario y su elección tiene un rol fundamental en el desempeño
del algoritmo [100].

En literatura se suele utilizar como función de evaluación al error cuadrático medio
(ECM), representado en la Ecuación 2.14, donde Y (X) es el valor de la variable depen-
diente, estimado por la expresión matemática propuesta por cada individuo, y Ŷ (X) es el
dato experimental observado.

ECM = 1
n
·

n∑
i=1

(Yi(X)− Ŷi(X))2 (2.14)

Además, se puede diseñar una función de evaluación que modifiquen a los individuos de
una generación antes de calcular su fitness. Por ejemplo, se pueden optimizar los parámetros
de las expresiones matemáticas representadas por cada uno de los individuos, siguiendo los
principios evolutivos lamarckianos [81].

2.3.4.6. Selección

Los algoritmos de selección se utilizan para escoger cuáles individuos de la generación
producirán descendencia y cuáles no. La selección es la fuerza motriz de GP, y cómo este
algoritmo está basado en el principio de reproducción del más apto, se debe otorgar mayor
probabilidad de reproducción a los individuos cuyo fitness sea mayor. Sin embargo, las op-
ciones de reproducción de los individuos menos aptos no deben limitarse por completo para
evitar la pérdida de diversidad de la población.

La presión de selección es el grado en que los mejores individuos son favorecidos en el pro-
ceso de selección, mientras mayor es la presión de selección, más se favorece a los individuos
más aptos. Con mucha presión de selección la búsqueda terminará de manera prematura,
mientras que con muy poca presión el proceso evolutivo será más lento de lo necesario [101].
Típicamente, se utiliza una presión de selección baja en etapas iniciales del algoritmo, permi-
tiendo una amplia exploración en el espacio de búsqueda, y en las etapas finales es recomen-
dable aumentar la presión de selección con la finalidad de estrechar el espacio de búsqueda.
La selección dirige la búsqueda hacia regiones promisorias en el espacio de búsqueda [70].

Cuando un individuo es seleccionado, pasa a formar parte de la población intermedia, la
cuál contiene a los individuos que producirán descendencia para la próxima generación luego
de la aplicación de los operadores genéticos [102]. Por lo general, el tamaño de la población
intermedia es igual al número de individuos en cada generación [103], por lo que los métodos
de selección de individuos se repiten hasta completar el tamaño de la generación. Además,
el mismo individuo puede repetirse más de una vez en la población intermedia [104]. Dos de
los métodos usados son la selección por ruleta y el torneo:

Selección por ruleta: Este método asume que la probabilidad de selección es propor-
cional al fitness del individuo. Si se consideran N individuos, cada uno caracterizado
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por su fitness wi > 0 (con i = 1, 2, 3, ..., N). La probabilidad de selección del i-ésimo
individuo está dada por la Ecuación 2.15.

pi = wi

N∑
i=1

wi

(i = 1, 2, 3, ..., N) (2.15)

Como se muestra en la Figura 2.10, en una selección por ruleta se construye una línea de
largo ∑N

i=1 wi a partir de N vectores consecutivos de longitud wi (con i = 1, 2, 3, ..., N),
que representan a cada uno de los N individuos. Luego, se genera un número aleatorio r
entre 0 y la longitud de la línea (0 < r <

∑N
i=1 wi) y lo ubica en el sector correspondiente,

en el caso de este ejemplo w3, de manera que se selecciona el individuo respectivo.

Figura 2.10: Ejemplo de distribución de los individuos para selección
por ruleta [105].

Selección por torneo: Este tipo de selección funciona de la siguiente manera: Primero
se fija el tamaño de torneo, que corresponde número de individuos (t) que participa-
rá en cada torneo. Luego, se escogen aleatoriamente los t individuos y se selecciona al
que tiene mayor fitness entre ellos para que forme parte de la población intermedia [106].

El tamaño del torneo determina la presión de selección de este método. El individuo
ganador de un torneo grande tendrá, en promedio, un mejor fitness que el ganador de
un torneo más pequeño. Por lo tanto, cuando se busca mantener la diversidad de la
población se realizan torneos de bajo tamaño, incluso existen los torneos binarios, que
se realizan solamente entre dos individuos [101].

2.3.4.7. Operadores genéticos

Al igual que en GA, en programación genética existen tres operadores genéticos princi-
pales: entrecruzamiento o recombinación sexual (en inglés crossover), mutación y elitismo
[74]. Estos operadores son utilizados para crear la descendencia de la población actual. Los
individuos a partir de los cuáles se generará la nueva población son elegidos utilizando alguno
de los métodos de selección descritos anteriormente.

Entrecruzamiento: Este operador actúa sobre dos individuos padres y genera dos
hijos. Consiste en seleccionar aleatoriamente un nodo de cada uno de los padres e in-
tercambiar sus respectivos subárboles, como se ilustra en la Figura 2.11 en la que los
padres intercambian las expresiones x3 + 6 y (x1 − x2) · 2.

Es el operador genético principal y su función es proporcionar la mezcla de las solu-
ciones para lograr su convergencia. La idea principal del cruce se basa en que, si se
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toman dos individuos correctamente adaptados al medio y se obtiene una descendencia
que comparta genes de ambos, existe la posibilidad de que los genes heredados sean
precisamente los causantes de la bondad de los padres.

La frecuencia con que se aplica depende de un parámetro llamado tasa de entrecruza-
miento. Esta tasa suele ser muy alta, debido a que este operador es el que permite que
las posibles soluciones convergan hacia el óptimo, por lo general se fija en 90% [57].

Padre 1:

*

*

x2 +

x3 6

x1

Padre 2:

+

-

4 x3

*

+

x3 6

2

Hijo 1:

*

*

x2 *

+

x3 6

2

x1

Hijo 2:

+

-

4 x3

+

x3 6

Figura 2.11: Ejemplo de entrecruzamiento. Se intercambian las expre-
siones x3 + 6 y (x1 − x2) · 2 entre Padre 1 y Padre 2.

Mutación: Consiste en seleccionar un nodo aleatorio de un individuo y cambiar su
subárbol por otro generado al azar, como se ejemplifica en la Figura 2.12, donde se se-
lecciona aleatoriamente el nodo + y se cambia el subárbol que representa la expresión
x3 + 6 por la constante 7. La importancia de este operador radica en que aumenta la
diversidad de la población, proporcionando un mecanismo para escapar de un óptimo
local.

La frecuencia con la que se aplica este operador es controlada por un parámetro llamado
tasa de mutación. Por lo general, la tasa de mutación se fija entre un 5% y un 20%,
debido a que una tasa mayor dificulta la convergencia de las soluciones hacia el óptimo y
una tasa menor disminuye la variabilidad de la población, aumentando la probabilidad
de que los individuos se estanquen en un mínimo local [107].
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Padre:

*

x1 *

x2 +

x3 6

Hijo:

*

x1 *

x2 7

Figura 2.12: Ejemplo de mutación. Se cambia la expresión x3 + 6 por
la constante 7.

Elitismo: También denominado reproducción asexual, corresponde a copiar una pro-
porción de los individuos más aptos (con mejor fitness) en la siguiente generación sin
realizarles cambios.

2.3.4.8. Parámetros importantes

A continuación, se describen los parámetros más importantes que pueden ser modificados
por el usuario del algoritmo GP con la finalidad de mejorar su desempeño, ya sea disminu-
yendo el tiempo de ejecución o aumentando la calidad de la solución obtenida.

Tamaño de la población: Es considerado como uno de los parámetros más impor-
tantes en el desempeño del algoritmo GP. Si el número de individuos creados en cada
generación es muy pequeño es probable que no se logre encontrar un solución aceptable
al problema planteado, mientras que si se tiene un tamaño de población muy grande el
algoritmo tardará más tiempo del necesario en encontrar dicha solución [108].

Es necesario que cada generación tenga el número de individuos suficiente para garan-
tizar su variabilidad genética. Por lo general, el tamaño de la población se encuentra
entre 100 y 500 individuos, pudiendo ser mayor dependiendo de la complejidad del pro-
blema que se quiere resolver, pero es poco frecuente que se superen los 1000 individuos
[87].

Número de generaciones: Este parámetro corresponde a uno de los criterios de
término de GP. Cuando se llega al número de generaciones fijado por el usuario, el
algoritmo deja de ejecutarse y la solución al problema planteado corresponde al mejor
individuo generado hasta ese momento.

Es común que el número de generaciones se encuentre entre 50 y 100, ya que el costo
computacional y el tiempo que tarda en ejecutarse el algoritmo por más generaciones
suele ser muy alto en comparación con el beneficio obtenido [87]. En caso de no obtener
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los resultados esperados es recomendable aumentar el tamaño de la población antes que
el número de generaciones [109].

Probabilidad de cruce: Como ya se mencionó anteriormente, la probabilidad de
cruce, o tasa de entrecruzamiento, determina la frecuencia con que se aplica el operador
genético de entrecruzamiento a los individuos de una población intermedia para crear la
nueva generación. La probabilidad de cruce se suele fijar en un 90%, debido a que este
operador genético es el que permite la convergencia de las soluciones hacia un óptimo
[57].

Probabilidad de mutación: Este parámetro determina la frecuencia con que se em-
plea el operador genético de mutación en los individuos de una población intermedia.
Por lo general, se utilizan valores relativamente bajos, entre el 5% y el 20%, debido
a que las mutaciones introducen variabilidad genética en la población, evitando que
las soluciones se estanquen en un óptimo local, pero si ocurren con mucha frecuencia
pueden dificultar su convergencia [107].

Profundidad máxima de árbol: Al fijar una profundidad máxima para los árboles
sintácticos se evita su crecimiento excesivo, limitando la complejidad de las soluciones
al problema planteado. Si este parámetro es muy bajo puede que no sea posible for-
mar la expresión matemática de la solución óptima, sobre todo en los problemas que
requieren expresiones más complejas. Además, si se impide la formación de este tipo
de expresiones, se limita la variabilidad de la población. En cambio, si la profundidad
máxima del árbol es muy alta, los individuos tienen a crecer innecesariamente, y por lo
general, tardan más tiempo en ser evaluados [110]. Por lo tanto, este parámetro depende
de la complejidad del problema y suele limitarse entre 8 y 50 [57].

2.3.4.9. Criterios de término

El algoritmo de programación genética se ejecuta hasta que se cumpla una condición
o criterio de término. Existen dos tipos de condiciones que resultan en la finalización del
algoritmo: el criterio generacional y el criterio de desempeño. El primero se relaciona con
alcanzar el número máximo de generaciones definido por el usuario y el segundo se cumple
cuando el fitness de la población alcanza alguna condición establecida, que en principio es
muy estricta: que todos los individuos tengan fitness 0. Sin embargo, para casos en que no
se espera encontrar una solución tan exacta, como cuando se busca identificar un modelo
matemático a partir de datos experimentales que presentan error, se suele fijar una condición
menos estricta para terminar el algoritmo [87].

Por lo general, la manera utilizada para finalizar el algoritmo es mediante el criterio
generacional, y es común que en algunos problemas no se incluyan criterios de desempeño,
simplemente se analizan los resultados luego de iterar por el número máximo de generaciones.

2.3.4.10. Problemas del algoritmo GP

En las últimas décadas ha habido un amplio desarrollo en la teoría y aplicaciones del
algoritmo de programación genética. Sin embargo, aún existen problemas que ocurren fre-
cuentemente y que deben ser solucionados para obtener el máximo potencial de este algoritmo,
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especialmente para su aplicación para la solución de problemas complejos del mundo real.
A continuación, se describen dichos problemas y qué técnicas se utilizan para disminuir su
efecto.

Sobreajuste: Uno de los objetivos más importantes de los algoritmos de regresión sim-
bólica es encontrar soluciones que se desempeñen bien no sólo en los casos conocidos, o
de entrenamiento, sino que también proporcionen predicciones satisfactorias de los ca-
sos desconocidos. Lo anterior se conoce como generalización, y la falta de generalización
se denomina sobreajuste [111]. El sobreajuste ocurre cuando una solución se desempeña
bien en los casos de entrenamiento, pero mal en los casos de prueba o en cualquier otro
caso desconocido. Esto indica que las relaciones subyacentes entre los datos no fueron
aprendidas, y en su lugar, se aprendieron relaciones que existen exclusivamente en el
caso de entrenamiento [112].

Cuando se seleccionan modelos matemáticos basándose únicamente en su fitness, el
algoritmo tenderá a escoger expresiones más complejas que se sobreajustan al conjunto
de datos de entrenamiento, absorbiendo los errores aleatorios. Por lo tanto, para evi-
tarlo, se recomienda seleccionar modelos no sólo dependiendo de su fitness, si no que
también considerando su complejidad [113]. Por lo tanto, la función de evaluación uti-
lizada es altamente responsable de la evolución de modelos matemáticos generalizados
[100]. Algunas de las funciones de evaluación que pueden utilizarse para incluir la com-
plejidad del modelo en la selección son el criterio de error de predicción final de Akaike
(FPE) [114], el criterio de información de Akaike (AIC) [115], el criterio de información
bayesiano (BIC) [116] o la minimización del riesgo estructural (SRM) [117] [118]. Otra
opción corresponde a implementar un algortimo GP multiobjetivo, que maximice el
fitness mientras minimiza la complejidad de las soluciones [119].

Sin embargo, existen estudios que demuestran que el sobreajuste puede ocurrir incluso
cuando se controla la complejidad de los individuos [120], y que hay casos en los que
algunas expresiones más simples pueden tener un mayor error de generalización [121].
Por lo tanto, existen otras técnicas que, en vez de considerar la complejidad de los
individuos, utilizan en cada generación un subconjunto de datos experimentales distinto
para evaluar a los individuos, como la técnica de muestreo aleatorio (RST) [112] o la
de muestreo intercalado [122]. De esta manera, a través de las generaciones sólo se
mantendrán en la población aquellos individuos que tengan un buen desempeño con
varios conjuntos de datos distintos. Otra alternativa es utilizar dos conjuntos de datos
en cada generación, uno para entrenar a los individuos y otro para validarlos, como
ocurre en el backwarding [123] o en la utilización de funciones canario [124].

Bloat: También llamado bloating, se puede definir como el crecimiento de las soluciones
propuestas por el algoritmo sin que ocurran mejoras significativas o proporcionales en
términos de fitness [57]. Es decir, es la tendencia de GP de evolucionar hacia soluciones
que son innecesariamente largas o complejas. Cuando esto ocurre, el número de nodos
promedio de la población aumenta incluso cuando el fitness de la mejor solución se
estanca. Esto puede enlentecer la búsqueda de la solución debido a que, por lo general,
las expresiones matemáticas más complejas requieren de más recursos computacionales,
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especialmente en la etapa de evaluación [125].

El primer método utilizado para evitar que este problema ocurra corresponde a limitar
la profundidad de árbol de los individuos [87]. Además, se pueden utilizar para disminuir
el bloating las técnicas mencionadas que consideran la complejidad de los individuos
en el control del sobreajuste. También existen técnicas de edición de los individuos que
tienen la finalidad de eliminar información redundante dentro de su código. El snipping
es un ejemplo de este tipo de métodos [126]. Otro recurso ampliamente utilizado co-
rresponde al operador de ecualización, que controla la distribución de tamaños de los
individuos en la población [127].
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Capítulo 3

Metodología

3.0.1. Metodología general
Como se muestra en la Figura 3.1, la metodología propuesta para identificar funciones

o expresiones matemáticas desconocidas en modelos diferenciales consta de cuatro etapas.
Primero, se deben obtener datos experimentales del problema estudiado. Es necesario medir
dos conjuntos de datos bajo condiciones iniciales distintas, uno de ellos se utilizará para la
ejecución del algoritmo de programación genética (datos de entrenamiento) y el otro en el
proceso de validación del mejor modelo generado por el algoritmo (datos de validación). Pre-
ferentemente, los datos deben tener información sobre el sistema tanto en su etapa dinámica
como en el estado estacionario y estar tomados equiespaciadamente.

Una vez obtenidos los datos, se ejecuta el algoritmo GP con la finalidad de encontrar
la estructura matemática del bloque faltante. Para esto es necesario diseñar la función de
evaluación como se muestra en la Sección 3.0.1.1. Luego de ejecutar el algortimo, se optimizan
los parámetros de la mejor solución propuesta por y finalmente se valida este modelo con la
finalidad de medir su capacidad de generalización.

Figura 3.1: Metodología propuesta para identificar bloques faltantes
en sistemas diferenciales.

El proceso de validación consiste en simular el modelo obtenido con las condiciones inicia-
les utilizadas para obtener los datos experimentales de validación y comparar los resultados
con ese conjunto de datos. De esta manera, se puede comprobar si la mejor solución propuesta
por el algoritmo GP corresponde a un modelo generalizado que es aplicable para diversas
condiciones iniciales o si es un caso de sobreajuste de los datos experimentales de entrena-
miento.
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3.0.1.1. Diseño de la función de evaluación

La función de evaluación diseñada calcula el fitness de cada individuo generado por el
algoritmo. Esta función tiene como variables de entrada al individuo, los datos experimen-
tales, las estructuras de las ecuaciones diferenciales que forman el sistema y puede incluir
una parte conocida del bloque faltante buscado. Como se esquematiza en la Figura 3.2, la
función objetivo primero extrae la expresión matemática representada por el individuo, para
luego incorporarla con la parte conocida para formar el bloque faltante. Luego, se construye
el sistema de ecuaciones diferenciales al reemplazar la expresión del bloque faltante en las
ecuaciones conocidas que lo incluyen. Este sistema de ecuaciones es resuelto numéricamente
para calcular el fitness del individuo como el error cuadrático medio entre la trayectoria de
las variables obtenida mediante la simulación numérica del modelo y los datos experimentales
disponibles.

Individuo

Obtener  
expresión 

matemática 
del individuo

Expresión 
del 

individuo

Formar  
sistema de 
ecuaciones 

di ferenciales

Sistema de 
ecuaciones

Par te conocida

Ecuaciones 
di ferenciales 
conocidas

Resolver  
sistema 

numér icamente 

Calcular  er ror  
cuadrático 

medio

Var iables 
simuladas

       Datos 
exper imentales

Fitness del     
individuo

x

· z

dx = x - 2·y· BF    
dy = -3·x·z + y· BF 
dz = x·z - y 

dx = x - 2·y·x·z
dy = -3·x·z + y·x·z 
dz = x·z - y 

x_exp , y_exp , 
z_exp

x_mod , y_mod , 
z_mod

Sistema de ejemplo:

dx = x - 2·y· BF(x.y.z)
dy = -3·x·z + y· BF(x.y.z)
dz = x·z - y 

Figura 3.2: Funcionamiento general de la función objetivo diseñada.

En la Figura 3.2 se ejemplifican los pasos seguidos por la función de evaluación diseñada
para la identificación de un bloque desconocido en un sistema de ecuaciones diferenciales
compuesto por las Ecuaciones 3.1, 3.2 y 3.3. La expresión BF (x, y, z) corresponde a la función
o bloque faltante que se desea identificar.

dx

dt
= x− 2 · y ·BF (x, y, z) (3.1)

dy

dt
= −3 · x · z + y ·BF (x, y, z) (3.2)

dz

dt
= x · z − y (3.3)

Como se muestra en el esquema de la Figura 3.2, la función objetivo diseñada requiere que
se conozca la estructura de las ecuaciones diferenciales y su relación con el bloque faltante.
Por lo tanto, se utiliza un enfoque semi-empírico para identificar a la función desconocida,
ya que se necesita aportar información sobre las ecuaciones diferenciales de todas las varia-
bles del sistema, pero no es necesario tener conocimiento previo o realizar supuestos sobre la
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expresión matemática que se quiere identificar.

Además, se puede incluir información adicional sobre este bloque mediante la variable
denominada parte conocida. En el ejemplo, se sabe de antemano que contiene la expresión ·z,
por lo que se incluye como parte conocida y es añadida a la expresión matemática propuesta
por cada individuo (en el ejemplo x, formando el bloque faltante x · z). En la Figura 3.3, se
muestra en detalle el proceso de formación del sistema de ecuaciones, donde las ecuaciones
que describen a las variables x e y incluyen el bloque faltante y la que describe la variable z
no.

Expresión 
del 

individuo

Formar  
bloque 
faltante

Bloque 
faltante

Formar  
sistema de 
ecuaciones 

di ferenciales

Sistema de 
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Ecuaciones 
di ferenciales 
conocidas

¿BF 
es par te 
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conocida?

Ecuaciones 
conocidas que 
no incluyen BF 

Sí

dx =   x - 2·y·BF 
dy = -3·x·z + y· BF
dz = x·z - y 
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di ferenciales 

con BF

dx =   x - 2·y·x·z   
dy = -3·x·z + y·x·z 

dx = x - 2·y·x·z
dy = -3·x·z + y·x·z 
dz = x·z - y 

· z

dx =   x - 2·y·BF   
dy = -3·x·z + y· BF

x BF = x·z

Reemplazar  BF 
en ecuación 

conocida

No

dz = x·z - y 

Ecuaciones 
conocidas que 
incluyen BF 

Figura 3.3: Detalle de la formación del sistema de ecuaciones diferen-
ciales.

Para la resolución numérica de los sistemas de ecuaciones diferenciales se utilizó el algorit-
mo basado en el método de Rosenbrock de orden 2 por su buen desempeño en la resolución
de problemas de tipo stiff [128]. Los problemas stiff son aquellos que tienen componentes
que varían lentamente y otros que varían rápidamente [129]. Es altamente probable que el
algoritmo proponga individuos que generen sistemas de ecuaciones stiff, más aún cuando
se incluye la función potencia (ab). Los métodos de Runge-Kutta no son adecuados para la
resolución de este tipo de problema y suelen tomar significativamente más tiempo que el
algoritmo seleccionado [130]. Por lo tanto, esta elección permite evitar que GP se estanque
en la resolución del sistema de ecuaciones generado por un individuo, disminuyendo entonces
su tiempo total de ejecución. La desventaja de esta elección es que el método de Rosenbrock
es menos exacto en la resolución de problemas no stiff que los métodos de Runge-Kutta,
pero esta diferencia, por lo general, no es tan significativa con respecto tiempo que se ahorra
cuando se resuelven problemas stiff.

Un posible problema de la ejecución del algoritmo GP con la función de evaluación di-
señada es que es probable que existan individuos que posean estructuras matemáticas útiles
para la construcción de la solución óptima, pero que tengan parámetros poco adecuados que
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produzcan que su fitness sea muy alto (error cuadrático medio alto), aumentando la pro-
babilidad de que sean eliminados en la etapa de selección. Esto puede producir que dichas
estructuras necesarias para la construcción del modelo se pierdan en el proceso [131]. Una
alternativa para evitar que esto ocurra es la implementación de la búsqueda local, que con-
siste en optimizar los parámetros de todos los individuos antes de la etapa de evaluación [132].

La desventaja de incorporar la búsqueda local a GP es que se aumenta considerablemente
el gasto computacional del algoritmo, y en consecuencia, el tiempo que tarda en ejecutarse.
Lo anterior debido a que se debe resolver el sistema de ecuaciones formado por cada individuo
tantas veces como iteraciones del método de optimización de parámetros se realicen. A esto
se le debe sumar el tiempo que tarda el método de optimización en el proceso de búsqueda de
los parámetros. Por lo tanto, si el tiempo es limitado, el algoritmo debe ejecutarse con un ta-
maño de población significativamente menor, lo que disminuye la diversidad de la población,
reduciendo la probabilidad de encontrar la solución óptima. En dicho caso la utilización del
método propuesto originalmente es más recomendable debido a la posibilidad de ejecutarse
con tamaño de poblaciones significativamente mayores. Una buena opción es incluir la opti-
mización de parámetros a un pequeño porcentaje de la población, de esta manera el tiempo
de ejecución no aumenta tanto como en el caso en que se ajustan los parámetros de todos
los individuos y se disminuye la probabilidad de que se extingan expresiones útiles por tener
parámetros mal ajustados. Otro posible problema de la implementación de la búsqueda local
es que aumenta la probabilidad de que se produzca sobreajuste a los datos experimentales
de entrenamiento [133].
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individuo
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Calcular  
f i tness 

normalmente
No

Sí Buscar  
var iable 
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Sí

No
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factor  de 
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Fi tness de 
individuo no 
penalizado

Fitness de 
individuo  

penalizado 
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Figura 3.4: Funcionamiento de la penalización al fitness de un individuo
por la ausencia de una variable.

Basándose en la penalización por complejidad de la solución propuesta [134], en este traba-
jo se propone incluir la opción de penalizar a aquellos individuos cuya expresión matemática
no incluya a alguna variable que el usuario considera debe ser utilizada. El funcionamiento
de esta característica se muestra en la Figura 3.4. La penalización puede ser total o parcial:
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cuando es total se le asigna un valor de fitness definido por el usuario a todos los individuos
que no cuenten con la variable deseada, mientras que cuando es parcial se calcula el fitness del
individuo normalmente y luego se multiplica por un factor de penalización, también definido
por el usuario.

Esta penalización permite guiar la búsqueda de la solución basándose en el nivel de cono-
cimiento que el usuario tiene sobre el sistema. Se presume que la ventaja de la penalización
total es que reduce el tiempo de ejecución del algoritmo al no resolver el sistema de ecuaciones
diferenciales para los casos en que no se cuenta con la variable deseada, pero la desventaja
es que asigna el mismo valor de fitness a todos los individuos penalizados, por lo que no
es posible compararlos entre sí. Es probable que alguno de los individuos penalizados tenga
expresiones que son necesarias para alcanzar la solución óptima, pero que esas expresiones se
pierdan debido a que no habría manera de advertir que el individuo en cuestión representa
una mejor solución que el resto de los individuos penalizados, por lo tanto no tendría priori-
dad sobre ellos para dejar descendencia.

Se plantea la penalización parcial como una solución al problema de diferenciar a los
individuos penalizados, ya que tendrán fitness distintos entre sí. De todas maneras, se debe
escoger un factor de penalización adecuado, ya que de ser muy alto se tendría un comporta-
miento similar al de la penalización total, y si es muy bajo no se lograría el efecto deseado
de orientar la búsqueda hacia individuos que posean la variable deseada. La desventaja con
respecto a la penalización total es que tarda más tiempo en ejecutarse debido a que se deben
solucionar los sistemas de ecuaciones que representan a todos los individuos. Sin embargo,
esta no es una desventaja con respecto al caso en que no se aplica penalización, ya que en
esa situación se resuelve el mismo número de sistemas de ecuaciones diferenciales.

3.0.2. Estrategia para evaluar viabilidad de metodología propuesta
Para evaluar la viabilidad de la metodología propuesta, se siguieron los pasos descritos en

la Figura 3.5. Primero se seleccionaron casos de estudio correspondientes a modelos matemá-
ticos diferenciales no lineales que describen fenómenos biológicos. Luego, para cada caso de
estudio se escogió un bloque faltante, que corresponde a la función o expresión matemática
que no se conoce y se busca identificar con el algoritmo de programación genética. Después,
se implementó el algoritmo GP para seguir la metodología propuesta para intentar identi-
ficar expresiones matemáticas que representen al bloque faltante escogido y posteriormente
evaluar su desempeño.

Seleccionar  un 
caso de estudio

Seleccionar  
bloque faltante

Uti l izar  
metodología 
propuesta 

Analizar  
r esultados 
obtenidos

Figura 3.5: Estrategia utilizada para evaluar viabilidad de metodología
propuesta.

Los casos de estudio utilizados en el procedimiento de evaluación de la metodología son
sintéticos, es decir, los conjuntos datos experimentales utilizados fueron generados a partir de
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simulaciones de cada uno de los modelos matemáticos seleccionados y no provienen de expe-
rimentos realizados realmente. El objetivo del primer caso fue estudiar el funcionamiento del
algoritmo, verificar su capacidad de proponer funciones para el bloque faltante y estudiar el
impacto que tienen en su desempeño diversos factores: el tamaño de la población, el número
máximo de generaciones, el nivel de conocimiento previo que se tiene sobre el fenómeno y
el error en los datos experimentales. Por otro lado, el segundo caso de estudio tuvo como
objetivo verificar la aplicabilidad de la metodología para la identificación de expresiones ma-
temáticas desconocidas en un modelo matemático de un sistema biológico que se asemeje a
alguno de la industria de procesos.

También fue necesario implementar el algoritmo de programación genética. Se utilizó como
base GPLAB, que es una caja de herramientas de programación genética para MATLAB
[135]. Las funciones de evaluación genéricas de GPLAB sólo permiten identificar modelos
matemáticos integrales, por lo que fue necesario diseñar una función que proponga expresiones
matemáticas para modelos diferenciales. Para obtener los datos experimentales se resolvieron
numéricamente los sistemas de ecuaciones diferenciales que describen cada uno de los casos de
estudio utilizando el método de Dormand-Prince (Runge-Kutta de cuarto y quinto orden), y
como se representa en la Ecuacion 3.4, para obtener los datos experimentales con error (Yerror)
se generó un vector de números generados aleatoriamente con distribución de probabilidad
uniforme continua (E) y se sumó al vector de datos experimentales generados sintéticamente
(Y ).

Yerror = Y + E (3.4)
En la Tabla 3.1, se muestran los parámetros comunes utilizados para la ejecución del

algoritmo GP en todas las repeticiones de ambos casos de estudio. El número de generaciones,
tamaño de individuo y variables incluidas en el conjunto de terminales varía dependiendo del
caso de estudio.

Tabla 3.1: Parámetros utilizados para la ejecución del algoritmo GP.

Parámetro Valor o criterio
Probabilidad de entrecruzamiento 0,9
Probabilidad de mutación 0,1
Método de selección Torneo
Método de inicialización Ramped half-and-half
Funciones +, -, *, /
Terminales Constantes: 1, 5, 10, 100, 1000
Profundidad máxima de árbol 10
Función de evaluación Error cuadrático medio

El algoritmo GP opera sintácticamente, por lo que para que un parámetro de un individuo
sea modificado este debe encontrarse explícitamente en la expresión matemática del indivi-
duo en cuestión. Por ejemplo, en la expresión mostrada en 3.5, GP puede utilizar operadores
genéticos sobre los parámetros 0,5, 2 y 10, pero no puede hacerlo sobre las constantes 1 y
-1 que multiplican implícitamente a las variables S · X y S, respectivamente. En la fase de
ajuste de parámetros de los mejores individuos se incluyeron explícitamente este tipo de pa-
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rámetros, como se muestra en el ejemplo 3.5, donde p1, p2, p3, p4 y p5 son los parámetros que
serán optimizados, siendo p3 y p5 constantes que se encontraban implícitas en la expresión
matemática, por lo que no eran modificables por el algoritmo GP. El ajuste de parámetros
se realizó minimizando el error cuadrático medio a través del método Nelder-Mead [136].

(0, 5 · S + 2 ·X + S ·X)
(10− S) −→ (p1 · S + p2 ·X + p3 · S ·X)

(p4 + p5 · S) (3.5)
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Capítulo 4

Resultados

4.1. Caso de estudio 1: Cultivo de microorganismos en
reactor batch

Este caso de estudio tiene como finalidad estudiar el efecto del tamaño de la población, del
número de generaciones, del nivel de conocimiento previo que se tiene sobre el sistema y del
error en los datos experimentales en el desempeño del algoritmo de programación genética.
Por lo tanto, se escogió un modelo no lineal relativamente simple que es útil para un primer
acercamiento a la identificación de bloques faltantes en sistemas diferenciales biológicos,
que posteriormente puede ser complejizado al incluir la síntesis de algún producto, efectos
de inhibición por sustrato o por producto o el efecto de la de variación de condiciones de
operación (temperatura o pH, por ejemplo).

4.1.1. Modelo estudiado
El primer caso de estudio corresponde al crecimiento de un microorganismo en un reactor

batch operando a temperatura y pH constante. La tasa específica de crecimiento del micro-
organismo sigue el modelo de Monod y no se considera la muerte del microorganismo ni el
consumo de sustrato para la mantención de las células, de manera que el fenómeno estudiado
está descrito por las Ecuaciones 4.1 y 4.2.

dX

dt
= µmax · (

S

KS + S
) ·X (4.1)

dS

dt
= − 1

YX/S

· µmax · (
S

KS + S
) ·X (4.2)

4.1.2. Obtención de los datos experimentales
Los parámetros utilizados en este caso de estudio se muestran en la Tabla 4.1. Para obtener

los datos experimentales se resolvió el problema de valor inicial compuesto por las ecuaciones
diferenciales 4.3a y 4.3b, y las condiciones iniciales 4.3c y 4.3d, utilizando el método numérico
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de Dormand-Prince [137].

Tabla 4.1: Parámetros utilizados para simular el caso de estudio 1.

Parámetro µmax (h−1) KS (g/L) YX/S (g/g)
Valor 0,4 0,3 1,25



dX

dt
= 0.4 · S
S + 0, 3 ·X

dS

dt
= −0, 8 · 0.4 · S

S + 0.3 ·X

X|t=0 = 1

S|t=0 = 30

(4.3a)

(4.3b)

(4.3c)

(4.3d)

Para la validación de los modelos propuestos por el algoritmo GP se utilizaron nuevos
datos experimentales, que fueron obtenidos al simular las ecuaciones diferenciales 4.3a y 4.3b
con nuevas condiciones iniciales: X0 = 1, 5 (g/L) y S0 = 75 (g/L). Los conjuntos de datos,
tanto de entrenamiento como de validación, generados se muestran en el gráfico de la Figura
4.1, en el que se puede apreciar que el lapso de tiempo simulado fue de 12 horas, lo que
permite tener información sobre el fenómeno tanto en su etapa dinámica como en el estado
estacionario.
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Figura 4.1: Gráficos de los datos experimentales de simulados para
el entrenamiento y validación de modelos matemáticos en el caso de
estudio 1.
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4.1.3. Bloque faltante estudiado
Como se muestra en la Ecuación 4.4, en este caso de estudio el bloque faltante (BF )

corresponde a todo el lado derecho de la ecuación que describe la tasa de crecimiento celular.
Por lo tanto, para utilizar la metodología propuesta y diseñar la función de evaluación, se
debe tener conocimiento sobre la relación entre el bloque faltante y la ecuación diferencial
que describe al sustrato, mostrada en la Ecuación 4.6, donde EI corresponde a la expresión
del bloque faltante propuesta por un individuo generado por el algortimo GP.

BF = 0.4 · S ·X
S + 0, 3 (4.4)

dX

dt
= EI (4.5)

dS

dt
= − 1

YX/S

· EI (4.6)

Además, se debe conocer el valor del rendimiento de generación de biomasa a partir del
sustrato (YX/S), que puede ser calculado a partir de las concentraciones iniciales y finales de
células y de sustrato como se muestra en la Ecuación 4.7, donde X0 y S0 corresponden a las
concentraciones iniciales, y Xss y Sss a las concentraciones en el estado estacionario.

YX/S = X0 −Xss

Sss − S0
(4.7)

Como en este caso de estudio el bloque faltante tiene una estructura relativamente sencilla,
con la finalidad de evitar el crecimiento innecesario de las soluciones obtenidas (bloat), se
decidió penalizar asignando un fitness de 1 · 1016 a aquellos individuos cuyos árboles tengan
más de 15 nodos. Esta penalización se realiza de manera similar a penalización total mostrada
en la Figura 3.4, pero en vez de buscar una variable deseada se chequea si el inidivuo en
cuestión supera o no el límite de nodos establecido.

4.1.4. Estudio del efecto del tamaño de la población
Para estudiar el efecto del tamaño de la población en el desempeño del algoritmo GP

se realizaron 50 repeticiones para distintos números de individuos por generación (100, 150,
250, 500, 750 y 1000). El objetivo de la etapa de ejecución del algoritmo GP es que el mejor
individuo propuesto genere una expresión (EI) con la estructura mostrada en la Ecuación
4.8, para que en la etapa de ajuste de parámetros se obtengan las constantes de la Ecuación
4.4 (p1 = 0, 4, p2 = 1 y p3 = 0, 3).

EI = p1 · S ·X
p2 · S + p3

(4.8)

En la Tabla 4.2 se presenta la expresión matemática propuesta por el individuo de mejor
fitness para cada tamaño de población, junto con dicha expresión con los parámetros ajusta-
dos. Además se presenta el fitness del individuo previo al ajuste de parámetros (Fitness GP),
luego del ajuste (Fitness ajustado) y el fitness de la etapa de validación (Fitness validación).
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Los parámetros ajustados las expresiones para los tamaños de población 150, 250 y 750 fueron
divididos por el parámetro ajustado de la variable S del denominador de la expresión (en el
ejemplo de la Ecuación 4.8, los parámetros serían divididos por el valor de p2), para facilitar
su comparación con los parámetros del bloque faltante mostrado en la Ecuación 4.4.

El fitness GP se calcula sobre expresiones matemáticas que no tienen sus parámetros
ajustados, por lo que es probable que el individuo con mejor fitness GP no represente a
la mejor solución obtenida en las 50 repeticiones para cada tamaño de población. Como se
evidencia en la Tabla 4.2, el mejor individuo para el tamaño de población 100 tiene mejor
fitness GP que el mejor individuo para el tamaño de población 150, pero luego del ajuste
de parámetros el segundo tiene mejor desempeño que el primero. Lo anterior demuestra un
problema de la ejecución del algoritmo utilizando la función de evaluación diseñada, ya que
existen individuos que tienen una estructura de expresión matemática con el potencial de ser
una buena solución, pero que pueden ser descartados en la etapa de selección por tener mal
fitness debido a que sus parámetros no están ajustados. Un ejemplo de esto ocurre con el
mejor individuo del tamaño de población 250, cuya expresión matemática tiene exactamente
la misma estructura que el bloque faltante objetivo (Ecuación 4.8), pero tiene peor fitness GP
que los mejores individuos de tamaño de población 500, 750 y 1000, que tienen expresiones
distintas a las de dicho bloque faltante objetivo.

Tabla 4.2: Individuos con mejor fitness GP luego de realizadas las 50
repeticiones del algoritmo para cada tamaño de población.

Tamaño Expresión Fitness Expresión Fitness Fitness
población GP GP Ajustada Ajustado Validación

100 0, 0010 · S ·X2 + 1 2,489 0,0015 ·S ·X2 + 0, 642 0, 416 1928

150 5 · S + S ·X + 1
5 · S + 1

6,876 −0, 001 · S + 0, 4 · S ·X + 0, 0031
1 · S + 0, 322 3, 63 · 10−5 0, 008

250 2 · S ·X
5 · S + 2

0,0122 0, 4 · S ·X
1 · S + 0, 3 1,74 ·10−8 4,42 ·10−6

500 −X + 10 · S ·X − 10
25 · S

0,0094 −0, 646 ·X + 13, 1 · S ·X + 10, 5
33, 5 · S 0,0045 2,210

750 50 · S ·X
100 · S + 5 ·X + S2 0, 062 0, 396 · S ·X

1 · S + 0, 0077 ·X − 1, 08 · 10−6 · S2 1, 73 · 10−8 0, 784

1000 99 · S ·X − 50
250 · S

0,0083 107 · S ·X − 1, 45
270 · S

0,0079 19723

Por lo anterior, en la Tabla 4.2 se puede observar que los individuos con mejor fitness GP
no necesariamente representan modelos matemáticos generalizados del fenómeno estudiado,
lo que se refleja en el pobre fitness de validación de los mejores individuos para los tamaños
de población 100 y 1000 (1928 y 19723, respectivamente). Seleccionar al mejor individuo por
su fitness ajustado tampoco garantiza que este represente a un modelo generalizado. Por este
motivo, la etapa de validación es fundamental para descartar aquellos resultados que en un
principio parecen ser buenas soluciones al problema planteado, pero que realmente se tratan
de casos de sobreajuste. Por lo tanto, es recomendable escoger como la mejor solución para
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cada tamaño de población a aquella que tiene mejor fitness de validación, de esta manera se
verifica que corresponde a un modelo generalizado del fenómeno estudiado.

En la Tabla 4.3 se presenta el individuo con mejor desempeño en la etapa de validación
para cada tamaño de población. Como se puede observar, las soluciones con mejor fitness
de validación difieren de aquellas con mejor fitness GP para prácticamente todos los tama-
ños de población, con la excepción de 250, y en todos los casos el fitness de validación que
permite garantizar que se tratan de modelos generalizados, por lo que efectivamente es más
conveniente seleccionar a los individuos basándose en su desempeño en esta etapa. Además
se observa que, para este caso de estudio en específico, se logran buenos resultados a pesar
del problema de ajuste de parámetros mencionado anteriormente, pero es posible que tenga
un efecto más notorio en la resolución de casos más complejos.

Tabla 4.3: Individuos con mejor fitness validado para cada tamaño de
población.

Tamaño Expresión Fitness Expresión Fitness Fitness
población GP Validación Ajustada GP Ajustado

100 200 · S + 200 ·X + 200 · S ·X
−200 · S + 20001

3,23 ·10−6 1, 02 · 10−5 · S − 3, 41 · 10−8 ·X + 0, 4 · S ·X
1 · S + 0, 3

22,92 9,18 ·10−8

150 S ·X
2 · S +X + 1

2,97 ·10−6 0, 4 · S ·X
1 · S − 1, 58 · 10−7 ·X + 0, 3 7,173 2,09 ·10−8

250 2 · S ·X
5 · S + 2

4,61 ·10−6 0, 4 · S ·X
1 · S + 0, 3 0,0122 1,74 ·10−8

500 10 ·X + 101 · S ·X
255 · S + 51

5, 12 · 10−6 2, 31 · 10−6 ·X + 0, 4 · S ·X
1 · S + 0, 3

0,0119 1, 76 · 10−8

750 10 ·X + 101 · S ·X
25 · S + 50

5,15 ·10−6 6, 71 · 10−7 ·X + 0, 4 · S ·X
1 · S + 0, 3

0,0124 1,77 ·10−8

1000 20 · S ·X
10 · S − 11 ·X + 1000

5,06 ·10−6 0, 4 · S ·X
1 · S − 4, 88 · 10−7 ·X + 0, 3 4,956 1,78 ·10−8

Como se puede observar en la Tabla 4.3, el ajuste de parámetros también permite corregir
la estructura de las expresiones matemáticas propuestas como solución al aproximar a cero los
parámetros de las variables extra que no aportan al fitness del individuo. De todas maneras,
es importante realizar un test de significancia para verificar que dichos parámetros no tienen
un efecto significativo en el modelo planteado por cada individuo. Al realizar dicho test,
se comprobó que todos los parámetros mencionados pueden ser despreciados, por lo que
todas expresiones de la Tabla 4.3 tienen realmente la misma estructura y parámetros que el
resultado obtenido para el tamaño de población 250, cuyo análisis estadístico se presenta en
la Tabla 4.4. En el Anexo A.1 se muestra en detalle el proceso de eliminación de parámetros
no significativos.
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Tabla 4.4: Análisis estadístico de la mejores solución obtenida en el
estudio del tamaño de población.

Expresión Parámetro Intervalo de confianza (95%) p-value

p1 · S ·X
p2 · S + p3

p1 = 0, 4 ±6, 49 · 10−4 0
p2 = 1 ±1, 69 · 10−3 0
p3 = 0, 3 ±9, 95 · 10−4 0

Para estudiar el efecto del tamaño de la población en el desempeño del algoritmo, se con-
sideran como modelos matemáticos generalizados, y por ende soluciones aceptables, todos
aquellos casos en que tanto el fitness ajustado como el fitness de validación es menor que
0,01. Los individuos cuyo fitness ajustado es menor que 0,01 y su fitness de validación es
mayor que 0,01 se consideran sobreajustados; y los individuos cuyo fitness ajustado es mayor
que 0,01 se consideran casos de mal ajuste a los datos experimentales de entrenamiento. El
criterio de fitness ajustado y fitness de validación menor que 0,01 para considerar que un
modelo es generalizado fue impuesto arbitrariamente, basándose en que los datos experimen-
tales no tienen error y en que la función de evaluación corresponde al error cuadrático medio,
por lo que pequeñas diferencias (menores que uno) entre los datos experimentales y las si-
mulaciones de los modelos obtenidos se hacen aún más pequeñas. Por lo tanto, el umbral de
0,01 significa que, en promedio, los puntos de los modelos aceptables tienen una diferencia
de 0,1 con los datos experimentales.

De todas maneras, el fitness umbral impuesto podría ser incluso más exigente para este
caso de estudio en específico. En los gráficos de la Figura 4.2 se muestra que pasaría si
dicho umbral cambiara de 0,01 a 1 · 10−4. En la Figura 4.2a se presenta la distribución
de fitness ajustado de los casos generalizados, y se evidencia que más del 80% de estos
casos generalizados tienen un fitness ajustado menor que 1 · 10−7, mientras que menos de un
5% sería considerado caso de mal ajuste (región verde del gráfico) si se cambiara el fitness
umbral a 1 · 10−4. El gráfico de la Figura 4.2b presenta la distribución de fitness de los
casos sobreajustados, y se aprecia que aproximadamente un 80% de ellos tienen un fitness
ajustado mayor que 1 · 10−4, por lo que se considerarían mal ajustados si se cambiara el
umbral. Finalmente, la Figura 4.2c presenta la distribución del fitness de validación de los
casos generalizados en función de su fitness ajustado, y cerca del 85% estos casos tienen un
fitness de validación menor que 1 · 10−4. En síntesis, en caso de cambiar el fitness umbral
desde 0,1 a 1 · 10−4, un 5% y un 10% de los casos generalizados pasarían a ser mal ajustados
y sobreajustados, respectivamente; y un 80% de los casos sobreajustados pasarían a ser de
mal ajuste.
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Figura 4.2: (a) Distribución del fitness ajustado de todos los casos
generalizados. (b) Distribución del fitness ajustado de todos los casos
sobreajustados. (c) Mapa de calor del fitness de validación de los casos
generalizados en función del fitness ajustado. En (a), (b) y (c) la región
verde muestra casos que se considerarían de mal ajuste si se cambiara
el fitness umbral de 1 · 10−3 a 1 · 10−4 y la región amarilla corresponde
a los casos que se considerarían sobreajustados al cambiar el fitness
umbral.

El gráfico de la Figura 4.3 muestra la distribución de casos generalizados, sobreajustados y
de mal ajuste para los distintos tamaños de población. Este gráfico confirma la importancia
de la etapa de validación porque cerca de un tercio de los modelos cuyo fitness ajustado
es menor que 0,01 (sobreajustados y generalizados) corresponden a modelos generalizados,
mientras que el resto son casos sobreajustados. Además, se observa que la ejecución del
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algoritmo GP utilizando la función de evaluación diseñada en este caso de estudio permite
identificar con éxito un modelo matemático generalizado en por lo menos una repetición de
cada uno de lo tamaños de población. El mayor porcentaje de repeticiones exitosas (31%)
ocurre al ejecutar el algoritmo con poblaciones de 500 individuos por generación. Para los
tamaños de población menores que 500 individuos el porcentaje de éxito es notoriamente
menor (2%, 2% y 6% para 100, 150 y 250 individuos por generación, respectivamente).
Además, el porcentaje de éxito también es menor para poblaciones de mayor tamaño (15%
y 17% para 750 y 1000 individuos, respectivamente), produciéndose un aumento de casos de
mal ajuste.
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Figura 4.3: Gráfico de la distribución de casos generalizados, sobre-
ajustados y de mal ajuste para los distintos tamaños de población.

Cuando GP se ejecuta con tamaños de población pequeños la exploración del espacio de
búsqueda es más acotada, por lo que es más probable que se estanque en óptimos locales
o que simplemente no alcance a converger en 50 generaciones. Esto explica el aumento del
porcentaje de casos generalizados entre los tamaños de población de 100 y 500. Para poder
explicar el descenso en el porcentaje de casos generalizados para los tamaños de población
750 y 1000, primero se deben introducir los conceptos de individuos equivalentes e individuos
inútiles. Como se mencionó en la Sección 2.3.4.1, expresiones matemáticas equivalentes pue-
den ser representadas por más de un árbol sintáctico distinto. El algoritmo GP implementado
en la herramienta GPLAB identifica a los individuos a partir de su representación en árbol
y no de su expresión matemática, por lo que, al ejecutar el algoritmo es muy difícil evitar
que aparezcan individuos que representan expresiones matemáticas equivalentes con árboles
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distintos, estos son los individuos equivalentes. Se presume que los individuos equivalentes
pueden aparecer simplemente debido a la aleatoriedad con que se forman los individuos o
porque la población está convergiendo hacia un mínimo, ya sea local o global, lo que hace que
ciertas expresiones matemáticas se utilicen en mayor proporción al crear nuevos individuos.
Por otro lado, se consideran individuos inútiles aquellos que no cumplen con la restricción
de nodos máximos impuesta en la función de evaluación, por lo que se les asigna un valor
de fitness de 1 · 1016. Debido a su alto fitness las expresiones matemáticas representadas por
estos individuos no pueden ser comparadas con las de los individuos que si cumplen con la
restricción de nodos.
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Figura 4.4: Gráfico de la distribución del porcentaje de individuos equi-
valentes en la última generación de las distintas repeticiones en función
del tamaño de población.

En la Figura 4.4 se muestra la distribución del porcentaje de individuos equivalentes en
la última generación en cada una de las 50 repeticiones realizadas para los distintos tamaños
de población. Se considera sólo la última generación de cada iteración porque con GPLAB
sólo es posible obtener información de todos los individuos de esta generación. En gráfico
de la Figura 4.4 se observa que para los tamaños de población 100, 150 y 250 el rango de
porcentajes de individuos equivalentes varía entre alrededor del 20% y 90%. La mediana
para 100 y 150 individuos se encuentra cerca del 75%, lo que puede ser una muestra de
convergencia a un mínimo local. Además, los tamaños de población 750 y 1000 tienen un
mayor porcentaje de individuos equivalentes que el tamaño de población 500.
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Figura 4.5: Gráfico de la distribución del porcentaje de individuos inú-
tiles en la última generación de las distintas repeticiones en función del
tamaño de población.

La Figura 4.5 presenta la distribución del porcentaje de individuos inútiles presentes en la
última generación de cada una de las 50 repeticiones realizadas para cada tamaño de pobla-
ción. Se observa que este porcentaje tiende a aumentar con el tamaño de población, llegando
a ser alrededor del 25% y el 30% para los tamaños de población 750 y 1000, respectivamen-
te. Esto se debe a que lo que se debe a que mientras mayor es el tamaño de población, el
algoritmo va a tender a evolucionar hacia soluciones más complejas, en este caso con mayor
número de nodos, por lo que habrá más individuos a los que se le asigna un fitness de 1 · 1016

[138].

Al eliminar los individuos equivalentes, dejando sólo uno de ellos, y los individuos inútiles
se obtiene la población efectiva de individuos distintos en la última generación. En la Figura
4.6 se presenta la distribución del tamaño de la población efectiva en la última generación
en las repeticiones realizadas para cada tamaño de población, y se puede apreciar que la
mediana del número de individuos efectivos es menos de la mitad de la población original
para todos los casos. Además, la disminución de casos generalizados para los tamaños de
población 750 y 1000 que se evidenció en la Figura 4.3 se puede explicar con la disminución
de la población efectiva para estos casos en comparación con 500 individuos.
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Figura 4.6: Gráfico de la distribución del tamaño de población efectiva
en la última generación de las distintas repeticiones en función del
tamaño de población.

Por lo tanto, para mejorar el desempeño del algoritmo se debería modificar su funciona-
miento para que el tamaño de población efectiva sea el mismo que el tamaño de población
original. Para lograrlo, se necesita evitar la aparición de individuos equivalentes y de indi-
viduos inútiles. Para el caso de los individuos equivalentes, al momento de crear un nuevo
individuo, se podría verificar que la expresión matemática que este representa no sea equi-
valente a la de algún otro individuo de la población, descartándolo en caso de no cumplir
con dicha condición. Para el caso de los individuos inútiles la solución sería rechazar a los
individuos que sobrepasen el número máximo de nodos establecidos en vez de penalizarlos,
pero una mejor opción es simplemente no imponer esta penalización, puesto que ya se cuenta
con el límite de profundidad máxima de árbol, y en caso de querer evitar el crecimiento
innecesario de las soluciones se puede disminuir dicho número. Para ambas modificaciones se
debe modificar el funcionamiento del algoritmo en GPLAB, pero podría hacerse de la misma
manera que este rechaza a los individuos cuyos árboles superan el límite de profundidad
establecido.

Otro aspecto que se debe considerar es el tiempo que tarda en ejecutarse cada repetición
del algoritmo con los distintos tamaños de población. En la Figura 4.7, se puede apreciar que
el tiempo de ejecución del algoritmo aumenta junto con el tamaño de población, porque se
tienen que evaluar cada vez más individuos resolviendo el sistema de ecuaciones diferenciales
que representa cada uno de ellos. La importancia del tiempo de ejecución es que el desempeño
de cada tamaño de población, medido en porcentaje de repeticiones exitosas, debe justificar
el tiempo que el algoritmo tarda en llegar a estos resultados.
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Figura 4.7: Gráfico de la distribución del tiempo de ejecución de las
distintas repeticiones del algoritmo GP en función del tamaño de la
población.

El tamaño de población con mejor relación entre porcentaje de repeticiones de éxito
y tiempo de ejecución por repetición es 500 individuos por generación (31% repeticiones
exitosas, cada una de estas tomando alrededor de 60 minutos). El tamaño de población que
lo sigue es 250 individuos por generación (6% de éxito tardando alrededor de 40 minutos
por repetición), que se demora aproximadamente 1,5 veces menos, pero tiene un quinto
del porcentaje de éxito que tiene 500 individuos por generación. Incluso si lo tamaños de
población de 750 y 1000 individuos tuvieran un mayor porcentaje de repeticiones exitosas
que 500, este debería compensar el tiempo extra que tarda cada repetición. En caso contrario,
sería más conveniente ejecutar el algoritmo con 500 individuos por una mayor cantidad de
repeticiones, dónde cada repetición adicional tardaría una hora aproximadamente (Figura
4.7). Entonces, se necesitarían alrededor de 50 horas para realizar 50 repeticiones más.
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4.1.5. Estudio del efecto del número de generaciones
Se estudió el efecto del número de generaciones en el algoritmo de programación genético

al ejecutarlo por 25, 50, 75 y 100 generaciones, con un tamaño de población de 500 indivi-
duos y realizando 50 repeticiones para cada caso. El gráfico de la Figura 4.8 muestra, para
cada número de generaciones, el porcentaje de repeticiones en que se obtuvieron modelos
generalizados, sobreajustados y mal ajustados.
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Figura 4.8: Gráfico de la distribución de casos generalizados, sobre-
ajustados y de mal ajuste para los distintos números de generaciones.

Como se observa en la Figura 4.8, si el algoritmo se ejecuta por un mayor número de
generaciones el porcentaje de repeticiones exitosas tiende a aumentar. Sin embargo, se debe
tener el cuenta el tiempo que se demora en cada caso, presentado en el gráfico de la Figura
4.9, donde se puede observar que ejecutar el algoritmo por 50 y 100 generaciones tarda apro-
ximadamente 2 y 3,5 veces más que hacerlo por 25 generaciones. Por lo tanto, para este caso
en específico, el aumento en el porcentaje de éxito a lo largo de las generaciones no compensa
el tiempo extra que se demora la ejecución del algoritmo, y según la tendencia mostrada en
la Figura 4.8, si el tiempo es una limitante para la identificación del modelo matemático se
podrían realizar más repeticiones de 25 generaciones y lograr más casos exitosos. Esto es
consistente con la recomendación encontrada en literatura de priorizar aumentar el tamaño
de la población antes que el número de generaciones cuando no se obtienen los resultados
esperados, debido a que los mayores cambios en el mejor individuo ocurren en las primeras
generaciones [109].
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Figura 4.9: Gráfico del tiempo de ejecución (min) de las repeticiones
realizadas para los distintos números de generaciones.

En la Figura 4.10 se muestra la distribución de los cambios de mejor individuo ocurridos
luego de realizar las 50 repeticiones por 100 generaciones. En el gráfico de la 4.10a se eviden-
cia que, a medida que aumenta el número de generaciones, cada vez ocurren menos cambios
de mejor individuo. Además, en la Figura 4.10b se presenta la distribución de la cantidad
de cambios ocurridas cada 25 generaciones y se puede apreciar con mayor claridad que des-
pués de la generación 50 suceden sólo el 16% del total de cambios. Este comportamiento se
condice con la recomendación presentada anteriormente de priorizar realizar repeticiones por
un menor número de generaciones porque la evolución del mejor individuo se hace menos
probable a medida que pasan las generaciones.
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Figura 4.10: (a) Gráfico del número de cambios de mejor individuo que
ocurre en cada generación. (b) Gráfico del porcentaje de cambios de
individuos que ocurre en cada intervalo de 25 generaciones.
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4.1.6. Efecto de la inclusión de una parte conocida del bloque fal-
tante

Se estudió el efecto que tiene en el desempeño del algoritmo GP la inclusión de la variable
·X como parte conocida de la función que se desea identificar. Se realizaron 50 repeticiones de
50 generaciones cada una, y el número de individuos por generación corresponde a aquél que
tuvo peor desempeño en el estudio del efecto del tamaño de la población (100 individuos),
de esta manera se puede apreciar de mejor manera el efecto de la inclusión de una parte
conocida. El gráfico de la Figura 4.11 muestra el porcentaje de repeticiones generalizadas,
sobreaajustadas y mal ajustadas del resultado obtenido previamente para este número de
individuos sin parte conocida (en el Gráfico 100 ind sin PC), para el caso en que se añade la
expresión ·X como parte conocida (100 ind PC = X) y para el mejor resultado obtenido pre-
viamente, que corresponde a la ejecución del algoritmo por 100 generaciones con un tamaño
de población de 500 individuos (en el Gráfico 500 ind 100 gen).
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Figura 4.11: Distribución de casos generalizados, sobreajustados y de
mal ajuste para las repeticiones de 50 generaciones con 100 individuos,
con y sin parte conocida, y para las repeticiones realizadas con 500
individuos por 100 generaciones.

Como se aprecia en el gráfico de la Figura 4.11, al incluir la expresión ·X como parte
conocida se logra un porcentaje de repeticiones exitosas (44%) muy superior al resultado
obtenido sin esta herramienta (2%). Además se puede observar que este porcentaje de repe-
ticiones exitosas incluso es superior al mejor resultado obtenido previamente (40%, cuando
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se iteró el algoritmo con 500 individuos por 100 generaciones). Como ya se mencionó en la
Sección 4.1, la parte conocida se combina con la expresión matemática generada por cada
individuo para formar la expresión propuesta para el bloque faltante. Por lo general, mien-
tras más simple es una expresión matemática es más fácil para el algoritmo GP identificarla.
Entonces el gran aumento en el porcentaje de repeticiones exitosas cuando se agrega la parte
conocida ocurre porque la expresión matemática que debe ser identificada por los individuos
(EI) en GP se simplifica. En este caso, al incluir ·X como parte conocida (PC) la EI original
(Ecuación 4.8) cambia como se muestra en la Ecuación 4.9, donde EI ′ corresponde a la nueva
expresión que se debe identificar.

EI ′ = EI

PC
= p1 · S ·X
p2 · S + p3

· 1
X

= p1 · S
p2 · S + p3

(4.9)

Además, en el gráfico de la Figura 4.12 se puede apreciar que el tiempo de ejecución del
algoritmo GP prácticamente se mantiene con la inclusión de una parte conocida, debido a que
la cantidad de cálculos que deben realizarse es la misma en ambos casos, la única diferencia
es que la expresión propuesta por cada individuo es modificada antes ser evaluada. Entonces,
en comparación con los resultados obtenidos previamente, al agregar la parte conocida no
sólo se obtiene un mayor porcentaje de repeticiones exitosas, sino que también se logra en
mucho menos tiempo.
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Figura 4.12: Gráfico del tiempo de ejecución de GP para las repeticio-
nes de 50 generaciones con 100 individuos, con y sin parte conocida, y
para las repeticiones realizadas con 500 individuos por 100 generacio-
nes.

Por lo tanto, el grado de conocimiento que se tenga sobre el sistema estudiado es muy
útil para mejorar el desempeño del algoritmo mediante la inclusión de una parte conocida del
bloque faltante, que tiene el potencial de generar resultados aceptables con mayor frecuencia
iterando el algoritmo GP con un tamaño de población menor y por un menor número de
generaciones, lo que se traduce en menos tiempo de ejecución. En este caso en específico la
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introducción de la expresión ·X tiene sentido porque es sabido que tanto la tasa de creci-
miento de levaduras como la tasa de consumo de sustrato dependen de la concentración de
células. Específicamente, cuando no se considera la muerte celular ni el consumo de sustrato
para el mantenimiento de los microorganismos, ambas tasas dependen de µ · X. Entonces,
cuando se introduce la parte conocida antes mencionada el usuario busca que el algoritmo
identifique una función para la tasa de crecimiento específico del microorganismo (µ).

Esta herramienta podría ser utilizada incluso sin tener conocimiento previo sobre el pro-
blema por resolver, en casos en que no se obtengan los resultados esperados sin la utilización
de una parte conocida. Como la inclusión de una parte conocida permite potencialmente
obtener mejores resultados iterando el algoritmo con menores tamaños de población, y por lo
tanto por un menor tiempo, podrían probarse partes conocidas distintas (por ejemplo, mul-
tiplicar por las distintas variables del problema) iterando el algoritmo con un menor tamaño
de población, para así tener tiempo de probar distintas PCs. Finalmente, la parte conocida
no sólo se limita a variables que están multiplicando al bloque faltante como ocurre en este
caso, sino que también se pueden incluir variables (y también constantes) sumando en el
numerador o en el denominador de la expresión propuesta por los individuos.
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4.1.7. Estudio del efecto del error en los datos experimentales
Para estudiar el efecto de introducir error a los datos experimentales en el desempeño

del algoritmo se hicieron tres pruebas, al sumar tres bandas de error distintas a los datos de
entrenamiento y de validación previamente simulados: ±0, 5, ±1 y ±1, 5 (g/L). El objetivo de
este estudio fue determinar si el algoritmo es capaz de proponer modelos que cumplan con la
propiedad de generalización a pesar de que los datos experimentales contengan errores. Esto
representa una aproximación de la aplicabilidad de la metodología propuesta en problemas
que se pueden encontrar en la industria de procesos, debido a que los datos experimentales
siempre tendrán algún grado de error. En este caso de estudio el error en los datos experi-
mentales puede deberse a que la concentración de células no es homogénea en el reactor, a
que la toma de muestra es imprecisa o puede ser propio del instrumento o técnica utilizado
para medir la concentración de células.
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Figura 4.13: Datos experimentales con banda de error de ±1, 5.

Para calcular el fitness del modelo matemático propuesto por cada individuo, la función
de evaluación diseñada lo simula utilizando como condiciones iniciales al primer dato expe-
rimental disponible de cada variable. Por lo tanto, si los datos experimentales tienen error,
las condiciones iniciales utilizadas por el algoritmo también tendrán este error y el modelo
se estará simulando bajo condiciones distintas a las que se tenían cuando se generaron los
datos. Este problema se acentúa más mientras más sensible es el modelo a la variación de
sus condiciones iniciales, siendo el caso más extremo los modelos con dependencia sensible
a las condiciones iniciales, también conocidos como modelos caóticos [139]. En este caso de
estudio el error en la concentración inicial de microorganismos repercute principalmente en
el tiempo que el sistema tarda en llegar al estado estacionario, mientras que el error en la
concentración inicial de sustrato afecta mayoritariamente a la concentración de microorga-
nismos en el estado estacionario. En la Figura 4.13 se presentan los datos experimentales
con banda de error de ±1, 5(g/L) . Como la concentración de microorganismos se comporta
de manera similar a que los datos generados por el modelo original, y la etapa de ejecución
de GP sólo tiene como objetivo identificar la estructura matemática del bloque faltante el
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cambio de condiciones iniciales no tiene un gran impacto en en esta etapa, pero si lo tiene
en la etapa de ajuste de parámetros.

En el gráfico de la Figura 4.14, se muestra la comparación entre simulación del modelo
estudiado utilizando las condiciones iniciales originales (X0 = 1 (g/L) y S0 = 30 (g/L)) y las
condiciones iniciales con error. Estas nuevas condiciones iniciales corresponden a X0 = 0, 69
(g/L) y S0 = 29, 85 (g/L) para la banda de ±0, 5 y a X0 = 0, 18 (g/L) y S0 = 30, 23 (g/L)
para la banda de ±1, 5. Se observa que, debido a que en ambos casos de C.I. con error la
concentración de microorganismos es menor que la original, el sistema tarda más tiempo en
llegar al estado estacionario, lo que se acentúa para el caso de la banda de ±1, 5 que no
alcanza a llegar a dicho estado en el tiempo simulado. De todas maneras, en estos casos el
error corresponde 82% del valor original de la concentración inicial de microorganismo, y es
poco probable que ocurra en la realidad.
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Figura 4.14: Simulación del modelo matemático del caso de estudio a
partir de las condiciones iniciales (C.I.) sin error (X0 = 1 y S0 = 30),
con banda de error de ±0, 5 (X0 = 0, 69 y S0 = 29, 85) y con banda de
error de ±1, 5 (X0 = 0, 18 y S0 = 30, 23). Todas las concentraciones
medidas en (g/L).

Entonces, si se utilizan las condiciones iniciales con error el modelo debería tener pará-
metros (µ y Km) distintos a los originales para que se ajuste a los datos de entrenamiento.
En la Tabla 4.5 se presentan los parámetros necesarios para que esto ocurra, y se observa
que estos difieren notablemente de los originales (µ = 0, 4 y Km = 0, 3), sobre todo Km. Por
lo tanto, es necesario contar con las C.I. originales en la etapa de ajuste para obtener los
valores de µ y Km que realmente describen el fenómeno estudiado, ya que en caso contrario
se va a generar un caso de sobreajuste a los datos experimentales de entrenamiento en el que
el error en las C.I. será compensado por los nuevos parámetros.
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Tabla 4.5: Parámetros necesarios para que el modelo se ajuste a los
datos de entrenamiento si se utilizan las condiciones iniciales con error.

Banda de Condiciones Parámetros Intervalo de
error (g/L) iniciales (g/L) confianza (95%)

±0, 5 X0 = 0, 69 µ = 0, 480 ±0, 0184
S0 = 29, 85 Km = 1, 95 ±0, 904

±1 X0 = 0, 18 µ = 1, 05 ±0, 321
S0 = 30, 23 Km = 17, 3 ±12, 7

Para este caso de estudio se utilizaron las condiciones iniciales con error para la etapa de
ejecución de GP y las condiciones iniciales originales en las etapas de ajuste de parámetros
y validación. Se realizaron 50 repeticiones del algoritmo, con 50 generaciones de 500 indivi-
duos cada una. Para cada banda de error se escogió el modelo matemático que tuvo el mejor
desempeño en la etapa de validación. En la Tabla 4.6 se muestran la expresión matemática,
fitness ajustado y fitness de validación del mejor individuo para las distintas bandas de error.
Además, se muestra el fitness ajustado y de validación entre la simulación del modelo mate-
mático original y los datos experimentales con error (fitness ajustado ref. y fitness validación
ref., respectivamente).

Tabla 4.6: Individuos con mejor fitness de validación para las distintas
bandas de error. Resultados obtenidos utilizando condiciones iniciales
sin error.

Banda de Expresión Fitness Fitness Fitness Fitness
error (g/L) individuo ajustado ajustado ref. validación validación ref.

±0, 5 0, 736 · S ·X2

1, 84 · S ·X + 0, 555 ·X + 0, 0253
0,112 0,112 0,0868 0,0877

±1 0, 0584 · S + 0, 798 · S ·X2

2 · S ·X + 0, 926 ·X
0,347 0,357 0,392 0,358

±1, 5 1, 13 · S ·X
−6, 55 · 10−4 · S ·X + 2, 84 · S + 0, 847 0,775 0,729 0,827 0,798

En la Tabla 4.6 se puede apreciar que las expresiones propuestas en los tres casos tienen
una estructura matemática similar a la del bloque faltante original, difiriendo sólo en la inclu-
sión de una variable extra en cada uno de ellos, que luego de realizar el test de significancia
de los parámetros es eliminada en todos los casos (ver Anexo A.2). En la Tabla 4.7 se muestra
el análisis estadístico de los parámetros significativos de cada modelo. Además, se observa
que los tres modelos planteados tienen un desempeño cercano al utilizado para generar los
datos experimentales, ya que tanto el fitness ajustado como el de validación tienen un valor
similar (en casi todos los casos del mismo orden de magnitud) que su valor de referencia. En
el gráfico de la Figura 4.15 se presenta la simulación del modelo obtenido para la banda de
error de ±1, 5 (g/L) junto con los datos experimentales de entrenamiento y de validación, y
se ratifica que dicho modelo se ajusta de buena manera a los datos.
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Tabla 4.7: Análisis estadístico de los parámetros de los mejores indivi-
duos obtenidos.

Banda de Expresión Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
error (g/L) ajustado validación

±0, 5 p1 · S ·X2

p2 · S ·X + p3 ·X
0, 105 0, 196

p1 = 0, 743 7,55 ·10−15 ±0, 122
p2 = 1, 87 3,47 ·10−13 ±0, 349
p3 = 0, 362 0,467 ±0, 997

±1 p2 · S ·X2

p3 · S ·X + p4 ·X
0, 347 0, 357

p2 = 0, 316 0,00310 ±0, 202
p3 = 0, 780 0,00535 ±0, 534
p4 = 0, 432 0,217 ±0, 697

±1, 5 p1 · S ·X
p2 · S + p4

0, 721 0, 863
p1 = 0, 527 9,91 ·10−7 ±0, 183
p2 = 1, 31 8,76 ·10−6 ±0, 517
p4 = 0, 420 0,621 ±1, 71
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Figura 4.15: Simulación del modelo propuesto por el mejor individuo
para la banda de error de ±1, 5 (g/L).

Si no se tiene información sobre las C.I. originales y sólo se cuenta con los datos expe-
rimentales con error, las C.I. de dichos datos pueden incluirse dentro de los parámetros por
optimizar en la etapa de ajuste de parámetros. En la Tabla 4.8 se presentan los modelos de
la Tabla 4.6, pero con los parámetros ajustados utilizando el método anteriormente descrito.
La columna fitness validación corresponde al obtenido al validar el modelo utilizando las con-
diciones iniciales sin error (X0 = 1, 5 y S0 = 75), mientras que la columna fitness validación
2 corresponde a la validación de los modelos utilizando como condiciones iniciales el primer
dato disponible de cada variable (C.I. con error).
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Tabla 4.8: Ajuste de parámetros de los mejores individuos incluyendo
las condiciones iniciales dentro de los parámetros optimizados.

Banda de Expresión Fitness Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
error (g/L) ajustado validación validación 2

±0, 5 p1 · S ·X2

p2 · S ·X + p3 ·X
0, 0931 2,14 53,4

X0 = 0, 949 0 ±0, 079
S0 = 30, 12 0 ±0, 187
p1 = 0, 695 0 ±0, 0848
p2 = 1, 72 2,86 ·10−14 ±0, 288
p3 = 0, 358 0,570 ±1, 27

±1 p2 · S ·X2

p3 · S ·X + p4 ·X
0, 351 0,925 170

X0 = 1, 01 1,55 ·10−14 ±0, 165
S0 = 30, 05 0 ±0, 364
p2 = 1, 03 0,00185 ±0, 845
p3 = 2, 54 0,00345 ±2, 35
p4 = 1, 40 0,432 ±35, 8

±1, 5 p1 · S ·X
p3 · S + p4

0, 640 9,23 18

X0 = 1, 01 2,99 ·10−10 ±0, 239
S0 = 30, 16 0 ±0, 521
p1 = 1, 48 0,352 ±3, 18
p3 = 3, 53 0,389 ±8, 22
p4 = 4, 89 0,0894 ±5, 69

Para las bandas de error ±0, 5 y ±1, 5 se observa que los modelos obtenidos son menos
generalizados que los obtenidos previamente (Tabla 4.6) debido a que tienen un mejor fitness
ajustado, pero un peor fitness de validación. Mientras que el modelo obtenido para la banda
de error ±1 tiene un peor desempeño en ambas etapas, pero la diferencia es mínima, como
se puede observar en el gráfico de la Figura 4.16, donde el Modelo 1 corresponde al obtenido
luego de ajustar los parámetros utilizando las C.I. sin error y el Modelo 2 corresponde al caso
en que las C.I. fueron incluidas dentro de la optimización de parámetros.
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Figura 4.16: Simulación del modelo propuesto por el mejor individuo
para la banda de error ±1 (g/L) luego de ajustar sus parámetros utili-
zando las C.I. si error (Modelo 1) e incluyendo las C.I. como parámetro
en la optimización (Modelo 2).

Entonces, es posible identificar la estructura matemática del bloque faltante e incluso
obtener una aproximación de sus parámetros si se cuenta con un conjunto de datos de en-
trenamiento cuyas C.I. presentan error. Los modelos identificados van a tener una menor
capacidad de generalización, lo que se evidencia con la disminución del fitness de validación
entre los modelos presentados en la Tabla 4.6 y los de la Tabla 4.8, pero aún así son una
mejor alternativa que los modelos obtenidos al utilizar las C.I con error (sin optimizarlas) y
pueden utilizarse para tener una aproximación al comportamiento del fenómeno estudiado
cuando opera bajo condiciones distintas a las de entrenamiento. Por ejemplo, en el gráfico de
la Figura 4.17 muestra que el modelo obtenido luego de optimizar las condiciones iniciales
con error de ±1, 5 (g/L) (Modelo 2) no difiere en gran medida de los datos experimentales
de validación a pesar de que su fitness de validación es 13. La concentración en estado esta-
cionario no varía con respecto a la del Modelo 1, y la mayor diferencia es que se llega más
rápido a dicho estado. Para mejorar la generalización de la etapa de ajuste de parámetros se
podrían aplicar técnicas de remuestreo como Jackknife o bootstrapping [140].
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Figura 4.17: Simulación del modelo propuesto por el mejor individuo
para la banda de error ±1, 5 (g/L) luego de ajustar sus parámetros
utilizando las C.I. sin error (Modelo 1) e incluyendo las C.I. como
parámetro en la optimización (Modelo 2).

Pese a que se pueden obtener resultados utilizando las C.I. con error en el conjunto de
datos de entrenamiento, es fundamental que las C.I. del conjunto de datos de validación
no tengan error para poder evaluar con certeza el desempeño de los modelos generados. En
la Tabla 4.8 se evidencia que el fitness de validación puede variar hasta en tres órdenes de
magnitud entre los casos de C.I. con y sin error.
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4.2. Caso de estudio 2: Producción simultánea de eta-
nol y fructosa a partir de sacarosa

El segundo caso de estudio también corresponde a un caso sintético, debido a que los
datos experimentales se obtuvieron simulando un modelo matemático. Sin embargo, este ca-
so tiene por objetivo simular la aplicación de la metodología propuesta en un problema de
mayor complejidad que se puede encontrar en la industria de procesos. Los parámetros y
condiciones iniciales utilizados para la obtención de los datos se basan en el estudio realizado
por Sulieman y col. (2018) sobre la producción simultánea de etanol y fructosa a partir de
sacarosa [46]. Esto se logra mediante la fermentación selectiva de glucosa por sobre la fructosa
para sintetizar bioetanol con levaduras (Saccharomyces cerevisiae ATCC 36858).

Se seleccionó este caso de estudio debido a que corresponde a un ejemplo de producción
de más de un compuesto utilizando microorganismos, por lo que puede ser representativo
de la aplicabilidad de la metodología diseñada para la identificación de funciones en siste-
mas diferenciales utilizados en la industria de procesos biotecnológicos para la producción de
otros tipos de compuestos. Además, como se muestra en la Sección 4.2.1, este caso de estudio
corresponde a un modelo matemático relativamente complejo, compuesto por 5 ecuaciones
diferenciales y 10 parámetros distintos, por lo que también es de utilidad para identificar de-
bilidades y fortalezas de la metodología en modelos matemáticos que tengan muchas variables
y parámetros.

4.2.1. Modelo matemático
Como se presentó en la Sección 2.2.2, el modelo matemático que describe la producción

de etanol con levaduras a partir de sacarosa está compuesto por las Ecuaciones 4.10-4.14, que
representan la evolución en el tiempo de las concentraciones de levaduras, sacarosa, glucosa,
fructosa y etanol, respectivamente.

dX

dt
= µmax · (

G

KG +G
) · (1− E

Em

) ·X (4.10)

dS

dt
= −αs · (

S

KS + S
) ·X (4.11)

dG

dt
= αs · (

S

KS + S
) ·X · YG/S − µmax · (

G

KG +G
) · (1− E

E ′m
) ·X · 1

YX/G

(4.12)

dF

dt
= αs · (

S

KS + S
) ·X · YG/S − µmax · (

G

KG +G
) · (1− E

E ′m
) ·X · R

YX/G

(4.13)

dE

dt
= µmax · (

G

KG +G
) · (1− E

E ′m
) ·X · YE/G

YX/G

· (R + 1) (4.14)
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4.2.2. Datos experimentales
Los parámetros utilizados para la simulación de los datos experimentales (Tabla 4.9)

son los propuestos en el estudio realizado por Sulieman y col. (2018)[46]. Además, se usaron
condiciones iniciales similares a las de dicho estudio (ver Tabla 4.10). El valor de la proporción
entre la tasa de consumo de fructosa y la tasa de consumo de glucosa (R) refleja que la
fermentación es selectiva, privilegiando la utilización de glucosa por sobre la fructosa. La
concentración inicial de sacarosa es menor que la reflejan que la sacarosa fue sometida a un
pretratamiento, siendo hidrolizada en glucosa y fructosa.

Tabla 4.9: Parámetros utilizados para la obtención de los datos expe-
rimentales en el caso de estudio 2 [46].

Parámetro Valor Parámetro Valor
µmax (h−1) 0,050 KG (g/L) 0,005
Em (g/L) 18 αs (h−1) 0,024
KS (g/L) 0,003 YG/S (g/g) 2,24
E ′m (g/L) 53,6 YX/G (g/g) 0,070
R (g/g) 0,165 YE/G (g/g) 0,434

Tabla 4.10: Condiciones iniciales utilizadas para la simulación de los
datos experimentales de entrenamiento para el caso de estudio 2 [46].

Especie X S G F E
Concentración inicial (g/L) 1 10 65 65 0

Como se muestra en los gráficos de la Figura 4.18, el tiempo total simulado fue de 168
horas (7 días) para obtener información de dinámica del sistema y una aproximación de su
estado estacionario (las concentraciones siguen variando lentamente). La concentración de
glucosa disminuye en el tiempo, mientras que la concentración de fructosa baja un poco en
las primeras 36 horas y luego se mantiene prácticamente constante. Este comportamiento
se debe a la ya mencionada fermentación selectiva de glucosa por sobre fructosa por parte
de las levaduras. Además, la concentración del microorganismo aumenta por las primeras
36 horas aproximadamente, y luego de este punto comienza a decaer porque la concentra-
ción de etanol alcanza los 18 (g/L), que es la concentración a partir de la que se inhibe el
crecimiento de las levaduras y la velocidad de muerte celular supera a la de crecimiento (Em).
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Figura 4.18: Simulación del modelo matemático utilizando las C.I. de-
finidas para la obtención de los datos de entrenamiento.

En la Tabla 4.11 se presentan las condiciones iniciales utilizadas para obtener los da-
tos experimentales de validación y en la Figura 4.19 se muestra la simulación del modelo
matemático bajo dichas condiciones. Se observa que la concentración de glucosa desciende
rápidamente hasta llegar a 0 (g/L), y en ese punto se produce un quiebre en las velocidades
de consumo y producción de todas las especies (menos sacarosa) porque estas velocidades
dependen de la concentración de glucosa. Luego de ese primer quiebre, la concentración de
glucosa se mantiene en 0 (g/L) porque se consume a medida que se va produciendo por la
hidrólisis de sacarosa. Por lo tanto, el objetivo del conjunto de condiciones iniciales de vali-
dación utilizadas es verificar si los modelos planteados por el algoritmo GP son capaces de
describir el comportamiento del sistema en casos en que la glucosa se agota rápidamente.

Tabla 4.11: Condiciones iniciales utilizadas para la simulación de los
datos experimentales de validación para el caso de estudio 2.

Especie X S G F E
Concentración inicial (g/L) 4 15 20 20 0

Como ya se observó en la en la Figura 4.18, la concentración de levaduras va en aumento
hasta que la concentración de etanol alcanza los 18 (g/L) (a las 55 horas aprox.), luego de
eso comienza a disminuir. Otro aspecto importante que se puede observar en la Figura 4.19
es la evolución de la concentración de fructosa. Debido a que su velocidad consumo depende
de la concentración de glucosa, su concentración disminuye hasta que la glucosa llega a 0
(g/L) y luego comienza a aumentar debido a que se genera (por la hidrólisis de sacarosa) a
mayor velocidad de la que se consume. El estado estacionario se alcanza cuando se acaba la
sacarosa, por lo que no se puede producir más glucosa ni fructosa, y como en este modelo
representa una situación en la que no se consume fructosa sin la presencia de glucosa, las

63



concentraciones de etanol y fructosa se mantienen constantes. La concentración de levaduras
también se mantiene constante cuando se acaba la glucosa, debido a que el modelo no incluye
un término independiente de esta especie para la muerte celular.
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Figura 4.19: Simulación del modelo matemático utilizando las C.I. de-
finidas para la obtención de los datos de validación.

El modelo matemático propuesto por Sulieman y col. (2018) tiene dos debilidades. La
primera es que la tasa de consumo de la fructosa depende directamente de la concentración
de glucosa (Ecuación 4.13), mientras más glucosa hay se consume más fructosa. El objetivo
de la fermentación selectiva es privilegiar el consumo de glucosa por sobre el de fructosa, por
lo que no debería usarse fructosa cuando se tiene alta concentración de glucosa. Si llegase a
haber consumo de fructosa debería darse cuando haya menor disponibilidad de glucosa, pero
como la cepa ATCC 36858 no tiene hexoquinasas tampoco se puede metabolizar fructosa
en estas condiciones [141] [142]. Esta última situación si es bien representada por el modelo.
La segunda debilidad, y la más importante, es la Ecuación 4.10, que describe la tasa de
crecimiento o muerte celular. El problema con esta ecuación es que depende totalmente de
la concentración de glucosa, al punto en que si se acaba esta fuente de carbono los micro-
organismos dejan de morir, lo que se aleja de la realidad porque es justamente la falta de
sustrato la que hace que las levaduras mueran (además de una alta concentración de etanol).
Una solución sería sumar un término que contenga una tasa específica de muerte celular
independiente de la concentración.

Para calcular el fitness de los individuos se utilizaron los datos experimentales de la
concentración de etanol porque este compuesto corresponde al principal producto de interés.
Se simuló que la toma de muestras se realiza cada cuatro horas, lo que se aleja de la realidad
debido a que es poco probable que se pueda tomar muestras en horarios no laborales, a
menos que se cuente con sensores que estén continuamente midiendo la concentración de
etanol dentro del fermentador, como por ejemplo biosensor [143], un sensor químico [144] o
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un sensor basado en el análisis infrarrojo de gases [145]. Además, se generó una banda de
error de ±0, 5 (g/L) a los datos simulados, de manera de acercar este problema sintético a
un caso de la industria de procesos. En la Figura 4.20 se presentan los datos experimentales
de entrenamiento y de validación antes mencionados.
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Figura 4.20: Datos experimentales de entrenamiento y de validación
utilizados en el caso de estudio 2.

4.2.3. Bloque faltante estudiado
Debido a que el principal producto de interés es el etanol, en este caso de estudio se

considera como expresión desconocida la tasa específica de producción de etanol (qE), por lo
que la expresión del bloque faltante es la que se muestra en la Ecuación 4.15.

BF = qE = 0, 05 · ( G

0, 005 +G
) · (1− E

53, 6) = 2, 68 ·G− 0, 05 · E ·G
53, 6 ·G+ 0, 268 (4.15)

Por lo tanto, para ejecutar el algoritmo GP, se deben incluir como ecuaciones conocidas a
las Ecuaciones 4.16-4.20, donde EI corresponde a la expresión propuesta por cada individuo
para el bloque faltante. Nótese que la Ecuación 4.19 puede ser prescindible, ya que la concen-
tración de fructosa no es parte de ninguna ecuación diferencial por lo que no influye en las
demás variables del sistema. Por lo tanto, esta ecuación podría no incluirse en caso de tener
el conocimiento previo de que la variable F forma parte del bloque que se pretende identificar.

dX

dt
= 0, 05 · ( G

0, 005 +G
) · (1− 0, 05556 · E) ·X (4.16)

dS

dt
= −0, 024 · ( S

0, 003 + S
) ·X (4.17)
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dG

dt
= 0, 05376 · ( S

0, 003 + S
) ·X − 14, 29 · EI ·X (4.18)

dF

dt
= 0, 05376 · ( S

0, 003 + S
) ·X − 2, 357 · EI ·X (4.19)

dE

dt
= 7, 223 · EI ·X (4.20)

El objetivo de este caso de estudio es simular la aplicación de la metodología planteada
en un problema más complejo en el que no se conoce el bloque faltante. Por lo tanto, en
los resultados presentados a continuación no se realiza una comparación entre los modelos
obtenidos y la estructura y parámetros de la función original como se hizo en el caso de
estudio 1. Todas las decisiones se toman en función del desempeño de los modelos obtenidos
en la etapa de validación.

4.2.4. Primera iteración
En la primera iteración se realizaron 20 repeticiones del algoritmo GP con 500 individuos

y 50 generaciones. Posteriormente, siguiendo la metodología propuesta, se ajustaron los pa-
rámetros del mejor individuo de cada repetición y se validó el modelo obtenido. En la Tabla
4.12 se presenta el individuo que tuvo mejor desempeño en la etapa de validación y se evi-
dencia que la expresión matemática propuesta para la tasa específica de producción de etanol
(qE) tiene una estructura similar al modelo de cinética enzimática de Michaelis-Menten, con
la expresión ·G · X en el denominador actuando como una especie de inhibición. Además,
esta expresión no incluye términos de inhibición por presencia de etanol. El fitness ajustado
es 0,138 y el fitness de validación es 7,19.

Tabla 4.12: Individuo con mejor fitness de validación luego ejecutar el
algoritmo GP por 20 repeticiones por 50 generaciones de 500 indivi-
duos.

Expresión Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
ajustado validación

p1 ·G
p2 ·G+ p3 ·G ·X + p4

0, 138 7,19

p1 = 2, 78 0,0150 ±2, 23
p2 = 13, 5 0,0381 ±12, 8
p3 = 18, 0 0,0101 ±13, 6
p4 = 985 0,0133 ±776

En los gráficos de la Figura 4.21 se muestra la simulación de la evolución de concentración
de etanol utilizando las C.I. de entrenamiento y de validación. Se aprecia que corresponde a un
modelo sobreajustado ya que se describe de buena manera a los datos de entrenamiento, pero
en la validación tiene un comportamiento de curva de saturación que no representa fielmente
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a los datos experimentales, ya que la síntesis de etanol es más lenta antes del primer quiebre
(a las 12 horas aprox.), lo que puede deberse a la expresión ·G ·X actuando como inhibidor
o al alto valor de la constante libre en el denominador, que sería un equivalente a KG en la
cinética de Michaelis-Menten. Luego del primer quiebre, la formación de etanol del modelo
es más rápida que la de los datos, llegando unas 45 horas antes al estado estacionario. La
concentración final es igual que la de los datos experimentales.
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Figura 4.21: Evolución de la concentración de etanol en el tiempo.
Simulado a partir del mejor modelo obtenido en la primera iteración.

Para comprender el motivo del comportamiento de la concentración de etanol en el mo-
delo planteado es necesario conocer la evolución de la concentración de las demás especies
presentes en el reactor. En los gráficos de la Figura 4.22 se presenta la simulación del modelo
obtenido con las condiciones iniciales de los datos validación. En los datos experimentales la
concentración de glucosa desciende rápidamente hasta llegar a 0 (g/L), y la fructosa baja su
concentración hasta que se acaba la glucosa, luego de eso comienza a subir hasta que se acaba
la sacarosa, momento en el que también se deja de producir etanol. Este comportamiento
sugiere que la tasa específica de producción de etanol (bloque faltante buscado) depende de
la concentración de glucosa. En el modelo planteado, la tasa de producción de etanol es más
lenta en las primeras horas, por lo que la fructosa es consumida a una velocidad menor de la
que es producida y comienza a acumularse desde el principio. La glucosa también se consume
más lento que en los datos experimentales y su concentración parece estancarse entre las 24
y 75 horas, luego de eso deja de producirse porque se acaba la sacarosa y se consume hasta
agotarse.

La mayor disponibilidad de glucosa hace que la concentración de levaduras aumente a casi
el doble del valor de los datos experimentales. Esta mayor concentración de microorganismos
es lo que genera que la sacarosa se hidrolice con más velocidad que en los datos experimentales,
contribuyendo al aumento de concentración de fructosa y al estancamiento de la concentración
de glucosa entre las 24 y 75 horas. Al alcanzar 18 (g/L) de etanol la concentración de levaduras
va a comenzar a disminuir independiente de cuál sea la expresión del bloque faltante, ya
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que dicha expresión no afecta directamente a la tasa de crecimiento del microorganismo,
como se muestra en la Ecuación 4.16. Esta ecuación se hace negativa cuando se llega a
dicha concentración umbral y la velocidad muerte celular es mayor si hay más glucosa y
microorganismos, lo que explica la menor concentración final de levaduras en el modelo
planteado.
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Figura 4.22: Simulación del modelo propuesto por el mejor individuo
de la primera iteración con las C.I. de validación.

Entonces, el motivo de la mayor velocidad de síntesis de etanol en el modelo con respecto
a los datos experimentales es que hay una mayor concentración de glucosa y de microor-
ganismos. La concentración de glucosa tiene efecto principalmente en la tasa de formación
específica de etanol (qE), que corresponde al bloque faltante, y la concentración de microor-
ganismos afecta porque multiplica a esta función, como se muestra en la Ecuación 4.20.

4.2.5. Segunda iteración
La segunda iteración tiene como objetivo identificar un modelo matemático que tenga

una mejor generalización, es decir, que tenga un fitness de validación menor que el modelo
propuesto en la primera iteración. Para lograrlo, se siguió la recomendación propuesta en
la Sección 4.1.5 de privilegiar la utilización de una población de mayor tamaño en lugar de
aumentar el número de generación. Por lo tanto, al igual que en la primera iteración, se
realizaron 20 repeticiones, cada una de ellas 50 generaciones, pero se duplicó el tamaño de
población de 500 a 1000 individuos por generación. De acuerdo con la metodología diseñada,
se ajustaron los parámetros del mejor individuo de cada repetición y se validó el modelo
obtenido. En la Tabla 4.13 se presenta el individuo que tuvo mejor desempeño en la etapa
de validación. Como ya se mencionó, este modelo se acerca más a los datos experimentales
de validación que el obtenido previamente, pero aún no logra describir fielmente la evolución
de la concentración de las distintas especies presentes.
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Tabla 4.13: Individuo con mejor fitness de validación luego ejecutar el
algoritmo GP por 20 repeticiones por 50 generaciones de 1000 indivi-
duos.

Expresión Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
ajustado validación

p1 ·G+ p2 ·G2

p3 ·G+ p4 ·X
0, 0949 5,75

p1 = 2, 17 0,0421 ±2, 09
p2 = 0, 0698 0,0488 ±0, 00694
p3 = 128 0,0474 ±126
p4 = 96, 0 0,0474 ±9, 48

La expresión obtenida es más compleja que la de la primera iteración, ya que tiene más
variables al incorporar las expresiones ·G2 en el numerador y ·G · S en el denominador. Este
modelo obtenido también corresponde a un caso de sobreajuste porque tiene un buen fitness
ajustado, pero no tiene tan buen desempeño en la etapa de validación. De todas maneras su
fitness de validación es menor que el obtenido en la primera iteración, por lo que el aumento
de individuos representa una mejora. Sin embargo, esta mejora no es suficiente para lograr
identificar un modelo generalizado del fenómeno estudiado. En la Figura 4.23 se muestra la
evolución de la concentración de etanol obtenida al simular el modelo propuesto por el mejor
individuo y se puede apreciar que tiene un comportamiento de curva de saturación similar al
observado en la validación del mejor individuo de la primera iteración, pero en este caso la
producción de etanol es más rápida en las primeras 24 horas y más lenta luego de ese punto,
acercándose más a los datos experimentales. El aumento en la tasa de producción de etanol al
principio de la simulación se debe a la inclusión de la variable ·G2 con un parámetro positivo
en el numerador del bloque faltante. Esto hace que la función propuesta para qE sea mayor
en presencia de glucosa y sacarosa.
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Figura 4.23: Evolución de la concentración de etanol en el tiempo.
Simulado a partir del mejor modelo obtenido en la segunda iteración.
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En los gráficos de la Figura 4.24 se presenta el comportamiento de todas las especies del
sistema al simular el modelo obtenido con las condiciones iniciales de los datos validación. En
comparación con la simulación de la primera iteración (Figura 4.22), la glucosa se consume
más rápido en las primeras 24 horas, por lo que la concentración de levaduras aumenta menos
y la hidrólisis de sacarosa es más lenta. La producción de etanol es más lenta luego de las
primeras 24 horas debido a que hay menos glucosa y menos microorganismos.
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Figura 4.24: Simulación del modelo propuesto por el mejor individuo
de la segunda iteración con las C.I. de validación.

Como se mencionó anteriormente, este modelo se acerca más a los datos de validación
que el obtenido en la primera iteración, pero aún no representa fielmente el comportamiento
del fenómeno estudiado. Para lograr obtener un modelo más generalizado se pueden probar
distintas opciones. La primera corresponde a ejecutar el algoritmo con las condiciones de la
primera iteración y/o de la segunda iteración por un mayor número de repeticiones, esperan-
do que se encuentre una estructura de la expresión del bloque faltante que se ajuste mejor
a los datos experimentales. Otra opción es volver a aumentar el tamaño de población, pero
como se muestra en el gráfico de la Figura 4.25, la mediana de los tiempos de ejecución con
500 individuos es de 147 minutos y la de 1000 individuos es de 277 minutos, por lo que es
esperable que si se aumenta la población a 1500 el tiempo de ejecución aumentará en apro-
ximadamente dos horas por repetición.

Además, como se discutió en la Sección 4.1.5, un aumento en el número de generaciones no
es recomendable en comparación con el aumento en el tamaño de población. Otras alternativas
corresponden a la utilización de partes conocidas, que ya se evidenció en la Sección 4.1.6
permiten aumentar significativamente la probabilidad de identificar un modelo generalizado
requiriendo tamaños de población más pequeños, por lo que se tarda menos tiempo. Un buen
candidato a utilizarse como parte conocida es la expresión ·G, pues ya se ha identificado
que la concentración de glucosa es el principal factor que afecta a qE. También, como ya se
sugirió en la Sección 4.1.6, pueden probarse distintas expresiones “aleatorias” para la parte
conocida para un menor tamaño de población y menos repeticiones para cada caso. Pese
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a tener todas las opciones expuestas, se decidió estudiar el aporte de la penalización por
ausencia de variable (presentada en la Figura 3.4) en la etapa de ejecución del algoritmo GP.
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Figura 4.25: Tiempo de ejecución del algoritmo GP para los tamaños
de población utilizados en la primera iteración (500) y en la segunda
iteración (1000).

4.2.6. Penalización por ausencia de variable
En este caso de estudio se decidió utilizar el conocimiento previo que se tiene sobre la

fermentación de etanol a partir de levaduras para guiar la búsqueda del algoritmo GP. Pa-
ra hacerlo, se decidió penalizar el fitness de los individuos que no contengan la variable de
concentración de etanol, basándose en que se sabe que este compuesto inhibe no sólo el cre-
cimiento de la levadura (lo que ya se conocía en la Ecuación 4.16) sino que también es el
principal factor de inhibición de la síntesis de dicho producto [146]. En los resultados obte-
nidos previamente la variable E no forma parte de la expresión identificada para el bloque
faltante, lo que podría explicar la falta de generalización de esos modelos.

Cómo se explicó en la Sección 3.0.1.1 (Figura 3.4), la penalización por ausencia de varia-
ble funciona buscando dicha variable, en este caso E, en la expresión matemática de cada
individuo y si esta variable no se encuentra el individuo es penalizado. Esta penalización
puede ser parcial (PP) o total (PT). Si es parcial se calcula el fitness del individuo y luego
se multiplica por un factor de penalización, que en este caso es 100. Este valor fue escogido
luego de probar distintas constantes: 10, 100, 1.000 y 10.000, realizado 5 repeticiones con
cada uno de ellos y obteniendo los mejores resultados con un factor de penalización de 100
(resultados no mostrados en el presente informe). Por otro lado, si es total se asigna un valor
arbitrario al fitness del individuo sin realizar ningún cálculo, en este caso el valor asignado
fue de 1015.
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Para estudiar el efecto de la penalización se realizaron 20 repeticiones de 50 generaciones
con 500 individuos para cada tipo de penalización. En la Tabla 4.14 se presenta el mejor
modelo obtenido en cada caso junto con el obtenido previamente en la primera iteración
(sin penalización). La expresión matemática obtenida con PT tiene una estructura parecida
a la expresión identificada con PP, pero es más compleja porque incluye más variables en
el numerador (E · G2) y en el denominador tiene E · G en lugar de G. Además, a ambas
expresiones les faltan los parámetros que fueron eliminados por no ser singnificantes (ver
Anexo B.3).

Tabla 4.14: Mejor individuo obtenido para el caso sin penalizar y en los
casos en que se penalizó parcial y totalmente la ausencia de la variable
E.

Tipo de Expresión Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
penalización ajustado validación

Sin p1 ·G
p2 ·G+ p3 ·G ·X + p4

0, 138 7,19

p1 = 2, 78 0,0150 ±2, 23
p2 = 13, 5 0,0381 ±12, 8
p3 = 18, 0 0,0101 ±13, 6
p4 = 985 0,0133 ±776

Parcial p1 ·G+ p2 · E ·G
p4 ·G+ p5

0, 102 0,0649

p1 = 134 2,53 ·10−9 ±4, 12
p2 = −2, 53 2 ±0, 758
p4 = 2651 1,95 ·10−9 ±810
p5 = 16, 4 0,986 ±1895

Total p1 ·G+ p3 · E ·G2 + p4 · E ·G
p6 · E ·G+ p7

0, 0938 2,22

p1 = 26, 3 0,626 ±107
p3 = 3, 87 0,070 ±4, 19
p4 = 115 0,090 ±133
p6 = 7357 0,0739 ±8078
p7 = 0, 252 0,999 ±290

La penalización es de utilidad para mejorar la generalización del modelo identificado.
El caso más notorio es el de la penalización parcial en que la expresión propuesta por el
mejor individuo tuvo incluso mejor desempeño en la validación que en el entrenamiento. La
penalización total tiene un mejor fitness de validación que los resultados obtenidos en las
primeras dos iteraciones, pero este sigue siendo relativamente alto comparado con el fitness
de entrenamiento (cerca de dos órdenes de magnitud de diferencia).
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Figura 4.26: Concentración de etanol obtenida al simular los modelos
obtenidos sin penalización, con penalización parcial y con penalización
total.

En los gráficos de la Figura 4.26 se presenta la comparación de las concentraciones de
etanol obtenidas al simular los tres modelos presentados en esta sección. Se observa que todos
los modelos tienen un comportamiento prácticamente idéntico al simularse con las C.I. de
entrenamiento. En la etapa de validación se aprecia que con la penalización parcial se logra
un comportamiento prácticamente idéntico que el de los datos experimentales. El modelo
identificado con penalización total tiene una forma similar a los datos experimentales, prin-
cipalmente porque también presenta un cambio de pendiente muy marcado en las primeras
horas de simulación y la segunda pendiente es constante hasta que se llega al estado esta-
cionario. La diferencia radica en que la velocidad de formación de etanol del modelo PT es
menor antes del cambio de pendiente y mayor luego de ese punto.

Los gráficos de la Figura 4.27 corresponden a la simulación con las condiciones iniciales de
los datos de validación del modelo obtenido con PP. Las concentraciones de sacarosa, glucosa
y fructosa parecen ser idénticas que las de los datos experimentales, pero la concentración
máxima de levaduras es un poco mayor, lo que sugiere que hay pequeñas diferencias en la
concentración de glucosa o de etanol antes de las 24 horas que hacen que la tasa de crecimiento
del microorganismo aumente (Ecuación 4.16). Luego de eso, dicha tasa sigue creciendo por la
mayor concentración de levaduras, que es la que también hace que su muerte sea más rápida
y la concentración final sea menor, debido a que la Ecuación 4.16 depende de X.
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Figura 4.27: Simulación con las C.I. de validación del modelo del mejor
individuo obtenido con penalización parcial.

La Figura 4.28 presenta la simulación con las condiciones iniciales de los datos de valida-
ción del modelo obtenido con PT. En este caso la glucosa es consumida más lento que en los
datos experimentales, por lo que se generan los efectos ya mencionados en la primera itera-
ción: mayor concentración máxima de etanol, consumo más rápido de sacarosa y producción
más rápida de etanol y fructosa. Sin embargo, estas diferencias de velocidades de generación
y consumo son menores que en las primeras dos iteraciones. La gran diferencia ocurre en la
concentración de levaduras, que sigue descendiendo incluso cuando se termina la sacarosa.
Este comportamiento sugiere que aún queda glucosa porque en caso contrario la Ecuación
4.16 se haría cero y la concentración de levaduras permanecería constante.
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Figura 4.28: Simulación con las C.I. de validación del modelo del mejor
individuo obtenido con penalización total.
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Un objetivo secundario de la penalización total era disminuir el tiempo de ejecución del
algoritmo GP al resolver el sistema de ecuaciones de los individuos que no presentaran la
variable deseada. Sin embargo, como se presenta en el gráfico de la Figura 4.29, la mediana
del tiempo de ejecución con PT (155 minutos) es mayor que la del caso sin penalización (147
minutos), y muy similar a la del caso de PP (156 minutos), teniendo un rango más amplio
de tiempos de ejecución que esta última. En general, al incluir penalización de cualquier tipo
la ejecución de GP tiende a tomar más tiempo, lo que se puede explicar, en parte, por la
búsqueda que se debe hacer de la variable deseada en cada uno de los individuos. Otra posible
causa de este aumento de tiempo es que puede que en los casos de penalización se generen
individuos más complejos, que suelen tardar más en ser evaluados [125]. En la Tabla 4.14 se
puede apreciar que el mejor individuo en el caso sin penalización es menos complejo que el de
PP, que también es menos complejo que el de PT. Por lo general, los resultados de las demás
repeticiones de cada caso siguen el mismo patrón, los individuos sin penalización son los que
identificaron expresiones menos complejas, seguidos por los de PP y los de PT. Por lo tanto,
la complejidad de las expresiones matemáticas puede ser la razón por la que hay repeticiones
con penalización total que tardaron más tiempo en ejecutarse en comparación con los otros
dos casos a pesar de no resolver el sistema de ecuaciones de los individuos penalizados.
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Figura 4.29: Tiempo de ejecución del algoritmo GP en las repeticiones
realizadas sin penalización, con penalización parcial y con penalización
total.

Otra desventaja de la penalización total es que no permite comparar a los individuos pe-
nalizados debido a que se le asigna a todos el mismo fitness. Si estos individuos no pueden ser
comparados entre sí es como si en la práctica no existieran, lo que reduce el tamaño efectivo
de la población. Aproximadamente un 10% de los individuos de la última generación de cada
repetición con PT corresponden a individuos penalizados. Teniendo en cuenta que a esas
alturas del algoritmo la población ya ha convergido, este porcentaje debería ser mayor en las
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generaciones más tempranas. Por lo tanto, es posible que existan individuos penalizados que
contengan expresiones que son útiles para identificar el bloque faltante, pero que no pasarán
esta información a las próximas generaciones por tener un fitness muy pobre.

Lo anterior puede ser el motivo de que se identifiquen modelos más complejos cuando se
utiliza la penalización total. El problema de este tipo de modelos es que dificulta el proceso
de ajuste de parámetros, porque aumenta el número de constantes que se deben optimizar.
Además, si el modelo tiene muchas variables es más probable que ocurra sobreajuste [113].
Como ya se ha mencionado repetidamente en secciones anteriores, para mejorar la genera-
lización del ajuste de parámetros se pueden utilizar técnicas de remuestreo como Jackknife
[81], bootstrapping [140] o muestreo aleatorio [112].

4.2.7. Ajuste de parámetros con remuestreo
En esta sección se estudia el efecto del ajuste de parámetros utilizando un método de

remuestreo en la capacidad de generalización del modelo propuesto. El método de remuestreo
utilizado se basó en la validación cruzada k-fold, en la que se eliminan datos del conjunto
de entrenamiento y se ajustan los parámetros con el subconjunto restante. Este proceso se
repite k veces y el i-ésimo parámetro final (p∗i ) se calcula a partir del parámetro obtenido
utilizando todos los datos (pSR

i ) y los obtenidos en los k remuestreos realizados como se
muestra en la Ecuación 4.21, donde pi,j corresponde al valor del i-ésimo parámetro obtenido
en el remuestreo j [81]. Debido a que se tiene un conjunto de datos extenso se realizaron 10
remuestreos (k = 10), eliminando 4 datos en cada remuestreo [147].

p∗i = 1
k
·

k∑
j=1

(k · pSR
i − (k − 1) · pi,j) (4.21)

Se utilizó como ejemplo la expresión matemática del mejor individuo obtenido al ejecutar
el algoritmo GP con penalización total porque, de los modelos presentados previamente, este
es el más complejo. En la Tabla 4.15 se muestran los resultados del ajuste de parámetros
usando la técnica de remuestreo y su comparación con el resultado obtenido sin esta técnica.
Se aprecia que al realizar remuestreo se mejora considerablemente el fitness de validación (de
1,87 a 0,147) mientras que el fitness ajustado aumenta (de 0,0938 a 0,727). Pese a la mejora
en el fitness de validación este modelo sigue teniendo peor desempeño que el obtenido con
penalización parcial, lo que ratifica que ese es el mejor tipo de penalización. De todas maneras
se debe tener en cuenta que este análisis se hizo sin eliminar los parámetros no significativos,
los resultados obtenidos luego de este proceso se muestran en la Tabla 4.16 (ver Anexo B.4),
y de igual forma se aprecia un aumento en el fitness ajustado y un menos fitness de validación
al ajustar los parámetros con remuestreo, pero esta diferencia no es tan marcada como la de
la Tabla 4.15.
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Tabla 4.15: Resultados del ajuste de los parámetros sin remuestreo y
con remuestreo.

Tipo de Expresión mejor individuo Fitness Fitness
ajuste ajustado validación

Sin 62, 7 ·G− 0, 0544 ·G2 + 4, 03 · E ·G2 + 119 · E ·G− 0, 229
7660 · E ·G+ 0, 234

0,0938 1,87
remuestreo

K fold 1071 ·G− 0, 304 ·G2 + 0, 110 · E ·G2 + 140 · E ·G+ 0, 272
6623 · E ·G+ 1377

0,727 0,147

Tabla 4.16: Resultados del ajuste de los parámetros sin remuestreo y
con remuestreo luego de eliminar parámetros no significativos.

Tipo de Expresión Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
ajuste ajustado validación

p1 ·G+ p3 · E ·G2 + p4 · E ·G
p6 · E ·G+ p7

0, 0938 2,22

p1 = 26, 3 0,626 ±107
Sin p3 = 3, 87 0,070 ±4, 19

remuestreo p4 = 115 0,090 ±133
p6 = 7357 0,0739 ±8078
p7 = 0, 252 0,999 ±290

K fold p1 ·G+ p3 · E ·G2 + p4 · E ·G
p6 · E ·G+ p7

0, 160 1,43

p1 = 129 0,185 ±192
p3 = 7, 76 0,147 ±10, 5
p4 = 290 0,144 ±391
p6 = 16727 0,144 ±22534
p7 = 9, 50 0,999 ±22412

En la Figura 4.30 se muestra la comparación de la simulación de la concentración de
etanol a partir de los modelos obtenidos al ajustar los parámetros sin remuestreo y con
remuestreo. Este último caso tiene más diferencias con los datos de entrenamiento, pero
sin alejarse tanto de ellos, a cambio de ser una representación muy fiel de los datos de
validación, diferenciándose de estos principalmente en las primeras 12 horas porque la tasa
de producción de etanol es ligeramente mayor. Justamente ese es el objetivo del remuestreo:
aumentar la capacidad de generalización del modelo al tener un peor desempeño en la etapa
de entrenamiento, pero mejorándolo en la validación. En la Figura 4.31 se muestra que,
al igual que en el caso del etanol, las concentraciones de glucosa y fructosa describen casi
exactamente los datos experimentales, diferenciándose en las primeras 12 horas porque ambos
azúcares se consumen un poco más rápido. La concentración de sacarosa también se asemeja
mucho a los datos experimentales y disminuye levemente más rápido a partir de las 72 horas,
debido a que hay un poco más de levaduras entre las 24 y 96 horas (cerca de 0,2 (g/L) más
en su punto máximo).
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Figura 4.30: Concentración de etanol obtenida al simular los modelos
obtenidos al ajustar los parámetros sin y con remuestreo.
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Figura 4.31: Simulación con las C.I. de validación del modelo obtenido
luego de ajustar los parámetros con remuestreo.

Un aspecto interesante de los modelos obtenidos con penalización total (sin y con remues-
treo) es la evolución de la concentración de levaduras cuando glucosa y sacarosa se acaban.
En los gráficos de la Figura 4.32 se muestran las concentraciones de microorganismos obteni-
das estos modelos y su comparación con el modelo original. Se observa que la concentración
de levaduras en los modelos propuestos sigue disminuyendo después de las 120 horas, qué
es el punto a partir del que el modelo original deja de variar. Este descenso es muy lento,
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incluso a las 20.000 horas de simulación siguen quedando levaduras. Como ya se discutió, una
debilidad del modelo original es que los microorganismos deberían empezar a morir cuando
ya no tengan glucosa disponible, por lo que aunque este proceso debería ocurrir más rápido.
De todas formas el objetivo de este trabajo es lograr describir los datos experimentales, in-
dependiente de los errores del modelo utilizado para generarlos.
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Figura 4.32: Concentración de levaduras obtenidas al simular el modelo
obtenido con penalización total (sin y con remuestreo) y su compara-
ción con el modelo original propuesto por Sulieman y col.

En el modelo original cuando la concentración de microorganismos permanece constante
porque ya no hay disponibilidad de glucosa, que fue consumida completamente para producir
etanol, cuya tasa de formación específica sólo se anula en ausencia de glucosa (Ecuación 4.15).
En cambio, la expresión matemática obtenida para qE luego de ejecutar GP con penalización
total (Tabla 4.15) tiene una constante en su numerador: −0, 229 y 0, 272 para los ajustes de
parámetros sin y con remuestreo, respectivamente. Esto hace que todavía quede un poco de
glucosa cuando deja de producirse etanol (qE = 0), porque si G fuera 0 qE no se anularía y
la concentración de etanol seguiría variando. Esta concentración de glucosa es la que hace
que la concentración de levaduras siga disminuyendo muy lentamente según la Ecuación 4.16
porque la concentración de glucosa es muy cercana a 0.

Entonces, conociendo las ecuaciones y observando los datos experimentales se puede de-
ducir que el numerador de la función obtenida al ejecutar GP con penalización no debe tener
la constante en cuestión. Por lo tanto, esta podría eliminarse antes de la etapa de ajuste
de parámetros, lo que probablemente mejoraría la capacidad de generalización del modelo.
Este es otro ejemplo de cómo el conocimiento previo que se tiene sobre el fenómeno, en este
caso las ecuaciones conocidas, permite guiar la búsqueda de la expresión matemática para el
bloque faltante.

79



4.2.8. Análisis del mejor modelo obtenido
Cómo se introdujo en la Sección 2.2.2, este caso de estudio se basa en el sistema de

ecuaciones propuesto por Sulieman y col. (2018) [46], representado por las Ecuaciones 4.22-
4.27. El objetivo de este caso fue identificar una expresión matemática para la tasa específica
de producción de etanol (qE).

dX

dt
= µ ·X (4.22)

µ = µmax · (
G

KG +G
) · (1− E

Em

) (4.23)

dS

dt
= −αs · (

S

KS + S
) ·X (4.24)

dG

dt
= αs · (

S

KS + S
) ·X · YG/S − qE ·X ·

1
YX/G

(4.25)

dF

dt
= αs · (

S

KS + S
) ·X · YF/S − qE ·X ·

R

YX/G

(4.26)

dE

dt
= qE ·X ·

YE/G

YX/G

· (R + 1) (4.27)

La mejor expresión para qE se obtuvo al ejecutar el algortimo GP con penalización par-
cial por la ausencia de la variable de concentración de etanol (E). Dicha expresión tiene la
estructura mostrada en la Ecuación 4.28 y sus parámetros se presentan en la Tabla 4.17.

qE = p1 ·G+ p2 · E ·G
p3 ·G+ p4

(4.28)

Tabla 4.17: Parámetros del mejor modelo obtenido.

Parámetro p-value IC (95%)

p1 = 134 2,53 ·10−9 ±4, 12
p2 = −2, 53 2 ±0, 758
p3 = 2651 1,95 ·10−9 ±810
p4 = 16, 4 0,986 ±1895

El análisis realizado consiste en simular el modelo obtenido con las condiciones iniciales
de entrenamiento y con las de validación. Luego, se anula uno de los parámetros (Tabla 4.17)
y se simula con ambos conjuntos de condiciones iniciales. Posteriormente, se comparan cada
uno de los casos en que se anuló un parámetro con el modelo original. Estas comparaciones
se muestran ntre la Figura 4.33 y la Figura 4.40. La Figura 4.33 presenta la simulación con
las condiciones iniciales de entrenamiento del caso en que p1 = 0 y la Figura 4.34 presenta el
mismo caso con las C.I. de validación.
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Figura 4.33: Comparación entre el mejor modelo obtenido y dicho mo-
delo con p1 = 0. Simulación con las C.I. de entrenamiento.
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Figura 4.34: Comparación entre el mejor modelo obtenido y dicho mo-
delo con p1 = 0. Simulación con las C.I. de validación.

Tanto en la Figura 4.33 como en la Figura 4.34 se observa que la principal diferencia con
el modelo obtenido originalmente es que cuando p1 = 0 no se forma etanol. Como se muestra
en la Ecuación 4.29, cuando se anula p1 la tasa específica de de producción de etanol queda
dependiendo directamente de E, que inicialmente es cero en el caso de entrenamiento y en el
de validación. Por lo tanto, en ambos casos qE y E se mantienen nulos por las 168 horas de
simulación, y la evolución de las concentraciones de las demás especies es una consecuencia
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de ello. Entonces, p1 es fundamental para la producción de etanol, ya que permite qE sea
mayor que cero cuando la concentración de este producto es nula.

qE = p2 · E ·G
p3 ·G+ p4

(4.29)

Como se muestra en la Ecuación 4.30, si se anula p2 la tasa específica de producción de
etanol tiene la estructura del modelo de Michaelis-Menten sin inhibición. Entonces, p2 es el
parámetro que da cuenta de la inhibición por producto.

qE = p1 ·G
p3 ·G+ p4

(4.30)

La Figura 4.35 y la Figura 4.36 presentan las simulaciones del caso en que p2 = 0 con
las condiciones iniciales de entrenamiento y con las C.I. de validación, respectivamente. En
la Figura 4.35 se observa que la producción de etanol es más rápida, por lo que glucosa y
fructosa se consumen más rápido. Otra consecuencia de la mayor producción de E es que se
llega antes a la concentración umbral de etanol a partir de la cuál se comienza a producir
muerte celular (Em = 18 g/L, Ecuación 4.23), por lo que la concentración de microorganismos
comienza a descender antes, teniendo un comportamiento similar al mostrado en la Figura
4.32 en la Sección 4.2.7, debido a la lenta hidrólisis de sacarosa (recordar que en este modelo
la muerte celular depende de la presencia de glucosa, como lo muestra la Ecuación 4.23).
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Figura 4.35: Comparación entre el mejor modelo obtenido y dicho mo-
delo con p2 = 0. Simulación con las C.I. de entrenamiento.

En el caso de la Figura 4.36, cuando p2 = 0 la producción inicial de etanol es ligeramente
más rápida que en el modelo original. Por lo tanto, el consumo de G y F también es ligera-
mente mayor, lo que provoca que la glucosa se acabe más rápido, por lo que la concentración
de microorganismos es un poco menor en ese instante. Esto genera que la hidrólisis de sa-
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carosa en glucosa y fructosa sea ligeramente más lenta luego de ese punto, por lo que E se
produce más lento.
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Figura 4.36: Comparación entre el mejor modelo obtenido y dicho mo-
delo con p2 = 0. Simulación con las C.I. de validación.

Como se muestra en la Ecuación 4.31, cuando se anula el parámetro p3, que originalmente
tiene el valor de 2651, la expresión matemática de qE queda sin variables en su denominador,
por lo que es mayor que en el modelo obtenido previamente. Además, como inicialmente la
concentración de etanol es cero, al principio de la simulación qE no es afectado por el término
inhibitorio p′2 · E · G, por lo que es aún mayor (recordando que p′2 es negativo). El efecto
de esto se puede observar en la, que Figura 4.37 presenta la simulación con las condiciones
iniciales de entrenamiento del caso en que p3 = 0, y en la Figura 4.38, que presenta dicho
caso simulado con las condiciones iniciales de validación.

qE = p1 ·G+ p2 · E ·G
p4

= p1

p4
·G+ p2

p4
· E ·G = p′1 ·G+ p′2 · E ·G (4.31)

Debido a los cambios ocurridos con qE cuando p3 = 0, tanto para las C.I. de entrenamien-
to como de validación, la glucosa se consume completamente al inicio de la simulación, lo que
provoca un rápido aumento de la concentración de etanol. Luego, a medida que se va pro-
duciendo glucosa a partir de la hidrólisis de sacarosa, esta se consume inmediatamente para
generar etanol. En la Figura 4.37, E sobrepasa la concentración umbral de etanol a partir de
la cuál se comienza a producir muerte celular (Em = 18 g/L, Ecuación 4.23), por lo que la
concentración de microorganismos comienza a descender, y en consecuencia, la hidrólisis de
sacarosa se hace más lenta que en el modelo obtenido originalmente.

83



0 24 48 72 96 120 144 168
Tiempo [h]

0

10

20

30

40

50

60

70

Co
nc

en
tra

ció
n 

[g
/L

]

Sacarosa
Glucosa
Fructosa
Etanol
Modelo obtenido
p3 = 0

0 24 48 72 96 120 144 168
Tiempo [h]

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

Co
nc

en
tra

ció
n 

[g
/L

]

Levaduras
Modelo obtenido
p3 = 0

Figura 4.37: Comparación entre el mejor modelo obtenido y dicho mo-
delo con p3 = 0. Simulación con las C.I. de entrenamiento.

En la Figura 4.38, debido a que la glucosa se consume rápidamente para producir etanol
la concentración de microorganismos aumenta mucho menos que en el modelo original. Esto
hace que la síntesis de glucosa y fructosa a partir de sacarosa sea más lenta, haciendo más
lenta la producción de etanol. Cuando se sobrepasan los 18 g/L de etanol, las levaduras
comienzan a morir hasta que se acaba la sacarosa y no se puede formar más glucosa.
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Figura 4.38: Comparación entre el mejor modelo obtenido y dicho mo-
delo con p3 = 0. Simulación con las C.I. de validación.
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Figura 4.39: Comparación entre el mejor modelo obtenido y dicho mo-
delo con p4 = 0. Simulación con las C.I. de entrenamiento.

La Figura 4.39, la Figura 4.40 y la Figura 4.41 muestran el estudio del efecto de anular
el parámetro p4. En la simulación con condiciones iniciales de entrenamiento (Figura 4.39)
se observa que el modelo obtenido originalmente y el modelo con p4 = 0 tienen un compor-
tamiento casi idéntico. Lo mismo ocurre en las primeras 7 horas (aprox.) de la simulación
con las C.I. de validación (Figura 4.40), pero como se aprecia de mejor manera en la Figura
4.41, luego de ese tiempo la simulación del caso en que p4 = 0 se detiene, coincidiendo con
el momento en que la concentración de glucosa llega a cero. Esto se explica con la Ecuación
4.32, que representa al modelo obtenido con p4 = 0, en el que qE se indetermina cuando
G es cero. Por lo tanto, el principal efecto de p4 en el modelo obtenido es evitar que qE se
indetermine cuando la concentración de glucosa es cero.

qE = p1 ·G+ p2 · E ·G
p3 ·G

(4.32)
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Figura 4.40: Comparación entre el mejor modelo obtenido y dicho mo-
delo con p4 = 0. Simulación con las C.I. de validación.
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Figura 4.41: Efecto de anular el parámetro p4 en la simulación del
modelo obtenido con la condiciones iniciales de validación.
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4.2.9. Limitaciones de la metodología propuesta
Para poder obtener los resultados del caso de estudio 2 fue necesario conocer 5 ecuaciones

y 10 constantes para poder obtener resultados. Esta es una clara evidencia de que la principal
limitación de la metodología planteada es que sólo se puede identificar un bloque faltante,
haciendo que el conocimiento previo sobre el sistema sea un requisito fundamental para el
funcionamiento del algoritmo. De igual manera, el sistema estudiado puede ser considerado
poco realista, debido a que el bloque desconocido (qE) tiene exactamente la misma estructura
que otra expresión que sí se conoce (µ). Ambas expresiones sólo se diferencian en el valor de
un parámetro (Em y E ′m), por lo que si no se conoce una es muy poco probable que se conozca
la otra. Un caso más realista sería considerar tanto qE y µ como bloques desconocidos, lo que
no es realizable con la metodología propuesta. Por lo tanto, los resultados obtenidos demues-
tran que esta metodología es útil para identificar bloques desconocidos, pero sólo en casos
específicos en los que se tiene un amplio conocimiento del modelo, tanto de las ecuaciones
como de los valores de los parámetros que lo componen, y sólo se necesita identificar una
función específica.

En la metodología propuesta se utilizan dos conjuntos de datos (entrenamiento y valida-
ción) obtenidos al hacer dos experimentos con condiciones iniciales distintas. La necesidad
de tener este segundo set de datos puede ser una limitante en casos en que por motivos de
costos, no disponibilidad de tiempo o dificultades técnicas no sea posible realizar más de un
experimento. En caso de no contar con dos conjuntos obtenidos a partir de distintas condi-
ciones se puede intentar identificar el bloque faltante extrayendo un porcentaje de datos de
entrenamiento para utilizarlos en la etapa de validación. Sin embargo, en los casos de estudio
se evidenció que cuando el modelo obtenido se sobreajusta a los datos de entrenamiento des-
cribe de buena manera el fenómeno estudiado en las condiciones en que dichos datos fueron
obtenidos, por lo que es posible que no se pueda detectar el sobreajuste con los datos usados
para validarlo. Otra solución es recurrir a técnicas de validación cruzada y ajuste de pará-
metros con remuestreo, que se demostró puede mejorar la capacidad de generalización, pero
no se tendría certeza de su efectividad, por no poder medir el error en condiciones distintas
a las de entrenamiento. Por lo tanto, la mejor forma de certificar que el modelo obtenido es
generalizado es mediante su comparación con un conjunto de validación obtenido operando
bajo distintas condiciones.

Otra limitación que también se relaciona con los conjuntos de datos es el error en las
condiciones iniciales de validación. Se presentó la optimización de las condiciones iniciales
como una manera efectiva de lidiar con el error en las C.I. de entrenamiento, pero esta meto-
dología no puede ser utilizada en la validación de los modelos propuestos, por lo que es muy
importante que los datos de validación tengan el menor error que sea posible en sus C.I. para
medir la capacidad de generalización de los resultados.
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4.2.10. Posibles mejoras a la metodología propuesta
Una posible manera de mejorar esta metodología es utilizar la estrategia de fracciona-

miento o partición (partitioning), propuesta por Bongard y Lipson (2007), en la etapa de
identificación de la estructura del bloque faltante [126]. Cuando se utiliza la partición, en
lugar de resolver el sistema de ecuaciones que describe a todas las variables en conjunto, se
integra la ecuación que representa a una variable sustituyendo las referencias a las demás
variables por los valores experimentales de estas. De esta manera se resuelve la limitación
de necesitar toda la información sobre las ecuaciones que describen a las demás variables
e incluso es posible identificarlas a todas simultáneamente. Para implementar el fracciona-
miento se debe diseñar una nueva función de fitness que integre la ecuación de los individuos
reemplazando las demás referencias a otras variables por los datos experimentales correspon-
dientes. La desventaja de este método es que se deben tener datos experimentales para todas
las variables del sistema, mientras que en la metodología utilizada basta con tener datos
de una variable para calcular el fitness de cada individuo, como en este caso de estudio en
que sólo se utilizó la concentración de etanol (igualmente se usó el resto de los datos para
estudiar el comportamiento del fenómeno estudiado). Otra desventaja es que se debe editar
el funcionamiento de la caja de herramientas GPLAB o implementar el algoritmo desde cero,
pues GPLAB está diseñada para identificar sólo una función por repetición.

En caso de necesitar mejorar la capacidad de generalización en la etapa de ejecución del
algoritmo GP se modificar la función de evaluación diseñada y agregar alguna técnica de re-
muestreo, como la técnica de muestreo aleatorio (RST), que consiste en calcular el fitness de
los individuos utilizando en cada generación distintos subconjuntos de datos, seleccionados
aleatoriamente a partir de los datos de entrenamiento [112]. Otra alternativa es el backwar-
ding, que consiste en utilizar dos conjuntos de datos distintos en cada generación, uno para
calcular el fitness de los individuos y otro para calcular un fitness de validación del mejor
individuo (M.I.) [123]. El fitness de validación se calcula sólo para los individuos que tengan
mejor fitness que el M.I., y este último será reemplazado sólo si tiene peor fitness y peor fitness
de validación que un nuevo individuo. Esta opción también tiene la limitación descrita en la
sección anterior de necesitar más de un conjunto de datos experimentales. Además, requiere
que se edite el funcionamiento del algortimo GP en GPLAB, para cambiar su método de
selección del mejor individuo. Ambas opciones descritas también pueden ayudar a disminuir
la aparición de variables innecesarias, reduciendo la complejidad del modelo.
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Capítulo 5

Conclusiones

El objetivo de este trabajo fue desarrollar y evaluar una metodología que permita propo-
ner funciones o bloques faltantes en modelos matemáticos diferenciales de sistemas biológicos
utilizando el algoritmo de programación genética (GP). Se diseñó una función de evaluación
que para GP que se encarga de formar el sistema de ecuaciones del fenómeno estudiado a
partir de la expresión matemática propuesta por cada individuo, resolverlo y comparar los
resultados con los datos experimentales.

La validación de los modelos matemáticos propuestos es de vital importancia para ase-
gurarse de su capacidad de generalización y para descartar los casos de sobreajuste. Para
esto es necesario contar con conjunto de datos experimentales de validación obtenidos en
condiciones distintas que los de entrenamiento.

En el primer caso de estudio, se evidenció que el tamaño de población debe ser los sufi-
cientemente amplio como para garantizar la convergencia del algoritmo, pero se debe evitar
utilizar poblaciones muy grandes porque pueden hacer que el algoritmo tarde un tiempo in-
necesariamente largo en ejecutarse. También, se observó que los cambios más significativos al
mejor individuo ocurren en las generaciones más tempranas, y que luego de la generación 50
la esto la probabilidad de encontrar mejores soluciones disminuye notablemente. Por lo tanto,
es recomendable privilegiar un aumento del tamaño de la población por sobre el número de
generaciones en caso de no obtener los resultados deseados en una primera iteración.

En el segundo caso de estudio se tuvo un peor desempeño que en el primero. Fue necesario
utilizar la penalización por ausencia de variable para obtener resultados generalizados. La
penalización parcial tuvo mejor desempeño que la penalización total. Además, se puede me-
jorar la capacidad de generalización utilizando remuestreo en el ajuste de parámetros. Otra
manera de utilizar conocimiento extra sobre el fenómeno estudiado es la inclusión de una
parte conocida del bloque faltante, que permite obtener mejores resultados en menos tiempo.

Se obtuvieron resultados aceptables incluso cuando los datos experimentales presentaron
error. En estos casos es necesario conocer las condiciones iniciales sin error de datos de entre-
namiento para poder optimizar los parámetros. En caso de no tenerlas pueden incluirse como
parámetros a optimizar. Lo que sí es fundamental es que las C.I. de validación no tengan
error para poder medir la capacidad de generalización de los modelos propuestos.
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La principal limitación de la metodología propuesta es que se necesita conocer las ecua-
ciones de todas las variables del sistema, sus parámetros y su relación con el bloque faltante
para poder aplicarla. Por lo que es utilizable sólo en casos específicos en que se tiene gran
nivel de conocimiento sobre el problema, pero se desconoce una función (o bloque faltante).

Finalmente, la aplicación de esta metodología no sólo se restringe a la identificación de
modelos diferenciales de sistemas biológicos sino que también puede ser utilizada en problemas
de otras áreas del conocimiento o disciplinas.
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Anexo A

Análisis estadístico de los parámetros
en resultados del caso de estudio 1

El análisis estadístico de los parámetros en cada uno de los modelos obtenidos en el caso
de estudio 1 consistió en obtener su p-value, y luego, en caso de obtener algún valor mayor
que 0,5, se realiza nuevamente el ajuste de parámetros, eliminando el parámetro cuyo p-value
es mayor a 0,5, si hay más de uno se elimina el mayor. Si el nuevo fitness ajustado es igual
o menor que el que se tenía previamente, entonces dicho parámetro puede ser eliminado, en
caso contrario se mantiene. El proceso se realiza hasta que no se puedan eliminar parámetros.

A.1. Estudio del efecto del tamaño de la población

Tabla A.1: Análisis estadístico 100 individuos.

Expresión Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
ajustado validación

p1 · S + p2 ·X + p3 · S ·X
p4 · S + p5

9, 18 · 10−8 3, 23 · 10−6

p1 = 1, 02 · 10−5 0,716 ±5, 64 · 10−5

p2 = −3, 41 · 10−8 1 ±7, 00 · 10−5

p3 = 0, 400 0 ±9, 69 · 10−5

p4 = 1, 00 0 ±3, 10 · 10−4

p5 = 0, 300 0 ±8, 92 · 10−4

p1 · S + p3 · S ·X
p4 · S + p5

1, 99 · 10−8 6, 89 · 10−6

p1 = 1, 04 · 10−5 0,712 ±5, 63 · 10−5

p3 = 0, 400 0 ±9, 66 · 10−5

p4 = 1, 00 0 ±3, 09 · 10−4

p5 = 0, 300 0 ±8, 71 · 10−4

p3 · S ·X
p4 · S + p5

1, 74 · 10−8 4, 61 · 10−6
p3 = 0, 400 0 ±3, 29 · 10−5

p4 = 1, 00 0 ±9, 12 · 10−5

p5 = 0, 300 0 ±2, 13 · 10−4
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Tabla A.2: Análisis estadístico 150 individuos.

Expresión Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
ajustado validación

p1 · S ·X
p2 · S + p3 ·X + p4

2, 09 · 10−8 2, 97 · 10−6

p1 = 0, 400 0 ±0, 0169
p2 = 1, 00 0 ±0, 0503

p3 = −1, 58 · 10−7 1 ±0, 0739
p4 = 0, 300 0,833 ±2, 86

p1 · S ·X
p2 · S + p4

1, 74 · 10−8 4, 61 · 10−6
p1 = 0, 400 0 ±3, 29 · 10−5

p2 = 1, 00 0 ±9, 12 · 10−5

p4 = 0, 300 0 ±2, 13 · 10−4

Tabla A.3: Análisis estadístico 500 individuos.

Expresión Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
ajustado validación

p1 ·X + p2 · S ·X
p3 · S + p4

1, 76 · 10−8 5, 12 · 10−6

p1 = 2, 31 · 10−6 0,878 ±3, 02 · 10−5

p2 = 0, 400 0 ±3, 33 · 10−5

p3 = 1, 00 0 ±9, 25 · 10−5

p4 = 0, 300 0 ±2, 31 · 10−4

p2 · S ·X
p3 · S + p4

1, 74 · 10−8 4, 61 · 10−6
p2 = 0, 400 0 ±3, 29 · 10−5

p3 = 1, 00 0 ±9, 12 · 10−5

p4 = 0, 300 0 ±2, 13 · 10−4

Tabla A.4: Análisis estadístico 750 individuos.

Expresión Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
ajustado validación

p1 ·X + p2 · S ·X
p3 · S + p4

1, 77 · 10−8 5, 15 · 10−6

p1 = 6, 71 · 10−7 0,965 ±3, 07 · 10−5

p2 = 0, 400 0 ±3, 39 · 10−5

p3 = 1, 00 0 ±9, 40 · 10−5

p4 = 0, 300 0 ±2, 34 · 10−4

p2 · S ·X
p3 · S + p4

1, 74 · 10−8 4, 61 · 10−6
p2 = 0, 400 0 ±3, 29 · 10−5

p3 = 1, 00 0 ±9, 12 · 10−5

p4 = 0, 300 0 ±2, 13 · 10−4
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Tabla A.5: Análisis estadístico 1000 individuos.

Expresión Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
ajustado validación

p1 · S ·X
p2 · S + p3 ·X + p4

1, 78 · 10−8 5, 06 · 10−6

p1 = 0, 400 0 ±0, 00873
p2 = 1, 00 0 ±0, 0259

p3 = −4, 88 · 10−7 1 ±0, 0381
p4 = 0, 300 0,682 ±1, 48

p1 · S ·X
p2 · S + p4

1, 74 · 10−8 4, 61 · 10−6
p1 = 0, 400 0 ±3, 29 · 10−5

p2 = 1, 00 0 ±9, 12 · 10−5

p4 = 0, 300 0 ±2, 13 · 10−4
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A.2. Estudio del efecto del error en los datos experi-
mentales

Tabla A.6: Análisis estadístico error ±0, 5.

Expresión Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
ajustado validación

p1 · S ·X2

p2 · S ·X + p3 ·X + p4
0, 112 0,0868

p1 = 0, 736 9,03 ·10−9 ±0, 202
p2 = 1, 84 1,16 ·10−6 ±0, 642
p3 = 0, 555 0,479 ±1, 57
p4 = 0, 0253 0,995 ±8, 79

p1 · S ·X2

p2 · S ·X + p3 ·X
0, 105 0, 196

p1 = 0, 743 7,55 ·10−15 ±0, 122
p2 = 1, 87 3,47 ·10−13 ±0, 349
p3 = 0, 362 0,467 ±0, 997

Tabla A.7: Análisis estadístico error ±1.

Expresión Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
ajustado validación

p1 · S + p2 · S ·X2

p3 · S ·X + p4 ·X
0, 347 0,393

p1 = 0, 0584 0,739 ±0, 352
p2 = 0, 798 0,0151 ±0, 634
p3 = 2, 00 0,0318 ±1, 82
p4 = 0, 926 0,540 ±3, 04

p2 · S ·X2

p3 · S ·X + p4 ·X
0, 347 0, 357

p2 = 0, 316 0,00310 ±0, 202
p3 = 0, 780 0,00535 ±0, 534
p4 = 0, 432 0,217 ±0, 697

Tabla A.8: Análisis estadístico error ±1, 5.

Expresión Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
ajustado validación

p1 · S ·X
p2 · S + p3 · S ·X + p4

0, 775 0,827

p1 = 1, 13 0,276 ±0, 207
p2 = 2, 84 0,310 ±5, 58

p3 = −6, 55 · 10−4 1,02 ±0, 0501
p4 = 0, 847 0,909 ±15, 0

p1 · S ·X
p2 · S + p4

0, 721 0, 863
p1 = 0, 527 9,91 ·10−7 ±0, 183
p2 = 1, 31 8,76 ·10−6 ±0, 517
p4 = 0, 420 0,621 ±1, 71
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Tabla A.9: Análisis estadístico error ±0, 5 con ajuste de condiciones
iniciales (X0 y S0).

Expresión Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
ajustado validación

p1 · S ·X2

p2 · S ·X + p3 ·X + p4
0, 0925 0,597

X0 = 0, 896 8,01 ·10−8 ±0, 269
S0 = 30, 16 0 ±0, 280
p1 = 0, 681 0 ±0, 0530
p2 = 1, 71 8,21 ·10−15 ±0, 270
p3 = 0, 352 0,594 ±1, 33
p4 = −4, 40 1,32 ±21, 4

p1 · S ·X2

p2 · S ·X + p3 ·X
0, 0931 2,14

X0 = 0, 949 0 ±0, 079
S0 = 30, 12 0 ±0, 187
p1 = 0, 695 0 ±0, 0848
p2 = 1, 72 2,86 ·10−14 ±0, 288
p3 = 0, 358 0,570 ±1, 27

Tabla A.10: Análisis estadístico error ±1 con ajuste de condiciones
iniciales (X0 y S0).

Expresión Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
ajustado validación

p1 · S + p2 · S ·X2

p3 · S ·X + p4 ·X
0, 361 0,439

X0 = 1, 13 0,00143 ±0, 662
S0 = 29, 95 0 ±0, 636
p1 = −0, 357 1,29 ±1, 93
p2 = 1, 15 0,0101 ±0, 858
p3 = 2, 81 0,0261 ±2, 45
p4 = 1, 70 0,460 ±4, 62

p2 · S ·X2

p3 · S ·X + p4 ·X
0, 351 0,925

X0 = 1, 01 1,55 ·10−14 ±0, 165
S0 = 30, 05 0 ±0, 364
p2 = 1, 03 0,00185 ±0, 845
p3 = 2, 54 0,00345 ±2, 35
p4 = 1, 40 0,432 ±35, 8
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Tabla A.11: Análisis estadístico error ±1, 5 con ajuste de condiciones
iniciales (X0 y S0).

Expresión Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
ajustado validación

p1 · S ·X
p2 · S ·X + p3 · S + p4

0, 640 9,15

X0 = 1, 01 2,42 ·10−16 ±0, 366
S0 = 30, 16 0 ±0, 577
p1 = 1, 46 0,661 ±6, 71

p2 = 2, 79 · 10−5 0,999 ±0, 120
p3 = 3, 49 0,673 ±16, 6
p4 = 4, 82 0,567 ±16, 9

p1 · S ·X
p3 · S + p4

0, 640 9,23

X0 = 1, 01 2,99 ·10−10 ±0, 239
S0 = 30, 16 0 ±0, 521
p1 = 1, 48 0,352 ±3, 18
p3 = 3, 53 0,389 ±8, 22
p4 = 4, 89 0,0894 ±5, 69
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Anexo B

Análisis estadístico de los parámetros
en resultados del caso de estudio 2

El análisis estadístico de los parámetros en cada uno de los modelos obtenidos en el caso
de estudio 1 consistió en obtener su p-value, y luego, en caso de obtener algún valor mayor
que 0,5, se realiza nuevamente el ajuste de parámetros, eliminando el parámetro cuyo p-value
es mayor a 0,5, si hay más de uno se elimina el mayor. Si el nuevo fitness ajustado es igual
o menor que el que se tenía previamente, entonces dicho parámetro puede ser eliminado, en
caso contrario se mantiene. El proceso se realiza hasta que no se puedan eliminar parámetros.

B.1. Primera iteración

Tabla B.1: Análisis primera iteración.

Expresión Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
ajustado validación

p1 ·G
p2 ·G+ p3 ·G ·X + p4

0, 138 7,19

p1 = 2, 78 0,0150 ±2, 23
p2 = 13, 5 0,0381 ±12, 8
p3 = 18, 0 0,0101 ±13, 6
p4 = 985 0,0133 ±776
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B.2. Segunda iteración

Tabla B.2: Análisis segunda iteración.

Expresión Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
ajustado validación

p1 ·G+ p2 ·G2

p3 ·G+ p4 ·X + p5 ·G · S 0, 0949 4,05

p1 = 2, 68 0,00581 ±2, 77
p2 = 0, 0691 0,396 ±0, 161
p3 = 190 6,76 ·10−4 ±108
p4 = 77, 0 0,642 ±327
p5 = −5, 36 1,32 ±25, 5

p1 ·G+ p2 ·G2

p3 ·G+ p4 ·X
0, 0949 5,75

p1 = 2, 17 0,0421 ±2, 09
p2 = 0, 0698 0,0488 ±0, 00694
p3 = 128 0,0474 ±126
p4 = 96, 0 0,0474 ±9, 48
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B.3. Efecto de la penalización por ausencia de variable

Tabla B.3: Análisis penalización parcial.

Expresión Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
ajustado validación

p1 ·G+ p2 · E ·G+ p3

p4 ·G+ p5
0, 102 0,0649

p1 = 134 0,0148 ±107
p2 = −2, 53 1,88 ±3, 21

p3 = −8, 47 · 10−6 1 ±5995
p4 = 2651 0,0515 ±2668
p5 = 16, 4 1 ±413342

p1 ·G+ p3

p4 ·G+ p5
0, 377 4,78

p1 = 167 0,377 ±374
p3 = −8, 47 · 10−6 1 ±427

p4 = 2869 0,387 ±6535
p5 = 63582 0,338 ±130867

p1 ·G+ p2 · E ·G
p4 ·G+ p5

0, 102 0,0649

p1 = 134 2,53 ·10−9 ±4, 12
p2 = −2, 53 2 ±0, 758
p4 = 2651 1,95 ·10−9 ±810
p5 = 16, 4 0,986 ±1895

p1 ·G
p4 ·G+ p5

0, 301 4,78
p1 = 1743 0,321 ±3466
p4 = 29877 0,320 ±59235
p5 = 662051 0,315 ±1297670

p1 ·G+ p2 · E ·G
p4 ·G

0, 301 4,78
p1 = 182 1,14 ·10−9 ±54, 7
p2 = −3, 44 2 ±1, 03
p4 = 3610 9,29 ·10−10 ±1079

En este caso se dejan los parámetros presentes en la tercera fila, puesto que en las siguien-
tes filas se obtiene un fitness ajustado mayor.
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Tabla B.4: Análisis penalización total.

Expresión Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
ajustado validación

p1 ·G + p2 ·G2 + p3 · E ·G2 + p4 · E ·G + p5
p6 · E ·G + p7

0, 107 1,79

p1 = 62, 7 0,999 ±70656
p2 = −0, 0544 1 ±1084
p3 = 4, 03 0,401 ±9, 46
p4 = 119 0,888 ±1666

p5 = −0, 229 1 ±899
p6 = 7660 0,463 ±20593
p7 = 0, 234 0,999 ±600

p1 ·G+ p3 · E ·G2 + p4 · E ·G+ p5

p6 · E ·G+ p7
0, 0938 2,22

p1 = 26, 3 0,626 ±107
p3 = 3, 87 0,070 ±4, 19
p4 = 115 0,090 ±133

p5 = −0, 334 1 ±5251
p6 = 7357 0,0739 ±8078
p7 = 0, 252 0,999 ±290

p1 ·G+ p3 · E ·G2 + p4 · E ·G
p6 · E ·G+ p7

0, 0938 2,22

p1 = 26, 3 0,626 ±107
p3 = 3, 87 0,070 ±4, 19
p4 = 115 0,090 ±133
p6 = 7357 0,0739 ±8078
p7 = 0, 252 0,999 ±290
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B.4. Ajuste de parámetros con remuestreo

Tabla B.5: Análisis ajuste de parámetros con remuestreo.

Expresión Fitness Fitness Parámetro p-value IC (95%)
ajustado validación

p1 ·G + p2 ·G2 + p3 · E ·G2 + p4 · E ·G + p5
p6 · E ·G + p7

0, 727 0,147

p1 = 1071 0,843 ±10677
p2 = −0, 304 1 ±174
p3 = 0, 110 0,969 ±5, 67
p4 = 140 0,437 ±356
p5 = 0, 272 1 ±33441
p6 = 6623 2,07 ·10−4 ±3427
p7 = 1377 0,999 ±1, 64 · 106

p1 ·G+ p3 · E ·G2 + p4 · E ·G+ p5

p6 · E ·G+ p7
0, 296 1,71

p1 = 5884 0,648 ±2544
p3 = 2, 39 0,588 ±8, 69
p4 = 17, 1 0,530 ±537
p5 = −1, 06 1 ±25041
p6 = 8812 0,525 ±27385
p7 = 13229 0,986 ±1, 46 · 106

p1 ·G+ p3 · E ·G2 + p4 · E ·G
p6 · E ·G+ p7

0, 160 1,43

p1 = 129 0,185 ±192
p3 = 7, 76 0,147 ±10, 5
p4 = 290 0,144 ±391
p6 = 16727 0,144 ±22534
p7 = 9, 50 0,999 ±22412
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