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RESUMEN DE LA MEMORIA PARA OPTAR

AL TITULO DE INGENIERO CIVIL MATEMATICO
POR: RICARDO EMMANUEL ARANCIBIA CASTILLO
FECHA: 2021

PROF. GUIA: JOSE SOTO SAN MARTIN

ALGORITMOS PARA VARIANTES DEL PROBLEMA DE MINIMIZAR
LA SUMA DE LOS K MAYORES RETRASOS DE TRABAJOS EN AGENDAMIENTOS
EN UNA MAQUINA

El problema de minimizar k-sum lateness en una maquina es una generalizacion de los proble-
mas de minimizar mazximum lateness y total lateness, casos que se recuperan cuando k£ = 1
y k = n respectivamente, y consiste en encontrar un agendamiento de n trabajos en una
méquina, que minimice la suma de los £ mayores lateness. Podemos resolver el problema de
minimizar mazximum lateness en tiempo polinomial mediante una regla de despacho simple
que prioriza los trabajos de menor a mayor deadline, mientras que para resolver el problema
de minimizar total lateness se priorizan los trabajos de acuerdo a sus tiempos de proceso, de
menor a mayor.

A diferencia de los casos particulares anteriores, para el problema general del k-sum la-
teness mostramos que no existen reglas de despacho simples que permitan encontrar un
agendamiento 6ptimo priorizando los trabajos ni segin sus tiempos de proceso ni segiin sus
deadlines. En esta tesis realizamos un estudio robusto del problema de k-sum lateness y
presentamos algoritmos polinomiales para tres variantes importantes del problema. Cuando
k es una constante fija, mostramos que el problema puede ser resuelto en tiempo O(n?1)
extendiendo el trabajo de Woeginger [12] para k-sum tardiness. Cuando hay a lo mas una
cantidad P constante de tiempos de proceso distintos, reformulamos el problema de k-sum
lateness como uno de optimizacién a dos niveles que puede ser resuelto en tiempo O(n?F+5).
Finalmente, cuando hay a lo mas una cantidad D constante de deadlines distintos, mostramos
una serie de resultados estructurales de agendamientos 6ptimos que nos permiten resolver el
problema en tiempo O(n3P*1D).
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Capitulo 1

Introducciéon: El k-sum lateness problem

Dos problemas clasicos en Investigacion de Operaciones y Ciencias de la Computacion
son el de agendar trabajos, cada uno con un tiempo de proceso y un deadline dado, en una
sola maquina de modo tal de minimizar el retraso maximo (maximum lateness) o el retraso
total (total lateness), siendo el lateness de un trabajo su tiempo de completacion menos su
deadline.

Cabe notar que estas cantidades pueden ser negativas cuando el tiempo de completacion
es menor al deadline. Existen algoritmos polinomiales que solucionan ambos problemas, que
requieren ordenar dichos trabajos segin reglas de despacho. Para el problema de mazimum
lateness se puede encontrar un agendamiento 6ptimo ordenando los trabajos de manera cre-
ciente con su deadline, mientras que para el problema de total lateness, se puede encontrar un
agendamiento 6ptimo ordenando los trabajos de manera creciente con su tiempo de proceso.

En esta tesis estudiaremos una generalizacion de ambos problemas, en la cual para un
parametro k fijo, se desea minimizar la suma de los & mayores retrasos. Llamamos a este
nuevo problema k-sum lateness. Notamos que cuando k£ = 1 se recupera el problema de
maximum lateness y cuando k = n se recupera el de total lateness. Denotaremos por D al
ntimero de deadlines diferentes y por P al nimero de tiempos de proceso diferentes. Los
resultados principales de esta tesis son los siguientes.

Teorema 1.1 FEl problema de minimizar k-sum lateness para n trabajos se puede resolver en
tiempo polinomial O(n**~1), para cada k > 2 fijo.

Teorema 1.2 FEl problema de minimizar k-sum lateness para n trabajos se puede resolver en
tiempo polinomial O(n3P*D), para cada D fijo.

Teorema 1.3 El problema de minimizar k-sum lateness para n trabajos se puede resolver en
tiempo polinomial O(n?*5), para cada P fijo.



Una aplicacién interesante del problema en estudio consiste en la planificacion de entrega
de trabajos, donde para cada trabajo j podemos interpretar (—d;) como su tiempo de envio.
Especificamente, consideramos una colecciéon de trabajos con tiempos de proceso positivos
y deadlines negativos, a agendar en una maquina. En este caso el lateness de cada trabajo
seria la suma de su tiempo de completacion con el tiempo de envio. Asi, con los algoritmos
polinomiales presentados en este trabajo de tesis se puede dar una respuesta al caso de estudio
de minimizar la suma de los k tzempos de entrega, en las variantes mencionadas anteriormente.

1.1. Notacién y preliminares

A lo largo de esta tesis utilizaremos la notacion J = {1,...,n} 6 [n] para denotar la
coleccion de trabajos a agendar en una tnica méquina. Para cada trabajo 7 € J denotamos
por d; € R a su deadline, y por p; > 0 a su tiempo de proceso. A una permutaciéon S de J
le llamamos agendamiento. Usaremos la notacion ¢ <g j si i es igual a j o si ¢ aparece antes
que j en S. Dados A, B C [n] denotamos A <g B si a <g b para todo a € A, b € B. Se
utiliza la notaciéon de intervalos con S como subindice para denotar colecciones de trabajos
consecutivos en el agendamiento. Por ejemplo, [i,j)s son todos los trabajos consecutivos
entre los trabajos ¢ y j en el agendamiento S, incluyendo ¢ y excluyendo j. Cada trabajo
j del agendamiento se procesa en la méquina por p; unidades de tiempo sin interrumpir, y
una vez terminado se comienza a procesar el siguiente trabajo en el agendamiento de forma
inmediata. Denotamos por C(j, S) = >_, . ; pi al tiempo de completacion del trabajo j en S.
A continuacion se presenta un agendamiento de tres trabajos con tiempos de proceso p; = 3,
P2 =4, p3 =5y deadlines dy = 5, dy = 10, d3 = 15, en la mdquina, utilizando un modelo de
Diagrama Gantt, en donde los ntimeros en la parte inferior de la figura denotaran los tiempos
de completacion. También utilizamos alturas sobre los trabajos para ilustrar sus deadlines
cuando sea necesario.

|5 10 15

Figura 1.1: Diagrama de Gantt

Dependiendo de la posicién de un trabajo 5 en un agendamiento S dado, se definen las
siguientes cantidades.

Definiciéon 1.4 (lateness) Se define el lateness de un trabajo j en el agendamiento S como

L(j,S):=C(j,5) —d;.

De la definicién anterior notamos que el lateness de un trabajo podria ser negativo. Otra
funcion objetivo relacionada que es siempre no-negativa es el tardiness. Si bien no la estudia-
remos en detalle, varios trabajos previos que citaremos se basan en ella.



Definicién 1.5 (tardiness) Se define el tardiness de un trabajo j en el agendamiento S como
T(.]a S) = (C(j’ S) - d])-f— - mé“X{C<J7 S) - dja O}

Consideremos las siguientes funciones objetivo.

Definiciéon 1.6 (maximum lateness) Para un agendamiento S dado, se define su maximum
lateness como

Linax(S) :=max L(j, 5).

JjeS

Definicion 1.7 (total lateness) Para un agendamiento S dado, se define su total lateness

oa(S) ==Y L(j, ).

JjeS

El objeto de estudio central de la tesis es la minimizacion de la siguiente funcién objetivo.

Definicion 1.8 Denotamos por o(S) a la suma de los k mayores lateness de trabajos en
S. Equivalentemente,

Al congunto de los k trabajos con mayor lateness le llamamos k-set y lo denotamos por S[k].
St dos trabajos tienen el mismo lateness, serd mds tardio aquel con una posicion mayor en
el agendamiento. Ademds, denotaremos por S[k]® a los trabajos de S que no estan en S[k].

Dependiendo de la funcién objetivo que se quiera minimizar, para algunas de ellas existen
reglas de ordenamiento que llamaremos reglas de despacho, que consisten en ordenar los
trabajos de acuerdo a cierta propiedad de estos generando un agendamiento.

1.1.1. El caso £ = 1: Maximum Lateness

Es posible generar un agendamiento 6ptimo S que minimiza el valor de L, utilizando
la regla de despacho que consiste en ordenar los trabajos en orden creciente de deadlines.
Esta regla se denomina EDD por las siglas Farliest Due Date first [4]. En adelante podemos
suponer que para cada coleccion de trabajos J, la regla EDD entrega un tinico agendamien-
to si entre dos trabajos con el mismo deadline, agendamos primero el trabajo con menor
numeracion. Por ejemplo, en la instancia

| | 1 | 2 | 3 |
d 2 3 2
D 4 5 6

el agendamiento que entrega EDD es (1, 3,2). De esta forma, podemos hablar de el orden dado
por EDD y para simplificar la exposicién y cuando no haya confusion posible, identificaremos
EDD con el orden que da la misma regla.



A continuacion se presenta por completitud la demostracion de que EDD genera un agen-
damiento 6ptimo cuando se estd minimizando L sy.

Teorema 1.9 (/4/, reformulado) La regla de despacho EDD genera un agendamiento dptimo
para el problema de minimizar maximum lateness L ;.

DEMOSTRACION. Sea S un agendamiento 6ptimo para el problema de minimizar L ;. Pro-
baremos que a partir de S podemos construir un agendamiento 6ptimo S’ intercambiando
trabajos adyacentes que no estén ordenados segin la regla DD como en la Figura 1.2.

S’ J i

Figura 1.2: Intercambio trabajos consecutivos.

Si S no esta ordenado segin EDD, sean i, 7 trabajos consecutivos, con i <g 7, tales que
d; > d;. Llamamos S’ al agendamiento obtenido desde S intercambiando los trabajos i y j.
Notemos primero que

vw ¢ {i,j}, L(w,S) = L(w, S), (1.1)

puesto que se mantienen en su misma posicion y sus tiempos de completacion cumplen que
C(w,S) = C(w,S"). Mostraremos ahora que

max{L(:,S"), L(j,5")} < max{L(i,S), L(j,5)}. (1.2)

En efecto, como C(i,5) <

C(y,8) y —d; < —d;, se deduce que L(7,5) < L(j,S5) y luego
méx {L(,5), L(j, S)} = L(j, ).

Solo resta probar que max{L(i,S"), L(j,5")} < L(j,S). Como C(i,5") = C(4,5) y —d; <
—d;, tenemos que L(i,5") < L(j,S). Para ver que L(j,S") < L(j,S), notemos primero que
C(3,8") = C(i,S)—p;+p;. Mas atn, como los tiempos de proceso son no negativos, tendremos
que C(5,5") < C(i,S)+p; = C(4,5). Luego, L(j,S") = C(j,S")—d; < C(j,5)—d;. Es decir,
L(5,5") < L(j,S), concluyendo la demostracion de (1.2).

Luego, de la igualdad (1.1) y de la desigualdad (1.2), tendremos que

Linax(S") < Limax(S). (1.3)

Es decir, el agendamiento S’ también sera 6ptimo para el problema de mazimum lateness.
Se repite el procedimiento anterior hasta que S’ esté ordenado segtin EDD. O

4



1.1.2. El caso k£ = n: Total Lateness

El problema de minimizar total lateness es equivalente a minimizar el tiempo total de
completacion ., C(i, S). En efecto, basta notar que >, L(i,5) = 20,y C(i, S) —d; =
Doicin C6:8) = i di v aue 32, di es una constante, con lo cual los problemas son
equivalentes. Por otro lado, como la regla de despacho Shortest Processing Time first, que
llamaremos SPT, encuentra un agendamiento 6ptimo para el problema de minimizar el tiempo
total de completacion [11], también lo hara para total lateness.

A continuacién se presenta una demostracion de que SPT encuentra un agendamiento
optimo para total lateness, pues ilustra un argumento de intercambio de trabajos que utili-
zaremos frecuentemente a lo largo de la tesis.

Teorema 1.10 (/11], reformulado) La regla de despacho SPT genera un agendamiento op-
timo para el problema de minimizar el total lateness o,.

DEMOSTRACION. Sea S un agendamiento 6ptimo para el problema de minimizar total lateness
o,. Por contradiccion, suponemos que S no esta ordenado segun la regla SPT. Entonces exis-
ten trabajos i, j consecutivos, con i <g j, y tales que p; > p,. Llamamos S" al agendamiento
obtenido de S intercambiando ¢ con j (Figura 1.2). Veremos que 0,,(5") —0,,(S) = p; —p; <0,
lo cual seré una contradiccion con el hecho de que S es ¢6ptimo. En efecto,

donde (1.4) es puesto que C(z,5") = C(j,S). Por otro lado, tenemos que,

L(]v S,) - L(]? S) = C(]? S/) - C(]? S)
=C(,5) —pi+p; —C>,9)

= —Pi
Notamos ahora que
por tanto,
0n(S") — on(S Zth - L(h,S
= ( §') + L(5,5") — (L2, 5) + L(j,9))
=pj —pi <0,
con lo que queda demostrado el resultado. O

1.1.3. El caso general de k-sum lateness

Una regla de despacho simple es una regla que asigna a cada trabajo j una prioridad como
funcion de sus parametros (p;, d;) y que devuelve un agendamiento ordenando los trabajos de

5



mayor a menor prioridad. Como ya vimos, existen reglas de despacho simples que resuelven a
optimalidad los casos k = 1 (mazimum lateness, usando como prioridad —d;) y k = n (total
lateness, usando como prioridad —p;).

Resulta natural entonces preguntarse si existe una regla de despacho simple para resolver
el caso general. El siguiente lema nos muestra que no existe dicha regla ni siquiera para el
caso k = 2.

Lema 1.11 No existe regla de despacho simple para minimizar k-sum lateness.

DEMOSTRACION. En efecto, basta considerar la instancia con n = 3 trabajos y k = 2, con los
siguientes deadlines y tiempos de proceso.

| | ! | 2 | 3 |
d 7 8
P 10 10 9

En la instancia anterior, el agendamiento generado tanto por la regla EDD como por
SPT tiene un valor de 34, mientras el agendamiento 6ptimo S* para el problema de 2-sum
lateness esté representado en la Figura 1.3. con 09(S5*) = 33. Notemos que este agendamiento

0 10 19 29

Figura 1.3: S* 6ptimo para 2-sum lateness con trabajos 1 con d; =7, p; = 10, 2 con dy = 8,
p1=9,3cond3:7,p1:10,

no viene de una regla de despacho simple, puesto que 1 y 2 tienen el mismo deadline y tiempo
de proceso, pero estan separados en S*. O

El lema anterior sugiere que el problema de k-sum lateness es de mayor complejidad pese
a que para los casos kK = 1 y k = n pueden ser resueltos en tiempo polinomial. De hecho,
conjeturamos que el problema k-sum lateness es NP-dificil si k es parte de la entrada. En
este trabajo de tesis se estudian variantes importantes del problema de k-sum lateness que
admiten algoritmos polinomiales.

1.2. Organizacion de la tesis

En el Capitulo 2 estudiamos el problema de k-sum lateness cuando k es constante. Mostra-
remos que cuando k es pequeno, los agendamientos 6ptimos para este problema son similares
a el agendamiento mgpp generado por la regla EDD. En especifico, probaremos que existen



agendamientos 6ptimos que se pueden generar a partir de mgpp moviendo a lo mas k — 1
trabajos de posicion. Con este resultado mostramos en el Teorema 2.5 que el problema puede
ser resuelto en tiempo O(n?~1).

En el Capitulo 3 estudiamos el problema de k-sum lateness cuando el nimero de deadlines
distintos, que denotamos por D a lo largo de la tesis, es constante. La idea central es mostrar
que existen agendamientos 6ptimos para el problema en los cuales si eliminamos los trabajos
del k-set, los trabajos con igual deadline aparecen juntos. A las colecciones de trabajos con
un unico deadline y fuera del k-set las llamaremos lagunas, y probaremos que existe un
agendamiento 6ptimo con a lo mas D lagunas consecutivas distintas. Esto, sumado a otras
ideas estructurales, nos permitira encontrar un algoritmo con complejidad O(n*P*1D) para
resolver el problema.

En el Capitulo 4 estudiamos el caso particular del problema de k-sum lateness cuando
el nimero de tiempos de procesos distintos, que llamaremos P, es constante. Mostraremos
que el problema de k-sum lateness se puede reducir a resolver una cantidad polinomial de
instancias del problema total tardiness. Este tiltimo problema en toda su generalidad es NP-
completo, pero mostramos que cuando P es constante, podemos modificar un algoritmo de
Lawler |7] para resolverlo en tiempo polinomial.

1.3. Trabajo relacionado y estudio bibliografico

Existen reglas de despacho simples que encuentran un agendamiento 6éptimo para proble-
mas, tales como mazimum lateness y total lateness. En especifico, vimos que la regla EDD da
agendamientos 6ptimos para el problema de mazimum lateness [4]. Mas aun, la regla EDD
también encuentra agendamientos 6ptimos para otros problemas en una méquina, como por
ejemplo para minimizar mazimum tardiness [4]. Lawler [6] generaliza este resultado de dos
formas. Primero para funciones generales, en donde cada trabajo tiene una funcién de costo
f;(t) mondtona, no-decreciente en el tiempo ¢ en el que se completa, Lawler propone un al-
goritmo polinomial para minimizar el méaximo de f;(C;). Y segundo, generaliza el algoritmo
para permitir restricciones de precedencias de trabajos.

Por otra parte, Smith [11] resuelve el caso de minimizar el tiempo total de completacion
utilizando la regla SPT, lo que inmediatamente dice que total lateness se puede resolver del
mismo modo. Para funciones objetivo ligeramente mas complicadas los problemas se vuelven
NP-completos, como minimizar total tardiness [1], o minimizar el peso total de trabajos
atrasados [5], que es NP-dificil incluso si todos los trabajos tienen igual deadline. Lawler [7]
encuentra un algoritmo pseudopolinomial para resolver el problema de total tardiness con un
algoritmo basado en un programa dindmico. Mas tarde, Lawler [8] encuentra un esquema de
aprozimacion a tiempo polinomial (PTAS) modificando su algoritmo pseudopolinomial para
el mismo problema.

El concepto de k-sum optimization fue introducido por Gupta y Punnen [2], introducién-
dolo como generalizacién para minsum problems (MSP) y minmaz problems (MMP), estos
tltimos también conocidos como problemas de cuello de botella. En dicho trabajo muestran
que dada una familia de conjuntos de tamano n fijo tales que el MSP (es decir, encontrar
un conjunto factible de peso méximo) se puede resolver para cualquier funcion de peso en
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tiempo polinomial, entonces se puede resolver el problema de encontrar el conjunto factible
que minimice la suma de sus k£ mayores pesos en tiempo polinomial. Més tarde Punnen y
Aneja [10] muestran que la condicion de que todos los conjuntos tengan igual tamano se pue-
de relajar manteniendo el resultado. A lo largo de los anos, Puerto, Rodriguez-Chia y Tamir
[9] estudian diferentes formulaciones del problema de k-sum optimization en sus versiones
continuas y enteras, de forma de poder resolver el problema mediante una minimizaciéon de
un nimero relativamente pequeno de problemas de tipo minsum. En el Capitulo 4 utilizamos
reformulaciones similares a estas para resolver el problema de k-sum lateness para el caso
en que la cantidad de tiempos de proceso distintos es constante. Una funcién objetivo de
tipo k-sum en agendamientos fue estudiada por Woeginger [12]. Sin embargo, en rigor esta
funcién no cae dentro de la definicién de las funciones objetivo dadas por Punnen, puesto que
los pesos de los trabajos (i.e, sus tardiness) no son valores propios del trabajo sino que de-
penden del agendamiento considerado. Woeginger describe un algoritmo para resolver k-sum
tardiness cuando k constante, resultado notable considerando que cuando k& = n, el problema
de total tardiness es NP-completo como fue mostrado por Du y Leung [1].



Capitulo 2

k-sum lateness con k constante

Woeginger [12]| estudia el problema k-sum tardiness que busca minimizar la suma de
los k£ mayores tardiness de un agendamiento. El resultado principal de Woeginger es un
algoritmo para el problema de k-sum tardiness, con k fijo, de complejidad O(n?*~1), donde n
representa el ntiimero de trabajos a agendar. Este algoritmo se basa en la idea de que existe
un agendamiento 6ptimo para k-sum tardiness que es, en cierto sentido, cercano al orden que
da EDD, que como vimos es 6ptimo para el caso k = 1.

En este capitulo mostramos que el esquema de Woeginger también puede ser aplicado
para el problema de k-sum lateness y presentamos un algoritmo polinomial con complejidad
O(n?*~1) para resolverlo.

Definicion 2.1 Sean m; y my permutaciones de [n]. Decimos que my es una permutacion
m-adyacente de m; si my se puede obtener desde w1 cambiando a lo mas m trabajos de lugar.
Es decir, existe una coleccion de m trabajos tales que al removerlos de ambos agendamientos,
entonces ambas permutaciones coinciden.

Lema 2.2 Para cada permutacion w, ezisten a lo mds O(n*™) permutaciones m-adyacentes
de .

DEMOSTRACION. El resultado se sigue de que hay (::l) = O(n™) posibilidades para remover m
elementos de 7, y para cada elemento hay a lo mas n posiciones diferentes para reinsertarlo.

[]

Woeginger muestra que los agendamientos 6ptimos para el problema de k-sum tardiness
son (k—1)-adyacentes al agendamiento generado por la regla de despacho EDD. En el siguiente
Teorema mostramos que la misma propiedad se tiene para el problema de k-sum lateness.

Teorema 2.3 Para cada S agendamiento dptimo, existe S* con oi(S*) < o1 (S) y tal que
S* es (k — 1)-adyacente al agendamiento dado por EDD.
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DEMOSTRACION. Sea S un agendamiento éptimo para k-sum lateness. Denotamos por iy, ..., i)
los k trabajos mas tardios en S, es decir, los elementos de S[k], y que cumplen

L(i;, S) = L(ij+1.9).
Consideremos la instancia auxiliar S que se obtiene manteniendo el ordenamiento de S y
modificando los deadlines de los trabajos como sigue
CZJ‘ —
d;

+L(,S) VjeSHk. (2.1)
+ L(in,S) Vj ¢ S[k]. (2.2)

d;
d;

Es decir, los trabajos fuera del k-set S[k] suman a su deadline el lateness del k-ésimo
trabajo mas tardio L(ix,S), mientras que los trabajos del k-set suman a su deadline su
lateness respectivo en S. Woeginger realiza esta misma transformacion sumando sus tardiness
en lugar de sus lateness, pero notamos que en nuestro caso los deadlines pueden disminuir,
quedar igual o aumentar, puesto que los lateness, a diferencia de los tardiness, permiten
valores negativos.

Para cualquier agendamiento Ty trabajo j, usamos la notacion C(j,T) y L(j,T) para
denotar el tiempo de completacion y lateness del trabajo 5 en T respectivamente, usando
los nuevos deadlines. Asimismo, llamamos (7" a la suma de las k mayores lateness de T
bajo la nueva instancia. Notamos que como los trabajos no cambian de tiempo de proceso,

en ambas instancias se tendra que para todo j € [n|, C'(4,T) = C(j,T).

Volvamos al agendamiento S considerado originalmente. Tenemos que para todo j € S[k]

L(j,8) = C(4,5) —d; = C(4,5) — (d; + L(j, $)) =0,

y ademaés, para los trabajos fuera del k-set, j ¢ S[k],

L(j,8) = C(j.8) — dj = C(j, ) = (d; + L(ix, 8)) = L(j, S) — L(ir, S) < 0,

puesto que 7, es el k-ésimo trabajo mas tardio, y por tanto, tendréd mayor lateness que

j & S[k].

Luego, tendremos que

Linax (S) = méx L(j, ) < 0.

J€[n]

Llamamos EDD* al agendamiento que se obtiene al ordenar los trabajos de acuerdo a
EDD usando los deadlines modificados. Como EDD es una regla éptima para minimizar el
trabajo de mayor lateness, en la instancia modificada se tendréa que

Linax (EDD*) < Linax (S) < 0.

Asi, Lysx (EDD*) < 0. En otras palabras, para todo j € [n], L(j, EDD*) < 0. De esto se
sigue directamente que 6x(EDD*) < 0 puesto que lo anterior nos dice que oy sera suma de
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términos negativos. Luego, analizando oy (i.e, con deadlines originales) de EDD*

on(EDD*) = > L(j, EDD")

JEEDD*[k]
= Y  (C(j.EDD") - d;)
JEEDD*[k]
= Y (C(,EDD") —d; +d; — d;)
JEEDD*[K]
= Y LGEDD)+ > (dj—dy)
JEEDD*[K] JEEDD*[K]
= Y LGEDD )+ > (d-d)+ Y, (d—d).
JEEDD*[k] JEEDD* [K]NS] JEEDD* [K]\S[k]

Como para todo j € [n], L(j,EDD*) < 0, tendremos que

> L(jEDD") <0.

JEEDD* [k]

Por otro lado, para la segunda sumatoria

Yo di—d) = > LGS

JEEDD*[K]NS[k] JEEDD*[K]NS[k]

Y para la tercera sumatoria tendremos que
Y. (d;—d;) = [EDD*[k]\ S[K]|L(ix. S)
JEEDD*[k]\S[k]
= |S[k] \ EDD"[K]|L(ix, S)
< D) LGS,

jES[K]\EDD* ]

donde se us6 que |[EDD*[k]| = |S[k]| = k y que i es el trabajo con menor lateness del k-set
S[k]. Veamos ahora que EDD* también es 6ptimo para el problema

o EDD) < > LGS+ > LGS

JEEDD* [k]NS[k] j€S[K\EDD* [k]

= > L(,S)

JES[K]

== O'k(S>.

Finalmente, se concluye el resultado notando que como los deadlines de los trabajos j €
)\ {1, ..., ik—1} fueron modificados por la misma constante, tendremos que EDD* sera una
permutacion (k — 1)-adyacente de EDD. En efecto, como los deadlines de estos trabajos
fueron modificados por la misma constante L(ix,S), dichos deadlines estaran ordenados de
la misma forma que en la coleccion de deadlines sin modificar. Luego, la posicion relativa de
dichos trabajos en EDD* sera la misma que en EDD sin los deadlines modificados. O]
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El resultado anterior sugiere como algoritmo revisar todas las permutaciones (k — 1)-
adyacentes al ordenamiento que da FDD y quedarse con el agendamiento con menor valor.

Algoritmo 1: k-sum lateness, primera version.

Data: J = [n] trabajos con tiempos de proceso y deadlines arbitrarios.
Result: Sy agendamiento 6ptimo para oy

Sbest < Q)
Valpes < 00.
Generar agendamiento usando EDD.
Generar conjunto P de todas las permutaciones (k — 1)-adyacentes de EDD.
for S € P do
Calcular oy (95).
if 0%(S) < valpes; then
Sbest « S
’UCleest — O'k(S)
end

© o N o G A W N e

=
o

end

=
[

Teorema 2.4 FEl Algoritmo 1 genera un agendamiento dptimo para k-sum lateness.

DEMOSTRACION. En efecto, como por el Teorema 2.3 existen agendamientos 6ptimos que son
permutaciones (k — 1)-adyacentes de EDD, y el algoritmo 1 revisa todas estas permutaciones
y se queda con la que tiene menor oy, tendremos que el algoritmo encuentra un agendamiento
6ptimo para el problema de k-sum lateness. O

A continuacién usando el Algoritmo 1, mostramos que k-sum lateness se puede resolver
en tiempo polinomial cuando k > 2 es constante.

Teorema 2.5 FEl problema de minimizar k-sum lateness para n trabajos se puede resolver en
tiempo polinomial O(n?*71), para cada k > 2 fijo.

DeMOSTRACION. El agendamiento 7 que da EDD se puede calcular en tiempo O(nlog(n))
ordenando los trabajos segin deadline. Ahora, si denotamos por Py_i(EDD) el conjunto de
las permutaciones (k — 1)-adyacentes de , tendremos que |P_(EDD)| = O(n*~2) por
el Lema 2.2. No es dificil probar que se puede generar el conjunto Pj_;(EDD) en tiempo
O(n?*=2). Ahora bien, calcular 0. (S) para cada S € P es lineal. En efecto, basta considerar
todos los lateness de S en un arreglo, y encontrar el k-ésimo lateness mas grande en tiempo
O(n) utilizando el algoritmo quickselect 3], y luego usar su lateness para calcular o3 (S). O
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Capitulo 3

k-sum lateness con DD constante

En este Capitulo abordaremos el caso en que se tienen a lo méas una cantidad D cons-
tante de deadlines distintos. En las primeras 3 secciones demostramos algunas propiedades
generales de agendamientos 6ptimos para el problema de k-sum lateness que no requieren
que la cantidad D sea constante. En la Seccién 3.1 mostramos primero que se puede suponer
sin pérdida de generalidad que todos los trabajos tienen distinto tiempo de proceso. Luego
definimos un tipo especial de agendamientos, llamados agendamientos crecientes. Estos satis-
facen que para cada par de trabajos i, j con p; < p; y d; < dj, se tiene que 7 aparece antes que
j en el agendamiento. Terminamos la Seccién probando que existe un agendamiento 6ptimo
para k-sum lateness que es creciente. En la Seccion 3.2 estudiaremos la estructura de los
trabajos fuera del k-set. Llamamos lagunas a los conjuntos de trabajos fuera del k-set con
igual deadline. Probaremos que existe un 6ptimo creciente S cuyas lagunas son conjuntos de
trabajos cuyos elementos son consecutivos en S. Como consecuencia de este estudio, al final
de la Seccién damos una demostracion alternativa del teorema central del Capitulo anterior,
mostrando que existen agendamientos 6ptimos S que son k-adyacentes al agendamiento da-
do por EDD. En la Seccion 3.3 estudiamos la estructura interna de S[k] para cualquier S
Optimo creciente. Llamamos pivote asociado a un deadline 6 al elemento de S[k] con deadline
0 que tiene el menor tiempo de proceso. Mostramos que todo 6ptimo creciente satisface una
propiedad llamada SPT por pivote. Esta propiedad permite mostrar que si conocemos el
conjunto X de trabajos que estaran en el k-set y sabemos la posicion de sus (a lo mas) D
pivotes entonces el orden interno de S[k| esta completamente determinado. En la Seccion 3.4
usamos los resultados anteriores para disenar un algoritmo para resolver k-sum lateness para
D constante en tiempo O(n*P+1D).

3.1. Agendamientos crecientes con tiempos de proceso
distintos

Primero probaremos que en el problema de k-sum lateness se puede suponer sin pérdida
de generalidad que todos los trabajos tienen distinto tiempo de proceso y ademas positivo.

Lema 3.1 Sea I una instancia para k-sum lateness. Los tiempos de proceso de los trabajos
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de I se pueden perturbar adecuadamente para obtener una instancia I' con todos los tiempos
de proceso distintos y distintos de cero, y tal que cualquier agendamiento dptimo de I’ es
agendamiento optimo de I.

DemosTRACION. Consideremos una instancia I en la que todos los p; y d; son racionales.
Escalando podemos suponer que todos los p; y los d; son enteros y luego todos los lateness
son ntimeros enteros. Llamamos I’ a la instancia donde para cada i € [n], p; = p; +27"/n. De
esta manera todos los tiempos de procesos son distintos entre si, y distintos de 0. Extendemos
esta notacion a L' o}, el lateness y funcién objetivo asociados. Para un agendamiento Sy
un trabajo i, se tiene que L'(7,5) — L(7,5) > 0 y ademas,
n
L'(i,S) - L(i,S)=>_ 27"/n<> 27" /n<1/n.

h<gi h=1

Lo anterior nos dice que ningun trabajo aumenta su lateness en mas de 1/n. Con esto
tendremos que |L'(i,S5)| = L(7,5). Ademas, si L(i,S) < L(j,S5), entonces 1 < L(j,S) —
L(i,S). Luego, L'(i,8) = L(i,8) + >, 27"/n < L(5,8) =1+ 3,.,27"/n < L(j,5) <
L'(4,S). Se concluye que los k trabajos mas tardios en S de acuerdo a los tiempos de proceso
P, son también k trabajos méas tardios de acuerdo a los tiempos de proceso p; y ademas,
0,(S) < 0,.(S) < ok (S) + k/n < 0,(S) + 1, por lo que |0,.(S)| = 0x(S). De aqui se tiene que
cualquier agendamiento S que minimice o}, también minimiza oy. O

En virtud del lema anterior, podemos suponer en adelante que todos los trabajos tienen
tiempo de proceso diferentes y positivos. Consideremos ahora las siguientes definiciones.

Definicién 3.2 Diremos que i es dominado por j si p; < p; y d; < d;. Por otro lado, sii no
domina a j ni j domina a t, diremos que ambos trabajos son incomparables.

Definicion 3.3 Diremos que un agendamiento S es creciente st para cada par de trabajos
i,j € [n], donde i es dominado por j, se tiene que i <g j.

Recordemos ademas que se utiliza la notacién de intervalos con el agendamiento S como
subindice para denotar colecciones de trabajos consecutivos en el agendamiento. Por ejemplo,

[i,7)s son todos los trabajos consecutivos entre los trabajos i y j en el agendamiento S,
incluyendo 7 y excluyendo j.

Definiciéon 3.4 Sea S un agendamiento y sean ¢,j € J trabajos con i <g j. La operacion de
intercambiar las posiciones de los trabajos i y j se llama swap y el agendamiento luego del
intercambio se denota S(j,1).

El objetivo de esta Secciéon es probar el siguiente teorema.

Teorema 3.5 Ezxiste S agendamiento optimo y creciente para el problema de k-sum lateness.
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Para probar el Teorema 3.5 necesitaremos algunos lemas sobre listas de niimeros. Para un
vector a € R™ arbitrario, llamemos si(a) a la suma de los k£ mayores valores de a, es decir,

sp(a) = max{> " wia;: > x;=k,x € {0,1}"}.

Lema 3.6 Sean b,c € R™ con ¢, < by, Vh € [n], entonces si(c) < sg(b).

DEMOSTRACION. Sea T € {0,1}" el vector que maximiza si(c), i.e, Y ., Zic; = si(c). Luego
se(c) = Yoi Ticy < D00 Tiby < sy (D). -

Lema 3.7 Sean a,b € R" tal que a y b coinciden en todas sus coordenadas excepto en i y en
J, y ademds se tiene b; + b; < a; + a;, max(b;, b;) < max(a;, a;), entonces si(b) < sg(a)

DEMOSTRACION. Sea x € {0,1}" que maximiza si(b). Tenemos tres casos.
Caso 1. z; = z; = 0.

Como a y b coinciden salvo en las coordenadas ¢ y 7, tendremos que

Sk(b) = Z ZL’hbh = Z ThAp S sk(a).

hen] hen]

Caso 2. z; = z; = L.

Notemos que sy (b) = Zhe[n] by = (Zhew xpap) —a; —a;+b;+b;. Como b;+b; < a;+ay;,
tendremos que

sk(b) < Z zhap < sg(a).

he[n]
Caso 3. ZT; :O,ij =1V Z; :071‘1' =1.

Como z € {0,1}" es 6ptimo para s;(b) tendremos que z;b; +x,;b; = max (b;, b;). Definimos
el vector y igual a z salvo en las coordenadas ¢ y j. Se define y; = 1 e y; = 0 cuando a; > a;,
y como y; = 0 e y; = 1 cuando a; < a;. Asi, y;a;, +y;a; = max (a;, a;) y Zhe[n} yn = k. Luego,

sk(b) = Z Tpby = Z xpbp + (2:b; + 2,b;)
heln] hen]\{i,j}

= > auby + max(b;, b))
heln]\{i,j}

< Z ynay, + max(a;, a;)
hen]\{i.j}

= Z Ynan
heln)

< si(a).
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Lema 3.8 Sean i,j € J coni <g j, pi > pj,d; > d;. Denotamos por H = (i,j)s, y por
p(H) = ,cnPr @ su tiempo de proceso total. Entonces

1. L(3,5(j,4)) = L(i, S) + p(H) + pj,
3. L(h,S(j,4)) = L(h,S) +p; —pi < L(h,S),Yh € H ,

DEMOSTRACION.
1. Como C(i,5(j,7)) = C(3,5) + p(H) + pj, se concluye la igualdad deseada.
2. Basta notar que C(j,5(j,1)) = C(4,S) — p(H) — p;.

3. Luego del swap, los trabajos h € H disminuyen su tiempo de completacion en p; — pj,
pues C(i,S) — C(4,5(j,7)) = pi — pj. Como p; > p;, se tiene que L(h,S(j,i)) =
L(h,S) — (pi — pj) < L(h, S).

4. Los trabajos h ¢ H mantienen su posicion y ademas no cambian su tiempo de comple-
tacion luego del swap.

]

Lema 3.9 Seani,j € J coni <gj, pi > pj,d; > d;j. Entonces 01,(5(j, 1)) < o1(5).

DEMOSTRACION. Sean ¢, j € J con ¢ <g j, p; > pj,d; > d;. Definamos los vectores a, b, c € R,
con ap, = L(h,S), para todo h € J, ¢, = L(h, S(j,1)), para todo h € J, y donde el vector b
satisface b; = ¢;, b; = ¢;, by, = ap, para todo h € J —i — j.

De la propiedad 3 del Lema 3.8, ¢, < ap = b, para todo h € J —i — j. Como ¢; = b,
¢; = bj, concluimos que como vectores, ¢ < b. Luego del Lema 3.6, si(c) < si(b).

Por otro lado, a y b coinciden en todas sus coordenadas excepto en i y en j, Ademas,
b;+b; = ¢;+¢;. De las propiedades 1 y 2 del Lema 3.8, ¢; +c¢; = L(3, (S(j,7)) + L(J,S(7,7)) =
L(1,5)+ L(j,S)+pj —pi = a; +a; + p; — p;- Como p; > p;, concluimos que b; +b; < a; + a;.
Veamos ahora que max(b;,b;) < mdax(a;,a;). Primero probemos que b; < a;. En efecto,
b; = L(i,5(j,17)) = C(i,5(j,1))—d; = C(4,5)—d; < C(j,S)—d; = L(j, S) = a;. Por otro lado,
de la propiedad 2 del Lema 3.8 tenemos b; = L(j,5(j, %)) = L(j, S)—p(H)—p; < L(j,5) = a;,
con lo cual concluimos que max(b;,b;) < a; < max(a;,a;). Asi, como tenemos las hipotesis
del Lema 3.7, concluimos que s;(b) < si(a).

Finalmente, concluimos que 0(S(j,7)) = si(c) < sx(b) < sg(a) = ox(S).
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Ahora estamos en condiciones de demostrar el resultado principal de la Seccion.

DEMOSTRACION TEOREMA 3.5. De todos los agendamientos 6ptimos para oy, elijamos aquel S
con el menor total lateness o,(S). Si S no es creciente, existen 7, j con i <g j, con ¢ dominando
a j. Denotamos por S’ = S(j,). Por el Lema 3.9, 04(S") < 0x(S), por lo que S’ también es
optimo para oy. Denotamos H = (i, j)s. Luego, 0,(5") — 0,(S) = (p; —pi)(|H| + 1) <0, lo
que contradice que S es un agendamiento 6éptimo con el menor total lateness. ]

3.2. Lagunas Consecutivas Crecientes

En esta Seccidon veremos que existen agendamientos S 6ptimos, crecientes y en los cuales
el conjunto S[k|¢ estara ordenado por EDD. También recuperamos la conclusion principal del
Capitulo 2 como Corolario del Teorema 3.12. Definimos primero la nociéon de laguna.

Definicién 3.10 Se define una laguna como un subconjunto de trabajos L C S[k]° con un
deadline en comiin, que denotaremos por dy,. Diremos que el agendamiento S cumple lagunas
consecutivas cuando para cada laguna se cumple que sus trabajos son consecutivos en S. Si
ademds se cumple la propiedad, dr,, < dy, entonces Ly estd agendada antes de Lo, diremos
que las lagunas son consecutivas crecientes.

Lema 3.11 Sea S un agendamiento creciente. Si existeni,j € S[k]¢, coni <g j, consecutivos
en S[k]° (no necesariamente en S) y tales que d; > d;, entonces el agendamiento S’ que se
obtiene quitando i de S e insertindolo inmediatamente después de j cumple que o(S’) <
0k(S) y que S es creciente. Ademds se cumple que 0,(S") > o,(5).

DEMOSTRACION. Llamamos H = (i, j|g, y notamos que H — j C S[k], por ser i, j consecutivos
en S[k]¢. Usaremos los siguientes resultados.

(a) Para todo h € H, L(h,S") = L(h,S) — p; < L(h, S).
(b) Para todo g ¢ H +1, L(q,S") = L(q, S).
(C) L(Z,S/) = 0(275/) - dz = C(]7 S) - dz S C(]v S) - dj = L(]a S); pues dz Z dj-

Probemos primero que si h € J — i es tal que L(h,S) > L(j,S), entonces L(h,S") >
L(j,S5"). En efecto, si h € H, sumando —p; a ambos lados de la desigualdad concluimos por
(a). Si h ¢ H + i usando (b) y (a) respectivamente, concluimos que L(h,S’) = L(h,S) >
L(j,S) > L(j,5"). En particular, los trabajos w € S[k] C J — i cumplen que L(w,S) >
L(j,S), pues j ¢ S[k|. Luego, L(w,S") > L(j,5’), lo que nos dice que j & S’[k].

Veamos ahora que o(S’) < 04(S). Como i ¢ S[k|, hay dos casos. Si i ¢ S'[k], en-
tonces 04 (S") = > peqp L7, S") < 3 peopy L(h, S), por los resultados (a) y (b). Ademas,
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> nesiy LR, S) < 03(S) por definicion de ox(S). Por otro lado, si i € S[k], entonces

or(S) = > L(h,S"

heS'[k]

- Z L(h,S") + L(i,S")
heS'[k];h#i
< Y LhS)+L3ES),
heS'[k];h#i

por los resultados (a) y (b). Ahora bien, usando la desigualdad en (c), tendremos que

or(8)< Y. L(h,S)+L(j, S).
heS![k];hi

Como j ¢ S’[k], concluimos que 04 (S") < 0x(S), pues por definicion o4 (S) es la suma de
los k lateness mas grandes en S.

Veamos ahora que S’ es creciente. En efecto, para todo h € H — j C S[k] se tiene que
dy < d;, puesto que si no, existe heH —j € S[k] con d; > d; > d;. Como h<g 7, entonces
L(h,S) = C(h,S) —d; < C(j,5) —d; <C(j,S) —d; = L(j,5), lo cual es una contradiccion
con que h € S[k] (pues j ¢ S[k]). Asi, para todo h € H — j se tiene que d;, < d;. Esto a su
vez nos dice que para todo h € H, p;, > p;, puesto que S es creciente (si py, < p;, entonces
como S creciente se tendria que h <g 7, lo cual no sucede). Luego, i es incomparable con
todo h € H. Ademas, luego de la insercion de 7, en S’ se cumple que 7 seguira estando a la
derecha de los trabajos que dominaba en S, y a la izquierda de los trabajos por los cuales era
dominado en S. Lo anterior también es cierto para los trabajos de H, pues estos mantienen
su posicion relativa entre ellos en S’ con respecto a S. Luego, S’ es creciente.

Comparemos los total lateness de cada agendamiento. Para el trabajo ¢ tenemos que
L(i,8") — L(i,S) = > ,cpy Pn, Dues i se inserta después de j. Por el resultado (a), se tiene
que Y ey L(h,S") — L(h,S) = >, cqp —pi = —|H|pi. Luego, del resultado (b), la diferencia
de los total lateness serd 0, (S") — 0, (S) = >,y Pr — | H|p;. Como para todo h € H se tiene
que py, > p;, concluimos que 0, (S") > 0,(95). ]

Teorema 3.12 Existe un agendamiento S optimo, creciente y con lagunas consecutivas cre-
cientes.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.5 existe S agendamiento 6ptimo creciente. Tomamos aquel
que maximiza el total lateness o,,.

Mostramos primero que S[k]¢ esta ordenado segin EDD. Por contradiccion, si no, existen
trabajos i,j € S[k]° consecutivos como trabajos de S[k]® (no necesariamente en S), tales
que d; > d;. Denotamos por S’ al agendamiento resultante de quitar ¢ de S e insertarlo
inmediatamente después de j. Por el Lema 3.11, tenemos que o4(S") < 0x(5), por lo cual S’
también sera 6ptimo, y ademéas S’ creciente. Como se cumple que 0,,(S’) > 0,(5), tendremos
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una contradiccion, pues S era un agendamiento 6ptimo, creciente y con el mayor total lateness
posible. Luego, los trabajos en S[k]¢ deben estar ordenados segin EDD.

Para terminar la demostracion, veamos que las lagunas de S deben ser consecutivas.
Como en S[k|¢ los trabajos estdn ordenados por EDD, si las lagunas no son consecutivas,
entonces existen ¢,j € S[k|° consecutivos en S[k|® y d; = d;, pero no consecutivos en S.
Usando nuevamente el Lema 3.11 con ¢ y j como antes, tendremos que S’ es creciente y
0, (8") < 0k(S). Como ademas 0,(5’) > 0,(5), se tendra una contradiccion con la eleccion
de S. Asi, S es creciente y con lagunas consecutivas crecientes. n

Se concluye la Seccién con un corolario importante del Teorema 3.12, que nos permite
probar la conclusion principal del Capitulo 2. Es decir, que para k constante, podemos resolver
el problema de k-sum lateness en tiempo polinomial. En particular, el siguiente corolario nos
da la existencia de agendamientos 6ptimos k-adyacentes al agendamiento de EDD (resultado
ligeramente mas débil que el Teorema 2.3).

Corolario 3.13 FEuxiste un agendamiento S dptimo que es k-adyacente al agendamiento dado
por EDD.

DeEMOSTRACION. Del Teorema 3.12 existe un agendamiento S 6ptimo, creciente y con lagunas
consecutivas crecientes. Es decir, si quitamos los trabajos de S[k], los trabajos que queden
estaran ordenados segiin EDD. Como |S[k]| = k, hay a lo mas k trabajos fuera de lugar con
respecto a KFDD, con lo cual S serd k-adyacente al orden dado por EDD. O

3.3. SPT por pivotes

En las Secciones anteriores probamos que existen agendamientos S 6ptimos, crecientes y
con lagunas consecutivas crecientes para el problema de minimizar k-sum lateness. En esta
Seccion estudiamos la estructura del conjunto S[k] y en particular mostramos que este tipo
de agendamientos debe cumplir SPT en un sentido méas débil, propiedad que llamaremos
SPT por pivotes.

Definicion 3.14 Sea D el conjunto de deadlines. Para cada 6 € D llamamos Js al conjunto
de trabajos en J con deadline d. Para cada X C J, llamemos D(X) al conjunto de deadlines
que aparecen en los trabajos de X.

Definicion 3.15 Sea X C J. Para cada 6 € D(X) se define el pivote asociado a 6 en X
como el elemento pivg(X) € X con deadline § y de menor tiempo de proceso. Se define
piv(X) como el conjunto de todos los pivotes de X.

Notamos que en un agendamiento creciente, los trabajos de igual deadline estan ordenados

de menor a mayor tiempo de proceso. Luego, para cada deadline 6 € D[S(k)], el pivote
pivs(S[k]) es el primer trabajo con deadline § en S[k].
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Definiciéon 3.16 Un agendamiento creciente S satisface SPT por pivotes si para todo j €
S[k] y todo i € S[k] N [pivg, (S[K]), J)s, pi < pj-

En otras palabras, un agendamiento S creciente satisface SPT por pivotes si para cada
deadline § € D(S[k]), y cada trabajo j € S[k] con deadline 0, todos los trabajos que estan
entre el pivote asociado a § en S[k] y j tienen menor tiempo de proceso que p;.

Teorema 3.17 Sea S un agendamiento dptimo para k-sum lateness y creciente. Entonces
satisface SPT por pivotes.

DEMOSTRACION. Sean i, j € S[k] con j # pivy (S[k]) e i € [pivy, (S[k]), j)s. Por contradiccion,
suponemos que p; > p;. Como S es creciente, i no puede ser pivdj(S [k]), puesto que en ese
caso d; = d; y p; > pj, lo cual no puede pasar puesto que i <g j. Luego i € (pivdj(S[k:]),j)s.
Como S es creciente y estamos suponiendo que p; > p;, debemos tener también que d; < d;.

Consideremos S(j, 1) el agendamiento resultante de hacer un swap entre ¢ y j. Notemos que
i,j € S(4,7)[k]. En efecto, como i € S[k| es el tnico trabajo que aumenta su lateness luego del
swap, tendremos que ¢ € S(j,4)[k]. Por otro lado, en S(j,) se tiene que pivdj(S[k]) <sG) Js
y como piv, (S[k]) € S[k], tendremos que j € S(j,4)[k]. En efecto, como piv, (S[k]) € S[k],
para todo h ¢ S[k] se cumple que L(h,S) < L(pivy (S[k]),S). Como todos los trabajos
h # i después del swap mantienen o disminuyen su lateness, tendremos que para los n — k
trabajos h ¢ S[k| se tiene que L(h,S(j,i)) < L(h,S). Luego, L(h,S(j,i)) < L(h,S) <
L(pivg, (STk]), S) = L(pivy, (S[k]), S(4, 7)), con lo cual concluimos que piv, (S[k]) € S(j,7)[k].
Luego,

(SG) = > Ll S(ii)
heS(5,i)[k]
= ) L(hS(,1) + L(i,S(,1) + L, S(, 1))

heS(4,i)[k]:h¢{i 5}

De los resultados en 1 y 2 en el Lema 3.8, tendremos que L(i,S5(j,4)) + L(j,5(j,7)) =
L(i,S) + L(5,5) + pj — pi- Luego, L(i,5(j, 1)) + L(j, 5(j,4)) < L(2,.5) + L(j, 5). Asi,

S L(h,S(j,9)) + L, S(j,9) + L(j, S(j. 1))
heS(j,i)[k]:he{i,5}

heS(j,9)[k]:hg{i,j}

Finalmente, notando que luego del swap todos los trabajos salvo 7, o bien disminuyen su
lateness (en p; — p;), o bien lo mantienen igual, tendremos que

3 L(h,S(j,4)) + L(i, S) + L(j, ).
heS(j,3)[k]:h¢{i,5}
< L(h, S) + L(i, S) + L(j, 5).
heS(j,3)[k]:he{i 5}
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Por definicién de o4(5), tendremos que - cqimpngqijy LA S) + L(i,5) + L(j,5) <
01(S), con lo que 0% (S(7,7)) < ox(S). Esto es una contradiccion, pues S es 6ptimo. O

Sea S un agendamiento creciente que satisface SPT por pivote. Denotamos por X = S[k],
y enumeremos las posiciones en las que aparece X en S como @ = {q1,¢2,...,q} C [n], de
menor a mayor posicion. Ademas sea f: D(X) — [k] la funcion que a cada deadline § € D(X)
le asocia la posicion ¢ € [k] tal que el pivote pivg(X) esta en la posicion g,. Veremos que si
conocemos los trabajos X, las posiciones () que ocupan los trabajos en S (no necesariamente
en orden) y ademaés las posiciones de los pivotes en ), dadas por la funcion f, entonces es
posible determinar los trabajos de X en cada posiciéon en () en el orden en el que estan en S
en tiempo O(Dk). En otras palabras, dado X, @ y f, mostraremos un algoritmo a tiempo
O(Dk) que devuelve el agendamiento S restringido a (). Es decir, el algoritmo indica para
cada posicion g € @, el trabajo j € X que debe ir en dicho lugar. En particular, X, Q) y
f determinan de manera tnica S restringido a ), cuando S es un agendamiento 6ptimo,
creciente y que satisface SPT por pivotes.

Denotamos por X[d] al conjunto de los trabajos de X con deadline 0, de tal forma que
X = Us,ep X[6i]. Supondremos que X[6] ya esta ordenado de menor a mayor tiempo de
proceso. El nimero de deadlines diferentes en X sera |D(X)| = m, y ordenamos los deadlines
01y +,0,m de modo que 1 = f(61) < ... < f(6n) < k. Por simplicidad definimos f; = f(0;) y
fm+1 = 4o00. Probaremos que cuando X, @) y f provienen de un agendamiento S creciente y
que cumple SPT por pivotes, entonces el siguiente algoritmo devolvera una funcion g: [k] —
X que a cada ¢ € [k] le asigna el trabajo en g(¢) € X que va en la posicién ¢ en S. La
idea del Algoritmo 2 es reconstruir las posiciones que debe tener cada trabajo de X = S[k]
en S, cuando S es un agendamiento creciente y que cumple SPT por pivotes. Para ello, se
actualiza una cola de trabajos disponibles Y cada vez que aparezca un pivote y se elige en
cada iteracion el trabajo con menor tiempo de proceso.

Algoritmo 2: Generar asignacion de trabajos en posiciones.
Data: X = S[k], @ ={aq1,...,qx} posiciones de S[k] en S, f: D(X) — [k] funcion
posicion de pivotes, inyectiva.
Result: g: [k] — X funcion de asignacion de trabajos en X en posiciones en Q.

1 if 3i € [m] tal que Z;;ll | X[6;]| < fi — 1 then

2 ‘ return Error. // X, @) y f no provienen de un agendamiento.
3 end

4Y < (. // cola trabajos a agendar.

5 1< 1. // pivotes procesados.

6 for{=1— k do

7 if / = f; then

8 Y « Y UXI[§).

9 t <1+ 1.

10 end

11 Determinar 5 con menor tiempo de proceso en Y.
12 g(l) < j.

13 Remover j de Y.

14 end
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El Algoritmo 2 se puede implementar en tiempo O(kD) debido a que se realizan O(k)
iteraciones, y por cada iteracion, dado que las X[d;] estan ordenadas por SPT, hay que revisar
el trabajo inicial de a lo més D colecciones X|[d;] para decidir qué trabajo de Y agendar.

Teorema 3.18 5i X,Q y f provienen de un agendamiento S creciente y que cumple SPT
por pivotes, entonces el Algoritmo 2 entrega una funcion g: [k] — X que a cada ¢ € [k] le
asigna el trabajo en g({) € X que va en la posicion g, en S.

DEMOSTRACION. Suponemos que X, (Q y f como en el algoritmo vienen de un agendamiento S
creciente y que cumple SPT por pivote. Recordemos que en todo agendamiento creciente los
pivotes son los elementos més a la izquierda en S[k] para un deadline dado. Por definicion, f;
corresponde al indice de la posicion del i-ésimo pivote en S[k| (de izquierda a derecha). Luego
en las posiciones (qi,...,qy — 1) en S solo pueden haber agendados trabajos de X[d;]U---U
X[d;—1]. Sigue que para todo ¢, Z;;ll | X[6;]| > fi — 1, por lo que el algoritmo debe pasar el
primer chequeo (lineas 1 a 3).

Veamos por induccion en £ que el trabajo que entrega el algoritmo g(¢) en £ coincide con el
trabajo asignado a gy en S. Para el caso base, notemos que en la primera iteracion el trabajo
en ¢; en S coincide con g(1), puesto que Y = X[01], y g(1) recibira pivs (S[k]), puesto que
es el trabajo con menor tiempo de proceso con deadline 6; en Y. Ahora bien, supongamos
que todo esta bien asignado hasta ¢ — 1.

Sea j7* el trabajo que deberfa asignar g en ¢, es decir, j* es el trabajo con posicién g,
en S[k], y sea j = g({) el trabajo que asigna el algoritmo. Supongamos que j # j*. Luego,
debemos tener j* <g j, pues todo esté bien asignado antes de ¢, y 7 aiin no esta asignado al
principio de la iteracion ¢. Ademés, antes de empezar la iteracion ¢, como i cuenta los pivotes
procesados, se tiene que todos los pivotes asociados a 61, ...,0;_1 estan, en el agendamiento
real S[k], en posiciones méas a la izquierda que ¢,. Sea z = pivd]_(X ) el pivote asociado al
deadline de j. Tendremos dos casos.

Caso 1. Si j* no es pivote, entonces Y no se actualiza en esta iteracion. Luego, j y j*
estan en Y desde una iteracion anterior. En particular, j € X[0,] U -+ U X[d;_1] y probamos
que los pivotes de dichos trabajos estan a la izquierda de la posicién ¢, lo cual nos dice que
el pivote asociado z satisface z <g j*. Luego j* € (pivdj(S [k]),7)s y como el algoritmo elige
j sobre j* en la iteracion £, se debe tener que p; < pj;-, lo cual contradice que S cumpla SPT
por pivotes.

Caso 2. Si j* es pivote. Entonces j* es el pivote asociado al deadline 0; para el ¢ al
principio de la iteracion (es decir ¢ = f;). El algoritmo actualiza Y al conjunto de todos los
trabajos en X[d;] U --- U X[d;] que no han sido asignados a posiciones anteriores a ¢,. En
particular tenemos que j* € Y y por ser pivote, es el trabajo de menor tiempo de proceso
en X[4;]. Como supusimos j* # j y tenemos que p; < p;- (si no, el algoritmo no lo hubiese
elegido), entonces j debe ser un trabajo de Y\ X[d;]. Como sabemos que estos trabajos tienen
sus pivotes a la izquierda de la posicion gy, el pivote z asociado a d; esta a la izquierda de g,.
Luego j* € (pivdj(S[k]),j)S, lo que es una contradiccion pues S cumple SPT por pivotes.

Se concluye que el algoritmo entrega una funcion g: [k] — X que asigna los trabajos de
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S[k] a la posicion que tienen en S de forma correcta.

3.4. Algoritmo para D constante

De las secciones anteriores sabemos que existe un agendamiento S éptimo, creciente y con
lagunas consecutivas crecientes. Llamamos 0, < 0y < -+ < dp a los deadlines distintos en
D. Para i € [D], denotamos L; a la laguna asociada al deadline 6; (L; podria ser vacia para
algun 7). Como las lagunas consecutivas en S son crecientes tenemos que Ly <g --- <g Lp
y notamos que si L, # (), entonces a la izquierda de Lj; no pueden haber trabajos w € S[k]
con d,, > 0. En efecto, si existe un trabajo w € S[k] a la izquierda de Ly, en S con d,, > 6,
como Lj # (), existe £, € Ly tal que w <g ). Luego, L(w,S) < L({y,S), lo cual es una
contradiccion, pues ¢, ¢ S[k] y w € S[k].

Llamemos isla B; al conjunto maximal de trabajos en S[k] justo después de la laguna L;
y antes de la siguiente laguna L;,;. De esta manera J se particiona en D lagunas y D islas
de la siguiente forma

L) <¢ By <g Ly <g By <g---<g Lp <g Bp,

donde algunas lagunas o islas podrian ser vacias. En la Figura 3.1 se representa la estructura
de los agendamientos 6ptimos que buscamos, donde las alturas representan los deadlines de
los trabajos en cada coleccion.

|| || H HIIH |
B,

L1 Bl L2 LD BD

Figura 3.1: Agendamientos con lagunas e islas.

Llamemos «; = |L;| y B; = |B;| para todo i. Tenemos el siguiente lema.

Lema 3.19 Sean J; C [n] trabajos con deadline d;, ordenados por SPT y tales que {J;}2,
particiona J. Si los valores a,...,ap corresponden a las cardinalidades de las lagunas y
Bi,...,Bp las cardinalidades de las islas, de un agendamiento S creciente y con lagunas
consecutivas, entonces podemos determinar en tiempo O(D + k) los conjuntos L1, ..., Lp
asociados a S, el conjunto de trabajos S[k| y el conjunto Q = {q,...,q} de las posiciones
en las que estdn los elementos de S[k].

DEMOSTRACION. Como vimos, a la izquierda de una laguna Lj # () no pueden haber trabajos
w € S[k] con d, > 0. Ademas, como S es creciente entonces J, estd ordenado segun
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SPT. Luego, los trabajos de L; deben ser los primeros «y, trabajos de .J,. Asi, determinar
todas las lagunas toma O(D), pues hay a lo méas D lagunas distintas. Teniendo las lagunas,
S[k] = [n] \ Uperp) Ln- Las posiciones @ de S[k] las podemos determinar en tiempo O(k)
dados los «; v (;, pues estos para determinar las posiciones de los trabajos en las D islas. [

Supongamos ahora que S es creciente, con lagunas consecutivas y ademéas 6ptimo. Del
Teorema 3.18 sabemos que conociendo X = S[k], las posiciones @ y la asignacion f que a
cada deadline §; en D(X) le asigna la posicion ¢; en la que esta ubicado el pivote del deadline
0;, podemos recuperar el agendamiento S restringido a las posiciones (). Finalmente, del
Lema 3.19, concluimos que para determinar S basta conocer los valores «;, 8; y la funcion
f. De esta forma, la idea del Algoritmo 3 es revisar todos los agendamientos que tienen una
estructura de lagunas e islas como la vista en la Figura 3.1, aprovechando el hecho de que
cuando D es constante, hay una cantidad a lo méas polinomial en n de candidatos a («, 3, f)
que se deben considerar para generarlos.

Algoritmo 3: k-sum lateness, segunda version.

Data: J = [n] trabajos con tiempos de proceso arbitrarios y deadlines dy, ..., dp.
Result: Sj.; agendamiento 6ptimo para oy
1 S« 0.

N

Sbest — @, Ualbest <— OQ.
Ji+—{j€J:dj=d} Vie D]

Ordenar J; por SPT, Vi € [D].

5 for ay,...,ap, Bi,...,0p € NP tal que Ya;=n—ky > B =kdo
6 if Ji tal que o; > |J;| then

7 ‘ continue.
8
9

w

'y

end

Usar Lema 3.19 para determinar {L;}}_, v Q.
10 X(;i — J; \ L;Vi e [D]

| F {0 X # 0}, X Us,er Xs:-

12 for f: F — Q funcion inyectiva do

13 Determinar g: [k] — X funcién que a cada posicién g; le asocia un tnico
trabajo en X usando Algoritmo 2. Definimos G := (g(1),...,9(k)).

14 B+ Gle(j) :c(j+1)—1] cone(j) =1+ th’ Bn ¥j € [D].

15 Obtener S concatenando: S «— Ly | By | ... | L; | Bi| ... | Lp | Bp.

16 valg < oy (9).

17 if S es factible ' A valg < valy., then

18 Shest < 5.

19 Valyest < valg.

20 end

21 end

22 end

Decidir la factibilidad de S quiere decir que L; C S[k]® y B; C S[k],Vj € [D].
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Teorema 3.20 El Algoritmo 3 encuentra un agendamiento dptimo para k-sum lateness.

DEMOSTRACION. Sea S’ un agendamiento 6ptimo, creciente, con lagunas consecutivas crecien-
tes. Sabemos ademés que S’ cumple SPT por pivotes por el Teorema 3.17. Mostremos que
el Algoritmo 3 revisa este agendamiento. En efecto, denotamos por Li(S’),..., Lp(S’) a las
lagunas de S” asociadas a 01, ...,0p resp., y por Bi(S’), ..., Bp(S’) a sus islas. Consideremos
la iteracion cuando oy = |Ly(S")],...,ap = |[Lp(S")| v p1 = |B1(S)]|,...,6p = |Bp(5)|.
Como S’ es creciente, los trabajos de cada L;(S’) seran los trabajos con menor tiempo de
proceso con deadline 0;, por lo que las lagunas de S’ coincidiran con las entregadas por el
algoritmo. Es decir, L;(S’) = L;. Ademas, esto nos dice inmediatamente que X = S’[k].
Luego, por como se eligieron los «; y [3;, se tendra que las posiciones (' de los trabajos en
S'[k] en S’ cumplen que Q' = Q. Denotamos por fs : D(S’[k]) — @ a la funciéon que a cada
deadline 6 en D(S'[k]) le asigna la posicion ¢; en la que esta ubicado el pivote del deadline §
en S’. Como fg inyectiva, el algoritmo la revisa. Luego, la funcion que entrega el algoritmo
en la linea 13 permite recuperar S’ restringido a (). Finalmente, por como estan definidos
los f3;, se tendra que la concatenacion en la linea 15 entrega un S tal que S = S’ en esta
iteracion. Luego, el algoritmo encuentra un agendamiento 6ptimo. O]

A continuaciéon usando el Algoritmo 3, mostramos que k-sum lateness se puede resolver
en tiempo polinomial cuando D es constante.

Teorema 3.21 FEl problema de minimizar k-sum lateness para n trabajos se puede resolver
en tiempo polinomial O(n3PH D), para cada D fijo.

DEMOSTRACION. Las lineas 1 a 4 se implementan en tiempo O(nlog (n)). El algoritmo revisa
a lo mas O(n??) combinaciones de a1, ...,ap, B1,...,Hp en el for de la linea 5. Analicemos
cada iteracion. Del Lema 3.19, determinar L;, X y @) toma tiempo O(D+k) = O(n). Hay alo
mas O(n?) funciones f: F — Q inyectivas y para cada una de ellas, se ejecuta el Algoritmo
2 de complejidad O(Dk). En total, cada iteracion toma tiempo O(n+n”Dk)) = O(nPT1D).
Luego, el Algoritmo tiene complejidad O(nlog (n) + n*’nP+1D) = O(n3P+1D). O
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Capitulo 4

k-sum lateness con P constante

En este capitulo estudiamos el caso particular del problema de k-sum lateness con P, el
numero de tiempos de procesos distintos, constante. En la seccion 4.1 modelamos k-sum late-
ness como un programa lineal mixto anidado. Usando dualidad mostramos que el problema
es equivalente a un problema de minimizar tardanza total (total tardiness) paramétrico. En
la Seccion 4.2 mostramos que el problema paramétrico anterior, en el caso de P constante, se
puede reducir a resolver una cantidad polinomial de instancias de minimizar tardanza total.
Finalmente, en la Seccion 4.3 veremos que podemos adaptar el algoritmo pseudopolinomial
de Lawler [7] para resolver las instancias de total tardiness en tiempo polinomial en el caso
en el que P es constante, completando asi la descripciéon de un algoritmo polinomial para
nuestro problema.

4.1. Formulacion de k-sum tardiness como PLM anida-
do

Denotemos S, al conjunto de permutaciones del conjunto [n] de trabajos. Siguiendo la
metodologia propuesta por Puerto [9] para problemas de tipo k-sum optimization, usando
variables auxiliares binarias x, podemos formular el problema de k-sum lateness como sigue

(P) min max A (C(i,8) — d;)x;

s.a. sz =k,

x; € {0,1} Vi€ [n].

Es facil ver que la relajacion lineal natural del PLE interno de maximizacion es integral, pues
tiene matriz de restricciones totalmente unimodular y lado derecho integral. Luego, podemos
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reemplazar el problema (P) por un min-maz lineal puro. Es decir, reformulamos (P) como

(P') minmax » (C(i,S) —d;)z;

s.a. sz =k,

x; € [0,1] Vi€ [n].

Tomando el dual del problema interno, y usando r como variable dual para la restriccion
de igualdad y la variable y; para la restriccion x; < 1, el problema anterior es equivalente a

(D) plmihrs ) w
s.a. y; > C(i,8) —d; —r Vi€ [n]
yi 20 Vi € [n].

Ahora bien, en el problema interno de (D) notamos que en todo 6ptimo se tiene que
y; = (C(i,5) — d; — r);. Es decir, y; es la tardanza de ¢ en S, pero usando como deadline
d; + r. Luego, podemos quitar y; como variable y una formulacion equivalente a (D) sera

n

(D)  minmin kr+ Y (C(i,S) —d; — ).

SES, r
" i=1

Definamos para cada r € R, la funcion ¢(r) = kr + minges, >, (C(,5) — di — 1)+
que corresponde a una funcion lineal en r més el minimo total tardiness de un conjunto de
trabajos con deadlines d; + r. Intercambiando el orden de los minimos en la expresiéon para
(D), concluimos que este se puede reformular como el problema de minimizacién paramétrico
min, ¢(r). En la siguiente Seccién mostraremos que la funcion ¢(r) es lineal por trozos y que
tiene a lo méas O(n? 1) puntos de quiebre, por lo cual se puede reducir a resolver una cantidad
polinomial de instancias del problema de minimizar tardanzas totales.

4.2. Reduccidon de k-sum lateness a total tardiness cuan-
do P es constante

Denotaremos el conjunto de todos los lateness posibles como £ := {C(i,S) —d; : i €
[n], S agendamiento}. Mostraremos primero que |£| es polinomial en n si P constante.

Lema 4.1 |£| = O(nf*1).

DEMOSTRACION. Sea P el conjunto de los tiempos de proceso distintos y |P| = P. Fijemos un
agendamiento S y un trabajo j. Para cada x € P definamos

a, (S, j) = ntmero de trabajos con tiempo de proceso x agendados antes de j en S,
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con lo cual, el tiempo de partida del trabajo j en S es

C(.77 S) —Pji= Zax<57]> X

zeP

Como cada a,(S,7) € {0,...,n — 1}, concluimos que para cada trabajo j sus tiempos de
partida posibles pertenecen a un conjunto fijo (independiente de j y de S) de tamafio a lo méas
n?. Ademaés, el lateness de un trabajo se obtiene sumando una cantidad propia del trabajo
(i.e, p;j — d;) al tiempo de partida y como hay n trabajos, se concluye que |£| < nP™. O

Teorema 4.2 Para cada agendamiento S fijo, la funcion fs(r) = kr+ > (C(i,S) —d;—1)4
=1

es lineal por trozos, continua, convexa y con puntos de quiebre contenidos en el conjunto de
lateness posibles L.

DEMOSTRACION. Al ser suma de funciones lineales por trozos, convexas y continuas, la funciéon
fs es, en si misma, también lineal por trozos, convexa y continua. Veamos que los puntos de
quiebre de fg estan contenidos en L. En efecto, supongamos sin pérdida de generalidad que
los trabajos estan enumerados de forma creciente con su lateness segin la permutacion S.
Es decir,

C(1,8)—dy <C2,8) —dy < -+ < C(n, S) — dy.

Definamos, para j € [n — 1] los intervalos semi-abiertos por la derecha I;(S) := [C(j, S) —
d;j,C(j+1,5) — dj+1). Algunos de estos intervalos podrian ser vacios si dos o més trabajos
tienen igual lateness. Definiendo ademas [y(S) = (—o0,C(1,S) — dy) e I, = [C(n,S) —
dy, +00) tenemos que la familia (I;(5));eq0,1,...n} particiona a la recta real. Mas atn, para
todo j € [n] U {0}, la funcién fs(r) restringida a I;(S) es lineal, y tiene el siguiente valor

fs(r) = kr+ Z(C(i, S)—di—r)s =kr+ > (C(i,8) —d; —r).

i=j+1
Asi, los puntos de quiebre de fs son subconjunto de {C(i,.S) — d;: i € [n]} C L. O

El Teorema 4.2 anterior nos dice que para todo agendamiento S, el problema de minimi-
zacion interior en (D') es sobre una funcion lineal por trozos, continua y convexa, con puntos
de quiebre en £. Como las funciones de este tipo alcanzan su minimo en un punto de quiebre,
basta buscar minimos en L. Luego, tendremos que

n

(D) minmin kr+ Y (C(:,S5)—d; —7);

SesS, r
" i=1
n

= minmin kr + 2 (C(i,S) —di — 7).
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Por otro lado, reordenando los minimos tendremos que

n

Inin min kr + 2 (C(i,S) —di — 1)+

n

(D) = min kr+min (C(i,8) —di — 7). (4.1)
" =1

(T'(r))

Notemos que para un par 6ptimo (r*, S*) para el problema (D”), el agendamiento S*
también serda 6ptimo para el problema (P) original. Esto pues, (D”) es equivalente a (D)
y para pasar de (P') a (D'), se reformulé el problema dual del problema de maximizacion
interno, dejando el problema externo de minimizacién sobre las permutaciones fijo. Luego,
como (P’) y (P) son problemas equivalentes, el agendamiento S* 6ptimo de (D") sera también
Optimo para (P).

Recordemos que el tardiness de un trabajo j en un agendamiento S con tiempo de comple-
tacion C'(7, S) y deadline d;, esta definido como T'(j,.S) = (C(j, S)—d;)+. Luego, el problema
(T(r)) seré el de minimizar el total tardiness con deadlines d; = d; + r, que sabemos que
es un problema NP-completo [1] para el caso general. Sin embargo, en la siguiente Seccion
veremos que en el caso particular en que P, el nimero de tiempos de proceso distintos, es
constante, entonces existe un algoritmo polinomial que resuelve (T'(r)).

Teorema 4.3 El problema de minimizar total tardiness para n trabajos se puede resolver en
tiempo polinomial O(nf+4) para P fijo.

Asumiremos cierto por ahora el Teorema 4.3 y lo demostraremos en la Seccion 4.3. Con
lo anterior podemos plantear el siguiente algoritmo.

Algoritmo 4: k-sum lateness, tercera version.

Data: J = [n] trabajos con deadlines arbitrarios y P tiempos de proceso.
Result: (Spest, valpes:) par del agendamiento 6ptimo y su valor para oy

Sbest — @
Valpest — 0.
Generar conjunto £ de todos los lateness posibles.
for r € £ do
Calcular el 6ptimo S, del problema (7'(r)), con valor valr(y)(Sy).
val, < kr + valiry) (Sy).
if val, < valp..; then
Sbest — Sr-
Valpest < val,.
end

© 00 N O Gk W N

=
o

end
return (Spess, Valpest)

[
[
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El siguiente resultado nos dice que el algoritmo anterior soluciona k-sum lateness.

Teorema 4.4 El Algoritmo 4 genera un agendamiento dptimo para k-sum lateness.

DeEMOSTRACION. En efecto, sabemos que las soluciones de (D”) resuelven el problema de k-
sum lateness formulado en (P). Por el Teorema 4.2 sabemos que la funcion ¢(r) = kr +
minges, Y., (C(i,S) — d; — r); es lineal por trozos, continua y convexa, con puntos de
quiebre contenidos en L, por lo que basta mirar el conjunto de puntos de quiebre de la
funciéon para encontrar el minimo del problema. Como el algoritmo chequea todos los puntos
de quiebre r € L y para cada r encuentra la permutacion S, que minimiza (7,.) y se queda
con el valor mas pequeio de ¢(r) = kr + val(r()(Sy), entonces el algoritmo encuentra un
agendamiento 6ptimo para (P). ]

A continuaciéon usando el Algoritmo 4, mostramos que k-sum lateness se puede resolver
en tiempo polinomial cuando P es constante.

Teorema 4.5 FEl problema de k-sum lateness para n trabajos se puede resolver en tiempo
polinomial O(n*"*5), para cada P fijo.

DEMOSTRACION. En efecto, del Lema 4.1 sabemos que |£] = O(nf*1). No es dificil ver que

dicho conjunto se puede generar en tiempo proporcional a su cardinal. Ahora bien, por cada
r € L se resuelve el problema de total tardiness, que por el Teorema 4.3 toma tiempo O(nf"+4),
con lo cual se concluye el resultado. O]

4.3. Minimizar total tardiness con P constante es poli-
nomial: Demostracion del Teorema 4.3

En esta Seccion estudiamos el problema de total tardiness cuando P, cantidad de tiempos
de proceso diferentes, es constante. Para ello, nos basamos en un trabajo previo de Lawler
[7]. En dicho trabajo se propone un algoritmo pseudopolinomial que utiliza programacion
dindmica y que encuentra una soluciéon 6ptima para el problema en tiempo O(ntSp) con
Sp=> jesPj- En esta Seccién mostraremos que dicho algoritmo se puede implementar en
tiempo polinomial cuando P es constante.

Para simplificar la discusion en lo que sigue, supondremos que todos los trabajos tienen
tiempos de proceso distintos. Esto pues, si no lo son, estos pueden ser modificados infinite-
simalmente sin cambiar el problema de forma significativa. Una vez concluyamos el anélisis,
volveremos a considerar los tiempos de proceso originales.

Lawler [7] prueba el siguiente resultado, que es la base para poder crear un programa
dindmico para el problema de total tardiness.

Teorema 4.6 [7, Teorema 3] Suponemos que todos los trabajos estin numerados de forma

30



no decreciente segun su deadline, es decir, dy < --- < d,. Sea k el trabajo con mayor tiempo
de proceso segun esta enumeracion, i.e, p = max{p;}. Entonces existe un nimero entero ¢
J

con 0 < 6§ < n—Fk tal que existe un agendamiento optimo S en el cual a la izquierda de k
estdn todos los trabajos j con j < k+ 6, y a su derecha todos los trabajos j con j >k + 4.

4.3.1. Algoritmo de Programacién Dindmica

Construiremos ahora en tiempo polinomial O(nf*3) un agendamiento 6ptimo para el
problema de total tardiness utilizando programacion dindmica, basdndonos en lo realizado
por Lawler [7, Seccion 3.

Sea J = [n] una coleccion de trabajos numerados en orden no decreciente con sus deadlines.
Queremos encontrar un agendamiento 6ptimo de los trabajos 1,...,n, cuyo primer trabajo
comienza en un tiempo t. Sea k el trabajo con el mayor tiempo de proceso. Del Teorema 4.6
se tiene que existe un 6 con 0 < § < n—k y un agendamiento 6ptimo S que se puede separar
en tres porciones.

1. En la primera porcién, los trabajos 1,...,k—1,k+1,...,k 4 0, en alguna secuencia,
comenzando en el tiempo ¢, seguidos de

2. En la segunda porcion, el trabajo con mayor tiempo de proceso k, con tiempo de
completacion Cy () =1t + > ., 5P, seguido de

3. En la porcion final, los trabajos k+d +1,...,n, en alguna secuencia, empezando en el
tiempo C(9).

El problema de total tardiness satisface el principio de optimalidad siguiente: la secuencia
completa es 6ptima solo cuando sus subsecuencias consecutivas también son 6ptimas. En
particular, deben ser subsecuencias 6ptimas las secuencias de trabajos descritas en las por-
ciones 1 y en 3 que comienzan en ¢ y Cy(0) respectivamente. Esto altimo sugiere un programa
dindmico como método de solucion. Un agendamiento 6éptimo S que comienza en un tiempo
t puede ser encontrado de forma recursiva desde soluciones 6ptimas de subproblemas S’, t/,
con S’ subconjunto propio de S'y t' > t¢.

Notemos por otro lado que las porciones en 1 y 3 son de un tipo especial. Esto pues, ambas
secuencias estdn conformadas por trabajos con tiempo de proceso menor a p. Se utilizara la
siguiente notacion

S(i:j, k) ={w:i<gw <gj,pw < Dr} (4.2)
Luego, la secuencia en 1 serd S(1: k+9,k) y en 3 serda S(k +0: n, k).

Denotamos por T'(S(i: j, k),t) ala tardanza de algtin agendamiento 6ptimo de los trabajos
en S(i: j,k) y que comienzan en t. Asi, en virtud del principio de optimalidad y el Teorema
4.6, tendremos que

T(S(i: j,k),t) = méin{T(S(z’: K +6,k'),t) + max{0, C(8) — dp'}
+T(S(K'+0+1:4,k),Cw(d))}, (4.3)
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donde k£’ se define como el trabajo de mayor tiempo de proceso en la subsecuencia S(i: j, k).
P = max{p, :w € S(i: j,k)},

y ademas,

Cu@)=t+ > pu

weS(i: k+4,k")

Por otro lado, las condiciones iniciales para la ecuacion 4.3 estan dadas por

T(0,1) = 0.
T({j},1) = max{0, ¢ + p, — d;}.

Observacion El programa dindmico anterior se puede implementar incluso si los tiempos
de proceso no son todos distintos. Para ello, basta definir una regla de desempate consistente
entre trabajos de igual tiempo de proceso y asi poder calcular los conjuntos S(i: j, k) y los
valores T'(S(i: j, k), t).

El siguiente resultado muestra que el problema de k-sum tardiness se puede resolver en
tiempo O(nf*4).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.3. De la discusiéon anterior sabemos que existe al menos un
agendamiento 6ptimo S que puede ser construido con la recursion vista en la Secciéon 4.3.1.
Mostraremos que podemos encontrar uno de estos agendamientos en tiempo O(nf+4).

En efecto, notemos que no hay mas de O(n3) subconjuntos S(i: j, k), puesto que no hay
més de n valores posibles para i, j y k. Para contar los posibles tiempos ¢ en las que pueden
comenzar estas colecciones de trabajos, dado que P es constante, basta saber para cada
trabajo i, cuédntos trabajos de cada tiempo de proceso estan agendados antes de 7. Sea P el
conjunto de los tiempos de proceso distintos (|P| = P). Para cada x € P definimos

a, (i) = namero de trabajos con tiempo de proceso p, antes de i.

Luego,
t=>"as(i)-pa
=1
Ahora bien, como
a(i) +---+ap(i) <n—1, (4.4)

tendremos que a lo més hay O(n!’) tiempos ¢ en los cuales puede comenzar S(i: j, k). Asi, no
hay més de O(n”"*3) ecuaciones en 4.3 a resolver. Como en dicha ecuacion se esta computando
un minimo, cada ecuacion requiere tiempo O(n) para resolverla. Asi, se podra encontrar un
agendamiento 6ptimo en O(nf**) para el problema de total tardiness con P constante. [
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Conclusiones

El problema de minimizar k-sum lateness es el objeto de estudio central de esta tesis.
La principal contribucién del trabajo consiste en dar algoritmos polinomiales para resolver
importantes casos particulares de este problema, que en su version general conjeturamos es
un problema NP-completo. En particular, estudiamos el problema dejando constante sepa-
radamente el pardmetro k, la cantidad P de tiempos de proceso distintos y la cantidad D
de deadlines distintos. Ademas, desarrollamos algoritmos basados en técnicas distintas para
cada uno de estos tres casos particulares.

Para el caso en que k es constante, extendimos la idea de Woeginger [12] al problema de
k-sum lateness, quien mostro que existen agendamientos 6ptimos para el problema de k-sum
tardiness que son parecidos al agendamiento que entrega la regla EDD. Logramos para este
caso un algoritmo de complejidad O(n?~!). Conjeturamos en este capitulo que el resultado
se puede generalizar a otras funciones objetivo mono6tonas no-decrecientes para las cuales la
regla de despacho EDD sea 6ptima para el caso k = 1.

Realizamos aportes para la version general del problema mostrando que existen agenda-
mientos 6ptimos, crecientes y con lagunas consecutivas crecientes. También encontramos una
consecuencia interesante de este resultado que nos permite recuperar la conclusiéon principal
del Capitulo 2 de encontrar un algoritmo polinomial para el problema cuando k es constante.
En el caso en que la cantidad D de deadlines distintos es constante, usamos los agendamientos
6ptimos, crecientes y con lagunas consecutivas crecientes en conjunto con la nociéon de SPT
por pivote para mostrar que existen agendamientos 6ptimos que pueden ser particionados
en bloques que en la tesis llamamos lagunas e islas. Dicha estructura nos permitié dise-
nar un algoritmo polinomial que encuentra una soluciéon 6ptima para el problema en tiempo
O(n*PT1D). Una pregunta interesante a futuro es si es posible extender este resultado a otros
problemas relacionados tales como k-sum tardiness, que es NP-completo [12].

Utilizando formulaciones dadas por Puerto [9] y modificaciones del algoritmo pseudopo-
linomial de Lawler [7] para minimizar total tardiness, proponemos un algoritmo polinomial
cuando P, la cantidad de tiempos de proceso distintos, es constante, con tiempo O(n*’+?).
La idea principal que usamos en este resultado fue notar que el problema de minimizar total
tardiness puede ser resuelto en tiempo polinomial O(n?**) modificando el algoritmo pseu-
dopolinomial de Lawler. Sin embargo, dada la generalidad de la formulacion, cualquier otra
condicién que permita resolver el problema de minimizar total tardiness en tiempo polino-
mial (no necesariamente P constante), permitiria resolver el problema de minimizar k-sum
lateness en tiempo polinomial.
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Finalmente, una linea de trabajo a futuro es estudiar la NP-completitud del problema de
k-sum lateness para complementar los resultados de esta tesis, que en si misma constituye
un estudio robusto de casos particulares importantes de este problema.
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