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RESUMEN

Gracias al trabajo de K. J. Palmer, conocemos condiciones suficientes para construir un
homeomorfismo de equivalencia topoldgico entre dos sistemas diferenciales no auténomos, uno
lineal y una perturbacion no lineal de este. Este resultado ha sido generalizado en muchas
direcciones, admitiendo dicotomias més generales y condiciones menos restrictivas sobre la per-
turbacién no lineal. En esta tesis presentamos una familia de dicotomias y perturbaciones sobre
R* que nos permite garantizar que dicho homeomorfismo es de hecho un difeomorfismo de clase
C' o de clase C?. Nuestra familia de condiciones incluye tanto a la dicotomia exponencial como
a la dicotomia exponencial no uniforme.

Posteriormente, estudiamos los analogos a estos resultados en el contexto de ecuaciones en
diferencia, es decir, estudiamos dicotomias y perturbaciones no lineales sobre Z* de modo que
el sistema lineal y su perturbacion sean topolégicamente equivalentes y el homeomorfismo que
dicte dicha equivalencia sea un difeomorfismo de clase C' o C2. Tanto en el caso continuo como
en el discreto, logramos este objetivo sin recurrir a condiciones espectrales sobre los sistemas.
Finalmente, entregamos una propuesta de cémo generalizar estos resultados a derivadas de
orden superior.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1. Revision Histérica

El concepto de equivalencia topoldgica entre dos sistemas, lineal y no lineal, ha jugado un
importante rol en el estudio de ecuaciones diferenciales, principalmente, debido a la dificultad
que en general se presenta al buscar soluciones analiticas para ellas. Ha mostrado ser mas
fructifero estudiar un sistema lineal y més simple, desde el cual obtener informacién que pueda
ser llevada a un sistema no lineal. Algunas propiedades que se pueden obtener son la bisqueda
de soluciones acotadas y la caracterizacion de su comportamiento asintotico. El método consiste
en establecer una correspondencia continua entre las soluciones de ambos sistemas.

El problema de linearizacion del flujo de soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias auténomas empez6 en la década de 1960, con el clasico teorema de P. Hartman
[21], el cual asegura la existencia de un homeomorfismo local entre un sistema no lineal y
su linealizacién alrededor de un punto fijo, bajo la suposiciéon de que el sistema satisface una
condicion de hiperbolicidad. Durante la siguiente década, el resultado fue generalizado a la
construccién de un homeomorfismo global, gracias a C. Pugh [34] y A. Reinfelds [37].

En 1973, K.J. Palmer [26] fue el primero en generalizar el resultado de P. Hartman hacia el
marco no auténomo, es decir, establecié una correspondencia continua entre las soluciones de
una ecuacién lineal no auténoma y una perturbaciéon no auténoma de ella. Para esto, empled
un concepto que generalizaria al de la hiperbolicidad y representaria una importante revolucién
en el estudio de ecuaciones no lineales: las dicotomias.

El homeomorfismo que obtuvo K.J. Palmer, con sus propiedades, se conoce como el con-
cepto de equivalencia topolégica o conjugacion topoldgica, lo cual es una 1til herramienta para
describir el comportamiento asintético de soluciones, incluso cuando pueden ser desconocidas,
por ejemplo, para encontrar atractores locales o glocales, o de manera mas general, variedades
estables e inestables. Sin embargo, hay maés propiedades dinamicas que no pueden ser descritas
con herramientas puramente topoldgicas y por ello requieren el estudio de la diferenciabilidad
de dichos homeomorfismos.

Contemporaneamente a K. J. Palmer, ya se estaba desarrollando la teoria andloga en el
marco discreto (referimos al lector a C. Coffman [13]). Estas contribuciones fueron retomadas a
fines de los 80’s e inicios de los 90’s, momento en el cual el trabajo de G. Papaschinopoulos ([28],
[29], [30], [31]) fue prominente y ayudé a caracterizar dicotomias y comportamiento asintético
de soluciones. Actualmente, J. Chu [12] ha desarrollado herramientas para estudiar qué tipo de
perturbaciones pueden ser aplicadas a un sistema lineal. Referimos al lector al trabajo de S.
Elaydi [19], quien ha escrito un libro describiendo una exhaustiva introduccién a las ecuaciones
en diferencias.

En la década de 1990, varios autores volvieron a estudiar el problema de K. J. Palmer en
su version continua, admitiendo cada vez més amplias hipétesis. Entre ellos destacamos las
contribuciones de Z. Lin y Y-X. Lin [24], L. Jiang [22] y J.L. Shi y K.Q. Xiong [39] (destacamos



que todos los autores recién mencionados son miembros de la Universidad de Fuzhou, China).
También remarcamos a L. Barreira y C. Valls ([4], [5], [6]), quienes a inicios de los afios 2000
extendieron la familia de dicotomias, introduciendo el concepto de dicotomia no uniforme.
Durantes la décadas siguientes estos conceptos han sido usados por varios autores, tanto en el
marco discreto [15], como en el continuo [7], e incluso en contextos integrados, como son las
ecuaciones impulsivas [20].

El estudio de la suavidad del homeomorfismo de equivalencia topoldgica ha sido un problema
con vasto andlisis tanto en el &mbito auténomo como en el no auténomo. En el marco auténomo,
S. Sternberg [40, 41] demostrd que el sistema dindmico dado por un difeomorfismo de clase C”
puede ser C*—linelizado localmente alrededor de puntos fijos hiperbélicos que satisfacen una
condicién de no resonancia sobre su espectro. Estos resultados fueron mejorados luego por G.
R. Belickii [2, 3], atin localmente, pero dando condiciones més expliciticas sobre las derivadas
de la conjugacion. S. van Strein [42] fue el primero en obtener un resultado similar sin imponer
condiciones de no resonancia, pero su demostracién, tal como lo mostré V. Rayskin [35], resultd
ser erronea.

Hasta donde hemos podido investigar, el estudio de la diferenciabilidad de la conjugacién
topolégica entre un sistema lineal y uno quasi lineal no autonomo, fue atendido por primera
vez en 2015 gracias al trabajo [11] de A. Castafieda y G. Robledo, quienes aseguraron que dicho
homeomorfismo es un difeomorfismo de clase C? que preserva orientacién si el sistema lineal
es exponencialmente asintéticamente estable en R y verifica ciertas condiciones técnicas. Este
resultado fue mejorado posteriormente en [8] para incluir razones de decaimiento més generales
que la exponencial, pero restringiendose a RT. En estos resultados los autores pudieron construir
un difeomorfismo global, en el mismo estilo que K. J. Palmer.

L. V. Cuong et. al. [16] obtuvo un resultado de linealizacién suave en un estilo similar a
S. Sternberg, cuando la parte lineal admite una dicotomia exponencial en toda la linea real,
atn considerando una condicién relacionada al espectro de Sacker—Sell; para mas detalles en el
espectro mencionado referimos al lector a [38] y [23, Chapter 5]. Recientemente, D. Dragicevié
et. al. [18] han mostrado que la afirmacién de van Strein [42] (respecto a la existencia de una
conjugacion topoldgica suave sin condiciones espectrales; para el caso auténomo) era correcta
y ademas, la han extendido al caso no auténomo, simultaneamente, mejorando el resultado de
Cuong, bajo la suposicion de que el sistema lineal satisface una hiperbolicidad no uniforme y
otras condiciones técnicas, las cuales no incluyen condiciones de no resonancia, pero si imponen
cotas espectrales. En [17], los mismos autores investigaron una linealizacién suave de clase C!
en el marco discreto, asumiendo una dicotomia exponencial fuerte no uniforme en la parte
lineal. La idea principal en ese trabajo es convertir la parte lineal del sistema no auténomo a un
sistema lineal para obtener cotas espectrales sobre la linealizacién de clase C'! para la ecuacién
en diferencia no auténoma.

En esta tesis, desarrollamos ideas que guardan gran similitud con el trabajo de A. Castafieda,
P. Monzén and G. Robledo [10], pues en ambos se estudia la equivalencia de un sistema lineal
y uno cuasi lineal en el semi eje real positivo. Aqui se mejora el resultado mencionado en dos
sentidos: primero presentamos una familia méas amplia de dicotomias aceptadas para el sistema
lineal, incluyendo tanto la exponencial y exponencial no uniforme bajo ciertas condiciones téc-
nicas, que seran expresadas mas tarde. En segundo lugar, admitimos la existencia de variedades
inestables no vacias para el sistema lineal. No imponemos condiciones de no resonancia o cotas
espectrales, sino que s6lo nos basamos en la combinacién de las propiedades de hiperbolicidad
no auténoma de la parte lineal y la Lipschitzianidad y dominacién de las no linealidades. De
todos modos, cabe mencionar que este trabajo no estudia la continuidad del homeomorfismo
como una funcién de dos variables, una propiedad que A. Castafieda et al. llamaron equivalen-
cia topoldgica continua [10, Definition 1.4]. Tampoco obtenemos una equivalencia topoldgica
fuerte, lo cual es una caracterizacién introducida por Shi [39, Definition 2.4], y corresponde a la
continuidad uniforme del homeomorfismo, resultado que también fue obtenido en [10, Theorem



2.1]. No obstante, como un subproducto de la existencia de una cota uniforme para la derivada
del homeomorfismo en cada tiempo fijo, obtenemos una versién méas debil de esto.

De la misma manera, este trabajo tiene bases en la version discreta de estos resultados rea-
lizada en [9]. La principal diferencia entre este trabajo y [9], en términos de la diferenciabilidad,
es que permitimos la existencia de variedades inestables no vacias para el sistema lineal.

1.2. Teorema de Linealizaciéon de Palmer

Para estudiar el problema de linealizaciéon continua en el marco no auténomo, consideremos
el siguiente par de sistemas continuos:

E=A(t)r (1.1)

y
9 = 2At)y +§(t,v), (1.2)

donde 1,y : R — R? y t > 2A(t) € M4(R) es un mapeo matricial continuo sobre toda la recta
real y f: RT x R? — RY es continua.

Antes de continuar, fijemos las notaciones que utilizaremos a lo largo de este trabajo:
Notacién 1.2.1. Denotaremos:

= |z|, la norma euclideana para un vector x € R?.

= |All, la norma de una matriz A € Maxq(R) actuando sobre el espacio de Hilbert R%.

n [|g|l. = supser+ |9(5)|, la norma del supremo para una funcion real acotada.

v |lglly = Jar l9(s)|ds, la norma 1 para una funcién absolutamente integrable.

* |7, = supjen |rjl, la norma del supremo para una sucesién acotada.

= [[7]ly = > en Isls la norma 1 para una sucesion absolutamente sumable.

" Rar = [O, +OO).

Para imitar la condicién de hiperbolicidad del marco auténomo, necesitamos un concepto
que establezca la existencia de variedades estables e inestables asociadas a las soluciones del
sistema lineal no auténomo, es decir, una dicotomia de soluciones.

Definiciéon 1.2.2. Diremos que la ecuacidn (1.1) admite una dicotomia exponencial sobre
el intervalo J C R, si para una matriz fundamental X(t) existen constantes K,a > 0 y una
proyeccion P tales que

IN

fe %) para s <t, cons,teJ

|xpx(s)
H%(t)([ — ﬁ)%fl(s)H < Re Y parat < s, con st e (1.3)

El concepto de dicotomia exponencial aparecié por primera vez en 1930 gracias al trabajo de
O. Perron [32], pero no fue hasta 1973 en que K.J. Palmer public6 por primera vez un resultado
que establecia una correspondencia de soluciones de (1.1) y (1.2). K.J Palmer desarrollé su
argumento a través de los resultados que estudiamos a continuacién.

Observacién 1.2.3. En los siguientes resultados, asociados al trabajo de K.J. Palmer [26], el
intervalo de definicion de la dicotomia siempre serd J = R.



Lema 1.2.4. Suponga el sistema (1.1) tiene una dicotomia exponencial como en (1.3). Sea
h:R x R? x R* - RY, una funcién continua para la cual existen u,v > 0 tales que:

Ib(t,9,n)| <u

‘h(tﬂ)la??) - [J(t7t)2u”7)| < U|Ul - U2|7
para todos t € R, 9, 91,92,n7 € R Entonces, si 208 < a, la ecuacion diferencial

H= Ql(t)t) + h(ta , 77) (14)

tiene, para cada n € R?, una tinica solucién acotada v(t) = x(t,n). Mds ain, x(t,n) es continua
en R x R? g |x(t,n)| < 2Rua~!.

Demostracion. Sea n € R? fijo. Sea T la transformaciéon que toma funciones acotadas y conti-
nuas y las lleva a funciones continuas dada por:

=/_ R()PE () (5. 0(s), ds—/ X(1)(1 — )X ()b (5, 0(s). 1)ds.

Es continua, pues como h es continua y acotada, basta con aplicar el Teorema de convergencia
dominada de Lebesgue. Por simple diferenciacién podemos notar que

—Z(n)(t) =A)Z() + bt v,m).

Note que
sl < [ ;H%(t)‘m‘l(s)ﬂIh(sm(S),n)Ids
+ [T x| o).

t fe’e]
< uf </ e~ t=5) g +/ e‘““‘“ds) < 2ufa~ !,
—00 t

por lo que la transformacién es acotada, es decir, el espacio de funciones continuas y acotadas
es un invariante de . Por otra parte

T(0)(8) — T(n2) ()] < /;Hae(t)ml(s)” 1B(s,91(s),m) = b(s,92(s), m)|ds
/ | =327 IG5, 91(5),m) = (s, 2(5),m)]ds
< oR 1 too e g1 (s) — a(s)|ds
+nﬁ/too e~y (s) — na(s)lds
< 2f0a" g1 — 2]l <[l — 2l



Como ¢ fue escogido de manera arbitraria, tenemos ||T(y1) — ‘I(UQ)HOO < |91 — 92/, es
decir, hemos mostrado que ¥ es contractiva. Por el Teorema del punto fijo de Banach concluimos
que tiene un dnico punto fijo, es decir, existe una tnica funcién ¢ — p(t) acotada tal que
T(y) = v y por tanto y(t) = x(t,n) es solucién de (1.4) y cumple con la cota establecida.
Ademas, el Teorema de convergencia dominada nos entrega la continuidad.

|

Lema 1.2.5. Suponga que el sistema (1.1) tiene una dicotomia exponencial como en (1.3) y
que f: R x R — R? es una funcion continua que satisface:

[f(t, )] <u

[7(£,x1) = §(t,x2)| < vlrr — ro

para todos t € R,x, 11,12 € R%. Suponga que g es otra funcion que satisface las mismas con-
diciones de f. Entonces, si 408 < a, existe una unica funcion continua $ : R x R — R4 que
satisface:

i) Sir(t) es una solucion de (1.2), entonces [t r(t)] es solucion de la ecuacion diferencial:
£=2A)r +a(t,x). (1.5)
ii) Para todo (t,x) € R x R? se tiene [9(t, 1) — 1| < 4Rua~l.

Demostracién. Denotemos (¢, 7, &) la tnica solucién de (1.2) tal que r(7) = £. Definamos

h(tvz’a (7—, 6)) = g[t7;(t77-7 f) + 3] - ﬂtdf(t»T» 5)}7

luego, b es continua y satisface:

|h(t757 (Tv f))| <2u

y
|b(t7317 (T7 6)) - h(t3327 (Ta 5))‘ S Ulﬁl - 32‘7

para todos t € R,3,31,32 € R% (7,6) € R x R9. Se sigue del Lema 1.2.4 que la ecuacién
diferencial

3= Ql(t)j + h(t757 (T, 5)) (16)

tiene para cada (7,€) una dnica solucién acotada 3(t) = x(¢, (7,€)). Mds adn, x es continua y
x(t, (1,6))] < 48ua”!
de manera uniforme. Definimos § : R x R? — R4 por:
H(r,8) =+ x(7,(7,9)),
entonces $) es continua en todo su dominio, pues x lo es por el Lema anterior, y
[9(7,6) — €] < 4Rua”".
Ahora, sea r(t) una solucién de (1.2). Luego:
At x()] = () + x (& (¢, £(1))),
donde x(s, (t,x(t))) es la tnica solucién acotada a la ecuacién diferencial

dj

o= 2A(s)z + b[s, 3, (¢, x())],



pero por la forma en que se define h tenemos

6[5757 (tdi(t))] = h[8a3’ (Oax(o))}v

pues (s, t,r(t)) = r(s,0,2(0)), por la unicidad de las soluciones de (1.2). Por lo tanto

x(s; (£,5()) = x(s, (0,£(0))),

para todo s. En particular
x(t, (¢,2(t))) = x(s,(0,£(0))),
es decir

Ht,x(t)] = x(t) + x(t, (0,2(0))),

asi, por simple diferenciacién se concluye que $[t,z(t)] es una solucién de (1.5).

En resumen, ) satisface las condiciones i) y ii). Suponga que existe otro mapeo J(¢, ) que
satisface i) y ii). Entonces, para todo 7 y &, J[t,2(t,7,£)] es una solucién de (1.5). Denotemos
3(t) = Jlt,e(t, 7, 8)] — &(t, 7,€). Derivando obtenemos que 3(t) es solucién de (1.6). Mas auin,
3(t) es acotada pues J satisface ii). Entonces, por la unicidad de soluciones acotadas de (1.6)
debemos tener 3(t) = x(¢, (1,€)). Por tanto, para todo 7 y £ tenemos

3’[15,;(757 T, f)] = ?(t, T, 6) + X(t’ (T7 5))

Tomando ¢t = 7 se obtiene

3(t7£) = f + X(T7 (775)) = H(Ta 5)7
de donde se obtiene la unicidad de $) y concluimos la demostracién del lema. [ |

Teorema 1.2.6. [26, Teorema p. 754] Suponga que el sistema (1.1) tiene una dicotomia expo-
nencial como en (1.8) y que §: R x R? — RY es una funcién continua que satisface:

it o) <u

If(t,x1) = f(t, x2)| < vlrr — rof,

para todos t € R,xr,11,r2 € R, Entonces, si 408 < a, existe un dnico mapeo continuo § :
R x R = R? que satisface

i) Sir(t) es una solucion de (1.2), entonces H[t,x(t)] es solucion de (1.1).
ii) Para todo (t,r) € R x R? se tiene |9(t,1) — r| < 4Rua=?.
iii) Para cada t € R fijo, el mapeo $H(t,-) es un homeomorfismo de R?.

Demostracién. Aplicando el Lema 1.2.5 con g(t,r) = 0, es claro que la ecuacién (1.5) se trans-
forma en (1.1) y tenemos que existe un tinico mapeo continuo (¢, r) tal que:

i) Sir(t) es solucién de (1.2), entonces H[t,r(¢)] es solucién de (1.1),
ii) Para todo (¢,1) € R x R? se tiene |H(t, 1) — | < 48ua~t.

Por otra parte, reemplazando todas las f por 0, tomando g como la | original y aplicando
nuevamente el Lema, se tiene que existe un tinico mapeo continuo &(¢,r) tal que:

iii) Si y(¢) es solucion de (1.1), entonces &[t, y(¢)] es solucion de (1.2).



iv) Para todo (t,1) € R x R? se tiene|®(t,¢) — 1| < 4RuaL.

Definiendo £(¢,r) = &[t, H(t,r)]. Sir(t) es solucién de (1.2), entonces H[t,z(t)] es solucién
de (1.1), por lo que &[t, H[t,(t)]], i.e., L[t,z(t)], es una solucién de (1.2). Ademads

|L(t,x) =z = [B[t,H(t0)] — 1l

IN

< 8fual.

Ahora, en tomando f = g y aplicando una vez mas el Lema 1.2.5, encontramos que MM (¢, ) :=
¢ debe ser el tinico mapeo que satisface i) y ii), pero hemos mostrado que £(t,r) satisface i) y
ii) cuando § = g, por lo que debemos tener £(¢,r) = r. Por tanto

6[t7'6(t3 x)] = x?
para todos t € R y 2 € R%. Un argumento similar demuestra que
Ht, &t )] =r,

es decir, $ y & son inversas una de la otra para cualquier ¢ fijo y son ambas homeomorfismos.
Esto concluye la demostraciéon del teorema. |

Observacion 1.2.7. Usualmente una dicotomia exponencial representa hipdtesis muy restric-
tivas, por lo que durante la siguiente década el mismo autor generalizd en [25], [27] su resultado
a una mds amplia familia de dicotomias y perturbaciones.



Capitulo 2

LINEALIZACION EN EL CONTEXTO CONTINUO

2.1.  Equivalencia Topoldgica

En este capitulo buscamos reconstruir los resultados de [8], bajo hipdtesis mds débiles, es
decir, reemplazando la contracciéon por una dicotomia con proyector distinto a la identidad, lo
que significard que tendremos una variedad inestable de soluciones no vacia. Para ello basare-
mos nuestra estrategia en los trabajos [9] y [11].

Por lo tanto, en esta seccién volveremos a trabajar con los sistemas (1.1) y (1.2), los cuales,
permitanos recordar, estan respectivamente dados por

y
9 = 2A(t)y + §(£,v),

cuyas soluciones son en cada caso una funcién g,y : Rar — R9, y denotamos t W, 7€)y
t — y(t,7,7n) a las soluciones de (1.1) y (1.2) que pasan por £ y 7 respectivamente en ¢t = 7.
Denotamos también X(t,s) a la matriz de transicién de (1.1) que en t = s es la identidad.
Ademds 2 : R& — Myyxq(R) es un mapeo matricial y f : Rf x RY — R¢ es un mapeo vectorial
continuo.

Ademaés impondremos sobre estos sistemas las siguientes hipétesis:

(c0) A:Rf — Myxa(R) es un mapeo matricial continuo, no singular y uniformemente acota-
do, es decir, existe M > 1 tal que

méax { sup HQl(s) , Sup Ql_l(s)H =M.

seRY sERY

(c1) El sistema (1.1) tiene una dicotomia no uniforme, es decir, existen dos proyectores inva-
riantes complementarios B(-) y Q(-) tales que P(¢)+Q(¢) = I para todo ¢ > 0, una funcién
continua £ : [0, +00[— [0, 00[ y una funcién decreciente de clase C! b : [0, 00[—]0, 1], con
h(0) =1y lim;, o h(t) = 0 tales que

|X(t, )B(s)|| < &(s) (28) , Vt>s5>0

|%(t,9)9(s)]| < £(s) (28)  Vo<t<s.



(c2) Existen u,v : Rf — R{ funciones tales que para cada t € R} y para cada par (v,1) €
R? x R? se tiene

[§(t,0) = §(t,9)| < v(t) |9 = 9] 5 [f(t,0)] < u(®).

(c3) La funcién u definida antes verifica
/OtHX(t, $)B(s)| u(s)ds + /OOHX(t, $)Q(s)||u(s)ds < p < oo , para todo t € Ry
t
(c4) La funcién v definida antes verifica
/OtH%(t,s)‘B(s)H v(s)ds + /OOH%(t,S)Q(S)H o(s)ds < q <1, para todo t € R{.
t

(c6) El mapeo u — f(t,u) y sus derivadas respecto a u hasta el orden r (r > 1) son funciones

continuas de (t,u) € Rf x R? y sup,cga

g&(t, u)H < 400 es acotado.

(c7) Para todo 7 € Ry fijo, las funciones &, b y b satisfacen
/ A(s)h(s)v(s) exp (/ |20 || + U(r)dr) < 400.

Observacién 2.1.1. No es accidental que no tengamos condicion (¢5). En el siguiente capitulo
encontraremos la relacion entre estas condiciones y las que debemos imponer para establecer
distintos tipos de equivalencias entre sistemas y por ello nos es conveniente dejar disponible
este indice.

Observacién 2.1.2. Los proyectores B y Q han sido llamados invariantes para (1.1), lo que
significa que para cada t,s € Ry verifican:

B(t)X(t, s) = X(L, s)PB(s) y Q(t)X(t,s) = X(t, 5)Q(s).

En particular, una consecuencia de esto es que los rangos de B(-) y Q(-) se mantienen
invariante, lo cual motiva este adjetivo.

Observacién 2.1.3. Es un hecho ampliamente estudiado en la literatura que la condicion (c0)
implica que el sistema (1.1) satisface la condicidn de crecimiento uniforme, es decir, que existe
una constante K > 0 tal que:

%t )] < KeMit=sl vt s>0. (2.1)

Definicién 2.1.4. El operador de Green asociado al sistema (1.1) y la dicotomia (c1) es la
funcién matricial 4 : Rg X Rar — Maxdq(R) dada por:

X(t,s)B(s) Vi=s=0,
G(t,s) =
—X(t,8)Q(s) V0<t<s,

y se deduce fdacilmente que satisface

Y =209 ts) v 2,5 = 91, )%0).

Observacién 2.1.5. Incorporando esta notacidn, las condiciones (¢3) y (c4) se pueden rees-
cribir como:



(¢3) La funcion u definida antes verifica

/0 |9(t, s)||u(s)ds < p < oo, para todo t € RY.

(c4) La funcion v definida antes verifica

/0 |9(t, )| v(s)ds < q <1, para todo t € R{.

Definicién 2.1.6. Sea J C R un intervalo. Los sistemas (1.1) y (1.2) son J-topoldgicamente
equivalentes si existe una funcion ) : J X RY — R? que satisface

i) Sir(t) es solucion de (1.1), entonces H[t,r(t)] es solucion de (1.2).
ii) $H(t,u) —u es acotado en J x RY.
iii) Para cada T € J fijo, el mapeo u +— $H(7,u) es un homeomorfismo de R<.

Ademds, la funcion u v~ &(1,u) = H1(1,u) tiene las propiedades ii) vy iii) y mapea soluciones
de (1.2) en soluciones de (1.1).

Observacion 2.1.7. Note que es una generalizacion de la caracterizacion que obtuvimos en el
Teorema 1.2.6, de K. J. Palmer [26], para establecer una equivalencia entre sistemas.

Teorema 2.1.8. Si se cumplen las condiciones (¢0)-(c4), entonces los sistemas (1.1) y (1.2)
son topologicamente equivalentes en Rar .

Demostracion. Realizaremos la demostracién en varios pasos.

Paso 1: Funciones auziliares. Se define el mapeo w* : ]RS' — R4 para (1,7) € RS‘ x R? dado
por

wstrn) = - [ G 9)f(s. (s, 7))
(2.2)

- / (1, )B()f(s. 05,7 m)ds + / " X(1,5)Q(s)f(s, (s, 7. m)) ds.

Note que para asegurar su buena definicién necesitamos saber que las soluciones de (1.2)
se pueden continuar hacia atras, lo cual se sabe por resultados clasicos. Definimos también
T: BO(R{,RY) — BO(R{,RY) para (7,¢) € R x R? dado por

SO = | TG, (s, 1(5,7 ) + b(s))ds.

Se tiene que T queda bien definida por las condiciones (¢2) y (¢3). Notamos también que
utilizando las condiciones (c2) y (c4) se obtiene

| T(@)(t; (7,€)) — T() (& (7,9))]

IN

1.9 1666) = (5] ot

A
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y por tanto, utilizando el Teorema de punto fijo de Banach, obtenemos la existencia de un tnico
punto fijo

o0
3 (4 (1,€)) = / G(t,5)f(s,x(s, 7€) +5" (55 (7, €)))ds.
0
Note que es fécil verificar que el mapeo t — tv*(¢; (7,7)) es solucién al problema de valores

iniciales:

m(t) = Ql(t>m(t) - f(t? U(tv 7, 7)))

w0) = = [ %0990 007
vyt = 35(t; (7,€)) es solucién respectivamente al problema de valores iniciales:

3) = AWD)() + (¢, x(t,7,6) +35(1))

- R0, )2 (5,55, 7 ) + 3 (51 (7, €)))ds,

(S

=
o

=
Il

ademads, es facil ver que, utilizando (c2) y (¢3), los mapeos t — to*(¢; (t,1)) y t — 3%(¢; (¢, €))
son uniformemente acotados.

Paso 2: Construir los mapeos $ y &. Por la unicidad de soluciones tenemos
r(t, 7, €) = x(t, s,1(s,7,€)) , para todo t,s,7 € R, (2.3)
y del mismo modo
y(t, 7,&) = y(t, s,y(s,7,€)) , para todo t,s,7 € R (2.4)
Ahora, sea § € R arbitrario. Llamemos v(t) = 3*(¢; (8,2(3, 7, €)), note que

T = ;(/ %(t,sws,x(s,m(&m»+v<s;<§,x<§m5>>>>ds>

0

= ot </0 X(t, $)f(s,x(s, 7 26(7,7,8)) + v(s; (8, £(8, 7, g))))ds>

_ 9 ( / X(t, 8)f(s, £(s, 7, €) + v(s: (é,x@,r,s»))ds)
0

ot
= RO EE 76+ 0(E (5,567, )

[ (208 (sixsm 4 0 (s (6ux(s.m ) ) ) s
= f(tvx(taTaE)+v(t§(§7;(§77-7§))>>

+ [ O (30057 0 (5 Gx(5.m.€0) ) s

= A@v(t) +§(t, £, 7, ) + v(1)).

11



Sea ahora 3 € R{ arbitrario y considere v*(t) = 3*(t; (5,1(3,7,€)). Definiendo g(t,3) =
f(t,x(t, 7,€) + 3), obtenemos claramente una funcién continua. Asi, de manera anédloga al argu-
mento anterior, obtenemos que tanto v como v* son soluciones a la ecuaciéon diferencial

i=2At)3+9(t,3).

Ademis v(0) = 0 = v*(0). Asi, por unicidad de soluciones, podemos concluir que ambas
funciones coinciden, es decir, para todos s, § € Rar se tiene

37 (5 (5,1(5,7,.6)) = 57 (8 (8,28, 7,6))), (2.5)
o equivalentemente
35 (6 (1,8) =57 (¢t (s,2(s,7,8))) , para todo t, 8,7 € Rar. (2.6)

Para cada t € Ry fijo construimos los mapeos H(t,-) : R — R? y &(¢,) : R? — R? dados
por

2.6 = e+ [ TGt (1,1, ) + 5 (51 (1,6)))ds
0 (2.7)
= €+3*(t;(t7€))
y o0
B(tn) = n- / G(t,5)f(s, (s, £, 7))ds
0 (2.8)

= n+wt(tn),

de esto, utilizando (€3), se sigue inmediatamente que $H(¢,£) — & v &(t,n) — n son acotados
en Rar x R4, por lo que $ y & satisfacen la condicién ii) de la Definicién 2.1.6. Para estudiar
otras propiedades de &, note que, a partir de la férmula de variacién de pardmetros tenemos
que para 7 >t

0(t.mm) = X(t, ) — / "R (t,9)f(s. 9(s, 7)) ds.

o equivalentemente, multiplicando por X(7,t)

xr o) = - | " X(r, 9)i(s, (s, 7. 7m))ds

= n/; x(r, S)‘B(S)f(s,n(smn))ds[ X(r, 5)Q(s)f(s, (s, 7,m))ds,

12



en particular, para t = 0 tenemos

x(T, 0)0(0,7’, 77) n-— AT x<7—78)m(8)f(san(8777 77))d5 - AT x(’r? S)Q(S)f(S,U(S,T, ﬂ))ds

_ n—(:%ﬁﬁﬂﬁﬁﬂawaﬂnﬁﬁ
+/m%hﬁﬂwmaﬂ&ﬂmﬂs—AWXWQD@W&M&ﬂmMS
= 77_/000 g(ﬂs)f(sa‘)(saﬂn))ds

—x(r,0) /0  X(0,5)9(5)i(s, (s, 7 7))ds

= 6(7—a 77) - x(T, O)m*(07 (Ta 77))7
de donde concluimos

&(7,m) = X(7,0) {n(0,7,7) + w*(0; (r,m))} . (2.9)

Paso 3: ) mapea soluciones de (1.1) en soluciones de (1.2) y & mapea soluciones de (1.2)
en soluciones de (1.1). Teniendo en cuenta la unicidad de soluciones, por simple diferenciacién
se puede concluir

f_)[t,}i(t,T, g)] = U(taTafJ(Ta f)) (2~10)

®[ta U(tv T, 7))] = }:(L T, 6(7—» 77)) = }:(t, 7—)@(73 77)7 (2'11)
de donde concluimos que ambos mapeos satisfacen correspondientemente la condicién i) de la
Definicién 2.1.6.

Paso 4: u— &(t,u) y ur— H(t,u) son biyectivas para todo t > 0 fijo.

Primero mostraremos que (¢, &(¢,n7)) = n para todo ¢ > 0. En efecto, utilizando (2.7) y
(2.8)
+ [ s atstlt () + 5755 (0 St )
0

n@ﬂmﬂm%@@mm@ﬂmMs

+ [T st Ol (e ) + 57 s 4 Sl
Definimos w(t) = [$[t, &[t,n(t,7,n)]] — v(t,7,m)|. Note que

w(t) < [Ht, B[t n(t, 7,m)]] = &[t.y(t, 7 m)]| + [S[t,n(t, 7.m)] = v(t, 7,n)| < oo,

13



pues ) y & satisfacen la condicién ii) de la Definicién 2.1.6. Asi, usando (c1), (c2) y (c4), en
conjunto con la expresién anterior y las identidades (2.6), (2.7) y (2.11), para t € R arbitrario,
tenemos

o) = | [0 (st 00 0t o) 575 100t 7)) — s 7o) s
< [ 006l B0t )+ (000t ) = s )] ds
< [T 1906 e ot 7 0 ) 5”5 1t ) — ol 7o) s
< / [ (2, )] 0(s) [¢(5, 7, & (r,m)) +5°(5: (5,(5,7, (1)) = (s, 7, )| s
= [Tl ots) 905, Ol n(s, )] - ol ] ds
= [ 199 serste)ds < q- sup (o).

Asi, tomando supremo en la izquierda tenemos que w(t) = 0 para todo ¢ € R(‘f , pues de
otro modo obtenemos una contradiccion con 0 < q < 1. En particular, tomando ¢t = 7 se tiene

H(r,G(7,n)) =n.

Ahora mostraremos G(t, H(t,§)) = &. De hecho, utilizando (2.8), (2.10), (2.4) y (2.7), obte-

nemos

Glt Hlt ot m €] = Hltaltr. O] = [ 0(t.5)f(s.plsvt, Hltalt, 7 )i
—Ha(tne)] / G, 5) (5,905, 1yt 7, H(r, €))))ds
= st - [ " G(t,5) £ (5, (s, 7y H(T, ) ds
- Hitatre)- [ "Gt ) (s, gl H(r, €))ds
= a(tr O+ [ G (st a7, )+ (st alt, 7))

) /ooo G(t, ) f(s,y(s,7, H(r,€)))ds

14



Continuando el argumento anterior, utilizando (2.3), (2.6), (2.7) y (2.10), se sigue que:

Glt, H[t, x(t, 7,8)]] = x(tmé)+/Ooog(t,S)f(svx(smz(fmé))+3*(S;(S,x(8777£))))d5

_Amgwﬁﬂ&M&ﬂH@@»“

= x(t,7,8)
+Awgw@{ﬂ&m&m©+an@m@m@»»—ﬂ&m&nﬂw@m}m
- mano+4mgm@{ﬂaﬂmx@no»—f@y@nﬂv@m}w

= 2,78+ /Ooo G(t,s) {f(s,y(s. 7. H(7,€))) — f(s,y(s, 7, H(7,§))) } ds

= x(t, 7).

Asi, evaluando en ¢ = 7 se obtiene &(7,$H(7,£)) = £. En consecuencia, para todo t > 0,
$(t,-) es una biyeccién y B(t,-) es su inversa.

Paso 5: u— &(t,u) es un mapeo continuo.

Es suficiente mostrar que n — w*(¢; (¢,7)) es un mapeo continuo para cada t > 0, pues
&(t,n) = n+w*(t(tn)).

Sea 1 € R? fijo y una sucesion {n, }nen C R? tal que lim,, o0 7, = 7. Sean t,7 € R fijos.
Definimos (a,)nen la sucesién de funciones en R definidas por

an(s) = g(t’ S)f(S, U(sa T, 77n))7
note que, por (c2), satisfacen
lan(s)| <||Z(t,s)| u(s) , para todo s € R§ y n € N,

lo cual, por (c3), sabemos que cumple

/OOOHg(Ls)H u(s)ds < +o0.

Por otra parte, como u — f(s,u) y & — n(s,7,€) son continuas, entonces es claro que la
sucesion (a,)nen converge puntualmente a a : Rar — R? dada por

a(s) = g(tv S)f(sv U(S’ T, 7]))

Asi, por el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue tenemos

lim rw*(¢;(1,n,)) = lim —/O G (t, 8)f(s,9(s,T,mn))ds

n— oo n—oo

= — lim - an(s)ds = — /000 a(s)ds = w*(t; (1,1)).

n—oo 0

15



Por lo tanto, 1 — t*(¢; (1,n)) es continuo, y en particular lo es n — to*(¢; (t,7)), de donde
concluimos que & es continua.

Paso 6: u— $H(t,u) es un mapeo continuo.

Es suficiente mostrar que & — 3*(¢; (¢,£)) es un mapeo continuo para cada t > 0, pues

ﬁ(t,f) = f +3*(t; (t7£))

Sea ¢ € R? fijo y una sucesion {&,}nen € R? tal que lim, .o &, = &. Considere también
u + ¢(t; (1,u)), una funcién continua para cada t,7 € Rt fijos. Ahora, para t,7 € R} fijos
definimos:

bu(s) = G (t,5)§(s,£(s, 7, &n) + (55 (7, €0))),

note que, por (c2), satisface
by ()| <[|#(t,5)||u(s) , para todo s € Rj y n €N,

lo cual, por (c3), sabemos que cumple

/Ooonf(t,s)H u(s)ds < +oo.

Por otra parte, note que como ¢ — (s, 7,¢), ¢ — ¢(s;(7,¢)) y ¢ = f(s,{) son continuos,
tenemos que:

ltm by (s) =9 (t,5)f(s,x(s,7,€) + ¢(s5 (7, €))).

n—oo

Asi, por el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue tenemos

i (SO0 (E) = i [T G 5)os(o7.6) + 605 (160
= lim h b (s)ds
n—oo 0

Am%@wmamano+¢@mno»w

= (2)(# (7€)

Por tanto £ — (T¢)(t; (7,£)) es un mapeo continuo y por ende también lo es su punto fijo, es
decir & — 3*(t; (1, &)) es continuo, y en particular lo es & — 3*(¢; (¢, €)), de donde concluimos que
$) es continua y por tanto un homeomorfismo. Asi, los sistemas (1.1) y (1.2) son topolégicamente
equivalentes en RT. [

2.2. Diferenciabilidad de la Equivalencia Topoldgica

Obtener que el homeomorfismo de equivalencia topoldgica que estudiamos en la seccién
anterior es un difeomorfismo de clase C" ha mostrado tener buenas propiedades, en particular
cuando se busca mostrar la estabilidad de (1.2). Es por esto que nos interesa introducir la
siguiente definicién, tal como se hizo en [11].

Definicién 2.2.1. Los sistemas (1.1) y (1.2) son C"-topoldgicamente equivalentes en R si son
topoldgicamente equivalentes en RS’ y el homeomorfismo de equivalencia topoldgica u — $H(t,u)
es un difeomorfismo de clase C", con r > 1 para cada t > 0 fijo.
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Lema 2.2.2. Suponga que se satisfacen (c0)-(c4) y (¢6)-(c7), y (c6) se cumple conr =1,
entonces el mapeo n +— w*(0; (1,n)) definido en (2.2) es de clase C*.

Demostracion. Sea n € R? fijo y (6,)nen C R? una sucesiéon convergiendo propiamente a cero
(es decir, d,, # 0 Vn € N). Sea 7 € R{ fijo y definimos

f(san(svTvn + 6”)) - f(sao(saTa 77)) - %(San(saTa 77))%?,(3’7" 77)5n
|00 '

9071(3) =9(0, 5)

Notamos que como 1 — (s, 7,71) es continuo, tenemos que lim,, ., H(s, 7,n+0d,) = v(s, 7, 7).
Usando (c6) se sigue a partir del cldsico resultado de diferenciabilidad con respecto a las
condiciones iniciales (ver por ejemplo Teorema 4.1 en [21]) que n — (s, 7,n) es diferenciable.
Nuevamente aplicando (c6) obtenemos

lim ¢, (s) =0.

n—roo

Note también, que como la norma es continua, usando (c2) se tiene

— lim [f(s,u+8) — f(s,u)|
§—0 |6‘

0
L

IN

lim o(s) = o(s),

por lo tanto, tenemos

[§(s:0(s, 7,1+ 62)) = §(s,0(s, 7,m) | + | 55 (5, 0(s, 7.1) G (5,7, 1) 6

lon(s)] < [|9(0,5)]

6]
0(5) [9(5, 771+ 6.) — (s, 7, )| + 0(5) | 225, 7, m)3
< lpos) i
sy Iy +6n - ) 8
< r|g<o,s>un<s>('°(”” B “<””>‘+Haz<w>H)-

Con esta cota en mente para @, (s)||, buscaremos una estimacién para el cociente al interior
del paréntesis y luego acotaremos la norma de la derivada parcial que lo acompaiia. Sea 7 € R9.
Sea s > 7. Sabemos que

9(s,7.m) = n(r,7.m) + / §(r, 7, )dr =1+ / i(r, 7, ) dr,

y analogamente .
o(sri) =i+ [ (. iar
por lo tanto .
o(sri) = (o) = =i+ [ () = 9(r. .

Definiendo z(s) = 0(s, 7,n) — (s, 7,7), la expresién anterior implica

10(s,7,1m) = 0(s, 7, 7)] < I — 7] + / \2(r)dr-
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Note que, como s — y(s,7,n) es solucién de (1.2), entonces

(s, 7.m) — (s, 7,7) = A(s) [0(s,7,m) — v(s, 7,7)] + §(s,9(s,7,m)) — f(s,9(s, 7, 7)),

de donde, usando la definicién de z(s) y (c2), se sigue que

2 < A Mo, 7o) = os 7 )]+ (590, 7)) = s, (s, 7, )]
< [ A ols, mm) = v(s, 7, )| + v(s)lo(s,7,7) = 9(s, 7,7)]
< (=) + () (s, 7.m) = s, 7,70
< (ol + o) =l + [ sG]

Sea U(s) = |n— 7| + [ |2(r)|dr. La expresion anterior se transforma en

U'(s) < (HQ[(S)H + n(s)) Us),

0, equivalentemente (pues s > 7= U #0)

U'(s)
o < (1] +06).

de donde, integrando entre 7 y s obtenemos

log (U(s)) — log (U(r)) = log (lfjffﬂ) </ )| + o(r)dr,
es decir
(o7 = (s, i)l < ln =il + [ =)l =U(s) < g — il exp ( [0+ u(r)dr) ,

por lo tanto, para s > 7y 7 = n + d,, se tiene

LICE b (LY R PP (/TSHQI(T)H + n(r)dr> ,

[

lo que en particular implica

HZE(S’T’ ”)H < exp </:H91(T)H + b(r)dr) .

En conclusién, para s > 7, usando (cl) tenemos

IA

[on() otes 7o +8) vl 7.0 +Ha‘)<s,7,n>H>

(0.9 (s ( il o

IN

2[(0, 5)[| o(s) exp ( / )| + t)(r)dr>

IN

28(5)h(5)0(s) exp ([||m(r)|| + U(T)dr) .
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|U(Sa T, M+ 6”) - 0(57 T, 77)|
[0n|
convergen puntualmente a s H%E(S’ T, 77)” cuando n — oo, que también es continua. Como

Por otra parte, en el compacto [0, 7] las funciones continuas s +—

el dominio [0, 7] es compacto, la sucesién de funciones converge uniformemente, es decir, existe
7 € N tal que paran >y s € [0, 7] se tiene

W@JW+&J—M&ﬂm|’PU
+{| 52 (
on

b
S, T, M SQH S,T,nH—l—l.
5] )| =2gremm

Asi, paran > y s € [0, 7] se tiene

‘0(5777n+5n) 7‘)(57T77’)| @
o (s) <|W@ﬁ“ﬂ@< o +| )|

0
< MQMQM@<4byaan+Q.
En resumen, definiendo .# : Rf — R por

i) (2|2 mm|+1)  r2sz0
. o) (2] 57 +1)
28(s)b(s)v(s) exp (L_SHQI(T)H + t)(r)dr) Vs >,

se obtiene |p,(s)| < .Z(s) para todo n > 7. Note que usando (c7)
oo T 80
s < [ an)o6) (2] L) +1) ds
0 0 on

42 /Too R(5)b(s)(s) exp </j||m(r)|| + u(r)dr) ds < +oc.

Asi, utilizando el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue, tenemos:

" (03 (7,1 + ) = 0 (05 (1,m) + | [ 4(0,5) 3L (5, (5, 7,m)) §2(5, 7, m)ds ] 6

lim
n—o0 |0,
= lim —pn(s)ds = f/ < lim gan(s)> ds =0,
de donde concluimos que 1 — w*(0; (7,7n)) es diferenciable. [ |

Corolario 2.2.3. Si se tienen las condiciones (c0)-(c4) y (c6)-(c7), entonces para cada
T €R{ fijo se tiene

W = —/0 %(O,s)%(s,n(s,ﬂ n))g’z(s,r, n)ds.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la demostracién del Lema anterior. [ |

Teorema 2.2.4. Si se cumplen las condiciones (¢0)-(c4) y (¢6)-(c7), y (c6) se cumple con
r =1, entonces los sistemas (1.1) y (1.2) son C'-topoldgicamente equivalentes en RY.
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Demostracion. Por el Teorema 2.1.8 sabemos que los sistemas son topoldgicamente equivalen-
tes. Por el Lema 2.2.2 tenemos que 1 — w0*(0; (7,7)) es de clase C! y sabemos por resultados
clésicos de diferenciabilidad respecto a las condiciones iniciales (ver por ejemplo Teorema 4.1
en [21]) que n — (0, 7,n) también lo es, lo que en conjunto a la expresién (2.9) nos permite
concluir que 7 +— &(7,7) es diferenciable de clase C1.

Ademaés, como & es una equivalencia topoldgica, tenemos que £ — &(7,&) — £ es acotado
y por tanto &(7,&) — oo cuando || — oco. Esto, combinado con la discusién anterior, impli-
ca, utilizando el Corolario 2.1 de [33], que £ — &(7,&) es un difeomorfismo. Més atn, como

&(7,H(7,£)) = £, tenemos:

06 09 B
876(7-7*6(7-7 f))ais(Ta 5) - 17
-1
y por lo tanto %—?(T, €)= %—?(T,Y)(T, f))} , lo que finaliza la demostracion. [ ]

Ahora revisaremos dos lemas técnicos que nos orientaran para construir corolarios de este
Teorema.

Lema 2.2.5. Suponga que el sistema (1.1) satisface (c0) y admite una dicotomia exponencial
en RS‘, es decir, existen dos proyectores complementarios invariantes B(-) y Q(-) y constantes
C, X > 0 tales que

|X(t, s)B(s)|| < Ce =) Vi>s5>0

|X(t, 8)Q(s)|| < Cert=), VO<t<s.
Entonces M > \.

Demostracion. Como el sistema satisface (c0), sea K > 0 que verifique (2.1). Sea t > s, observe
que:

1:”36(1&,5)36*1@,3)“ = ||x(t,5)%(s,1)||
- H%(t, s) (B(s) +2(s)) %(S»t)H
< X )B)X (s, D] +]X(E 5)Q)X(s, 1)

= [|X(t 8)B(s)X(s, )| +]|X(2, )X (s, )Q() |

< (x| X 0] + (1% )] -2 Q@]
< Xt s)B(s)|| - KeMlTH 4 KeMEmel 2 (s, 6)Q(t)|
< KeMt-9) (Hse(t, $)B(s)|| +H3€(s,t)ﬂ(t)H)

<

KeM(t—s) (Cef)\(tfs) +Ce)\(sft))

= 2KCeM-N(=s)
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Si M < ), entonces tomando limite cuando ¢ — +oo, al lado derecho obtenemos cero, es
decir 1 < 0, lo que es una contradiccién. Por tanto, esto es imposible, es decir, M > A. |

Lema 2.2.6. Suponga que el sistema (1.1) satisface (c0) y admite una dicotomia exponencial
no uniforme en RY, es decir, existen dos proyectores complementarios invariantes B(-) y Q(-)
y constantes C, \,e > 0 tales que

|X(t, 5)B(s)]] < Ce A=t W i>5>0
X(t,s)Q(s)]| < Cert=s)tes v <t<s.
| %(t, )Q(s)]|

Entonces o bien M > X\ 6 M +¢e > \. En particular, M +¢& > A

Demostracion. Como el sistema satisface (c0), sea K > 0 que verifique (2.1). Sea t > s, observe
que:

IN

1= Hx(t, $) XLt S)H K eMt=) (Hx(t, $)B(s)|| +y|x(s,t)g(t)u)

IA

KeM(t—s) (Ce—k(t—s)—i-es + Ce)\(s—t)+st)

— KCe(M—A)(t—s)—i—ss +KCe(M+6—>\)(t—s)—ss

SiM < Ay M+e < A, entonces tomando limite cuando ¢ — 400, al lado derecho obtenemos
cero, es decir 1 < 0, lo que es una contradiccién. Por tanto, esto es imposible, es decir, o bien
M >Xo M +e > A En particular, M +¢& > A. |

Corolario 2.2.7. Suponga que los sistemas (1.1) y (1.2) satisfacen (c0) y (¢6) con r = 1.
Ademds, suponga que (c1) se cumple con una dicotomia exponencial cldsica, es decir, B(-) yQ(+)
son proyectores complementarios invariantes, &(s) = & > 0 para todo s € R{ y h(s) = e,
con A > 0, y (c2) se satisface con v(s) = ve™* > 0 y u(s) = u > 0 para todo s € R}, con
a > 0. Luego, si 280 < X y M + v < XA+ «, los sistemas (1.1) y (1.2) son C-topolégicamente
equivalentes en RS‘.

Demostracion. Note que para un arbitrario ¢ € Rar tenemos

| lt.s)uas
0

/0|\g(ta8)!|uds+/t |9(t, )| uds

[ 1xspluds+ [ %2 uas
0 t

t ]
< /e_’\(t_s)ﬁuds—f—/ e M0 guds
0 ¢
Y
< ﬁul e Ku < 28u

X TN ST

por lo que (¢3) se cumple. Andlogamente

/ H%(t,s)” o(s)ds < 2—?‘] <1,
0
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de donde (c4) se verifica. Finalmente, para un 7 € R arbitrario tenemos

oo s o0 s
/ Roe” A5 exp (/ |20 || + bdr) ds / Roe” A5 oxp </ M+ Udr) ds

o0
_ / ﬁt)ef()\Jra)se(MJrn)(sf‘r)ds
-

IN

(o]
_ 6_(M+U)Tﬁb/ €(M+U_/\_a)sd8<+00,
T

por lo tanto (c7) se satisface. Asi, aplicando el Teorema 2.2.4, los sistemas son C*-topolégicamente
equivalentes en RS‘ . |

Observacion 2.2.8. En el corolario anterior, seria ideal imponer una condicion mds débil,
como M +v < X yu(s) =0 constante, pero, como se ilustrd en el Lema 2.2.5, esto es imposible.
Algo similar ocurre en el Corolario 2.2.9, que se ve influenciado por el Lema 2.2.6.

Corolario 2.2.9. Suponga que se cumple la condiciéon (c0). Suponga también que el sistema
(1.1) admite una dicotomia exponencial no uniforme, es decir, existen dos proyectores comple-
mentarios invariantes P(-) y Q(-) y constantes C, A\,e1 > 0 tales que

|22, )B(s)|| < CeMmtars Vi>5>0
|X(t, 5)Q(s)|| < Cerlimo)Fers v o<t <s.

Ademds, suponga que para todo t € ]Ra' u + f(t,u) es una funcién de clase C' tal que
u > gg(t,u) es un mapeo acotado que satisface

[f(s,u)| < ke™%0° (2.12)

Hgi(s,u) < pe~(Erta)s, (2.13)

para v,k,a > 0 y g > €1 — A dados. Entonces, si M < A+ «, para v > 0 suficientemente
pequenio, los sistemas (1.1) y (1.2) son C-topolégicamente equivalentes Rsr.

Demostracién. La condicién (cl) se verifica facilmente con £(s) = Ce®1® y h(s) = e=**. Note
que usando el Teorema del punto medio generalizado, la condicién (2.13) implica:

[7(s,0) = (5, )| < ve™ C1F0)y — g,

por lo que la condicién (c2) se verifica con v(s) = ve™E179)s y y(s) = ke%0%. Asi, la condicién
(c3) se satisface inmediatamente gracias a la desigualdad €9 > 1 — A y, considerando que v es
suficientemente pequeno, también se satisface (c4) de manera andloga a como se demostr6 en
el Corolario 2.2.7. La condicién (c6) se tiene inmediatamente por hipétesisis. Ahora, denote

U, (s) = exp ([Hmm” + n(r)dr) .

Es facil ver que s > 7 >t implica W;(s) < W, (s), por lo que para un 7 € R} fijo

W (s) < Wo(s) < eMHv)s,
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Asi, tenemos

IA

/ h R(s)b(s)v(s) W, (s)ds /0 h Cve~ M@ (s)ds

< Cu/ e(MAv=A=a)sgq
0

lo que, como M < A+« es finito si suponemos que v es suficientemente pequeno, en particular,
0<v<A+a— M. Asi, la condicién (c7) se verifica. Aplicando el Teorema 2.2.4, el Corolario
queda demostrado. |

2.3. Segunda Derivada

Para poder estudiar la segunda derivada del homeomorfismo de equivalencia topoldgica,
nuevamente consideramos la expresién (2.9). Tomando en cuenta los resultados clésicos de dife-
renciabilidad respecto a las condiciones iniciales (ver por ejemplo Teorema 4.1 en [21]), sabemos
que el mapeo 7 +— 1(0,7,7) es de clase C" (r > 1) para cada 7 € R} fijo si las condiciones
(c0)-(c4) y (c6) se satisfacen; por lo tanto, la clase de diferenciabilidad del homeomorfismo
descansa en la diferenciabilidad del mapeo n — w*(0; (7,7)).

Lema 2.3.1. Suponga que se tienen las condiciones (c0)-(c4) y (c6)-(c7), donde (c6) se
cumple con r = 2. También, suponga que hay funciones T : RE — R* y . : Ry — R* tales
que:

2
8—2(5,11) < U(s) , para todo s € RY (2.14)
u
Y
0%y
a772(577', || < - (s) , para todo s > T. (2.15)

Finalmente, suponga que para cada T € Ra' fijo, las funciones anteriores verifican:

/ R(s)h(s) < m-(s)v(s) +V(s) [exp (/SHQI(T)H + U(T)d?‘)] ds < +o00.  (2.16)

Entonces n +— w*(0; (7,7)) es un mapeo de clase C?.

Demostracion. Seguiremos la misma estrategia que utilizamos en el Lema 2.2.2. Establecimos
en el Corolario 2.2.3 que para cada 7 € RS‘ fijo

o (0; () [ of A
T = —A g(O,S)%(S,U(S,T, 77))8777(5’7-’ 77)7

lo cual podemos utilizar, ya que estamos imponiendo las condiciones (c0)-(c4) y (c6)-(c7),
que garantizaban dicho resultado. Denotemos
82

d o> d ?
OTJI(S) = 372(8’0(8’7’ 77))87172(377—7 77) + TUZ(S’U(S’T’ 77)) (az(SaTa 77)) .
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Sea n € R? fijo y sea (6, )neny C R? una sucesién propiamente convergente a cero. Elija un
7 € RY arbitrario pero fijo y definimos la sucesién de funciones (F, -, )nen sobre R{ por:

_ 9 9 _ 9 9%
STL,T,’I](S) - 6” (S’ 0(87 T, 77 + 6’”)) an (87 T, n + 6”) au (87 U(S’ T, 77)>677 (87 T, 77)'

Asi, definimos la sucesién de funciones (1, )nen sobre R por:

gn,r,n(s) - O‘r,n<5>6n
|00 '

¥n(s) = ¥4(0,s)
Aplicando la condicién (c6), tenemos:

lim_ 4, (j) = 0.

n—oo

Recuerde que en la demostracién del Lema 2.2.2 mostramos que para todo s € ]Ra' se tiene

mientras que para s > T

[v(s,7,m) —9(s, 7,1+ d)| < exp (/SHQL(T)H + u(r)dr) ,

f

7(8774)

<
ou < u(s),

|6n]

y

an ®

877(5,7, n)|| < exp |2U(r)|| + o(r)dr ) .

Ademés, a partir de las condiciones (2.14) y (2.15) es facil ver que
of of , . .
‘ %(s,u) - au(s,u)H < B(s)|u—a| , para todo s € R

y

M n - -
— - — < 7 — > T
Han(&ﬂn) 977(8,7, n)H < (8)|n 77\ , para s > T

Con esto en mente, note que para s > 7

8> 2
87’]72(8, 7, 7])

0]
[ ot +

0
||O"'77I(S)|| S TUZ(S?U(S,T,T’)) Haz(&ﬂn)

52 |

IN

. (5)0(s) + B(s) |f3xP (/:HQL(T)H + t)(r)dr)] 2
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Por otra parte, para s > 7

0

¥ o)) of an
< — —
Hgnrn(S)H < Hau(sm(s,T,n+6n))an(s,7,n+§n) 8u(S’U(S7T7n+6n))8n(s7T’n)

0 o 9 9
+H8£(87 n(s,7,m+ %))%(sm n) — 672(8’0(8’ T, 77))6—2(5,7, n)H

of % )
oot ron 0| | 26+ = S|

0 0 0
gt ron 80 = g snts, )| S|

< oo )i + D)7+ 60) = (sl s [ [0 + ot )

(n(s)m(s) +(s) [exp ( / )| + n(r)drﬂ 2) 6],

|52 (s.mm) = B2 (s, mm + 60)

[0n]
definidas sobre [0,7]. Estas convergen puntualmente cuando n — oo a la funcién continua

IN

Ahora, considere la sucesién de funciones continuas s +

S =

2
‘g—g(s,r, 77)H Como [0, 7] es compacto, la convergencia es uniforme, es decir, existe un
n

n € N tal que para n > 7 se tiene:

H%?,(S,T,W)—%Z(SJW-H%) < 62U ) todo 0 < s <
5] < 87)2(877—777) +2paratodo 0 <s <.

Con esto, podemos notar que para 0 < s < 7yn>n

2 2

9y
3772(8,7‘,77)

o

8777(8’7-’77) |6n‘7

[Snran() < | o(s) (‘

+ 2) + B(s)

y es claro que, para s € [0, 7], se tiene

0%y of 2§ ) ?
[0l < ‘anz(smn) ot | +] S ot || Do)

P o )| os) + 00| s mm)|

8,'72 577-,"7 S S 877 S’T’T]

En resumen, para s > 7

| [Brra ()] + [Ora()]| 160
[

2
2%(0, 5)| (n(s)m(s)wz(s) [exp (/ ’|91(r)“+n(r)dr>] )
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mientras que para s € [0,7] y n >

an 2

[¥n(s)]] < [|#00,5)]| | v(s) | 2 +2 | +29(s) 877(8,7,77)

62
877’]2(3’ T, 77)

Permitanos definir

2“54(0, S)H (u(s) (ng}g(s,r, 7])” + 1) + Q](S)Hg—?](s,r, n)H2> ,0<s<T
Fr(s) = ,

2|0, s)|| (U(S)WT(S) +U(s) [exp (f:HQ[(r)H + n(r)dr)} ) L8> T

Asi, podemos notar que |1y, (s)]|| < ) para todo s € R} y n > 7.

Ahora, observe que utilizando la condicién (2.16)
o] 2
/ﬂ}ss<2/||%08H H 5 (s,7,m)
0

+1 | +U(s) ds

o))
877’} (87 T, 77)

+2 /TC>O R(s)b(s) | v(s)mr(s) +D(s) lexp (/TSHQ[(T)H + U(r)dr)] 2 ds < 4o0.

Asi, finalmente, utilizando el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue obtenemos

O (05 (7 + 8n)) — 2205 (7)) + [ J; (0, 8)O1,(s)ds] 61

oo
i & Sy e
= - / (nh;ﬂgo WS)) =0
lo que implica que n %(0; (1,m)) es diferenciable, es decir, n — 10*(0; (7,7n)) es de clase
C2. [ |

Corolario 2.3.2. Si se tienen las condiciones del Lema 2.3.1, entonces para cada T € Rg‘ fijo
se tiene

2 2 2 2
e [ (5905, 7o) 525, + b (s.n(s o) (Gt ) ]ds.
Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la demostracion del Lema anterior. |

Teorema 2.3.3. Si se tienen las condiciones (¢0)-(c4) y (c7), (c6) se satisgace con r = 2,
y las condiciones del Lema 2.5.1 se cumplen, entonces (1.1) y (1.2) son C?-topolégicamente
equivalentes en Ry .

Demostracion. Por el Teorema 2.1.8 sabemos que son topologicamente equivalentes en Ra' . Es
més, por el Teorema 2.2.4 sabemos que dicha equivalencia topoldgica es de clase C' en Rar .
Por el Lema 2.3.1  — w*(0; (7,7)) tiene clase C? de diferenciabilidad para todo 7 € R{, v,
sabemos por resultados clasicos de diferenciabilidad respecto a las condiciones iniciales (ver por
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ejemplo Teorema 4.1 en [21]), que 1 — (0, 7,7) es de clase C? para cada 7 € Ry . Utilizando
la expresién (2.9) podemos concluir que n — &(1,7) es C? diferenciable.

Ademaés, como & es una equivalencia topolégica, sabemos que £ — &(7, &) — £ es acotado y
por tanto &(7,§) — oo cuando [£] — co. Esto, combinado con la clase de diferenciabilidad de
& implica, por el Colorario 2.1 de [33], que £ — &(7,&) es un difeomorfismo de clase C2. M4s
ain, como &(7, H(7,£)) = £, tenemos

0% o9 B
e A = 1.
y por lo tanto 22 ( ,€) = [3—6(7 H(r, f))} o , mientras que, derivando respecto a &, tenemos:

026 99 L )
e 9. | 20| + oG R =
y por tanto
929 06 e & -
o= | Rrano)| GEeswe) | oo .
lo que concluye nuestra demostracion. |

En lo que prosigue de esta secciéon estudiaremos una serie de Lemas y Corolarios técnicos
que nos llevaran a establecer un Teorema que dard un ejemplo concreto de nuestro resultado
principal.

Lema 2.3.4. Suponiendo que se cumplen las condiciones (c0)-(c4) y (c6) se cumple con
r =2, entonces
0 0y ay (

%6717(877—7/’7) = %% 877—777)'

Demostracion. Observe que

88n

(%(8, 7)1 + /s X(s,m)f(r,y(r, T, ﬁ))dr)

T

Pl
S

I
Fl e
7N

X(s,7) +/%s7‘f(rn(r7n))d>

- S( (5,7) /xsr rn(rTn))g;(r,T,n)dr).

Note que la tltima igualdad se verifica a través del Teorema de la Convergencia Dominada,
ya que, utilizando (c6), esta derivada parcial se trata de un limite de funciones continuas que
convergen a una funcién continua sobre un intervalo compacto, por lo que la convergencia es
uniforme.

QJ‘Qj
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Asi, tenemos

9Dy
s on (s,7,m)

A(s,7) + [ A, 50l 7)) 57

o (s, ) 52 (s, 7)

= A(s) (%(8,7’) + /S X(s, 1) gf (r,n(r, T, n))gz (r,T, n)dr)
o (s, ) 52 (5,7

y of (

0
= A s+ G075 s 7)

an

- a% (A(s)n(s,7,m) + f(s,9(s,7,m)))
o
877’%(577'7 7).

Corolario 2.3.5. Supomendo que se cumplen las condiciones (c0)-(c4) y (c6) se cumple con
r =2, entonces n — 5> (t 7,m) estd bien definido para todo t > 7 y t — z(t,7,7n) = 2(t,7’, )
es solucwn del problema de valores iniciales matricial:

0
20 = (A0 + ()| 20
v (2.17)
z2(r) = 1.
Demostracion. Basta con notar que a partir de
dy
%(87 T, 7]) = Q‘(S)U(S7 T, 7]) =+ f(sa 0(57 T, ’I’})),
derivando respecto a 7 obtenemos:
90y _ (s of %
an Os (s,7,m) = A(s) 877(8,7, )+ 5. (59,7, 77))377 (s,7,m),
de donde, aplicando el Lema 2.3.4
0 9y of M
5 55,7 = |6+ L oot )| s
ademads, es claro que 2—2(7, T n) = 8%77 =1 [ ]

Lema 2.3.6. Suponiendo que se cumplen las condiciones (c0)-(c4) y (c6) se cumple con
r=2. 8 s+ U(s) satisface (2.14), entonces para s > T

<exp</ 12(p)]| + v(p dp) /TS{‘U(p)exp(Q/TPHQl(T)HJrU(T)dr)}dp.
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Demostracion. Seann,7 € R" y 7 € R fijo. Sean s — z(s,7,7) := %%(s, T,y s+ z(s,7,7) =
g—g(s, 7,7). Sabemos por el Corolario 2.3.5 que:

2 (smm) = |A(s) + (5,005, m)) | 25,77,

por lo tanto

) = (s, m ) = W) (20 7m) — 20, 7) + o) s, 90, )20 7, )

_%(57 (s, 7,17))z(s, 7,7)

= A(s) (2(s,7,m) — 2(5,7,7))
+%(s, n(s,7,m))z(s,7,m) — %(s, (s, 7,n))2(s, 7, 7)
_%(s, 9(s,7,1))z(s,7,7) + %(s, 0(s,7,n))2(s, 7, 7)

= 2+ Lsonts.ran] s, - st67.)

+ [SZ(S’U(S’T’ n) — %(s,n(sm ﬁ))} (s, T, 7).

Tenemos
/ / ~ af ~
||z (S’T7 77) -z (S’T’ n)H < HQ[(S) + %(870(877—7 77)’ ||Z(S7T7 77) - Z(S,T, 77)”
+H§Z(sﬂ)(s,7, n)) — %(870(8,7', ﬁ))’ |2(s, 7. 7)
< ([26)]|+ o)) l2(5,7m) — 25,7,

+2(s) [v(s, 7,m) = n(s, 7, 0)|[|2(s, 7, 0) | -

Recuerde que en la demostracion del Lema 2.2.2 mostramos que para todo s > 7

Jetourll = | g2t < exo (0] + wtryar)

[v(s,7,m) —v(s,7,9)| < |n — 7| exp (/SHQL(T)H T ”(T)dr) :

Juntando esta informacién obtenemos

||z’(5,7', n) — 2'(s,7, ﬁ)” < (HQ[(S)H + U(S)) HZ(S,T, n) — z(s, 7, f))”
+ U(s) exp <2 /SHQI(T)H + U(r)dr) In —7l,
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o equivalentemente, para p € [, s]

Hzl(pv 7, 77) B Z/(p7 T, ﬁ)” Hz(pv 7, 77) B Z(p7 T, ﬁ)”
=i < (rol+ew) ==

+ W(p) exp <2 /T o) + n(r)dr) .

Note también que

2(87 T, 77) - Z(S, T, 77) = Z(Ta T, 77) + / Z/(p, T, U)dp - 2(77 T, ﬁ) - / Zl(p7 T, ﬁ)dp

/ Z/(paTaT]) _Z/(p77-77~])dp7

por lo tanto Hz(s, T, 1) — z(s, T, 77)“ < ff”z'(p, n) —z'(p,T, 77)” dp, o equivalentemente

P(s) = dp

7

|2(s,7.m) = z(s,7,7)| / |2 (p,7.m) — 2 (p, 7, 9) |
n — 77| In nl

de esto concluimos

s < /Ts {(HQl(P)H n n(p)) #(p) + B(p) exp (2 /TpHQl(r)H + U(?‘)dr) } dp,

o alternativamente, escribiendo para s > 1

s) =||A(s)|| + v(s)

Br(s) = D(s) exp (2 J o) + n(r)dr) ,

o) < | " a)o(v) + - (p)dp

9= B, (0)d.

la cual, podemos observar que es creciente para s > 7. Tenemos

escribimos

o bien, considerando

o) <o)+ [ o (0)6(p)dp,

de donde, utilizando la desigualdad de Gronwall obtenemos

0(s) exp ( | a(p)dp)
/j{m(p)exl) <2/Tp|}91(r)|¢+u(r)dr>}dp.exp (/j“m )| + v(p dp>

, concluye la demostracion.

IN

(s)

lo que, por la definicién de Hging(s, T, M)
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Corolario 2.3.7. Suponiendo que se cumplen las condiciones (c0)-(c4) y (c6) se cumple
conr = 2. 8i en (c2) se tiene v(s) = ve (1T 4 Y(s) = Ce (210 satisface (2.14), con
a, B,e1,e2,v,( > 0, entonces para s > T:
(921) - Ce—37-(M+u)
T 2(M+4v)—(e2+p0

37772(8’7’ n) ) |:6(3(M+u)—(82+ﬂ))s _ e(2(]Vf+l/)—(82+,3))T+(M+V)sj| '

Demostraciéon. Utilizando el Lema 2.3.6, tenemos

exp (/:Hm(p)u + U(p)dp) . / {m(p) exp <2 /TPHQl(r)H + n(r)dr) } dp

(5= (M+v) / ) {Cef(serB)pe?(p*T)(MJrV)} dp

2

87772(877—7 77)

IN

IN

_ e(s—T)(AI+u)Ce—27(M+u) /S 6(2(M+u)—(€2+5))17dp

)6(2(M+v)—(62+/3))s — @M +v)—(e24+8))T
2AM +v) = (e2+ f)
4'673T(M+V)

_ {6(3(M+u)7(52+ﬁ))s B e((2(M+u)7(62+B))T+(M+u)s}
2(M +v) — (e2+ B)

_ Ce(s—?w‘)(]V[-&-u

Teorema 2.3.8. Suponga que se tiene la condicion (c0). Suponga también que el sistema (1.1)
admite una dicotomia exponencial no uniforme, es decir, hay dos proyectores complementarios
invariates P(-) y Q(+) y constantes C, \,e1 > 0 tales que

X(t,s)P(s)|| < Ce At—s) f1s Yit>s2>0
X(t,9)Q(s < CeMt=9) c18 VO<t<s.

Ademds, suponga que para cada s € RS‘, u — f(s,u) es una funcién de clase C? tal que

(s, u)| < we™0%,

< V€7(€1+a)s

e

of of , .
s - S
para k,v,( > 0 yeg > e1—A dados. Entonces, si3M < Aea++a, 2M < A+fB+4ea—e1 y M <

A+ a, para v > 0 suficientemente pequeiio, los sistemas (1.1) y (1.2) son C?-topolégicamente
equivalentes en RY .

’5@*”””u—m, (2.18)

Demostracion. Por el Corolario 2.2.9 sabemos que se cumplen las condiciones (c0)-(c4) y (c6)-
(c7) y por tanto los sistemas son C-topolégicamente equivalentes en Ry . En particular, (c4)
se cumple con v(s) = ve~(F1Fe)s,

Es fcil ver que la hipdtesis (2.18) implica la condicién (2.14) del Lema 2.3.1, con U(s) =

Ce~ (=248 Ahora aplicaremos la misma estrategia que utilizamos en la demostracién del Co-
rolario 2.2.9. Tal como en esa ocasién, denote

U, (s) = exp </TS||9L(T)|| + n(r)dr) ,
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y nuevamente notamos que s > 7 > t implica W;(s) < ¥, (s), por lo que para un 7 € Ry fijo
W, (s) < Wo(s) < M

y en consecuencia
U, (5)% < Wp(s)? < e2(MA+v)s,

Asi, tenemos

/ T R(5)b()B(s) U ()25 < /O " R(s)b(5)B(s) Wo (5)2ds

IN

CC /OO 6(7)\7527ﬂ+51+2(]w+1/))sds.
0

Como 2M < A+ 3+ g9 — €1, entonces, para v suficientemente pequefio se tiene

/ R(s)h(s)V(s) lexp (/SHQL(T)H + D(r)dr)] ds < +o0. (2.19)

Ahora, por el Corolario 2.3.7, sabemos que
Ce—3T(M+l/)
7 (8) ==
2(M +v) — (g2 + )

[6(3(M+u)—(52+ﬁ))s _ e(2(M+u)—(62+,6))7—+(M+y)s:| ,

satisface la condicién (2.15) del Lema 2.3.1. Ahora note que

M+4v—A—a)s

e((€2+6)72(1\/1+l/))7'

[e%s} [e%s} (
/ R(s)b(s)mr(s)o(s)ds = / K, [e(?’(MW)(EzW“M))S— ¢ ]ds<+oo,

—37(M+4v)
para v suficientemente pequeno, pues 3M < €2 + 8+ A+ «, donde K, = % Asi, el

argumento anterior junto con (2.19) implican que la condicién (2.16) del Lema 2.3.1 se satisface.
Finalmente, aplicando el Teorema 2.3.3 obtenemos el resultado. |

Observacion 2.3.9. En el resultado anterior, si g = €1 = €2 = ¢ y a = 3, entonces las
condiciones g > €1 — A, 3M < A+ea+ B+, 2M < A+PB+e2—¢e1 y M < A+ a, se
pueden resumir con 2M < X\ + «, puesto que, como se mostré en el Lema 2.2.6, siempre se
tiene A < M + ¢.
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Capitulo 3

LINEALIZACION EN EL CONTEXTO DISCRETO

3.1. Equivalencia Topoldgica

En esta seccién entregaremos las definiciones y principales hipétesis bajo las cuales trabaja-
remos, analizando cual es su origen y principales aplicaciones. Estudiamos los sistemas discretos
no auténomos:

2(k+1) = A(k)z(k) (3.1)

y
y(k+1) = A(k)y(k) + f(k, y(k)), (3-2)

donde A : Zt — Mgya(R) y f: Z+ x R? — R?, satisfaciendo propiedades que seran especifi-
cadas més tarde. Sus soluciones son en cada caso una funcién z,y : ZT — R?, y denotaremos
n— x(n, k&) y n = y(n,k,n) para las soluciones de (3.1) y (3.2) que pasen por & y 7 respec-
tivamente en n = k.

Definiciéon 3.1.1. Una matriz fundamental para el sistema (3.1) es una funcidn matricial
& : 7T — My(R) tal que sus columnas forman una base de soluciones de (3.1) y satisface la
ecuacion matricial en diferencias

O(n+1) = A(n)®(n).

Definicién 3.1.2. La matriz de transicion (3.1) es la funcion matricial ® : Zt x ZT —
Mxa(R) dada por:

Ak —1)A(k—2)--- A(n) st k>n
S(k,n)=<¢ I si k=n
ATYRA Y k+1) - A n—1) si k<n.

Definicién 3.1.3. Dos proyecciones complementarias P y Q se dicen invariantes para (3.1) si
para cada k,n € 7T satisfacen:

P(k)®(k,n) = ®(k,n)P(n) y Q(k)2(k,n) = 2(k,n)Q(n).
Para nuestro estudio vamos a considerar las siguientes propiedades:

(d0) A : ZT — Myx4(R) es no singular (i.e. tiene imagenes invertibles) y es uniformemente
acotada, es decir, existe M > 1 tal que

keZ+

méx{ sup ||A(k) , Sup A_l(k)H} =M.
kez+
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(d1) El sistema (3.1) admite una dicotomia no uniforme, es decir, existen dos proyectores
complementarios invariantes P(-) y Q(-) tales que P(n) + Q(n) = I para todo n € Z™T,
una sucesién no negativa D y una sucesién mondtona decreciente convergente a cero h
con h(0) =1 tal que

|®(k, n)P(n)|| < D(n) (m) , Vk>n>0
HCD(k:,n)Q(n)H < D(n) (ZEZ;) , V0<k<n,

donde ®(k,n) es la matriz de transicién de (3.1).

(d2) Existen p,y: Z* — R¥ sucesiones tales que para todos k € Z* y cada par (y, §) € R xR?
tenemos:

[f(ky) = R ) < ~v(R)ly — gl 5 Lf (R, y)] < (k).

(d3) La sucesion p definida antes verifica:
o0
ZHg(k,j + I)H u(j) < p < oo para todo k € Z7,
j=0

donde G es el operador de Green asociado a la dicotomia establecida en (d1).

(d4) La sucesion v definida antes verifica:

ZHQ(kJ,j +1)||7(j) < ¢ <1 para todo k € Z*.
=0

(d5) La sucesion v y la funcién matricial A verifican

HA_l(k)W(k)H < 1 para todo k € Z™.

(d6) El mapeo u+— f(k,u) y sus derivadas respecto a u hasta el orden r (r > 1) son funciones

continuas de (k,u) € Z* x R? y sup,,cpa %(k‘,u)H < +00 es acotada.

(d7) Para cada m € Z™ fijo, las sucesiones D, h y v satisfacen:

00 j—1
> pG+0rG+090) | TT1A@) +7@) | | < +oc.
j=m p=m

Observacién 3.1.4. Se sabe, por el Lema 2.2 de [1], que la condicion (d0) es equivalente a
las siguientes propiedades:

a) El sistema (3.1) tiene crecimiento acotado en 77, es decir:

H<I>(n, E)H < MI™ ™ para todos n,m € Z+.

b) Para cada k € N y e > 0 existe un & := §(k,€) > 0 tal que para &, € R, con |€ —n| < 6,
se sigue que:

|®(n,m) (€ —n)| < € para todos n,m € Z* que cumplan |n —m| < k.
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En [14] se exploran en detalle las propiedades sobre el crecimiento acotado. Ademds, la
invertibilidad de A(-) es una propiedad escencial en la literatura de linealizacion topoldgica.

Observacién 3.1.5. Note cédmo la condicion (d1) generaliza a la dicotomia exponencial que
mostramos en la Definicion 1.2.2, claramente siendo adaptada para el contexto discreto. En
efecto, considerando D constante y h(n) = 0™, con 0 € (0,1) recuperamos la definicion de
dicotomia exponencial discreta.

Note también que hemos llamado no homogénea a nuestra dicotomia. Este nombre hace
referencia al hecho de que podemos considerar una sucesion D no constante.

Observacién 3.1.6. El operador de Green para el sistema (3.1) asociado a la dicotomia (d1),
que fue mencionado antes, es la funcién matricial G : Z x ZT — Mgxq(R) dada por:

®(k,n)P(n) Yk>n>0
G(k,n) =
—®(k,n)Q(n) VO<Ek<n,

y se puede verificar fdcilmente que satisface:
Gk+1,n) = A(k)G(k,n) and G(n,n) =1+ A(n —1)G(n — 1,n).

Observacién 3.1.7. Los proyectores P y Q han sido llamados invariantes para (3.1), lo que
significa que para cada k,n € ZT verifican:

P(k)®(k,n) = ®(k,n)P(n) y Q(k)®(k,n) = ®(k,n)Q(n).

Observacién 3.1.8. La condicién (d5) fue utilizada en [9] por A. Castatieda, P. Gonzilez y G.
Robledo como una suposicion técnica que asegura que toda solucion n — y(n, k,n) del sistema
no homogéneo (3.2) que pasa por n € R cuando n = k puede extenderse retrospectivamente

hasta cualquier n € {0, ..., k—1}. En efecto, note que y(k—1,k,n) puede ser visto como el unico
punto fijo del mapeo Yi_1 : R — R? dado por Tp(u) = ANk —1)np— ANk —1)f(k —1,u),
y de manera andloga se pueden encontrar y(n.k,n) para n € {0,...,k — 2}. Esta condiciéon ya

habia sido considerada anteriormente en [36]. Note finalmente que la condicién (d4) implica

que:
o0

lea=t o) <a— >l i+l <a<1,
J=0,j7#¢

lo que es una version mds débil de (d5).

Observacién 3.1.9. Hemos notado que algunos autores ([17], por ejemplo) asumen que esta
continuacion retrospectiva se puede encontrar de manera unica incluso sin cumplir la condicion
(d5), por lo que en futuros trabajos exploraremos la posibilidad de eliminar o transformar esta
hipdtesis.

Observacién 3.1.10. Note como nuestras condiciones (d0)-(d7) imitan a las que estudiamos
en la seccion 2.1, siendo adaptadas para el marco discreto. En la seccion 2.1 no necesitabamos
imponer una condicion de continuacion retrospectiva de soluciones, pues en el marco continuo
esta propiedad es conocida, no obstante, al pasar al marco discreto debemos considerarla.

Definicién 3.1.11. Sea J C Z un intervalo de nimeros enteros. Los sistemas (3.1) y (3.2)
son J-topolégicamente equivalentes si existe una funcion H : J x RY — R que satisface:

i) Six(k) es una solucion de (3.1), entonces H[k,z(k)] es una solucidn de (3.2).
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i) H(k,u) —u es acotada sobre J x R.

iii) Para cada k € J fijo, el mapeo u s H(k,u) es un homeomorfismo de RY.

Mds ain, la funcién v — G(k,u) = HY(k,u) satisface ii) y iii) y mapea soluciones de
(3.2) en soluciones de (3.1).

Observacion 3.1.12. Note que esta definicion imita a la caracterizacion que nos entrego el
Teorema 1.2.6, con la unica diferencia que ahora nuestra variable temporal estd indexada por
un intervalo J C Z en vez de el cuerpo continuo R.

Observacién 3.1.13. Las condiciones (d2), (d3) y (d4) son hipdtesis estandar en la litera-
tura de linearizacion. Note estas son una generalizacion de las exigidas en el Teorema 1.2.6,
acondicionadas para el contexto discreto. Estas tres condiciones, tal como antes, se utilizan para
garantizar la existencia y unicidad de soluciones a sistemas auxiliares que permiten constuir el
homeomorfismo de equivalencia topoldgica.

Cabe mencionar que estas no son la unica configuracion de hipdtesis que permiten construir
dicho homeomorfismo, pues, como se mencioé en la introduccion, gran parte del trabajo en
teoria de linealizacion durante las ultimas décadas se ha tratado de buscar condiciones que
las generalicen. En efecto, en [17] se ataca un problema similar al nuestro, pero la hipdtesis
(d3) no se considera y (d2) sdlo se impone parcialmente. Referimos al lector al trabajo de W.
Coppel [14] para una revision mds profunda de las distintas posibilidades de hipdtesis que se
han impuesto con este fin en el contexto continuo.

Ahora presentaremos uno de los resultados mas importantes para el desarrollo de este tra-
bajo, algunas de sus consecuencias y casos particulares.

Teorema 3.1.14. [9, Theorem 2.1] Si se satisfacen las condiciones (d0)-(d5), Entonces los
sistemas (3.1) y (3.2) son ZT—topoldgicamente equivalentes.

Demostracion. Desarrollaremos la demostracion en varios pasos.

Paso 1: Construccion de funciones auxiliares. Sean k — x(k,m,&) y k — y(k,m,n) las res-
pectivas soluciones de (3.1) y (3.2) con condiciones iniciales £ y 7 en k = m. Ahora, permitanos
introducir el siguiente mapeo:

w(k; (m,m)) - = G(k, 3+ 1)1y, m,n))

|
I

IR
|

5

O(k,j +1)PG +1)f (G y(G,m,n)) (3-3)

<.
I
=)

+Q 0k i+ 1DQG + 1), y(d, m,n)).

e

I
™

J

Note que la extension retrospectiva mencionada en la Observacién 3.1.8 en este trabajo una
hipétesis necesaria para que el mapeo k — w*(k; (m,n)) este bien definido. Es facil verificar
que este mapeo es soluciéon del problema de valores iniciales:

w(k + 1) = A(k)w(k) - f(k?y(k’mvn))
w(0) = =Y 20,5 +1)QM + 1)f(,y(j,m,n))
j=0
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Por otra parte, para cada (m,¢) € Zt x R? definimos el mapeo © : (*(Z+ R%) —
>(Z*,R%) dado por:

(00)(k = 3Gk, G+ 1)F G m, €) + 605 (m, ),
7=0

el cual queda bien definido gracias a las condiciones (d2) y (d3).

Ahora, considere k + ¢(k; (m,&)) vy k> (k; (m, €)) sucesiones en ¢*°(Z*,R?) y funciones
continuas de £. Estas son herramientas auxiliares para definir

F(jym, &) = f(G, (4, m, &) + ¢(j; (m, €))) — f(4, 2(3,m, §) + ¥ (j; (m, £))),

el cual es a su vez una herramienta para desarrollar el siguiente argumento. Usando las condi-
ciones (d1)-(d2)-(d4) podemos notar que

+oo

() (k; (m, €)) — (O9)(k; (m, &))< DGk, j+ 1)F(j,m,£)]

j=0
+oo

< AW G+ Dl =¥l
=0

< qllo ¥l

Asi, usando el Teorema de punto fijo de Banach concluimos la existencia de un tnico punto
fijo:

“+o0
2 (k: (m,€)) = Y Gk, j + D f (. x(Gom, €) + 2°(j; (m, £))), (3-4)
j=0

y se verifica facilmente que este mapeo es solucién del problema de valores iniciales:

2(k+1) = Ak)z(k)+ f(k,z(k,m,n) + z(k))
o0 (3.5)
200 = =) @05+ DQU + D (x(m.n) + 27 (5 (m. ).
Paso 2: Construir H y G = H~'. Por la unicidad de soluciones tenemos
z(k,m, &) = z(k,p, z(p,m,&)) , para todo k,p,m € ZT, (3.6)
y de manera andloga se puede verificar que
2" (ks (m,€)) = 2" (k; (p, z(p,m,€))) , para todo k,p,m € Z*. (3.7)

Para cada k € Z7 fijo construimos los mapeos H(k,-) : R — R? y G(k,-) : R? — R dados
por

+oo
Hk,&) = &+ G(kj+Df020 k&) +2°(; (. ))
§=0 (3.8)

§+ 27 (k; (K, €))
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+oo
G(k,n) = n—Y G(kj+1)f(y( k.n))
j=0 (3.9)

= n+w*(k;(k,n)).

Como k — z*(k; (k,€)) y k — w*(k; (k,n)) son sucesiones uniformemente acotadas, entonces
tanto H como G cumplen la condicién ii) de la Definicién 3.1.11. Ahora, para estudiar otras
propiedades adicionales de GG considere el siguiente problema de valores iniciales:

{ yin+1) = A)y(n) + f(n,y(n))
(3.10)
yk) =
Si n < k tenemos
k-1
y(n,k,n) = @(n, k= > ®(n, 5+ 1) f(,y(j, k,n)), (3.11)

lo que, multiplicando por izquierda por ®(k,n), es equivalente a

k—1
Ok, n)y(n, ko) = n—Y ®(k,j+ 1[0y kn)

k—1
= n=> Ok, j+D{PG+1)+ QU +1)} vk n))

k—1
= n- Z(I)(k7j + 1)P(] + l)f(jvy(j’kvn))

j=n

k—1
- Z @(k,j+1)QU + 1) f(4,y(j, k. n))-
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En particular, para n = 0 tenemos

S

—1

®(k,0)y(0,k,m) = n—) @k, j+1)PG+1)f(,y0,kmn)

<.
o

k

|
—

Ok, j+1DQRG +1)f (5,90, k)

|
.
i iNg|
L

O(k,j +1)PG+1) (G0 k)

|
5

<.
(=)

(k,j +1)QU + 1) (G y( k)

+
T

<
Il
o

M

(k,j +1)QU +1)f (G y(, k)

<.
I
o

|
Mg

g(k J+0fGy(s km))

O

Ok, j+1)QG +1)f(4,y(,k,m))

\)Mgg

= Gk, 0) 20,5+ D)QU + 1F (.9 k).
7=0

Asi, utilizando la definicién del mapeo n — w*(0; (k, 7)) podemos deducir que:

Glkn) = Q%JD{M&km)+§:¢@J+1Xﬂj+Dfmy@kmD}

=0
(3.12)
= (I)(k" O) {y(oa k, 77) + w*(ov (ka 7]))} :

Paso 8: H mapea soluciones de (3.1) en soluciones de (3.2) y G mapea soluciones de (3.2)
en soluciones de (5.1).

Utilizando (3.6), (3.7) y (3.8) tenemos

Hik,x(k,m, )] = a(k,m,&)+ Y Gk, j+1)f(jx(j,m, &)+ 2*(j; (m,€)))

=0

= xz(k,m,&) + 2" (k; (m,§)),

lo que alternativamente podemos describir como
Hk,x(k,m,&)] = z(k,m, &)+ _ G(k,j+1)f(, H[j,z(j, m ).
j=0

La identidad anterior, combinada con que k — x(k, m, £) es solucién de (3.1), k — z*(k; (m, §£))
es solucion de (3.5), y usando el hecho de que G(k+1,j+1) = A(k)G(k, j), podemos demostrar
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que

Hk+1,z(k,m,&)] = =zk+1,m &)+ z"(k+1;(m,¢))
= A(k){z(k,m, &) + 2" (k; (m, €))}
+f(k, x(k,m, &) + 2" (k; (m, €)))

= A(k)H[k,z(k,m, )] + f(k, H[k, z(k,m, £)]),

lo que nos permite concluir que k — H [k, x(k, m, )] es solucién de (3.2) pasando por H(m, )
en k = m. Ademas, por la unicidad de soluciones, obtenemos

Hlk,z(k,m, )] = y(k,m, H(m,£)).

Podemos resumir las diversas caracterizaciones de H[k, z(k,m,&)]:

w(k,m, &) + 2" (k; (m, )

Hik, (k,m, &)] = { x(k,m, &) + Y Gk, j + 1) f(G, Hlj, 2(j,m, ))) (3.13)
7=0

y(k,m, H(m,¢)).
Similarmente, la unicidad de soluciones implica la identidad
y(k,m,n) = y(k,p,y(p,m,n)) para todo k,p,m € Z*, (3.14)
lo que nos permite deducir
w*(k; (m,n)) = w*(k; (p, y(p,m,n))) para todo k,p,m € Z . (3.15)

De la expresion anterior podemos deducir

Glh,y(k,mm)] = ylk,m,m) = > Gk, j+1) (G, y(Gm,m)

0
= ylk,m,n) +w*(k; (m,n)).
Observemos que

Gk+1Lylk+1,m,n)] = ylk+1,mn)+w (k+1;(m,n))
= A(k){y(k,m,n) +w* (k; (m,n))}
+f(k,y(k,m,n)) — f(k,y(k,m,mn))

= A(E)G[k,y(k,m,n)],

por lo tanto, k — Gk, y(k, m,n)] es solucién de (3.1) que pasa por G(m,n) en k = m. Adicio-
nalmente
Glk,y(k,m,n)] = z(k,m,G(m,n)) = ®(k, m)G(m,n),
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que alternativamente, considerando la unicidad de soluciones y utilizando (3.12) y (3.15), se
puede formular como

Gk, y(k,m,n)] = @(k, 0){y(0,m,n) + w*(0; (m, n))}-
Asi, podemos nuevamente resumir las diversas caracterizaciones de G[k, y(k, m,n)]:
y(k,m,n) +w*(k; (m,n))
Glk,y(k,m,n)] =< =z(k,m,G(m,n)) = ®(k,m)G(m,n) (3.16)
®(k, 0){y(0,m,n) + w*(0; (m,n))}-
Paso 4: uws G(k,u) yus H(k,u) son biyectivas para cada k € ZT fijo.

Usando la descripcién de H[k, z(k, m, £)], combinada con las identidades (3.13) y (3.14), nos
permite deducir

Glk,Hlk,x(k,m,&)]] = Hlk,z(k,m,§&)]

=Y Gk + 1) f Gy ks Hl w(k,m, E)])

J=0

= a(k,m,©)+ ) GG+ 1,k G Hj,w(,m,©))

Jj=0

= G0k, + D) (Gyy G ks Hlkw(k,m, €))

=0
= z(k,m,8).

Ahora, para estudiar H[k, G[k, y(k,m,n)]], la primera identidad de (3.13) nos permite veri-
ficar

H{j, (3, k, Gk, y(k,m,n))] = (4, k, Glk,y(k, m,n)]) + 2" (4; (k, G[k, y(k, m, n)]))

= Llj,y(k,m,n)].
Por otra parte, utilizando (3.6), y dos veces la segunda identidad de (3.16), obtenemos

H[]ax(]vka[k’ay(k7m7n)D} = H[j,x(j,k,z(k,m,G(m,n)))]
= H[j,z(j,m,G(m,n))] (3.17)

= H[.] G[.]a y(jvmvn)]]'

En conjunto estas afirmaciones establecen la identidad
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Ahora, utilizando la segunda identidad de (3.16), la segunda identidad de (3.13) y la expre-
sién anterior

H[k7 G[kv y<kv m, 77)” = H[k’ x(k7 m, G(m7 77))

= a(k,m,G(m,n)) + Zg(k,j + DS, HIj, x5, m, G(m, n))])
0

= Glkyk,m,n)]+ > Gk, j+ 1)1, Hj Gk, y(k,m,n)]])

INgERT

0

J

NE

= Glkylk,m,n)]+ Y G(k,j+1)f(4,Llj,y(k,m,n)]),

.
Il
=)

lo que, aplicando la primera identidad de (3.16) y la definicién del mapeo w* dada en (3.3) nos
permite escribir

o0

H[k7 G[k, y(k»mﬂ?)]] = y(k,m, 77) - Zg(kvj + 1) £, v, m,m))
j=0

+Zg(k‘,j + 1) f(4, LG, y(k,m,n)])

=0
= y(k,m,n)
= " G(k, 5+ DG yGmm) — £, LG y(k,m,n)])}-
§=0
Ahora, definamos la funcién
w(k) = [H[k, Gk, y(k, m,n)] — y(k,m,n)|.

Note que utilizando las hipdtesis (d2) y (d3), tenemos

w(k) < S0NGkj+ )| - {1£G L,y m, )]+ £ Gy Gymy m)| )
=0
< D |Gk, 5+ )| - 2u() < 2p < oo,
j=0

con lo que concluimos que w € ¢*°(Z*,R%). Ademés, las igualdades anteriores nos permiten
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obtener:

wk) < NG5+ 1£G. LI y(e,m,n)])) = f(Gy(G.m,n))]
J=0

IN

> vDNG R, 5+ || - 1L, y(k, m,n)] = y (i, m,m)]

7=0

= D DGk, 5+ V)| - [H[j, G,y m, m)]] = y(,m, )]
=0

= S|I9k. 5 + V|| v(G)w().
7=0

de donde, utilizando la hipétesis (d4), concluimos que||w||, < ¢{|w]| . De modo queljw||,, > 0
implica q > 1, lo cual es una contradiccién. Es decir, w(k) = 0 para todo k € Z* y por lo tanto:

Hk, Gk, y(k,m,n)]] = y(k,m,n) , Vk € Z*.

En particular, para k = m:
H(m,G(m,n)) =n.

Y asf concluimos que u — H(k,u) es una biyeccién para todo k € ZT y u + G(k,u) es su
inversa.

Paso 5: G es un mapeo continuo.

Por (3.12), basta con verificar que n — y(0,k,n) y n — w*(0; (k,n)) son funciones continuas
para todo k € Z*. Ya establecimos en (3.11) que

k—1
y(n, k,n) = (n, k)n — Z ®(n,j+ 1) £, y(5, k. n)),

y asi, aplicando la Observacién 3.1.8 tenemos
y(k =1, k,n) = A7k — 1) — A7k = 1) f(k - 1y(k — 1, k,n)).
Por lo tanto
[yl =1k = y(k = Lk < |47 %=l
|47t = Dk = )|tk = 1,k m) =y = 18D

Asi, en conjunto con la hipétesis (d5), implica

A~ (kD)
1—|[A=Y(k = 1)y(k — 1)

Similarmente, se sigue

|4 (k= 2)]
—[|A=1(k = 2)y(k — 2)
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que en conjunto con (3.18) nos permite establecer

k—1
1A )]
k—2kn)—ylk—-2k%kn)|< — 1.
vk =2k =tk =2k <3 1] =g =
p=k—2
Asi, inductivamente podemos deducir
k—1
A~ )]
ly(k = j, k.n) —y(k — j, k,0)| < n —il.
p:r[k_jl —[[ A=) ()
Para n < k, definimos:
[l wl
Cr(n) = , (3.19)
L1 [[A ()|
p=n
lo que nos permite escribir para n < k:
ly(n. k,n) —y(n, k,7)| < Ce(n)ln — 1, (3.20)
y en particular:
ly(0,k,n) —y(0, k, )| < Cr(0)[n — 7. (3:21)

Asi, para cada k € ZT tenemos que n — y(0,k,n) es un mapeo continuo. Mds atin, para
n > k, la desigualdad de Gronwall discreta implica

n—1
ly(n. k) =yl k)| < In =l [ | (l4w) = 1]l + @) (3.22)
p=k

en particular, para cada j € ZT tenemos que 1 — y(4,0,7) es una funcién continua.

Ahora, verifiquemos que 1 — w*(0;(k,n)) es un mapeo continuo para cada k € Z* fijo.
Para ello, considere 7 € R? y una sucesion {1, },ez+ C R? que converge a 1. Adicionalmente,

definimos:
an(j) = G(0,7 +1)f(4,y(j,0,m)).

Por la hipétesis (d2), para cada n,j € Z1 tenemos
lan(7)] <[|G(0, 7+ D)|| (),

que gracias a la hip6tesis (d3) satisface
STNIG0, 5 + V)| ) < +oo.
j=0

Por otra parte, de el hecho de que v — f(j,v) y n — y(4,0,n) son funciones continuas para
cada j € Z™ se sigue que

lm_a,(j) = lm G(0.5+ 1)f(j.y(3.0.1)) = G(0.5 + 1) f(j.y(3.0.n)) . Vj € Z*,

n—oo
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desde donde, aplicando el Teorema de convergencia dominada tenemos

lim w*(0; (k,mn)) = nlgrolo—Zg(o,j+1)f(j,y(j,0,nn))

n—00
Jj=0

= - Zan(J)
=0

= =605 + D00 0.m)
§=0

= w(0;(k,n)).

Por lo tanto, n — w*(0; (k,n)) es continuo. Como n — y(0, k,n) es continua, se sigue que G
es continua.

Paso 6: H es un mapeo continuo.

Con la finalidad de estudiar la continuidad de H, probaremos que para cada k € Z1 el
mapeo & — z*(k; (k, £)) es continuo, pues H(k, &) = & + 2*(k; (k, £)).

Para ello, sea & € R?, {£,},cz+ que converge a € y & = ¢(j; (m, €)) un mapeo continuo para
cada m,j € ZT fijos. Para k,m € Z* fijos definimos:

b () = G(k,j + 1) f(J,2(j,m, &) + ¢(55 (M, §a)))-
Por la hipétesis (d2) se sigue
bn (] <Gk, 5 + D] 1) , ¥, gk € ZY,

que por la hipétesis (d3) satisface:
STk, 5 + D] 1(5) < +oo.
§=0

Por otra parte, a la luz de la Observacién 3.1.4, el mapeo £ — z(j,m, ) es continuo para
cada j,m € Z* fijos. Esto, en combinacién con que £ — ¢(j; (m,£)) y v — f(J,v) son continuos,
nos permite concluir

lin bo(i) = lim G(k,j + DS, a(G,m, &) + 60 (m,€0))

n— oo

= G(k,j+1)f(j,x(d,m &) + ¢(j; (m,€))).

Asi, por el Teorema de convergencia dominada tenemos:

I (O6)(k: (m, &) = Mm_S"G(k,j+ 1) (2, m, &) + 6(5: (m,€,)))

n—oo

j=0
= lim z(:) bn(4)
j:

= > Gk G+ DI 20 m, &) + 6(j; (m, €)))
7=0
= (09)(k; (m, ),
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con lo que concluimos que & — (©¢)(k; (m,&)) es continua y por tanto su punto fijo
§ 27 (k; (M, €))

es una funcién continua también. Asi, en particular & — z*(k; (k,&)) y € — & + z*(k; (k,€)) =
H(k,£) es continua.

En conclusiéon, H y G son biyecciones continuas e inversas entre si, lo que concluye la
demostracion. ]

Observacién 3.1.15. Enfatizamos la simplicidad de la caracterizacion del mapeo n— G(k,n)
dada por (3.12) en vez de la cldsica dada por (3.9). Hasta donde hemos podido estudiar esta
caracterizacion es una novedad de [9]

Corolario 3.1.16. Los mapeos w* y z* definidos en (3.3) y (3.4) satisfacen:
w* (k; (m,n)) + 2% (k; (m, G(m,m))) = 0

2% (k; (m,n)) +w*(k; (m, H(m,n))) = 0.

Demostracién. En efecto, usando la identidad H[k, Gk, y(k, m,n)]] = y(k, m,n), combinada
con (3.8), la primera y segunda identidad de (3.16) y (3.7), tenemos

0 = Hlk Gk y(k,m,n)]] —y(k,m,n)
= Glk,y(k,m,n)] + 2" (k; (k, , G[k, y(k, m,n)])) — y(k,m,n)
= w(k;(m,n)) + 2" (k; (k, G[k, y(k,m,n)]))
= w(k;(m,n)) + 2" (k; (k, x(k,m,G(m,n))))

= w*(k;(m,n)) + 2" (k; (m, G(m,n))),

de donde se sigue la primera identidad. Para deducir la segunda basta con reemplazar n por
H(m,¢&) en la primera identidad y utilizar que G(m, H(m,§)) = &. |

Corolario 3.1.17. [9, Corollary 1] Los mapeos G y H de la Z* -equivalencia topoldgica satis-
facen las siguientes propiedades de punto fijo:

G(k,n) = n—2"(k; (k,G(k,n)))

Demostracion. Basta con considerar el caso k = m en el Corolario 3.1.16. [ |

Observacién 3.1.18. El Corolario anterior provee una caracterizacion de n — G(k,n) y
& H(k, &) en términos de puntos fijos, la cual, hasta donde sabemos, es una novedad de [9].

Corolario 3.1.19. [9, Corollary 2] Suponga que el sistema (3.1) satisface (d0)-(d1). Sea
g:Zt xR? = R? una funcion que satisface (d2)-(d5). Entonces los sistemas no homogéneos:

y(k +1) = A(k)y(k) + g(k, y(k))

y (3.2) son Z -topoldgicamente equivalentes.
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Demostraciéon. Note que es una consecuencia directa del Teorema 3.1.14, pues ambos son to-
polégicamente equivalentes al sistema (3.1) en ZT. |

3.2. Diferenciabilidad de la Equivalencia Topoldgica

Como se explicd antes, resulta ser interesante analizar qué propiedades se pueden deducir
al estudiar la diferenciabilidad de este homeomorfismo. En el caso discreto la caracterizacién
es incluso mas rica que en el caso continuo, pues, dado que una ecuacién en diferencia puede
interpretarse como un sistema dindmico en el cual un grupo discreto actiia sobre el espacio
R?, el espacio puede separarse en fibras, y por tanto, apenas encontremos un difeomorfismo
asociado a una de estas fibras, las otras pueden ser replicadas inductivamente. Esta idea motiva
la siguiente definicién:

Definicién 3.2.1. Los sistemas (3.1) y (3.2) son C"-topoldgicamente equivalentes en Z+ si
son topoldgicamente equivalentes en ZV y u — H(k,u) es un difeomorfismo de clase C", con
r > 1, para cada k > 0 fijo.

Observacién 3.2.2. La condicion (d6), si bien, no es necesaria para establecer la equivalencia
topoldgica, si suele aparecer ([9], [8], [11], [17], [18]) cuando se busca establecer que dicho
homeomorfismo sea un difeomorfismo, ya sea en el contexto discreto o continuo.

Observacion 3.2.3. Si bien, hemos buscado enmarcar este trabajo en un contexto comun con
otros resultados de linealizacion y por eso hemos establecido las hipdtesis (d0)-(d6), hasta
donde sabemos, la condicion (d7) es original de este trabajo.

Para poder dar un paso mas y demostrar la C"—equivalencia topoldgica, los autores A.
Castafieda, G. Robledo y P. Gonzalez tuvieron que imponer condiciones mas fuertes que antes,
teniendo que remitirse a la variedad estable, es decir, suponiendo que el sistema (3.1) admite
una contraccién no uniforme. Por tanto, la condicién (d1) es reescrita como:

(D1) El sistema (3.1) admite una contraccién no uniforme, es decir, existen una sucesién no
negativa D y una sucesién mondétona decreciente convergente a cero h, con h(0) = 1, tales
que

d(k,n)|| <Dn)——= ,VE>n>0.

Observacién 3.2.4. Note que al reemplazar (d1) con (D1), la forma del operador de Green

se simplifica y por tanto las condiciones (d3) y (d4) se transforman respectivamente en:

(D3) Las sucesiones D, h y p definidas antes verifican:

el ‘ h(k)
;#(J)DU UG D

< o0 para todo k € Z7.
1) b

(D4) Las sucesiones D, h y ~y definidas antes verifican:

1
2(G)DG + 1),%

k

:=q < 1 para todo k € 7.
=0

<

Corolario 3.2.5. [9, Corollary 3] Si se satisfacen (d0)-(d2)-(d5) y (D1)-(D3)-(D4), en-
tonces los sistemas (3.1) y (3.2) son ZT -topolégicamente equivalentes, con H y G dados por:

Gk &) = x(k,0,y(0,k, &) = B(k,0)y(0,k,¢)

H(E, )

(3.23)

y(k,0,2(0,k,&)).
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Demostracion. La equivalencia topolégica es inmediata pues (D3) y (ID4) son casos particu-
lares de (d3) y (d4) respectivamente. No obstante, podemos ganar més detalles sobre G y H.
De hecho, como Q(n) = 0 para todo n € Z*, de la afirmacién (3.12) se sigue inmediatamente
que:

G(k, &) = @(k,0)y(0, £, £),

y como esa es una solucién de (3.1) pasando por y(0, k, £) en cero, entonces lo anterior es igual
a x(k,0,y(0,k,€)). Asi mismo, en este caso la biyectividad de G es més simple de probar. La
inyectividad es una consecuencia inmediata de la unicidad de soluciones, pues se tiene una
relacién directa con la unicidad de y. De esta misma expresion, dado z € R? arbitrario, es facil
ver que

G(k,y(k,0,2(0,k)2)) = @(k,0)y(0,k,y(k, 0, (0, k)z))

O(k,0)y(0,0, (0, k)z)

= O(k,0)2(0,k)z = z,
de donde se sigue la epiyectividad. Como sabemos que
H(k, &) = G (k,€)
para cada k € ZT, de (3.9) y Q = 0 se sigue que
G(k, H(k,8)) = ®(k,0)y(0, k, H(k,§)) = ¢,

o equivalentemente:

y(O,k,H(k‘,f)) = (I)(Oa k)f = :c(O,k,f)

Adicionalmente, de (3.13) combinada con la identidad anterior y considerando la unicidad
de soluciones, tenemos

H(k,§) = H(k,x(k k)

y(k, k, H(k,§))

y(k,0,y(0,k, H(k,¢)))

y(0,k,z(0,k,¢)),
de donde se concluye el resultado. |

Teorema 3.2.6. [9, Lemma 2.3] Si se tienen las condiciones (d0), (D1)-(D3)-(D4) y (d2)-
(d5)-(d6), entonces los sistemas (3.1) y (3.2) son C"—topoldgicamente equivalentes en Z7.

Demostraciéon. Note que:

A+ G byl 9) = 40 {1+ 47 )T oyt )}

y como tenemos la condicién de acotamiento, podemos optimizar la constante de Lipschitz v(n)
como:

7(”7 m)

~v(n) = sup pe

zeRd
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Usando la hipétesis (d5) podemos ver que

of

o

(a9 <47

(n,y(n, k, £) H <HA )H'y(n)<1,

por lo tanto, {I + A‘l(n)%(k,y(k,n,g))} es invertible, y por tanto A(n) + %(k,y(n,k,f))
también lo es.
Establecimos en (3.11) que para n < k

k-1

y(n k, &) = (n, k) = > ®(n,j+1)f(G,y(, k. <)),

j=n
en particular

de donde es evidente que podemos derivar respecto a &, obteniendo

dy o _ of Oy
o equivalentemente:
dy _ —1 of - -1
=180 = {r+aG-0FE- 11RO} A=

{A(k -1)+ %(k —1,y(k— 1,k,§))}_ .

Supongamos que podemos derivar y(n, k, £) respecto a £ paran € {k—1,k—2,...,k —p},
obtendriamos

k—1
%g(mk,é )= ®(n,j+1) 8ij(J,k£))a£(J,k€)
j=n
por lo tanto:
k—1
Lk = B+ LR = S Bt L+ D Gyl k ) e k)
Jj=n+1
= ®(n+1,n)d Z(I)n-i-ln nj+1)%(g y(j, k, 5))g§(3,k§)
0 dy
L k) Zn
k—1 Bf
= A(n)ﬂb(n’k)—A(n)Z<I>(n,j+1)a 7y, ks O’ag(”’“ %3]
0 dy
+L ) Pk 6
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Asi, tenemos:

Jy of 9y
A 1 - A et A
o equivalentemente:
Ay of 1oy
Fn—1 = {An-1)+2L(n-1,yn—1 = .
w169 = {an-0+ o 1a0- 1k} Pk
Asi, inductivamente concluimos que y(n, k, §) es derivable paran € {k—1,...,0} y ademds

su derivada es una matriz invertible en cada caso. En particular lo es £ — y(0,k,&). Asi,
utilizando la primera identidad de (3.23) (que es vélida pues tenemos las mismas hipétesis que
en el Corolario 3.2.5), obtenemos:

oG dy

= (k&) = @(k,o)a—g

o€ (0,k,€) , para todo k € ZT,

y las derivadas de orden superior se pueden calcular directamente desde la identidad anterior.
Ma4s atn, la invertibilidad de g—g(o, k, &) implica que

det 2 (k,¢) # 0,

29
y como G es una equivalencia topoldgica, tenemos que & — G(k, &) — £ es acotado y por tanto
G(k,&) — oo cuando |[£| — oo. Esto, combinado con la expresion anterior, implica, utilizando el
Corolario 2.1 de [33], que & — G(k, &) es un difeomorfismo. Més ain, como G(k, H(k,&)) = &,
tenemos:

oG OH
Oif(k’ H(k7£))87£(k7£) =1,

y por lo tanto %—Ig(k, §) = [%(k, H(k,£))| , lo que finaliza la demostracién.
|

Corolario 3.2.7. Bajo las condiciones (d0), (d1)-(d6), el mapeo n— y(0,k,n) es C"—dife-
renciable para todo k € Zt.

Demostracion. Se obtiene inmediatamente desde la demostracién del Teorema 3.2.6. [ |

Generalizacién a variedades inestables

En esta seccién estudiamos las propiedades de diferenciabilidad de la funcién n — w*(0; (m, n))
que definimos en la seccién anterior para obtener que el homeomorfismo de equivalencia topol6-
gica es de hecho un difeomorfismo de clase C'!, de manera similar a como se hizo en el contexto
continuo.

Lema 3.2.8. Si se tienen las condiciones (d0)-(d7), y (d6) se cumple con r = 1, entonces
n+— w*(0; (m,n)) es un mapeo de clase CL.

Demostracion. Sea n € R? fijo y sea (0n)neny C R? una sucesién propiamente convergente a
cero. Elija un m € Z* arbitrario pero fijo, definimos:

FGsy(sman+62)) = FGsy(iymm) — $EG, y(ism, m) GG, m,m)d,

)
|6n|
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note que como el mapeo 1 — y(j, m,n) es continuo, entonces lim, o y(j, m, n+,) = y(j, m,n).

Aplicando la condicién (d6), tenemos:

lim ), (f) = 0.

n—oo

Recuerde que como establecimos previamente (3.20), para todo j < m:
ly(G,m,n) —y(G,m, )] < Cm(5)ln — 171,
con Cp,(j) definida como en (3.19). Por otra parte, sabemos que
y(m +1,m,n) = A(m)n + f(m,n),
por lo tanto
y(m+1,m,n) —y(m+1,m,q) = A(m)(n —7) + f(m,n) — f(m, 7).
Asi, concluimos que

ly(m +1,m,n) —y(m+1Lma)| < [[Am)| |n—al + |f(m,n) — f(m,7)|

(3.24)
< (A +0m) = .
Para j > m, definimos
j—1
Bu(i) = [ [ 1146+, (3.25)
=m
que, utilizando (3.24), nos permite escribir para j > m
Ahora, definimos
Cn(j) J<m
An(j) =< 1 j=m (3.27)
Bn(j) 3 >m,
por tanto, para cada j € Z™ se tiene
Asi, por continuidad de la norma
dy _ o lyGoman +6) — y(G,m,n)|
[orimn] = o
(3.28)
< lim AL (5) = An(9).
§—0
Similarmente
[sco] -
< limy(5) =~(j)-

§—0
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En resumen

_ , |Gy y(amsn+6)) = (G y(Gama )| + | 5L,y mam) SE(G,m, )6,
@l < lg@.s+ ) 5
DG+ 82) =y m ) + ()| 3G )| 16
< [19(0.5 +1)] 5]
< 60,5+ D20) ('y<j’m’"+fgj|‘y(j7m’”)' ] tm n>H>
<

2[1G(0,5 + D[ v()Am (-

Por otra parte, utilizando (d4) y (d7) tenemos

iHQ(O,jJr D[ v ARG) < 2\!9<o,j+ D 7(G)Cm () + il@(o,j + D[ 7(5)Bn ()
< i:HQ(O,j + 1) 7(5) mix Cpu i)
£ 30 DG+ DHG + 19G)B )
<

qmaxCo (i) + 3 D(j + DA+ 1)7(7)Bm(j) < +oo.

Jj=m

Asi, finalmente, utilizando el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue obtenemos

w0 50)) — w0 ) + |55 6105 + D LGy m) B G o) | 6

n—o00 |6n|

= —lim, Z;‘;O ¢” ('])

lo que implica que i — w*(0; (m,n)) es diferenciable. [ |

Corolario 3.2.9. Si se tienen las condiciones (d0)-(d7), y (d6) se cumple conr = 1, entonces
para cada m € Z™ fijo se tiene
Ow*(0; (m,m)) = CLLOf dy
- & - 07 1)~ ) 9 9 a._\UJ ) .
o JZ::OG( 3+ 1) g5, Gry(Gimym) 5o (Gymam)
Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la demostracion del Lema anterior. [ |

Teorema 3.2.10. Si se tienen las condiciones (d0)-(d7), y (d6) se satisface con r = 1,
entonces (3.1) y (3.2) son Cl-topoldgicamente equivalentes en Z*.
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Demostracion. Por el Teorema 3.1.14 sabemos que son topoldgicamente equivalentes. Por el
Lema 3.2.8 n — w*(0; (k,n)) tiene clase C* de diferenciabilidad para todo k € Z*, y, como
se mencioné en el Corolario 3.2.7, n — y(0, k,n) también tiene esta clase de diferenciabilidad.
Utilizando (3.12) podemos concluir que 7 — G(k,n) es C* diferenciable.

Ademés, como G es una equivalencia topoldgica, sabemos que & — G(k, &) — £ es acotado
y por tanto G(k, &) — oo cuando |[£| — oo. Esto, combinado con la expresién anterior, implica,
por el Colorario 2.1 de [33], que & — G(k, &) es un difeomorfismo de clase C''. M4s atin, como
G(k,H(k,£)) = &, tenemos

0G OH
-1
y por lo tanto %—IZ(/{, &) = [%—?(/{, H(k,£))| ,lo que completa la demostracion. |

Consecuencias y ejemplos

A continuacién estudiaremos dos lemas técnicos que nos orientaran para construir corolarios
del Teorema anterior.

Lema 3.2.11. Suponga que el sistema 3.1 verifica (d0) y admite una dicotomia exponencial
en Z*, es decir, existen dos proyectores complementarios invariantes P(-) y Q(-) y constantes
C>0,6¢€(0,1), tales que

th(k,n)P(n)H <CO™, VYk>n>0

Hfb(k,n)Q(n)H <COF, YO0<k<n.
FEntonces M6 > 1.

Demostracion. Sea k > n, observe que:
L=||lot etk n)| = (o mem )|

_ H@(k,n) (P(n) + Q(n)) ®(n, k)H

< ||®(k, ) P(n)®(n, k)| +||®(k, n)Q(n)®(n, k)|

— || @k, n) P(n)®(n, k) || +||®(k, n)®(n, K)Q(K)

< ot m)Pm)] -2, B +]|@(%,n)| -[| @, F)QH)|
< ||@(k,n)P(n)|| - MI"H 4 bl (n, k)QUE) |

< M (|0, n) P()| +]| 20, B)Q(K))

< MFT (cak—"+cak—")

= 20 (M)
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Si M6 < 1, entonces tomando limite cuando & — +oo, al lado derecho obtenemos cero, es
decir 1 < 0, lo que es una contradiccién. Por tanto, esto es imposible, es decir, M6 > 1. |

Lema 3.2.12. Suponga que el sistema (3.1) verifica (d0) y admite una dicotomia exponencial
no uniforme en Z*, es decir, existen dos proyectores complementarios invariantes P(-) y Q(-)
y constantes C, \,e > 0 tales que

|[@(k,n)P(n)|| < Ce=rh=mten Y | >n >0

[ ®(k,n)Q(n)|| < Cerr=mten v 0 <k <n.
Entonces o bien Me > >1 ¢ Me ¢ > 1. En particular Me ¢ > 1.

Demostracion. Sea k > n, observe que:

IN

1= H@(k,n)qu(k,n)H M <||<I>(k:,n)P(n)|| +||<I>(n,k)Q(k)||)

IN

Mk:—n (Ce—)\(k—n)-‘ran + Ce)\(n—k:)-‘rak)

k—n k—n
C (Me”‘) e+ C (Me”‘“) e ="

Si Me™ < 1y Me ¢ < 1, entonces tomando limite cuando k — +o0, al lado derecho
obtenemos cero, es decir 1 < 0, lo que es una contradiccién. Por tanto, esto es imposible, es
decir, o Me™ > 1 o bien Me=**¢ > 1. En particular Me e > 1. [ ]

Corolario 3.2.13. Suponga que los sistemas (3.1) y (3.2) satisfacen (d0) y (d6) con r = 1.
Ademds, suponga que (d1) se cumple con una dicotomia exponencial, es decir, P y Q son
proyectores complementarios invariantes, D(n) = D > 0 para todo n € Z+ y h(n) = 0™, con
0 € (0,1), y (d2) se satisface con y(n) = vya™, con v >0 ya € (0,1), y u(n) = p > 0 para
todo n € Z*. Luego, si M~ < 1, % <1yad(M +~) <1, los sistemas (5.1) y (3.2) son
C'-topolégicamente equivalentes en Z7.

Demostracién. Note que para un arbitrario n € Z* tenemos:

A= o) | < vy <1,
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por lo tanto (d5) se satisface. Por otra parte, para un arbitrario k € Z* tenemos

D> NG, G+ 1)||
=0

IN

k—1 %)
SNGR, G+ )|+ D |Gk, 5+ 1)

=0 =k
k—1 oo
Sl @k, i+ )P+ > |0k, +1)Q| 1
=0 j=k
k—1 %)
gk git+1
9]+1D“+Z ok Du
j=0 ji=k
k—1 1 Fi oo
0" pp <9) +0ppy 0
7=0 1=0

por lo que (d3) se cumple. Andlogamente

D~
1_

DGk + 1) 2(m) < 775 < 1,

de donde (d4) se verifica. Finalmente, para un m € Z* arbitrario tenemos

> DyG) | hGi+1)
j=m

—
=
=
i
2
IA

00 j—1
ZD’y alitt HM +7
j:m p=m

o0
szajﬁﬂ'l(M + V)j_m

<
j=m
o0
< (‘MDjj)mZ (af(M + 7))’ < o0,

J=m

por lo tanto (d7) se satisface. Asi, aplicando el Teorema 3.2.10, los sistemas son C''-topolégicamente

equivalentes en Z7T.

Observacion 3.2.14. En el corolario anterior, seria ideal tmponer una condicion mds débil,
como (M + ) < 1 y y(n) = v constante, pero, como se ilustré en el Lema 3.2.11, esto es
imposible. Algo similar ocurre en el Corolario 3.2.15, que se ve influenciado por el Lema 3.2.12.
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Corolario 3.2.15. Suponga que se cumplen las condiciones (d0) y (d5). Suponga también que
el sistema (3.1) admite una dicotomia exponencial no uniforme, es decir, existen dos proyectores
complementarios invariantes P(-) y Q() y constanes C, \,e > 0 tales que

H<I> (k,n)P H < CeAMb—n)ten e >p >0
[ ®@(k,n)Q(n)|| < Cerk—mten v 0 <k <n.

Ademas suponga que para todo k € ZT u w f(k,u) es una funcién de clase C* tal que
(e (k; u) es un mapeo acotado que satisface

H H < ek gk (3.29)

|f(k,u)| < ke TR, (3.30)

para v,k >0, a € (0,1) y 7 > e—\ dados. Entonces, si aMe™* < 1, para v > 0 suficientemente
pequenio, los sistemas (3.1) y (3.2) son Cl-topolégicamente equivalentes 7.

Demostracion. La condicién (d1) se verifica facilmente con D(n) = Ce™ y h(n) = e~*". Note
que usando el Teorema del punto medio generalizado, la condicién (3.29) implica

|f(k,y) — fl,9)| < ve = Hak |y — g,

por lo que la condicién (d2) se verifica con (k) = ve s*+tDak v u(k) = ke 7+, Adi, la
condicién (d3) se satisface inmediatamente y, considerando que v es suficientemente pequefio,
también se satisface (d4) de manera andloga a como se demostré en el Corolario anterior. La
condicién (d6) se tiene inmediatamente por hipdtesisis. Ahora, denote

7j—1
=111 ++®)
p=m

Es facil ver que m > n implica ¥,,(j5) < ¥, (j), por lo que para un m € Z* fijo
U,,(j) < Uo(j) < (M +ve =)

Asi, tenemos

> D@+ Dh(i + Dy(H) ¥m())

Jj=m

IA

> D@ + DA + D7) Po(5)
7=0

IN

o0 .
J
3 o (v
Jj=0
lo que, como aMe™* < 1, es finito si suponemos que v es suficientemente pequefio, en particular,

0 < v < el Me®. Asi, la condicién (d7) se verifica. Aplicando el Teorema 3.2.10, el
Corolario queda demostrado. |

Observacién 3.2.16. Note que para satisfacer la condicion (3.80), solo requerimos que T sea
mayor que € — A, sin importar su signo. FEsto significa que, en caso de que A\ > ¢, esta dicotomia
incluso admite una perturbacion no acotada.
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Observacion 3.2.17. El Corolario 3.2.15 ha sido inspirdo por el trabajo de D. Dragicevicé et.
al. [17, Theorem 2]. Ambos resultados consideran la hipdtesis (d0), ambos se enmcarcan en
el contexrto de una dicotomia exponencial no uniforme, ambos resultados utilizan la hipdtesis
(3.29), que en conjunto con nuestra expresion (3.30), estaria cumpliendo la condicion (d2).
Notamos también que la condicién (d6) con r =1 es exigida en ambos trabajos, la condicion
(d4) se deduce a partir de las hipdtesis anteriores de la misma manera en ambos resultados y
ambos son vdlidos para v suficientemente pequernio.

Pese a ello, debemos notar que también existen algunas diferencias. Como se menciond an-
tes, para nuestro resultado tuvimos que imponer las condiciones (3.30) y (d5), aunque como se
menciond en la Observacion 3.1.9, pensamos que es posible que en futuros trabajos esta dltima
hipdtesis pueda ser descartada.

Por otra parte, ambos resultados requieren una cierta pequenez de la perturbacion f, sin
embargo, la hipotesis que ellos consideraron difiere de la nuestra y no existe una jerarquia entre
ellas. En particular, la condicion de pequenez que ellos utilizaron es:

of

f(k,0)=0y 8—u(k‘,0) =0 para todo k € Z.

Por otra parte, nuestro resultado no requiere que la derivada de la perturbacion satisfaga
una condicion de Lipschitz, lo cual si es requerido en el mencionado Teorema. En la siguiente
seccion, cuando estudiemos la seqgunda derivada de la equivalencia topologica, si impondremos
esta condicion.

Una importante diferencia es que el resultado en [17, Theorem 2] estudia equivalencia to-
pologica sobre todo 7, mientras que mosotros mnos hemos remitido a la semi recta positiva.
Evidentemente, esto implica que la definicion de dicotomia que ellos han considerado se extien-
de sobre todo el anillo entero, lo cual impone hipdtesis mas fuertes.

Sin embargo, la mayor diferencia que tiene nuestro trabajo con la aproximacion de D.
Dragicevié et. al. es que ellos basaron su estrategia en propiedades espectrales de la dicotomia,
es decir, estudiaron qué propiedades espectrales debe tener el operador de evolucion del sistema
basado en la dicotomia que satisface para poder garantizar la diferenciabilidad, mientras que la
hipétesis clave en nuestra demostracién es aMe™> < 1, condicién que ellos no utilizaron. Mds
adelante, cuando estudiemos la posibilidad de generalizar este resultado volveremos sobre esta
condicion.

Ahora, para poder estudiar mas ejemplos, mostraremos algunos lemas técnicos.

Lema 3.2.18. Dadas dos sucesiones (¢n)nen Y (Tn)nen n0 negativas, si definimos (Yn)nen por:
TnCn

Tno1+ ot + 1

Tn =

entonces para todo n € N se tiene

-1

n—1 ~y n—1 c
p P
TYn = TnCn | I 1+ = TnCn I I + .
C C
=1 P p1 1P T Cp

Demostracion. Mostraremos la primera igualdad inductivamente, ya que la segunda es trivial.

Es claro que
-1

0
ric
Y= ——=ri1 Hl—&-ﬁ
1 - Cp
p=1
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Supongamos que la afirmacién es cierta para cierto n € N, note que

Tn+1Cn+1
o+ +1

Tn+1

o Tn+1Cn+1 -1
rn+---+r1+1% In

-1

—1
_ Tn41Cnt1 .?"n—1+"'+7”1+17,ncn ThlJrﬁ
A+ -+ +1 TnCn

-1

-1 [n—1
Tp+Tpo1+---+r1+1
= Tpgiln | : > ||1+¥

Tn—1+- +7‘1+1

-1

—1

= Thn+1Cn+1

—1 n—1
Yp
r+1C+1< +r1+1+) pl;[lJrcp
n—1
("+1) [[1+2
p=1 ‘p

—1

n
Tp
= Tn+1Cn+1 H 1 + ?
p=1 P

Asi, por el principio de induccién, el Lema queda demostrado. |

Lema 3.2.19. Dada una sucesion (1p)nen no negativa, si definimos (Yn)nen por:

Tn
Tpo1 4+ 17

Tn =

entonces para todo n € N se tiene

—1
n—1
I+
p=1
Demostraciéon. Basta con aplicar el Lema 3.2.18 con ¢, = 1 constante. |
Ejemplo 3.2.20. Sean (an)nen, (bn)nen, (Cn)nen tres sucesiones tales que
0<a<anb,<c,' <1<¢, <M, (3.31)

para M, > 0 dados, y suponga que (¢n)nen €8 mondtona creciente. Considere A(n) € Msx3(R)
la matriz diagonal dada por

a, 0 0
An)=(0 b, 0], (3.32)
0 0 ¢,

y considere el sistema (3.1) asociado a esta sucesion de matrices. Sea (Tp)nen UnG sucesion
sumable no negativa y defina la sucesion (yn)nen dada por

T'nCn
Tpo1 4+ 1

Tn =
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Sea g : R? — R3 una funcion acotada, diferenciable y Lipschitz (con constante < 1), defina
f:Z% xR® = R3 dada por f(k,x) = vy(k)g(x) y considere el sistema (3.2) asociado a esta

perturbacion del sistema lineal previamente definido. Entonces, si supjcz+ % +

Z;‘;L#k_l r; <1, los sistemas (3.1) y (3.2) son C'-topoldgicamente equivalentes en Z7.

En efecto, como 0 < a,, b, < ¢,, tenemos que ||A(n)|| =c, <My HA’l(n)H < a1 porlo
que (d0) se cumple. Sean P(-) y Q(-) dadas por:

10 0 00 0
Pm)=10 1 0] yQmu)=[0 0 of. (3.33)
00 0 00 1

Luego, si consideramos ®(m,n) la matriz de transicién de (3.1), es claro que

|®(k,n)P(n)|| < TT:Z) méx{a;,b;}, Vk>n>0
(3.34)
[k, n)Qn)|| <TT}Zh ¢ VO < k <.

Asi, definiendo h(n) = Hz;ll ¢ty D(n) = 1, (d1) se sigue. Note que (d6) se obtiene
inmediatamente y

[f(kywy) = f(ky @) = |ykg(e1) — meg(2)

= lg(x1) — g(x2)]

IN

Wk\xl - CU2\,
mientras que
|f(k,2)| = Iveg(@)] < Wllgll oo -

por lo que (d2) también se cumple, con pp = Vi|lg||,,- Note también que

TpC
A(n) " (n H<of1 n < Ma tr,,
H (n)™ (]| < Ppe14 - 47 +1 7 "

y como 7, — 0, obtenemos (d5). Por el Lema 3.2.18 tenemos

-1

Jj—1 j—1
Tp Cp
Y = TiCj pl;[11+cp —TJCJPI:[l,Vp+Cp
Ahora, denote
7j—1
V(i) = ] 140+
p=m

Es facil ver que si m > n, entonces ¥,,(j) < ¥, (4), por lo tanto, para un m € Z* fijo

j—1

U, () < 1) < [[ en + e

p=1
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Asi, tenemos

oo

> D3+ Dh(i + DY) ¥m())

j=m

YNGR+ D) <
=0
<
<
<

Observacion 3.2.21. La condicién supycz+

IA
>
<8
+
N
2

)
<
<

j=1
o) J—1
< Z'Y(]) H071 (cp + 7p)
j=1 p=1 p=1
[e’e) j—1

IN
2
3
—

=

4_

J&

j=1 p=1 P
_ -1 ,
0o j—1 5 j—1 ~
< Yoo [T+ 2] o (IT+2
C C
j=1 p=1 p=1 P
o0
= E ry =|r|l; < oo
j=1

Z h(k) , +Zh(j+1)7'
ZhG )T ()
k-1 [ k-1
H 1 CjTy
T \om Dt
0 J j—1 -1
#3 e (1Le" |\ T+ 2
=k p=k p=1 P
k=1 [ k-1
H o1 Ck—17;
= \psi ) it
o k—1 5 - j—1 1
+ )1 1+ -2
Z ! 1:[ Cp - Cp T
j=k p=0 p=k
Ck-1Tk-1 N i .
... J’
Tk—2 + Tk—3 + +1 =17 Ek—1

lo que implica que se cumplen (d4) y (d3). Aplicando el Teorema 3.2.10, hemos demostrado
nuestra afirmacion.

Ck—1Tk—1
Tk—2+Tk—3++1

Ejemplo 3.2.22. Sean (ap)nen, (bn)nen, (Cn)nen tres sucesiones como en (3.81), A(n) como
fue definida en (3.32) y el sistema (3.1) asociado a esta sucesion de matrices. Sea (1p)nen una
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obtener, por ejmplo, si la razén de crecimiento de (c,) es mds pequeria que la de las sumas
parciales de (ry,) y||rll; < 1. Otro caso mds simple es M||r||; < 1.



sucesion no negativa sumable y definamos la sucesion (yn)nen por:

Tn =

Sea g : R3 — R3 una funcion acotada, diferenciable y Lipschitz (con constante < 1), defina
f:ZT xR = R3 dada por f(k,x) = vrg(z) y considere el sistema (3.2) asociado a esta
perturbacion y al sistema lineal previo.. Entonces, sil|r|, < 1, los sistemas (3.1) y (3.2) son
C'-topolégicamente equivalentes en Z7.

En efecto, las condiciones (d0), (d1), (d2), (d5) y (d6) se siguen facilmente, tal como en

T'n

Tpo1+-+ri+1

el Ejemplo anterior, con P(-) y Q(:) como en (3.33). Por el Lema 3.2.19 tenemos

. -1
Jj—1

V=T H1+’Yp

Denote

p=1

7j—1
V(i) = ] 14| + -
p=m

Es facil ver que si m > n, entonces ¥,,(j) < ¥,,(j), por lo tanto, para un m € Z* fijo

Asi, tenemos

Z D(j + 1)A(j + 1)v(j) T ()

IN

IA

IN

<

7l < oo

Lo que demuestra que (d7) se cumple. Finalmente note que para un k € Z* fijo

> NG, 5+ 1)

Jj=0

IN

IN

k—1 oo .
h(k) h(j+1)

URDY j

2G0T 2 h(R)

k=1 [ k—1
1 T
p . e

=1 \p=j+1 R

2\ e e



lo que demuestra (d4) y (d3) con p; = v;||g||,.- Aplicando el Teorema 3.2.10 la afirmacién
queda demostrada. O

Ejemplo 3.2.23. Sean (ap)nen, (bn)nen, (Cn)nen tres sucesiones como en (3.31) y A(n) co-
mo en (3.32). Sea (E(n))nen una sucesion de matrices uniformemente acotadas con inversas
uniformemente acotadas. Fijemos &' una cota uniforme para E(n) y &~ una cota uniforme
para sus inversas. Considere E(0) = I y defina B(n) = E~Y(n)A(n)E(n—1). Sea (n)nen una
sucesion sumable no negativa.

Sea g : R? — R3 una funcion acotada, diferenciable y Lipschitz (con constante < 1) , defina
f:ZT xR3 = R? dada por f(k,z) = yrg(x). Considere los sistemas:

x(k+1) = B(k)x(k) (3.35)
)
y(k+1) = B(k)y(k) + f(k,y(k)). (3.36)
Finalmente, suponga que existe un § > 0 tal que:
Z'yj (6= + (5)j < o0. (3.37)
j=1

Entonces, si &~ & ||y||, < 1, los sistemas (3.35) y (3.56) son C*-topoldgicamente equiva-
lentes en Z*.

En efecto, sin pérdida de generalidad podemos considear &~ ,&+ > 1. Como 0 < o <
n, by < ¢ < M, entonces ||B(n)|| < &~ MET y||[B7H(n)|| < &~a~tET, por lo que (dO) se
cumple.

Defina P(-) y Q(-) por:
P(n)=E"'(n=1)Pm)E(n 1),y Q(n) = E-'(n - HQ(n)E(n - 1),

donde P(-) y Q(-) son como se definieron en (3.33). Luego, considerando ®(m,n) como se definié
en (3.34), es facil ver que

®(k,n) = B~k — 1)®(k,n)E(n — 1),

donde ®(k,n) es la matriz de transicién para (3.35). Entonces, utilizando la expresién (3.34)
del Ejemplo 3.2.20 es inmediato que

Hi)(k, n)ﬁ(n)H = ||BN (k= 1)®(k,n) P(n)E(n — 1)]|
< & ||E(m— )| TIZ; max{a;, b;}
< EEm -1z e, ¥V k>n>0

|t mQm)| = B = )k mQm)EM - 1)|
< ETEm-D|IZi ;.Y 0<k<n.

Asf, definiendo h(n) = [[Z] ¢; ' v D(n) = &~ ||E(n —1)||, (d1) se sigue. Note que (d6) se

p=1%p
tiene inmediatamente, mientras que (d2) y (d5) se obtienen en la misma forma que el Ejemplo
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3.2.20.

Denote
j—1
V(i) = [T 1B@)] + -
p=m

Es facil ver que si m > n entonces ¥, () < T, (7). Asi, para un m € Z™ fijo se tiene:

j—1
() <) < [[6 ¢+
p=1
Por lo tanto
DG+ DR+ DY) Tm() < DD+ DA+ Dy() T ()
Jj=m j=1
00 J Jj—1
< Z‘g)iHE(])H HC;1 Vi giéﬂr%*%
Jj=1 p=1 p=1
s} j—1
< é”_éa"rZch;l Hé’_@m' —&-7,,0;1
j=1 p=1
<

0 j—1
Y v [[6 6 +w
j=1 p=1

Como v, —— 0, entonces existe py € N tal que v, < 6 para todo p > pg. Por lo tanto,
p—o0

aplicando la condicién (3.37) es facil ver que (d7) se cumple. Finalmente

(o'} k—1 [e's) .
SN0tk + Dl < 6 X oG - Dl + 63 DB G - v
j=1

k—1 k—1
- -1
< & &F H on o7
J=1 \p=j+1

00 J
+&ET Z H czjl o7
j=k \p=k

< éa_éa+“7||1 < 17

demostrando asi (d4) y (d3) con p; = 7;|g .- Aplicando el Teorema 3.2.10 nuestra afirmacién
se sigue. O

Observacién 3.2.24. Como mencionamos en la introduccidn, las condiciones (d0)-(d6) han
sido usadas repetidas veces por varios autores para poder estudiar la equivalencia topoldgica

entre los sistemas (3.1) y (3.2). Por tanto, la novedad de este trabajo es la condicion (d7) y
sus implicaciones.
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Note que en el Corolario 3.2.13 el hecho de que esta condicion se satisfaga se debe a una
apropiada combinacion de las propiedades de la dicotomia exponencial y de la perturbacion,
de hecho, tal como se explicé en la Observacion 3.2.14, es imposible conseguir esta condicion
solo exigiendo condiciones a la dicotomia. Mientras tanto, en los Ejemplos 3.2.20 y 3.2.22,
esta condicion se logra mediante una perturbacion que es lo suficientemente pequena y tiene
una razom de decrecimiento suficientemente rdpida, y de hecho hemos ignorado completamente
la ayuda que la dicotomia podria haber presentado. Finalmente, en el Corolario 3.2.15 y en
el Ejemplo 3.2.23, la condicion (d7) se logra mediante una combinacion de las contribuciones
tanto de la perturbacion como de la dicotomia.

Esto muestra que hay muchas posibilidades para obtener la condicidn (d7) y por tanto,
nuestro resultado principal, el Teorema 3.2.10, es aplicable en muchas situaciones diferentes.

3.3.  Segunda Derivada

Nuevamente consideremos la expresion (3.12) para estudiar la segunda derivada del ho-
meomorfismo de equivalencia topoldgica. Tomando en cuanta el Corolario 3.2.7, el mapeo
n +— y(0,m,n) es de clase C" (r > 1) para cada m € ZT fijo apenas se satisfagan las con-
diciones (d1)-(d4) y (d6); por lo tanto, la diferenciabilidad del homeomorfismo sélo depende
de la diferenciabilidad del mapeo 1 — w*(0; (m,n)).

Lema 3.3.1. Suponga que se tienen las condiciones (d0)-(d7), donde (d6) se cumple con
r = 2. También, suponga que hay funciones T : ZT — Rt y m,, : ZT — RT tales que:

2
’ gujzt(j,u)| <T(j) , para todo j € Z* (3.38)
4
Py, . .
S Y oman)| < (i) para todo 5 > m. (339

Finalmente, suponga que para cada m € ZT fijo, las sucesiones anteriores verifican:

2
00

j—1
> PG+ 0rG+ D G +TG) | [[IA@ ] +v@)| ¢ | <+ (340)
p=m

Jj=m

Entonces n +— w*(0; (m,n)) es un mapeo de clase C?.

Demostracion. Seguiremos la misma estrategia que utilizamos en el Lema 3.2.8. Establecimos
en el Corolario 3.2.9 que para cada m € ZV fijo

du* (0 (m,m) _

= ) dy .
an ZQ’(OJ+1)£(J7y(3,m,n))a%(ﬂm7n),

J=0

lo cual podemos utilizar, ya que estamos imponiendo las condiciones (d0)-(d7), que garanti-
zaban dicho resultado. Denotemos

) 0? 0? ) ?
) = GGG 5 2 ) + 5L Gt ) (S )
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Sea n € R? fijo y sea (6, )neny C R? una sucesién propiamente convergente a cero. Elija un
m € Z* arbitrario pero fijo y definimos la sucesién de funciones (F, 1, ,)nen sobre ZT por:

af dy . LOf Ay,
Fromn(j) = ™ (J,y(G, m,n+ 5n))377 (j,m,n + 65) 5 (J,y(wmn))&7 (j,m,m).

Asi, definimos la sucesién de funciones (1, )nen sobre ZT por:

¢n( ) (O Jj+ 1)F"vm777(j)|;n5|)mm(j)5n

Aplicando la condicién (d6), tenemos:
lim 4, (j) = 0.
n—oo
Recuerde que en la demostracién del Lema 3.2.8 mostramos que para todo j € Z* se tiene

dy .
Han(]aman) ’

con A, (j) definido como en (3.27). Ademads, a partir de las condiciones (3.38) y (3.39) es facil
ver que

G- 6w < TGl para todo j e 2
0 )
H&g(j’m’n)_ﬁz(mm’ﬁ)H < mn(f)n— 1|, para j > m.

Con esto en mente, note que para j > m

7Tm(.j)7(j) + F(J)Am(])2a

mientras que para 0 < j < m

0%y

[20a ] < | TG

82
gur s | [ 50

P

IN

2
QD] < Hgn‘Z(j,m,n) Y(7) + T () A (5)*
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Por otra parte, para 7 > m

|>

) dy of . . y , .
| Fromn (5) ] 50 Gy, + 6,)) 77(J,m 1+ 0p) — au(ﬂy(J,m,n+5n))3n(17m,n)H

of Dy Of Oy

+H 9 (4, y(G,m,mn+ 5n))8n (4,m,n) ey (4, y(%mn))an (4, m,n)
dy , .

< Hijj,mn+5 HHJ,anrtS) az(J,m,n)H

5L Gevtioman-+ 8.0 = 5L Gt )| 52|
< AT ()10l + TGy (s s + 6n) =, y (G m,0)|[Am (5)

< (YO)mn () + TG A ()?) 164

Ahora, sea 0 < j < m fijo, note que:

Ay (- dy (-
1 Haiz(.%m)n)_aiz(%mvn'i_én) 8 y
por lo tanto, existe un n; € N tal que para n > n; se tiene:
Ay (. Ay (.
Hyﬁ(ﬂ»m,n)—ﬁuym,wrén) . @( ol + 2.
asi, paran > n = méx{nj 085 < m} se tiene:
0 0 0?
|Stomn) = S +5.) (‘ AT +2) 6], para todo 0 < j < m.

Con esto, podemos notar que y asi que para 0 < j<myn>n

| Fnmin )| < v(j)(gjfé(j,m,n) +2>+F(j)Am(j)2 16,].
En resumen, para j > m:
[en()]| < [16(0,5+1) HH naman ()| |5H|an 5)| 18x]
< 26005+ 1| (Y@ (0) + D) AR()?)

mientras que para 0 < j <myn>n:

2

len()| < 16005+ D) [ () (2 g—nﬁu,m,n)

+ 1) +T(j)Am(4)?
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Permitanos definir

2905 + 1) (7(.7’) (1t +1) + r(j)Am<j>2> 0<j<m

2[1G(0,5 + D (v()7m (5) + T(5)Am(5)?) ,j = m.

Asi, podemos notar que H’(/Jn H < Fm(j) para todo j € Z* y n > f.

Ahora, observe que

> Fnli) < zz_:Hg(o,jH)H v(4) ’gn j.m,m)
Jj=0 j=0
#230[16(0.3 + 1| (Y0)mn ) + DB ()?)
e . ay
< 2 |60, 5+ )| g2 ()
3=0

j=m

o] !
#2370 DG+ DA+ 1) § m()70) +T6) | [T 4@ + @)
p=m

< +o0.

Asi, finalmente, utilizando el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue obtenemos

SO mn 4 6)) = B (mw) + [0 G0+ V()] b

= = 2052 (masee ¥u(4)) =0,

lo que implica que n — ‘95% (0; (m,n)) es diferenciable, es decir, n — w*(0; (m,n)) es de clase

C2. [ |

Corolario 3.3.2. Si se tienen las condiciones del Lema 3.3.1, entonces para cada m € Z™ fijo
se tiene

82w*(0; > 0 f 9y 2f Ay . 2
T ng 0,3+1) | 5, GGy m,m) gz Gmm) + 5 GhyGimam) 5 Gom) ) -
Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la demostracién del Lema anterior. ]

Teorema 3.3.3. Si se tienen las condiciones (d0)-(d7), (d6) se satisface con r = 2, y

las condiciones del Lema 3.3.1 se cumplen, entonces (3.1) y (3.2) son C?-topolégicamente
equivalentes en Z.T.

67



Demostraciéon. Por el Teorema 3.1.14 sabemos que son topolégicamente equivalentes en Z1. Es
més, por el Teorema 3.2.10 sabemos que dicha equivalencia topolégica es de clase C' en ZT. Por
el Lema 3.3.1 n — w*(0; (k,n)) tiene clase C? de diferenciabilidad para todo k € Z*, y, como
se mencioné en el Corolario 3.2.7, n — y(0, k,n) también tiene esta clase de diferenciabilidad.
Utilizando (3.12) podemos concluir que 7 — G(k,n) es C? diferenciable.

Ademaés, como G es una equivalencia topoldgica, sabemos que £ — G(k, &) — £ es acotado
y por tanto G(k, &) — oo cuando |£] — co. Esto, combinado con la discusién anterior, implica,
por el Colorario 2.1 de [33], que £ — G(k, ) es un difeomorfismo de clase C2. Més atin, como
G(k,H(k,£)) =&, tenemos
oG OH

?g(ka(kvg))aig(kvg) =1,

-1
y por lo tanto %—?(k, &) = [%(k, H(k, 5))} , mientras que derivando respecto a £ tenemos:

9*G OH > oG O*H
G (e ) | 52 6.0+ 5 b 10, ) 5 (0.6 =
y por tanto
O*H oG ! o92a oG -2
o= | Zwnwo)| SEtnme) |G wame)]
lo que concluye nuestra demostracion. |

En lo que prosigue de esta seccién estudiaremos una serie de Lemas y Corolarios técnicos
que nos llevaran a establecer un Teorema que dard un ejemplo concreto de nuestro resultado
principal.

Lema 3.3.4. Suponga que existen 8 sucesiones (¢;)jen, (@j)jen, (85)jen y una constante By
tales que ¢1 < Bo y
bj1 < ajo; + 5,

entonces
j—1 Jj—1
¢; < E Bi H p
1=0 p=i+1
Demostracion. Razonemos por induccién. El caso base para j = 1 es véalido por hipdtesis.

Suponga que la hipdtesis inductiva es cierta para cierto j > 1. Tenemos

bjiv1 < a;d;+ B

Jj—1 Jj—1
< ) | B ]I ) +8
i=0 p=i+1
j—1 (j+1)—1 (j+1)—1 (j+1)—1
= 26 1 ) +8= 2 & Il »
i=0 p=i+1 i=0 p=i+1
Asi, el Lema se sigue por el principio de induccion. |
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Lema 3.3.5. Suponiendo que se cumplen las condiciones (d0)-(d5) y (d6) se cumple con
r = 2. Ademds, suponga que existe una funcién U : ZT — RT que satisface (3.38), entonces
para j > m

j—m—1 m+i—1 j—1

<3 [t I ([A@)I+v@) TI 14w+

=0 p=m p=m-+i+1

2

0%y
2

W(J,mﬂl)

Demostracion. Sea m € Z% fijo. Sabemos que 1 g—f’](j,m,n) estd bien definido para todo
j > m. Considere el problema de valores iniciales matricial

2G40 = [AG)+ GG mm)] =)
(3.41)
z(m) = I

De la demostracién del Teorema 3.2.6, podemos deducir que j +— 2(j,m,n) = g—g(j, m,n) es
solucién de (3.41), por lo tanto

zim+1,m,n) = [A(m) + g—{b(m,y(m, m, 77))} z(m,m,n) = A(m) + %(m,n).

Entonces, obtenemos

0 0
et -+ 1m) = s + )| = | ) = S | < e .

o equivalentemente
Hz(m +1,m,n) —z(m+ 1,m,ﬁ)”

In — 7|

<T'(m).
Ahora, sea m > m + 2. Note que
. . of . . .
Z(mvmvn) = A(m - 1) + %(m - 17y(m - 1am777)) Z(m - 17m777)7

por lo tanto

z(m,m,n) — z(th,m,n) = [A(m —1)+ a—(m —1,y(rh — l,m,n))} z(m—1,m,n)

9 1,y —1,m,n)) [2(i — 1,m,n) — z(r — 1,m, )]

8
fo. of . . _ . _
| S = 1yt = 1o = P = 1,00 Lo, )| st = 1,00,
de donde se sigue que

=G m.n) = 2Gim )| < (4G = 1) + 407 = 1) [|200 = 1,m,9) = 2072 = 1,m,7)|
+F(Th—1)|y(m—1,m,n)—y(m—1,m,ﬁ)|||z(m—17m,ﬁ)||,
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o equivalentemente, para m > m + 1

s+ 1,mom) = 26+ Lmi)| < ([AGR

)|+ 1)) |2, m,m) = =G, m, )|

+L (1) |y (i, m, 1) — y (i, m, )| || 2(m, m )|
de donde, utilizando (3.26) y (3.28), obtenemos

i+ 1m,m) = 26+ L) < (JAGR)]| +307) ) | m, ) = 2(in,m, )|

2
m— 1
( 7 ) |777ﬁ|7

|| 2(rh, m,m) — 2(, m, 7))
ln — 7|

oMo 0).

|2(m + j,m,n) — z(m + j,m, 7|
In — 7|

<.

es decir

||z(ﬁ7, +1,m,n) —z(m+1,m, 77)”
In — 1

(4| + i)

En resumen, definiendo para j > 1:

¢j,m -

)

O = HA(m +j)” +v(m + )

m+j5—1 2
Bjm =T(m+j) (H |A(p ||+v(p)) ,

se tiene ¢1 , <T'(m) y
¢j+17m S ajfrn(bj,m + ijm-

Con esto, definiendo Sy, = I'(m) y utilizando el Lema 3.3.4 obtenemos

J

1
¢j,m < (B'Lm H QAp, m) y

7 p=i+1

1§
=)

es decir, hemos obtenido

"Z(m+j7m7n)_z(m+j7mn
In — 1 <Z Bim H Apm |

p=i+1

pero como z(j, m,n) = g—g(j, m,n), entonces denotando z(j+m, m,n) = dn Y (k,m,n) esto implica
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62y k—m—1 k—m—1
(kamvn) < /Bi,m Qp m
8772 1=0 pzlg-l :
k—m—1 i m—+i—1 2 k—m—1
= Tm+i) [] (||A(p)H+v(p)) I llAm+p)|| +~(m+p)
i=0 | p=m p=it+l
k—m—1 [ mai—1 , k-1
= rm+i) [T (A0 +v@) TI 4@ ++®)
1=0 L p=m p=m+i+1

Corolario 3.3.6. Suponiendo que se cumplen las condiciones (d0)-(d5) y (d6) se cumple con
r=2.8i (d2) se verifica con v(j) = ve s1UtDal y T(j) = Ce~=2UtDY satisface (3.38), con
v,(,e1,62 >0 ya,b e (0,1), entonces para j > m:

‘ 0

P

2

¢lem=n)”

S (M + ) —b(M + )

(4,m,m)

. [(M ) = (e b(M + v)?) v m)} .

Demostracion. Aplicando el Lema 3.3.5 y notando que HA(p) H +7(p) < M+v paratodop € Z*
tenemos

52 j—m—1 _ mAi—1 5 -1
G| < 32 (e T (jA@) |+ ve @) T (A +ve oD
n =0 p=m p=m+i+1
j—m—1 m4i—1 j—1
< gemetmtupm N©emeiyt TT (M +v)® [ M+v
=0 p=m p=m-+i+1
—ea(m+1)pm J_m—1 . 43‘*1 m+i—1
= % Z e—E2ipi H(M—l—u) H (M + )
=0 p=m p=m
j—m—1 )
= Cem (M ) ST b (M )]
i=0

j—m

1— [be=2(M +v)]
1—be=%2(M +v)

_ Ce—az(m+1)bm(M+l/)j—m—1

C —E2mim i—m —e0jrg —m
~ e (M +v) = b(M +v)? (€75 (M 4 p) ™ — e b (M 4 v)20 )|
— Ce—Emem j—m _ —ea(j—m)pj—m 2(j—m)
T (M +v)— b(M + )2 (M +wp 7 —e b (M 4 )20

¢ (e==2b)™

, NCED)
= O IR [(M+y)ﬂ—m — (e—fzb(M-l—u) ) }
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Teorema 3.3.7. Suponga que se tienen las condiciones (d0) y (d5). Suponga también que
el sistema (3.1) admite una dicotomia exponencial no uniforme, es decir, hay dos proyectores
complementarios invariates P(-) y Q(-) y constantes C, \,e1 > 0 tales que

|®(k,n)P(n)|| < Ce Me—mtan v >p >0
[|®(k,n)Q(n)|| < CeME—mtean v <k <n.

Ademds, suponga que para cada k € Z, u s f(k,u) es una funcion de clase C? tal que
k,u)| < keso(k+1)

5
|5

k, u)H < pe ekt gk

1% ) - S| < cemaevpta -, (3.42)

para k,v,( >0, a,b € (0,1) y g > &1 — A dados. Entonces, si bM?e~ %2t < 1, aMe™ < 1
y e A"2abM? < 1, para v > 0 suficientemente pequeno, los sistemas (3.1) y (3.2) son C>-
topolégicamente equivalentes en Z+.

Demostracion. Por el Corolario 3.2.15 sabemos que se cumplen las condiciones (d0)-(d7) y por
tanto los sistemas son Cl-topolégicamente equivalentes en Z*. En particular, (d4) se cumple
con (j) = ve~ 10+,

Es fécil ver que la hipétesis (3.42) implica la condicién (3.38) del Lema 3.3.1, con I'(j) =
Ce—=2+tDpi - Ahora aplicaremos la misma estrategia que utilizamos en la demostracién del
Corolario 3.2.15. Tal como en esa ocasién, denote

j—1
(i) = [ [IIA@) + ).
p=m

Y nuevamente notamos que m > n implica ¥,,(5) < ¥, (j), por lo que para un m € Z* fijo:

U, (§) < Wo(j) < (M +ve =),
y en consecuencia ]
U, ()2 < Wo()® < (M + ve=)¥.
Asi, tenemos

2

S DG+ URG+rG) | TTIAG) 40| < S DG+ DAG + D))’
j=m p=m 7=0
< Cle M =2ta i {be*)‘*€2+61 (M + Vefal)z]j
=0

Como bM?e~*~%2%21 < 1, entonces para v suficientemente pequeno se tiene

pe~Ameter (M + 1/6761)2 <1,
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lo que implica

2

j—1
DG+ DA+ DTG | [ 1A®)] +2w)| | < +oo. (3.43)
p=m

00
Jj=m

Por otra parte, utilizando el Corolario 3.3.6 tenemos que para j > m

oy, (e e G- _
‘W(Jvman) = e=2(M + v) — b(M + v)? |:(M+V) _(e b(M+V)2) :| = Tm(J),
por lo tanto

s i e a )V e~ A e2q v)2)?
3 DU+ MG+ Dmain () < 3 Koo § ot - IO L s

Cv(¢ (e‘”b)m e
e2(M +v) —b(M +v)
terior junto con (3.43) implica que la condicién (3.40) del Lema 3.3.1 se satisface. Finalmente,
aplicando el Teorema 3.3.3 obtenemos el resultado. |

para v suficientemente pequeno, donde K,, = 5 Asi, la expresion an-

Observacion 3.3.8. En el resultado anterior, sieg = &1 = €2 y a = b, entonces las condiciones
g0 > €1 — A, bM?e A2t < 1 aMe ™ < 1 y e *2abM? < 1, se pueden resumir con
aM?e=> < 1.

Observacion 3.3.9. FEste teorema extiende el resultado obtenido en el Corolario 3.2.15, ya que
bajo condiciones similares, hemos obtenido diferenciabilidad de clase C?. Hemos impuesto dos
hipdtesis extra para lograr este objetivo. La primera es la existencia de la funcion I' que acote a
la sequnda derivada de la perturbacion. Note como esta la existencia de esta cota implica una
condicion de Lipschitz sobre la primera derivada, lo cual, como se menciond en la Observacion
3.2.17, fue utilizada por los autores en [17] para mostrar la primera clase de diferenciabilidad
para la equivalencia topoldgica, mientras que en este trabajo hemos logrado la clase C' sin
recurrir a ella, y al utilizarla obtenemos clase C2.

La sequnda condicion adicional es aM?e™> < 1, la cual es mds fuerte que la condicién
aMe™> < 1, que utilizamos en el Corolario 3.2.15, ya que de manera general la constante M
es mayor a 1.

3.4. Derivadas de Orden Superior

En esta seccién buscamos condiciones que generalicen nuestras hip6tesis anteriores (a saber,
(d7) y las condiciones (3.38), (3.39) y (3.40) del Lema 3.3.1) para obtener ordenadas de orden
superior para el homeomorfismo.

Suponga que se verifican las condiciones (d0)-(d6). Suponga también que existen funciones
Dg:ZT 5 RY mgm : ZT -5 RY, 1 <s<r,meZ" tales que

W(]’U)H <T4(j) , para todo j € Z* (3.44)
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Hgn‘z (j,m, n)H < 7sm(j) , para todo j > m. (3.45)

Fijemos m € Z" y considere la familia de funciones

T
S, = FsHﬂmezlgsgr,ekeZz{
k=1

Considere ahora el Z—modulo generado por dicha familia, denotado Z[S,,], y definimos el
mapeo Z—lineal Dy, : Z[&,,] — Z[S,,] definido por

» D, (Ts) =Ts41m1,m, para todo 1 < s < r.
o D, (Ts,m) = Tst1,m, para todo 1 < s < r.

s D, (f9) = Di(f)g + fDm(g), para todas f, g € Z[S,,] tales que fg € Z[S,,].

Para simplificar notaciones, supondremos la existencia de una cierta funcién I'y tal que
D, (T0)(j) = T'1(j)m1,m(j)- Bajo estas condiciones es ficil ver que

|
—

= D7, (To)(4)
= D7, (To)(4)
= D;,(To)(4)

2(j)7rl,m(j)2 + Fl(j)ﬁlm(j)'
S(j)ﬂl,m(j)?) + 3L2(5)m2,m () 71,m () + T'1(J)73,m(4)-
4(j)7rl,m(j)4+6r3(j)w2,m(j)7r1,m(j)2+4r2(j)WS,m(j)ﬂ'l,m(j)"‘Fl(j)774,m(j)~

o
=3 A

Inductivamente, a partir de la definicién del operador, es facil calcular potencias mayores
de D,,, aplicadas en I'g. Con esto en mente, nos gustaria introducir la siguiente condicién:

(DIF,r) Suponga que se verifican las condiciones (d0)-(d6). Suponga también que existen
funciones 'y : ZT — RT, 75, 1 ZT - RY, 1 < s <r, m € ZT que satisfacen (3.44) y (3.45)
respectivamente. Finalmente, suponga que para cada m € ZT fijo se verifica

o
ZD(j + 1)h(j+1)D;,(To)(j) < +oo0 , para todo 1 < s <.

j=m

Observacién 3.4.1. Note que la condicién (d7) es un caso particular de (DIF,r), a saber
(DIF,1), con T1(5) = () y m1.m(j) = ;;:WHA(p)H + Ty (p). Similarmente, las condiciones
del Lema 3.3.1 pueden sintetizarse como (DIF,2). Note también que el Lema 3.3.5 implica que
dadas I'v y I'a, podemos encontrar m , como

j—1 mi—1 5 mti-1
mom(i) =3 |Tam+0) [[ (A +1i@) T 4@+ i)
1=0 p=m p=m+i+1

Es mds, la condicion (d3) es equivalente a (DIF,0), definiendo j — T'o(j) como una
funcion que domine uniformemente (sobre u) a j — f(j,u), o en las notaciones de (d3),
To(5) = u(jg). Esto nos parece una extension coherente, puesto que la clase de diferenciabilidad
C° corresponde a la continuidad, y por tanto estamos en el contexto de un homeomorfismo, que
es lo que se verifica al considerar (d8) (en conjunto con (d0)-(d5)).
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