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INTRODUCCION

Este trabajo tiene conro finalidad exponer

Los métodos teóricos por medio cle los cuales Se resuel

.ue eI problema inverso clel scattering a energla fija,

tratar de establecer una relaci6n entre elLos Yr ade -

más, generalízar uno de los mismos,

Para esto se hace necesario que definamos qué

entender¡ros por ttproblema inverso del scat.teriñ9tt. Es

bien conocido que para ciertos potenciales ( e.9., de

Coulomb y exponencial ) es posible resolver la ecua -

ción de schróainger en forma exacta y, en particul"art

conocer Los corrimientos de fase c;, o Sin enrbargor--(t

como 1o que experim<:ntalmente se determina son los co-

rrimientos de fase r €s necesario estabk:cer una teorla

que nos dé j.nformaci6n acerca clcl potencial que produ-

ce estos corrimientos de fase, Esto es Io que se de -
nonina ¡tproblema inverso de1 scatterj-rl9" o

En un experimento de scattering tipicor s€

tiene un haz de partículas incidentes y un blanco.

De las partícu1as incidentes, que ahora y en 1o sucesi-

vo supondremos sin spin, podemos variar dos parámetros,



a saber, el momentum angular o 1a energfa. De ahf que

existan dos métodos para aLacar un rnismo problema. lin

particul-ar, cuando se fija la energla podemos desarro-

1lar la teoría de dos maneras, esto es, considerando

s61o los valores flsicos del morncntum angular, o bien

haCer el- estudio en eI pLano deL momentum angUlar Com -
\pLejo 
^ 

= 1 + L/2. Estos dos métodos han sido esLu -
diados en sendos artlculos de weruton(1) y Burdet, Giffon

y PredarrL(Z) ( que en 1o sucesivo citaremos como Preda-

zzL) para potenciales esféricamente simétricos, con la

salvedad de que Predazzi hace uso en forma explfcita de

l,a finitu<l de 1os dos primeros momenLos absolutos de1

potencÍal.

En cspecial, generalizamos las relaciones ob-

tenidas pr:r PredazzL para el- caso en que al potencial

estudiaao por 61 se lc agrega un término del tipo a'/f?

con tr >0. El efecto de este térmj-no es proclucir un

corte a 1o largo deI eje real del plano A r

Finalmente, es necesario notar que eI hecho

de fijar una energía baja para eI estudio del proble -
ma inverso de1 scatteri.ng, es una condición que nos

permitirá desarrollar una teorla consistenteo Después

de todor Do s61o desconocemos 1os corrimientos de fase



c¿.f para un rango de energÍas de cero a infinito, sino
que a altas energlas, la mera suposici6n de que e1 pro-
bloma puede ser resuclto con 1a mecánica cuántica ordÍ-
naria con conservación de partÍcu1as, es ciertamente

incorrecta.
En el capltulo I se exponen y comentan Ios

artlculos de Newton y PredazzLo Luego, en e1 capftulo
II se estudian 1os poslbles equivalencias y analogfas

entre ambos trabajos. Finalmenter el capltulo III Io

dedicamos a generalizar e1 método de Predazzi en Lo

que a 1as relaciones de completitud y ortogonalidad se

refiere "



C].\PITULO I

PROBLI]MI\ Í]{VERSO DEL SC¡iTTL;RING,

I{ETODOS DE iJiit^iTON Y PI'li:lDiüZI"

f - 7. ¡'t6to4o cle Neyt-gg

1a) DeEarro,llo Formal.

En esta sección Lo gue haremos esencialmente

es seguir <le cerca eI análisis qu<: l'lo:wton(l) hace deL

problerna. f,:npczarerl¡os con las mdnipulaciones fornales

que nc)S lLev.tn cle un Conocimiunto de 1os corrimienLos

de fase al potencial y las funciones racliales.

Para e1lo recordenlos que Ia ecuaci6n de

SchródinEer cs:

{y'"y*, + u(r){cir =ft¡{*r

1a que, usancio las sustituciones

E = jOf[ , v(r, - # u(r), kz=E

( r-t:
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v(r)"r|^cil

como es bien sabido, 1as soruciones de esta ecucación

son de Ia forrna

sc transforma en

¿

donde f, fr I

y lrtil * *21rci> =

'lItit E
¡ Y- ( €,.,)

satisface Le ecuaci6n raclial

'* k2 u:r(r) - *' !/rt"l = v(r) \!/r(r)

y !r*, r7l son r.os csfdricos armónicos. si uti.ri-
zamos un sister¡ra de unidades tal que r se mi.d.a en
uniciades de X, entonces se tiene que k?=.L. Luego,
si escribj-mos 1a ecuaci6n (r_e) para una partfcula
librc. e1 resultado es

a2Yt.) - 1(1+L)
dr2 ,2

(r-2)

(r)=0

(r-3)
dencrninarer.nos U, (r) .

+tU
I

\y
I

(r)

Las soluciones de esta ecuaci6n las
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En base a estas solucionss definiremos una

función arbitraria ft (rrrr) de la siguiente ilarié-

ra

oo
' f(rrrr ) = 5* C1u1(r) Ur(rt )/- ( r-4)

1=0
con coeficicntes realcs CI. La ecuación diferencial

(I-3) que los U1(r) satisfacen 1a podemos escribir

en Ia forma

oo(r)U1(r) = 1 (1+1) U1(r)

(r-5)

donde D6 es el operador dj-ferencial

(r-6)

Do(r) f(rrrt¡ = oo(rr) f(rrrt)

Do(r)=.2(+..)
\¿"2 

-)

Por consiguiente, 1" funci6n f(rrr,) satisface Ia

ecuaci6n diferencial

con l"a condición de borde

( r-7)
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f(0rrr) ¡É f(rr0) = 0

( r-8)

Definamos ahora Ia función K(rrrt ) como soLu-

ción única de la ecuaci6n integral

(Í-9)

:
{t

K(rrr') = f (rrrr ) 
\ 

¿¡'rr¡rr-¿ K(rrr'r) f (r" rrr )

1J
o

es decir, supondremos y 3.uego demostraremosr Que (I-9)

tiene solucj-ón y además que Ia solucidn es única. De-

fina¡¡os ahora 1a funci-6n auxiliar

T (rrrt) 
= 

p(r) K(rrrf ) - Do(r,) K(rrrr)
)

( r-10 )

o(r)=Do(r)-r2v(r)

donde

con

(r-11)
v(r) =- z '-'-Fl_j-'^«','!
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La funcí6n auxiliar 7 (rrrt ) que hemos de-

finido en (I-10) satisface La ecuaci6n

o

que es 1a versión homogénea de Ia ecuacidn (I-9). Es-

to puede ser facilmente demostrado si llevamos a cabo

las operaciones de diferenciación en (r*1-0), integra -
mos por partes y hacemos uso de Ia ecuación (T,-7) y de

l-a condici6n de borde (I-8). Ya que había¡nos supuesto

que La solucÍón de (I-9) era rfnica, podemos deducir

que

T (rrr') = 0
:l

csto es, K(rrrr) satisface Ia ecuaci6n dif,erencial par

cial

D(r) K(rrrr ) = Do(rr ) K(rrrt )

&demás, las ecuacion.:s (I-B) y (I-9) implican que

K(rrrr ) satisf ace Ia condj.ci6n de bordc:

(T*!?



6-

K (rr0) = K(0rrt) * 0

La idca ahora es usar Ia solución K(rrrr)
.tde la ecuación (I-9) para ciefinir la funci6n

Noteinos que f f {rl se comporta iguaL que UI(r)
cuando r + 0. Puede demostrarse en forma algo e1a-

borada ( vcr apéndice A ) que t?, trl satisface Ia
ecuación dlferencial

D(r) t9r(r) = I (L + a ) frfrl

que no es más quc Ia ccuacidn de schrbdinger para Las

scluciones 9 rr) regulares en eI origen, es decir,

con t2 (0) = O. Sin ernbargo, antes de continuar es

r
(gr(r) : ul(r) - ( dr'r'-2 K(rrrr) ur(rr )
l* J' 

\
J
o

( T-13

(:f.-74

(r-15
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conv€iniente que resumarnos lo que heraos hecho¡ Hcmos

construlclo, a través cle l-a ccuaci6n (I-14), Ias solu-

cioncs regul,ares de la ecuacj-ón radial de Schródinger

(I-15) para todo valor de 1, empezando con una fun -
ci6n $ tt tt, ) arbitraria que satisface (I-7) y

(I-8), La tarea a Ia cual debemos avocernos ahora es

establecer une relaci6n entre los CI ( que forman

un cr:njunto infinito de nilmeros reales ) Oe (I-4) con

los corrimientos de fase 5( c

tituyamc;s ( I-4) en ( I-9) l

K (rrrr) B drIr,'2K(r,rt )U1(rI ur(rt

1=0

1r-, cü.11 irnplica que

drrr,-2K(rrrr ) Ur(rt )

E

c1 [ rr(r)-ll¿\o

podemos defin

€

\-L_

Con este objeto subs-

(r) , es dccir,

,J

j-r

rc](r) = U1 (r) -

peror por (I-14)

t
(
)
o

ve rnos que xl'trl.l.

m
\-K(r,r,) = ) Cr\9r(r) ur(rr)
T

l=O

=\, r(

( r-16 )
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si este resultado Io usarftos en G-1,4) obtenemos

[ "ry t.l 
c1, f 1, (r)

1r

donde

La ecuacj-ón (r-17) representa un conjunto infinito de

ecuaciones algebraicas acoplaclas equivalente a Ia ecua

ción integral (I-9),

Para ver en'bonces quó relaci6n existe entre

los C1 y los corrimj-entos de fase, tornemos eL llmite

r --+ «l en (I-L7). Entonces

n (o)

fi ry*Arsen (r - i-'" ár) =?, (r)

r
Lrr,(r) = 5 

dr'r,-2 ur("') ur,(r')
o

(r-17)

( 1-18)

ur X* sen ,, - t rr l- ) = loll ir,

(o)
L11 , 'Y-oolLl t

( r-1e)
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y (I-17) se transforma en

(o) (o) (o) (o)

9 r("i = co^a{r) L Lr1, cr, 9r, (r)
Lr '

( r-20)
. - (co)

rJa rnatriz LLl t puede ser f ácilmente calculada cn f or

ma explícita si nc,tamos que 
"[f) 

u= Ia integral cle1

Wronskíano cie Uf y UIr. En efecto, Ia ecuaci6n (I-5)

para UL y UI, nos c1a

)
rz (d' \

\ dr. + a) ur(r) = I (1 + ! ) ur(r)'

" 
(*b . .) urr (r) = 1r(1r + 1' ) ur,(r)

) y l-a scguncla por

e 1a prirnera o in -

I

frt\¡

) 
( uiluI-uluI')dr

o

r
u

)

r(
a

.I,

cra pcr
t-,do J.a u¿t

iln,

an,

1r

ó)

rnultiplicando 1a pr

Ur(r) y lucgo rcst
tegrando, resulta:

r
C-)
) urur, r - dr =

o

y en virtud de (I-L

UI

i,n

1

(It (1+L) -1
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ur ui, - ul'ul

sl ahora reemplazamos (1-19) en esta expresión, obte -

nemos

"l:'= ; ( Lí r'l )
( 1' 1) ( lt +L+t ) 

1 r.-21.t

si hacemos J. = 1r en (I-tB) queda:

(r.-22)

(oo )

$rt'r = * G't'- * 
r1)- *-i(r- tr *» )

y reemplazando esto en la ecuación (I-20) e igualando

Los coefj.cientes de oit Y e-ir separadar¡enter s€

obtiene el conjunto de ecuaciones

(o) (P) - a z

";;: 5 dr' [;rr*rJ
o

+t
lf

1
L
2

usando eI hecho de que senx= (eax - *-t*)/2i pode -

mos escribir

(o) 1

(D-(r) = t}- ( ui(r- f *1 * ért - *-itt- á tI .á'))
lr 2i \



71-

r +- (,
., ó'o, { 1" + *!; .r, = , - I_ "f,' ,,, 

t-'' .r,.tl''o,
1/'laLTL

( r-23)

y otro conjunto de ecuaciones Quer como los C1 son

realesr €s sinrplemente la cornpleja conjugada de (I-23),

Ahora, como el conocer la amplitud de Scattering nos

proporciona eI corrimiento - (de fase dg R*.o no Ios A1r

nos interesa encontrar una fórmuIa que nos dé los Ar.

Con este fin observernos Qüer para }t# I Ia ecuaci6n

(r-2L) cs

(o) 1-Ir .

L1t, (t) = (M11' r

donde

(1t-L) (1r+r+r)] -7
M

^''1L t , si 1t-1 es imPar

, si 1r-I es Par

0I
Er: consecucncia, de (I-23)

ererJr= -*"tilr".{' "ü M11,b1rei(d,'-clr) ,
¿L + I ¡

1=0



o

- -i6t 1. be §- L ^i(dr'-cfr)Ar = €- - rr i- + '/ Mllt brre-r 2 2L+a 1r=o

(f-24)

donde

1"2-

( r-2s )

( r-26 )

bI = ClAl

La ecuaci6n (f-24) es un si-stema de ecuacio.

nes que debemos resolvcr para los grupos infinitos de

nrimeros reales b1 y A1. Podemos efectuar una sepa-

raci6n de 1os dos conjuntos sj- considerarnos en forma

separada las partes reaL e imaginaría de (a-24). La

parte irnaginaria es

Ar=.o= ó i- * " --¡r-- -y Mrl ,br' sen ( cf v - rh-¡n 2 zl+t / (r--27)

=.r d, I Mrr.,b, r cos ( ó t'- rír) '

1r

en tanto que la parte real es

1r
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Vemos entonces que el prol:lema se reduce a resolver

el conjunto infinito de ecuaciones algebraicas linea

Les y acopladas {,T-26) y {T-27) para b1 y iiL. 'Jna

vez conocido itl podemos conocer C" cxplícitarnen-

te a trav,Ss de La definici6n dc b1 : C1,t1.

En todas Las deducciones anteriores se ha

trabajado con sumatorias infinitasr sin eitbafgor en

generaL al físico s6lo Ie interesan 3-os pri:neros vá-

lores del- momentum angularr Pues son ellos los que

contribuyen en forma apreciable a 1a secci6n efj-caz

de Scattering.

Resurnicndo, el procedimiento a seguir cono-

ciendo los datos experimentalcs 6t "s éste: resol -

vemos 1as ecuaciones (I-26) y (r-27) para los b'rAL

yr usando Ia ecuaci6n (I-25) enconLrarros los CI.

La ecuaci6n (I-4) nos da f(rrrf) en función de 1os

CL, de irrodo que pocle,nos resolver la ecuaci6n integral
(r-9) para K(rrrt ) . Finalr¿ente (I-L1) nos da e} po-

tencial y (I-14), las fttnciones de onda para todo 1.

Debemos aqul declr ulfas palabras de precau-

sión. Se puude clernosttot(1) q.,-rc eI grupo dc ecuacio-

i'res (I-26) a.lnite una soluci6n quc no ils única. Espg

c{ficamcr:te, existü una solución no trivial aún cuan-

do todos Los ,5,, scan nulos. En otras pala.bras, se
r



ve quc existe a1 mcnos un potcncial distinto de cero

eue I a una energla dada, no produce scattering.

1,b) !Smq.e.!tac.+én .d:. .Ex

§o]-uc#n 4S, ,EF.u{g j-$J} (I-9).

§n esta secci6n queremos d,emostrar que para

Ia ecuaci6n integral (f-S) existe una solución y ade-

más que esta cs '5nica. Con estc fi-n supongamos quc

Ia versión homogénea de Ia ccuaci6n (I-9) admite una

sol,uci6n no trivial x(rrrt ):

a4-

( I-28,
X(rrrr ) = f ¿¡"¡rr-2 x(rrr,') f (rrr rrr )

Jo

sustituyenrfo f (rrrt ) pcr su def inj.ción (I-4), resul-
ta

x(r,rr ) = f Cl j ¿¡',s,,-z¡q(rrr,') Ur(r',) ur(r, )

yentonces 
= 

-Jo

r
rxl(r)= 
\ ¿¡rr.m-2x(rrr")Ur(rr')

\j

o

, X (rrr') =L crxr(r) ur(r,)
1 (r-29

dc¡nde



Irlultiplic"rndo por Clx'(r) y sumarrdo sobre I nos

da, usando (r-29)

diferenciando esta expresión, ccnclufmos que

r
X, (r) = - ( ¿grr¡rr-2 x(rrtrr) U1(rt')IJ

o

,'
cr*l (r) = ( dr,r,-2 x2(rrr' )

J
o

L5-

( 1-30 )

( r-3 r)

§-,.i
\ z.crx1(r) xI (r) = \ ¿¡,r¡,,-2.2.x(r,f,", a{lt't"Lr-2x(rr,¿ J dr
Por otra parte, diferenci3nao (I-30), rnuLtiplicando

eI resultado por 2crXr(r) y sumando sobre 1, se

obtienc:

=;*r
+.2.clx,{r)x} (r) = - ( 6¡*r'r-2.2x(r,r") a +(:'t"l -z.c-ZxlJ. 

J dT
o

Si comparamos estas dos últimas expresione§, vemos

que

X(rrr) ; 0
( r-32 )
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Enseguida, diferenciamos (I_2g) con respecto a !.
Debido a ( r-3 2 ) r se cumple que ayJ Af es ta¡r¡bién
una solucidn de 1a ecuación homogénei: (r_zg). Luego
debe cr.:mplirse que

lim Ex (r.r2_ _ ^r.+r, 0 " 
v

Y¡ porque

6 = -d x(E.r). = ?.x«r.",tf * Dx(r,¡:r) 
Idr )r L'=" a*- f.=",

sigue que

"11"+x(r,r')=o
Este proceso puede su,r repetido n veces, cumpliéndose
que

^hIim C)r.;; Tn*(r,r') = o,Yn)0.

(r-33 )

Debido a la analitÍci.dad de las funcic,nes
u,(r) para todo r finitor f,(rrrr ) es una funci'n



regular y analítica de r y rr para todo r y rt finj
to. Coroo consecuencia de esto, es claro que todas 1as

soluciones X(rrr') de (I-28) son funcioncs analíticas
de ¡'r y regulares para todo rt, üsLo significa que

podcnos -iustif icar 1a diferenciación de (I-28) coo r€s-
pecto a r bajo eI signo integral.

EI hecho de que todas las derivadas, de

X(r rr t ) con re specto a r I se anulen en .§ I ="E, además

de que X(rrrt ) es analítica, nos permite concluir que

X(rrrt) = 0

Luego, la versión homogénea de tl-Z» no tiene solucio-

nes no triviales. Entonces, podemos concluir que si
(I-9) tiene una solución ésta debe ser única. La exis-
tencia de esta solucién está garantizada por la teoría
de las ecuaciones integrales de Fredholm síempre y cua¡]

do f (rrrr) sea acctada para todo valor f inito cie r y

rl

F j"nalrnenLe es neccsario señalar que itewton( 1)

con úl objeto dc justific,rr 1as diferenciacione s bajo

los signos de integral r dsirnismo como Ia existencia de

estas derivadas, ha hecho ciertas suposiciones accrca

de los coeficientes CI" un rcalidad, este no nos pare-

ce sufÍcientemente claro.
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En esta sección cxpondrenc,s 1a declucción de

1a relación de completitud para e1 clnjunto de funci-o

nes f ( 
^ 

,-k rr) /r donde f ( 4,, -k rr) es Ia soluci6n

de Jost rle Ia ecuación dc Schrildinger para pittcncia -
1es cuyl5 dos prirteros momentos absoLutc'¡s scn f5-nitost

esto es

dr.r. lur.l I constante,

L-1o

2. a)

Las res

zan su

mismo c

de Jost

.,crOn ue

bemos e

tl6todo de PredazzL.

&e-l-es¿iin-gq-§gryp-Lq.!¿§l¿0.

dr.r2.fvcr)l ( constante.

-G( A ,krrrrr )

@

\
J
o

@
(
J
o

tric

rc9u

iert
que

E

com

valu

ciones impuestas aI pc,tenci

taridari (c¿ [v (r)] Z. c.;ns

as propicd¡:c1es de las su,luc

exponrJremcs más aclelante.

L métr:do errpleatl.-: para c,nco

peLtitu<l citada es e1 habit

ar La inhgral

al nos garanti-

t.), como asi-

ioncs y funci6n

ntrar l-a rela -
ua1, esto cs, Cg

( r-34)

@

§ 
ad^S

11 0

I(krr) = h(rr)
r¡l

drr
(r-3s)
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d.;ncle G(^rkrrrrt) es Ia función de Grecn, mediante

la cual po,Jeinos expresar una sc,lución x( A rkor) de

la ecuacif>n r.rdial cit¿ Schr§dingcr en térrnin,rs cie 1a

scluci6n xo( ¡, k, r) cle 1a inj-smar Pef,<¡ con V(r)=O

G( A rkrrrrt ) pücdc ser expresada en términos de Ias

bien con(jcidas S<-,IUci,:rieS cle 1a ccu¡-cií:n cie Schrrbdinger

dcfinidas pür:

x( rlrkrE)=xo( Ar*rr)+ ( c( Arkrr,rr )v(rr )xo( A rkrrr )drr.
J
o

e(lrkrr) ú ,r\+L/2
I r+o

f(arkrf)  J .-ik',r\^^)- -i: VJ

(r-3(

ent<)nces

G( arkrrrr') =: Q (a.k,r()f ( 
^ 

.-k,r 2 )
f(Ar-k )

cloncle f (¿1 ,-k) es Ia funci{n de Jost rlef inicla por
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f(Ar-k) = !v Itr\,-krr),f(rl.

en ijue 1,{ t1en,,.ta e1 lÍronskiant_: ri.c 1¿rs funciones f y

(0; h(r) es un¡r funci,ln arbitr;rria clc cuadraCo inte:t'

grablc. Bajo las c..,n'1icir.ncs, cxprcsa,-las por (I-34)
para e1 pr,t.:nci¿I, saberno= q**(3) Y ( ¿rkrr) es una

funci6n holonrárf ica en c1 senriplano clerecho n.A¿0
y f ( 11 ,-trr) es una funciSn entera en e1 plano ,{
de tai rran.:ra que f ( Ar-k) cs una función hoL<>mórfi-

ca en ReA >0, Por Iu tant.: e1 contr)rni) 11 cle inte
graciÍn cn (I-35) l: escogemüs cr,rnpucsto de 1 eje i*.;
ginario A más un serniclrcuLc C Ce tredio i-nfinito
en e1 seraiplilno R" A>0, c.jmLr muestra la figura L.

,k r"l

rig, L.

\.
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La integral- I(krr) se ca1cul¿rrá prÍ.mero por

el método cie los resiciuc;s cle Cauchy y lucgo 1a expre

sarqmos en funelón ile sus cliversas c¡ntribucioncs; err-

tonces igualandc ambos rcsultaCos obtenclremos l"o desea

c1o.

Por 1r; ciiclro antc:riormente acerca rlc las pro

pied.rclcs <':* 9(A ,:<rr) y f ( 11. ,-krr) esLanos en conc,li-

cione s de afirmar que I,¡s rjnicos polos clcL integrando

son 1os cc.rüs simplr:s cle La función cle Jost .r, L = dL.
Entonces, por eL teorcma r1e 1os resicluos de Cauchy

I(krr) = Zfii
@

5,,

@

iI
)
o

v/_
i

?^
r1=oí i (r-32)

EI denominailor puede exprcsarsc asf ( ver apúnrlice B) ,

( r-3 B)

con

y' h (*) *ff .{.'*.¡<.{,,)f ( dj. .-:<.r >-}rrr o_.t(ñ.r-r) 
¡

,
f1_qq_i+:Ea-€_J. ¿.

2r
¡12(oC irk) = oC

a^ = - i-r(oC irr<) lt2{o3'irk)
k
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.¿\clemás r €s bien con<¡ciclo qt*(3)

Yt ru,k,,r) - ,k)f ( ñ r-t<rr)-f 1;1 ,-rclrrA

en A = cl- i Yr r,-ct:J3c't¡rndr: que

( r-3e )

f(oC i,:Err)r(o?ér:krÍ:l dr,
nr2, t . . \M-(oi irk)

( r-40 )

Ias diversas con -
eje ir,raginario es

necesari-o recordar

en /\ y qr"(3)t

Irc a ,fcrr) !
Ev¿-rluandc esta

f ( cl. ir-k) =or

. .,f ,:1 aC l-L1n

te ne¡ii'-,s

L= É-2lktD(o:
t

irk rr) f(oC irk) r(ol ír-krr)

(r-38) y (I-39), nuestra integrerlEnt.-.nces, utilizanrJc

quedar

I(k'")=i* I
(D

5
o

h(rr )

rrl

Calculemos exp llcita¡rente

Lribuciones a I(krr). La debida aI

fáci} de evaluar, para eI1o sólo es

que f ( a rkrr) es una funci6n par

[rr a
1.

2F t9
I 9 t^rtrr)J

$._47)

f ( A ¡-k¡r)= ,-k) (-11 ,t,r)-f {- it,-r)



El resultado es:

I (k rr) =-2
eJe
irnag.

Finalmente,
.,seml-cl-rcuIo

n(r2 {(11 ,-t,.r)r(íI .-¡<.,rr). o,.
rrr f( A ,-k) f(-A ,-r)

(\-42)

dA

para encontrar

grande debemos

eI aporte a Ia integral del
__ -r_.- ___-(3).rccoroaf que' ¡

oo

5
o

tco(L
\¡.J
o

? r r ,k,r) rll*9o( Á 'k'r)
rr*,, 

"r\ 
+1/2

rr A ,-r) tíY ro( A r-k)rr¡
larg.Al ( ií

yr por (I-41)

2v,I-kf.$^
\eK/

l-rl /\.-

-,F

,+
Á

( r-43 )

r( 4';-k'Ei$?"/+ "Tg¡. + g-t "+..{
Con estos conocj-mientos y después de una serie de cát-

cuLos que no detallaremos por ser der¡asiado tediosos

conclulmos que 1a contribuci6n deI semiclrculo grande

de radio R esr



?4*

,rffif" 
l§*F 

(r-r,, * (,.-i o (r'-r)

( r-44)

@

!(2U
o

^Jsemi R-i@
clrcuLo

€(r-rt )

r(k rr)

donde

¡r

rr
(t ,=lo 

,

(í'f no tiene polos en eI

tra traycctoria de integra -
eorcma de los residuos de

sir)
si r{

ñ rm (fl) oA = 1. ^,f. 
rrn(r').ffi\=

aJtr,

-

Ahora bien, Ia func!6n

dominio encerrado Por nucs

ción 11 , luego seg'ln eI t

Cauchy:

-iRr\r-r
.!, ¡*[!,r . \ r_, ,.t'},.r =c\rl /* \.1

(^iR

)1*)'.^= (J
*iR

iR
=( e

J
-iR

{*)Ln

l"'
l,Lr:.

r" ¡g*¡.¡

['"t+li

*r'tn = dF senl-R

^r:* §f*tn= zLií J
R-ioo C \!

---'7
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pues, crs sab.Ldo quü

liJrl senRx (

- 

-tr d (xl
R-,@ x (r-45 )

Pero,

J tln(f,i = 'd (r'!-r)
( r-46 )

1uego,

,Í\lim "Pf-gYt = zLn "d(rr-r),R->o ¿ \r/

1im 'J'€r^= zL ií r J (r-r, )
R- co

Entonces, de tf-44)

r(krr)l
l. ele
Fmag.

anáJ.ogamente

: i?rrs ufu¿sJ(r' -r' [n 
(r-r'',i"t"'-'rJ

R+oo 
1

Ir(k,r)l = ir h(r) (r"-47)
I eJe imag.

Ahora, d* (I-40), (I-42) y (f-47 ) obtencmos

que¡

----\§
--/
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@

h(r) = ( n,r')dr'l\r(otir-t't) al**5{r*)rr-Z(e i,k) +J r'----o l-l-

ioo
( f (r\.-k.r) f (¡1 .-k-.r'L
\#-

_) r rr
o

A2 dÁ
f(,ri-r-)f(-t\ ,-k)

-l

t

2L
It

2L
'n

=\./
i

g*+fg,.§¿ rc*+-¡,¿: *-2(c i,k) +

i* ,12 o 11 f (21 r)_.f(4.-k.i)r --LLJ r(4,
o

:k)fI-A,-k) r rl
-k

que es ta relación de

de escribir como una

definimos Ia funci6n

-k

completitud buscada" El}a

integral de Stieltjes. Para

espectrar f*{rll a través de

, para ,1 É l!, i "d

para los ceros de

r( 11 ,-k)

v,/
t_

i-zi
l=
I

l)
l_'

f -k),

I
)

^

l-

k

(-

cc

i,

)r
,u

(¡\
2(

(A

d
irl

= C(r-r' )

( r-41

se pue-

e11o

(-T-A

Entonce

CC

ur,
(

J
ofurArf(¡\,-k.r) f(A

rr
rt)

= J tr-r')
(r-5

a f *t,\l _

or\
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que es una expresi6n más elegante de (I-48).

2.b. ) Problena lnvcrso,
@-

La final.idacl cIr, ";sta secci6n es establecer

ccuacioncs análogas :l las de Gi-rlf.rnd y Levitan o lrlar-

chenko para las funci-onr,s f(r\r-krr)/r. Para csto

consiri.:remos la función

,-krr')f1(Ar-kri( (1)
r( \ rk,r) = ] d I r

ft(A'
@

Ir
,-k rr )f (a'( A,) tt2

( I-51)

donde 1as fu:rciones con superl:rdice L se refieren a

un potcncial dado V4 (r) y aquelLas sj-n superfndice se

refieren a1 potencial desconocido V(r). frmbos potcncia

les satisfacen (I-34)" Usancio Ia rclaci6n ( de¡aostra -
da en cl ap6ridice B)

22

# lw lJ(a'),r,,ltJ = + r(^r) r (A)

en Ia cxpresión (I-50), sc obticne

(r-52)



r(A,k,r)= Jof'L,n,,ftid trk* l5',0 ¡-k,t') ,r71¡',-k,r"

28-

(1-53 )

a sustituimos (I-49) cn esta rlltima

mos

I

w l]r1 (¡.-E.rI.?1-(¿',¡.,r! $ (ü *L,r)r1:¿4:
rZ(,\,, a -rl2) r1{r\',-r<)

Pero, dei:ido a que eI comportalrri.:r:to asint6tico cn r

de 1as solucioncs de, Jost cs ir:depen<1i-eirte d" ñ r eI

va.lor de1 Iiüronskiano en eI infinito cs cero, entcnces

5i ahor

expresión, ol:tene

1o

;(lrkrr) = * 5
-a@

f(oci,-k,r)i;,J l?1nr-krr) rfltoc ir-rrrÍlv
/_
L r(ol i2 -ilz, *'"(ol i,t)

donde hurnos tonrado cn cuunta las propiedades dt: sime-

trfa dc I:rs soluciones dc Jost. En csta rllt,ima exprg
/l-

si6n hemos designado por d. i a los ceros de f '( zt r-k)

( r-54)
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y tornamos fu J.evemenLe f,uera del eje imaginario en

el semiplano dcrccho.

Sumando y restando aI micrrbro derecho Ce

esta rfltima expresi6n l-a rnistna Lntugral evaluada So-

bre un gran seririclrculo '.:n cl semipLano derechor ós-

Li¡ quecJa conro una intcgral sobrc cI mismo contorno

11 de 1a fig. 1, Ia cual evaluamos por rnt:dio cle.rl

tcore¡na dc C:uchy:

1
IT §

l1

i1(.1,-1. r) 11(osi,-r,rll f(aci -k r) f (11,-k,r)

r ( oli2* fuZ ) rqT b: i,k)
- I\rt t-^r.

r
\*=,/
i

1r'J

y entonces

J (ark,r) =5 
(i\ 

';5' r) 
- *

r
t r( J-,\rrl--rl(,\,-i.,r),,,t 1 f¿',L,rü rtA'r-E,
rr )' r( t ¿-Ñ) ra(a',-k)

C

L¿l intcgral du esta exprÉlsÍf:n cs evaluada a }c¡ Largo

de1 granSerniclrcul¡;, sobre eI cual poCemc:s us.ilr los

comportcr¡nient,:s asint6ticos claCos pc;r (I-43), y t:1 re-

sult¡rc1t-r es:
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( r-55 )

( r-56 )

t. .f1( A.-k,.)

Con esto Ia expresión de J( f\ rkrr) se convierte en

J( ;\lkrr) = f.( fu'-k'¿- l r1-( a,-r,r)
rZr

r(k

Las ecuacioncs (I-5L), (I-55) y (l-56) impti
can que

usando

d": '

,do esen-

ci6n a) r

= f4( l-r-krr)/r y

{r'[rt rr) r1t A. ,-k rr, )

rrt r(11 ,-k)

demostrar, emplean

os usados en }a sec

de

od

t9

ed

tc

r)

:

ue

ri 'l_

pu

me

rr

rS

lo

h(

h(iend

o
(

,r \:
Jr

3s),

mis

AC:

Id¿

I-:

os

Ha

A

(r

Io

,r) =(
J
l-'

vez de

Imente

s

mo

en

cia
que

( r-s

f (i.-k.t) 
- r1(r'\.-L,r) * ( f1(il.-k.r, )

r r 'J ¡t B¡t(rrtt)drt

f1(r1r-k rr' ) ft(r\r r-krr, )

T
1
T

f1(,1r-krr)
@

J"r",^É++-li



Noternos aquí el hccho irnportante cle que

B¡(rrrt ) es indept ndiente ¿,: i. . Esto es de vital
importancia puesto que, corno dcnostraremos in¡nediata

mente, Bk nos da eI potcncial desconocido V(r),
e1 cualr FoÉ supueisto, del¡e scr independiente del expg

rirncnto quc cfcctucmos cn eI laboratorio, esto es, in-
dcpcndiente del mornentum anguJ-ar gue posea eI iraz de

partlculas incidcnte.
¡i,hora como f ( L r-k ,r) /r satisface 1a ecua

ción Ciferencial

con

4(r,r') = ry dry=el3-(ft,)-fk(n,)-l

[., #a2¡ 
L *.2 (xz -v(r) )- A 

z*ua] *** = 0

entonccs Bn(rrf,t), como función de r y r| r satisf a-

31-

( r-58)

( r-5e)

ce las ecuacioncs



t'#,' fu'2 u..Z,-v(r) r- 2' 
2+1/4
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1

J Bo(rrr') =Jtrrrf )

B*(rrri ) satisface La

-"t'r)]

[ot") -',,1(r) J =

Bo(rrrt ) =

=["'' P:.rr,ia-*',2 (o2-r1('' )) 1 Bn(r,r' )

fl r'z Ür'

si sustituimos (I-56) en (I-59) y usamos (Í-60) r el

resultado es

2
!

11t i\ r-k rr )

( r-60 )

Bn(rrrt

Det(r,rr)

-rtn\

2d(_r^ 
-tdrr

11(d,-t

^)
lr, 2912r,.2- +r,2(r.2-v1(r, ) ) - fftvnl ro(rrr' ) =cJ,f,-r'! )

t )r' e Or'

respectivamente. Por 1o tanto,

ecuaci6n difi:roncial Parcial

6

=J d"*o*,{",,
r

" Bá;*I * iu*«',"rJ

]r
! 

-!

+
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La intc.:gral qur conticne las derivadas parci.alcs pue-de integrarsc por partes; acremás, tomando cn cuentau'} coraportamicnto asintótico de Bl.( (rrr¡ y CB,, {tir,)/Jrpüra rr--: cD y e t hecho cic euc, ftt 11 ,_krr) /rsatisface ürra ¡1g1¡¿rci.ón sj-¡nilar a (I_59) para e1 potcncial vt(r) r obtencrnos Ia siguicnte expresión

-$ +r.,"1]

= *f" {r)-v{r)}

multiplicamos (f_ST) po
ra runción oe nesofq.?,ff

(r-61)

l-¡

(r_52 )

r l-'(¡ ,-tr?, ¡,,,)---..--
rt'-[,rarj '

v(r)-v1(r)- -r.2f 
114.:k.+ 

)_ (;- i 
Q§o r:,*¿1",=, 

+

* Deb(.,r, )*l _.dBk(rrr )d tt 
l.'=. or

Pefor

1uego, ( j"-61) nos clicc guc:

. 'J_-'';"O (rrr)

Ahorar si
e i"ntegramos sobrc



@
Bu(rrr") = J(krrrr")+ ( J(krrt rr") Ba(rrrt)drr

J

donde

'' ) d 
ltl u'.., -9o t'u ]

iJotemos que Ia solución de la ecuación (I-63)

está dcfinida por la condición de borde Br( rroo)= 0,

por Io Lanto, esta,.:cuaci6n es de ti-po Volttrra para un

r fijo y su soluci6n es '3ni-ca.

En rcsurilsnr el conocimiento de Ia función

espcctral fia tl\ I det.:rniina e1 n'5c1eo \(rrrt) ilrc -

diante (I-63) y (I-65) ' El potencial v(r) fluye de

(I-62) y Ia soluci6n cle J..rst .Je (I-57). La funci$n es

pectral quede dete::r,rinac1a, de acuerdo a (I-49), por eI

conocirnicnto rl; ia funciSn clc Jostr es dccirr Por el

con,:cj-rnicnto clcl espcctr6 continuo y a:I discret'o, Quc-

dando este úttinro {cfinido urra Vez que 1a posición cle

los CJ- i y las constantes dc nr:rmalización ¡12(cf,ir:.)

están cadc.

Pr¿clazzi af irma que los Cf- i clef inen esta -

dos liga<1cs. Ijn realirJad esta no eS una interpretaci8n

34-

( r-63 )

( r-65 )

-k11(r1r)-kr1tr1
rrJ(krrrrr) =J
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flsica correcta, pués podemos hablar de

dos solo cuando el momentum angular es

caso, 1o más plausible es que los {i
ten estados de resonancia,

estados liga-
real. En todo

nos repf,€Seh-
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CAPI?ULO II

COMPARACION DEL PIETODO DE

NEWTCN CON EL Dil PREDAZZÍ.

Nuestro objetivo en este capítuto es señalar
aIas analogÍas que existen entre los dos tratamientos

de1 problema expuesto en el capítulo anterior,
Jin primer lugarr e1 tratamiento de Newton ha

ce uso de las funciones ?*,r) para las cuales no se

establece una relaci6n de completitud, mientras gue

Predazzj- trabaja con las soluciones de Jost f (r1 ¡-k,r)¡
estableciendo una relación dc compLetitud para 1as fun-

caones f ( ¡]. ,-krc) /t que son Las soluciones de la

ecuación ::adia} de Schródinserr

Existe una dlferencia importante enLre 1os

resultados obtenidos por ambos, pues e1 segundo móto -
do nos da un potencial que cs rSnico,requisiLo que eL

primer método no satisface, A 1o anterior se suma el
hecho de r{ue para Precrazzj- eI momenturn angular puede

tomar cualquier valor complejor cfl cambior eñ eI estu-

dio de Newton éste sólo toma 1os valorcs físicos, esto



€sr 1=0¡Lr2...@- Lucgo, Ia equivalencia entre ambos

trabajos, de existirr ilo debe ser i-ninediata. En efec¡-

to, después de desarrollar aigunas ideas en esta direc

ción, pudinos comprobar nuestro juicio anterior. Los

desarrollos de las mismas no los expondremos, pues no

obtuvirnos 1os frutos oes,-:ados.

Para lrayor claridad Cci l,,ctor, expon<lremos

e1 desarrollo dc cie:rtos cálculos rcalizados al intcn
tar cstabl*cer 1as posibics analogías .intre Los resul

tados de ambos in-ltodos.

Dado un problena t"spcclfico, e1 pctencial

solución V(r) <iebe scr indep.:nciicntc dc 1.:. tÍjorla
empleada, entoncrjs, por una parte lr,íei¡.¡ton dice que:

V(r) = -2r-7 -1-K

por otr¡- parte, segrln Prcciazzi:

f"r.{d(

-t 

Fdr t-

37-

(r-11)

Supcngernos que e1 pot,:ncia1 conocido V,l (r) Oe (I-62)

(r-62)
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sea el idénticamente nulo, entonces

v(r) = -2r-! Itq.ftr"l J ( rr-1)

siguiendo nut.stro razonamiento, igualalnos (11-L) con

(r-tt) y obtenemos que

,|

rBo(rrr) = *- K(rrr)

B¡(rrrr) = $
( rr-2 )

Entcnces, 1a retaci6n entre Los núcleos \(rrrf ) y

K(rrrr ) de 1as ecuaciones integrales (I-63) y (I-9),

resulta bastantc simple o

Si sustituimos en (I-63) nt(rrrt) por su

exprcsión dada en (II-2) r conclulmos gue

t*#L = J(k,r,r,,) "5 J(k,r,,r,,¡ -§-LJLe9 4¡, r *t.¡ r

7 K (r.rt)
K(r,r't)=E.t''J(k,r,r.')-)r'rtlJ(k,rr,rrr).ffia''|

r
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( rr-3 )

Comparando esta rlttirna expresión con Ia dada por Newton

en La ecuaci6n (i-9):

debe cumplirse que

( rr-4)

Luego, existe }a posibilidad de que se curnpla

--\-/?1
I((rrrtt) = rr',J(krrrr") " \ 

rf r'rJ(krrt rf,tt)rt-tK(rrrt ) drr
)
o

r
(

- \ r rrr J (k rr, ,r" ) r'-2t((r rr | ) dr t

J
o

r
K(rrr¡t) = f (rrrt') -i f (rtrr") r'-2R(rrrt ) drr.J

o

r
f (rrE,,) -( f (rt ,rtr)rt-2K(rrrr ) drr = rtr"J(krrrr'r) +

v,o

o
,r 

5 
rrrrJ(krr, ,E") rr-2x(rrr') drr

o

r
t -2__.- ) rr¡rrJ(krrtrr") rr-'K(rrrt) drt
o
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( rr-5 )

( rr-6 )

@

f (rrrtt) = rrrJ(krrr",,)*J rrr"J(krr , ,trr)rr-2K(rrrt ) drr
o

-2-¿r@

J5
1=0 t=o

o4 o11 o,*,('\r";(kr \rr")ryL K(r,1) = o

Si esta expresión d<, f (rrr" ) sc reempLaza en (I-9)

vemos que e1l-a es corr'.:cta sienrpre 1r cuc'Indo

Desafortunadamente, nuestros esfuerzos para

establcccr Ia vali-ddz o no vaLidéz de (II-6) no han

tenido éxito. Q,ueda entonces abicrto este problcma.
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CAPITULO TIT

II'IELUtrI'JCIA DE UI{ CORTÉ SOBRE EL EJE REAL.

RELACION DE COMPLETITUD Y ORTCGONALIDAI].

En este capítuLo haremos ul1 estudio del efec

to de reemplezar el potenci-a} V(r) en la ecuación de

schrádinger por un nucvo potr:ncial Vt (r) = v(r) +A/tz(4),

con A>0. l.{at¡:máticamentc esto equivale a introducir
unal cortadura a Io largo dc1 eje real del plano comple-

jo A o

Sin embargo, a pesar de que eI nuevo poten -
cial Vr(r) no satisface J.os requisitos exigi<los a

V(r) en el trabajo de PredazzL, vercmos quc el métodc:

pucde ser usado para establecer un3 cuasi-relación de

Completitud para las funcioncs f ( ft r-k rr ) /r , donde

A2= ¡¿ -\" , "ol- , E' =W:. Acremás, basán-

donos cn Ia refero..iu(5), mostraremos que e1 conjunto

de las scluciones f ( A ,-krr) /r es ortcgonal.

Empezando con 1a ecuaci6n de schródinger pa-

ra el potcncial v(r)



#.. [*, * ,r? v(ri - ]l-yr-Jr¡r= o

y reemplaaando r/(r) pc,r Vr (r) = V(r) + ¡./t2 inferi -
m()s que Ia fc,rma de las nuevas sc'Iucic;nes Y se ob-

tiene de lras .;riginales si;rplclTit,fltc reemplazanclo

L-),t =V' ry r con YL = 2r¡;i4\z . ,i!D¡.rtc,!
L;s s¡rr.,s de }a funciín de J':st f (it r-k) c.rbtcne

ahora una crrt;'rdura a 1o largo de1 e je rcal L
?,a+l

))
Refiri-,índiinos entoncc--s al aná1isis il'-:chi-' en

a ,-1a strccl-,-)n t r-b) , cirnsi-düf,ct'llr)s 1a inte gral (l-35 ) en

la cual r,remp1.'.Zir.rr = ?L--> it c-)rl cr conturno de

integraci,ln /7 qu. muustra Ia figura 2. Esto cla com<>

rc sultadu

de

mos

rl .r

42-

E/rF-?, r r r,- ) f (\llz- -L'-r-k ¿r l
f (\/p -lL ,-k)

(rrr-t

I(krr, § V,tL'- rr(r t )_-_.l - I
rrt**dA(

J
o

)=J

l1



donde se ha hecho

ci6n r( X ,-t<rr) .

obtenemos

uso de }a paridad en ,t
R.eagrupando y haciendo
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de la fun-

uso de (I-41),

--
y1

--*lYi,iH
(-q

-------
/Je L

Fig.2.

Ca.lcuLemos la contribución a (flI-L) debido

a La trayectoria que rodea el corte, esta es:

d119t- rít"-*.r.r.1 sjJ,t4. f-.-x¡, I I 
-

¡ -T-.--t
f (- \/A¿- \'-r-k ) _



r@

r(t,r,E)l = -(
fcorte ,o

Hacíendo los cambios apropiados en (I-42) r conclulmos

que:
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.8,

h (r, ).{¡r, ) 
¿ r.tr ¡, I ¡6[f{t,-r<) r(-/F:=f,-k)

o

r (k,r r{

La contribución debida al

mos siguiendo eI anáIisi-s

obtenemos:

1(krrr{)
semi R;

a-cl-rcuIo

e} teorema de

io o g.,r(,/rül¿r-xrt)rdÑI*r-r, t').
J,ot'r*5*,-- sq¡¡:§r,-r) r(-rnTr,rF
:o

il =-z
leje

imag.

( rrl-2 )

( rrr-:

( III-4)

gran semicírculo 1a evalua-

que nos conch.rjo a (l-44) , y

t \r: (r, r ar',Á |¿ffq?"_.,2 J Vrrt J[rr .

@o

/n1 Ez
)+(! ) §(r'-r)

¡'r ].,

r*{"*\r /

Pero, recordando

pooemos escribir¡

(
t!,
J
l1

l-os residuos de Cauchy,

-L-Z
'drI =



donde

lada e

separando nuestro inLervalo de

tes, podemos escribir:
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es aquella seña

integración en tres par-

+x i.lr$?
l, .i ( lL:1

J\r r

-Y

ria de integración 11

IJntonces,

cto

,7.

-Kl-
(
J
Ri

Ia traye

n l.a fig

io tli-7i
= C rrf'\--q- dÁ

\\'t

-io

+@ l?,rt( tr r1a\/¡\ + Bi \ l--l d/\
J tr'

-@

( rr'r\i'E-
Stri 

- d'r

C

§ef^tL'0,, * F$fi{r d,\ = o

q/,t'; ¡ 
¿

(*) 'dr' +
-x

l-\
-\
-@

r J,*- tt.\rg\ ' d,\ =
)\' 

,

iL q'
d/

,
\loi

.'J(*l
x

aA'



Supongarnos que 
" » ! , entonces en }a primera y segun-

da integral despreciamos \' frente ¿ )'2. Adernás, ha-

ciendo un cambio de variable senci).}o, <¡.l¡tenemos que

5,#''¡' o^ ='j 
t r í.,i'nl,Fü''1 on' * i*, ' '/'t'.4'o,r,

Cx-x

+ lE,*iü;i'.8'.¡'
)

-x
tr/,8!'

+ ai'
x
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( ITI-5 )

11

(=2irim ) .o=[A ' tnf fll] a¡\'
'{-io x

2 i¡r.f t.' -r ) -2 {+q$i.r(,
,"r fj.; _J*'

-+-'-7

tl,f-:)/'€{,r =Jc^

análogamente,

ó (', -il-zr',"!nlsr".ri,iil 
lz*L' 

¿ 11 'lntlr -* (rrr-6)

? \f.1. . ?-

,,hr *t!" - io r\ = 2 ir,r
J*t t

Irluestro paso siguiente es empLear (frr-S) y

n (rrr-a), entonces:

T rir' lLr, ( xln «*ll
*i =i;h(r)-i) h(r" ffi i_w -
uro +x Í ? iJ'tri'2' 

,+iüqf-",,] I (rrr-?)-J aa'[H e(r'-r)+
-x

(III-6) e

I(krr,l)t^
cfiE



Por otro }ado, utilizando el ter"rrema de los

residuos de Cauchl, y s:Lguícnclo c1 análj-sis que nos coE

dujo a (I-40), o}:tenemos qu.r nuestra integral es:

@

I(k¡E ,L)-tt:5ao

r-
--r1

h (r)
rrl

Ítf i{$.,-L.rl{.t/ritfr-\,f 't or,
t42( t irk)

( lrr-8,

donde

de ,\

,-k)

para los cuales Ia fun -
se anula en el s"oiPtano

Finalirrcnte, sumando

en (rrr-2), (rr1-3), (rrr-7) e

el segundo miembro de (III-8),

reLación de completitud cs:

r ¿f*€3 -k,É )

los resultados obtenidos

iguaJ-ando esta suma con

deduci¡nos que nuestra

r tJ n'i-{¿,-k,!'-)- r.t-2 ( l7 i rr) +rr

ico
(

LL }

r¡¿
o

6

,.,?(lti.k) =( Ot'
Ji2

y l'; son los valoros

ción de rost f (J,*-B-

Re¡1 )0.

r(/[F.-o . ") .r(6{F.-¡..r,) (,}¿- 42.) a ¡ , --r ¡r -;,7f'-f-,-k)f1-/ffi|-ri



q

.3¿-(
InJ

o

rd,T*-k "r,-gfñ?*ro,+rrr

8 (r r-r) +
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( III-9]

r

¡nt,-r
sen(x1n\l')
@

L'll,-;*

+x
r,]-

Jl.*,
-x

/[{fz.1
r

,4 ,r ¡/!|-t

O(r*r =d«" - rt)¿I'*(rl ,)1

Esta ecuaci6n es Ia cuasirelación de comple-

titud en c} pLano ¡1 para el conjunto de funcionu's

f ( ¡ r-krr) /ct donde f ( J r-krr) es Ia soluci6n de

Jost para 1a ecuaci6n de SchriiAinger. rrcuasj.t' porque

hemos hecho cierta aproximación en Ia deducción de

(II1-5) y (III-6). Es natural que si en eIIa hacemos

f, = 0 obtengarnos (1-48), tomanoo su llmite cuandc>

X-)6'
Ahora d;:roostraremos que eI conjunto de fun-

cioncs rt y'rtl- Lz ,-k rr) /r es ortogonal.

a partir de l.a ecuaci6n radial para 1as fug

ciones f ( ¿t ,-krt) /t se deduce quc

r(¡{4t-,-k)f(
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t ¡'- 
^'-

Entonces, para el espectro discreto,

fl ú:,*,-Ji.,{.L{ d,-t }" ¡ i;- --t - d-*-*t ¡ =
Y2

1.,
l"t

@
(

)\
)

o

f+
¡l

'l@

-tn tij
o(rlr-

r,rf- afi I sd¿La1*,

Asf,
@
(

)
o

@
(
J
o

-r.)-r-d..A.JL**-*I*-dr= [ ,,,,], r,i¡ra, 5ü I12 t 
,rrr-11.)

donde i¡ v lp' son ceros de Ia funci6n de Jost

do mj-e¡nbro se anula en virtud (I-36) y (I-41); esto

prueba Ia orLogonalidad para ,1f * fif' . Para ,'l¡=i¡'

Ia integral de (rII-11) Ia evaluamos usando Ia si

guiente relaci6n

o,'</,r¡.- q'-, k )

,,,ffi-,-k,r) __,1 _- _ r (_/,f42,-o) p rl ¡7-*,k,r)= "m=t

encontrarnos que:

s1lúEE;-:-E--r-)--- dr
r1



T qdü¡1,*-.,:d-E*.n-:r*- dr =--T
J ,¿x2 ( ilp, k )
o

( lrr-12

La relaci6n de ortogonalidad para el espectro continuo

se obtiene a partir de (rrr-10) y usando (r-36) y (Í-41).

ElLa es

ó

+-\ égrár./lE.1=e*+u&-¿o"= J,/,GT- -f ffi rr( Jo r2r (-ü,Eqz,-k) r 1rlffi-,-r.l

Resumiendo, podemos afirm.rr que 1a relacidn de ortogg
nalidad para e1 espectro dj_screto es

trr'

simiLarmente encontrainos que Ia expresi6n análoga a

(rrl-13) para e1 espectro continuo y real de 0 á q
es

50-

( III-13

EIIa tiene sentido sóIo para 
^ 

( ll,E-J.
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COifCLUSTONES.

lf senciaLmente, lo que hemos hecho es expo -
ner les a.rtlcuios de Newton y Predazzi- para el estu -
dio de1 problema inverso deI scattering. 5e ha esta-

blecido que de existir una equivalencia cntre ainbos

trabajos, esta no es trivial. Además, heraos generali-

zado el trabajo de Predazzi en J.o que se refiere a

Ias relaciones de ortogonalidad y completitud para po

tenciales der tipo vt (r) = v(r) * A/r2, donde v(r) sa

tisface 1as condiciones seflraladas en (I-34).

Se estudió e1 problerna de establecer analo-

gfas entre 1os tratamientos de lJewton y PredazzL y

conclufmos que exÍste una relaci6n simpS.e dada por

(H-¿) para los núcleos K (rrrt) y B(rrr|) de las

ecuaciones S.ntegrales (I-9) y (:-Ag) respectivamente.

Sin embargor aI estuciiar }a posibte relaci6n entre

Las funciones f(rrrt) y J(krsrf,t) que intervienen

en Las mismas ecuaciones integrales, conclufmos que

podrfan relacionarse en 1a forma indicada por (II-5)

siempre y cuando se cump3a (u-5). Como la validéz

o no validéz de (II-6) no fue estabLecida, queda €r -
tonces abierto este Problemar
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'' ll

)ur(r') +

Ur(r ! )

tr)fn (r)= 
[ 

rr(r)-r2v(t)]l-r1(')-5 :''r'-2K(r,r' )u1

t
=1 ( 1+1) ur(r) -r2v(r)urt.l-t2J dr tr'-2K(r rr

o

r ^z t
,2v(.i§ arr,-2K(r,r' )ur(r, )-r2 #J 

dr'r'-2K(r,r'
oo

APENDICE A.O

En este apéndice mostraremos Ia relacidn

(r-L5), De ra definici6n de D(r) vPl (r), se tiene

que!

sj- desarrollamos eI rlltimo término y hacernos las sinn-

plificaciones posibles, además de emplear las defini-

ciones de Do(r) y D(r), nos queda

r
D ( r) I t r ) = L ( r+1) u, (r ) -r2v(r ) u,, t, -5 dr I r' -2 l:lr ( r) rc (r rr' [l u, ( r

lr(to

-2r, t rt 
I #^(r,r''ir,="'ur(r)-,2 # 1,,',r)r
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en e1 integrando del segundo miembro sustituimos

D(r)K{rrrt) por Do(rt)K(rrrt) en virtud de (r-12).

lntonces, integrando por parte dos veces y haciendo uso

de (r-13), obtenemos

r
D(r) Q (r)=1(1+ 1)Ur-r2v(r)ur(r)-( ^trrr')U., 

(r',)dr' 0l!(¡.¿r')l 
'.,,( - -'--r r 

¿ 
' , r' 0r' r,Jr

+ K(r,r) o++:¿ul i .,, ^h
OT#i''="J drrK(r'r')

o

Reunier:do las dos integrales y usando (I-5), (I-L4)

nucstra expresi6n se reduce a

o(r) g,n*r)=1 ( r+1) ?,r) -r2v(r)ur(r)- tffi1r, =r-ur(r)

-A¡.f .r:g-{ .u,(r) + 2. -¡t(-q,-¡r-I¿}-Lrl-
) " lrt=¡ r

Peror es bien sabido que

4t<(q-ÉLu1(r)
dr

gK(t--¿¿ = 2Áf¿rr'Ll . Q-ag-*l
dr a r lrr=r 0 tt lr'=r
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Luego, empJ"eando esta rel.eci-6n y Ia definición de

V(r) dada por (I-1L), conclulmos que

D(r)(9(r) = 1(1+1)C? (r)
''q ',(

C.Q.d.

APENI)ICE BO

En este apéndice demostraremos las relacio*
nes (r-38) y (r-52),

Sabemos que la ecuación cie Schrádinger es



Entonces (1) irnpllca que
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(3)

t¡" . [o' *l* - rr'rl,p - #y= o

(2)

i,fultiplicando la primera por ? , 1é scAuncia pot (p

y restando queda

a+.(Dz= rctl- tgnó .
].-ltt¡l'

oo

-\
*7

,¡ [-9-kL =l..r'o-dél
¿ r¿ ll , t -!1,=-

puesr €1 segundo miembro se anula €o F=0. llos intere-

sa evaLuar (3) *r ,\ = C. i, donde { i son los ceros

cle f (¡1 ,-k). Para ello hacemos uso de

? r¡,,krr, = #ir,n,k)r{ i ,-x,r)-.r(i,-k)r( i ,r,r) I
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v

r'g -9.? E

f (of ir-k) = 0

r { A ,-k,r) r\,2 "ikrr+o

f(oli. r)
zik O

l¡l=oci

Entonces,

ei

Luegol rru€stra relación (3) implica que

y utilizando

)gis=lrt:¿ dr = -rlo'-i¿rt-L 0 q(- ':Urz zik 0 ,\ lrl=oc i
@
(

2oli\
.-)

o

f t": i,k,r)

I1egamos a1 resultado deseado, esto es:

I

Ort¿\,-k ) I f (of; i rk) t't2 (oc i rk)

= # f(oci,k) r(oci,-k,r)

i
= kC¡\

donde

*2(o:irk) =

@

o:i (r1-s;:.*#)a'
J r¿
o
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E} otro resultado es inmediato, pue§ bast,a

escribir la ecuación análoga a (1) para x. , ensegui-

da multiplicamos (1) por ? (,t ), Ia análoga por

q2(I) Y restamos, obteniendo:
I

g"r,\r ? (/t) -r7'(Ál tf tAl = 'a?:r,Y 9tr) ? (,i), -)

k[ ,l-," rrr , 1e,nll J = r:#Ll !, (¡) tDrnr

Análogamente,

- s-f iü l-r« ,\ ),r(,ttl 1 = AL¿1 ,ci* t ri I
crr ¿ l- rr'' 

-l J t¿

que era Lo que querfamos probar.
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