UNIVERSIDAD DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE INGENIERIA MATEMATICA

PROCESO DE POISSON-DIRICHLET: ENTROPIA Y TIEMPOS DE
APARICION DE NUEVAS ESPECIES

TESIS PARA OPTAR AL GRADO DE MAGISTER EN CIENCIAS DE LA INGENIERIA,
MENCION MATEMATICAS APLICADAS

MEMORIA PARA OPTAR AL TITULO DE INGENIERO CIVIL MATEMATICO

JAVIER IGNACIO SANTIBANEZ MOLINA

PROFESOR GUIA:
SERVET MARTINEZ AGUILERA

MIEMBROS DE LA COMISION:
ALEJANDRO MAASS SEPULVEDA
JAIME SAN MARTIN ARISTEGUI

PABLO MARQUET ITURRIAGA

SEBASTIAN DONOSO FUENTES
THIERRY HUILLET

Este trabajo ha sido parcialmente financiado por CMM ANID PIA AFB170001,
CMM ANID BASAL ACE210010 y CMM ANID BASAL FB210005

SANTIAGO DE CHILE
2022



RESUMEN DE LA TESIS PARA OPTAR

AL GRADO DE MAGISTER EN CIENCIAS DE LA INGENIERIA,
MENCION MATEMATICAS APLICADAS Y MEMORIA PARA OPTAR
AL TITULO DE INGENIERO CIVIL MATEMATICO

POR: JAVIER IGNACIO SANTIBANEZ MOLINA

FECHA: 2022

PROF. GUIA: SERVET MARTINEZ AGUILERA

PROCESO DE POISSON-DIRICHLET: ENTROPIA Y TIEMPOS DE
APARICION DE NUEVAS ESPECIES

En este trabajo se estudia el muestreo de especies y el proceso de aparicion de nuevas
especies, donde se tiene una secuencia de elementos que se clasifican de acuerdo a la especie a
la cual pertenece. La cantidad de especies real es desconocida y se puede considerar infinita.
Para esto, se estudia el Proceso de Poisson-Dirichlet de dos parametros, que es un modelo
Bayesiano no paramétrico que permite generar particiones aleatorias de infinitas componen-
tes. Este proceso tiene dos propiedades muy importantes: es parcialmente conjugado consigo
mismo y es capaz de modelar distribuciones con ley potencia. Bajo este contexto, se utiliza
la entropia como medida de diversidad en la muestra. Por un lado, el resultado principal de
esta tesis es una relaciéon y unas desigualdades para la diferencia ponderada de la entropia
esperada posterior entre dos pasos sucesivos en el caso del Proceso de Poisson-Dirichlet. Por
otro lado, se estudia la distribucién de los tiempos entre apariciones de nuevas especies, donde
se obtiene un resultado para el tiempo esperado entre apariciones.

In this work we study the sampling of species and the process of appearance of new species,
where we have a sequence of elements that are classified according to the species to which
they belong. The actual number of species is unknown and can be considered infinite. For this,
we study the two-parameter Poisson-Dirichlet Process, which is a Bayesian nonparametric
model that allows to generate random partitions of infinite components. This process has
two very important properties: it is partially conjugate with itself and it is able to model
power-law distributions. In this context, entropy is used as a measure of diversity in the
sample. On the one hand, the main result of this thesis is a relation and inequalities for the
weighted difference of the posterior expected entropy between two successive steps in the
case of the Poisson-Dirichlet Process. On the other hand, we study the distribution of times
between appearances of new species, where we obtain a result for the expected time between
appearances.
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“Do you know who you really are?
Are you sure it’s really you?”
Queens of the Stone Age (2013).
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Introduccion

En este trabajo se intenta entender en mayor detalle un problema que surge desde el
ambito de la ecologia, que es el muestreo de especies y el proceso de aparicién de nuevas
especies, donde uno de los desafios es estimar de alguna manera la probabilidad de observar
un elemento de una especie que no se ha visto antes.

Bajo este contexto, una de las primeras soluciones de este problema es desde un enfoque
frecuentista, que fue expuesta por Good en 1953 [1], con el trabajo en conjunto de Turing.
Cabe destacar, que este modelo también es utilizado en el procesamiento de lenguaje natural,
por ejemplo para estudiar la frecuencia de palabras en un documento. De hecho, el modelo
fue desarrollado por Turing durante la Segunda Guerra Mundial, para descifrar mensajes de
guerra. Se considera una muestra aleatoria de tamano N de una poblacion de animales de
distintas especies, donde la especie j-ésima fue observada n; veces con j =1,...,k, donde k
es el nimero de especies distintas observadas. Luego, el estimador n;/N para la frecuencia
poblacional, o la probabilidad de aparicién de la especie j-ésima, no es un buen estimador,
ya que no considera el caso en que la siguiente muestra sea de una especie totalmente nueva,
es decir, para la especie k + 1 se asignaria una probabilidad 0 de ocurrir.

Para evitar esto, el estimador de Good-Turing reduce la probabilidad total de los elementos
observados, con el fin de asignar un estimador con probabilidad no nula a los elementos de
especies que aun no se han observado. Esto mediante el valor m;, que es el niimero de especies
con frecuencia [ en la muestra, o también conocido como la frecuencia de la frecuencia [. Se
sabe que el estimador de Good-Turing no se comporta bien cuando [ es grande. Esto se puede
mejorar con ciertas reglas de suavizado, pero pese a esto, el estimador no logra comportarse
bien en todos los casos (esto se explica con mds detalle en la Seccion [1.6)).

Una solucién mas reciente a este problema es bajo el enfoque Bayesiano, es decir, donde
los parametros se modelan como variables aleatorias. En este contexto, se tiene inicialmente
el Proceso de Dirichlet de un pardmetro definido por Ferguson en 1973 [2]. El proceso en
el cual nos enfocaremos en esta tesis es la generalizacién de dos parametros, conocido como
el Proceso de Poisson-Dirichlet planteado por Pitman y Yor en 1997 [3]. Este proceso es
también un modelo no paramétrico, por lo que es capaz de modelar particiones aleatorias,
con un numero infinito de componentes del intervalo [0, 1]. Como en la poblacién que se esté
muestreando, el nimero total de especies es desconocido, bajo el contexto del Proceso de
Poisson-Dirichlet, podemos suponer que en la poblacién hay infinitas numerables especies,
es decir, a medida que se observan datos siempre pueden ir apareciendo nuevas especies de
manera indefinida. La probabilidad de aparicion de una nueva especie es siempre positiva.
Asi, este proceso permite trabajar la muestra aunque se desconozca el verdadero nimero de
especies.



Suponiendo que la muestra observada proviene de un Proceso de Poisson-Dirichlet, una de
las propiedades mas importantes de este modelo es que la distribucién posterior es una mezcla
de una distribucién finita Dirichlet y un Proceso de Poisson-Dirichlet. Esto permite estudiar
la distribucién de las especies de la particién, a medida que se observan nuevos elementos
simplemente actualizando la distribucién posterior. Ademaés, otra propiedad interesante de
este proceso, es que permite modelar distribuciones del tipo ley potencia (power-law), las
cuales son muy comunes de observar en datos biologicos y ecolégicos.

Gracias a estas caracteristicas se decide trabajar en el contexto del Proceso de Poisson-
Dirichlet. En el ultimo tiempo este proceso ha tenido aplicaciones en muchos otros ambitos
aparte de la ecologia, debido en parte al gran tamano de datos que se estan recolectando
y la capacidad de computo que se tiene. Por ejemplo, se pueden encontrar aplicaciones en
genética [4], procesamiento de lenguaje natural [5] e incluso en finanzas [6].

En este trabajo se desea estudiar la entropia del Proceso de Poisson-Dirichlet. Conside-
rando que se tiene una muestra de una poblacién, que se puede suponer infinita de animales
de distintas (también infinitas) especies, la entropia corresponde a una forma de medir la
informacién o la diversidad de la comunidad que se tiene dada la muestra. En [7] se tiene un
notable resultado para estimar la entropia usando la esperanza de la distribucién posterior
en el caso Bayesiano, en particular para el Proceso de Poisson-Dirichlet.

Otro concepto que se desea estudiar en el contexto de este proceso, es la distribucion de los
tiempos entre apariciones de nuevas especies. En [8] se tienen los principales resultados sobre
esta distribucién para el caso de dos pardmetros, mientras que en [9] se analiza el tiempo
esperado entre apariciones para el caso de un parametro en el Proceso de Dirichlet.

Dado lo anterior, el objetivo principal de esta tesis es obtener una relacion para la varia-
cion de la entropia esperada posterior, entre dos pasos sucesivos para el Proceso de Poisson-
Dirichlet, basados en el resultado expuesto en [7] e inspirados en lo hecho en el caso fre-
cuentista en [I0]. Esto para entender la cantidad de informacién o diversidad que aporta la
aparicion de una nueva especie en la muestra.

El propésito de este trabajo es también entender la secuencia de los tiempos entre apa-
riciones de nuevas especies, y encontrar el tiempo esperado entre apariciones en el caso de
dos pardmetros, mediante los resultados obtenidos en [8] y [9]. Ademds de esto, se desea
comprender la relacion del Proceso de Poisson-Dirichlet con otros modelos, en particular con
el modelo de Good-Turing estudiando lo expuesto en [L1].

La estructura de esta tesis es de la siguiente manera: primero en el Capitulo (1| se expone
el Proceso de Poisson-Dirichlet (PDP) y sus propiedades fundamentales, ademés de una sec-
cién con la relacién de este proceso y el modelo de Good-Turing. Segundo, en el Capitulo
se estudia la entropia, y en especial la entropia Bayesiana para el caso del PDP. Posterior-
mente, el Capitulo [3] expone la definicién y propiedades de los tiempos entre apariciones, se
demuestran algunos resultados de la distribucion de Waring y se presenta un resultado de
esta tesis que es el tiempo esperado entre apariciones. Finalmente, en el Capitulo {4 se revisa
la variacién de la entropia en el caso frecuentista y se presenta el resultado principal de esta
tesis, que es una relacion y unas desigualdades para la variacién de la entropia para el PDP.



Capitulo 1

Proceso de Poisson-Dirichlet

Este capitulo estda dedicado a las definiciones y propiedades principales relacionadas al
Proceso de Poisson-Dirichlet, de acuerdo al interés de este trabajo de tesis. Para esto, hemos
tomado como inspiracion lo expuesto en [12], [13], [14], [15], [5] y [7]. Muchos de los resultados
seran enunciados sin demostracién, ya que estas se pueden encontrar en la mayoria de las
referencias recién mencionadas. Ademaés, cuando sea pertinente se dara la referencia exacta
para encontrar los resultados o en caso de que el lector desee profundizar en el tema.

La estructura de este capitulo es la siguiente: primero en la Seccion se definen los
modelos Bayesianos no paramétricos, en particular los modelos de mezcla. Segundo, en la
Seccion se introduce el Proceso de Stick-breaking. Después en la Seccién se define el
Proceso de Poisson-Dirichlet para luego en la Seccion mostrar las propiedades principales
de este proceso ademas de definir el Proceso del Restaurante Chino. En la Seccién se
muestran simulaciones de los procesos anteriores. Finalmente, en la Seccion se expone el
modelo de Good-Turing y su relaciéon con el Proceso de Poisson-Dirichlet.

1.1. Modelos Bayesianos no paramétricos

Los modelos probabilisticos son usados para modelar la distribucién de datos observados.
Los modelos cléasicos paramétricos usan un nimero fijo y finito de parametros. Si el espacio de
parametros tiene dimensién infinita entonces se le llama modelo no paramétrico. Por ejemplo,
una regresiéon lineal en R? corresponde a un modelo paramétrico, esto pues se tiene que el
espacio de parametros es de dimension 2, ya que las funciones lineales son representadas solo
por la pendiente y el intercepto. En el caso que los datos observados sean no lineales se puede
considerar el conjunto de todas las funciones (continuas y dos veces diferenciable, si se desea)
en R2, 1o que hace que el espacio de pardmetros sea de dimensién infinita, es decir, se tendria
un modelo no paramétrico.

Los modelos Bayesianos son aquellos donde los pardmetros se modelan como variables
aleatorias. En otras palabras, el enfoque Bayesiano toma la incertidumbre del valor del pa-
rametro y la expresa como aleatoriedad. En estos modelos se asume una cierta distribucién
sobre los parametros denominada distribuciéon prior, la cual se escoge para intentar capturar
la informacion de los datos observados o por conocimientos previos que se tengan. A la dis-
tribucién después de haber visto los datos, suponiendo que vienen de la distribucién prior, se
le llama distribucion posterior. Luego, los modelos Bayesianos no paramétricos son modelos



donde los parametros son variables aleatorias y cuyo espacio de pardmetros tiene dimension
infinita. Que un modelo sea Bayesiano permite evitar tener que escoger un solo valor para
cada parametro y que sea no paramétrico permite al modelo aumentar la dimensionalidad
de los parametros al observar nuevos datos.

Para definir una distribucién en un espacio de dimensién infinita, se necesita la nociéon de
un modelo de mezcla. En este tipo de modelos se necesita una medida base y este entrega
una medida discreta. Se recuerda que la notaciéon X ~ G representa que la variable aleatoria
X distribuye segin G, donde GG denota una medida de probabilidad (o més adelante denota
alguna distribucién conocida).

Definicién 1.1 (Modelo de mezcla) Dada G una medida de probabilidad sobre un espacio
medible X. Sea ¢ = (¢r)r>1 tal que ¢ ~ G e independientes, ademds sea ™ = (T)k>1 @
valores reales no negativos independiente de ¢ tal que > e T = 1. Luego

O(:) = >_ mda, (") (1.1)

keN

es una medida discreta aleatoria (sobre X ) que corresponde a un modelo de mezcla. Donde
o 1 ¢gpe A
0 orgA

0 es la medida de Dirac, es decir, 04, (A) para todo conjunto medible A de

X.

Este modelo recibe el nombre de mezcla por ser la suma ponderada de distintas medidas.
Los valores de ¢ se llaman los dtomos del modelo y como son variables aleatorias este modelo
también corresponde a un modelo Bayesiano. Los valores de 7 son los pesos del modelo los
cuales también son variables aleatorias, si se tiene que hay un ntmero finito de valores 7y,
distintos de cero seria un modelo de mezcla finito, el caso de interés es cuando se tiene un
numero infinito, que corresponde a un modelo no paramétrico.

Cuando la medida base G es continua, por ejemplo una Normal(0, 1), se tiene que todos
los atomos son distintos casi seguramente. La propiedad general se llama no atomica, es
decir, G({A}) = 0 para todo A € X. La propiedad contraria ocurre cuando la distribucién
es discreta, entonces G({A}) > 0 para todo A € X' y puede ocurrir que ¢, = ¢; para k # .
En lo que sigue de esta tesis se considera que siempre se trabaja con una medida no atémica.

Para construir este tipo de modelo, se escoge la medida G y se toman muestras inde-
pendientes idénticamente distribuidas ¢q, ¢o, - -+ ~;;q G. Para los pesos es mas complejo, se
podrian tomar muestras de una distribucién en [0, 1] pero con esto los pesos no suman nece-
sariamente 1. En el caso finito esto se puede solucionar normalizando las variables, para M

componentes se toman variables (1, ..., 5y en [0,00) y se define
_ B _
Wk.—? donde T.—61+"'+BM.

Con esto se tiene claramente que los pesos cumplen que suman 1. Para el caso infinito, se
necesita mas cuidado y para esto se usa el proceso de Stick-breaking que se introduce en la
siguiente seccion.



1.2. Proceso de Stick-breaking

La idea del proceso de Stick-breaking consiste en considerar el intervalo [0,1] como un
palo que se va rompiendo, de manera aleatoria, para obtener los pesos. El primer peso 7 se
obtiene de alguna distribucién en [0, 1], para el peso siguiente la idea es que tome valores en
el segmento restante del intervalo (palo), o sea que my tome valores en [0,1 — m;]. Se sigue
asi y m, dado que ya se obtuvieron los primeros k — 1 valores, debe ser una distribucion en
[0,1—(m +---+mk_1)]. Con esto, se puede definir formalmente el proceso de Stick-breaking,
donde las distribuciones son en [0, 1] y se escalan para que sean del segmento del intervalo
correspondiente.

Definicién 1.2 (Proceso de Stick-breaking) Dadas distribuciones (Hy)r>1 en [0,1] se genera

la secuencia m = (7 )k>1 @ partir de By ~ Hy, By ~ Ho, ..., de forma independiente, como
k—1
=0, me=0 [[(1-8;) k>2. (1.2)
j=1

La secuencia m se llama proceso de Stick-breaking generado por (Hy)i>1 y cumple que Y~y T =
1 casi seqguramente.

Para ver cuando la suma de los pesos es 1 casi seguramente (c.s.), primero notamos que

las sumas parciales cumplen
n n

Sre=1-110-5),

k=1 j=1
lo cual no es dificil de probar. Por induccién el caso base es m; = 51 = 1 — (1 — ;). Luego,
Shome = s e+ e = 1= T2 (1= 85) + B I3 (1= 8) = 1 = T15-, (1 — B)). De esta
manera, se tiene que >332, mp = 1 c.s. si y solo si [[j2,(1 — ;) = 0 c.s. Para esto notamos
que [T5_;(1 — B;) > 0y es un producto decreciente, entonces [[32,(1 — 3;) = 0 c.s. si y solo
si E(IT;2,(1 — B;)) = 0. Luego, por independencia E([T;2,(1 — 3;)) = [1;2,(1 — E(8;)) = 0,
como 0 < E(8;) < 1, esto dltimo se cumple si y solo si 3222, E(;) = oo. Es decir, se tiene
que

> mp=1cs. siysolosi » E(f;) = oc. (1.3)
k=1 Jj=1

Con esto, ya se pueden generar las dos secuencias infinitas ¢ y 7 para construir la medida
© dada por (L.1)). Un caso particular de este proceso es la distribucién Griffiths-Engen-
McCloskey (GEM) que serd de gran utilidad para definir el Proceso de Poisson-Dirichlet.

Definicién 1.3 (Distribucion GEM) Para 0 < d <1 y a > —d a la secuencia m generada
por (L.2) para las distribuciones Hy = Beta(l — d, o + kd) define la llamada distribucion
GEM de parametros d y «, abreviado GEM(d, ).

Para m ~ GEM(d, ) verifiquemos que se cumple ([1.3). En efecto, usando la esperanza de

una variable beta, que en este caso es E(j3;) = #jﬂd, y larelaciéon (j—1)(14+a)+(j—1)d >



14+ a+ (j—1)d, se tiene que

o0 (0.) d o
1+a+dz:: §1+a+<9_1 _;E(ﬁj)'

Como en el lado izquierdo aparece la serie arménica, que se sabe diverge, entonces 3272 | E(3;)
también diverge y asi se cumple > 2, m, = 1 c.s. para la distribuciéon GEM.

Cabe destacar que en la literatura se puede encontrar esta distribucién, y posteriormente
también el Proceso de Poisson-Dirichlet, con el parametro 6 (nuestro «), y el parametro «
(nuestro d).

1.3. Proceso de Poisson-Dirichlet

Con todo lo anterior ya podemos definir el Proceso de Poisson-Dirichlet.

Definicién 1.4 (Proceso de Poisson-Dirichlet) Dada G una medida de probabilidad sobre un
espacio medible X. Para 0 < d <1 y o > —d sea m1 ~GEM(d, ). Ademds sea ¢ = (¢r)k
para k =1,2... una secuencia independiente que distribuyen sequn G e independiente de 7.
Luego, a la medida discreta aleatoria

O() = > mkg, (+) (1.4)

k>1

se le llama Proceso de Poisson-Dirichlet con medida base G y parametros d y «, abreviado
PDP(d, o, G).

Hay veces donde no es necesario explicitar la medida base y se escribe simplemente
PDP(d,«), esto ocurre generalmente cuando se desea tomar una muestra del proceso y,
de las clases observadas, solo interesa el momento cuando aparecen y su frecuencia. El pa-
rametro d se denomina el parametro de descuento y « el parametro de concentracion. Este
ultimo controla cuanta probabilidad se concentra en las primeras muestras, para « pequeno
los primeros pesos son los que tienen la mayor cantidad de masa de probabilidad, mientras
que para « grande la probabilidad estd mas esparcida y asi los pesos 7 son mas uniformes.
El pardmetro de descuento d controla la cola de la distribucion de los pesos, para d = 0 se
obtienen colas exponenciales: 7, < e */@ y para d més cerca de 1 se obtienen colas con ley
potencia (power-law): mj, o< k~'/%. La importancia de las distribuciones con ley potencia es
que son mas comunes y acorde a la realidad, por ejemplo se pueden encontrar en la frecuen-
cia de palabras en el idioma inglés, el tamano de ciudades, el tamano de cuerpos de agua
(charcos, lagos, océanos) en la naturaleza, etc (ver [12], [16]).

El caso especial cuando d = 0 lleva el nombre de Proceso de Dirichlet y aparte de tener
un comportamiento distinto para la cola de la distribucién de los pesos, cumple varias pro-
piedades interesantes y similares al Proceso de Poisson-Dirichlet. En general se define de otra
manera: como la extension infinita de una distribucién de Dirichlet. La forma de construc-
cién a partir del proceso de stick-breaking es igualmente véalida y equivalente a la siguiente
definicion.



Definicién 1.5 (Proceso de Dirichlet) Sean G una medida de probabilidad sobre un espacio
medible X y a > 0. Se dice que una medida de probabilidad © es un proceso de Dirichlet con
medida base G y parametro de concentracion «, denotado como © ~ DP(a,G) si para toda
particion finita medible (Aq, ..., A,) de X, se tiene que el vector (O(A),...,0(A,)) sigue
una distribucion de Dirichlet de parametro (aG(Ay),...,aG(A4,)).

1.4. Propiedades principales y Proceso del Restaurante
Chino

Para entender de mejor manera el comportamiento de los pardmetros involucrados en el
Proceso de Poisson-Dirichlet, se estudia la esperanza y varianza.

Proposicién 1.1 (ver [17]) Sea © ~ PDP(d,«,G), para todo conjunto medible A C X se
tiene que

1—4d
1+a

E(©(A)) = G(A) ¢y Var(©(4)) = G(A)(1 - G(A)) (1.5)

DEMOSTRACION. Para la demostracién se necesita una propiedad de los pesos m ~ GEM (d, o),
que permite trabajar la esperanza sobre 7 en una esperanza del primer y segundo peso (de
mayor tamarfo), la cual se puede encontrar en [7], donde f y ¢ son funciones cualquiera

E (g f(@) —E (f(”1)> , (1.6)

E (i%g(m,wj)) =E <g(27’£2)(1 — m)) : (1.7)

Luego, sea A C X, la esperanza es

E(©(4)) =E (Z Wk%(A)) = > E(m)E(0g, (4)) = > E(mi)P(¢y € A)

k>1 k>1 k>1

k>1 k>1

=Y E(m)G(A) = G(AE (Z m) = G(A).

Donde se usa (1.6). Para la varianza, veamos el momento de segundo orden

E(O(AP) = E ((Z mkm)) ) =E (Z wzéqsk(A)) +E (Z i85, (A)dy, <A>)

E>1 k>1 i,j#i

= G(A)E(m) + G(A)’E(1 — m),

donde se usan las ecuaciones (L.6) y (1.7). Como m; ~ Beta(1—d, a+d), entonces E(m ) = {72.
Asi,

1—d
l+a

E(O(A)?) = G(A)E(m) + G(A)’E(l — m) = (G(A) = G(A)") + G(A)*.



Por lo tanto,

1—-d
1+a

Var(©(4)) = E(O(4)?) — E(O(A))* = G(A)(1 - G(A))

]

De la ecuaciéon tenemos que la media del proceso es la medida base y que, para d
fijo, el pardmetro « se puede entender como el inverso de la varianza. Por un lado, para «
tendiendo a 0 las muestras se concentran todas en un solo valor, por el otro lado, para «
grande el proceso se concentra mas alrededor de su media, es decir, las muestras que se tomen
seran mas similares a la distribucién de la medida base. Esto iltimo también ocurre cuando
d se acerca a 1, como se enuncia a continuacion.

Proposiciéon 1.2 (ver [17]) Sea © ~ PDP(d,«,G), para todo conjunto medible A C X se
tiene que,

0(A) & G(A)

cuando o — 0o (para d fijo) o cuando d — 1 (para a fijo), donde 25 denota la convergencia
en probabilidad.

Tomar muestras de no es una tarea facil, la primera muestra X; se obtiene de forma
aleatoria dependiendo de los pesos 7, supongamos el asociado a 7, el cual a su vez tiene
asociado un atomo ¢y, , que sabemos distribuye segin G, que serd la muestra X; observada
y corresponde a la clase o especie representante de X; que denotaremos X;. Como O es una
medida discreta, entonces siempre es posible sacar nuevamente el atomo ¢y, del proceso, si
la segunda muestra X, es este atomo entonces se agrupan en la misma clase de la primera
especie observada X7, pero si es un nuevo atomo ¢y, entonces esta muestra pertenece a una
nueva clase que se denota X3 .

Esto continua hasta tener una muestra de tamafio N y donde cada atomo o especie tiene
un nimero n; de veces que fue observado, con 7 = 1,...,k donde k es el nimero total
de especies distintas observadas. En este proceso de tomar muestras, los indices obtenidos
k1, ko, ... se deducen de los datos observados, por lo que pueden ser ignorados y enumerarlos
a medida que se van observando las especies correspondientes como X7, ..., X}.

Entonces, consideremos en lo que sigue © ~ PDP(d, a, G) y una secuencia de muestras
independientes Xi,..., Xy de ©. Para los k valores distintos que aparecen denotemos sus
clases de equivalencia (o especies) como X7, ..., X}, como fue explicado anteriormente, y sus
respectivas frecuencias como ny, ..., ng, es decir, n; = Zi]\il 1ix,exr) y ademas N = Z’ll ;.

Ve . «7 . . . B ¢ J ./ ‘]7 j
Asi, se tiene la probabilidad condicional para una nueva observacién dada la muestra de
tamano N ya observada y los parametros del PDP.

Proposiciéon 1.3 (ver [13]) Considerando Xy = (X1,...,Xn), la probabilidad condicional
de una nueva observacion corresponde a

o+ kd Foni—d
P(Xn1| Xy, d, a,G) = . 060 + > aﬂ+ N(SX;(-). (1.8)

j=1




Para esta probabilidad tenemos que la nueva observaci(’)n forma parte de una especie (clase)
ya observada Xy € X con probabilidad =

or N, 0 aparece una nueva especie tomando

a+kd

una muestra segun ley G con probabilidad < Notamos que la frecuencia juega un rol
fundamental pues, para d cercano a cero, la probablhdad de estar en una especie con hartos
elementos es bastante alta, es decir, se cumple el fenémeno de que los ricos se vuelven mas
ricos. Al aumentar el valor de d se puede suavizar este fenémeno, aumentando la probabilidad
de descubrir nuevas especies pero de menor tamano cada una.

El Proceso de Poisson-Dirichlet, viendo la secuencia generada por la ecuacién ([1.8)), tiene
una representacion llamada el Proceso del Restaurante Chino. En esta analogia se considera
un restaurante con un nimero ilimitado de mesas y de asientos para cada mesa.

» Un cliente llega al restaurante y ve k mesas ocupadas donde n; personas se sientan en
la mesa j disfrutando de la comida X7 .

» Este cliente puede empezar su propia mesa con probabilidad 0‘““1

comida X} ; del menid G.

y recibir una nueva

N y disfruta de

la comida X *

Luego, el Proceso del Restaurante Chino (CRP) se define sobre las particiones que se
generan.

Definicién 1.6 (Proceso del Restaurante Chino) Para 0 < d <1 y a > —d, se genera una
secuencia de enteros my,ms, ... a partir de

o+ kd
P(mNJrl‘mNa d, C‘) = a+ N 5{mN+1=k+1} + Z

N {mN+l =j}-

La secuencia de enteros generada corresponde al Proceso del Restaurante Chino, denotado

CRP(d, ).

Este proceso es de gran utilidad como alternativa para tomar muestras de un Proceso de
Poisson-Dirichlet donde el vector 7 es desconocido. La analogia de los clientes y las mesas se
puede entender también como los animales observados y las especies mencionado previamente.

En lo anterior, se puede considerar la variable aleatoria K como el niimeros de especies
(o mesas) distintas en la muestra, donde la realizaciéon K = k se asume generalmente sin ser
mencionada explicitamente. Luego, esta variable tiene una distribucién y un valor esperado
que es interesante de mencionar. Para esto, se necesita la notacion del simbolo de Pochhammer
(x)ny que corresponde a (z)y :=x(z+1)...(x+ N —-1)=T(z+ N)/T'(x) y () = 1, para
2 un numero real positivo y N entero no negativo, ademas del simbolo de Pochhammer con
incremento (z|ly)y =x(x+y)...(x+ (N =1)y) y (z|0)y = 2V

Proposicion 1.4 (ver [13]) Para una muestra de un PDP de parametros (d, «), donde solo



se conoce que es de tamano N > 1, se tiene que la distribucion condicional de K es

P(K = k|N,d, o) = (él;l])v’“sgd, k=1,...,N. (1.9)

La ecuacion se obtiene al integrar sobre todas las posibles particiones de tamano
k para una muestra de tamafio N. El valor S,i\fd corresponde a una generalizacién de los
nimeros de Stirling cuya férmula se puede encontrar en [I3] junto a diferentes maneras de
computarlo.

Proposicién 1.5 (ver [13]) Considerando una muestra de un PDP de pardmetros (d, o)
donde solo se conoce que es de tamano N > 1, el valor esperado de la cantidad de especies
para d > 0 viene dado por

ala+dy «
o N\? dN o

~—(1+— _— | — = N .
d( —i—@) eXP(Qa(oH—N)) g para ,a>d

Donde =~ significa aproximadamente igual y > mucho mayor. Para d =0
E(K|N,d,a) = a(y(a+ N) — (o))
N
~ «log (1 + ) , para N,a > 0.
«

Donde ¢(-) corresponde a la funcién digamma ¢ (z) = = log(I'(x)) la cual serd explicada
con mas detalle mas adelante. Con esto, tenemos que la cantidad de especies esperada para
el Proceso de Dirichlet (d = 0) es de orden O(log N) y para el Proceso de Poisson-Dirichlet
es O(N?), lo que nos confirma la intuicién sobre la rapidez con la que van apareciendo nuevas

especies a medida que se observan nuevos datos.

1.5. Simulaciones

En esta seccion se muestran simulaciones realizadas para entender mejor el comportamien-
to del Proceso de Poisson-Dirichlet, ademas del proceso de Stick-breaking y del Restaurante
Chino. Como los pesos (7 )r>1 son un vector infinito para poder generarlos hay que tener
algunas consideraciones.

En primer lugar, para el Proceso de Stick-breaking se considera el caso particular de la
distribucion GEM. Para d y «, definidos previamente, se toman muestras ;. ~ Beta(l —
d,a + kd) y se construyen los pesos mediante la ecuacién . Esto continua hasta que el
peso restante del intervalo es insignificante, del orden 1079, o hasta que ya se hayan generado
1000 valores de 7y, esto ultimo pues para ciertos valores la cantidad de muestras necesarias
para que el peso restante sea pequeno es muy grande, por lo que el tiempo de ejecucion
también lo es.

El algoritmo explicado claramente coincide con la distribucion GEM cuando no se con-

10



sideran las dos reglas de detencion, pero en la practica obviamente se necesita un vector
finito, por lo que este algoritmo es una aproximacién no exacta de (7 )g>1. En [I§] plantean
algoritmos de simulacion exacta para estos pesos mediante una descomposicién del vector,
en [I7] también platean un algoritmo que es mas eficiente con respecto a la aproximacion de
Stick-breaking. A pesar de esto, se decide implementar este método por su simpleza y rapida
ejecucion.

Muestras de Stick-breaking Process

d=0, a=5
02 * e
L]
0.1
L]
oe® o
0.0 o o 90 00ee"0ens
0 10 20 30 40 50 60 70
d=0.1, a=5
.
02
- L)
..
o
00 % oVun
0 20 40 60 80 100 120 140 160
d=0.2, a=5
.
02
o1 *
o
00
0 100 200 300 400 500 600 700 800
d=0.5, a=5

01 -

. -

800 1000

0.02 % *

0.00 & o
0 200 400 600 800 1000

i

Figura 1.1: Muestras del Proceso de Stick-breaking considerando la distri-
buciéon GEM, para o = 5 y distintos d.

En la Figura [I.1] se tienen muestras tomadas del Proceso de Stick-breaking para la distri-
bucion GEM con o = 5 y distintos valores de d. Notamos que en todos los casos la mayor
parte del peso se concentra en los primero valores y mientras mas aumenta d se generan mas
7 hasta llegar al maximo definido de 1000. Ademas, se tiene que los primeros pesos van
disminuyendo en valor a medida que aumenta d, de un peso de 0.2 para d = 0 hasta 0.02
para d = 0.8. Todo esto nos confirma el comportamiento del pardametro d, pensando en el
Proceso de Poisson-Dirichlet, ya que mientras més se acerca a 1 aparecen mas clases pero
seran de menor tamano pues el peso, o probabilidad de estar en una clase, es pequeiio.

Con los pesos listos lo segundo que se hace es generar muestras de un Proceso de Poisson-
Dirichlet, donde basta definir una medida base y tomar muestras de esta para obtener los
atomos (¢ )k>1, y asi poder tomar muestras del PDP. Esto se observa en la Figura donde
se tienen muestras del Proceso de Poisson-Dirichlet para una medida base Normal(0, 1),
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parametro de descuento d = 0.2 y distintos valores de « para 1000 muestras cada uno. Se
tiene que para los o pequenos las muestras se concentran practicamente en un solo valor,
ademas mientras mas crece o empiezan a aparecer mas clases y las muestras se aproximan a
una distribuciéon normal que en este caso corresponde a la distribucién de la medida base, lo
que valida lo expuesto en la Proposicién [1.2]

Muestras Poisson-Dirichlet Process
Medida base norm(0, 1), 1000 muestras

d=0.2,a=0.5
5
0 _/\_ S I E—
-2 -1 0 1 2
d=0.2, a=1
5
0 - /\/\
20 15 -0 05 00 05 10
d=0.2, a=10
< 05
g J—A/_/X
8 -3 -2 1 0 1 2 3
d=0.2, a=100
0.50
025 /¥
000 —
-3 2 1 0 1 2 3 4
d=0.2, a=1000
04
0 A
0.0
3 2 -1 0 1 2 3 4
Atomos ¢

Figura 1.2: Muestras del Proceso de Poisson-Dirichlet, con medida base
Normal(0,1), d = 0.2 y distintos valores de «, para 1000 muestras cada
uno.

Por ltimo, se deciden generar muestras del Proceso del Restaurante Chino. Para d y «
previamente definidos se asume que el primer cliente se sienta en la primera mesa (mesa 0)
y el resto de los clientes se generan de acuerdo a la probabilidad dada por la Definicion [1.6)
del CRP, es decir tienen probabilidad Z{:ﬁ de sentarse en la mesa ya existente 7 donde hay
n; clientes o probabilidad zilj\? de sentarse en una nueva mesa, hasta llegar a un nimero
deseado de clientes. En la Figura [1.3]se tienen diferentes graficos para muestras del Proceso
del Restaurante Chino. Por un lado, para la Figura se tienen muestras para a = 10 y
distintos valores de d con 1000 clientes generados en cada uno, de esto podemos observar el
comportamiento que tiene el parametro de descuento: en general las primeras mesas son las
que mas tienen clientes pero atn asi hay una gran cantidad de mesas, sobre todo al aumentar
d, ya que para d = 0 hay cerca de 40 mesas y para d = 0.5 existen aproximadamente 160
mesas, pero con una cantidad muy pequena de clientes para las mesas que estan en la cola
de la distribucién. Por el otro lado, en la Figura se tienen muestras para d = 0.2
y distintos valores de a también para 1000 clientes cada uno. En este caso se tiene un

12



comportamiento mas o menos similar de que las primeras mesas tienen mas clientes y que al
aumentar o también aumenta la cantidad de mesas, para o = 0.5 hay 7 mesas mientras que
para o = 100 hay cerca de 280. La diferencia es que la cantidad de clientes para las primeras
mesas disminuye drasticamente al aumentar a: de 400 a 40 aproximadamente, lo que se ve
reflejado también en la cola de la distribucién de las mesas con cantidades de clientes mas o
menos similares pero aun asi pequenas.

Muestras Chinese Restaurant Process Muestras Chinese Restaurant Process
1000 clientes totales 1000 cllentes totales
d=0, a=10 2, a=05
400
o I B
0 -I I II-III,I.-,--II__I —mio_ o= N 0 —
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 4 5 6 7
d=0.1, a=10 d—02 a=1
200 200 I
"g 0 | I--ll. [ FTTN (S % 0 I II _-__-___ —
% 16 24 32 40 48 56 (___J 12 15 18 21 24
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(a) Muestras del CRP con a = 10 y distintos valores  (b) Muestras del CRP con d = 0.2 y distintos valores
de d, para 1000 clientes cada uno. de «a, para 1000 clientes cada uno.

Figura 1.3: Muestras del Proceso del Restaurante Chino.

1.6. Good-Turing y PDP

El problema de estimar la probabilidad de descubrimiento de nuevas especies tiene dife-
rentes enfoques, donde el método frecuentista mas conocido es el modelo de Good-Turing.
En esta seccién se define formalmente la probabilidad de descubrimiento, el modelo de Good-
Turing, ademas de su estimador suavizado y la relacion que tiene este modelo con el Proceso

de Poisson-Dirichlet (ver [19], [11], [20], [21] v [4]).

Definicién 1.7 Sea (X;)Y, una muestra de una poblacién de infinitas especies (X;)i>1 con
proporciones desconocidas (m;);>1. Se tiene la probabilidad Dy (1) de observar, en la (N +c+
1)-ésima extraccion, una especie con frecuencia l > 0 (o el nimero de veces que aparece es 1)
en la muestra ampliada de tamano N + ¢, donde la muestra adicional no ha sido observada.

Dy (l) = Zﬂi]ll(”i,mrc), (1.10)

i>1
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donde n; 1. es la frecuencia de la especie X en la muestra ampliada.

Notamos que Dy .(0) representa la proporcién de especies atin no vistas, o en otras pa-
labras la probabilidad de descubrir una nueva especie en la extraccion (N + ¢+ 1). A la
probabilidad dada por la ecuacion se le llama probabilidad de (¢;1)-descubrimiento,
la cual tipicamente se estudia para decidir el tamano de la muestra adicional que se debe
tomar. En el caso de este trabajo, se desea estudiar la probabilidad de (0;)-descubrimiento
para estimar la probabilidad de descubrir una nueva especie, por lo que usaremos la notacion
simplificada Dy (l) y probabilidad de [-descubrimiento cuando ¢ = 0.

Por un lado tenemos el enfoque frecuentista de Good-Turing el cual, considerando una
muestra X, ..., Xy y una hipotesis ‘H para los pesos 7, toma en cuenta la variable aleatoria
M; n que corresponde al nimero de especies con frecuencia [ en la muestra observada de
tamano N, también denominado la frecuencia de la frecuencia [. Luego el estimador de
Dn(l) es
B (Miy1,n)

N )
donde E4 denota la esperanza con respecto a la distribuciéon dada por H. Para prescindir de
esta hipotesis, se propone un estimador para N grande dado por

Dn(;H) = (1+1)

v hd m

Dn(L:H) ~ Dy(l) = (z+1)$, (1.11)
donde m; y corresponde al valor observado de M x, es decir, el nimero de especies con
frecuencia [ en la muestra observada, el cual se denotara simplemente m; cuando no haya
confusién con el tamafio de la muestra, con esto se tiene que N = 37,5, Imy;. El estimador

D (1) dado en la ecuacién es conocido como el estimador de Good-Turing. Notamos
que este estimador tiene una caracteristica bastante peculiar ya que depende de m;; y no de
m; como se hubiese intuido para estimar la probabilidad de [-descubrimiento. Ademas, para
este estimador la probabilidad de observar una nueva especie en la siguiente observaciéon es
m1/N, lo que nos dice que esta probabilidad depende tinicamente de la cantidad de especies
para las que se observo un solo individuo.

El estimador DN(Z) se comporta bien solo para [ suficientemente pequeno, ya que para [
grande se tiene un comportamiento irregular para los valores m;. Puede ocurrir que se obser-
van m; > 0y myy1 = 0, que entrega un estimador absurdo de DN(Z) = 0. Para superar esto,
se decide suavizar la secuencia de los m; en una serie mas regular. Luego si m; corresponde
al valor de m; bajo alguna regla de suavizado S, entonces el estimador

!/

Dy(:S) = (1 + 1)m]lv+1

es una mejor aproximacion que Dy(l). Para reglas de suavizado se puede considerar que
m;, como funcién de [, sea aproximadamente parabdlica; o considerar el estimador de Good-
Turing dado por (|1.11)) para [ pequenos y para el resto una linea recta.

Por otro lado esta el enfoque Bayesiano que busca la aleatorizacién de los pesos m, esto bajo
el contexto ya planteado del Proceso de Poisson-Dirichlet. Sea una muestra Xi, ..., Xy de un
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PDP(d,«), donde se han observado K = k especies distintas con frecuencia de frecuencias
mi, ..., my. Luego, el estimador Bayesiano no paramétrico de Dy .(0) para ¢ > 0 es

a+kd(a+ N+d).
a+N(a+N+1).

D o(0) = (1.12)

Tenemos entonces que el estimador de la probabilidad de 0-descubrimiento es (a+kd)/(a+N)
que corresponde a lo mismo que se tiene en la ecuacién ([1.8)) cuando aparece una nueva especie

para la siguiente observacion. Ademads, el estimador para la probabilidad de [-descubrimiento,
paral=1,..., N, estd dado por

my
a+ N’

Dn(l) = (1 —d) (1.13)

De acuerdo a los estimadores dados por y (1.13)) el enfoque Bayesiano no paramétrico
bajo el contexto del Proceso de Poisson-Dirichlet tiene algunas ventajas notables con respecto
al enfoque de Good-Turing: los estimadores son exactos, es decir, no es necesario aproximar
para N grande; el estimador Dy (0) est4 en funcién de m; mientras que Dy (0) esté en funcién
de k; y el estimador ﬁN(l) depende de m;, no de m;,; como en Good-Turing, asi se evita tener
que usar reglas de suavizado para prevenir estimaciones absurdas dado el comportamiento
irregular de los m;.

La relacién que existe entre los estimadores de Good-Turing y de Poisson-Dirichlet fue
planteada por primera vez en [I1], donde muestran que el estimador Bayesiano ﬁN(l) es
asintoticamente equivalente, cuando el tamano de la muestra IV tiende a infinito, al estimador
bN(l; S) de Good-Turing con alguna regla de suavizado. La regla que se utiliza viene de la
relacién asintética entre las variables M, el nimero de especies con frecuencia [, y Ky,
el nimero de especies distintas, donde el subindice se usa para explicitar la dependencia
con el tamano de la muestra N. Especificamente, se tiene que Ay % By cuando N — oo
significa que limy_,o, Ay/By = 1 casi seguramente, es decir Ay y By son asintéticamente
equivalentes c.s. para N tendiendo a infinito. Luego, para d > 0 se tiene que

d(1 — d)

C.S. -1
MlN =~ KN,

’ il

o en otras palabras cuando N se acerca a infinito el niimero de especies con frecuencia [ se
convierte en una proporcion d(1 —d);_;/I! del niimero total de especies. El siguiente teorema,
incluyendo el caso d = 0 donde M;x cumple una relacién diferente, muestra la relaciéon
asintética entre los estimadores Dy (1) y Dy (L;S).

Teorema 1.1 (ver [I1]) Dada una muestra Xy de tamario N de un PDP(d,«) y Kn = kn
especies con frecuencia de frecuencias my n,...,myn. Entonces, para N — oo y para | =
0,...,N, se tiene que

(i) para d € (0,1) y a > —d
d(1-d),

Dn(l) ~ (z+1)% ~ (I + 1)%”, (1.14)

15



(it) para d =0y o >0

(6]

A my1,N +1
D)~ (l+1)———~(l+1)=. 1.15
W)~ (14 )™ 141y (1.15)

La primera aproximacién en las ecuaciones ((1.14)) y (1.15]) muestran que, para N suficiente-
mente grande, Dy(l) es asintéticamente igual al estimador de Good-Turing Dy((); mientras
que la segunda equivalencia muestran como suavizar los m; x que aparecen en la primera
aproximacion.

Para el caso del Proceso de Dirichlet, tenemos que la regla de suavizado en (1.15) no
depende del nimero total de especies ky en la muestra. Esta caracteristica claramente no es
deseable ya que si se quiere inferir el nimero de especies en una muestra futura, este valor no
dependeria de la cantidad de especies en la muestra actual. En cambio en el caso del Proceso
de Poisson-Dirichlet, la regla de suavizado en si depende de ky, es decir, corresponde
a un mejor estimador ya que utiliza la informacién que se tiene de la cantidad de especies en
la muestra inicial.
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Capitulo 2

Entropia Bayesiana

En este capitulo se explica el concepto de entropia, en particular la entropia Bayesiana,
ademas de la funcién digamma junto a sus propiedades principales. Esto con el fin de exponer
la entropia esperada en el caso del Proceso de Poisson-Dirichlet. Todo esto inspirados en [22],
[23], [24] y la referencia principal [7].

Especificamente, en la Seccion se revisa el concepto de entropia junto a su estimador
clasico. En la Seccion se estudia la funcién digamma y varias de sus propiedades. Después,
en la Seccion se expone la entropia Bayesiana ademéas de un ejemplo en el caso que se
tienen dos especies y el estimador de Nemenman-Shafee-Bialek. Por tltimo, en la Seccion
se estudia la entropia Bayesiana en el contexto del Proceso de Poisson-Dirichlet, donde
se obtiene el primer resultado de esta tesis, la Proposicion [2.5] que corresponde a una cota
superior de la entropia esperada posterior para el PDP.

2.1. Estimacién de la entropia

La entropia es una forma de medir la “cantidad de informaciéon” de una variable aleatoria
o de una distribucién. Donde la informacién se obtiene al observar los valores que puede
tomar la variable, y la cantidad hace referencia a la “sorpresa” que trae este valor cuando
es observado. Para un valor que ocurre con muy baja probabilidad, este trae harta sorpresa
al ser observado. En este trabajo, podemos considerar una comunidad biolégica con un gran
numero de especies, que se puede considerar incluso infinito. Cuando se toma una muestra
de esta comunidad y se clasifican de acuerdo a las especies que se observaron, puede que
algunas especies mas raras no hayan sido descubiertas, lo que no quiere decir que no existan.
Entonces, se desea estudiar la entropia para entender la diversidad de la comunidad y de
cémo varia esta al observar nuevos elementos, cuando se desconoce el niimero de especies y
su abundancia. Para esto, se tiene que estimar de alguna manera la entropia usando los datos
observados.

Supongamos que hay M especies en una comunidad, donde M puede ser finito cuando se
conoce el niimero de especies o se puede considerar infinito cuando se desconoce, y sea (m;)M,
una distribucién discreta desconocida que corresponde a la proporcion de cada especie o a la
probabilidad de descubrimiento de cada especie, donde 3™ m; = 1. Luego, la entropia est4
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definida por
M
H(m) == mlog(m). (2.1)
i=1

Aunque la entropia es conocida como una cantidad tedrica, su estimacion precisa a par-
tir de los datos es una parte importante en muchas aplicaciones. Consideremos ahora una
muestra Xy = (Xi,...,Xy) tomada de la distribucién anterior donde cada elemento es cla-
sificado en alguna especie, con esta muestra podemos estimar el valor de la entropia. Cuando
el nimero de las especies es conocido y finito, la técnica de estimacién de la entropia mas
sencilla y directa de usar es considerar la distribucion empirica de 7, que se obtiene de las
frecuencias n; de cada especie en la muestra, es decir,

con lo que se obtiene el estimador de maxima verosimilitud (MLE, por sus siglas en inglés)
de la entropia

~ M n; n;

A pesar de ser un estimador simple y bastante intuitivo, este es un estimador sesgado, es
decir, la esperanza de Hyrp no es igual al parametro que se desea estimar H, sobre todo en el
caso N < M cuando varias especies an no han sido observadas. Una propiedad importante
que cumple este estimador es que es consistente, o sea mientras mas grande es el tamano de
muestra N el estimador se aproxima a H.

En el contexto de la ecologia, el verdadero nimero de especies es generalmente desconocido
y algunas especies raras pueden no ser descubiertas al tomar una muestra. Hay diferentes
enfoques que se pueden tomar para esto, por ejemplo Chao y Shen (ver [24]) proponen un
estimador que utiliza el modelo de Good-Turing para tomar en cuenta la probabilidad de
especies no observadas en la muestra.

En general se estima la entropia directamente en vez de la distribucién completa, esto pues
no siempre se tienen datos suficientes para estimar la distribucion, o porque no se conoce
realmente el nimero de especies. Por esto, el enfoque Bayesiano para estimar la entropia es
una buena estrategia ya que permite asumir una distribucion prior y luego hacer la estimacion
usando la distribuciéon posterior.

2.2. Funcién digamma

Para poder continuar con la entropia Bayesiana, se necesita primero introducir la funcién
digamma y sus principales propiedades, ya que serd necesario en lo que sigue (ver [25], [26]).
Esta funcién se define como la derivada logaritmica de la funcién gamma.

d [(x)

Ulw) = o In(T(@) =

(2.3)
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donde I'(z) = [5°t* e !dt es la funcién gamma. La cual cumple la relacién T'(z+1) = zI'(z),
con esto tenemos que la funcién digamma cumple la siguiente ecuacion de recurrencia

M$+D:¢@ﬂ+i. (2.4)

Otras propiedades interesantes de esta funcion es cuando se trabaja en los reales positi-
vos, donde se tiene que la funcién digamma 1 es una funciéon creciente. Ademas, tiene una
representacion integral explicita

b(w) = /Ooo (6: - 16__Zt_t> dt. (2.5)

La funcién digamma tiene una cota superior y una cota inferior para x > 0, con respecto
a unas funciones del logaritmo. Estas cotas permiten obtener un intervalo donde se puede
encontrar ¢ (z) cuando no se puede calcular directamente la funcion. Las cuales estan dadas
por la siguiente relacion

1

1m@_igw@gm@ydf r>0. (2.6)

Por tultimo, dada la cota superior se tiene que para z suficientemente grande se puede
considerar la siguiente aproximacién para la funciéon digamma

1

~ 1 - —. 2.7

U(e) % Infa) — o (2.7
2.3. Entropia Bayesiana

Consideremos nuevamente una muestra Xy = (X,..., Xy) tomada de la distribucién

discreta desconocida w. Nos centramos en el caso que la cantidad de especies distintas ob-
servadas es pequeno en comparacién con el nimero total desconocido (incluso infinito) de
posibles especies. Mientras que la verdadera distribucién en cualquier base de datos es in-
discutiblemente finita, formular un modelo sobre un espacio infinito dimensional permite al
enfoque Bayesiano ser flexibles acerca de la verdadera cardinalidad.

El enfoque Bayesiano para estimar la entropia requiere asumir una distribucién prior para
7y con eso inferir H usando la distribucién posterior. Se tiene que el estimador de Bayes de
minimos cuadrados toma la forma de

ﬁ:mﬂmm:/ﬂwmmwmmxmw, (2.8)
donde p(7|X ) es la posterior sobre 7 bajo alguna prior p(m) y verosimilitud discreta p(Xy|m).

Si se asume una distribucién prior sobre 7 de algiin parametro a, entonces el valor de interés
es la entropia esperada posterior E(H|Xy, a).
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2.3.1. Entropia Bayesiana para dos especies

Para entender mejor como encontrar la entropia Bayesiana, veamos un ejemplo cuando se
tienen solo 2 especies. Consideremos la distribucién generada por m ~ Beta(a, b) con a,b > 0,
es decir con funcién de densidad

f@) = gy -2 wel)

donde B(a,b) =I'(a)I'(b)/T'(a+b) es la funcién beta, con lo cual 7 € [0, 1]. Luego el intervalo
[0, 1] tiene la particién 7y (1—m) lo que corresponde a la distribucién prior, para dos especies.
De las propiedades de la distribucién beta, sabemos que (1 — m) ~ Beta(b, a), para calcular
la entropia primero debemos probar la siguiente propiedad.

Proposicién 2.1 Para m ~ Beta(a,b) con a,b > 0, se tiene que

E(rIn(r)) = aib(w(a+1) —pla+b+1)). (2.9)

DEMOSTRACION. La esperanza se toma con respecto a la funciéon de densidad de 7,

E(mIn(m)) = /o1 5““@3(; e (1) e = B(i, b) /01 In(z)a* (1 - )" da.

Notamos que In(z)z® = 22, en efecto 2 = ™) y luego se tiene que % = e*(® In(z) =
z%In(x). Asi,
1 L gz
E(r In(r)) = | S -2t
(m In(m)) B(a,b) Jo 0a (=)™ de
1 0 1
— e a(] — b—ld )
B(a, b) da </o v(1—a)de ),
usando la representacion integral de la funcion beta se tiene que
E(rin(r) = - - (B(a + 1)
T ~ B(a,b) da ar o)
Desarrollando la derivada
0 0 (T(a+1T(b)
I (Bla+1,b) =2 (2T 20
aa( (a+1,5)) da (F(a—l—l—i—b)
e+ 1)IG)M(a+1+0) —T(a+1)I(b)(a+1+0)

[(a+1+b)?
~ Tla+1)I(b) <F’(a+ 1) T'(a+1 +b)>
 Tla+1+b) \I'(a+1) T(a+1+b)

=Bla+ 1,b)(¢(a+1) —¢(a+1+Db)).

Luego en la entropia basta expandir las funciones beta y utilizar la ecuacién de recurrencia
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de la funcién gamma

E(rIn(r)) = B(i B LD+ 1) — il +140)
= ((Z)n?) 1;((21 2)+(1)) Wla+1)—ygla+1+b)
~ T(a+b)al'(a) —dla
~ M@y et -vletl+d)
= a+b(w(a+1) —Yla+1+0))
Con lo que se obtiene lo deseado. Il

La generalizacion de la distribucién Beta es la llamada distribucién de Dirichlet, que es
de orden k > 2 y pardmetros ay, ..., a; > 0y se denota Dirichlet(ay, ..., ax), con funcién de
densidad

F(Zkﬂ a;) - i—1
f(xlw'ka):k’biinxqz )
T T(ai) i
donde (x;)¥_, pertenece al k — 1 simplex estdndar, es decir, cumple que % o, = 1y
x1,...,2, > 0. Un caso particular de la distribucion de Dirichlet es cuando todos los pa-
rametros tienen el mismo valor, a esta distribucién se le llama distribuciéon de Dirichlet
simétrica, se denota simplemente Dirichlet(a) y tiene densidad

f(Il, c ,.I‘k> = W HI?_l‘

Volviendo a la particién del intervalo [0, 1], si consideramos @ = (7,1 — 7) entonces se
tiene que 7 ~ Dirichlet(a, b). Asi la entropia en este caso es con respecto a esta distribucién
y esta dada por

H=H(7)=—nln(r) — (1 —x)In(1 — ),

luego la entropia esperada prior es
E(H|a,b) = =E(rln(7)) —E((1 — 7) In(1 — 7))

a b
= a1~ P+ b+ 1) = @0+ 1) — vla+ b+ 1),

donde se usé la ecuacién (2.9) para 7y para (1 — 7). Por lo que la entropia esperada prior,
considerando una distribucién Dirichlet(a, b), corresponde a

E(H|a,b) = b(a+b+1) — a%bgu(a 1) — aber@b(b +1). (2.10)

La pregunta ahora es qué pasa con la entropia al observar datos de esta distribucion.
La primera observacion X; pertenece a la especie 1 con probabilidad 7 o a la especie 2
con probabilidad 1 — 7, y esto igual para el resto de las N observaciones que denotamos
Xy = (Xi1,...,Xn), es decir, siguen una distribucién categérica.
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La distribucion categorica es una distribucién discreta que describe los posibles resulta-
dos de una variable aleatoria que puede tomar una de k > 0 categorias posibles, con la
probabilidad de cada categoria especificada por separado, es decir, los parametros son las
probabilidades py,...,pr con %  p; = 1. La funcién de densidad (discreta) estd dada por
p(x = 1) = p; y se denota Categérica(ps, ..., px). Luego en nuestro caso, cada observacién X;
con j =1,..., N, puede pertenecer a la especie ¢ = 1 con probabilidad p; = 7, o a la especie
t = 2 con probabilidad p, = 1 — 7. Lo cual denotamos como

Xy = (X1,...,XnN)|T ~ Categorica(m, 1 — ).

La principal razén para usar la distribucion de Dirichlet para este tipo de problemas, es que
esta distribucion es la conjugada prior de la distribucion categérica. Que una distribucion sea
la conjugada prior, significa que la distribucién posterior p(f|x) es parte de la misma familia
de distribuciones de probabilidad que la distribucién prior p(6), donde € es algiin pardmetro
y x es la muestra tomada a partir de la distribucion prior.

En este caso, esto se traduce en que la distribucion después de haber visto las observaciones
Xy también es una distribucion Dirichlet. Formalmente tenemos que

7 ~ Dirichlet(a, b)

Xy |7 ~ Categérica(m,1 — ),
entonces la distribucién posterior 7,5 cumple que
Tpost = T| X, @, b ~ Dirichlet(a + nq, b+ ns), (2.11)
donde n; es la cantidad de observaciones que estan en la especie j = 1,2 y asi N = n; + no.

Notamos de la ecuacién (2.11)) que las frecuencias tienen un rol importante para la dis-
tribucién posterior, ya que mientras mas grandes (o mientras més crece N) se tiene que los
valores asumidos inicialmente, a y b, tienen menos impacto en las probabilidades posteriores
de pertenecer a cada especie.

La entropia posterior en este caso corresponde a H (Tpost), la ecuacion es la esperanza
de la entropia para una Dirichlet(a, b) y en este caso la queremos para una Dirichlet(a+mny, b+
ng) por lo que basta reemplazar con estos nuevos parametros. Luego, la entropia esperada
posterior en este caso esta dada por

b+n2
a+b+ N

a+ nq

Y(a+n+1)— P(b+na+1). (2.12)

Tenemos de la ecuacién (2.12)) que en las fracciones que aparecen ocurre lo mismo que se
menciond antes, que los valores de nq,no y N tienen mas peso, a medida que se observan mas
datos, que los pardmetros iniciales a,b. Ademas, con este ejemplo notamos que la funcién
digamma juega un rol importante en la entropia Bayesiana prior y posterior, incluso cuando

se tienen solo dos especies.
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2.3.2. Estimador de Nemenman-Shafee-Bialek

Para el caso de un ntimero finito de dos o més especies, existe el estimador de Nemenman-
Shafee-Bialek (NSB) [27]. Este estimador considera una distribucién de Dirichlet simétrica,
donde para las k especies se toma el mismo parametro a > 0 (en vez de usar aq, . .., a), COmMo
fue mencionado anteriormente. Este estimador utiliza un prior como mezcla de distribuciones

Dirichlet simétricas
p(r) = [ poa(mla)p(a)da,

donde pp;,(m|a) denota una Dirichlet simétrica de pardmetro a que es la prior sobre 7. Luego
el estimador Bayesiano, retomando la ecuacion (22.8)), bajo el prior NSB corresponde a

Hysp = E(H|Xy) = / / H(m)p(x| X, a)pla|Xy)drda

p(Xyla)p(a)

p(X) da.

— [E(HXy,q)

El beneficio de este estimador es que es rapido de computar, sobre todo porque la integra-

cién es para un solo pardmetro a. Ademds, la entropia esperada posterior E(H|Xy, a) tiene

una forma bastante esperable con respecto a lo que se obtuvo en el caso de dos especies con
dos parametros en ([2.12)),

a-+n;
ka+ N

k
E(H|Xy,a) =¢(ka+ N +1) = > Yla+n; +1).
=1

2.4. Entropia para el Proceso de Poisson-Dirichlet

En esta seccion tomaremos el Proceso de Poisson-Dirichlet como prior pues permite tra-
bajar sobre distribuciones discretas desconocidas que sean infinito numerable. Recordemos
que este proceso tiene la forma 37,5 m;d4,, donde en adelante nos vamos a referir, abusando
de la terminologia, a los pesos m y al proceso con el mismo simbolo PDP(d, «). Ademés,
como estamos trabajando con una medida base no atémica la podemos ignorar, lo que per-
mite calcular la entropia del proceso como la entropia de los pesos, es decir H(m) como en la

definicién inicial (2.1)).

La principal ventaja de usar el Proceso de Poisson-Dirichlet es que la distribucion posterior
sobre la entropia tiene una forma explicita para los momentos. Ademas, sabemos que las
muestras de un PDP tienen colas con ley potencia, que es una caracteristica muy ttil ya
que es comun observarla en datos biolégicos y ecoldgicos. Usar este proceso no siempre trae
beneficios, ya que al tener los parametros fijos se impone una distribucion prior estrecha sobre
la entropia, es decir, la prior determina fuertemente la estimacion de la entropia, dando lugar
a un posible sesgo e intervalos de credibilidad posterior también estrechos cuando se tiene un
conjunto de datos pequeiio.

Para encontrar la esperanza del vector infinito 7, se usa la propiedad del PDP de ser
invariante bajo un muestreo de pesos ordenados, que permite convertir la esperanza sobre 7
(infinito) en una esperanza de una dimensién con respecto a la distribucién del primer peso
de mayor tamaifio, dado por la ecuacion . Gracias a esto se tiene la entropia esperada
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prior en el caso del Proceso de Poisson-Dirichlet.

Proposiciéon 2.2 (ver [7]) Considerando una distribucion prior m ~ PDP(d, o), entonces
el valor esperado de H(m) estd dado por

E(H|d, o) = t(a + 1) — (1 — d). (2.13)

Notamos que la ecuacion (2.13)) es analoga a la ecuacion (2.10f) en el caso de dos especies
para la distribucion de Dirichlet. Al igual que en el caso de dos especies, nos interesa encontrar
la entropia esperada después de haber visto una muestra de esta distribucion. Para esto
necesitamos entender el comportamiento de la distribucion posterior.

Consideremos una muestra Xy = (X,..., Xy) de la distribucién prior # ~ PDP(d, «v),
con k especies distintas y frecuencias ny, ..., n,. El Proceso de Poisson-Dirichlet cumple una
propiedad similar a la usada en el caso de dos especies, razon adicional para usar este proceso
de prior, que la distribuciéon de Dirichlet es la conjugada prior de la distribucién categorica.
Luego en este caso, la siguiente proposiciéon nos dice que la distribuciéon posterior toma la
forma de una mezcla de una distribucion Dirichlet, para los elementos observados, y un
Proceso de Poisson-Dirichlet, para los elementos no observados.

Proposicién 2.3 (ver [7]) La distribucion posterior es mpost = 7| Xy, d, ¢ = (p1, ..., P, p7’)
donde

(p1, .-, Pk, Px) ~ Dirichlet(n; — d, ..., n; — d,a + kd)
' = (r],m,...) ~ PDP(d,a+ kd).

De esta proposicién se tiene que la probabilidad de pertenecer a una especie j ya observada
es pj con j = 1,...,k; y la de pertenecer a una nueva especie, o la probabilidad de que
aparezca una nueva especie, es p, = 1 — Z;?ZI pj, donde estas probabilidades dependen de las
frecuencias n; y de k respectivamente. Ademads, dentro de la probabilidad de que aparezca
una nueva especie, ser de alguna especie especifica [ (atin desconocida) estd determinado
por el peso 7. Que la distribucién posterior sea una mezcla de una distribucién Dirichlet
y un PDP tiene relaciéon con la mezcla de distribuciones que aparecen en la probabilidad
condicional cuando se tiene la medida base de forma explicita.

Luego, la entropia esperada posterior en el caso del Proceso de Poisson-Dirichlet, es el
valor esperado de H (7,0st), donde la distribucion posterior mp,s estd dada por la Proposicién
[2.3] Este resultado, enunciado a continuacion, corresponde a la propiedad principal del PDP
que se utiliza para desarrollar lo que sigue de la tesis.

Proposicion 2.4 (ver [7]) La entropia esperada posterior corresponde a

E(H[Xy,d, o) = w(a+N+1)—Z:l;\?w(l—d)—a +1 ¥ <Z(n —d)p(n; —d + 1)) . (2.14)

De este valor de la entropia esperada posterior notamos que se tiene la siguiente cota
superior, que es un primer resultado de este trabajo.
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Proposicion 2.5 Para una muestra Xy de un PDP(d, «), con k especies distintas, se tiene

a+k 1
E(H|Xy,d,a) < ¢(a+ N+1) — OH_Nw(l —d) — CESI (2.15)
DEMOSTRACION. Como n; > 1 para todo ¢ = 1,... k, entonces (1 —d)yp(1 —d+1) < (n; —
d)(n; —d+1) y asi
1 k 1 b
TOIN (;(n —d)(n; —d+1)> < AT N (;(1 —d)(l —d+ 1)) :
Luego,
IE(H|XN,d,a)§z/z(oz+N+1)—Zil;\cfiw(l—d)—aiN(k—kd)z/;(l—dJrl)
kd 1
:¢(a+N+1)—Zinu—d)—M(k—kd) (z/;(1—d)+1id)
k 1
:w(a+N+1)—aaiN¢(1—d)— et
[

Mas atn, la igualdad en se alcanza si y solo si las N muestras son todas de distintas
especies, es decir, k = N y n; = 1 para todo ¢ = 1,...,k. Esto corresponde a la entropia
esperada posterior calculada en el lado derecho de la ultima ecuacion en la demostracion,
donde se usa n; = 1 para la comparacion. Por lo que basta reemplazar k& por N para obtener
el valor en este caso.

A pesar de que es un estimador Bayesiano de la entropia, es ttil asociarle cierta
propiedad frecuentista. Se sabe que el estimador MLE de la entropia es consistente
para cualquier distribucion (finita o infinita numerable), asi pues se tiene que E(H| Xy, d, «)
es consistente ya que converge al estimador MLE, bajo cierta condicién como muestra el
teorema a continuacién. La notacién Ay - ¢ significa que la sucesion de variables aleatorias
AN converge a alguna constante ¢ en probabilidad.

Teorema 2.1 (ver [7]) Para una muestra Xy tomada de una distribucién discreta fija m ~
PDP(d,«), con Ky especies distintas tal que % 5 0, entonces

E(H|Xny,d, o) — E(Hyrp|Xy)| — 0.

Notamos que la hipotesis sobre la proporcion de la cantidad de especies y el tamafio de
la muestra parece ser completamente natural, ya que ir observando nuevas muestras es mas
rapido que el aumento en la cantidad de especies en la muestra, a pesar de que se tenga que
K tiende a infinito casi seguramente. Por tltimo, lo que dice este teorema es que la entropia
esperada posterior en el caso del Proceso de Poisson-Dirichlet, para cada valor de d y «, tiene
el mismo comportamiento que H MLE, €n particular la consistencia.
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Capitulo 3
Tiempos de Aparicion

En este capitulo nos alejamos de la entropia para estudiar los tiempos de aparicion de
una muestra dada por el Proceso de Poisson-Dirichlet, en particular se estudian los tiempos
entre apariciones. En la Seccion se definen las variables necesarias para el tiempo entre
apariciones. La Seccién se podria considerar como un paréntesis en los tiempos entre
apariciones para introducir la distribucién de Waring y sus principales propiedades, que seran
necesarias en lo que sigue, donde se muestra el desarrollo de las demostraciones pues estas no
estan en la bibliografia revisada para el Proceso de Poisson-Dirichlet de dos parametros. En
la Seccion se expone el tiempo esperado entre apariciones en la Proposicion [3.5] que es un
resultado de esta tesis, el cual corresponde a la generalizacion del caso de un solo parametro.
Todo esto tomando lo expuesto en [8], [28] y [9] para los tiempos entre apariciones. Para la
distribucién de Waring se considera también [29], [30], [31] y [32].

3.1. Tiempos de Apariciéon

Para esta seccién consideremos nuevamente una distribucién m ~ PDP(d, ) y una mues-
tra Xy = (Xi,...,Xy) de esta distribuciéon. En los capitulos anteriores la muestra que
se usaba no consideraba el orden en que se observan los elementos. En el contexto de los
tiempos entre apariciones, que se pueden entender como el intervalo o tiempo transcurrido
entre nuevas especies, se hace necesario usar explicitamente el orden en que aparecen estas
observaciones.

Para poder entender los tiempos entre apariciones de especies necesitamos definir algunas
variables aleatorias. Primero, consideremos la secuencia (Bj, ..., By) dada por

j—1
By =1, B; =[] 1x#x3, j=2,...,N.

i=1

Es decir, B; = 1 cuando X es una nueva especie (distinta a todos los X; anteriores), y 0 si
no lo es. Con esto se tiene una secuencia binaria que permite destacar los instantes en los
cuales aparecen nuevas especies en la muestra Xy. Ademaés, la probabilidad condicional de
Bj dado valores anteriores de la secuencia viene dada, para j =1,..., N, por
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a+ 7

— J dzg:1bi
P(Bj1 = 0| By=by,..., B, = b;) = 24 2=10i,
(]+1 | 1 1 J ]) ]

]P)(Bj_H:]_ | Blzbh...,Bj:bj):

donde b; € {0,1} para todo i = 1,...,J, que es andloga a la probabilidad condicional que
se tiene para las muestras, solo que para la secuencia binaria. El nimero total de especies
distintas en la muestra, Ky, también se puede definir mediante esta secuencia, contando cada
vez que hay una nueva especie.

N
Ky=Y B,
Jj=1
Si consideramos que hay Ky = k especies en la muestra, la variable principal es el tiempo
de aparicion, que es el momento cuando aparece la j-ésima especie por primera vez

l
Vi=1, Vj:min{E:ZBi:j}, j=2,...,k.

=1

Con esta variable se tiene una secuencia mas especifica de los momentos en que aparece cada
especie en la muestra. Ademas, Xy, corresponde al primer elemento observado de la especie
j, el cual se puede tomar como el representante de la especie.

Asi, se puede definir el tiempo entre apariciones (o tiempo de espera) de una nueva especie
como el niimero de observaciones entre especies, o el tiempo transcurrido después de observar
una especie hasta observar una nueva, el cual esta definido por

T;=Vinu—-V;,, 1<j<k y Ti=Nsik=1

Si se observaron las especies (X;)¥_, entonces T} es el nimero de observaciones antes de X}
y cuando k > 1, T} es el nmero de observaciones entre X7 y X7, ;, incluido el primero. En el
caso k > 1 se tiene que T = t; para j = 1,...,k—1 es equivalente a Xy, 1.4, ,+1 € X para
7 =2,...,k; es decir, los tiempos entre apariciones también permiten identificar la primera
observacién que pertenece a cada especie, ademas se cumple que ¢t +---+1tx_1 < N. Se tiene

por convencién la definicién del tiempo de proxima aparicién (o tiempo de atin-espera) como
T, =N —V,+ 1 cuando k > 1, y T} = N si no.

Con estas variables definidas se tiene un teorema importante demostrado en [8] que co-
rresponde a la distribucién conjunta del niimero total de especies en la muestra y los tiempos
entre apariciones.

Teorema 3.1 (ver [§]) Sean k,ti,...,tx—1 valores en N. Se define t, = 33%_ t; yto = 0,
k—1

luego la distribucion conjunta de Ky y (1), es

_ _ _ _ (ald)y { .
P(Ky =k, Ty =t,...,Tho1 = tp_1) = [T —id+ti-1)s-1,
(a)N i=1
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donde t, = N —t,_1 > 0.

Para poder estudiar la distribucién conjunta solo de los tiempos entre apariciones y asi la
distribucién condicional dado los tiempos anteriores, para luego entender el tiempo esperado,
es necesario introducir la distribucion de Waring.

3.2. Distribucion de Waring

En esta secciéon se define la distribuciéon de Waring que corresponde a la distribucion de
una variable aleatoria discreta con valores en {0, 1, ...}, también se define la version acotada
de esta distribucién. Junto a esto se enuncian las esperanzas de estas variables, ademas se
desarrollan las demostraciones de estas esperanzas pues en la referencia principal [9] solo se
encontraban enunciadas sin demostracion, excepto por una propiedad como indicacién para
dirigir el calculo.

En [29] se encuentra la esperanza de la distribucién de Waring generalizada, que se ob-
tiene mediante la funcién generadora de momentos, a pesar de esto se decide desarrollar la
demostracion usando la indicacién. Para el caso de la distribucion de Waring acotada, no
se encuentra la demostracion en la bibliografia revisada y de hecho nos parece que es mas
complicado que solo aplicar la indicacién expuesta en [9], lo que es una razén adicional para
hacer el desarrollo en este trabajo.

Partimos entonces con la definicién de la distribucién de Waring.
Definicién 3.1 Sean b > a > 0 wvalores reales, se dice que W distribuye segun una dis-

tribucion de Waring de parametros b y a, denotado W ~ Waring(b,a) si tiene la siguiente
densidad discreta, para v € {0,1,...}

Una propiedad importante de esta distribucion, es que se puede escribir como una dis-
tribucién beta geométrica W ~ Geométrica(Beta(a,b — a)). Donde G ~ Geométrica(p) estd
dada por la densidad P(G = z) = p*(1 — p), > 0 (ver [9]), es decir, G distribuye como
Geom(1l — p)—1, con Geom(p) la variable aleatoria geométrica usual. En otras palabras, la
distribucién de Waring es el ntimero de éxitos necesarios hasta obtener 1 fracaso en una
secuencia de lanzamientos independientes Bernoulli con probabilidad de éxito p, donde p a
su vez también es una variable aleatoria, segiin una distribucién beta:

p ~ Beta(a,b— a)
Wlp ~ Geométrica(p).

Esta propiedad se puede entender como un caso particular de la distribucion beta binomial
negativa (BNB por sus siglas en inglés, ver [30]), donde Z ~ BNB(r, a, ) si satisface Z|p ~
Binomial-Negativa(r,p) y p ~ Beta(a, f); la cual se utiliza para conteo cuando hay colas
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pesadas. Asi, en este caso se tiene que la geométrica definida anteriormente corresponde a
la binomial negativa para r = 1 fracaso. De este modo, el cdlculo de la esperanza de la
distribucién de Waring es menos complicado. El valor esperado y la demostracién se detallan
en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1 (ver [9]) Para W ~ Waring(b,a) se tiene que

a b—a>1

]E(W) — {b—a—l

00 St no.

DeMOSTRACION. Por lo mencionado anteriormente se tiene que E(W) = E(E(W|p)), entonces
consideremos G ~ Geométrica(p) y calculemos E(G) para luego tomar la esperanza de esta
y aleatorizar p con respecto a una distribucion beta.

E(G) =Y ap"(1—p)=pl—p) > ap” ' =pl—p)> dfp(px)

d A d (1Y) 1
zpﬂ—phm(gko)—pﬂ—phw<1_p>—pﬂ—p%1_pp
__b
=

Con esto se tiene que E(W) = E(p/(1 — p)) donde p ~ Beta(a,b — a). Asi,

p Lo 1 -1 b—a—1
=E|— | = 1 - “d
E(W) E(l—p) /0 1—xB(a,b—a)I (1-2) ‘

1 1
- - a+1-1 1— b—a—l—ld )
B(a,b—a) /0 g (1-=2) ‘

Esta integral es finita solo cuando a+1 >0y b —a — 1 > 0, como la primera desigualdad
siempre se tiene, el calculo se continua para b — a > 1. Ademads, esta integral corresponde a
una funcién beta, entonces

EW) = mB(a—l—l,b—a— 1)
B ['(b) Fa+1)I'(b—a—1)
['(a)L'(b— a) '(b)
B al'(a)T'(b—a—1)
S T(a)b—a—1DI(b—a—1)
B a
S b—a—1
Por lo tanto se concluye el resultado deseado. O

Como se desea trabajar con los tiempos entre apariciones, se hace necesario modificar esta
distribucion, ya que los tiempos siempre estaran acotados por el tamano de la muestra. Si se
reagrupan los eventos W > n para algin n, se obtiene la distribucion de Waring acotada, la
cual denotaremos W" para explicitar el valor n hasta donde esta acotada.
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Definicién 3.2 Sean b > a > 0 valores reales yn € N, se dice que E/” distribuye segun una
distribucion de Waring acotada de pardametros n, b y a, denotada W™ ~ A-Waring(n,b,a),
st tiene la siguiente densidad discreta

(b—a)% size{0,1,....,n—1}

: St T =n.
(b)a

Esta nueva variable aleatoria cumple una propiedad analoga a la anterior de ser una distri-
bucion beta geométrica, solo que para una distribucion geométrica acotada, que denotaremos
G", con densidad P(G" = z) = p”(1 — p) para = € {0,1,...,n — 1} y IF’(G” =1x) = p° si
x =n (ver [9]). Luego la esperanza se puede calcular de forma similar a la anterior para uno
de los caso, y esta dada por:

Proposicion 3.2 Para Wn ~ A-Waring(n, b, a) se tiene que, donde 1 es la funcidn digamma

23, "
E<v”v”>—{" Al (3.1)
(b= Db +n) —b(d)] b=a+1.

DEMOSTRACION. Veamos primero la esperanza de G™, una geométrica acotada de parametros
n y p, cuyo calculo es similar al caso no acotado.

n—1

E(G") = Y ap®(1 —p) +np" = p(1 — p) (Zp>+np”

x=0
d (1—pn —np" (1 —p)+ (1 —p")
=p(1—p< >+np”=p(1—p
%w 1—p ) (1-p)?
_npn—l + npn +1-— pn npn(l _ p) _npn + npn—i-l + p— pn+1 + npn _ npn—H

—F I—p * I—p B I—p

+ np"

Asi, la esperanza de W™ viene dada por E(W”) = E(lfp f"lnj;) donde p ~ Beta(a,b—a).
Veamos primero el caso b — a > 1, donde notamos que aparece la esperanza de una Waring
W que ya conocemos E(p/(1 — p)) = E(W) = :—2— el cédlculo del otro término sigue de

b—a—1"
forma similar

pn-i-l 1 /1 xn—&-l . N
E = a=lr1 _ a=17
(1—p> B(a,b—a) Jo 1z (1-2) v

— B(a,ll)—a)/o gt (] )Tl gy = mB(a +n+1,b—a—1)
B ['(b) Fla+n+1)I'0b—a—1)

- T(a)T(b—a) L'(b+n)

B al’(b) Fa+n+1)Ib—a—1)

S Ta+1)(b—a—1)I(b—a—1) IL'(b+n)

B a (a+1),

S b—a—1 (b),
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Luego la esperanza de Wnmenel caso b—a > 1 es

=) - & () -2 (1) - o (- Y5

A diferencia de la distribucion de Waring (no acotada) se tiene que la esperanza si existe
para el caso b — a < 1. Veamos el caso borde b — a = 1, en efecto se tiene

E(W")zE( P —pw): ( ! )/01< ° —an)xa_l(l—x)b_a_ldx,

l—-p 1-p B(a,b—a l—2z 1-—2

reemplazando con b = a + 1 se tiene que

. 1 1 T gntl 1 b1 1 pbtn—1
E ”:7/ — = "2y = (b—1 / d—/ dr | .
(W) B(b—1,1) Jo <l—x 1—x>x v=( )<o 1z b 1-2™

t

Tomemos la primera integral y consideremos el cambio x = ™", entonces
t(b—1) bt

_ R
/ do = /1—6 - )dt_/o 1—6—tdt'

De manera andloga para la otra integral se tiene que

1 gbtn—1 00 e—(b-‘rn)t
dz — / dt.
/0 1—=x v o 1—et

Luego, restando estas integrales se tiene que

o bt 0 p—(b+n)t o bt 0 o~ (b+n)t % ot %0 ot
dt—/ 7dt:/ dt—/ dt —dt—/ €
/0 1—et o 1—et 0 1—et o 1—et +0 t o t
(bn)t 0o [ p—t —bt
—/ € dt—/ C_C Na
1—e" 0 t 1—et
=(b+ n) ().

Donde se utiliza la representacion integral de la funcién digamma ([2.5)). Por lo tanto en el
caso b =a + 1 se tiene

E(W") = (b—1)[¥(b+ n) — 9 (b)].

Por 1ltimo, el caso b — a < 1 se calcula de manera diferente. Como W™ es una variable
aleatoria acotada esta debe tener esperanza finita, pero a diferencia del caso b —a > 1 la
representacion integral de la funcién beta no existe para valores negativos por lo que hay que
tomar otro camino. Para esto probemos primero la siguiente igualdad, por induccién.

"z—:l wPa+z) b+ 1D(a+1DIb+n+1)— (b+n)l(b+2)I(a+n)(bn+a — an)
=Tb+z+1) (a—b)(a—b+DTL+2)L(b+n+1) '

(3.2)

= El caso n = 1. La suma del lado izquierdo es claramente 0, veamos que pasa con el
numerador del lado derecho.
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b+ (a+ DTG +14+1)— 0+ D)0 +2)T(a+1)(b+a—a)
=bb+ I (a+1I'(b+2)— b+ 1)I'(b+2)(a+1)b

Por lo que se cumple el caso base.

= Antes de ver el paso inductivo, veamos que ocurre con n = 2. El lado izquierdo esta
conformado por el valor x = 1, que es simplemente 1;((2”1;; , por lo que el lado derecho
también debe serlo. En efecto, usando la recursién de la funciéon gamma, tenemos que

b+2)L'b+2)=T(0b+3)yI'(a+2)=(a+ 1)I'(a+ 1) y entonces el lado derecho es

b(b+1DI'(a+ 1)I'(b+3) — (b+2)L'(b+2)I'(a+2)(2b+ a — 2a)
(a=b)(a—b+ 1)I'(b+2)I'(b+3)
b0+ D)@+ 1T +3) —T(b+3)(a+ 1)I'(a+1)(2b — a)
(a—b)a—b+1I'(b+2)I'(b+ 3)
Fla+1)bb+1)—(a+1)(2b—a)

I'(b+2) (a=b)a—b+1)

donde ya aparece la fracciéon que se desea, por lo que basta ver que la otra es 1, desa-
rrollando y reordenando se tiene que

b>+b—2ab+a®>—2b+a a2—|—b2—2ab+a—b_

a2 —2ab+a+b—b  a?+b>—2ab+a—0b
Es decir, se cumple la igualdad (3.2)) para n = 2.

= Supongamos que se tiene la igualdad para n—1 y probemos que se cumple también
para n.
boal(a+z) R al(a+z) nl'(a+n)
Z;)P(H.rﬂ) =2 Lb+x+1) Tb+n+1)

=0

usando la hipdtesis inductiva, y multiplicando por (b+ n + 1) en el numerador y deno-
minador para hacer aparecer I'(b + n + 2), se obtiene

" z2l(a+ x)
xz::() IF'b+z+1)
b(b+1l(a+1)I'(b+n+1)— (b+n)L'(b+2)'(a+n)(bn+a—an) nl'(a +n)

(@a—Db)a—b+1I(b+2)T(b+n+1) I'b+n+1)
bb+1DI'(a+1)I'(b+n+2)—(b+n+1)(b+n)(b+2)'(a+n)(bn+ a— an)
(a=b)(a—b+1)T'(L+2)I'(b+n+2)
(b+n+1)nl'(a+n)
I'(b+n+2)
b+ 1I'(a+1)I'(b+n+2) = (b+n+1)(b+n)(b+2)'(a+n)(bn+ a— an)
(a=b)(a—b+ 1T L+2)T'(b+n+2)
(a—b)(a—b+1DI'(b+2)(b+n+1)nl'(a+n)
(a—b)la—b+ 1D (b+2)T(b+n+2)

+
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Donde notamos que ya tenemos listo el denominador y el primer término del numerador
de la fraccion, trabajemos el resto del numerador

—(b+n+1I'b+2)(a+n)[(b+n)(bn+a—an) —n(a —b)(a — b+ 1)]
~(b+n+ 1)L+ 2)C(a+n)[b*n + ab — abn + bn* + an — an®
—a’n + abn — an + abn — b*n + bn)
—(b+n+ 1D+ 2)0(a+n)[ab— a®n + abn + bn® — an® + bn]
—(b+n+1I'(b+2)'(a+ n)a(b—an+bn) +n(bn — an + n)]
—(b+n+1)T'b+2)T(a+n)(a+n)(b—an+bn)
—(b+n+1)I'0+2)T(a+n+1)(b—an+bn),

donde se usa la recursion de la funcién gamma para hacer aparecer I'(a+n+1). Ademaés,
reordenando el tltimo valor como b —an + bn = b(n+ 1) + a — a(n + 1), se obtiene el
término faltante del numerador. Es decir, para n se tiene que

" xl(a+ 2)

;) IF'b+ax+1)

b+ D (a+ 1IN0 +n+2) —(b+n+ 1IN0+ 2)(a+n+1)(b(n+1)+a—a(n+1))
B (a—Db)(a—b+1I(b+2)T(b+n+2)

Con lo cual queda demostrada por induccién la igualdad dada por (3.2)).

Continuando con la demostracion de la esperanza de wn para el caso b —a < 1, la
esperanza discreta estd dada por

E(W") = znj P(W" = )

_ nZIx —a (a)s n(a)n

= 2 elbmagy TG,

_ n_lm(b— 2) [(a+ z)T'(b) (a)n
=0 (a)l'(b+z + ) (b)n

B ) "2 zl(a+ ) (a)n
B (b_a)r(a) ;)F(b+x+ DR

n

Asi, usando el resultado de la ecuacion (3.2)), se tiene que el primer término de la igualdad
anterior se puede separar en dos. El primero de estos es

- )F(b) b(b+ 1)(a+ DT(b+n+1) T+ 1)(b+1)al(a)
(@ @—b)a—b+1Tb+2T(b+n+1) T(a)b—a— DI(b+2)
B I'(b+2)a
S (b—a—-1DT(b+2)
BTt
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El otro corresponde a
') (b+n)T(b+2)T(a+n)(bn+a—an)

F(a) (a=b)(a—b+1)I'O+2)I'(b+n+1)
1 TO»IT(a+n)(bn+a—an)

—(b—a)

T b-a-1 T'(a)[(b+n)
1 T(a+n)
= =1 () e
- L Llatntla (bn 4+ a — an)

b—a—1(b)u(a+n)T(a+1)
1 (a+1), a

- b _
b—a—1 (b), a+n(n+a an).

juntando esto con el término n(a),/(b), que falta de la esperanza de W™, nos queda

1 1 r
(a+Dn_a (bn+a—an) +n (atn)

T b—a—-1 (b), a+n T'(a)(b),
1 (a+1), | a Ia+1) nl(a+n)
T b—a-—1 (b)n la—i-n(bn—i_a_an)_(b_a_l)F(a+1+n) ['(a) ]
1 (a+1), [ a an
T b—a-—1 (b)n [a+n(bn+a—an)—(b—a—1)a+n

a (a+1), 1
—— a+n[n+a an — bn + an + n|

a (a+1), 1

T b—a—1 (b), avn®
B a (a+1),
“b—a—-1 (b

Con esto, sumando los dos valores encontrados, se llega a que la esperanza de W™ en el
caso b—a < 1es

E(W") = —
(W) b—a—-1 b—a—-1 (b),
B a {— (a+1),
S b—a-—1 b), )
Con lo cual se concluye el resultado. O]

Notamos que en la esperanza de la distribucién de Waring acotada (3.1)), el primer término
coincide, en el caso b—a > 1, con la esperanza de la distribucién de Waring. Lo mas interesante
es que para el caso b —a < 1 la férmula es la misma al caso b —a > 1, ademas que en el caso
borde vuelve a aparecer la funciéon digamma que hemos visto en otros valores esperados.

Cabe destacar también que el caso borde, b — a = 1, en ({3.1)) corresponde a la derivada
del caso general b — a # 1. En efecto, si consideramos h = b — a — 1 entonces
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e () =7 (- e )

B 1 T(b+n—h) I(b)
(b_l_h><h_ hT (b + n) F(b—h))'

Notando que la funcién digamma se puede escribir como

[V(z)  limyt@=te=h /1 Pz —h)
Vi) = T(z) T'(z) = i (h_ hI () )
entonces
1 T(b+n—h) T(b) :<1_F(b+n—h)> PG 1 T
h hl(b+n) T(b—h) \h  hD(b+n) F(b — h) h o hD(b— h)
(1 T(b+n-—h) 1 r'(b)
- (5 "irp ) oo h( )

(1 T(b+n-—h) r() ”(bh
~\h h(b+n) )T(b—h) F(b —h) "’

Luego, tomando limite con h tendiendo a 0, que es realmente b — a — 1, recuperamos la
funcién digamma

L) _ I'(b)

(b + ")@ T

y juntando esto con el valor lim;,_,o(b —1 — h) = b — 1 que faltaba se obtiene

(b= 1)@ (b +n) = (),

que es justamente el caso borde b — a = 1 de la esperanza de la distribuciéon de Waring

acotada ((3.1]).

3.3. Tiempo esperado entre apariciones

Continuando con los tiempos entre apariciones, para estudiar el tiempo esperado es nece-
sario tener la distribucién conjunta de los tiempos entre apariciones, donde se sigue conside-
rando la muestra X de un PDP(d, ).

Proposicion 3.3 (ver [8]) Parar tal quel <r < N yty,...,t, € N la distribucion conjunta
de los tiempos entre apariciones (T]);":1 estd dada por

@Dt Y11 g 47,1, (3.3)

P(Tl :tla---aTT :tr) == (a)7
tr+1 =1

dado que t, = 3%_,t; < N y se considera que tg = 0.
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En el caso particular k£ = 1, se tiene por convencién que 77 = N y

(1 — d)N,1

Mﬂ:A@:u+QM4.

Cuando se tiene el caso usual de k > 1 o cuando 17 < N se obtiene de (3.3)) que la distribucién
del primer tiempo entre apariciones esta dada por

P(Tl = tl) = (Oé + d)

esto notando que () +1 = a(a + 1);,. Con lo cual se tiene que (77 — 1) ~ A-Waring(N —
1,14 «a,1 —d). A continuacién se tiene una proposicién que extiende este resultado para el
tiempo T, condicionado a los tiempos anteriores.

Proposicién 3.4 (ver [8]) Para r,ty,...,t,_1 € N tal que 1 <r < N yt,_1 < N se tiene
que la distribucion condicional del tiempo entre apariciones T, dados los tiempos anteriores
se define

s Parar <k, 1<t, <t

_ tr—1+1—rd)_1
P(T, = t,|{T; = t;}'21) = d(, u
( |{ J ]}]—1> (Oé—i-'f’ ) (tr—1+1+05)tr )

s parar =k ot, =N —1t,_4

(%r—l +1-— Td)t,«—l

P(T, = t,.{T; = t;}'=}) = E+14+a), 1

Es decir, T, — 1 condicionado a los tiempos anteriores {T; = tj};;% tiene una distribucion
A-Waring(N —t,_1 — Lt, 1+ 14+ a,t,_1+1—rd).

De esta proposicion tenemos que para la distribucién condicional no se necesita explicita-
mente el valor de cada tiempo entre apariciones, solo la suma de los anteriores. Asi, se puede
definir la variable

T
.-y,
Jj=1

y se tiene que (T, — 1 | T,y =t,_1) ~ A-Waring(N — ¢, 1 — 1,{, 1 + 1+ a,t,_1 + 1 —rd).

Al tener esta distribucién, podemos usar la ecuacién de la esperanza de la distribucion
Waring acotada de la seccién anterior para obtener el tiempo esperado entre apariciones de
la especie r condicionado al valor de T,_; = %,_;, que por comodidad se deja simplemente
como T, | t,_1.
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Proposicién 3.5 Para 1 <r <k yt._1 tal que Ty = 0, se tiene que

7 _ (ET*1+2_Td)N—E 1
_ ] 4 boitiord (1 - = r=t ) a+rd#1
E(Tr | tr—l) = atrd=1 (tr—1+14a)y tp_p—1 7&

tr1+1+a)] at+rd=1

- (3.4)
14+ (t—1 +a)[(a+ N)—(t

Notamos de este resultado que el valor esperado esta dado por el caso a + rd # 1 practi-
camente siempre, aunque puede ocurrir que se cumpla « + rd = 1 para ciertos valores de «
y d pero seria solo para a lo mas un valor de r. Esto tltimo tomando en cuenta el Proceso
de Poisson-Dirichlet d # 0, pues si se toma d = 0 y a = 1 se tendria siempre el segundo caso
para la esperanza.

La ecuacién es un resultado de esta tesis, obtenido a partir de lo expuesto en [§]
de la proposicion anterior y lo demostrado en la Proposicion , dada por [9]. Ademas, este
resultado coincide con la esperanza condicional obtenida por Huillet [9] en el caso del Proceso
de Dirichlet d = 0 (y a # 1), la cual se obtiene de otra manera: a partir de la distribucién
de Dirichlet y tomando el limite de Kingman. Dicho de otra forma, el tiempo esperado entre
apariciones en corresponde a la generalizacion del caso de un solo parametro.
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Capitulo 4

Variacion de la entropia y aparicion
de especies

Volviendo al estudio de la entropia, este capitulo esta dedicado al resultado principal de
esta tesis, que es una relacion y unas desigualdades para la variacion de la entropia entre dos
pasos sucesivos para el Proceso de Poisson-Dirichlet.

Para esto, se estudia primero la variacion de la entropia en el caso frecuentista y su relacién
con la aparicién de nuevas especies en la Seccién 4.1} para esto se sigue estrechamente las notas
preliminares de Servet Martinez [10], dando més detalle en algunas partes de la demostraciéon
principal. En la Seccién [4.2] inspirados por lo hecho en el caso frecuentista, se estudia la
variacion de la entropia Bayesiana en el caso del Proceso de Poisson-Dirichlet, obteniendo
asi el resultado principal en el Teorema 4.1 ademds de distintos corolarios a partir de esto.

4.1. Variaciéon de la entropia frecuentista

Como fue mencionado, en esta seccién se estudia la variacién de la entropia en el caso
frecuentista usando [I0]. Para poder hacer esto, se explica la notacién usada y se expone
el resultado principal que es una desigualdad para una diferencia ponderada de la entropia
entre dos pasos sucesivos, ademas de la demostracién de esta variacion.

El contexto es el mismo que se ha considerado en los capitulos anteriores, es decir, una
secuencia de elementos X7, ..., X, que se van clasificando en alguna clase (o especie) a medida
que son observados. En el paso n se tiene que se han recolectado n elementos que denotaremos
I, = {X1,...,X,}, lo que corresponde a agregar el elemento X,, a I,, 1 (donde Iy = (). Sea
~ la relacion de poner dos elementos juntos, es decir, que son parte de la misma clase. En
cada paso n el conjunto I, estd dividido en una familia J(7,,) de las clases de equivalencia
disjuntas: todos los elementos de la clase J € J(I,,) estan en relacién ~ entre ellos y ninguno
de los elementos en [, \ J estd en relacién ~ con los elementos de J. En este proceso siempre
es posible que aparezcan nuevas clases.

Denotemos J,, = J(I,) a la familia de clases de equivalencia disjuntas. Las clases que no
contienen a X,, se mantienen sin cambios cuando se pasa de J,_1 a J,,, si X,, esta en relacion
con algin elemento de alguna clase de equivalencia J € J,_; entonces se agrega para obtener
la clase JU{X,} € J,, en cambio si X,, no estd en relaciéon ~ con ninguno de los elementos
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Xi, ..., X,,_1 entonces se crea una nueva clase en el paso n dada por el singleton {X,,} € J,..

Sea J,(X;) la clase de equivalencia de X; en J,,. Para n > [ se tiene claramente que
X; € J.(X)) y sin < se tiene J,(X;) = ) cuando ninguno de los elementos X7, ..., X, estd
en relacion ~ con X;. Entonces

Jn(X0) = Jue1(Xn) ULX} ¥ Jn(Xim) = Jne1(Xom) 81 X 4 Xon.

Para J € J,, su peso |J|, es el nimero de pasos antes de o en n cuando un objeto en J es
recolectado.
|Jl, =|{le{1,...,n}: X; € J}.
Asi,
[ Jo(Xn)|n = [Tt (Xn)[n + 1y [Ju(Xi) |0 = |Jn-1(X1)[n—1 para Xi £ X,

Ademas por definicion se tiene

n= > 1|J|.

Jeln

Con esto la entropia en el paso n es
J|n I
= 1(1) = — Y e, (") , (41)
Jel, " n

donde se tiene por continuidad que 0log(0) = 0, asi se puede agregar la clase vacia si se desea.
En el valor |J|,/n es la frecuencia de J en el paso n y —log(|J|,/n) es la informacién
dada por esta clase, esta ecuaciéon es analoga a mostrada previamente. Ademas, se tiene
la siguiente desigualdad

H, <logn,

y la igualdad se alcanza si y solo si cada par de elementos en I, no estan relacionados ~,
esto es X; 0 X; para todo 1 < i < j <n. De hecho, en este caso |J,,| = n, donde cada clase
J € J,, es un singleton con |J|, =1y asi H, = — >, 1/nlog(1/n) = logn. Se sabe que en
todos los otros casos la desigualdad es estricta, donde notamos también que H; = 0.

Para estudiar la secuencia de entropfa (H, : n > 1) es de utilidad denotar por J! =
Jn(X,) € J, ala clase de J,, que contiene a X,,, y ¢, = |J|, como el nimero de elementos
que tiene. Con la notaciéon ya definida, se tiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 4.1 Paran > 1 sea
Api1 = (n+1)(log(n+ 1) — Hyvq) — n(log(n) — Hy,).
Entonces, las siguientes relaciones se cumplen
Vn>1, Apig =Vloiilog(lnyr) — (b1 —1) log(lpy1—1) > 0. (4.2)
Mads ain, A1 se hace cero cuando aparece una nueva clase en n + 1,

An+1 — O = €n+1 - 1 (43)
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DEMOSTRACION. La ecuacion se obtiene de y el hecho de que ¢ > 1 satisface la
relacién (log(¢) — (¢ — 1)log(¢ — 1) = 0 si y solo si £ = 1. Ademds como la funcién log es
creciente se tiene que ¢log(¢) — (¢ — 1)log(¢ — 1) es siempre mayor o igual a 0 para ¢ > 1,
con lo cual se tiene la desigualdad en (4.2)). Demostremos entonces la relacién principal de
, tenemos que la entropia en el paso n + 1 es

’J‘”H |J|n+1
Hypr=— Z log
JEInt1 n+ 1 n+ 1
== > (CJEEEN log <|J‘"H> QR CATETR log <’J’:+1|n+1>
b,y ML n+1 nt1 T
o r () ()
JeJn+1\{J,’§+1}n+1 n+1 n+1 n-+1

donde en la ultima suma se usa |J|, en vez de |J|,+1 porque en los J que se estan sumando

ya no se estd considerando el elemento X, i pues se quita la clase de equivalencia que lo
3 *

contiene J; ;. Luego,

n |J|n |J|n én—i—l én—i—l
H,.1=— —1 — | ,
1 n-+1 Z n Og<n+1 n—}—lOg n+1

Jeﬂn+1\{‘];+1}

desarrollando esta sumatoria

[ln [/
E 1
n ©8 n+1

JeInt1\ {1}
Jn Jn
=y gy -y Mg
JEIn+1\{J}s 1} J€Int1\{Jys 1}
|J n Il
= > [l log(|J],) — log(n + 1) > | n’ ;
JEIn I \{Jr, 0} JE€Int1\{J;; 11}
notamos que
5 || _ 3 |J|n n b1 lna
JeInt1\{Jps 11} n JeInt1\ {1} n " "
1 ly
= - Z |J|n+1 ———
JEInt1 n
1 én—‘rl
== 1) — 2=
n(n +1) n
i1 — 1
S T
n
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y asi

s g (1l
n n+1

JEJn+1\{J*+1}

= Mg - togga e (1= 222,

n
JGJn+1\{Jn+1}

Agregando el término faltante para tener log (‘Jl"> en la suma y usando lo calculado ante-
riormente se tiene que

s b, (h
n n+1

JE€Int1\{ 1}
J|n Jn
- ¥ ‘n’log(uyn) > b log(n)
JEIn+1\{J;s 1} JeInt1\{J 1}
+ > ln log(n) —log(n + 1) (1 SRLULS S )
Je€Inpi\{Jy 1} " "

=5 Bl () g - togn+ 1 (1= 22,

* n n
JEJnJrl\{J +1}
Luego, reemplazando esto en la entropia H, i se obtiene

n J|n J|n
Ho= | v B (H>

* n n
JEJH+1\{J +1}

€n+1 -1 €n+1 £n+1
o) ~tog(n + 1)) (1= 0] = oy (feat )

—l—l

donde notamos que la suma que queda es muy similar a la entropia H, excepto que falta
una clase de equivalencia por sumar. De hecho si se suma el valor correspondiente a la clase
faltante pero sin considerar el valor X,,;1 o el paso n+ 1, es decir, la clase J ; \ {X,41} que
tiene peso ¢,,1 — 1, entonces se vuelve a considerar la clase faltante en la suma y esto hasta
el paso n,

22

n n
JGJnJrl\{J +1}

— Z ‘J|n 10g <|J|n> + gn—i—l -1 IOg (gn—&-l - 1) o £n+1 —1 lOg <€n+1 - 1)
n n n

Jelni\li) n n

Jel, n n n

= —H, — bnn — 1 log <€n+1 — 1) )
n

n
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Asi,

Uiy — 1 lpr — 1
b (1)

~ " (log(n) — log(n + 1)) (1_%_1)_ b log<enﬂ>

n+1 n n+1 n+1
Ahora,
(n+1)H,,1 —nH,
= (lnt1 — 1) log(p1 — 1) = (€1 — 1) log(n)
— nlog(n) +nlog(n + 1) +log(n) (fas1 — 1) — log(n + 1) (b1 — 1)
— lpi11og(Cri1) + Cnyr log(n + 1)
= (€n+1 - 1) log(gn—i-l - 1) - nlog(”) + (n + 1) log(n + 1) - En—i—l log(gn—i-l)'
Entonces,

(n+1)(log(n + 1) — Hpy1) — n(log(n) — Hy) = loyrlog(lni1) — (bna — 1) log(lnyy — 1)
An—‘,—l = En—i—l IOg(an) — (gn—',-l — ].) IOg(fn_H — 1)

Por lo tanto, la formula (4.2)) queda demostrada. Il

Como log(n)—H,, > 0 entonces el valor A, 11 = (n+1)(log(n + 1)— H,4+1) —n(log(n)—H,)
es una diferencia entre dos niimeros no negativos, méas ain, hemos visto que este valor es
siempre no negativo y ademas que se hace cero solo cuando emerge una nueva clase, esto
ultimo para n > 1. En el caso n = 0, y usando que H; = 0, se tiene que A; = (n +
1)(log(n + 1) — Hyt1)|n=0 = 0, lo cual es consistente con el hecho de que en el paso 1 siempre
aparece una nueva clase.

Esta proposicion muestra que uno puede recuperar el tamano de la clase que contiene al
objeto recolectado en el paso n. Notamos que el paso de H, a H,; requiere un cambio global
de las frecuencias de las clases y también un cambio global de la informacién asociada a estas
clases.

4.2. Variacién de la entropia Bayesiana

De acuerdo al analisis realizado en la secciéon anterior, si bien el niimero de clases en la
muestra permanece finito, pueden aparecer nuevas clases a medida que se recolectan nuevos
elementos, sin embargo no se tiene una probabilidad definida con la que aparecen estas nuevas
clases. Dado esto y para considerar el caso en que hayan infinitas clases, se realiza un analisis
de la variacién de la entropia en el caso Bayesiano, en particular en el contexto del Proceso
de Poisson-Dirichlet.

Dada una muestra Xy = (Xj,..., Xy) de un Proceso de Poisson-Dirichlet de pardmetros

d, o, se tiene que la entropia esperada posterior estd dada por la ecuacion (2.14)), que se repite
a continuacion,
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k
E(H|Xy,d,a) = (o + N +1) - Z:’ﬁwa —d)— (HIN (Z(ni — dy(n; —d + 1)) .
=1

Como se desea estudiar la variaciéon con respecto al paso siguiente, se define la entropia
posterior al recolectar un nuevo elemento Xy1, que puede estar en una especie X; ya vista
(con j =1,...,k) ono estar en ninguna de las especies de la muestra. En la muestra se asume
que hay K = k especies distintas, esta dependencia al valor k no se explicita pero siempre
estd considerada (igual para d, «). Asi, la entropia queda definida por una nueva distribucion
posterior, a la cual se le calcula la esperanza, que denotamos de la siguiente manera

Hy =E(H|Xy,d, a)
Hyiiz=E(H Xy, Xni1 & X5 Vj,d, )
I:INHJ- =E(H XN, Xny1 € X}, d,a) paraalgin j=1,... k.

Con esto se puede enunciar el resultado principal de esta tesis, que corresponde a una
relaciéon para la diferencia ponderada de la entropia esperada posterior, entre dos pasos
sucesivos, en el caso del Proceso de Poisson-Dirichlet, y un par de desigualdades con respecto
a esta variacion.

Teorema 4.1 Para N > 1 sean

Aniry = (a+N+1)Hyy — (a+ N)Hy
Ani1;=(a+ N+ l)I:INHJ- — (a+ N)]fIN para algin j =1,... k.

Entonces, se cumplen las siguientes relaciones para todo N > 1

Ayirj=v(@+N+1)—¢(n;+1—d) >0 paraalginj=1,... k. (4.5)
Mas aun, se tienen las siguientes desiqualdades para todo j =1,... )k
Ani1j < Ansig, (4.6)

.
Yy para j* = argjggax n;

=1,...,

Anirye < Angay (4.7)

DEMOSTRACION. Primero notamos que los valores en y sean mayores que 0 viene
del hecho de que los pardmetros del Proceso de Poisson-Dirichlet cumplen que a@ > —d y
que la funcién digamma 1 es una funcién creciente en los reales positivos, ademas que las
frecuencias cumplen 1 <n; < N para todo j =1,..., k. Asi,

a+N+1>a+1>1—-4d
Y(a+N+1)>¢9(1l—d)
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a+N+12a+nj+1>nj+1—d
Yo+ N+1)>9(n;+1—d).

Veamos entonces la demostracion para la igualdad en la ecuacién . En este caso la
entropia esperada posterior H N+1,# se calcula mediante solo que considerando que la
muestra ahora es de tamafnio NV +1, el nimero de especies aumenta a k+1 y las frecuencias n;
se mantienen para j = 1,...,k, pero aparece una frecuencia para la nueva especie n;; = 1.
Entonces,

Hyi1 2

_platN4141)- 2D _1<H1 )

arn1 V0D oy (B DY —d D)

i=1

usando la relacion de recurrencia (2.4]) de la funcién digamma, ¢ (x + 1) = ¢(z) + 1/z, para
el primer valor y sacando el término k£ + 1 de la sumatoria se tiene que

Hyiiz
:¢W+N+U+a+é+1
kd d
- oz&—i——ll—\f—i—lw(l —d) — mw(l —d)
a oz—i—ll\f—i-l (g(nl —d)y(n; —d+ 1)) - a—i—]l\f—l—l(nkH —d)p(npy1 —d + 1),

ahora la idea es juntar algunos términos para que aparezca la entropia en N, en efecto

HN+1,7£
a+ N+1 1
= N+1)4+ —F—
g LG Ay v
a+N a+kd d
- 1—-d)———Y(1—-d
04+N—|—104+N¢( ) oz—l—N+1w( )
a+ N 1

- 1
S a+N+la+N (;(”i_dW(ni—dJrl)) —oa v vl —d+ D)

a+ N o+ kd 1 i
1
T SR e
d 1
_m¢(1—d)—m(1—d)¢(1—d+1),
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entonces

F[N—i-l,;é
a+N -« 1 1
- e —— N+1)4+—0"
a+N+1 N+O&+N+1w(g+ + )+a+N+1
d 1
. p(l=-d) - ——— A=D1 —d+1).
ar v D oy - ded—d+)

El dltimo término se puede expandir usando la recurrencia de la funciéon digamma para
obtener

1

e —d ) =

1
a+N+1<1_d) <w<1_d)+1—d)
1 1

- AW d e
oy e SkOL Gk Sy v

Luego reemplazando

I:[N+1,7é
:ojr;rv]zqﬁN+oM1\fﬂw<a+N+l)+cwl\fﬂ
1 1
BT S Sy v Lt Ly
:O%I:IN+OM1\[H¢<C¥+N+1)—Ww(l—d)(d—i-(l—d))
:C)%FIN‘f‘CMl\TH@D(Oé-i—N-f—l)—a_{_]lv_l_l@b(l—d).

Por lo tanto,

(a4+N+1)Hy12— (@+N)Hy =¢(a+ N +1) — (1 — d)
Ayvpz=v(@+N+1)—9(1—d),

con lo cual queda demostrada la ecuacién (4.4)).

Demostremos ahora la ecuacion . La demostracion sigue la misma idea que el caso
anterior, es decir, calcular la entropia esperada posterior H ~N+1,; mediante la ecuacion (2.14]).
Sea j € {1,...,k}, en este caso el tamano de muestra también es N + 1 pero el ntimero de
especies se mantiene en k y lo que cambia es la frecuencia para la especie X que pasa de n;
a ser n; + 1, y se mantienen las mismas frecuencias para el resto de las especies. Entonces,
teniendo en cuenta el comportamiento de la especie j-ésima en la sumatoria, se tiene que la
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entropia esperada posterior es

F[N-i-l,j
a+ kd
= N+1+1)— —(1 —d
dla+N+1+1) - S 2p(1—d)
1 k
- (n; —d)(n; —d+1)
a+N+1<i§:1

—(nj = d)p(n; —d+ 1)+ (n; + 1= d)vo(n; + 1 — d+1)).

Para los primeros términos se trabaja de la misma forma que antes,

Hy 1,
a+N+1 1 a+N a+kd

= — N +1 — 1—d
a—i—N—I—ld}(OH— + )+a—|—N—I—1 a—i—N—l—la—i—Nw( )

et (i(m—d)w(m—w 1))

S a+N+lat+N\Z

_omtJl\Url(_(nj —d)Yp(n; —d+ 1)+ (n; +1—=d)p(n; + 1 —d+1)),
entonces
Hyy1j
:ai;ﬁ¥ﬁw+a+;+1wa+N+D+a+;+1
_OZ+]1V+1(_(nj_d)qu}(nj_d+1)+<nj+1—d)¢(nj+1—d—|—1))'

Desarrollando el tltimo término, usando la recurrencia de la funcién digamma
—(nj—d)Y(n; —d+1)+(n; +1 —d)yp(n; +1 —d+1)
1
= —(nj—d)w(nj—d—l— 1)+(nj—|—1—d) <¢(nj+1_d)+7”bj—{—1—d)
= —(n]’ —d)?ﬁ(?% —d+ 1)“‘(7% —d)?ﬂ(nj—i‘l —d)+w(n]+1—d)+1
=¢(n; +1—d)+1.

Luego, reemplazando

]:INH,]'

:ai}]j—lﬁN+a+Jl\7+lw(a+N+l)+a+jl\[H
—OH_Jl\]H(w(nj—i-l—d)—i—l)

:ai?VﬁlﬁN+a+]l\f+1w(a+N+1)_W¢(”j+1—d)-
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Asi,

(@+N+1D)Hyy1;— (a+N)Hy =d(a+N+1) —(n; +1—d)

por lo tanto queda demostrada la ecuacién (4.5)).

Finalmente, demostremos las desigualdades (4.6 y (4.7)). Sea 5 € {1,...,k}, la primera
desigualdad viene del hecho de que 1 —d < n;+1—d y como la funcién digamma es creciente,
entonces ¢ (1 —d) < ¢¥(n; +1—d) y asi

Pla+N+1)—¢nj+1—-d) <¢la+N+1)—1y(1—d)
Ani1jy < Anyiz.

La otra desigualdad es porque se tiene n; < n;-, y asi de forma similar a la primera desigual-
dad

Yla+N+1)=pngH+1—-d) <¢a+N+1)—9(n; +1—d)
ANy < Angry

]

De este teorema tenemos una forma mas directa de calcular la varlac;lon de la entropla
esperada posterior para dos pasos consecutivos, en vez de Calcular H N+1,j O H N41,£ Y Hy
para obtener la variacion. Estas dos ecuaciones . ) v (@ son claramente muy similares,
de hecho si se considera que en la muestra inicial de tamaﬁo N la frecuencia de la (posible)
nueva especie es ng.; = 0 entonces se podria considerar simplemente el valor ¢)(a+ N +1) —
Y(nj+1—d)paraj=1,... k k+1 para el calculo de la variacién de la entropia, es decir, este
valor solo depende de la frecuencia actualizada de la especie del nuevo elemento observado
(y obviamente depende también de d, «, k y el tamano N, que se estdn considerando fijos).

Ademas, las ecuaciones y son las versiones Bayesianas, en particular del Pro-
ceso de Poisson-Dirichlet, a la variacion frecuentista dada por la ecuacién . En ambas
aparece el nimero de elementos de la especie actualizada, pero en este caso aparece la funcion
digamma en vez del logaritmo. A pesar de que en este caso no se tiene una caracterizacién
como en para la aparicién de una nueva especie, igual se obtiene una forma explicita
de calcular la variacién cuando aparece una nueva especie.

Con respecto a las desigualdades, por un lado, la ecuacion (4.6) nos dice que, para una
muestra de tamano N, al observar un nuevo elemento, la variacion de la entropia cuando
este elemento es de una nueva especie es mayor al aumento de entropia en el caso que este
elemento sea de una especie ya observada. Este comportamiento verifica la intuicion, pues al
agregar un elemento de una especie totalmente nueva este entrega en media mas informacion
(con respecto a la entropia) de la muestra que haber agregado un elemento de una especie
conocida, o en otras palabras, se tiene mas diversidad en la muestra al ver una nueva especie.

Por el otro lado, la ecuacién (4.7) nos muestra que si se agrega un elemento a la especie
que tiene la mayor cantidad de elementos, la cantidad de informacién o diversidad que se
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agrega es menor en media que haberlo agregado a cualquiera de las otras especies conocidas.
Lo cual también es algo esperable, ya que este caso no entrega mucha informaciéon adicional
sobre la muestra.

Un corolario que se puede obtener del Teorema son cotas para la variacién de la
entropia.

Corolario 4.1 Considerando que inicialmente ny.1 = 0, entonces
Ayvpj=v(@+N+1)—¢(nj+1—d), paraalginj=1,... kk+1.

Se tiene que

1 1
A > N+1l)-————In(n;+1—-d)+ — 4.
1 1
A <1 N+1l)-—F+——-In(n;j+1-d) + ———. 4.
N+t <In(a+ N+1) ot N1 n(n; + )+nj+1—d (4.9)

DEMOSTRACION. Estas cotas se obtiene de las cotas de la funcién digamma dadas por ([2.6), es
decir,

In(x) — i < ¢(x) <In(z) — 21x

Con esto se pueden acotar ambos términos de Ay ;,

1
1 N+1)—— < N+1)<lI N+1) — ———FF——
n(a+ N +1) a—l—N+1_w(a+ +1)<In(a+N+1) aT NI
y
In(n; +1—d)+ ! < —tmn;+1—-d) <—In(n; +1—d)+ !
—In(n; — —— < —(n; — —In(n; — _.
! 2(nj+1—d) ~ ! - ! n;+1—d
Con lo cual se concluyen las cotas en (4.8)) y (4.9). [

Estas cotas permiten determinar un intervalo en donde se encuentra la variacion de la en-
tropia Ay ; cuando no se tiene una forma directa de calcular la funcién digamma. Ademas,

1
se tiene que el largo del intervalo es + , es decir, a medida que
d & v 2@+ N+1) 2(n;+1—-4d) q
aumenta el tamafio de la muestra N (o la frecuencia n; para j = 1,..., k) el intervalo se hace

mas pequeno, por lo que se tiene mayor precision para el valor de la variacién de la entropia.

Por tdltimo, cuando el tamafio de la muestra N es suficientemente grande, se hace un
analisis del comportamiento de la aproximaciéon de la variacién de la entropia.

Corolario 4.2 Se tienen las siguientes aproximaciones para N y n; suficientemente grandes
para g =1,... k
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A ~1 N+1) — —7—— 4.1
N1z A In(e+ N+ 1) 20a+ N +1) (4.10)
1 1
A =2 N+1l)-——-——-—-Inn;+1—-d)+ ——. 4.11

DEMOSTRACION. Hstas aproximaciones se obtienen de manera directa usando la aproximacién
de la funcién digamma dada por (2.7)). O]

Notamos de la ecuacion (4.10) que Anyq,2 tiende a infinito cuando N tiende a infinito, es
decir, cuando la muestra es extremadamente grande se tiene que la variacion de la entropia
al ver una nueva especie es también extremadamente grande, esto significa que observar una
nueva especie en esta etapa entrega mucha informacion de la diversidad de la muestra. En
cambio cuando N y n; tienden a infinito (con n; cercano a N) se tiene de la ecuacién (4.11)
que Apnyp; tiende a 0, o sea en esta etapa la informacién que aporta observar un nuevo
elemento de una especie conocida es nula.
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Conclusion

El estudio del muestreo de especies y el proceso de aparicién de nuevas especies ha sido
estudiado por varios afios, desde distintos enfoques y obteniendo diversos resultados. En
este trabajo nos enfocamos en el modelo Bayesiano con el Proceso de Poisson-Dirichlet,
revisando la definiciéon y construccién de este, ademas de sus propiedades fundamentales y
su interesante relacién con el modelo de Good-Turing. Se dio mayor énfasis a la entropia del
proceso y los tiempos entre apariciones, para comprender el comportamiento de aparicién de
nuevas especies.

Por un lado, gracias al estudio de la entropia en el contexto del Proceso de Poisson-
Dirichlet, utilizando los resultados expuestos en [7], se obtuvo una cota superior de la entropia
esperada posterior en la Proposicién 2.5 Asimismo, se logré el objetivo principal de esta
tesis, que corresponde a la relacion y desigualdades para la variacion de la entropia esperada
posterior, dadas por el Teorema [4.1] Esta relacién nos permite obtener de forma més directa
la variacién de la entropia para dos pasos consecutivos.

Ademas, gracias a las desigualdades obtenidas, podemos interpretar de mejor manera los
valores que se obtienen de esta variacion, y entender la cantidad de informacién o diversidad
que aporta observar un nuevo elemento en la muestra. En particular, se tiene que al agregar
un nuevo elemento de una especie que no se ha visto antes, este entrega en media mas
informacién (o diversidad) a la muestra que haber visto un elemento de una especie ya
conocida. También, si se observa un nuevo elemento de la especie con la mayor frecuencia,
entonces este entrega en media la menor cantidad de informacién que haber observado un
elemento de cualquier otra especie.

Por otro lado, con el andlisis realizado para la distribucién de los tiempos entre aparicio-
nes, usando los resultados de [§] y [9], y las demostraciones para la distribucién de Waring
desarrolladas en la Seccién [3.2] se logré obtener, y entender de dénde proviene, la relacién
para el tiempo esperado entre apariciones para el caso del Proceso de Poisson-Dirichlet de dos
parametros. Este resultado, dado por la Proposicion corresponde a una generalizacién
del caso de un solo parametro.

Los resultados obtenidos en esta tesis son de gran interés para entender de mejor manera
el proceso de aparicién de nuevas especies en el Proceso de Poisson-Dirichlet, sin embargo
los resultados obtenidos son para parametros d y « fijados previamente. Ademas, en el caso
de la entropia, imponer una distribucién prior puede dar un sesgo en la entropia esperada
posterior, sobre todo cuando se tienen pocos datos, lo que significaria también un sesgo para
la variacién de la entropia.
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Como posibles extensiones de este trabajo, se puede buscar una relacién entre la entropia
esperada posterior y la distribucion de los tiempos entre apariciones o los tiempos de apa-
ricion. Debido a que el resultado principal de la variacion de la entropia es para dos pasos
consecutivos, otra posible extension seria analizar la variaciéon para un tamano mayor en la
siguiente muestra. Esto puede traer mas dificultades, ya que con el enfoque usado en este
trabajo, se necesitaria asumir la especie a la cual corresponde cada una de las nuevas obser-
vaciones. Para esto, se podria usar la probabilidad de descubrimiento para un cierto
tamano ¢ > 1 de la proxima muestra a observar, y los estimadores estudiados en esa seccion.
Esto significaria tener que promediar en las observaciones entre N +1y N 4+ ¢+ 1.

Finalmente, como estos resultados estan enfocados en el Proceso de Poisson-Dirichlet
desde la teoria, es interesante pensar como serian aplicados en la practica con datos reales
de comunidades ecolégicas. Por ejemplo, dada una muestra, se puede calcular la entropia
en cada momento que se observa un elemento de alguna especie —el problema de decidir si
este elemento pertenece a una nueva especie, puede ser un problema dificil en algunas areas
(como en genética), lo cual requiere una investigacion adicional profunda—, y estudiar como
se comporta la variaciéon de la entropia para una préxima observacion. Si la variacion de la
entropia todavia es significativa, se puede decidir tomar una nueva muestra para ampliar
la muestra original, y asi tener méas informacién sobre la diversidad de la muestra y, por lo
tanto, de la comunidad que se desea estudiar. Para poder hacer esto, es necesario hacer una
implementacion estadistica compleja, para entender qué representa una nueva especie dados
los parametros del modelo.
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