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§.) §qgacl6n:

,,El s{.s'0ema de unidades 5,e escoge de manera

que c E tr"

La m§trica <leI espacio de l'linkowski eseá.

dada pcr

[]ru, Io 0 
*''[f.f=1 (uru '0, n ,2 r3 i l, j 3 1 ,2 ,3

§e adopta la definf.ci6n

uflur.]. -!.6alruv-avus) y u(uov¡* 16¡ubv**ubH)
2

AI siste¡na de referenei"a Í.nercial 1o deno-

t,aremos por S(xIuzE) y Etr c¡n§.fornne¡nente ace}erado pCIr

§IJA(fl¡,*) o slnpl.enente S y SIIA respectlvamente 
"

§1 tensor métrico en coordenadas arbi,trarias
ser# g¡r, .

En etr espaeio de Mi.nkowski un punto arbitra-
rlo se denstará por xH* (x* ;xB ,xl rx3)- (t rxry rzl la po-

sieiún de la carga por su* (gr;u8 rz8 rss), su \¡etqeidad

u!¡(r) *$;'I *iu y su aceles'aai6n p* uugt¡ ., e# ' üp"

Cuando se hable tle sistemas de refereneías
erbftrarlos (cap.trv), se ut,i.Li¿ar6 Le siguiente con-

verrci6r,(t):
fndlcos M¡vptrr0rü par.a Las cantidades evg

lua«las en un punto arbi.trarj,o de observaci.ón (uu)

fndi.ces erSey,§r* perfl tr.as cantidades re
feridas a tra posicili.r de Xe ,eal:ga (**) o

La de¡rirrr¿da ordina.¡:i.a se reem¡lI"azará tam-

bi$n por unii eona(r) f la ,Jer.iv,e.rl.r* eovariante por Lln

punto(, ) "

I
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i i i ,Ul:g{u!-':LÉi}.

trjnestetrailnjc,iesüt.tdiex.É¡ltoSl.aradi,a*ión

produeida por ul1e carg$. pun[ual uui'fovmemente acelera-

tla" ilJ¡ partir;i:J.a.r, nos interesa díscutir La pax"adoja

pl"antead.e por et ynovimiento hipe::h6I"icJfl. tista paraclc*

ja tiene rtros versio$es de muiy antiguo origen y

den resu¡nir en I"st fc"¡ma siguient.e;

1e!a- rrer.s iérr :

e¡) La pOtencia radi"a.cla p$r una eargÉ está dada po.t'el

inrras'iante fie Larrnr:r: ffi = -**'u',t*' 't auau)
5

b¡) fl se puede cal.et¡trsr como eL flujo del vector d*l

Poynting a través de Nna esfera de radic r *§ t en e.L

sistema inefCias en qx-te La carga e§tá en reposc para

'f = 0"

cl)§} vecton rJe Poynt:li.ug <.1e]" rtampo producido por una

Carge en rnoqri¡nien'l:c fuiperhñI.ic6¡ e$ ni¡l+ en todo el"

especio, s¡ el insta.nte Én quí; §1 refo:,:l':igi¡ll- eltá

moment$nÉam€,rte en repüso respecto & }a cArgg,, j'!oi:' 1{:

tantc § * iI. {N6tese qse en irn se hahLa de uri eáleutr*

an eL fUti¡ro, mie¡¿tres q.i¿e en C& *St§ CáLcr¡J.o es ell e-L

{,*} {irta de f;,¡rici6n de mErt¡"inrde¡tto- mente ¿rcetrerado se ela en ei:
l:ajo.

irip erh63. i.co o ':i¡-i i f i-'::n*.
ce¡"rft"¡ti.o iI Ce es{-e t:l¡1

I

I
I
I

1

I
t\l\l r'
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presente) "

d*)La fuerza que aetúa sobre la carga proveniente

de su proplo campo es nula (f il ¡! 0) .

Claramente h! I cr contradice[ 8, r mientras que

d* lo fuerza I uno E, preguntarse ác6mo puede haber

ra«liaci6n saliendo de la carga si ésta no sufre fre
nado del¡irlo & la radiaci6n?

aa) La potencia radiada pox' una carga es (P . -) eaaa
3

br) La radiaci6n electromagndtica está constitufda
por partfculas (fotones) que s:: entes ffsicos oh-

servables desde cualquier sistena de referencia

inercial o no.

cr) En el sistema uniformemente aceLerado en que

la carga está permanentenente en reposo, Bl campo

observado es puramente electrostátÍ.co, por 1o tanto

el vector de Poynting es nulo"

d¡) El vector de Poynting nutrn implica (R - 0"

En este ca$o t* )¡ be contradi.cen c! )r dz,

En 1909 Born calcr¡!.6 eI ca,mpo electrornag.-

nétlco de una carga en ¡aovi.miento hiperb6lico. PauIi

partiendo de este resr¡ltado da Los argumentos tr3 y

cr concluyendo que no hay ra.diaci6n (}f"Pauli, §nzykl

-
-

j
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l'{ath.l¡lissrvo1.1p"539 y d47, 'feuhrler L*f.pei.g (rgf s}; tam*

t¡iÉn "Theo¡"I of Retsri"vi,ty'., Fei"gar*on Press.i¡.Y" (nsSs) ) ;

* esta nisma concLusi6n Llega von l"aue " CItros e,utüres

(ver ref.(?)) entre 3.os qure se {:uentan §chott, }fi.lner,

§rukey, Bondi y Go3,d reehazen los argumentos de Pautrá,

aceptando en calabio E1 y eoneLuyen r{ue hay ra«li.aci6n vis
ta desde un siste$a inerei.al. Rohrlich cornparte este puR

to de vista y prueba que §,r *s falas (ven capftulo III.7,
más adelante).

En cuanto e La segunda r¡ersi6n, Rohrlieh

adopta 8a, Ga y d¿ y }"r.rego aoncX.r.lye que fi. no es invarfes.

te bajo aamhios de eoordenadas arbi.trarias, rechazandc

tÉci.tg¡nente ht .

EI a,rgumento dt eorri.entenente se cons!,de-

rá junto con el prlncipic de equivatreneia. Ful"ton y

Rohsl¡.clr(') concnuyeü que a pequeñas distaneias úe una

cerga en cafda tri.bre es imposit¡Ie saher sl se trete
efecti.va¡nente «le cafda Lihre en un campo gravi.tatori^o

e de une carga en repaso en un sistema inerciel, ye quü

eerca de la carga no se detecta r¿ictiación; pilira hab?ar

d.e radiaci6n es necessrlo aS.ejarse nrucho de la carga

y aunque an el pri.rrter c&ss se doteeta radiaci6n

y no en el segundo, est$ no cc,fttn'a«Ii.ee e3. prinei,pio rle
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equivalencia que s61o tiene tra.3-ides locatr " En forma tetal
mente equivalente, De-lYitt y Brehne(*) nuestran que Ia

ecuaci6n de movinniento de una carga acelerada contiene

un término arlicional si se está srr ürr campo gravitato:,io
debido a que eL campo rle Xa c*rga perr,rite t'explotrar" en

espacio-tiempo a grandes dist.ancias detectando asf ?.os

cfecto3 de curvatura presente§ en un cafnpo gravitatorio
genuino.

Por 6ltimo respectoa b, se puede decir
que si bien eI, problema aún no ha sido totalmente acla-
rador sE ha podido establecer que Le cuantizacl6n de un

cernpCI en coordenadas artri.trarias mr¡sstra que la existen*
cfa de partfculas no es una propledad independiente del

observador. Bn efocto, aL pasar de r¡n sisterna de coorde-

nedas carteslanas en eI espacio plano a las coordenadas

de un observador acel"era«lo, eparecen naturalmente esta- .

dos excitados ,del ca¡npo stn necesi.dad de introducir fuen

tes(s e),(tz'), (s s).

En nuestro trabajo adoptamos un cri.terio
do radlaci6n que equivale u u,, demostrando ar r d¡ )r pr§.

bando adenás que cB es inconsístente, siguiendo el ergumen-

to de Rohrlich (cap"XI), EnseguÍ.da, partiendo de un foc.-

mallsno covariante general y ar.¡toconsi.stente se clemuestra

cn(cap.IV). Por úItimo se general.iza fl un si.stema cle ecloÍ'

E
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denadas arhitrarfJfl *r eriteri.s de radiaci.én, 1o que

peruni.te definir tfr. en forma invariante. con ests genera-

Lizaci6n se tlene una idea de I"o que podrfa estas'oqll*

rrlendo con 3.a energfa en eI sistema acelenado de la
partfcuLa, aunque se advierte que La situacidn no es detr

todo cXara y quo tal vez pued& ser cabalmente interpre*
t,ada a La luu de una teorÍa más general.

EL inter6s que tiene el est!¡di,o ¿lel movimienEo hiperb6li-
co proviene de su senc§.11.e2¡ @Il priner lugarr-se trats
do un movimi.ento en que na«la cambia con eL tiempo* §rt

segundo lugar, a pesar de ser un probtrema de relativi-
dad esp.ecial (espacio-tiempo ptano)epuede servir en. pri:, ..

''.:

alera aprorirnacidn psrs descri.bi.r !.¡n fen6neno en que in-
tervenga l.a gravitaciGn, ya qr¡e en virtud de3. princi.plo
de equlvalencia un campo grarr§.tatorio colrstante sn re-
gionos pequeñas deL espacio es equ.ivalente al aampo que

se tiene on un sÍ.stema uniformernente acelerado. For ejen
plo, sl se llegara a entender e.n. problema d,e I.a energfa

en el sistema unlformemente aee3.eraclo se podrfa te¡rer

t) §iemprb en eL espacÍ.o ti.enpo plano.



esperenza en resolverl"o en espñcios cu'rvos " Y en tereer

3.ugar porque tiene ínter6s resCIlver la paradoja misma

que ya henos señalado.

EI tnabaio está dividido en 5 capftulos o

secciones (1,II....V), cad.a uno de Los cuales está sub-

divi.dtdo en varf.os apartados (Í12.'.) en que 3e trata un

aspecto frartlsular deL tema defl capftulo. Esto se nues'

tra en eL esqueme general de trabajo.

,*)

(_
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EqTSqq_SqIII{tlr.- IiE LA IEoBI4-i

1.- En '1864 I'faxweJ.J" 1og16 expreser en forma elegante, Frg-

cisa y sistem6tica todas las propiedades del campo etr'eg

tronagn6tlco. En eL trahajo de llaxwell, que fue Ia cul'
ninaci6n tle nedio sigi.o de intensa experinentaci6n, se

resumfa todo un crimulo de leyes y efectos eléctricos y

magnéticos 
"

El. núcleo de su aporte está en las ecuacio-

nes que descrihen Los campos eléctricos fÉl y magn6tico
.t(B) prorjucidos pox' una densidad de carga p y una. de co-

.*rrientes J . En el vacfo estas son

-'. -»

V.E
.>

s"fi - aE
ar

-++
V'B

I

i.É.*

o, 4t¡p

+
rtr 4 ¡rJ

=0
->

ic0

Es fácil uotar que

nes de (I.1) permiten escribir
cuatro funciones 0 y I según

(I.1)

dos ütti-rnas ecuacio-
-by B en t6rnint:s de

las
-9
§

I



donde ¿demás

la condici6n

se cunqrla (I

tensorial

covariante

Li fshi tz ,

Q pue<len e I egi rse

Lorentz:

+-DV.A-0

1t//

(t.2)

de norlo que satisfagan

(r .3)

en (I.1) y exigiendo que

ecuacion"rpuruñy0

ü.ñ
-'.

-t.- -fA'a

->

B¡B

-+

E!3

,1 y

de

10"
at

.z)

las

= {J} ,p

Rcemplazando (I
,3), se ohtienen

- ea (r"4)ff=tdLB rfil
4t¡ 0

Todo esto se ¡ruerJe resunir en un lenguaje

en que, aclenás, queda de manifiesto el carácter

del canpo electrornagnético (ver p.ej.Lan<lau-

Física Tc6rica, VoL.II)

¡u = (p,3)

Ax = (0,fi)
*v

Fuu E au^v-ar^u= 
ú Jl 

-l:,t:-t,l
l"x " "2"y I (¡"sl
lE, Bz0 -Bx 

I

I E, -8.,8__0 I

L- Y X 
J

rr ^ 4
aY s (g-_, -ü)

at

-
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Éon esto, (I.'l), (LS) Y tl'4) son

,UFU' Er -4nJv

3p§1tv+aUFvP+6uP01t

0uAu = Auru !E 0

AUE avav^Us4¡JU

iGnj
(I.1 ')

(I .3')

v (r.4')

Para una carga puntuat de carga e, cuya trayectoria está

dada por la funci6n zu(r) que representa su posición en

el instante r de su tiempo propio, se tiene

es (ver

.ru (*) = u ['o t (xv- zu (r) ] uu (t) dt
)

La soLuci6n de (I.4')
p.ej " Rohrlich, "Classical

!, - ux (tr)
A"(x) = e 

R

donde

tr * instante retardado en que se

(r"6)

con JE daclo por (I.6)

Charged Farticles")

(Í.7) ,

cunpLe

, tlzo (I " S)(t-zo (r#- (*-?(t))' :! o



y R ., uü (t") [xr' -ru ¡r"J]

Itofiniendo rB Er xu-zu(tr)

escrilrir como

rs 3 soluci6n

y R o ,u6t")tu

Esto se ilustra gn Fig'.(I,1)

131I

(r. ff )

(I.8) y (I "9) se Pueden

de ""u 
!' 0, ro>0 (I"B')

(L9')

_--1i,

'- 7trrtor't

8. tz)

rr c. _(J-..1.1-

punto de otrservaci6n del campo (P) y de

l¡re la llnea de tlniverso(L,U) "ruo xl'-zU

una $eneratriz clel cono C"

emisi6n (a) sg

coincide con

I

L.U:

-.¿:-'-'* - t^ --'¿*'/

I

\*- \ \ --+.:::



A partir de (I.7)
(ver llohrlich, o¡r. cit, ) , para

tr es tambi6n funcidn de ¡I al
go de reemplazar en (I.5).

, :r.:

14f !

es posihle encontrar FI¡v

esto hay que recordsr que

derivar, Se ohtiene, Lue*

Fuv ! 2q,{ nr firav-l - (a- l ) r [r,uv] ]
¡¡3

Qcarr'u

(r.10),

2.- Es posible rlemostrar a partir de (I.1) que el" campo

elect.romagn6tico posee una densidad de energfa(1{)y de

monenro Iineal ffi) dadas por

flf n
1

6;-(12 
+re )

-1t-|'.&¿':'-E x B
4t

(I 
" 11)

, :,j li1- ..: .1 '..

del canpo
terior ,leL

Para estas cantidades es

Leyes de conservaci6n psra una regidn

campo electromagnético y cargas:

posibLe establecer

V del espacio con

ffiff#3} I(lineat ) l*
en el in I'
vorurneñ 

lf
de
'ú -.¿il1

uj o saliente I: fenergi{
fmonentdl -( iinear/l-

1 carnpo a trav6s del
superficie de V J

r

(x"12)



La ex¡rresi6n ¡natemática de (I " f 2) es

1sÍ I

(I.13)

están reprg

energfa r p
át

monento LfneaL:

donde los flujos
sentadas por

etr vector i

y ra ¿ildice$)

de energla y

.& .i"
+V r St¡ l

I
t

.r'+"D fE _ (pE*¡ u) 
J

moncnto lineal

a?-t
at

$
f*

J

[tr. r e)

l tr u*g, fl2']

"p
§

I -¡, .»B.:_ExB
4n

LfB*É + B*B
4n'

respectiy¿mente ,

Es posible expresar tanhién esto en l"en-

guaie covarlente defi.nienclo el tensor Ttl" cuyas aornponeq

tes süAtr

T00 r g[, T0l n ffi]¿, Tü*. G]i o Ti.i* ffiJ*:

t teve
tiene en lugar de (I.'93),

T!¡v * J FPv
r$á P

(I.15)

t*) S puede visualic,arse como una matrj.n 5x3 cr¡yas eom-
ponentes son

[$lri - dttErEi+siBr-]t, (Ea+ne] |,r§[i;H;fik{li*i?fr:
sica,)
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Notemos que eL hech«¡ de uu" ñ a § *r q,r"

gsrantiza La simetrfa de Tuv-es un reflejo de,que, Par

ser La eleetrodinámica una teorfa "natural.mente" relati-

vistar sB, cümple que la densidad de nomento Lineal. del

campo es fUuaf a la densidacl de flujo de energla de1 rnis

trno" (En mbc6nlca relativiutu fr . gü, Luego para un fluÍ-
do cualqulera que se desplace a velocidad v, el no¡nento

lineel y Xa energfa contenidos en eL interior Ce un ele'
mento de Volumen A.v.dt serÉn p - ú.A'\tdt y E a s.A"dt;

por lo tairto p r f,YPn e s) .

' L" expresi6n de TEv en t6rminos de Fuv se

puede encontr¿r I partir de (I"14) corrto

Tuv . L¡guopv-'§roo
4r' P 4

Reenptrazando (I.10)

forma cxptrfcita para Tuv cuando la

une cerga puntual:

ruu . * fut znr(urv) -"Ho'- l*'nrv)*

e'" L zRar(u"v)- 2QRr(u,rv¡ + zqrurv)
4¡ RD

!| fo-rr'o' +Qa ) rurv

Fqonuvl

qn (I.16)

fuente de

(r .'i 6)

se tiene la
1 campo es

I

(r .1 7)

I
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Ll"amando r al m6dulo de La parte espacia}

de ¡u(¡u a (rrii, Ft * it), vemos que ros t6rminos del

trado ízquicrclo de (I.1?) se comportan comCI r'h, r-§y y
tr-l rospectivamente" Si recordanos que el elenento de

superficie do una esfera es ryrado , resulta claro que

s61o eI 61timo térnino contribui.rü, e la energfa que se

\ra al lnfinito. Esto sugiere que hay dos partes dinámi-

canente lndependi.entes de ?uv; una represcnte La energfa

que so queda acornpañando a La partfcula nientras que La

otra es La energf a radiada que se ind.ependl za de lE car-
g8. En'efecto, en 1969 Teitex.boir(u) mostrd que es posi-
ble hecer la slguiente separacién de TEv

que satisface las

i¡|uv .e ¡-8,

i¿)luuu - frl,

fli);uv

b
iv) THv

rilü * |uu*[u,

propiedades si.guiontes :

r-§; fuv -. "-,

(tr"'08)

s 0 (conserveción independiente de
cada parte)

da flujo nuLo a través de un cono de luz conv6rtÍ,co en zts(r-) r
nornar a un 

"ono 
u§tli;il]"fr;r3;"lE;;i',oIi)'.

r
y Tuu son tensores sim6tricos.
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br
Las expresiones de 1[tv y 1[tv son

campo llgado,"bound"l

Bu, . |} kU-ar(u"u) -zR(Q-r1a(uruv)+ (zQ-xlruru-1i¡aruu¡
2

(r.19)

canpo de radiaci6n, ir' '- d+ *r*r,Rz+Qt)rrrv

Las propiedades [i) e iv) asegursn que es

posfble identiflcar cada parte en la separacidn cono ener-

gfa-momehto do1 canpo son iradependenci.a mutua. Por ctra
parte, t) indlea que una parte (fu') correspondo a radiacÍdn

nl.entrss que La otra q?u,¡ no; por últi.rno, fii) reaflrua
1o antorior garantlzando dos cosasí que La energfa radiadir

por La carga viaja e 3,e veLocidad de La Luz ("se va por

1osconos|'}yque6steenerglaque1.tegaallnfinl'toes
X,a mi¡¡ne qua sale de la carga. Para f.Lustrar esto úl.timo

considerenos una regi6n A del espacio-tiempo encerrada pq;'

dos suporficies cllfndricas f,e )r E¿ y dos conos de Luz

c¡ I ca eurltidos en z(ts) y z(t¡) respectlvam.ente:

-

--l
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xe/ i

Ertr+"o)

FrG. (L¿L

Intersecci6n do dos conos de Luz con v6rtlces en

z(tr) y z(t¡) respectivamente , con dos tubos tipo tiempo

encer&ndoet volumen Jl. La conservacl6n de Tüv en el interior
r

de Á y str flujo nu}o de Tuu a trav6s de Los conos garantizan

que el fluJo de energfa a trav6s de Es(r*) sea igual a la

energfa que abandona ¿ la partfcula (flujo a trav6s de

f,¡ (r+0)) 
"

Apllcando el teorena de Gauss " iu' 
"r, 

la
rogl6n Il,

r
I
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$uru,r ox.{, iu,a»$', - 
f ,lu',urÍ', 

- 
f nTu, 

u.Í - ) o 

f .furec 

(' }grf,
t¡

por lti),

donde o(t) os

que corta la
una hipersuperficle

lfnea del uni.verso en

tip6' espacÍ.o arbi.t,raria

zE(r) y o* (r) es eI

['['o ,Porlotant'o,
'a u 'a*

I fura»$,] . I iuuu¡,1 (r. ?o]
Jsu lt,z

En otras pa!.abrar, f-flujo de 4-nonentol Irru:o de 4-momer,tdl
I hacia inflnito prc-l _ i radtedo por Le ,car i

i ducido por ta cirr['af - [e" enrre rr y .cz -i,
Lontrerryre, J L J

cn 6l lfnltc en que xa coi.ncice eon la lfnea de univetrso.

[a lnterpretecL6n ¿" fu' como energfa de

radlecL6n deX cgnpo y BrN cono energfa de tlpo aul"ombiano

¡tada a la pertfcula, queda deftnttlvemente establecide

al consldos¡r al cuadrraoncnto del cempo asociado a ceda

parto" Estos fuero¡i dcflnrcos por Teitolboin cono

[*6r¡.I ruraou , Bu(t).I ruuao*Jo(r) Joo(r)

(r.21)
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irf.perpl.ano ortogo¡ral a uu613 que lntersecta La tnayectoria

de La eaz'ga en z[¡(t]. Ambas lntegratres n'epresentan el, cCIn*

tenido de energla y ñ¡omsnto l,insal de cade csnpo en tedo

el espacio producldo psr X.a carga. La expresi6n de tu(u)
resulta ser urta funct6n de toda tr a historla pasada de 3.a

b
partfcula, nLentras que nu(t) s61o depende de uu(r) y
e!t(r) (Bc.(tr.23)I Qt¡e osto dcba ser esl es claro si enten

denos F'(u) como La su¡na de todas Las contrlbuciones ra-

diativas de La.carga dls¡rersas 6n t,odo eL espacio- y por

tanto producidas en tode su hf.st,oria pesada- y Bu eomo

eL cuadrinomento que La aeompafla, colno una nube rfgida"

La definicf6n (I.19) permite sncontrar tras

slgulantes cxpresÍ.onos para gh , & :
d?'dr

tu
dt t) ' [f¡n

e-v0 #-(r)' k eu(r)); áu(r) " $$t"rJ

{
I
I

I

(I.?2)

#rr, . *rrr(tlus(r) i an.. 
"u"r,

a partlr de X.as cuai,es es posible definlr l, , Bu ,



I
n,I ., i

Burr) -ulim(* *utr¡ - y^"r'tull 
J

$il(u) a 
f__ 

gre"a(r!)uu(t,)dt' 
,J 

(I'25)

Sin enbaf,go, tanto (1.22lr eo¡ro (I.23) sG obtienen funpo-

nlendo la condlct6n aslnt6tica ad-hoc:

l,f¡n au(t) ! o
f'b-o

(n 
" 24i

Aunquo La suficf.encla de tsl condici6n pa*

ra poder escribir (1.25124) resulta clara, no 1o es tan-

to tra neces!.ttadft)

ta separaci6n de Teltelboín provee adem§s

la ecuaci6n dinánica para el. moviniento de una carga

puntual an un canpo rf).(x) en forrna natural:

éE$** *du o ¿Fu * *rur r,,, (r. zs) ,
dr dt dt exE

quo sn forna explfcita es

, 
"uo.l§- #'-3.'*u- $"'"t*u 

* eF!|.uu (r. 26)

('f) fis usuu!., y aporsnü{rneuüe rorrestio, extender l"a rraS,idea
de (l.z?rrpor ejemplo, a ciertos casos partieulares co-
no el del uovi.miento hipenb6tri.co, en que tra condf.ci6n
(I.24) no se satf.sfaee" Este problema se 'rrata en re§(5).
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Esta es La bien conocida ecuaci6n de Lorentu-Diracr ni"*.r(*]

¡neCip.nte un t.ratamiento disf.into otlt,uvo 1a ecu¿cién

F 
xe"{*' " }¡ (a}¡+¡rsr¡ ¡ er!}.uy (I.26 

'0 }

en que k(e) es une constante de integraci6n y quo se eLi.-

ge on la f,orvna k(e) . * -, .

Teltelboim por su parte, mLiestrs que X.o co-

mecto Gr¡ i.nterprctar csto como renormali.zacl6n de nn ma-

s&r d,eflnlendo coao la nasa ffsica de la carga a

rB6 '" *rl6n 
$." (L26), f.ncl,uyendo asf , además de una

parte mocánlca (n¡sa desnuda), 3.e contribuci6n a la ener-

gfa en reposo debida a La inercie dol ea¡npo. Quedan asf

s61o tres t§rmlnos sL lado izqulerdo de (I.26): mrau y

dos nás, conoci.dos cono Los t6rninos de Schott y de Lar-

tsor rospcctlvanente. E1 segundo de e!.Ios (§chott) repre'

scnt& la reaccl.6n dol canpo Llgado sobre La carga y el

tercsro (Laraor) Ia fuerza eierci,da .sobre la carga por

ta radlacl6n emi.tLda. Bstos dos últinos tdnminos se de-

nonlnan corrientenents aunque en ferma lmpropf.a, r'reac'

r:f6n de radlacl6n'r, aunque no podenos identlficar
f !¡ * $*t fau"ra+aul co¡¡ radf.aci6n" En efecto, basta si.tuar



§e en un sistoma sn que la carga está en repsso lnstant6*

meamento psra ver que Le potencla (uuf¡¡) ¿soci.eds a esta

"reaccL6n" e§ $u [*'.at, y aunque aa es sienpre negatiyo

(energfr perdida por 3.a carga), el otro t6rmlno cambia de

signo depcndi.endo rls 3.a naturaleza del novl¡niento (es

energfa que puede ser nue\ramente reabsorblda por La ca.rga.).

Bn un movimlento peri6dico por eJenrplo, á0 no produce un

aporte neto I incromentar La enengfa del ca¡Bpo, mientras

que a¡ sf,
No henos discutldo aün un purito irnportante

referonte a la separaci$n de Tel,tetrbolm, la unicidad de

ts3. separacl6n. Es poslble de¡tostrar qtle la separaai6n

(I"18). en efecto gg es 6rrlcu(t), por eI contrario se pue-

de drer La slgulente separaci.6n alternativa a (I.X9)

2t{l I

([,27]

B$r, $ur-ffitrpa *(usv) -qnr(l¡urr)* ?qruru)

. #ri"iisu$)L (2q+1)r!¡ru sqUv) "¡r-r ,¡-8

l¡r, lu,. *r*Ft*ar(uuv) -!Qnnuo, + 2qrrirv¡

.2*ñrr*r*(uuu) - qnr.(uur, 
+(aeR!-eQ+Qa)rlrrl o, sy n"-a

-ln
2
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fist.a separ&ei6n satisfece 3.as ¡nismas pro-

pledades que (I.'19) excepto §.). Sin ambargo venos que

$Hu y *Bu utfieren a* .frus , $u* uo una eantidad proporr:lg

nal a r-8r por 1o que el eomports¡niento asint6tieo no 5e

afecta y arroJa los mi.smos resu}t'ados que (I .19) ye ex-

puestos. Sln onbargo hay razones de peso pere preferÍ.r

(I"2?) entes qu§ (I.t9). Aunque eL t6rml.no extra *n #X'

no contfi.buye " fiU, sf da contrlb¡¡ci.$n e3. monento Engu-

lar radledo por la carga(c). Esto se debe e que *'\uv**Atruv**.ETñ\'

contieno un t6raino tu r adlcional que disrninuye la rapl-

dez de docalurlonto pora x.+oD e6n respoato a Le ds TUv. §1

t6rmino sn quc alfeore ñ$v ¿u Eun' cunple con que

- no da fluJo por Los cono§'

- 8o consorv& Sl¡era de tra lfnea de universo dc

la canga

- dec&c nls rÉpldo que Y'2 en ü.nf,inf'to ;

truego oste tonsorrque no contribuye aL fluJo 3n lnffni.to'
por un ergusGnto [dént,ico al usadg p8ra (I"20], tanpoco

dsbe rcproscntar energla o mon§nto lineel perdldos por La

pertfcula.

3.- Corrientonente se tdentifica La radlacl6n con "18 energfo

quo ot€apn eX lnffnito", e§ge os, La egergfa que de fltljo
flnito sobre una e§f,era de rad§.o ünf$n§.to. En t6rnrinos

-I
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&6§ ¡lf,ocisos r ss trata de -Xa aontr§.buci6n apor,toda

los t6rni,nos de} voctor do Poyntlng que deeaen a Lo

eolno r-t para r+"* (ver por ejemplo Jacksonr op"cit;
Pa:'ofr,ky Phil3,ips, '§lassi.e aL ES.ectri.clty and Magnetisnn$ .

Sin embArgo esta deÉtnici6n, si. bien es inequfvoca, tieme,

el defecto de ser no .l.oeal" Esto sflgniftrca que f]era cclrx,B-

cer I.a cnergfa,nadi.¡da por !.a cerga nquf y ahora, debemos

observar el campo t'en tros eonfines del espacio sX. fi.na}

de tros tiehpos"- afortunaif,amente esto slgnlfi.ea en l*r ma-

yorfe de Lo§ easos pr$ctfeos situerse a «llst.aneias gra:nr3es

comparedas con las dimenslo¡,es de3. süs'tema ffslco qlxe pra*

duce 3.a redlae i6n (antena). Resulte por estc convenlent,e

qofi.nir un cri,terio de radi"acl6n que !,oa Loeal, L"e" qu§

soa suflelento conocer e3. movimiento de La carga par"a §a,-

ber sl 6st,a radfa o no. En princi.pio esto deberfe ser fro*

sibl,e ya quo eL canpo depende nada mÉs que de zil¡ ¡¡l,l y sE{,,

§yngE(Ü) estábXect6 r¡na deflnlci6n bass-

ds en la idea convenciona!. de radi.acl6n cono flujo ctel.

vector de Poyntlng pero on tr.enguaje eorrariante, Si uno

plensa cuÉntlcamente en La radiaci6n cono un proceso en

que se eni,te fotonesu debe aceptar que se trsta de un

efecto verificeble por cualqullere observador i.¡rerei.ale €sr

part§.cuX.er por uno (fis) que se encuentra ell reposCI :res*

peceo I l,a aarga en e3. instante ro. Fare €L en flujo del

p,*o

¡nás



véetor de Poynting será

I.f;"3't*r{fr)r (t"28)

üeftníendo nu como un vector tipo eslra-

cio y r¡ni.tarlo (nunp * 'f) que colneida con (O;ñl en So

y como psre eoruu a el;ü1, ten€mos que

! r -Tuuurrno (r.29)

Esta 61tine exprest6n defino un invariante

dc Lortntz que da eX flujo de densfdad de energfa por tm&.

dad de spperflclc a trav6s de um el¡¡ento de llrea unl.eorio

sobre t¡na csfora centrada en la poslci6n retardada de tra

carge. EstG lnvarlante es una funci6n de .punto y depende

de las cantidades rotardadas sobre ls lfnea de unlverso

de !a carger p€ro para dscidir sobre !.a existencia o no

de redlaEl6n, debenos caXcul.er la intogral de tr sobre

toda La superfi.cle b!.di,nenslonal de la esfer¡ on el tfni-
te tr"üe 3

Q ' -ftlrr.runudto (cn el Lfmit,e r+'rrtr ff 5o3(?)

(x t 50)

2'¡Íl

E
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Aunque aparentemcnte esto íro signifique pro-

greso alguno frente aL tratamiento convencional., e1 mdtodo

permite conocer ya sea La potencia total radiada por la
carga ffi en t6rminos de las varial:I"es de la trayectoria,
o bien explorar La existencia de radiacidn eil cualquier
punto clel espacio-tienpo (I) 

"

Segün las definiciones de p!'t y ¡$ tenemos 3.as

sigu.ientcs relaciones :

T

además, como

tendrá

*[rU t3 'l ,

Qerutu ,

ru a R(l,f,)

nu&f uu

Por otra perte, dto

*rru !. -x , ¡¡stru ¡ o

(I"31a)

en eI sistema §o se

I* R (uI+nlt¡ ,

luego en cual.quier siste¡na de referencia inercial

(I.31b)

I

t

12 do

p2 dQ

en

en

so

generaL

(I.31c)

con (I.31a y 31.b) tenemos t a -ru'uu(fiu -"r1, (t.sz)



§s interesante notar que

f uu,.rrr,,

b
Trvuun, §0

#* ,"'n+Qa )

zsi !

(r " 33)

En otras palahras, e3 criterio cle ra<liaciórr

de Synge coincide con La separación de Teitelbc¡im en que
h
iul/ no represente radiacidn, aunque al parecor eL hecho

pas6 inadvertido para Synge.

Se puede reaLizar fácilmente La integraci6ii
de (I.35) con (I " 3'lc) para ohtener (Q. 11 resultado es la
conocida expresi6n de Larmor"

En todo caso,

nantengan inalterados, como

rece ser una separación más

que vale la pena ccnocer las

(r"34)

y aunque l"os resultaclos se

ya hemos explicado (I .7,7) pa*

apropiacla que (I.19i, de nrot{o

expresiones correspondi cn tes :

(+r' 3 
)

fl r -%'r'
5

Iu, }ael1* uut, a 
ñ.

¡r
Tlvu¡¡ny E

2

*-[u'Ra -zq+n2]
4nlt{ "

^\

l

\-') 
J

(r.35)

(rur-2, r
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En el presente

finición (I " ?9) co¡ro criterio
senta varias ventaj as:

a)I indica el fiuj{r de energía en cada- punto del espacio

de l.linkowsl.:i.

Coincide con 1a definici6n convencionaL (def.(I"90)).
Coincide con e1. criterio local de radiacidn(Q.*0<=> a2.*A,

(r .34) ) .

Es naturalmente invariante Lorentz (1o que hace simple

La generalización a sistemas no-inerciales) "

No necesita rte La condici6n asint6tica.
No es un criterio integral corrro sucecle con fr.

Permite encontrer directamente {R, sin recurrir - #
como Lo hace Rohrlich ya que estorcomo ya dijinos¡re-
quiere la condici6n asint6tica.

ta i.mportancia de

aL trahajar en eL S.U.A. (Secci6n

d) y f) se entenderá

trabajo se adoptará La de-

de radiaci.6n puesto que pre-

h)

c)

dl

e)

f)

s)

c),

rv) .
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8Ar^.$!r;§"_rI

FAryIJ §gli**p§ -IaV-U13§M9JU:EU9U.ü-0*-

?"- Para conocer eL campo de una partfcul.a car¡4ada, r:ni-

forinente aceLerd* , dehemos cÉnoeer su .lÍnea de uni-

verso, esto es su posicién, veXoci«lad y aceLeraci6n

en cada instante.

Una pal'tfcul"a uniformenente acelerada es

aquei"l.a que en cualquier prrnto de su trayectori.a pre-

sente una aceleración constante g? para un observador

inercial instantáneamente en reposo respecto a ell.a
(So).

En generaL, La 4-vel"ocidad y 4-acelera-

ci6n de una pertfcula son

uu = yqt;ü)
(rr.r)

¿U :E (vn$"ü;v" (ü"t)$ *vzá) , '

donde la trayeatori.a está dada por zu .. (zo ,tj , y

A?--d2,-d?
-). ¡z*¡ ¡ !1. -á-'r - eGry

+y a (1-;t1''#

Para el sistema 56, ü = t y á - *Bi, por !.o que

ut, ,, (l;ü)
sl¡ . (0; ei) o



'¿"r )Y iJr,o ¡

üomo ailfl,, gs url invari¿cn"fre, pCIdemos escril¡itr en cualquie'r
$r

siste¡na i.nerciai

y0 (S"á) , -r t (?"á) avá -Ay6 ('$.á) z -rofia e -gr 
"

Con esto ülti¡roo, y aprovechando que etr mo

vi¡ni"ento es t¡nidinensicnal se tiene

4,&=* * gdzo
{i-v"

Integrando (I"2) con la aondici.6n iniciai.

trrÉ0enzG*0,

aro sv =:§i__ (II.Z)
lT+;?--Gñr"

Integrando nuevamente con z3 * o en z* E 0,

tenemos
l¡ 

-.- 

1
zs s l-l /ioga(z6ja-1iln r ,gL J

que es La ecuaci6n d"e una hipé:rbola )r que justifica. el 
1

nombre <Ie mouimiento hiperb6lico.
Es nás cdmedo escoger e de modo que La hi-

p6rbola tenga aslntotas Én Las rect&§ x0 = tx3; *'.'3-,
g

{-;:6:*1
zs áE eri/?+iá-[ 2 . c hi.en

Lc' .I
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{¿ Fig,IX.l]

/Ú
.u.

l\,\I \\
S*G*(J,L-3¿ "

ini-erito de una cárga c*n a€e3"eraai.s:r uni.f*rine I *,
fl

*:l.reeeiñn de} ej+ :i3 " Se .ye qge y*,*! para x0*t*"

oropio *s

uxlta

I q§{

r.'i",o



Con e$to,

mos escribir

u"1r!

0,

Poniendo rr en I'ugar

e1 campo (I.'10) '
Reerrrplazando

¡IV r

i4/ f

(ri,5)

d.e t en (XI.5), Pocle-

sBLxo-rJ)--01¡e-zo

-xox I

-xo x¿

0

CI' 0,,§ *e ( senh [I'l ;
isl

E {cosh 
L*] 

,

- .!-qs6nn[r-] ;eL L"J

\
I
I
I

l
)

e,ostr [3-l )
l_"J

sent [{ )
LCJ

eosn [r.] )
L"-J

0,

0r 0e

uu

t¡
a

,u s (xo-eo irJ; r! rx2 rx3-zs (rr) )

xo cosh ik] - xr senn [§
[" J I-o .l

*r='senhLH-"'eoshLF] 
, + 1

ffitoul-r'*1q-r)uLu,ruJ 
, s€ tiene

Fuv

{uu
*9-

eR

x3xI

0

x !x2

0

0

+
tt

i
I

L

j
sl
t:

¿l
¡

I

i«rr "o)
I
i
I

i)
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§e observe i{ue en xÚ * CIe Fi* s o 6t= 0}

y que por L* tan'¿o eL vect.or" de Poynting es nul"o:

t§)i = re** kLn-ouf-l*t"Fpon'il

= f;'r'rkr;í - o (rr.7)

?1.- EL sistema de referencia inercial (S) que henos usado es

aquel en que X.a earga está instantáneamente en repCIs§

en x6 ¡¡ 0, y vemos que en ese instante el vocEor de

Poynting se anula en te¡do eL espacio visto desde este

sistema. Podemos notar entonces que en general si un

sistema inerciaL cualquiera (St) está en reposo con r€s-
peeto a la carga instantáneamenter ofr ese momento eL

veetor de ,Poynting se anutará err to«io el espaeio visto
desde ese si.stema.

Pare aclarar esto podemos usar eL hecho de

que S y St están coneetadas pür una transformaci6n de

Lorente en el. plano (xsrxs) que deja invariante la forma

cuadrÉtica zl¡zu a -ca (II.3), de modo que en §'podemos

escribir

(zts)'-(.*e o)¿ a G¿ (Ir"3']

que es la rnisma trayectoria vi.sta pcr S. Esto ss íLustra

en Fie" (IL 2),
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,/ /t-.v.
,i

I

///
,/

/ut^rvt
./l

,/i

/ u fta)
a'l ix,,:r o)

x] (.'(i?D)

FJG-..(l-ir¿)

El. si.stema S{xorxs) ve en reposo la carga en x0 *T a' 0,

raientras que s'(xo orxn 3) la ve en reposo xta # 0, Ts0.

uu(CI) es ortogonal- aL espacio de S, utr(r) es ortogona}

al espacio rie St o

Es evidente que 3"<i que es vá3.irlo para S

es ígualmente rrál"ido para Sr " Habi.endo observado e§to unr)

puede argurnenter que la earga no emite radiaci6n en nin-

gün instante, pi¡esto que p$ra ca¡i.a instante siernpre es

posible situar nn detector en eL sistema i"nerciaL'acem-

pañante (S'(r)) no observando radi.aej.6n al.guna" Este *tr-

gumento, dado por Pauli (Enzy,t.l.,hathrWi.ss, voJ- 5,F $4?,
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?eubner, tr,eipzig (1918]; '*Theor,nr l;f, Re]ativity", Pergamon

Press, (1958)) es íncorrecto ), Esf 3o hace noter RohrLieh

{o'C1ass ical charged pe.r:'t,Í.cLes" , seqc. 5 " 5) "

Ei- argumerlto, segñn Rohrii.ch, faLLa ya que

no e$ suficiente conocer el veetor de Poyting en cada

punto del espacio en cierto i.¡rstante (hiperplano x0 a 0),
-que corresponderfa a tra emisi.6n de di-sti.ntos instantes

en tra lfnea de univenso de I-a carga-, para ha1lar La re-

diaci6n emitida por La carga. Para saher si una carga

emite o no radiaci6n en cierto instante t, es necesar"iq¡

explorar Tuv sobre el cono de truz con vErtice en zu(r),
en especial en el llmite r"ri¡ o

Esto concuerda con el criterio acloptado

por nosotros (I.20).For ctra partee s€ podrfa agregar

que eL qu" ü. ü'un x0-0 no signlfica.lru § - 0 en otrú

rnonEnto, asl como eL qtie: un oscilador esté en repos§ en

cierto instante no si.gnifica que üo se lnueva" En real.i*

dad § c¡mltle su'so!¡tiflO en xs=. 0 pasando instantáneamente

potr cero,

Aunque el argumento de Fauli no demuest'lra

que no exista radiaci.6n, se basa en una absersación cief
ta: en ningún plano tipo espaei,o qrae corte ortogonalmea-

te la lfnea de uni'uerso de tra carga se detectará radia-



sst /

ci6n. Se,¡ruede ver que esto que llolrrliclr l1ama una curio"

sidad, €stá estrechament.e ligado al hecho de que el 4-mo-

nento del camno es el de un campo

se puede ,ortrrr(Uqr. ol conteni<lo

lineaL del. canrpo-l,u = F'*Bu- para

pu (r) . $ru rrl

culonhiano. f,n efecto,

<Ie energía y momento

este caso es

fu con una

que faltan
la ecuaci6n

Iisto se del:e a que lray

parte (la no-culontiana)

son j ustemente ar{ue1Ios

de I.orentz -1)irac (I .26) .

una cancelaci6n de

«le Fu. Los t6rminos

que dan lugar a ru en

(rr. E)

(rr.e) ,

Pero esto f¡lti¡no no es novcdad ya r¡ue en

el movlmiento hi"perhólico $e ve de (I I " 5) ,

azu!*;u-0
de manera que eI términa cle Schott cancela idénticamante

al de Larmor. I I signif icarlo rle lII.9) se estudiará rnás

en detalle en eL capf tulo \¡ rlc este trai:ajo"
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CAPITULC ITT

-

TEIUA ITNtrFOR¡,IEI'{ENTE ACEI"ERADO.

En La seccl6n anterior estudienos la ra-
di.acl6n do una carga en movirniento hiperb6lico obsurvad,

desde un sistena lnerciaX. Es de interés también saber qué

ocurre con tos campos en el sistema proplo(no inercial) de

la carga , esto es¡ el sistema uniforurenente Écelerado

(§.u.A;). Este slstema por ser no inerciál requiere un tra-
tamiento distinto que hace necesario salirse del narco de

la relatividad especial y tomar atrgunos elementos del for-
nalisuro de tra relatividad g*n"r"l(f).

Definirenos el S.U.A como aquel sistema

de referencia lnterna¡nente rlgido en el cual Ia carga esté

slenpre en reposo en el origen. Por "internamente rfgldo"
entcnderemos un referencial que satlsface 1a definici6n de

Synge (ver Syngerop.cit.ap6ndice G): es aquel en ol que cada

par de lfneas de rnlverso esté rfgldamente conectado en el.

sentido dc quo un hiperplano qtre corte ortogonal¡nente una de

ellas, tambl6n corta ortogonalmente la otra y el vector que

une los dos puntos de iritersecci6n tiene siempre le mlsma

nofme, cualquiora sca eL instante r en la intersecci6n con

la prlmera Lfnea. En la Fig.(IItr.1) se muestra esto; L y t'{:

llfneas de unÍverso de dos puntos sobre et. sistena rfgldo¡
*(r); hiperplano que corta

(TTEffi6-ññ" signlfica que eI lrrob].ema en esrurlIo prrLenc¿ca &
la rolatlvidad general, ya que asi.gnaremos f'reletividad general"
a la teorfa de le gravitaeidn de Ei.nsteln y por "relatlvidad es-

i:;lfil""Bu1""t"lT?8f " u"' espacio-tiempo plano'ver p 'eJ '
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ortogonalnente a L en z (t) , (cualquier vector en ir ,J)

es ortogonal a la velocidad uF(t)); z'(tt): punto en

qus n(t) intersecta a ltl; Xu r z'E(ro¡-zr(r)rlurr.-[t ¡cte.

Como se desprende de su definici6n, 'restar rfgidamente

conectado con" es una relaci6n de equivalencia, y en par-

ticular transitiva.

zilcz'l

Distancia entre lfnoas de unlverso de un slstema lnterna

nente rfgido.

Para construir el slstena de coordenadas

rlgido que llamamos S.U.A., encontrarenos la lfnea de

unlverso de un punto fuera del origen conoctado rfgida-
mente a la carga e inpondremos como condici6n de horde

que S coincida con el S.[I"A. en il= x0 E 0 3

r'8 I
i'¿ lenxc'foto
i,oa )

l.,l

FIG(I
/
rI.1)

xI

x*

x9

u r(s)

(rII.f)



Es una pÉir:Lriiari.dad ,3e3. :¡ovimicnto

1i*o qut: z'lt ¡* 1r!¡ $ean ol."tclgclñ.s.i*sn .!.u*g* ft(r;r

p3ano qre ecmtsrlgá s ¿ilf r:);

n(r) z {Azu (ir} ;§B,KE ,Aas (s},? ,

IrteB rxaeR arb{trsrf.os

4nf/

hipe::h.S-

s$rá un

Como 3.a famíI"i.a cie plareos n(r) pase p,*r' $.t"

origen de Stu vemos que tc<Ias las lf¡reas de universo *r.

los puntos sohre el S,tl,A" cleben ser CIr'LogonaL*s a s$

úeetor ¡rcs!.e i6rr en e ada insta;¿r:e, i"snsideremos un pr.sn',i.lr

P eual.quiera soirre Lei S.U.A,; si en eL instante :{0 t:i*
Re eoordenada.s xü * xB * 0, x*, y:octemos deci.r que su

vel.ocidarl será

uu(P) - ***F(*3;0,tt,:(0)* $;U*- 
;0,{'!,:r§.}

(III "3)

E§ta ecr¡aei6n se puede integrar eon las

*:onái.cioues de tlarde (III.1) , ta smtrucidn es (ver ap6n*

dice A).

(x')* - (xo)e B (lo+*¡a (rfr "4)

Fax l* *üiñipI"etsr

ne etr tientpo c*o'r"de¡rado (X*']

't"ransformaci6n, §É) eiefi"-

ei. S.U"A. cCImo eL ¡ltdgn¡cl

f_
¿t'

en

I



Dars todos los puntos deI plano n(r'xo).
Como so nuestra en el ap6ndice

duce a la transfornaci6n de coordenadas

2"- A partir ¿e (III.S)es posible

del S.U.A"

'FT

lx
L;

c

Lensqr-gFtri,c_o: El elemento invariante de

j
J

il
c

xo * §s+cJsen

xB - F'

xt.i8
x ! . F't +c¡] cosh l

toda

421I

A, egto con-

(IrI"5),

Ia geonetrfa

arco ds2 es

dr2 ¡i (dxn)o-(axrrr-Or*t)r-(dxl)e en

coordenadas de }finkowski. Luego, en el S.U.A. es

{*,,,J
(Irr.6)

d,s2 . 
fflt(din)r-(axu)'-(drt)'-(dÍt)e 

.

De aquí.se tlene

8uv



Se,: puede ve?' que

estático,i "e,g¡.¡y no depende

métri.ca es la de un camf,o

is y i.as componen'tes goi

1a.

de

son todas nutaJ0. Esto úttimo asegura que es posihle ele
gir un tierrrpo universa3.; en efecto F0 es el tiempo uni-

versal,

uonext6r¡ affn: Conociendo 8Uv se Puede encontrar la co-

Christoffei. de 2l especie),nexi.6n affn (sínboLos de

rlG'uu

r3, = rlo

0 8uo+ ---.:-?xll

nSr ¡ oo

ESuvJ -
ax0 1

x'+c
;a

1 -lp [asuozé Lar,T*

F'."J

, s€ tiene

, €1 resto nu]"os

CurJatura: Se

(rrr"7)

puede comproba"r a.simi.smo, eua e1 tensor de

¡r ru -¡u +rl rI - rr rY = o. Esto
vo, p lgro VP Af VP ,ro

(t) Los campos cuya
po se denominan

curYatura Rxvpo

no podrfa haber sido de otra maner¿: ya que 1a curvatura

es una propiedad intrlnseca del espacio, que no puede

anularse o dejar de ser nul.a mediante un cambio de coor-

clenadas. Siendo plano el espacio de l.linkowski ninguna

f:ransformación de coordenadas , -,(I II " 5i u otra-serf a capaz
de producir curvaturatrt).

métrica siiLo es independiente de1 tien
gravitatoc'ios constantes.

ftt)Derbenos aclarar que se trata de curvatura en 4-dimensionesu
ya que un r":,ambio de coordenadas puerle producir curvatura tri-
dinensional como es el. caso de un cllsco giratorio.
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Singularidpd dg 1a métricq: Es i.nportante darse cuenta

de que (III.5) cerece de sentitlCI si tl<-or ya que para

X't G -c no es posibl.e invertir La r:ransformación y

Ít<-u corresponde a 1a otra rama de 1a hipérhola (III"4),
que se obtendrla si la aceleracidn fuese -giise puede

,notirar que una interpretacidn alternativa posihle para

esta rama es que se trata de una carga de, signo contrario
que produce un campo avanzado (ver ltr¡hrl,ich I'Cl-assicaL

Ctrarged PartÍcIes"rp.l18) . Esta linritacidn es ff sica por

cuantorcomo se muestra en (A.1), urt punto de coor{enada

ft a *cl viajarfa a La yelocidad de ra luz, de nodd que

no serle posible realisar natcrialmente el S.U.A. Inás

ell6 de osta frontera. Sin embargo los puntos geon¡Étri-

cos del espacio-tienrpo sí exist'en ¡nás a1lá de lt- ]-a ,
l

s61o que no puede haber observadores en reposo so$re el
§"U.A. €tr ellos. Esta Limitaci6n ffsica ti.ene el ryismo

sentido que el radio , - * en un disco giratorio con
l

veLocidad angul.ar or ya que puntos uhicados a estl dis-
I

t.ancia de1 centro viaJarfan a la. ve,i,ocidad de La f.uz"

-



Est,a frontera es un Lfmite en e1 espacio-tiempo de 1a re*
.4gi6n a X"a que t,iene acceso un otlservador en e]. S.U.A.;

é1 no puede saber nada de 1o que ocurre nás allá de este

horizonte, llamado tambi.én horizonte de los evento§

('revent horizong por esta rnisma razdn" En el sistena S

el hiperplano ft ¡ -c corresponde a l.os hiperplanos

repolro en el §UA

hlperp..rt \
tt-cte. \

Regi6n de1
e spaci.o- tierrryo

iu " La que tlene
acceso el StlA

fronte
ilf xo- -x E

Frc..(rlIJ).
Bspacio de l.{inko¡rskl separado en 4 zonassl:zona cubierta

por el §IIA; II: zona. que puede reciblr informaci§n del

§UA pero no envif,rle informaci$n; I If: zorle desconectada

absolutamente del SLIA; trV: zona que puede enviar infor-

maci§n el StlA pero no recibi¡, info¡rnaci§n desde 61.

I

x0 r rx! (ver III.4)) con Lo que podenos formar ql si-

guiente esquema; frontera
x9-x'
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ljlay que aclarar que esta "singul"aridad" es

eonsecuencia de usar un sistema particular de coordena-

das, y no se trata de un accidente en la estructura geo-

m6trica del espacio-tiempo.

3.- Para termlnar este capftulo completaremos nuestro sono-

cimiento de la estructura del espacio-tiempo en e1 SIIA

estudiando la forma qúe tiene un cono de luz en este sis

tena. Nos lnteresará conocer c6mo ve las geodésicas

nulas un observador acelerado. Estudiaremos únicarnente

!.as que frarten de1 orlgen en f0 r 0 por ser las trayec-

torias que seguirfan Los fotones e¡nitidos por Ia carga

en caso que hubiese r¿dlaci6n.

Usare¡nos la ecuacidn de las geodésicas

dzxu
dta

rlj dd" g¿tl. . o-up df dI
(rrr.8)

o su for¡na altern¿tiva (ver Landau-Lifschitz, Ffsica Te0

rica, vol.IL 87),

*r['-,Hl"i### a o (rrr.e)

elemento de arco de una geodésica nula es 6n

Be o (d:co ) r - (di.a ) e - (dit ) r - (dft ) a . 0 (I I L 1 0)
coordenadas l! y ;t son equivalentes entre sf(hay
de rotaci6n en torno a * ), podemos

Además el
este c8.§o

Co¡no las
s inetrfe



ignorar una de

bién puede ser

torno el eje xt
diante (III.7)

l1A,"CI
d¡2

Por otra parte, usando (III.9) con

elLas y representar ¿r la. otra pcr p - 'tam-

F: ,. ,/t?ffi?Fl? u ignoran el ángulo o en

. [Isando (III.8) paru xu - F , tgnemos me.

e7/{

(IIr.11)

ur 0 se tiene

(IrI,12)

(rrr "r3)

h[-,,fiJ B o

o bien
dr0
dl

donde - dio f,

rc . AI_J'F¡'0

Por último (III.l0) es

rcca

§3*c3 
z

ifrr*ql .(ai*)!-(dÉ,¡g(dra)¡ G o
t-" J

l,* u*pt*iOr, (III"1:i) pernÍ.te

parárnetro I a E ; elinrinaddo esta eeuacidn, €1

resolver queda

escoger como

sistema a

a)

tr)

r:rñ{" i
fPl"6io,"-*;u,o- 

, J 
(xrI'14)



dsnde en punto ándisa derivaei6n aon

k a:xu .
lIrt=o

e8.l lt

respeeto a F'e

(nrI"t5)

en b) e i.nte grando

Siene

a)

§e

Notemos que

eon 3.a aondiei6r¿ de borde dada,

-a(

I * gg*i <sk dxofiü_0
T( EÜ

xtreemp.!.azando Ke de

FroyeccÍ.6n sobre

en el S"U"A,

¡= {u+{El1

ft--*-Ff?-| '* [r3*c.] 
2 B E;2oP (IItr.16)

Esta ecuaci6n representa un:r famili-a Ce

e ircunferencias ('!<x<-3 de :ladio ¡cr con centre en

6 - arrf§T|, i' a -o(ver Fig. (If r.3)). como *nl repre-
ixl'-o

§enta la direccí6n de La tangente a cada geodés§'ca en

el. ori.genu 0 representa el ángu3.o a.rcot ffi:T en el di-

buj o.

*'/El

FIc.(nÍI"3)
el pLarro (ffnrñ') d.e una geodésiea r¡ul"a

--%3



Reern;r}azando {I I E . I 6) en a} , §€ tiene

"'' eF¡ rg (rri " 1 7)

(x x.i . 1e)

susti.tuyendo ahpra p ¿u (Inx.n6) en esta 61tima expre-

si.6n se tiene

Se

(r'uÍ'))(rrr"ns)
a i.ntegrar (III.

Con todo

aproxi.mado de!. "eoÍloo'

(IÍr.18]

rre que p¿ra rc"+o (novimiento en e} plano

no es aplieable. Este easo correspondde

t3) con d"fr ' 0' El resultado Bs

i*(xu)-?r,,[ffifffifl

fo a ¡r"ffit
esto es posi.bl.e hacer un d'iag-*ana

É" Xuz;Fis" fnnI.4) "

Es impdrtante nota:r que t'oclas l"as geodé-

sieas', exeepto aquells que ,¡íaia exeetamente según el

eje +i8, enpiezan en Xa earga y t.r;rr*llan en [a fronte:¡a

-o 
' r 3-76;--41)

E, E -*. bn efeCtO, €B in:ii"'SS) '+0 É.DE>üK-/K"ü,¿ <'U-|"=G

y s$to s6}o tiene como so].uei6n *"x I -e[o Vernt:s asl qLie

3.4 frontera d"e]. S"L!"A. Iltl s61o i.r*píde sabev.'[o que Oreurtre
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a1

La

otTo Ladou

radiaci6n,

sino

si la

que además serfa un sunidero de

hubiera.

tada.

io

Geod6siea nula
( K<*)

R3

* proyeccí6n de J.q Geoddeica
en ul pluno(PrxB)

ElG"(IIr,4I
Luz y geod6sica nula tfpica ruista desde el S.lI.A"

,fio-1n

K **,
to
go

[x 3+e-]
il-ir
u- a. Jmov¡-[¡1eÍr
a i.o f*-g

-* -aGej- :d,'

i
Cono de

ria
t_;

1r "'É lLn
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CAPITIILO IV

EL CA¡{PO ELECTRO}IAfiNETICO EN Et S.II.A"

1. - En La secci6n II de este trabajo presentamos e1

campo de una carga en movimiento hiperhólico visto pclr

un observador inercial . La conclusi6n fue que la car

ga radla aunque e1 contenido de energía-momento linea1

deL canpo en cada instante es eL de un campo culomhia-

no y consecuentemente fu = 0.

Como explicamos en La seccidn III, es de interés co-

nocer el campo asÍ cono Tuu en e1 SIIA con el fin de

averiguar aLgo respecto a \a radiaci6n cle La carga en

ese sistema. La pregunta natural es cómo calcular las

expresiones del potenciaL, del campo, etc. Para respon_

der a esto, hay dos procedimientos posihles; el prime-

ro consiste en suponer que los 4-vectores y tensores

ilefinidos en la secci6n I para representar 1a posici6n,

velocidad, aceLeraci6n, potencial, tansor de energfa-

nonento y el campo mismar ro s61e transforman tensoria!
mente bajo transformaciones de Lorentz, sino también

bajo camhios de refrencial que incLuyan aceleraciones.

La segunda forma de proceder consiste en ohtener a par

tir de Las ecuaciones de lfaxrr¡elL en coordenadas arbitra
rias La forma de1 campo. [1 primer método es sugerido
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por tra covari.aneia de las eeueei.ones de Maxroe3"l bajo treñs

formaeiones conformes- gue inef.uyen camhi.os a si.seemas

uni.formemente acelenados asf cono transformaciones de

l,orentz-, pero presenta vari.os i.¡reonvenientes: !] sabemos

que objetos que son vectotres tenssres bajo transformacio-

nes de Lorentz, no Lo son bajo La transformaci6n (III"5).
For eJernptro para La posi.ci.6n de un punto del campo xB re-
S,ativa a I,a carga en zlt , ru' xu -zü, se tiene f+ $*,
1o cual puede conprobarse direetamente usando Iru coefi-
cientes de una transfomnaci6n tensorial asoclada a (XXI,§):

#.ru'"n IS]ff,L 
-9ry u*' 

[.#], S -, 
",,, ffi

¿.t*
8xt

eoshlfl' !i -arlo ,d . &rr , i¡k,r ,2 
(Iv ' tr )

Exa Er$ 8xE

fi) Suponi.endo que fE¡ese eorrect.o reallzar una trans-
f,ormaci.dn vectorial, de As por ejempLo, en eL nuevo

si.stena de eoordenades se tendr6 una funei6n defini.da

en cada punto del espaei.o-t[enpo, pero se habrá perdf-
do ta interpretaei6n ffsÍ.ea en cu&nto a La dependencia

del canpo en las vari.abl.es dinámi.cas de La earga"
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i$.i)l.as transformacisnes eo¡rform¡es mismas ¡lo 5o!1 tenso'

riates y resun"tan raueho ¡¡l6s diffei.l"es de i.nterpretar que

6stas pues8o que entes ffsieos coms el tienpo propi.o, 18

longitud de una varil1.a )¡ X.a masa Ro sott invari.arrtus(t).

Btr segundo procedi.mie¡rto es más,seguro en

tanto que no necesita hip6tesis especiales a la veu qq¡e peE

mlte conserva¡r la interr¡retaei6n ffsiea sigui.€ndoles e1. rastro

s las variahi.es ¿ií.nárnicas de i.a carga en l"as expresiones

de1 campo. Este es eL procedimiento que seguiremos, tomari

do algunos resultados que por este camino han encontrada

De-witt y Brehme(s*), quienes resuel.ven las ecuaciones de

L{axwqtr 1 en un espacio de Riemann arhitrario con una métri,

ca dada. Para estudiar este prohlenra, estos autores hacen

uso «Ie Los bitensores que nosotros reseñaremos hrevemente

y que resulta sea el lenguaje naturaL en este caso"

El canpo electromagnético es un ente funda-

mentalmente 
-no 

1ocal., por Xo que resuLta inprescindihle

poder definir cantidades que no depenclen de un s6lo punto,

sino de dos co¡no la posi.ci6n relativ¿ entre un ohservador

y La fuente deL campo. La difi.cuLtad princi.pal aI" trahejan

en coordenadas arbitrarias- aun en un espaeio pLano, sí

Las cooidenadas no son de l{inkowski- proviene del hecho

que la dj.ferencia entre dos veetores (o tensores) el'a3.u*-

dos en disti.ntos puntos no es por x.o generatr otro vectün
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(o tensor). Esto se debe a que en general Los coeficien-
-Jl. dX' ! r ! a - -. - E-E€s --: en un cambio de coordenad.as arhitrario son fun-
0xo

ciones de 1a posici6n; esto es 1.o que hace necesario Ia

introduccidn de la deriva¿& covariante en relatividad gg

nerflL. En ef'ecto, considerarernos dos vectoresrAS y Be,

evaluados en los puntos F(xv) y Q(zp) respectivamente y

un canbio de coord,enadas (xrz)+(xrz).:

u-ux +x
c-{z+z

-,-u lrv' 21

nu(*)*PG)=,$o'¡*¡

ra(x) * lo(l) = $rof r:

Es claro que La resta componente a componente de 1os vec-

tores A y B no es un vector si Los coeficientes de I"a

transformaci6n dependen de las coordenadas de P y Q. Para

poder comparar A y B en una forma que sea independiente

del sistema de coordenadas es nscesario tras!"adar parale-

Lamente B desde P hasta Q(o vice-versa) de manera de res-

tar dos vecto?es en un mismo punto" Esto se puede reaLi-

zar definiendo un objeto que 1Leve a eaho la operacidn de

trasledar paralel.amente a sí ¡nismo un vector de un punto

a stro a 1o largo de una geodésica; se define nn(*) como

e} vector B(z) trsnqrrortado paralelarue¡rte a sí'nismo de

3AX:



(trv" 3)

P(x) y
*que B siea

(rv" 5)

(]tv.é)

guu (x) :! gouo (x, z) g* ( z)

Las cantidades g*u son funci.ones de los pun.üos

Q(z) y de La geCImetría del eppacio, Exigiend.o

¡¡n yector genuino en x, sG ti.ene para g*uo,

g'u'B(r,z) = # ' $ t*uo(x,z) (lY"4')

v

frri*, r¡ s urr(x)*u';(x, z)

*uc6¡, z) = gcB(r)g*uB(x,z)

,ouo(x,z) E uuo

I
t

a

\
I)

La ley de transfoflr¡ación (rv"4l det'ine Lo que Lla¡namos un

t¡ivector: un ohjeto qtre depende de dos puntos y que fren "

te a cambios de coordenadas se comporta como vector en

cada punto simul-táneamente. Este concepto es generaliza-

ble a bitensores de rango arhitrari6, pero no nos preocu-
parenos d,e esto aquf . De Lo anterior (rv"3) resulta claro
que en etr espacio plano en coorde¡radas de l-tinkowski se

tiene

Si ohservamos las definiciones de AF, Fil*

y Tu'de La seccién I, veremos que en todos ell"os apare-

cen cantidades corno uu o au que están tlefinidas en La
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posici6n de La carg6., de manera que los tensores corls-

truidos a partir de ell-os deberfan estar definidos en

hese a Las canti«lades trasS.arladas g*uo ,rc y g*uo ao"

AX.go peor ocurre eon ru ya que ni xu ni zu son vectcres
(recorde¡nos que en eI espacio euclidiar.ro i no transforma

como vector al camhi¿r de coordenadas cartesianas a pola-

res por ejemplo). §n este caso se procede a generatr"izar

el. concepto de distancj.a entre clos puntos, esto es, e1

intervalo entre dos eventos rneditlo a Lo largo de La geo-

désica que los une

(rv" 7)

,fEgeodésicaqueunePyQ.

Esta cantidacl'csun escaLar, Luego !.a derivada parcial-or-
dinaria o coyaríante- con respecto a xE 0 a za es un vec-

tor genuino. Como en eI espacio de tli¡rkov¡ski

r P(x)

slx,z) :B í at
!

rh(z) ,

s2* (xu-2u¡ (xu-zp)

csftlr's)ru"

Por analogía con

modo q*"(%"u E ss"u

ot-=
Ax¡r

Xrtt¡
§-r

1.uego

^25 (rv. s) 
(t)

o ¡': *r" de

este caso se define

es Lo que en el espacio

(f) ru.(xu-zl) no tiene por que cumpi.ir La condici6n dereterdo rtsr¡.¡'" ü puesto que se ttata de puntos x y ?.arbitrarios y no necesariamente a i.o Lai-go c{e una'mi.srnar geodésica Au¡s.l(@, usaremos la derivada lnvariant{.) por
homogeneidad en los cáLculos.
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de !{ini<owski. corresponde a uu'
3J EI

,LAg

ü'U0.!, * üo0o.G (trv"9)

Et signifie aqno de (IV. §) es eI. siguiente :

o'U(o'u) es una canti.rtad qr.ae depende de x y z¡eu€ trans

forrna como vector en x(z) y eomo escal,ar en z(x)r QUe

apr,.lnta de z et x(x a z) y auya nCIrna coineide con eI nT-

tervalo geodésico entre a¡nbos puntos " '

Con estos elenentos hasta para entender los

resultados que obti.enen De-Witt y Brehne" Estos autoreS,

a partir de I.¿ ecueci6n t1e ondái§ para ex. aanpo electro-
magn6tico Én un espacio Ce Riemann

gs*Ao,¡rs*RovAos * Jú (rv.1 o) ,

dqnde J os
,tt

obtienen

Aquf se ha

La 4-corri

Jg, E

- e ttroi'r 
-Au - ;;;;f l- 
+

BE

introduei.do Las sigtei

tn * sotr't¡ci'6n

§* * a*rLs*p*l

ente de un

*fa"e" *s*

e cerga puntual

uaáas 
n (o "v) ( Iv. 'l tr ) o

u["" vroicdt' (Iv'. n z)
/ -cs

entes expreslones:

de t¡(xrz(t)) r 0
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uua s ffat/m;t]so*o

i*-*f,E8o"#.ro,ráBiv

I vrn es un bi.vector que ss íd6nticamente nul.o en espa-

ci.r¡s planos,

EL t6rmino integral que aparece en (IV.12)-
IS.amado col"a (tai.I) - y que no apa,rece en un espacio p1a-

ño, representa la contribuci.6n al campo debida a las

i.rregutraridades ('rbumps") deX. espacio":tienpo en las que

el campo se refleja dispersándose" Este campo dispersado

queda como una estel.a, producto de toda su historia a

medid.a que La partfleula se mueve.

2,* Cuando eL espaeio es plano conro es eL caso del S.ll"A.,
todas nas cantidades que aparecen en tra extrrresidn (IV.f Ul),

se pueden calcular a partir d.e sus valores en coordena-

das de Minkowski puesto que estamos seguros deX carácter
covariante de cada una de e1las " Esto se muestra eil La

sigrri ente tabla:



TAB L,A. { I{. 1 ) . T,H.ANS FORtvl4gI 0N_ nL tAS VITRIABIEI

prNAulcA§j.

sel/

Expresión en eL
sistema r¡niforrne-
mente ace!.erado

aEu arv-§e
6ñ§ Ex "
aus ácB*vdÉ. 

-Jl
}dl Bso
atll-v
3xv
- ezo-8
fiR"

fru.¡r- *ro"*
¿:qu A-s!¡vo
Bxv ¿zq P

1

1

0

a§u aác¿ '"rí3- atr á**x'n

-R

-a

Expresion general
on coordenadas en
arbitrarias

sEv (r)

eGB (z)

o"B

o.G

o
*!,go

§É .der[g-roj

s* edet [-r*u*]
*I ug"u

o"Uo

o.u'*
d 'á0

ñ6s

tambi6n eI

pasar de. S

La consecuenci.a obví"a de

potencial debe transfo:rmar

atr S "U.A "

t_l
tr.o expuesto es que

c*m$ u¡r veetor aI"

Expresi.ón en
coordenadas de
I,{inkowski (S }

nuv

noB

rt*x$-z$

-fGaZc-Xo

**rou-á"o*o

I

I

I



nu6sua3 = "$o'frl

rifii !

(I\r" 13)

(rv" 14)

Aparentenente todo Lo que se ha hecho está de más pues

([V"'¡5) pcdrfa haherse estabS.eeidr¡ son sdlo saher que

exi"stfa una ecuacidn covaria"nte generaS. para el poten*

cial (IV-tr0), ya que por ser covari"ante¡ su soluci6n de-

t¡e serlo ternbi.6n y como debe coincidir con AB en coor-

denadas de l{inkowskir §€ tiene foreosannente que cumplir
(IV"15). Si.n embargo¡ hemos obtenido de paso !.a depen-

denci.a explfcita de1 campo en las vari.abLes dinámicas

de la carga 1o que hace posihle i.nterpretar las canti-
dades que ahora reemplaza¡L a Las variahLes dinámicas có*

mo canti.dades relativas atr observador" Venios por ejernpl"o

que se puede hacer !.a siguiente identificaci.ón aL pasar

d.e coor,fenadas de Minlcowski a coordenadas arbi.trarias ¡

I
I

oi* 
i

o2")

3.- Ca}cuS.e¡nos ahora F' y il' en el S.ÍI.A..A parti.r

{ IV "'[ 2) tenenos

rs -+ o'E

u§ * g*Iro¿a

aU o n*tt lrr

R .o-s.*á*(i).s" 
ugot'

Q*-o"ou*-oougou

de

(t) Esto vale ya qtte o'!¡ G -u*}''**'e



^ s*L¡-;o 
6\ / f

Iutr).;;ffi (Iv.e'¡(*)
Pars obtencr F*n (f¡ *ÁT'* ¿n -ñu '' (il , se deriva usando la
eondicl6n de retardo o.0, de donde 6.u*o.oio*Tr. 0ro

El ro¡t¡!.tado se obti.ene directamente y es

ap6ndLce b)

ry c, -0'U .9.:L
" oE o.*áo R

(IV.15)

*'1. u'''

FFv . rit§*r-og* Fco .,J -u: ,* &oo .üi
I

(trv. n6)

"l
al

BX.

. *ftr [ro-, ] ]o e* &"-*ios* ['o]o

Venos quG sste rosultado es : id§ntico
que se obtcndrfa heclondo eI reenplazo (IV.l4) sn tr.a

prcsl6n de fuv Jn la secci6n I.

0

0

f'rf -rn'!
L--l

)(

i¡-: l; r, .iLr-lj-r:;ri r:., ,ír 'i',ti:.1. 
i i ii L i' .. ir 

-i 
" 
lih l;íJ, j"!,-i,11:i]r'. ; i,'1.' r,'

(l+

t¡l
*U

I 't'
0

0

'scnhtt'l ,,rii.) l¡

10
0t
00

(IV.17)

(rv" tr8)
)o.
ic.

-§-+ss!¡l¡*¿] o oÍ'+c Lc j

.)
(t,0)
(0; 0,0 ,1)a

(*) Ugare¡¡os g*ucro .gri, etc. e!¡ ñLugar
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o"u ." E=$.1-senr[ryJi to,ilu, [ñn**1 -ccoshf-t--:] ,-*o+q, L fl .l - -L ' L J

-6.o * .(li,+olsenhFPl ;i'8,ña, [r"noo] cosh[*f{ -.,, 
{Iv"1e)

Como se muestra en el epéndice B, eL cáLcu-

Lo 1o ¿" Filv arroja 1o sigui.ente:

F0i. -# $ tr.r, r) , F0 s* uryff;."1 (ca+la*$r+c,] z

Flk=o (i,k;!, 2, r) qfi=ñ¡¡ E2* ; 4crtp¿+[az -6r- Ft*"1']
§"4 /ffiryG63a¡á

(IV.20) n¡uestra que eL campo presente 1as si.guientes caracte-

nfsticas:

f) es estáti.eo

ii) no tiene indueci6n uragn6tica e$l en ningún punto del espa-
ci.o y en ningún instante

iii)es un campo cr¡lombi.ano doformado.

Bsto coi.ncide con tr a lmágen intuitlva que

urio se puede hacer: una carga perpetuamente en reposo no pue-

de producir canpo nagn6tico. Esto lmplica que f8i'g 1§ 'ñ¡ 7

'iun canapo est6tico y sin campo nnagn6ti.co no puede radiar".

" 20)
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4.- itled.lante un formali.smo ri.guroso y bien f,undamontado he-

Iiros llegado en esta sección a concluir que eI canpo elec

tromagn6tíco e,,c. s6lo electrost6ti.coi es un campo eulom-

bi.ano deformadó, 8 csusa del earnpo gravitatorio aparente

que existe en este siste¡na" §e observa adenás que el
vector de Poynting es nulo en 'tod.o etr espacio. Esto in-
ducirfa a pensar que no existe flujo de energfa en nin-
gún punto del espacio en ninguna direccidn en eI S"tr.A.

A1 tratar de aclarar este punto s!¡rgen de. inmediato va-

rias dificultades:
* C6mo definir energfa (o flujo de ella)

en un sl.stena no inercia!.. te dificultad aquf radica en

q¡¡e no cs inmediato relacionar, como en coordenedas de

Minkowski, la conservaci6n de TUv con eL teorema de

Gauss pera definir e1 flujo (TE',1, o0*> identi.dad entre

el flujo entrante y eL sai.iente en un volumen I[) ya que

en g1 teorena de Gauss interviene la deriveda ordinaria,

mientras que 
^qn 

x.a conserveci6n du fuu aparece la deri-
vada covariante.

- EL remoto futuro en e]- S.U.A. coincide

con el plano i3 : -0r¡ luego para observar radiación te&

drfamos que situar detectores en la singularidad de Ia

mÉtrica. Esto se puede ver también del hecho que todas

las geodésicas nulas terminan en la frontera i§ r -o

(ver secci6n IIIrS).
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-I,a exi.steneia s'ea1 de i"a r:adi.aai6n se

puede entender al hah3.u¡r de fotcmes, que aper€cen de Xa

euan'tizaei6n deL cemps etreeferomagir6t§.eo, postr-nl,ando i.n-

varfaneia det. espaaio baj«l etr. grupo de Poinaard, Fetro

vemcls que si Xa m6tri.e& es una f,l¡mei6n de La posicidn,

eomo en nuestro easo, no es elara Ia existencia de sine-

trfa baJo trssS.aelones. Este es eL objeto de estudlo de

los trabajos m6s recf.entes sohre na ar¡ant$.reclón de3 cam

po gravi.tatori.o 
"

§e puecle i¡¡tentar subsanar la primera di-
§'i.eutrtad genenanizancXo e]. cri.terio de §ynge ya que erl

6L s63,o se emplea eantidades invaríantes y no se haee

referencia al teorena de Gauss " Es cLaro que por ser I
t¡r! invari.ante, ].a potenai.a radiada en etr §.U,4. deberfa

defini.rse con¡o

firllm Irntao
R.ro I o
¿d ftJo

(rv.31)

donde o es !a interseccídn de un cono eon vértice en

zc(xo) con un plano(*) cr¡ya norma} es s*u*lo6ru¡ y da

es el elemento de ángulo s6li.do, sen$dCIdS, en que 0 y 0

son parámetros con que se rotr¡La cada geod6sica nula
(corresponde a tros ángulos poLares de 3.a tangente en eL

(t) Puede no ser un pX.ano sino una hi.persuperfi.ci.e m6s
conpS.ie ada.



origen). Sín

oporaci6n de

saLlrse del

enbarga se ptrede

Lfmite en (IV"21)

S "U.A"

6s/ I

ver en Fig.(1V.1) que la
necesarianente i.mptr ica

FtrG"_(rV.1)

Planos tipo espacio en que se evaX.úa La i.ntegral para etr

criterio de Synge.

En efecto, el tfmite R+- inplica que E':debe

desplazarse hacia arriba, de modo que en a1gún momento

estarÉ en la posición de [: con Lo que la interseccién

con e1 cono de Xuz se sale de la regi6n que corresponde

al S.U.A.

Como en todo caso persiste La dt¡da sobre si

I representa o no algo identificable como radiaci6n,

/-
-- -;r';:

4'-./ ¿¿
'f§'t

-- ¿)

-t-

--t- /(.. 
,/



eonvendrla abordar el prob}er*a desde otro

ti.r de fuv podemos defí¡rir un bivector en

eontrayendo un §ndi.ce 
"on 

g*u. i
Sea

scu . do il,
siYu -$, tenemos

sou"u'g*rofurou.o
Por otra parte, como Sel¡ es un vector en

Sct¡ s SoU +fE SoP
'U rlt PU

y por una propiedad de la conexión affn
L§.'fschitz r op, ci.t 086) ,

66t I

puntCI. A par-

e1 S.U.A.

([v.22)
' ir liil..¡

(rv,23)
eL punto x ,

(trv.24)

(ver tandau-

(rv. 24 r )
sots; *- Ért[rful-r"u] ,u

por 1o tanto

c - flo¡o*rfii-eTs"u]ru . o (IV. 25)

De manera que podenos aplican eL teorema de Gat¡ss:

Qr f^[* *;"rul, ¡$u,^f s;onvd'u

Pudiendo asl vi.sr¡alizar eL

como el fluj o de fiT- ri"
fiei.e y se tiene ahora la

(rv.26),

f!.ujo de energfa deI campo

-uuT' a través de una hipersupeg

posibilidad de reproducir tros
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J.cs resultados de la secci6n I, sin enrhargo este pro-

hlema es rnuy delicado y se requiriría ampLiar más nucs-

tro estu«lio desviá¡rdCInos de1 chjetivo que nos lremos

trazado. A modo de ejempl.o se podrfa considerar la si-
guiente definici6n, inspirarla por 1a forma en que se

relacionan los criterios de rarli.aci6n «le lloltrl"ich y

Synge;

G =: frrm **roiu oc*uuiBdro (w.27) ,

en que t, o -(ofio)*;a) es un vector radial unitario en

tra posición cle la carga y o La interseccidn rlel cono

de luz que parte de La carga hacia ei futuro con cual-

quier hipersuperficie tipo tienpo que rodee l"a Lfnea

de universo de 1a car¡¡a o cualquier hi.persuperficie ti-
po espacio que corte el cCIno. [s notable que esta ex-

presi6n sea equival.ente a La que se integra en (IV.21),

En efecto, dzo = l.f lnado donde J es eL jacobiano de

1a transformaci6n (rrr. s) ; perol;¡'r'7¡¡1',1uego lTf{¿i.,'R2dn.

La regi6n de integración en (IV.22) es Ia intersecci6rt

de un plano como el. cono con vértice en la carga, pero

como 1o advierte eL mis¡¡o Synga, la operaci6n de lf¡irite
en (fV,?2) puede omitirse sin que el resul.tarlo ca¡nhie,

Esto es claro pues como se ve en (\.37,) a I s61o con-

tribuye f,'.



58/ /

Es fácil. ver por los ar¡lumentos de Teitellroim

que 1a integral (IV.2?) no puede depenrler de La naturaleza

de 1a hipersupetficie. tipo espacio con que se inte¡gecte

eI- cono. Por último, es casi evi<lente qt¡e e1 i.nvariante

"ogl 
o'¡uvn*uaiB es ! = uynyTlrv que definimos en el espa-

cio de l.tinkorsski.

No obtante Lo anterior creemos que el pro-

blema se aclarará cuando se estahlezca una definición
inequfvoca de energfa, asÍ como La cuantización del cam-

po electronagnético en un espacio de Riemann.



CAPITIILO \i

DISCTISIO}¡ FINAL"

En esta última secei6n revisaremos los conceptos en-

pl"eados aquÍ, a fin de enLencier en significado y Las

impl.icancias que tienen los resuLtados encontrados en

el. capftulo anterior"
Dado que nuestro prohlema trata <le la ra-

diacidn de una carga, cabe preguntarse si és posihLe

establecer un eriterio aLternatj.vo aL de Synge para La

radiacidn que arroje un resu1.tado Cisti.nto" nejanrlo a

un Lado Los críterios no manifiestanente covariantes

-que no son de inter6s en nuestro ca§o-, compararemos

aquf dos criterios que designaremos pt>r R(Pohrlich) y

S(Synge), ya que constituyen definiciones cle racliación

para estos autorer(t) " Estas definiciones son

c.

R:

8u a 
fu*

&R * *uu

:2 do

dPurad,

I
F
t

J

(v" 1)

dr

(t) No confundir R (el criterio)con R. rEuu,
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EL si.gnificado de R se obtiene a través de

Ia construccién siguiente (Fig"(V"t): considere¡nos l-a

contribución de TUU aL flujo a través de1 anillo tipo

esr¡acio (Ao) conteni"do entre dos conos de Luz con vér*

tice en puntos cercanos sobre La Lfnea de universo de

la carga

rrG. (v.:_n_)

§uperficies de integraci6¡r en (V"2) y (V"3). nL f!.ujo

¿u fuv-¿ través de Ao es el mismo que a trav6s de Ao*.

dpu lfn f tp'¿ro-.rad Rnín* Joo 
v

en que Rmfn, es etr minimo vaLor que toma

(v. 2)

fl:s ,luru en Ao
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con z(r)<z<z(t+dt), de manera que el Límite prescrito
comesponde a desplazar infinitamente Ao hacia e1 fu-
turo distante. Es fácil ver que R y S son criterios
equivalentes; notemos primero que dPY.a no es otra cosa

que Alu en La formulación de Teitel.boin, es decir dpu"u

se obtiene a partir de fu\i, ya que s61o esta parte de

TUv contribuye al flujo aL tomar eL Llnite Rnín*-. Ade-

más vemos, siguienrlo el argumento (L20), eü€ eL cáLcu-

1o debe ser independiente deL Lfmite "

como fuu no da flujo a trav6s de los conos,

el flujo a través de ¿o dehe ser e!. mismo que cruza
*Ao y tenemos

Ahora bien, podemos escoger Ao* de modo que d30*r=¡rRzrl§ldr

luego 
-ñ- 

filuor,rRz dQ (V" 4)
drj

Por 1o tanto, encontramos para (R*

GR . -ruftu'r,rRzdo * 
fro,an 

,

con 1o que

ar|"r=afiu s I fu'uroo B f ñu'aro*, (v.s)
J ao JAo*

Fql (v.5)



Notemos que hemos evrtadCI trabajer directa-

rnente con Pu 1o que habría requerido la condici6n asi¡t-

t6ti.ca (I"Zr$), uná restricci6n que deja fuera precisa*

mente eL moviniento hiperhdtriso"

Es Legftimo preguntarse por 1a ventaja le
usan (Rg en lugar de &x, ya que son criterios equi.valen

tes. EL prchlema surge al utilizar (Rg e¡r e!. ¡novimiento

hiperb6lico ya que si no queremos que en (V.2) apareu-

ca explfcltamente el lfmite Runfa+* dehemos usar dlEv;

p6rs en este caso particul&r una parte *u bu cancéla a

$u luego ao resuLta claro en este contexto e!. sentido

de d$u eonCI radiaci6n.

Csmo i¡¡óics*tos en e3- eapfctato tr, la "re6s*

eión de radi.asi6n" {rii} Bs r¿m1a pere una partfeula en

noviniento hi.perbdi-íee¡" flste efeetc xro ss áebe á quÉ

!.a earga np radíe s§"no e que eL camp* tr3"gado y et de

radi.aci6n act6an s*bre I"a *arga c&nceSandtr sus efeetos'

Esto es perfeetame&te eSaro desde e3 punto üe r¡§.sta

de la seperacidn de3" eastps en dos p6.rtes dinámiaament*

indepexrdi"entes: nada prohibe que tlna d.e e}}.¿s atrule &

3.a otra en un punto. trIi.s{:o de e$t* §}anar& it*.trece de

sentido a§eguras qtre no existe radiae i6¡¿ (eit eX. infi-
nito) s61o parque *'3"a *fr,r"g& mo 10 m$te",
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2.- Cono se dedr¡ce de s'¡ definici6n (X"28), IRa represeq

tB etr flujo de energfe de radiaci.dn por unidad de ángu-

I"o s61ido qr:e eruza un dete,etor en cuaLquier lugar del"

espacio" Podemos por 1o '¿a$to explorar eL espacio de

Mi.nkowski con I a fin de saber c6mo se distribuye la
energla radiada por Ia carga. Expl"oremos pues, Las re:-

qiones I y II señaladas en Fi.g. (III "2) . Los resuS.tadrs

(ver apéndice C) sCIn

a) trR2-+ 0, xixa arhitrarios
x t*-
xo ft,Jo

b) IR¿ ------> 0 , x0 -zG = Í (x8 -z s) . Radiacidn hacia a¿lelan
*0, lxt l*- d0 ,zs f,i5os f,e y hacia atrás pctr In

cono con vértice en z.

br) IRa-.-*-*. u'C Lu"1g ---, x§-z$,(xo-20)cosg
cor¡o deI 4r Lru-rocose]2 p - (¡0-20)sen0futuro

Máxino para 0r* arcos (S)

c) IRz--*- , z3+'- zo+.o
¡$+p!ano (ro--x!¡ 0+n

d) IR'*t , x! ,x2 arbi"trarios "' 
=o*-:r fiJo

Todas l¿s geodésicas nulas excepto una

(x0-¿0 . xs -zs), cruz¿n el plano x0 * x! yéndose al
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infinito on La zona II. Por otra parte venor que la
única geoé6slca que no eruza la frontcre cntre las zo-

nas I y II no trsnsporta energfa que puoda nedir tm de-

tector. Asf coneluf,mos que en La zona I no se puede me-

dir nadiacl6n más que en direcci6n e Le zona II. Conpa-

renos esto son Lo que se puede deci.r en el S.U.A.

Cono s6 mostrd en eI capftulo anterior,
a partlr de r¡na centldad conservada en eL §.UoA.(P')
se deflnió otra (4;f e*r{uu¡ cuya divergencia ordina-
ri¡ or¿ nule,. tnseguida se eonstruy6 eL "invari.ante".

; . ffilns*ros*ugfl'¿*ns
En rigor esto no es un invari]"ntu (escalar) sino una

donsid¿d escalar dcbido a1 factor frÑ - l¡l'*, §in em-

bargo g*rog*pgil"iqn§ 
"¡ es un escalar gcnuino y corres-

ponde a le trensforsaci6n uedlanta (III.5, de Tsvurnn,

qus sÉ puede represontar por

id
uG-

-.gvBn

a
g

*g

\

{v.6}

tru*
trt, *

THV+

nus

lu,

según (r.51 .b') (p -ur)., pbr 1o tanto,
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(v.7)

con osto definir ol lnvariante de Larmor iF en el SUA;

s$eñs ! (?'ulu iBl

e- , {ñfr. uoeie ,uvio¡-6¿eo

,¡ 
lrfi"riurv;a#nado

'Jtu',runoRrdo . e (v,8)

A pesar de que O resulta asl un verdade-

ro invariante general (frente a aambios arbitrarios de

coordonadas) ro es claro que se trete sóLo de energfa

olectrosagn6tica nocesariamet\t,e " Podrfa por ejemplo tra
tarse de enorgfa del canpo gr.rvitatorio aparente que

sólo cxiste sn el SüA; algo si.r.,ilar aL efecto del pseu-

dotensor de energfa-¡nonento de Le¡dau (Landau y Li.f,shltz,

op.cit. §tot] .

Cono se dijo en

reenplaza¡rdo on Las canti.dades

III,

i-ffir-* lril (v.e)

(I .i3), r . ;ifu,".rz+Qr),
calct¡\adas en La secci6n
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ade¡nás Las expresi.ones de cosht-*! y

, tenemos

ez fXs+el 62'-l--i--==- 
T rE. (v. Í o)It L" j+ot-o,oL.ro-6a-f*t"o., 

J

lnz =

dependiente

ta radiaci6n
qi¡e

Se ve que

de R antes

cruzarfa

1a intogral
de tomar el

un detector.

(I"30) no resulta in-
lf¡nite. Veamos cuán-

Ile (V. 10) se observa

a)

b)

c)

lRz*o

TR2+o

l?,*o

-iX-"*o, p t1J O

F"*-, ñB fi5 o

i ,-- -x'+-Gr0 fLJo

F-+ o oF3 fijo.
I

d) iRz*o

I"uego en los eonfines úetr SIiA no se deteeta

radiaci6n, sin embargo en 6tros punÉos parecerÍa ser

que nuee"tro detector m$estrs flresenei.a de energÍa radia-

da. Por otra parte, pera d.i.stanci.as pequeñas entre eL

punto de observaeión y tra carga {§3 "F<<c),

'ffit *1, g*uc*It¡rcr L*- tr ;t¡ , t8*to;i¡
3.uego

IRec, ¿103.rr. = 0
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Es decir, de 3.a earga no sale energfa de ra-

diaci.6n pero el campo gravitatorio aparente "si.muLa" ra-

diaci6n a distancia finita y que no se ve LS.egar a los

confines de sIrA: no se puede hablar propianente de radia-
ci6n. El hecha cle que lRz*n en f,*-a proviene de]" f,s.ctor

G , de modo que lm,*: podrfa interpretar esto como que

no se trata de que.1.a densidad de flujo de energfa se ang

Ie sino que se anula e1 +,l.anento de superficie d2o cuandg,,,

se evaLúa cerca del horizonte, pero.que de todas maneras

como la extensi6n de la regi6n i.ntegrada es infirríta, el
resultado neto es finit.o. iEn efector'esto se puede ver

haciendo un cambio de variahles que en lugar de descrihir
el plano singular en coordenadas clel SIIA corno i3--a 1o

haga soR coordenadas minkowskianas x0oxt t EL resultado

es claramente finito: 1§ § -%ru". Todo esto Lo podemos

resu¡lrir diciendo

- ta carga en eI" StlA no radía

- El campo gravitatorio aparente defurma el calnFo

est6tico y si"ntrla un campCI de radiacidn.

- Este campo de radiaci6n no da flujo en 3-as direc-

ciones p»*, Í .'r- pero da una contrihuci6n fini.ta

& trav6s del horizonte de sucesos, l'- -o de ¡na-

nera que esta "radis.ci6n" sóLo serÍa deteetahle

al ctro iado de !.a frontera.
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5.-.Todo el mundo est6 faniliarizado eon Ia idoa de que

obsorvadores inerciales son equivalentes en el sentido

que en cada uno de el"los vaLen las Leyes de la ffsica y

que por 1o tanto mediante mediciones realizadas dentro

de cade referencial inerciel no es posihle distinguír un

sistema de otro. §imilarmenter Einstein propuso que Local.-

mente al nenosr oo es posible distinguir un sistema iner

cial de uno en cafda libre en un carrrFo gravitacionaS., o

un sistena acelerado de un campo gravitatorio. Cabe pre-

grmtarso si esto os váLido para partfculas cargadas.

Suponganos una carga en cafda libre y un

observador f, cayondo junto con ella. Este observador no

verfa radiaci6n proveniente de la carga pues para é1 se

trata de una carga en reposo en un.sistema inercial. 41"

canbiar a un observador I(r que ve acel.erar a la carga,

se tiene que tñiÉ0. "It isrof course, cLear that the ra-

diation rate & is Lorentz invariant, but it is not inva-

riant under (8.20),-ec.(II.5) en nuestra notaci6n-,(ver

Rohrlichrop.cit .p.21(t'218) . La situaci§n que estudiaraos

nosotros, según eI mis¡ro autor, radfe cuando se la ohser-

va desde S mientras que desde el StlA no se ohserva ra-

diaci6n" because it is that §*6", Es claro que para

Rohrlich constituye prueba suficiente de Ia ausencia de

radiaci6n q*" §.0, sin enbargo no discrrte c6mo defini.r
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la radieeidn em el. SUA"

A di"fereneia de to que afirma Rohrllch,

nuestra definfei,6n de & es [nvar§.ar¡te general (aurrque

vánids s&Lq §!1 r¡n espaale pXano). No obstante, tssee imva-

riante euyo va3.er es X.a potene§.a radtada por tra earga vig
ta desde un sistelna i.nereiatr s sfl prÍ.ne*.pi.o et rnís.mo n6¡nero

no ti.e¡¡e por que ser Xo qnre wr[de un detector en etr StlA.Fa

ra deaÍdir sobre eI sign§"fieae3o de ffi hat¡rf a que eontar csn

un modeS.o de deteeton §.dea3. que díera um ariterio ahsolut.o

eh eualquier s$.ste¡na de referenc§.a. Fer oBra pgrte¡ §€ i¡l-
simr¡6 aI fi,nal clen capfear}.o §V que senfa §.nteresante poder

euantiaar el car$pCI enectromagnétÍ"eo eÍ! un espaeio eon m€-

tri.ca anbiÉraria. Fotr este cami.no selrgen de inmediato difl
cuntades que dem§,han 1s hipdresis b¿ dc X.a int¡roduce§.6n.

Fulning(l a) demostn6 qule a3. pasarrx* coor,áemeda* ca¡:tesienas

a esordenadas de Rind3"er (equivalsnÉps a 3.as detr SUA), los

estadoe de una part§eun* en &!m s§.stema se eransforutan e¡x

estados que'-§o sovr identifiaafunes esmo de urra pertfeu3.a elt

etr $tre; n{ siquíera eL vsefo es e3, r¡lisrne en }os dos si.s-

temas" Fstr 3.a m§,sma S"fmean ilavíes(ue)(ns) mostr6 que q¡rl

estado sí.n camrpo u$.sto desde S se \re eomo un estado exei,-

tado em eL SUA en un espectro ele Ftaak e'm equil§,bri.o t6r-

mi.eo e tenper¿gurs -L '2rc
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TRANSTQBUACI0N LE CQ9BDENADAS BNTRE S(xl Y Et

§usji't .

Por (III.5) podemos escribir

dxo
dxr

que se puede i.ntegrar obteníendo

(xa)e*(x'Jt B a .

La condición de borde (III,1) exige que

a¡' [lt"o], . por esto tenemos

43
xo

(xt)r-(xo3r a 8u*o]t

En (ItrI.3) esto stgnifi.sa aden6s

(A,1)

uu'(a6ryio,o,f;ry-,rr' )

fí)
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como en un slstema de coordenadas arbitrario 1a coordsna-

da tlenpo s6,tr.o Jr.lega un papel de rdtulo, podenos Llamar

Í.0 'e !a coordenada ti.empo de todos los eventos que ocui-

rren en el SUA sobre un nismo plano n(roio). De esta ma-

nera en tienpo coordenado de la carga coincide con su

tienpo propio pero esto no será nocesarianente cie.rto pa

ra cualquier otro punto sobre eL gU¡(t) . Asf r al asignar

¿ l.a trayectoria de la carga (en el origen de1 SttA) .

xoEzo¡Gs

Xs r, Zs . oC
(A.3)

eorrespondientenente debemos asi.gnar

f-61
."n 

LIJ
our,ffi,

sl punto

,lf,
ffioj
[-" J

- Ft*o]

'Fo""J

xü (P)

xt (P)

sen

cosh
(A"4)

sólo do ests iñanera se assgurs qus la..rf rrea universo del

(t) Conno s6 sabe, 1& e1ecci.6n de tiempo coordenado nada
tiene que ver con la posi.bilidad de sincronizar relojes,
o e3. carácter ost6tico o estaei.onario de La ur6trica.
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origon yls de p'§oan ortogonal.es al mismc plano en eI" mis*

ñto instcnte coordenado 10, sati.sfaciendo,sinultánea¡nente

(*"t; 
"

Co¡no eX. espacio es homog6neo e isdtropo en

ol plano (x3 rxt) en ambas sistemas de coordenadas, pode*

mos completar la transformaci6n de coordenades con

rb * xl
¡AC

,s

§n general ento$.cese

(A" Si

) 
(A.§)

xo a [*'"*] **nt ffi
xs*lu
x2*;a
x§ 4 Fr.*l ***hm§
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mL§sHffi s}-§&tlBg*§§*§&*§ ir-3, *

*!J - itr;I)gj§. $ Ile 1a tabla (§V.1,i vem+s qi"ie f)ere sbter¿ex.fi'.o'úr
q-G

e§ prec§.so c$nücer Sg,, " §stog aoefiaíem'tes s* oirtáeme¡r
üs§

de (f§I"5) y son

, s"3l**o*r&3"[ " 3&1*§enhfe'X
aao is j aEB f_" J

á** , p-r{ * Ad- * *s5".*0 {j.h.fl,2}y Ad. g-} *di. -6k¿
AE@ A31 B?í g§3 DzF ázi I{

Con e*tc y (fV.1) se t§.ene

flqo -gol * e fl** -e *l * 
(E'2)

S*B*.* *se*ht\á**fl ,B*su *[y*fl , B-sr*Búea*.!{- J t eJ
]' §1 resto de 3.as sCIsqponentes nuLas, cCIno se muesttra

en (IV. ! 7) .

., 3&1 * €CIsh
br§

fa:}
ds ,f

(8"$)
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Reenplazando (trV.1 ) en las expresiones

p8ra o'I y o'o de tabls (Iv,n) se ticne (Iv.19). Ense-

gulda con (IV.18) y (IV.tg) se puede obtener

R . -c.cic .[r!+o]senhHS]

Q r -o.cr c. ,-F=},"nF;f,]
(8.3)

F{ B,

Reernplazando (B 
" 2) , (8.3) y (n V, n 8) en

(IV.X6), §e ti.ene para Fv ;

r0
+.¡

Luego B r 0.

g*ioic.rnloEo.o

I

- Fn*t] senh
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Fo l.

-leosrr [z,J

--g-§r (ts.4)
4nRr

t* t tfl eosh r/.1 
ffiG-.osn 

[ /.] (i,.* -ccosh [ /"] ¡ "

.F.dsenh[7.]sent,[rÜ

- f*'*o]renrr[y.J 
F;k'-"htlJ 

qr§+o-ecosr,[¡J I -

t#dsenh[lJsenn[/.1 I

+(fs+olsenhr:"1.ffii* 
)

gÉ.go [r?*

(8.5)

csnduee

(8,6"i

e Eue

. ftffi [cosr,F#J -{.x'*"] 
}

La condiei6n de retardo, 0"U6.tl ' 0

cosh F:fl1, oi" GSig(EP i* ffi 1s)-'*-""[- c J zc[fru"]
y por 1o tento

senh fE:-=Ai-l = 
*g** §* : 4e'ñn * &u -p a - [s's+4 

,] a- [" ) zofxs+oJ 
F*=(ÍB]*u(**]n

Reempl.azando (8.6) y (8.7) en (8"4) y (8.5) se obtlene f$.r:¡¡1

tEente

Fi. -g8oo xl. , Fo ¡ a
4nt



APENDICE C.

cAr"cur,q pE 
§_Jug- ir§J:, §L§ JtEGIOtgisJEr

BSPACÍ0.1'[EMPO.

Nos i.nteresa eo¡roeer en fni¡jo de ú¡l@rgfe

proveni,ente de Xe earga en clistintes reglones deI es¡aoe§.o

en coordenadas de Mi.nkov¡ski, /t partir de (I.33) tene¡nos

- eE Í'aaRs +Oz"!I '|' "4,'[T*1
En nuestro ca§o

ae*:$e*
R * ${xo z s-xs zCI}

q * 
k(*ozo-xo*u)*tr

Reemptr.azando (C 
" 2) en (C " n ) se obti.ene

(c.n)

(c. 2)

lnaea*É 6e (c.§)4nt_ (xoa3-*sro¡P J-
Como xU y z\4 est,án síempre sobre un m!.smo

cono de x.uz, podemos usar' 3.a s§,guiente representaei6rr
(eoordenadas polares)

xo-zo
¡§-f$

p

rr
- rcos0

. rsen0

l
(c"4)
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Con (C.4), (t.5) pugde escribir§e en La for¡na

rRsdo . §X^ -senae- 4" 
o pi*ffi (c"5)

Explorarenos las slgulentei regiones (ver Flg.(C'1))

alxs**rxorfiSo
b) frprxo .ao 5s$¡s un cono de

c) xE * ptrano(x4r-xE)

lnu eon v6tt§.ee en *Hqft3*¡

al) xo * or xsrp fijos"

+

t-

*' -n

Llr,

Regiones expS.enadas

\
FtrG.fC.N}#

aon eI invariante I "

a) Es c1aro de La Fl,g.(C,1) que *8'+mrx0 ohl1gs a que ¿F re-

troceda según z8w e ?o'+-cp. Mffis exsetamsnter **'*n', "o**** '

3s
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luego (C.5) queda

&8f /

zo.3xo,'.,
(C.3) se

d) Sim6trtcament€ &

nu*l*n cuando ]eE**"

tlene

fl

ri s'**

IRadf¡+q en este lfnrltc.
1o que ocurre en Ir tenenos

lgualnrente en este caso de

xRadoa4 d-fn
4r

b) 5e ve que eI. Lf¡rite xlrx,0rPsrz$ fijo (a 1o largo de
I

una genératriz del cono'de luz) corresponde a fijar 0, z@

y zl un, 
.,a.5). 

truego en e§te 'rl'fnite*

IRad0 * *
4r

-0
Esto da t¡n m6ximo para cos8' ff f *t nuLo

para S . 0rr.

c) Reemplazando nuevamente (C.4) en (e.5),

nRedn * u3.ar¿ -==. , -.=Pu -a ¡\ sit 
4If

!n

* :-,dO
4Í

como eL tfnite xo*-xe impliea zoq-?t. , conclufmos que

o8 *xox 3 -

IRtdo + CI
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