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I : Bl estado actual de la teoria.

1) Prehistoria; electrodinZmica de Maxwell, formalismo

covariante, potenciales retardados y campo(F“v}.

2) TWY; la separacibén de Teitelboim, definiciones de
b T

P¥ y P¥ y condicibn asintftica, ecuacidn de Lorentz-

Dirac, separacidn alternativa.
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3) Radiacidn; tratamiento standard, definicidn de Synge;

comparacifn con la separacidn de Teitelboim.

IT :Particula en movimiento hiperbdlico.

1) FBV y TUV | célculo en t=0.

2) 18X2 yersifn de 1la paradoja (Pauli) y critica

de Rohrlich.

II1:Geometria del espacio-tiempo vista desde el sistema

uniformemente acelerado (S.U.A.).

1)Transformacién de coordenadas.

Z)gu",l'gA s =R singularidad.
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IV.- Electrodinimica en el S.U.A.

1) Formalismo de De-Witt y RBrehme (resultados).

2) Su equivalencia con transformaciones tensoriales,

X 3) El campo.

4) 22 versidn (S = 0 =>R = 0);Incompatibilidad con
la realidad fisica de la radiacién en términos de
fotones.

V,- Discusibn final,
1) Andlisis comparativoc de dos criterios de radia-
¢ifn y "reaccion de radiacibn".
2) I en el sistema inercial (S ) y en el S.U.A, sig
nificado de las zonas.
3) Simetria entre las observaciones en S y en el
S.U.A.;principic de c¢auivaleuciz, cuantizacién del
campo en coordenazdas arhbitrarias.

Apéndices :

‘”:*% A) Transformacidn de coordenadas entre S y el S.U.A.

B) Cdlculo para la obtencibn del campo en el S.U.A.
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C)} Cidlculo de I en distintas regiones del espacio-tiem-
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ij Notacién:
' El sistema de unidades s& escoge de manera |
que ¢ = 1, : i
- La métrica del espacio de Minkowski esti |

dada por

o)

“uv:nogﬂmniiﬁ" (u,V «0,1,2,3; ;5 = 1,2;3

Se adopta 1ls definicién
alipvle Lea¥pV-a¥pY) y otV %(a“b”+avbu)
2

Al sistema de referencia inercial lo deno-
teremos por S(x¥,z¥) y al uniformemente acelerado por 4
SUA(XY,Z%) o simpiemente S y SUA respectivamente.

_ El tensor m&trico en coordenadas arbitrarias
serd gy »

En el espacio de Minkowski un punto arbitra-
rio se denotarf por x¥=(x®;x',x?,x%)s(t,x,y,2); 1a po-
sicibn de 1a carga por z¥s (2%;2%,2%,2%), su velocidad
ud {7) n%fg =z¥ y su aceleracién por a¥(r) = éggﬁ = FW,

Cuando se hable de sistemas de referencias

1 arbitrarios (Cap.IV), se utilizari la siguiente con-

Ly

venciﬁn(°):
indices u,v,A,p,0 para las cantidades eva

luadas en un punto arbitrario de observacién (xu)

; indices «,B8,v,6,2 para las cantidades Te

| feridas a 1a posiciba de ls carga =%y .

La derivada ordinaria se reemplazarid tam-

Ry L O

bién por una coma(,) ¥ la derivada covariante por un

punto(.).
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ii} Introduccidn.

En este trabajo estudizvemos la radiacion

producida por una carga puntual uniformemente acelera~

(98

da. En particular, nos interesa discutir 1a paradojsa
planteada por el movimiento hiperhéiicéﬂ. Iista paradc-
ja tiene dos versiones de muy antiguo origen y se pug
den resumii en la forma siguiente:

128 yersibn:

a,) La ﬁotencia radiada por una carga estd dada por
invariante de larmor: R = -ge 2a2(a? = a“au) s :

bi) R se puede calcular como el fiujo del vectcr'aé
Poynting a través de una esfera de radic r = t en el

sistema inercial en que la carga estd en Teposc para

t =0,

cé)Ei vector de Poynting del campo producido por una
carga en movimiento hiperh8lico es nulo en ioda ei
espacio, en el instante en que el rvefercucial sstf

momenténcamente en Teposo respecto a la carga, por 1o

£

tanto ® = (. (Nétese que en b, se hahla de un célculo

en el futuroc, mientras gue en ¢, este cllculo es en el

masrgns b

{+) Una definicién de movimiento hiperbélico o uniforme
mente acelerado se da en el capitulc Il de este tra
bajo
L -
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presente) .
dy)La fuerza que act@ia sobre 1a carga proveniente
de su propio campc es nula (P” = 0},

Claramente by y ¢, contradicen a,, mientras que
d8 1o fuerza a unc a preguntarse jcdmo puede haber
radiacidn saliendo de la carga si ésta no sufre fre

nado debido a la radiacién?

22 versibn.

a,) La potencia radiada por una carga es ® = -%

e2a®
b,) La radiacién electromagnética est& constituida
por particulas (fotones) que son entes fisicos ob-
servables desde cualquier siséé;é de referencia
inercial o no.

ca) En el sistema uniformemente acelerado en que

la carga estid permanentemente en reposo, el campo
observado es puramente electrostitico, por lo tanto
el vector de Poynting es nulo.

d2) E1 vector de Poynting nulo implica ® = 0.

En este caso a, y b, contradicen c, y d,.

En 1909 Born calculd el campo electromag-
nético de una carga en movimiento hiperbélico. Pauli
partiendo de este resultado da los argumentos by y

¢, concluyendo que no hay radiacibén (W.Pauli, Enzykl
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Math.Wiss,vol.5p.539 y 647, Teubner Leipzig (1918}; tam-
bign "Theory of Relativity', Peigamon Press.N.Y.(1958));
& esta misma conclusibn 1ilega von Laue. Otros autores
{ver ref.(7)) entre los que se cuentan Schott, Milner,

Drukey, Bondi y Gold rechazan los argumentos de Pauli,

aceptando en cambio a; y concluyen que hay radiacidn vis
ta desde un sistema inercial. Rohrlich comparte este pun

to de vista y prueba que ¢, es falaz (ver capitulo Ii1.z,

més adelante).

En cuantoc a la segunda versidn, Rohrlich

adopta a,, C, ¥ d2 y luego concluye que R no es invarian

te bajo camhios de coordenadas arbitrarias, rechazando

técitamente bz .

El argumento d; corrientemente se conside-
ra junto con el principie de equivalencia. Fulton y
Rohrlichtw) concluyen que a pequefias distancias de una
carga en calda libre es imposible saber si se trata
efectivamente de cafida libre en un campo gravitatorio
¢ de una carga en reposo en un sistema inercial, ya que
cerca de la carga no se detecta radiacifn; para hablar
de radiacibn es necesario alejarse mucho de la carga

y aunque en el primer caso se detecta vadiacidn

Yy no en el segundo, esto no contradice el principio de
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equivalencia que sélo tiene validez local. En forma total
mente equivalente, De-Witt y Brehme(g} muestran que la
ecuacidén de movimiento de una carga acelerada contiene

un término adicional si se estf en un campo gravitatorio
debido a que el campo de la carga permite "explorar” el
espacio-tiempo a grandes distancias detectando asf los
efectos de curvatura presentes en un campo gravitatorio
genuino,

Por Gltimo respectoa b, se puede decir
que si bien el probleme alin no ha sido totalmente acla-
rado, se ha podido establecer que la cuantizacisn de un
campo en coordenadas arbitrarias muestra que la existen-
cia de particulas no es una propiedad independiente del
observador. BEn efecto, al pasar de un sistema de coorde-
nadas cartesianas en el espacio plano a las coordenadas
de un observador aceleradc, aparecen naturalmente esta-
dos excitados del campo sin necesidad de introducir fuen
Tt 1),(12), (3 8)

En nuestro trabajo adoptamos un criterio
de radiacidn que equivale a b; demostrando a, y d, y pro
bando ademds que c, es inconsistente, siguiendo el argumen-
to de Rohrlich (cap.II)., Enseguida, partiendo de un for-

malismo covariante general y sutoconsistente se demuestra

Cc,(cap.IV). Por @iltimo se generaliza a un sistema de coor
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denadas arbitrariéﬂ el criterioc de radiacidn, lo que
permite definir R en forma invariante. Con esta genera-
lizacibn se tiene una idea de lo que podria estar ocu-
rriendo con la energia en el sistema acelerado de la
partfculé, aunque se advierte que la situacidn no es del
todo clara y que tal vez pueda ser cabalmente interpre-

tada a la Juz de una teorfa m&s general.

El interés que ticne el estudio del movimiento hiperbdli-

co proviene de su sencillez, en primer lugar, -se trata

de un mowimienio en que nada cambia con el tiempo. En
segundo 1ugar, a pesar de ser un problema de relativi-
dad especial (espaciOatieﬁpo plano), puede seryir en pri- .
mera aproximacidn pafa describif uﬂT%én6meno en qqé in-
tervenga la gravitacibn, ya que en virtud del principio
de equivalencia un campo gravitatorio constante en fe«
giones pequeﬂasAdel espécic es equiialente'al campo que

se tiene en un sistema uniformemente acelerado. Por ejem
plo, si se 1legara a entender el problema de la energis

en el sistema uniformemente scelevado se podria tener

+) Siempre en el espacic tiempo plano.
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esperanza en resolverlo en espacios curvos. Y en tercer
lugar porque tiene intefés resolver la paradoja misma
gque ya hemos sefialado.

El trabajo estd dividido enm § capitulos‘o
secciones (I,I1I....V), cada uno de los cuales estd sub-
dividido en varios apartados (71,2...) en que se trata un

aspecto particular del tema deé capftulo. Esto se mues-

tra en el esquema general de trabajo.

BRAKRKRR
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CAPITULO I

1.- En 1864 Maxwell logrd expresar en forma elegante, pre
cisa y sistemdtica todas las propiedades del campo elec
tromagnético. En el trabajo de Maxwell, que fue 1la cul-
minacidn de medio siglo de intensa experimentacidn, se
resumia todo un ciimulo de leyes y efectos eléctricos ¥y
magnéticos.

El niicleo de su aporte estd en las ecuacio-
nes que descrihben los campos eléctricos (ﬁ) y magnético
(ﬁ) producidos por una densidad de carga p y una de co-

e
rrientes J . Fn el vacfo estas son

o=
VeE = 4mp
-3
< > 3E =3
VxB - ) 4aJ
S A1)
VeB = 0
|
> 3@‘@»
VxE + T 0

Es fdcil notar que las dos {iltimas ecuacio-

-+ 5
nes de (I.1) permiten escribir E y B en términos de

cuatro funciones ¢ ¥y X seglin

uislistd
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- -+
B = UxA
5 5 + (1.2)
E = -Vg- 28

d

donde ademds A y ¢ pueden elegirse de modo que satisfagan

la condicibn de lLorentz:
3% + VoA = 0 (1.%)

Reemplazando (I.2) en (I.1) y exigiendo que

se cumpla (I.3), se obtienen las ecuaciones para A y ¢

g A

¢} = {;} , 1 = Iy (1.4)
A1

at?

Todo esto se puede resumir en un lenguaje
tensorial en que, ademds, queda de manifiesto el caricter
covariante del campo electromagnético (ver p.ej.landau-

Lifshitz, Fisica Tedérica, Vol.II)

i
J¥ = (p,J)
AY = (¢,K)
-0-\) =
-E_~E.-E
FHVY = auAV-BvAu:g . Dx N :
x." el (1.5)
Ey Bzo "'Bx
E, -B B O
yox
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con esto, (I.1), (1.3) y (1.4) son

5 FHY = -4qJY -
u Ly
apFHY 4+ JUFVP 4+ JVEPH w nj
e (1.3
y AY = 3,3VA¥ = 4qJ¥ (1.4%)

Para una carga puntual de carga e, cuya trayectoria estd
dada por la funcidn z¥ (1) que representa su posicidn en

el instante t de su tiempo propio, se tiene

JY(x) = eI 8% (xV-zV (1)) u’ (1) dr (1.6) |

Ta~00

La solucién de (I.4') con J¥ dado por (I.6)

es (ver p.ej. Rohrlich, "Classical Charged Particles')

u
A¥(x) = € E_éifl 7 (1.7),

donde
T, = instante retardado en que se cumple -

(t-2° (PR~ (X-Z(7))2 =0 , t>2° (1.8)



13//
y B -=uﬁ(rr)[kV~z“(rr)7 £1.0]
Nefiniendo ¥ = xM-z¥(7.) , (1.8) y (1.9) se pueden
escribir como
T = solucién de r"ru =0, v">0 (I.8')
y R = u,(t,)v¥ (1.9%)

Esto se ilustra en Fig,(I.1)

g

o DTN A ; "““‘“‘*\.\

N e

\\

FIG.(I.1
Punto de observacidn del campo (P) y de emisidn (Q) so

bre 1a linea de Universo(L.U).rM= xM-z¥ coincide con

una generatriz del cono C.

[
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A partir de (I.7) es posible encontrar FHV

(ver Rohriich, op.cit.),

para esto hay que recordar que

1y es también funcidén de x¥ al derivar. Se ohtiene, lue-

go de reemplazar en (I.5).

donde

Q

FWY = 2%?{Rr[ﬁa“j~ (QvT)r[ﬁuVJ}

M
ol S Bt
H

€L 10].

2.- Es posible demostrar a partir de (I.1) que el campo

electromagnético posee una densidad de energia(W)y de

momento lineal (%) dadas por

(1.11)

Para estas cantidades es posible establecer

leyes de conservacidn para una regién V del espacio con

campo electromagnético y cargas:

momento
lineal

del campe en el in

terior del volumen V

aumento deienergia}

L : 5

4

e

;lujo saliente

lineal
del campo a través de

de : energi
momentq|

la superficie de V

e

Pérdida de energiaq
momento
lineal

mécanico de las carx

gas en el interior

de V 3

(I.12)

14»
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La expresidn matemitica de (I.12) es

M, 7.3 3

ia: BV
energia =5
(I1.13)
- : &+
momento lineal: %% = ? = ~{p§¢J B)

donde los flujos de energia y momento lineal estédn repre
sentadas por
el vector s = %~ ExB _
w i
(I.14)

y 1la gifdicd? T = Z«[E*E + BwB - ‘ (E2¢B*ﬂ
it

respectivamente.
Es posible expresar también esto en len-
guaje covariante definiendo el tensor THY cuyas componen

tes SGan
=Rt aqh, T aE, , THe TG

g€ T1EVE
se tiene en lugar de (I.13),

T““m = JpFOV (1.15)
’ 2

+ @ : id & il o
(ti T puede visualizarse como una matriz 3% 3 cuyas com-
ponentes son

Tl15 = G71BaBs+B3B-Lo45 82481 | (ver p.ej.Jackson,
Electrodinfimica clé-
sica.)
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P + 2
Notemes que el hecho de ser ® = s -y que’

garantiza la simetrfa de TuY—es un reflejo de que, por
ser la electrodindmica una teorfia "naturalmenée“ relati-
vista, se cumple que la densidad de momento lineal del
campo es ;gual a la densidad de fiujo de energia del mis
mo. (En mec8nica relativista ; = E?, iuego para un flui-
do cualqdiera que se decsplace a velocidad v, el momento
lineal y 1la energia contenidos en el interior de un ele-
mento de volumen A.v.dt seréin p = ¥ ,A,vdt y E = s.A.dt;
por lo tanto p = Even = s).

' La expresién de TV en términos de F"¥ se

puede encontrar a partir de (I.14) como

i 100 v
™ » —[F*PFY-_FP9F  n¥ I.16
4n{ P 4 TG“ ] ( )
Reemplazando (1.10) en (I.16) se tiene la
\
forma explicita para T"Y cuando la fuente del campo es

una cargs puntual:

3 |
py et} (U,V) M.V 1p2 WVy,
= e gel2Rr ™ -ror L }

2 <
e %; 2r2r (Mg¥) - 2qrr(My¥) + 20r¥rV}
w
2
= 50 %r(a?Ra +Q2)rhrY (1.17)
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Llamando r ai m8dulo de la parte espacial
de rH({r¥ = (?,;}, r® = ;3)? vemos que los términos del
lado izquierdo de (I.17) se comportan como r°°, "'y vy
r°? respectivamente. Si recordamos que el elemento de
superficie de una esfera es »r*d2 , resulta claro que
s6lo el Gitimo término contribuiré a la energia que se
va al infinito. Esto sugiere que hay dos partes diné&mi-
camente independientes de THY; una representa la energia
que se queds a;ompaﬁando a la particula mientras que la
otra es la energia radiada que se independiza de la car-
ga. En efecto, en 1969 Teitelboim(a) mostré que es posi-

ble hacer la siguiente separacién de Ry

b r‘ ;
™Y o pHVopiV (1.18)

que satisface las propiedades siguientes:
b T
heRTo R B DR

b r
ii)THV = THY

= 0 {conservacibn independiente de

’ cada parte)

[H

» :
iii)T"v da flujo nulo a través de un cono de luz con
vértice en z¥(1,) r
(i.e.™Vr, = 0, puesto que 1la
normal a un cono de luz es proporcional a ru)

b 4
iv) TV y ™V son tensores simétricos.
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b T
Las expresiones de THY y THY son
campo ligado,'bound":

LACREAE 8 RS (R Cigv) 4 (20-13 iV g2 v
THY » Z;'E:{Zkzr HaV/ . 2R(Q-1)r HyY +(2Q~1)t”r“-ER2n“V}

(I.19)

r 2
campo de radiacién: THY 9--%;'%?€82R’°Q’)r“rv

Las prnpiedades ii) e iv) aseguran que es
posible identificar cada parte en la separacidn como ener-
gia-momento del campo con independencia mutua. Por ctra
parte, i) indica que una parte {%”“)corresponde a radiacidn
- mientras que la otra (%”V) no; por Gltimo, iii) reafirme
lo anterior garantizando dos cosas: que la energia radiadé
por la carga viaja a la velocidad de la luz ("se va por
los conos”) y que ésta energia que llega al infinito es
la misma que sale de la carga. Para ilustrar esto ﬁitimo
considerehos una regibn A del espacio-tiempo encerrada poé‘
dos superficies cilindricas I, y &, y dos conos de luz v

cy ¥y cz2 emitidos en z(t;) vy z(t3) respectivamente:

Al i i i
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Interseccidn de dos conos de luz con vértices en
z(t;) y z(x,) respectivamente , con dos tubos tipo tiempo
encermndoel volumen A. La conservacidén de ;"V en el interior
de A y el flujo nulo de ;"“ a través de los conos garantizan
que el flujo de energia a través de I,(r+») sea igual a la
energia que abandona a la particula (flujo a través de

Za(x+0)).

b o
Aplicando el teorema de Gauss a TV en 1a

regifn A,
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7

0s | TV goxe| Fuvgp(@)_[ Fwvaz (). Fuvac(r)of Fuvgele)
u H I U e M u
- .

A ¥} 2 Cz
por iii),
j © E = 0 , por lo tanto,
Gy Cy
b ¥
j T”dega} = } Tuvdzgz) (1.20)
Ly I;

En otras palabras, | flujo de 4-momento | flujo de 4-momento |
: hacia infinito pro- radiado por la car

; ducido por la cargs ga entre T; ¥ €, 5

i‘entre g e A A : ]

«d

en el 1imite en que I2 coincide con la 1fnea de universo.

=

. .
La interpretacién de THY como energfa de
b :
radiacifn del campo y THY como energfa de tipo culombiano

atada a la particula, queda definitivamente establecida
al considerar el cuadrimomenzo del campo asociado a cada
parte. Bstos fueron definidos por Teitelboim como
3 b
P¥(z) = j ™do, ; PY(1)= j TWda,
o(t) Ug(T)

(I.21)

donde o (tr) es una hipersuperficie tipo espacio arbitraria

que corta la 1inea del universo en zVM(:) y g, (1) es el
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hiperplano ortogonal a uM({t) que intersecta la trayectoria
_ de la carga en z¥(v). Ambas integrales vepresentan el con-
tenido de energia y momentc lineal de cada campo en tedo
el espacio producido por la carga. La expresibn de 5“(?)
resulta ser una funcibn ge toda la historia pasada de la
particula, mientras que P“(?) s6lo depende de uu(?) , 28
a¥{1) (Bc.(I.23)) Que esto deba ser asi es claro si enten
demos 5"(?3 como la suma de todas las contribuciones ra-
diativas de la carga dispersas en t@do el espac1o« y por
tanto produC1das en toda su historxa pasada- y Pu como

el cuadrimomento que la acompafia, como una nube rigida.

La definicidn (1.19) permite encontrar les

siguientes expresiones para gt y %%E

B0 - un@e (0- o 220 #4n) = o)

€+0

f (1:22)
i {

(1) « Zeta(r)ut(r) ;  ate a¥a, i
=

T b
a partir de las cuales es posible definiv P y'Pu=



P“ir) = an(nm uM(r) - 2e2a¥(1))
e 3

(1.23)
PH(r) = 51 Zetat (x")ul (x )"

e

Sin embargo, tanto (1.22) como (I.23) se obtienen impo-

niendo la condicidn asintética ad-hoc:

Lim a¥%(z) =0 (1.24)

TL=09

Aunque la suficiencia de tal condicidn pa-
ra poder escribir (1.23,24) resulta clara, no lo es tan-
to la necesidadﬁ)' .

La separacibn de Teitelboim provee ademds
la ecuacién dinfimica para el movimiento de una carga

puntual en un campo Fg:t(x) en forma natural:

ap¥. . .apv . gbv :
APpac QY o d¥Y o eF“\’ iy (1.25),
dx dt dt ext

que en forma explicita es

2.0 aty® = eFWV
ma ecigm —ua ge a u eFg ¢y (I.26)

(*) Ys ususl, y aparentemente correcto, extender la validez
de (I.22),por ejemplo, a ciertos casos particulasres co-
mo el del movimiento hiperb®lico, en gue la condicién

(1.24) no se satisface. Este problema se trata en ref(3).

il il ity
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: - e : : (2)
Esta es 1a bien conocida ecuacidn de Lorentz-Dirac, Dirac

mediante un tratamiento disfinto obtuvo la ecuacidn

{%‘2‘ - k(e)}a“ - %e*(a"‘-c»a*u“) = eF, .uy (I.26')
en que k(e) es una constante de integracidn y que se eli-
ge en la forma k(g) = %% -m .

Teitelboim por su parte, muestra que 10 co-
rrecto es interpretar esto como renormalizacién de la ma-
sa, definiendo como la masa fisica de ia carga a
Mg = M OEEgm %% en (I.26), incluyendo asi, ademis de una
parte meclnice (masa desnuda), la contribucibn a 1a ener-
gia en reposo debida a l1a inercia del campo. Quedsan asf
s6lo tres términos al lado izquierdo de (I.26): mya! y
dos m&s, conocidos como los términos de Schott y de Lar-
mnor respectivamente. Sl segundo de ellos (Schott) repre-
senta la reaccifn del campo ligado sobre la carga y el
tercero (Larmor) la fuerza ejercida sobre la carga por

1a radiacidn emitida. Estos dos filtimos té&rminos se de-

nominan corrientemente aunque en forma impropia, "reac-
cidén de radiacibn", aunque no podemos identificar

™ = 2 2fa2ybea¥] con radiacidn. En efecto, basta situax
-ge s

b

il i’
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se en un sistema en que la carga estf en reposo instanté-
neamente para ver que la potencia {u”ru) asociada a esta

202102

"reaccidn" es Ee L2 +a®

}, y aunque a®? es siempre negative
{(energia perdida por la carga), el otro té&rmino cambia de
signo dependiendo de la naturaleza del movimiento (es
energfie que puede ser nuevamente reabsorbida por 1a carga).
En un movimiento perifdico por ejemplo, a° no produce un
aporte neto a incrementar la energia del campo, mientras
que a? sf.

No hemos discutido ain un punto importante
referente a la seperacibn de Teitelboim, 1a unicidad de
tal separacifn. Es posible demostrar que la separacidn

(s)

(I.18) en efecto no es Gnica °, por el contrario se pue-

de dar la siguiente separacibn alternativa a (1.195:

b 2 :
Pyva T““°ng.{kar["a“)=QRr(“u“)¢ 2Qx¥r¥}

= :szMu (Mg¥3e (2Qe1)2¥eY - .%_,Rzﬁuv} nr=t ,r?

r 2
Tu\’ THV 3 e
¥ 24wR‘

{R*r("&")o%QRr“uv + 2Qr¥rV) (1.27)

: |
-z:“R,{sz(“a“Bs QRr(uuv}w%(aaR’e2Q¢Q3)r"Tv} r 3y p°?
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Esta separacidn satisface las mismas pro-
piedades que (1.39) excepto i). Sin embarge vemos que
%g“ y %E“ difieren de %uv y %uv en una cantidad proporcio
nal a r*, por lo que el comportamiento asintStico no se
afecta y arroja los mismos resultados que (I1.19) ya ex-
puestos. Sin embargo hay razones de peso para preferir
(I.27) antes que (I.19). Aunque el término extra eﬁ %ﬁv

b
no contribuye a P¥, sf da contribucidn al momento angu-

lar radiado por la carga(s). Esto se debe a que MAWV ey AV _ upAY

contiene un términe ~ r adicional que disminuye la rapi-
dez de decaimiento para = con respecto a la de TRY_ By
término en que difiere %g“ de THV cumple con que

- no da flujo por los conos,

- se conserva fuera de la 1inea de universe de

ia carga
- = decae mfs répido que r~? en infinito ;

luego este tensor, que no contribuye al flujo en infinito,
por un argumentc idéntico al usado para (I.20), tampeco
debe representar energia o momento lineal perdidos por la

particula.

Corrientemente sé identifica la radiscifn con "la energia
que escapa al infinito", esto es, la energia que da flujo

finito sobre una}esfera de radio infinito. En términos
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nés preciscs, se trata de la contribucibn aportada por
ios términos del vector de Poynting que decaen a Yo mis
como r~2 para r+» (ver por ejemplo Jackson, opacit;
Pai.ofcky Phillips,'Classical Electricity and Magnetism).
Sin embargo esta definicidn, si bien es inequfvoca, tiens
el defecto de ser no local. Esto significa que para cono-
cer la energfé.raaiada por la carga aqui y ahora, debemos
observar el campo "en los confines del espacio 2l final
de los tiempos"- afortunadamente osto significa en la ma-
yoria de 108 casos précticos situarse a distancias grandes
comparadas éon las dimensiones del sistema fisico que pro-
duce la radiacién (antena). Resulta por estc conveniente
agefinir un criterio de radiaci®n que sea local, i.e. que
sea suficiente conocer ¢l movimiento de la carga para sa-
ber si esta radfa o no. En principio esto deberfa ser po-
sible ya que el campo depende nada més que de z¥H, u¥ y a¥,
Syngezﬁ) establecib una definicidn basa-
da en la idea convencional de radiacifn como flujo del
vector de Poynting pero en lenguaje covariante. Si uno
piensa culnticamente en la radiacibn como un proceso en
que se emite fotones, debe aceptar que se trata de un
efecto verificable por cualquiera observador inercial, en
particular por uno (S53) que se encuentra en Yeposo res-

pecto a la carga en el instente t,.. Para €1 el fi@j@ del

SRS e )
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vector de Poynting serd

A

[enegs T°i(ﬁ)i (1.28)

Definiendo n® como un vector tipo espa-
cio y unitaric :{nunu = fﬁj que coincida con (0;3) en So

; b
Y como para Se,u! = (1;0), tenemos que

1= -™"un, (1.29)

v Esta Gltima expresidn define un invariante
de Lorentz que da el flujo de densidad de energfa por uni
dad de superficie a través de un elmento de firea unitario
sobre una esfera centrada en la posicidn retardada de la
carga. Este invariante es una funcidn de punto y depende
de ias cantidades retardadas sobre la 1inea de universo
de la carga, pero para decidir sobre la existencia o no
de radiacibn, debemos calcular laz integral de I sobre
toda la superficie bidimensional de la esfera en el 1imi-

te rom o

R = -ET””uunvdsa (en el 1imite row,1, fijo)(7)
{(I:30)



2877

Aunque aparentemente esto no signifique prb—
greso alguno frente al tratamiento convencional, el método
permite conocer ya sea la potencia total radiada por la
carga Eﬂﬁ en términos de las variables de la trayectoria,

o bien explorar la existencia de radiacidén en cualquier
punto del espacio-tiempo (I).
Segin las definiciones de u! y n¥ tenemos las

siguientes relaciones:

u“uu e 1, nunu = -1, nuuu = ()
(I.31a)
ademds,como R = u“ru , en el sistema S, se
tendra A
r¥ = R(1,n) = R(u¥+nV),
luego en cualquier sistema de referencia inercial

H
ak = %— - uM (1.31h)

Por otra parte, d?c = r?d2 en S,
= P?2dQ  en general

(I.31c)

con (I.31a y 31.h) tenemos I = -T”Vuu(%x “u5)s (1:32)



&
Lo
b

Es interesante notar que

2

X e ¢ oyiopy
i e reniaitle (1.33)

b
Tu“upnv = ()

En otras palabras, el criterio de radiacion
de Synge coincide con la separacién de Teitelboim en que
Fuv no representa radiacién, aunque al parecer el hecho
pasd inadvertido para Synge.

Se puede realizar facilmente la integracibn
de (I.33) con (I.31c) para obtener ®. Il resultado es la
conocida expresidn de Larmor.

R = -Ze252 (1.34)
3

En todo caso, y aunque 10s resultados se
mantengan inalterados, como ya hemos explicado (I.27) pa-
Tece ser una separacidn més apropiada que (I1.19}, de modo

que vale la pena conocer las expresiones correspondientes:

b 2
HV ZOC -3 =)
T* uunv - ,{"nRh ('\:1‘ ) \
(1.35)
r A %
T Vuyn, = [a?R?-2Q+R?] (ps2, - roty

R"
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En el presente trabajo se adoptard la de-

finicidn (I.29) como criterio de radiacidn puesto que pre-

senta varias ventajas:

i a)I indica el flujo de energia en cada punto del espacio

b)

c)

dj

e)

£)

g)

al

Z,

de Minkowski.

Coincide con la definicidn convencional (def.(I1.30)).
Coincide con el criterio local de radiacidn(®R#0<=> a?zp,
(1.34)).
Es naturalmente invariante Lorentz {lo que hace simple
la generalizacidn a sistemas no-inerciales).
No necesita de 1a condicidén asintética.
No es un criterio integral como sucede con ®.

Sl
Permite encontrar directamente ®, sin recurrir a %§~
como lo hace Rohrlich ya que estoycomo ya dijimos,re-

quiere la condicién asintStica.

La importancia de ¢}, d) v £f) se entenderi

trahajar en el S.U.A, (Seccidn IV).



CAPITULO I1I

PARTICULA EN MOVIMIENTO.HIPERBOLICO.

1.~ Para conocer el campo de una particula cargada, uni-
formente acelerda , debemos conocer su linea de uni-
verso, esto es su posicidn, velcocidad y aceleracidn
en cada instante.

Una particula uniformemente acelerada es
aquella que en cualquier punto de su trayectoria pre-
senta una aceleraci®n constante gg para un observador
inercial instanténeamente en reposo respecto a ella
(Se) -

En general, la 4-velocidad y 4-acelera-
cidn de una particula son
uM = v (1;V)
€It
ak = (yVed;y  (V-A)V +v?3),

donde la trayectoria estd dada por z" ~ (2°,%), ¥

->
Z

o

<
Vv =

i

—n
22

(2.0}2

; ‘ y = (1-v2)" %

-+
. a =

a0

e > P A

Para el sistema Sy, , v = B y a = +gz, por lo que
ud = (1;6)
s! = (0s5gz) .
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COmo aﬁau es un invariante, podemos escribir en cualquier

sSistema inercial

?"b o bl ) !9*'!-2“"2
y¥(v-a)2-y4(v-a)2v?-2y° (v-a)®-y"a® = -g*,

Con esto Ultimo, y aprovechando que el mo-

vimiento es unidimensional se tiene

dv
vi-v2

= gdz

Integrando (I.2) con la condicidn inicial

v=0enz*=0,

gz’ .
/g% (z°) 2

v . (I1.2)

Integrando nuevamente con z® = a en z°® = 0,
tenemos

z% = l{/1+g1(z°}3“€}+ o
b4

que es la ecuacidn de una hip&rbola y que justifica el
nombre de movimiento hiperbd8lico.

Es mids cBmecdo escoger a de modo que la hi-

pérbola tenga asintotas en las rectas x? = *x%; a- %:
s SRTATE -
2% = af}+§;~ﬁ2 3 ¢ bien

e R g e e




uto de una carga con aceleracidn uniforme s &n

direccién del eje x®. Se ve que v>t1 para x®ste,

f D§'(11;2} s& ve que la'velocidadvtien&é

v_z?a}acashﬂg
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Con esto, 2" =a( senh[¥]; 0, O, cosh[I] )
.a- V ..aJ
u* = {(cosh L) a,l0, senh‘E:} (I1.5)
ked K3
|4 P r
a’ = Lisenn[Z]; 0, 0, cosh )
a ol o

Poniendc T, en lugar de t en (I1.5), pode-
mos escribir el campo (I.10).

Reemplazando

o (x0-2® i) xtxtxt-20 (1))

R = x“cosh[zﬁ - x%senh{fE
| £

Q = l(x“senhiéﬁﬁ-kacosh[;l}} + 1
S a a

en : 2
FYY = %%{Ra[F+(Q«1)u£?}rVJ , se tiene
o 3.1 5.2 PP e 0 (ywB_00
avae {0 5 o 2xt e e
aR o 0 -xx?
(17.6)
0 e
(]
L ar
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i >
Se observa que en x® = ¢, F = 0 (B= 0)

¥y que nor 1o tanto el vector de Poynting es nulo:

e R N e
b S e T Eggn ]
1 ekt : :
- kst e o (11.7)

Z.=- E1 sistema de referencia imercial (S) que hemos usado es
aquel en que la carga estd instanténeamente en Treposo
en x* = 0, y vemos que en ese instante el vector de
Poynting se anula en todo el espacio visto desde este
sistema. Podemos notar entonces que en general si un
sistema inercial cualquiera (S5') estd en reposo con res-
pecto a la carga instanténeamente, en ese momento el
vector de Poynting se anulari en todo el espacio visto
desde ese sistema.

v Para aclarar esto podemos usar el hecho de
que S y S' estfn conectadas por una transformacidn de
Lorentz en el planc (x°,x?®) que deja invariante la forma
cuadrftica zMzy = -a? (I1.3), de modo que en S° podemos

escribir
(z2¥)2-(2'%)2 = o? (11.3')

que es la misma trayectoria vista por S. Estc se ilustra

en Fig.(II.2).
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s = o
¥ ((®=p)

FI1G.(11.2)

El sistema S(x°,x®) ve en reposo la carga en x® =t = 0,

mientras que $'(x'%,x*%) la ve en reposo x'°® # 0, 7#0.
uM (0) es ortogonal al espacio de S, uM(r) es ortogonal

al espacio de S'.

Es evidente que lo que es vdlido para S
es igualmente vdlido para S'. Habiendo observado esto uno
puede argumentar que la carga nc emite radiacién en nin-
glin instante, puesto que para cada instante siempre es

posible situar un detector en el sistema inercial ‘acom-

pafiente (S°'(t)) no observando radiaci®n alguna. Este ar-

gumento, dado por Pauli {(Enzykl Msth,Wiss, vol 5,p 647,
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Lyl

Teubner, Leipzig (1918); "Theory of Relativity', Pergamon

Press, (1958)) es incorrecto y asi 1o hace notar Rohrlich
("Classical charged particles", secc.5.3).

E1 argumento, seglin Rohriich, falla ya que
no es suficiente conocer el vector de Poyting en cada
punto del espacio en cierto instante (hiperplano x° = 0),
-que corresponderia a la emisidn de distintos instantes
en la linea de universo de la carga-, para hallar 1a ra-
diacidn emitida por la carga. Para saber si una carga
emite 0 no radiacifn en cierto instante T, €s necesario

TV sobre el cono de luz con vériice en (1),

explorar
en especial en el limite r= .

Esto cdncuerda con el criterio adoptado
por nosotros (I1.20).Por otra parte, se podria agregar

s -
que el que S = 0 en x°=0 no significa que S = 0 en otrp

momznto, asi como el gue un oscilador esté en reposo en
cierto instante no significa que no se mueva. En reali-
dad § cambia s;wéeﬂtido en x?» 0 pasando instant&neamente
por cero,

Aunque el argumento de Pauli no demuestra
que no exista radiacidn, se basa en una observacidn ciex
ta: en ninglin plano tipo espacio que c¢orte ortcgonalmen-

te la linea de universo de la carga se detectard radia-
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cidén. Se puede ver que esto que Rohrlich llama una curios
sidad, estd estrechamente ligado al hecho de que el 4-mo-
mento del campo es el de un campo culombiano. Ln efecto,
(%) ; H
se puede mostrar que el contenido de energia y momento
. v Iugbu
lineal del campo-P" = P"+P"- para este caso es

H ezu
P {t) = PP (1) (11.8)

listo se debe a que hay una cancelacidn de
ﬁ“ con una parte (la no-culomhtiana) de ?u. Los términos
que faltan son justamente aquellos que dan lugar a r¥ en
la ecuacidn de lorentz-Dirac (I1.26).

Pero esto {iltimo no es novedad ya que en
el movimiento hiperhdlico se ve de (I1.5),

atuM + a¥ = 0 (Iiun).,

de manera que eltérmino de Schott cancela idénticamente

al de Larmor. Fl significado de (I1.9) se estudiard mias

en detalle en el capitulo V de este trabajo.



CAPITULO I1I
GEOMETRIA DEL ESPACIO-TIEMPO VISTA DESDE EL SIS-

TEMA UNIFORMEMENTE ACELERADO.

En la seccifn anterior estudiamos la ra-
diacidn de una carga en movimiento hiperbdlico observada
desde un sistema inercial. Es de interés también saber qué
ocurre con los campos en el sistema propio(no inercial) de
la carga“ » esto es, el sistema uniformemente acelerado
(S.U.A.,). Este sistema por ser no inercial requiere un tra-
tamiento distinto que hace necesario salirse del marco de
la relatividad especial y tomar algunos elementos del for-
malismo de la relatividad general(T), |

Definiremos el S.U.A como aquel sistema
de referencia internamente rigido en el cual la carga esté
siempre en reposo en el origen. Por “internamente rigido”
entenderemos un referencial que satisface la definicibn de
Synge (ver Synge,op.cit.aspéndice G): es aquel en el que cada
par de lineas de universo esté rigidamente conectado en el
sentido de que un hiperplanc que corte ortogonalmente una de
ellas, también corta orfogonalmente la otra y el vector que
une los dos puntos de interseccidn tiene siempre la misma
norma, cualquiera sea el instante T en la interseccidn con
la primera linea. En la Fig.(I1I.1) se muestra esto; L y M:
lfneas de universo de dos puntos sobre el sistema rigido;
m(t); hiperplano que corta
(f)Esto no significa que el problema en estudio pertenezca &
la relatividad general, ya que asignaremos "relatividad general®
a la teoria de 1la gravitaci%n de Einstein y por "relatividad es-

pecial" a la geom?t§£a del espacio-tiempo plano.Ver p.ej.
L.Gomberoff et al1l®),



ortogonaimente a L en z(t), (cualquier vector en u I}
es ortogonal a la velocidad u¥(t)); z'(x'): punto en
que w(t) intersecta a M; &Y « z'M(rr)-zV(7), ¥, =52 mcte.
Como se desprende de su definicidn, "estar rigidamente
conectado con" es una relacidn de equivalencia, y en par-

1 ™M

ticular transitiva.

. /
FIG(III.1)

Distancia entre 1lfneas de universo de un sistema interna

mente rigido.

Para construir el sistema de coordenadas
rigido que llamamos S.U.A., encontrarsmos la linea de
universo de un punto fuera del origen conectado rigida-
mente a la carga e impondremos como condicidn de horde

que S coincida con el S.U.A. en X°= x% = 0 :

x} = X?

x? = x% en x%°= x° = 0 (II1.1)

$ w ;('34,“
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Es una peculiaridad del movimiento hiperhd-

)

lico que z¥ y uM sean ortogonales, luego #(tr) seri un
% o

piano que contenga a z'{t):

mr):(Az° () ;x?,x2,02%(x)),

A,x!,x%¢R arbitrariocs (111.2)

q

Como la familia de planos n(x) pasa por el

origen de S', vemos que todas las 1fneas de universo de

1

los puntos sobre el S.U.A. deben ser ortogonales a su

vector posicifn en cada instante. Consideremos un puntn

P

s

cualquiera sobhre lel S.U.A.; si en el instante x° tie-

: , ne coordenadas x! = x* = 0, x*, podemos decir que su

velocidad serd |

(x250,0,x%)= S(x%;0,0,x%)
dr

(I11.3)

tr
t
cr
]
&
]
£
&
(8]
fte
o
=
th

se puede integrar con las

condiciones de borde (III1.1). La solucidn es (ver apén-

Y

_dice A).

(x¥)? - (x?)2 = (x%+a)? (11I.4) |

Para completar la transformacibn, se defi-

ne el tiempo coordenado (X°) en el S.U.A. como el mismo

B
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para todos los puntos del plano w(v=x?).
Como se muestra en el apéndice A, esto con-

duce a la transformacidn de coordenadas

x? = Ef9+q}senh[§:J

xb = xb -
el (III.5).
x¢ = x

sy LI %X
x [? éajcash[g j

2.- A partir de [III.5)es posible conocer toda la geometria
del S.U.A.

Tensor métrico: El elemento invariante de arco ds? es

ds? = (dx°)2-(dx?)?%-(dx®)?-(dx®)? en

coordenadas de Minkowski. Luego, en el S.U.A. es

as? = [2222)2(ax0)2. (ax")2- (ax?)?- (4%*)? .
o

De aqui se tiene

oy
e

(x)

Buv * =3 (111.6)

hen
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it

Se puede ver que la métrica es la de un campo
estético,i.eaguv no depende de x° y las componentes g,i
son todas nulasP. Esto Gltimo asegura que es posible ele
gir un tiempo universal; en efecto X’ es el tiempo uni-

versal.

vonex1dn afin: Conociendo gy, se puede encontrar la co-

nexidén afin (simbolos de Christoffei de 22 especie).

A 1 xp|98up d8vp RATRVE B 5
— + -
FHV = zg XV Py %0 ,» Se tiene
1 2 X*+a
© e 0 B e = =2 ———
Paa P = s Log o » €l resto nuios

(1I1.7)

Curvatura: Se puede comprobar asimismo, que el tensor de

: u H u .pA pl Apd =
cur R = T ~T P =TT £ 0. Esto

no podria haber sido de otra manerz ya que la curvatura
es una propiedad intrinseca del espacio, que no puede
anularse o dejar de ser nula mediante un cambio de coor-
denadas. Siendo plano el espacio de Minkowski ninguna

transformacién de coordenadas.-(I1I.5) u otra-seria capa:z
de producir curvaturalt),

(t) Los campos cuya métrica s8lo es independiente del tiem
po se denominan gravitatorios constantes.

(tt)Debemos aclarar que se trata de curvatura en 4-dimensicnes,
Ya que un cambio de coordenadas puede producir curvatura tri-

dimensional como es el caso de un disco giratorio.
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Singularidad de la métrica: Es importante darse cuenta

.de que (III.5) carece de sentido si X3%<-a, ya que para

X* = -a no es posible invertir la transformacién y

¢

X*<-a corresponde a la otra rama de 1a hipérbola (III.4),
que se chtendria si la aceleracidn fuese -gg;se puede
mostrar que una interpretacidn alternativa posible para
esta rama es que se trata de una carga de signo contrario
que produce un campo avanzado {ver Rchrlich "Classical
Charged Particles",p.118). Esta limitacién es fisica por
cuanto,como se muestra en (A.1), un punto de'coorQenada

x* = .q viajarfa a la velocidad de ila luz, de modo que

no seria posible realizar materialmente el S.U.A. més

al18 de esta frontera. Sin embargo los puntos geométri-
. —-— |
cos del espacio-tiempo si existen mis alld de x%= -a ,

s6lo que no puede haber observadores en reposc sohre el
i
S.U.A. en ellos. Esta limitaci6n fisica tiene el mismo

: ; 1 g . S
sentido que el radio r = » ©n un disco giratorio con
velocidad angular w, ya que puntos ubicados a esta dis-

tancia del centro viajarian a la velocidad de la luz.
{




Esta frontera es un limite en el espacio-tiempo de la re-
gidén a la que tiene acéeso un observador en el S.U.A.;

é1 no puede saber nada de lo que ocurre mids alld de este
horizonte, llamado también horizonte de los eventos
("event horizon) por esta misma razbén. En el sistema S

el hiperplano X* = -a corresponde a los hiperplanos

x® = tx? (ver 111.4)) con 1o que podemos formar el si-

Y

guiente esquema: frontera

x‘ﬁ xVax?
’ g hiperplano
& ‘/r x’=cte.

//1

# -punto en
4#),reposo en el SUA

Regidn del
espacio-tiempo

x®a la que tiene
acceso el SUA

III

: fronterh |
7 1v x0max® O

FIG.(YII.2)

Espacio de Minkcwski separado en 4 zonas;l:zona cubierta
por el SUA; II: zona que puede recibir informacién del
SUA pero no enviarle informacidn; EIIi'zona desconectada
absolutamente del SUA; IV: zona que puede enviar infor-

macidén al SUA pero no recibir informacidn desde &1,
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Hay que aclarar que esta '"singularidad” es
consecuencia de usar un sistema particular de coordena-
das, y no se trata de un accidente en la estructura geo-

métrica del espacio-tiempo.

Para terminar este capitulo completaremos nuestro conoc-
cimiento de la estructura del espacio-tiempo en el SUA
estudiando la forma que tiene un cono de luz en este sis
tema. Nos interesari conocer cémo  ve las geodésicas
nulas un observador acelerado. Estudiaremos lnicamente
las que parten del origen en ®° = 0 por ser las trayec-
torias que seguirfan los fotones emitidos por la carga
en caso que hubiese radiacidn.

Usaremos la ecuacibn de las geodésicas

dax¥ . oM dxV axP
dxré vp dx  dx

= 0 (111.8)

o su forma alternativa (ver Landau-Lifschitz, Fisica Ted

rica, vol.I1. 87),

d r. axP 1 98po 4xP ax°
dr, daxPy 1 - 0 I11.9
dktg“pdk'] 3 ax¥ dr dA ( )

Ademds el elemento de arco de una geodésica nula es en

este caco - FaNe
€oo(dx?)2-(dX!)2-(dX2)2-(dX?)2 = ¢ (ITI.10)
Como las coordenadas x' y x* son equivalentes entre silhay

simetria de rotacidn en torno a ¥ ), podemos
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ignorar una de ellas y representar a la otra por p - tam-

bién puede ser § = /(x')2+(x*)* e ignoran el &ngulo ¢ en

H

torno al eje x%. Usando (I11.8) para x" = p , tenemos me

diante (I1I11.7)

a’p

= (I11.11)
da?

Por otra parte, usando (III.9) con u= 0 se tiene

d a5%°
B P Y s () s
dl[g”dh }
o bien
dx® T
- IIT.12
dx [;’+q]2 ( )
donde dx®
k = dA °
X¥=0

~ Por Gltimo (III.10) es
{f:f}“idf“)“(dﬁﬂidi"’)’ -0 (IITAD
4 3

La expresidn (III1.11) permite escoger como
parametro A a § ; eliminaddo esta ecuacifn, el sistema a

resolver queda
2
y o K
8) fo - ....:r_:...
[x -H!Ja

. 3 (I11.14)
b) E‘—E‘—‘-‘-Jﬂ(fwtwfﬂ)*« 1
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donde el punto indica derivacibn con respecto a 9,
( 2

k s:X% :
x*=0
Notemos que o G0, <1 (II1.15)
ko dx®
=0

Reemplazando ¥° de a) en b) e integrando

con la condicibn de borde dada, se tiene
[F-a/k®-T) 2+ [R2+a]? = n%a? (IIL.16)

Esta ecuacidn representa una familia de
circunferencias (1<x<») de radio xa con centrc en
7w a/k2-1, ¥° = -a(ver Fig.{JI1.3)). Como x* , Tepre-
senta la direccidn de la tangente a cada geodé§§§; an
el origen, 8 representa el &ngulo arcot‘JEWTT en el di-

bujo.

P vy

= “{m\m‘:?] __/%7_
g

Proyeccifn sobre el plano (¥°,5) de una geodésica nula

FIG.(III.3)

en el S.U.A.




Reemplazando{II1.16) en a), se tiene

®in Eu+9(x¢f 5,1n1

X (p) = =1 I111.17
) 2 o-0{k- ¢§?TT j ¢ :

sustituyendo ahora p de (II1.16) en esta filtima expre-

sidn se tiene

X0 (x?

2% (8 2" % )
s Q1H§GK+JEVQ (#2ea)® kovi IE (I11.18)

ax=¢kza2-{§3#u]z'K=¢%a°1W

Se ve que para x»» (movimiento en el ﬁlano
(x°,%%))(111.18) no es aplicable. Este casoc correspondée

a integrar (III.13) con de = 0. E1 resultade es
¥* = |1n —~=jﬁ (111.19)

Con todo esto es posible hacer un diagrama

£9

aproximado del "conc Fe lu? Fig.(11Y.4).
Es imertante notar que todas las gecdé-
sicas, excepto aquella quec viaja exactamente segin el

eje +%?, empiezan en la carga y terminan en la frontera

’

%% = - . En efecto, en {(I(I.18) X° = ms>am~¥§”m3mﬁf3+¢jzsc
¥ esto sblo tiene come solucidn X' = -a. Vemos asi que

ia frontera del S.U.A. no sblo impide saber lo que ocurre




al otro lado, sino que ademis serfa un sumidero de

la radiacidn, si 1la hubiera.

Cono de

g

¥

Geodésica nula
& / ( fc<e)
E
P ’./"
A
1/
I. /f’
s A0
/. s/
e /4
V.
f
\. I/l
B %3
-0

-— Proyeccidn de la Geodésica
en el plano(P,%?)

FIG.(III.4)

luz y geodésica nula tipica vista desde el S

r
<
~

K =w,fiovinien

to a 1o 1isx
go del .

e B

.!IQAO
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CAPITULO IV

EL CAMPO ELECTROMAGNETICO EN EL S.U.A.

.- En la seccidn II de este trabajo presentamos el

campo de una carga en movimiento hiperbdlico visto por
un observado1l inercial. La conclusidn fue que la car
ga radia aunque el contenido de energia-momento lineal
del campo en cada instante es el de un campo culombia-
no y-consecuentemente rt = 0

Como explicamos en la seccidn III, es de interés co-
nocer el campo asi coro T"V en el SUA con el fin de
averiguar algo respecto a la radiacidn de 1a carga en
ese sistema. La pregunta natural es coémo calcular las
expresiones del potencial, del campo, etc. Para respon
der a esto, hay dos procedimientos posibles; el prime-
To consiste en suponer que los 4-vectores y tensores
definidos en la seccidn I para representar la posicidn,
velocidad, aceleracidn, potencial, tensor de energia-
momento y el campo mismc, no s8l¢ transforman tensorial
mente bajo transformaciones de Lorentz, sino también
bajo cambios de refrencial que incluyan aceleraciones.
La segunda forma de proceder consiste en obtener a par
tir de las ecuaciones de 'axwell en coordenadas arbitra

rias la forma del campo. E1 primer método es sugerido
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por la covariancia de las ecuaciones de Maxwell bajo trans
formaciones conformes- que incluyen cambios a sistemas
uniformemente acelerados asf como transformaciones de
Lorentz-, pero presenta varios inconvenientes: i) sabemocs
que objetos que son vectores tensores bajo transformacio-
nes de Lorentz, no lo son bajo la transformacién (III.5).
Por ejemplo para la posicibén de un punto del campo x¥ re-
lativa a 1a carga en z" , r'= x¥ -2¥, se tiene §m74%§§rv,
lo cual puede comprobarse directamente usando los coefi-

cientes de una transformacidn tensorial asociada a (III.5):

35 0] a0 =0 =3 =0
“égm“%""cosh e 25§==:2""senh £ ,iggsesenh e
ax” R+q @ (9 e @ ox i

o

= e av.1)
Bx B COSh ,x,,,._,, ; ,ﬁéﬁwﬁo’u@wﬁ = 613( 9 i,kﬂ? ’2
3x? a | o9xl 3x® axk

ii) Suponiendo que fuese correcto realizar una trans-
formacifn vectorial de AY por ejemplo, en el nuevo
sistema de coordenadas se tendrd una funcién definida
en cada punto del espacio-tiempo, pero se habrid perdi-
do la interpretacién fisica en cuanto a la dependencia

del campo en las variables din@micas de la carga.
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ijii)Las transformaciones conformes mismas noe son tenso-
riales y resultan mucho més diffciles de interpretar que
éstas puesto que entes fisicos como el tiempo propio, la
longitud de una varilla y la masa no son invariantes(”°

El segundo procedimiento es més seguro en
tanto que no necesita hip8tesis especiales a la vez que per
mite conservar la interpretacibn ffsica siguiéndoles el rastro
a las variables dindmicas de la carga en ias expresiones
del campo. Este es el procedimiento que seguiremos, tomapn
do algunos resultados que por este camino han encontrado

(20)

De-Witt y Brehme , quienes resuelven las ecuaciones de
Maxwell en un espacio de Riemann arbitrario con una métri
ca dada. Para estudiar este problema, estos autores hacen
uso de los bhitensores que nosotros resefiaremos hrevemente
Y que resulta sea el lenguaje natural en este caso.

El campo electromagnético es un ente funda-
mentalmente no local, por lo que resulta imprescindible
poder definif cantidades que no dependen de un sdlo punto,
sino de dos como la posicidn relativa entre un observador
y la fuente del campo. La dificultad principal al trabajar
en coordenadas arbitrarias- aun en un espacio plano, si
las coordenadas no son de Minkowski- proviene del hecho
que la diferencia entre dos vectores (o tensores) evalua

dos en distintos puntos no es por lc general otro vector
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i
i
=3
L

(o tensor). Esto se debe a que en general los coeficien-

ax” @ & : i
vy en un cambio de cocrdenadas arhitrario son fun
X

ciones de 1a posicidn; esto es 1o que hace necesario la

tes

introduccidn de la derivada covariante en relatividad ge
neral. En efecto, consideraremos dos vectores,Av y 8%,
evaluados en los puntos P(xY) y Q(zP) respectivamente y

un cambio de coordenadas (x,z)+(x,z):

xi-i # ;ﬂ
2% » Z¢
(1V.2)
jx
2 9%
AMx) » ANE) = A’ (x)
B* B®(Z) = 2= (z
(x) » B (z) 3.7 (z}

Es claro que la resta componente a componente de los vec-
tores A y B no es un vector si los coeficientes de la
transformacidn dependen de las coordenadas de P y Q. Para
poder comparar A y B en una forma que sea independiente
del sistema de coordenadas es necesario trasladar parale-
lamente B desde P hasta Q(o vice-versa) de manera de res-
tar dos vectores en un mismo punto., Esto se puede reali-
zar definiendo un objeto que lleve a cabho la operacidn de
trasladar paralelamente a si mismo un vector de un punto
a otro a 1o largo de una geodésica; se define B*(x) como

el vector B(z) transportade paralelamente a si mismo de
zZ a x:
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B*u{x} = g*ua(xsz)Bafz) (Iv.3)
Las cantidades g*" son funciones de los puntos P(x) y
&

Q(z) y de 1la geometrfa del eppacio. Exigiendo que B sea

. = &
un vector genuino en X, se tiene para g Ma:

&Y VvV o ®U
= X 3z 5
g g{x,2) = & - 2. ¢ (x,z) (IV.4)
8% oxH az® %

& EAAY)
BuatXs2) = g, (x)g " (x,2) .

(IV.5)
g "M% (x,z) = g“B(Z)gﬁuﬁ(x,Z) -

La ley de transformacién (IV.4) define lo que 1llamamos un
bivector: un objeto que depende de dos puntos y que fremn-
te a cambios de coordenadas se comporta como vector en
cada punto simultdneamente. Este concepto es generaliza-
ble a bitensores de rango arbitrarid, pero no nos preocu-
paremos de esto aqui. De lo anterior (IV.3) resulta claroc
que én el espacio plano en coordenadas de Minkowski se

tiene

AU . u
g (x2) =g (1V.5)

S5i ohservamos las definiciones de Aug s

Hv Sk
y T de la seccidn I, veremos que en todos ellos apare -

u

cen cantidades como u" o a¥ que estin definidas en 1z
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posicién de 12 carga, de manera que los tensores comns-
truidos a partir de ellos deberian estar definidos en
base a las cantidades trasladadas g*ua ud y g*“a a%.
Algo peor ocurre con v ya que ni xM ni z! son vectores
(recordemos que en el espacio euclidiano % no transforma
como vector al cambiar de coordenadas cartesianas a pola-
res por ejemplo). En este caso se procede a generalizar
el concepto de distancia entre dos puntos, esto es, el
intervalo entre dos eventos medido a lo largo de la geo-

désica que los une

P(x) (Iv.7)
g§’x,2) = ds , I' = geodésica que
J une P y Q.
radz) |

Esta cantidad eSun escalar, luego la derivada parcial-or-
dinaria o covariante- con respecto a x" 0 a 2% es un vec-

tor genuino. Como en el espacio de Minkowski

3s Xy

2 H_,u i o Rl
sf= (xF-2R) (x,-zy) XE T s
luego
9s 3s UV _ .2 (+)
(szﬁ)(55;3)g s (IV.8)
Por analogia con este caso se define
(@ | :
Bl %52 de modo que o°¥ = ss°F es lo que en el espacio

(+) r"w(xu—zu) no tiene por que cumplir la condicién de
retardo r¥ry= 0 puesto que se trata de puntos x vy z
arbitrarios y no necesariamente a lo largo de una misma

‘wwﬁeodésica aula. ’

{* Aunque o-P=c°F, usaremos la derivada invariantg.) por
homogeneidad en los cdlculos.,
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3 2 H BoM
de Minkowski corresponde a r = x -z ,

@”“a,w s 5°% ¢ (1Iv.9)

El significado de (IV.9) es el siguiente:
0°¥(0°%) es una cantidad que depende de X y zZ,que trans
‘forma como vectbr en x(z) y como escalar en z{x), que
apunta de z & x(x a z) y cuya norma coincide con el inw
tervalo geodé&sico entre ambos puntos. ’

Con estos elementos hasta para entender 10§
resultados que obtienen De-Witt y Brehmee Estos autores,ﬂ
a partir de la ecuacibn de ondas pa%a el campo electro-

magnético en un espacio de Riemann

+R VA, = J

$ gV Ag . untRe VA, 5 (Iv.10),

donde Jg es la 4-corriente de una carga puntual

- f\ ﬁr . T WP '
3, engG Yeg a8 (o) (IV.11),

obtienen o
e UYua?

A, = &
u an Gosia

T £
. eg Fovygi®dr  (IV.12)
5

” ~ao
Aquf se ha introducido las siguientes expresiones:

T, solucidn de o(x,z(t)) = 0

§* = detﬁg*“ﬁ]
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Upyg = V! C‘\»B / g cw' 53 Ho

2% = %%E i %%@ + T BYZBZF
Y Vyq ©S un bivector que es idénticamente nulo en espa-
cios planos.

El término integral que aparece en {IV.12)-
l1lamado cola (tail)- y que no aparece en un espacio pla-
no, representa la contribucidén al campo debida a las
irregularidades ("bumps") del espacio-tiempe en las que
el campo se refleja dispersindose. Este campo dispersado
queda como una estela, producto de toda su historia a

medida que la particula se mueve.

Cuando el espacio es plano comc es el caso del S.U.A.,
todas las cantidades que aparecen en la expresidn (IV.12).
se pueden calcular a partir de sus valores en coordena-
das de Minkowski puesto que estamos seguros del caridcter
covariante de cada una de ellas. Esto se muestra en la

siguiente tabla:
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TABLA{IV.1) .TRANSFORMACION DE LAS VARIABLES

DINAMICAS.
Expresion general [Expresidn en Expresidn en el
en coordenadas en |coordenadas de sistema uniforme-
arbitrarias Minkowski(S ) mente acelerado
(SUA)
uv By ax¥ axV
g {x) n ﬂ "é—'g
af af 9z% 3zB vé
g (z) n SR
327 9z
go¥ gl =g 33!'”1-“
=’ TB
oom ﬂraazaaxa_ aawz’m ‘
2z8
Lo JI.a : v | CIEEISEE 05
uO’ 2? E‘u Eal‘ I‘u Eff ru -ff I'a
g a &Hg EELd éﬁgﬁvg
axY 3%
Bdet{g*uaj i 1
sdet[-g val 1 1
g umev 0 0
ax¥ 98*_ Wi
oua = um = — ¥
o n sgv a;gﬁ
"0
L. 4 -R =R
Gém = o
o 2 Q Q

La consecuencia obvia de lo expuestoc es que

también el potencial debe transformar cocmo un vector al

pasar de S al S.U.A.

TER N o )
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AP (SUA) = %ﬁiﬁ”(S) (IV.13)

Apafentemente todo 1o que se ha hecho ¢std de mis pues
{IV.13) podria haberse establecidc con solc saber que
existia una ecuacidn covarionte general para el poten-
cial (IV-10), ya que por ser covariante,su solucidn de-
be serly tambidn y como debe coincidir con A¥ en coor-
denadas de Minkowski, se tiene forzosamente que cumplir
(Iv.13). Sin embargo, hemos obtenido de paso la depen-
dencia explicita del campo en las variables dindmicas

de la carga lo que hace posible interpretar las canti-
dades que azhora reemplazan a las variables dindmicas co-
mo cantidades relativas al observador. Vemos por ejemplo
que se puede hacer la siguiente identificacidn al pasar

de coordenadas de Minkowski a coordenadas arbitrarias:

™ + g°H

¥+ gt 38 } ;
T (IV.14)

[ e & »u
R %“ﬁdaz&{')ncgug naz

&
k: (VI e
Q> =0.o% o,y “az e

3.- Calculemos ahova F'Y y TV en el S.U.A..A partir‘dé'f

{IV.12) tenemos

i

: =
(+) Esto vale ya que o°" = -g'¥ -G

G |
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gty

Bl o B il iv.g1y (2l

A () = o wjggg“' (Iv.9')
Para obtener E' (X)=AV H(%)-A""V(X), se deriva usando la
condicidn de retardo 0=0, de donde G,u+w.uiuffun 0,0
bien g

S e T (IV.15)

ol >0
@oﬁz %

El resultado se obtiene directaments y es

~31). #® i
FUY o gs{ggsllzag*[hda.él_%; g [ﬁac.ﬁﬁt

bn }
(Iv.16)
2e £ # - R ,Q]
® 4nR3 BQ°1)za - {hu'kzag [pa}o

Vemos que este resultado es  idéntico al

que se obtendria‘haciendo el reemplazo (IV.74) en la ex-
presién de FYV en la seccifn I.
Bas&ndonos en Tabla(IV.1),cbtenemos(ver

apéndice b)

P ]
a-» 0 _50 28 =0
—%—-cosh(z-—ﬁ—} o0 - :%—-—-senh[x 2}
"y X ¢a a X o0 o
g*’ = 0 10 0
a (IV.17)
0 0 1 0
- @
-senh |X-Z° 0 0 cosh XL;Zf}
& &
N-.a > 4
z” = (1,0)
= . : (IV.18)
£ = (0;0,0,-)
[V 4
? ®

& ° waf? pess —
(*) Usaremos g ”m,a.a,z, etc. en filugar de g “a,uog,z“

al referirnos al SUA y ré¥ »-Ta, etc.al referirnos

a S ya que no hay ambigiiedad en el sistema de refe-
rencia que se emplea.
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2 (=0 e - s o
= a x’ - e i e 0. @’}
o°" @ (Z—senh] ]f xﬂgxz,ix”+a]=acosh{?mmﬁa }

o |

(1v.19)

i 9o 0t 0. 00
-g°% = (!x’+a!senh{; az };xgsxz,[x9+&]cosh{% d
: o

-

'Uv)

Como se muestra en el apéndice B, el cdlcu-

\Y % s g
lo lo de F arroja 1o siguiente:

LA i 9 R =3 s =
F@ln -%?.., gﬂ%—‘ (191,2), Fo's"‘; -ﬁ%ggﬁl(az+pz~[x’+aja)

= i (IV.26)
) (i,k;1,2,3) (B=0)yE2=: 4mzpa+[§2-p’-[§’+a]z]z

7= /(X3 (X)7 -

(IV.20) muestra que el campo presente las siguientes caracte-
risticas:

i) es estético

ii) no tiene induccifn magnética fﬁ) en ning@n punto del espa-
cio y en ningfin instante

iii)es un campo culombiano deformado.

Esto coincide con 1ls imfgen intuitiva que
uno s¢ puede hacer: una carga perpetuamente en reposo no pue-
AN &> D
de producir campo magnético. Esto implica que T° =p (S =0):

"un campo estftico y sin campo magn§tico no puede radiar".
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4.- Mediante un formalismo riguroso y bien fundamentado he-
mos llegado en esta seccidn a concluir que el campo elec
tromagnético es sblo electrostético, es un campo culom-
biano deformado a causa del campo gravitatorio aparente
que existe en este sistema. Se observa ademds que el
vector de Poynting es nulo en todo el espacio. Esto in-
ducirfa a pensar que no existe flujo de energia en nin-
gln punto del espacio en ninguna direccidén en el S.U.A.
Al tratar de aclarar este punto surgen de inmediato va-
rias dificultades:

= CBmo definir energia (o flujo de ella)
en un sistema no inercial. La dificultad aqui radica en
que no es inmediato relacionar, como en coordenadas de
Minkowski, la conservacidn de T'Y con el teorema de
Gauss para definir el flujo {*r”",u =0=> identidad entre
el flujo entrante y el saliente en un volumen A4) ya que
en el teorema de Gauss interviene la derivada ordinaria,
mientras que en la conservacidn de ?uv aparece la deri-
vada covariante.

- Bl remoto futuro en el S.U.A. coincide
con el plano Xx® = -a, luego para observar radiacién ten
driamos que situar detectores en la singularidad de la
métrica. Esto se puede ver también del hecho que todas
las geod&sicas nulas terminan en la frontera X° = -a

(ver seccifn III,3).
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-La existencia real de la radiacibn se
puede entender al hablar de fotones, que aparecen de la
cuantizacibn del campo electromagnético, postulando in-
variancia del espacio bajo el grupo de Poincaré. Peroc
vemos que si la métrica es una funcibn de la posicién,
como en nuestro caso, no es clara la existencia de sime-
trfa bajo traslaciones. Este es el objeto de estudio de
los trabajos més recientes sobre la cuantizacibn del cam
po gravitatorio.

Se puede intentar subsanar la primera di-
ficultad generalizando el criterio de Synge ya que en
€] s8lo se emplea cantidades invariantes y no se hace
referencia al teorema de Gauss. Es claro que por ser I
un invariante, la potencia radiada en el S.U.A. deberia

definirse como

R = 1im j 1R%dQ (IV.21)
R g
2G fijo

donde o es le interseccifn de un cono con vértice en
2%(x°) con un plano{*) cuya normal es g*uuia(f°) y dQ
es el elemento de &ngulo sBlido, sen®d8d¢, en que 6 y ¢
son parémetros con que se rotula cada geodésica nula

(corresponde a los @ngulos polares de la tangente en el

(*) Puede no ser un plano sino una hipersuperficie mis
complicada.
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origen). Sin embargc se puede ver en Fig.(IV.1) que 1la
operacifn de 1limite en (IV.21) necesariamente implica

salirse del S.U.A.

FIG.(IV.1)

Planos tipo espacio en que se evalfia la integral para el

criterio de Synge.

En efeéto, el 1fmite R+ implica que I debe
desplazarse hacia arriba, de modo que en algin momento
estarfi en la posicidn de I' con lo que 1a.interseccién
con el cono de luz se sale de 1la regidn que corresponde
al S.U.A.

Como en todo caso persiste la duda sobre si

I representa o no algo identificable como radiacidn,
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convendria abordar el problema desde otro punto. A par-
tir de T'Y podemos definir un bivector en el S.U.A.

= ®
contrayendo un indice con g " ;

Sesa
% V]
: s gty (IV.22)
como gv?u =(}, tenemos
* e )
SEY =R Tny =g (1V.23)

Por otra parte, como S® es un vector en el punto x ,

SR = SR i g (1V.24)

y por una propiedad de la conexidn afin (ver Landau-

Lifschitz,op.cit ¢86),

oM. . L{Jms““} (Iv.24°)
W Ala »u
por lo tanto
=HV i OU
6w T .h<a>{?T§lS Jou=0 (IV.25)

De manera que podemos aplicar el teorema de Gauss:

0= EA[?TET g:“iuf]oﬁzé JTET‘g;“T“deu (IV.26),
"S(A)

Pudiendo asi visuvalizar el flujo de energia del campo

como el flujo de ngT\g;a fuv a través de una hipersuper

ficie y se tiene ahora la posibilidad de reproducir los



los resultados de la seccifén I, sin emhargo este pro-
blema es muy delicado y se requirirfa ampliar mis nues-
tro estudio desvidndonos del chjetivo que nos hemos
trazado. A modo de ejemplo se podria considerar la si-
guiente definicidn, inspirada por la forma en que se
relacionan los criterios de radiacidn de Rohrlich y

Synge:

®R =: j Ael ¢ oFwY zBaze (1v.27),

R
Y Nab R
o

en que nu = ~(9ﬁ93+ia) es un vector radial unitario en
la posicidén de la carga y o la interseccidn del cono

de luz que parte de la carga hacia ¢l futuro con cual-
quier hipersuperficie tipo tiempo que rodee la linea

de universo de la carga o cualquier hipersuperficie ti-
po espacio que corte el cono. Es notable que esta ex-
presién sea equivalente a la que se integra en (IV.Z21).
En efecto, d?c = |J|R?dQN donde J es el jacohiano de

la transformacidén (III.S5); pero!J[‘ﬂ#TETﬂluego /TETdéa'den.
La regibn de integracidén en (IV.22) es la interseccidn
de uﬁ plaﬁo como el cono con vértice en la carga, pero
como lo advierte el mismo Synge, 1a operacibn de 1fmite
en (IV.22) puede omitirse sin que el resultado cambie.

Esto es claro pues como se ve en (I1.32) a I s6lo con-

r
tribuye THV.
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Es fdcil ver por los argumentos de Teitelboim
que la integral (IV.22) no puede depender de la naturaleza
de 1a hipersuperficie tipo espacio con que se intersecte

el cono. Por filtimo, es casi evidente que el invariante

® s ° ‘ o s
ng “T“Vg*u°z3 es I = uyn,THV que definimos en el espa-

cio de Minkowski.

No obtante l¢ anterior creemos que el pro-
blema se aclarari cuando se establezca una definicidn
inequivoca de energfa, asi como la cuantizacidén del cam-

po electromagnético en un espacio de Riemann.
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CAPITULO V

DISCUSION FINAL.

1.- En esta Giltima seccidn revisaremos los conceptos em-
pleados aqui, a fin de entender el significado y las
implicancias que tienen los resultados encontrados en
el capitulo anterior.

Dado que nuestro problema trata de la ra-
diacifén de una carga, cahe preguntarse si es posibhle
establecer un criterio alternativo al de Synge para 1la
radiacifn que arroje un resultado distinto. Dejando a
un lado los criterios no manifiestamente covariantes
-que no son de inter@s en nuestro €aso-, compararemos
aqui dos criterios que designaremos por R({Rohrlich) y
S(Synge), ya que constituyen definiciones de radiacidn

para estos autorestT). Estas definiciones son

S: R = jmzdn 0
3 (v.1)
dpzad
R: @R @ “uug;"~””

(t) No confundir R (el criterio)con R= ruuua
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El significado de R se obtiene a través de
la construccidn siguiente (Fig.(V.1): consideremos la
contribucidn de TH¥Y al flujo a través del anillo tipo
espacio (Ao) contenido entre dos conos de luz con vér-

tice en puntos cercanos sobre la linea de universo de

‘ L4
A i

ia carga

3
oy

FIG.(V.1)

Superficies de integracidn en (V.2) y (V.3). El1 flujo

T ; = %
de THV=3 través de Ao es el mismo que a través de Ao .

[} = MV 138
dPE = 1m [ a2, (vV.2)
min AO‘

en que Rmin. es el minimo valor que toma R= rHu, en 4c
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con z(tr)<z<z(~+dy), de manera que el limite prescrito
corresponde a desplazar infinitamente Ao hacia el fu-
turo distante. Es facil ver que R y S son criterios
equivalentes; notemos primerc que éPg no es otra cosa

ad
r
que dP¥ en la formulacidn de Teitelboim, es decir dpza

d
se obtiene a partir de %”v, ya que s8lo esta parte de
i contribuye al flujo al tomar el 1limite Rpfp*=. Ade-
mis vemos, siguiendo el argumento (1.20), que el cdlcu-
lo debe ser independiente del 1fimite.

Como %“” no da flujo a través de los conos,

el flujo a través de so debe ser el mismo que cruza

®
Ac y tenemos
r r r #
H o capH o HV ;3 v AP
dPrad-dP f T "d’ag, g T "d%c (V.3)
Ao Ag*

Ahora bien, podemos escoger ac” de modo que d’o*vsandedT
luego
ru T
i gT““n R? a0 (V.4)
dr b

Por lo tanto, encontramos para Ry
R = ouugTuvande = jIdeQ ;

con lo que

ms E(RR

(v.5)




Notemos que hemos evitado trabajar directa-
mente con g“ lo que habria requerido la condicidn asin-
tética (I.24), una restriccién auve deja fuera precisa-
mente el movimiento hiperbflico.

Es legitimo preguntarse por la ventaja de
usar Rg en lugar de Ry, ya que son criterios equivalen
tes. E1 problema surge al utilizar Rz en el movimiento
hiperbflico ya que si no queremos que en (V.2) aparez-
ca explicitamente el limite Rminﬁm debemos usar dguvz
perc en este caso particular una parte dz %“ cancela a
5“ luego no resulta claro en este contexto el sentido
de dP¥ como radiaci®n.

Como indicamos en el capitulo I, la "reac-
ci6n de radiacién” (™) es nula para una particula en
movimiento hiperbblico. Este efecto no se debe a que
la carga no radie sino a que el campo ligado y el de
radiacién actfian sobre la carga cancelando sus efectos.
Esto es perfectamente clarc desde el punto de vista
de la separacidn del campo en dos partes dinfmicamente
independientes: nada prohibe que una de ellas anule a
la otra en un punto. Visto de esta manera carece de
sentido asegurar que no existe radiacidn (en el infi-

nito) sélo porque 'la cargz no lo note”,.
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2.- Como se deduce de su definicidén (I.28), IR? represen
ta el flujo de energia de radiacién por unidad de dngu-
lo s6lido que cruza un deteetor en cualquier lugar del
espacio. Podemos por lo tanto esxplorar el espacio de
Minkowski con I a fin de saber c6bmo se distribuye la
energia radiada por 1la cafgaa Exploremos pues, las re-
:iones I y Il sefialadas en Fig.(II1.2). Los resultados
(ver apéndice C) son
l) IR2—0, x!x? arbitrarios
‘ Ve

x® fijo

b) IRR——=0 , x"-2° = ¥(x®-2%). Radiacién hacia adelan
x%, [x3]+ 2%,2% fijos te y hacia atrds por un

cono con Vértice en z.

2.2 2
b') IRZ . ela® sen?s , x¥-2%=(x%-2%)coss
;ztﬁrgel 4w [}”-z”cosd]z p = (x°-2%)sened
e
Méximo para 64= arcos (530
z

C) IRz"""‘P‘\’ 3 zs-b-z°->ca
xU+plano (x=-x?) B->11

d) IR?——=0 , x?,x? arbitrarios.
A
x. fijo

Todas las geod&sicas nulas excepto una

(x%-2% = x%-2%), cruzan el plano x? = x*® yéndose al
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infinito en la zona II. Por otra parte vemos que la
tinica geodésica que no cruza la frontera entre las zo-
nas I y Il no transporta energia que pueda medir un de-
tector. Asi concluimos que en 1la zona I no se puede me-
dir radiacibn mfis que en direccién a la zona II. Compa-
remos esto con lo que se puede decir en el S.U.A.

Como se mostrd en el capitulo anterior,
a partir de una cantidad conservada en el S.U.A.(T"Y)
se defini8 otra (/ig| g*VGE“”}_cuya divergencia ordina-

ria era nula. Enseguids se construyd el "invariante".

s

% i & “‘ﬂ!\’.a
I = Jlglg vel ugt 2 P
En rigor esto no es un invarﬂante (escalar) sino una

|
densidad escalar debido al factor /|g| = |J| !. Sin em-

® & 13 e
bargo g yug uST“vz“ﬁB si es un escalar genuino y corres
ponde a la transformacibn mediante (III.S5) de T“Vuvnv,

que se puede representar por

&
vuu > g uazd

n, > g'vg T (V.6)

THV, §hv

' T ;
Segln (1.31.b) n, = (gﬁ -u,), por lo tanto,
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T o @ & s
2\,3n8 » (%—g\,g %) v.n

con esto definir el invariante de Larmor ® en el SUA:

R = #}gig uang THY OB g2,

‘!v.-;—-.w‘

gz g:BTuvi“iBR’dQ

=

e

={T““uuan2dQ = ® (v.8)

A pesar de que ® resulta asi un verdade-
ro invariante general (frente a cambios arbitrarios de
coordenadas) no es claro que se trate sdlo de energia
electromagnética necesariamente. Podria por ejemplo tra
tarse de energia del campo gruvitatorio aparente que
sb6lo existe en el SUA; algo sinilar al efecto del pseu-
dotensor de energia-momento de Londau (Landau y Lifshitz,

op.cit. §101}.

2
Como se dijo en (.:3), I = -4e ~(a?r?+Q?),

ki
reemplazando en las cantidades calculadas en la seccidn

FIt.

sf a"'“jz 2[i "'“}cosh( -z } +0)
e [xha] senh“’L }{a J e
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cion 5 : %0 350
utilizande ademéds las expresiones de cosh[Ex 2 j y
a

=0 _50
seﬁh[%-3-1 s tenemos

a
-, e?fx%+q] B2
2 e
IR > (a ,%4” %'Lmz 52 (& a{,(’} }2 (v.10)

Se ve que la integral (I.30) no resulta in-
dependiente de R antes de tomar el ifmite. Veamos cuin-
ta radiacidn cruzarfa un detector. NDe (V.10) se observa

que

a) IR%?»D %3+0,5 fijo
b) TR2+0 pU+m, X3fijo
c) TR#*+0 x%+-a,p fijo

d) TR2*+0 7+ 0 ,X° fijo.

Luego en los confines del SUA no se detecta
radiacidn, sin embargo en otros puntos pareceria ser
que nueatro detector muestra presencia de energia radia-
da. Por otra parte, para distancias pequefias entre el

punto de observacidn y la carga (x°,p<<a),

& ° <o o
Al ~1,8" wevipas 2%= (130) , nPaqosn)

luego
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Es decir, de 1a carga no sale energia de ra-
diacidn pero el campo gravitatorio aparente "simula" ra-
diacibn a distancia finita y que no se ve llegar a los
confines de SUA: no se puede hablar propiamente de radia-
¢ién. E1 hecho de que IR%+0 en X’+-a proviene del factor
/TET s de modo que upe podrfa interpretar esto como que
no se trata de que la densidad de flujo de energia se anu
le sino que se anula el ¢lemento de superficie d?%c cuandg .
se evalGia cerca del horizonte, pero que de todas manerés
como la extensidn de la regidbn integrada es infinita, el
resultado neto es finito.iEn efecto;iésto se puede ver
haciendo un cambio de variables que eﬁ lugar de describir-
el plano singular en coordenadas del SUA como x*=-a lo
haga con coordenadas minkowskianas x%=x®! El resultado
es claramente finito: R = ~§e2a3. Todo esto lo podemos
resunir diciendo ;

- La carga en el SUA no radia

- El1 campo gravitatorio aparvente defwrma el campo
estitico y simula un campo de radiacidn.

- Este campo de radiacibén no da flujo en las direc-
ciones p+», X +» pero da una contribucidn finita
a través del horizonte de sucesos, x°’= -a de ma-
nera que esta '"radiacién" sdlo seria detectable

al otro lado de 1la frontera.
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3.- Todo el mundo estd familiarizado con la idea de que
observadores inerciales son equivalentes en el sentido
que en cada uno de ellos valen las leyes de la fisica y
que por lo tanto mediante mediciones realizadas dentro
de cada referencial inercial no es posible distinguir un
sistema de otro. Similarmente, Einstein propuso que local.
mente al menos, no es posible distinguir un sistema inerx
cial de uno en caida libre en un campo gravitacional, o
un sistema acelerado de un campo gravitatorio. Cabe pre-
guntarse si esto es vélido bara-particulas cargadas.

Supongamos una carga en caida libre y un
observador K cayendo junto con ella. Este observador no
veria radiacifn proveniente de la carga pues para €l se
trata de una carga en reposo en un sistema inercial. Al
cambiar a un observador K' que ve écelerar a la carga,
se tiene que ®R#0. "It is,of course, clear that the ra-
diation rate R is Lorentz invariant, but it is not inva-
riant under (8.20)"-ec.(II.5) en nuestra notacidnj (ver
Rohrlich,op.cit.p.216-218). La situacidn que estudiamos
nosotros, segiin el mismo autor, radia cuando se la obser-
va desde S mientras que desde el SUA no se ohserva ra-
diacidn" because it is that §=5", Es claro que para

Rohrlich constituye prueba suficiente de la ausencia de

-
radiacién que S = 0, sin embargo no discute cdmo definir



la radiacién en el SUA.

A diferencia de lo que afirma Rohrlich,
nuestra definicién de ® es invariante general (aunque
vélida s6lo en un espacio plano). No ebstante, este inva-
riante cuyo valor es lz potencia radiada por la carga Vis
ta desde un sistema inercial, en principio el mismo n@mero
no tiene por que ser lo que mide un detector en el SUA.Pa
ra decidir sobre el significado de R habhrfa que contar con
un modelo de detector ideal que diera un criterio absoluto
en cualquier sistema de referencia. Por otra parte, se in-
sinud al final del capftulo IV que serfa interesante poder
cuantizar el campo electromagnético en un espacio con mé-
trica arbitraria. Por este camino surgen de inmediato difi
cultades que derriban la hipbiesis b de la introduccidn.

Fullingqﬁa)

demostrd que al pasarde coordenadas cartesianas
a coordenadas de Rindler (equivalentes a las del SUA), los
estados de una partfcula en un sistema se transforman en
estados que-no son identificebles como de una particula en
el otro; ni siquiera el vacio es el mismo en los dos sis-
temas. Por la misma 1fnea, Davies{?2) (23} pocers que un
estado sin campo visto desde S se ve como un estado exci-
tado en el SUA en un espe@%ro de Plack en equilibrio tér-

mico a2 temperatura o

27



APBNDI CE A -

TRANSFORMACION DE COORDENADAS ENTRE S(x) Y EL
SUA(X).

Por (III.3) podemos escribir

dxt | 2
dx?® x? 3

que se puede integrar obteniendo
(x*)i-(x")? = a0

La condicidn de borde (III.1) exige que

i
a= [x’*@]z. Por esto tenemos
(x2)2-(x%)2 = €%s+¢]z (A.1)
En (II1.3) esto significa ademds

X

o xa' . o
. ((x”)x"(x°)2 ’0’0’(x’)’-(x°)2)

.3
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como en un sistema de coordenadas arbitrario la coordena-
da tiempo sdlo juega un papel de rétulo, podemos llamar
¥® a la coordenada tiempo de todos los eventos que ocu-
rren en el SUA sobre ﬁn mismo plano m(t=X%). De esta ma-
ﬁera el tiempo coordenado de la carga coincide con su
tiempo propio pero esto no seri necesariamente cierto bg

ra cualquier otro punto sobre el sualt), Asi, al asignar

a la trayectoria de la carga (en el origen del SUA).

-
x? = 7% = asenh[%_]

o

) (A.3)
x? = 2% = acesh&—-},

correspondientemente debemos asignar al punto P

5 =0
x® (P) ‘E?3+q] senh{if]

£ g =0 (A.4)
L] == 0l X
x¥(P) =|x*+a] cosh{.a}

sélo de esta manera se assgura que la ifnea universo del

(1) Como se sabe, la eleccibn de tiempo coordenado nada
tiene que ver con la posibilidad de sincronizar relojes,
o el carficter estltico o estacionario de la métrica.
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origen yjla de Psean ortogonales a2l mismo plano en el wis-

mo instante coordenado x', satisfaciendo simulténeamente
(A.1).

Como el espacio es homogéneo e isbtropo en

el plano (x',x?) en ambos sistemas de coordenadas, pode-

mos completar la transformacidén de coordenadas con

x! = x! o
} A.5)

izgxa

En general entonces,

5?
x° {?3+dasenh,~u§
o

: (A.6)

@

¥
8
i

b
o
B

XZ
= 59
[?3+uac0$h §~ S



APENDICE B.-

CALCULOS PARA OBTENER EL CAMPO EN EL S.U.A.

gpgjﬁg‘g De 1a tabla (IV.1) vemos que para obtener gﬁwa

o
es preciso conocer ﬁﬁ« . Estos coeficientes se obtienen

348
de (III.5) y son
gﬁm = cosﬁij " 3z . senh Zm
8%° o | 3z’ o |
$ =) 8 £y .
32 esenh|Z.] , B8%2. = coshl|Z. (B.1)
az® @ | 2z * o

3zl _ 2320 _ 32? _ zd_ o (i=1,2)y éﬁi ﬁéﬁ esl ag®

339 a7l a3i g3 3zF 3zt K

i

Con esto ¥ (IV.1) se tiene

g a %0.3° #, f-a O ?i“»%?
g " cosh » 8 "e=i—"""henh
R¥eq 1 -a hﬁsﬁqj i- @

Yy el reste de las componentes nulas, como se muestra

en (IV.17).
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Reemplazando (IV.1 ) en las expresiones
para ¢°¥ y 0°® de tabla (IV.1) se tieme (IV.19). Ense-
guida con (IV.18) y (IV.19) se puede obtener

% x9.z?®
- o

(8.3)

o 7
Q= -0°%% o= 1 {: mtgeosh ix?‘;““‘}

Reemplazando (B.2), (B.3) y (IV.18) en
(IV.16), se tiene para F'° :

X = 0 (i,k=1,2) ya que g L,20=g"t §0a0

=D 0 80
Fida — {{x O}tzosh{f 2 }iisenh[ }
grRp® o @ :
- [R*+] senn[EE" ﬂg_ccs,{z:-ji}
o o &

s 0
> =

Luego B = 0.
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e A éigéa ‘ﬁvegbﬁf‘a 1 x0-27) 4
i ! 4
FO m AuR® t cosiy 43:@ cosh A
J

La L (43 RS a a
= -5 [ i k
+(x@¢m)senh€j ﬁ° =
o g e0lic }
e i
= uzwgzﬁ’ (B.4)
L

2 r,
2o e ‘l quﬁc"shf:fci [E;m;g’mh[/-] (®*va-acosh[ 1]

S

o [;z"'% senh /.]senh [‘?’)}

LS

1
%%¢a

- @Eméa.}»se?}h(%} {;’ senh[%} (%*+a-acosh }.]) -
n-zcosh (%] [5{%‘;‘;} senh [7.} senh E‘.y‘ﬁ g -

= :nk” %cosh[ﬁ%ﬁ}m{i%ﬂ } ” (B.5)

La condicién de retardo, o°Mo y = ¢ conduce
a que

COSh[fﬂ-.ﬁ.O}a az¢(§n}2¢(§ajz¢(§'s+a 2

Pt - =5 {(B.6)
« Zat§5¢qj

y por lo tanto

w il - ;
senhlX =% 1= & 5@:4&392¢€?2o33a[k”¢a}2}z
o 2&{?”#@] TN
pre(X’)2e(x*)?
Reemplazando (B.6) y (B.7) en (B.4) y (B.5) se obtiene final
mente

Foi, e8o® xI | Fos u ednefxlea](atep?-[x’+a]?) (3.8)
4w 3 4w =
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CALCULO DE I EN DIST NT S REGIONES DEL
ESPACIO-TIEMPO.

Nos interesa conocer el flujo de energia
proveniente de la carga en distintas regiones del espacio

en coordenadas de Minkowski., A partir de (I.33) tenemos

20,202,002
p oot R0} . c.1)
4w R
En nuestro caso
iRl
" a?
R = %(x“zsox”z”) (C.2)

Q = %Tix“z°-xgzg)vﬁ

Reemplazando (C.2) en (C.1) se obtiene

IR?dpaS-|2de2(x" 2oxizi)e(x)te (x9%] . (C.3)
4 (x%2%-x329)2 i

Como x" y z¥ estdn siempre sobre un mismo
cono de luz, podemos usar la siguiente representacibn

{coordenadas polares)

x%2% = p

X3-29 = 1rCOS@ {(C.4)

p = rsend



Con (C.4), (C.3) puede escribirse en la forma

2 - 2
IRtdn = &qp ———oon 0

(C.5)
4 {?3~z”c%s§3g

Exploraremos las siguientes regiones (ver Fig.(C.1))

a) x® + » ,x% fijo
b) ¥,0,x° 4+ sobre un cono de luz con vértice en z“ifiﬁ@ﬁ
¢) x* + plano(x%-x%)

d) x® » », x?,p fijos.

FIG.(C.1)

Regiones exploradas con el invariante I.

a) Es claro de la Fig.(C.1) que x’»=,x°® obliga a que z¥ re-

troceda segiin z%+» 2% -w, Mds exactamente, i%»%mﬁgzgm%x53

4o



Luego (C.3) queda

IR?dgns Sap GioXixTo(x )% L 0
4 [x®x I$(x) P2 x'te

b) Se ve que el lfmite x39x®9p¢m z¥ fijo (a lo largo de
una generatriz del cono de luz) corresponde a fijar 8, z@h

y 28 en (C 5). Luego en este "1limite"

IR?dg + & . sen’® an
4w [? -3 cosQ]*

)
Esto da un mé&ximo para cosé= %T y es nulo
para 6 = 0,7,

c) Reemplazande nuevamente (C.4) en (C.§),

e? 03
IR?dQ = =—d0 — -
an {x .,z"} Ez -z0X “ng
- ey

2
3 %;dn ( @ 362920}2

como el 1fmite x%+-x? implica z®+-2® , conclufmos que
P

IR?da+e en este lfimite.
d) Simé8tricamente a2 lo que ocurre en a, tenemos z@%lx@
zgm%x° cuando x®+»», Igualmente en este caso de {C. 3} se

tiene

IR%2d40 = 0 >
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