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Los nano-osciladores de efecto Hall de spin (SNHO) son ampliamente estudiados debido
a su gran aplicabilidad en la spintronica, por ejemplo, en las memorias MRAM. Su dinamica
puede ser estudiada mediante la ecuacion de Landau Lifshitz Gilbert Slonczewski (LLGS),
la cual es altamente no lineal. En la presente tesis se desarrollan calculos para encontrar
auto-oscilaciones en un dispositivo SHNO con geometria de alambre unidimensional, el cual
se encuentra bajo el efecto de un campo magnético constante transversal y una corriente
directa longitudinal. Se calcula el corrimiento en frecuencia debido a las contribuciones no
lineales para un modelo macro-spin (MS), donde la magnetizacién del material es homogénea
y para el modo cuasi-uniforme (QUM) de oscilacién, donde la magnetizacién depende de la
posicion. Existen diversos estudios donde se ha demostrado experimental y tedéricamente que
es posible la sincronizaciéon de SHNOs mediante diversos mecanismos. Se desarrollan calculos
para determinar si es posible sincronizar dichos dispositivos a través de una interaccién de
tipo dipolar. El estudio de realiza mediante la ecuacién de dindmica para la diferencia de fase
entre los osciladores. Se encuentra que es posible sincronizarlos y que existen soluciones en
fase y contra-fase. También se encuentra que la distancia maxima para lograr sincronizacion
disminuye a medida que la diferencia entre las frecuencias naturales de los osciladores aumen-
ta. Este resultado se puede extender a la sincronizacién de més nano-alambres que permitan
potenciar las senales generadas y reducir el ancho de banda en los dispositivos spintrénicos.
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Capitulo 1

Introduccion

Los nano-osciladores de spin son un tépico ampliamente estudiados debido a sus diversas
aplicaciones como detectores o generadores de senales , asi como también en la spintrénica
[1-6]. Comprender la fisica detrds de estos dispositivos requiere de un extenso marco tedrico
en magnetismo, el cudl sera desarrollado en el segundo capitulo de la presente tesis. En este
capitulo se introducira el tema de los nano-osciladores de efecto Hall de spin SHNO desde una
perspectiva histérica, con el descubrimiento del efecto Hall de spin (SHE), y la presentaciéon de
la ecuacién de Landau Lifshitz Gilbert Slonczewski (LLGS), la cual describe la dindmica de la
magnetizacién de un material ferromagnético en un modelo de micromagnetismo. También se
presentaran los antecedentes encontrados en estudios previos, los objetivos de la investigacion,
la metodologia y la organizacién de la tesis.

1.1. Contexto

El efecto Hall de spin (SHE) ocurre cuando una corriente eléctrica circula por un material
paramagnético con un fuerte acoplamiento spin-orbita, generando corrientes puras de spin
transversales a la direccién de la corriente eléctrica. En 1974, Dyakonov y Perel [7] calculan
una densidad de spin en la superficie de un material conductor por el cual circula una corriente
eléctrica. Esta acumulacion de spin ocurre en las superficies paralelas a la direccion de la
corriente aplicada. Posteriormente, en 1999, Hirsh [8] describe lo que él llama efecto Hall de
Spin, debido a que al hacer circular una corriente eléctrica por un material paramagnético con
un fuerte acople spin-érbita, se genera un desbalance de spin transversal a la corriente, dando
origen a un voltaje Hall de Spin. De forma inversa, al hacer circular una corriente de spin
por este material, se generard un voltaje Hall eléctrico, en ausencia de corrientes de cargas
externas y campos magnéticos externos. Este efecto ha sido observado experimentalmente en
materiales conductores [9], e incluso en materiales semiconductores [10].

Al considerar un material ferromagnético cuasi bidimensional adyacente a un material
que presenta SHE, se ha demostrado que la inyeccion de corrientes de spin desde el material
con SHE hacia el material ferromagnético puede inducir un torque sobre su magnetizacion
[11-12]. Este torque se suma generalmente a torques de otro origen que afectan directamente
la dinamica de la magnetizacién del material ferromagnético: la derivada temporal de la
magnetizaciéon es proporcional al torque neto. En los Osciladores de Efecto Hall de Spin
(SHOs) la magnetizacién de un material ferromagnético oscila en régimen via la compensacién
entre un torque inducido por el SHE y el torque disipativo usual que relaja la magnetizacién
hacia su estado de equilibrio estacionario. Generar torques de transferencia de spin (STT)
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con SHE resulta mucho mas conveniente que hacerlo con corrientes eléctricas polarizadas
en spin que pasen por el material ferromagnético como suelen hacerlo los nano-osciladores
de torque de transferencia de spin (STNOs), debido a la temperatura que puede alcanzar el
material ferromagnético [13].

Para tener auto-oscilaciones se debe tener un elemento activo, un elemento resonante y
un elemento disipativo [14]. Los SHOs utilizan como elemento activo el SHE, descrito ante-
riormente, en la interfaz con un material ferromagnético, donde este ultimo actia como el
elemento resonante. La acumulacion de spin en la interfaz produce un SOT que actiia como
una anti-disipacién (elemento activo) en la dindmica de magnetizacién del material ferro-
magnético. Esto junto con la disipacién de energia natural (elemento disipativo), modelada
usualmente por la ecuacién de LLGS, da pie a estados de auto-oscilacién a una frecuencia
dada, en que la resonancia ocurre en la compensacion, en promedio, entre la disipacién na-
tural con la anti-disipacién generada por el SHE [4,14]. Esta ecuacién es altamente no lineal
y se escribe de la siguiente forma:
= —|7|M X Heg + |y[4nJM x (M x p) + a]\]\/fo X dc?f, (1.1)

i
dt

donde M corresponde a la magnetizacién del material, M, es la magnetizacion de saturacion,
v es el factor giromagnético, Hoges el campo magnético efectivo, J es la densidad de corriente,
p es la polarizacién de la corriente pura de spin inyectada en el material ferromagnético y «
es la constante de Gilbert. Esta ecuacién se estudia en detalle en la seccién 6 del capitulo 2.

Existen diversas aplicaciones para los SHNO [1-6], entre ellas se encuentra el uso en STT-
MRAM (Spin-transfer-torque magnetic random access memory) o SOT-MRAM (Spin-orbit-
torque magnetic random access memory) las cuales guardan la informacién en la orientacién
de la magnetizacién de elementos ferromagnéticos de escalas nanométricas, y son capaces
de guardar la informacién a lo largo del tiempo. El STT brinda un mecanismo de escritura
de informacién, que a su vez puede ser leida midiendo la resistencia variable del dispositivo
que depende de la orientacion de la magnetizacién (efecto magnetoresistencia gigante GMR).
Usar SHE como mecanismo generador de STT no requiere corrientes eléctricas en el material
ferromagnético, lo cual da la ventaja de crear dispositivos con caminos diferentes de lectura
y escritura. Otras aplicaciones de osciladores que usan STT consisten en la generacion y
deteccion de senales, asi como también la computacion neuromérfica.

Los SHNOs presentan una serie de ventajas por sobre los STNOs, la primera de ellas es
la necesidad de contar con dos capas de materiales, a diferencia de las tres necesarias para
los STNOs. Ademés resulta un desafio ver su magnetizacién sin modificarla [15]. Finalmente,
en los SHOs se puede leer la direccion de su magnetizaciéon no sélo de forma eléctrica y
magnética, sino también Optica, a diferencia de los STNO que no pueden leerse de forma
6ptica por tener la capa ferromagnética entre dos materiales paramagnéticos [16].

1.2. Antecedentes

Se ha demostrado experimentalmente que se pueden excitar modos auto oscilatorios cohe-
rentes en dispositivos de spin, mediante la inyeccién de corrientes puras de spin [4,16-18].
Los dispositivos pueden tener diversas geometrias, entre ellas geometrias de nano-discos,
nano-alambres, nano-contactos, entre otras.

Los estados oscilatorios coherentes han presentado un alto comportamiento no lineal, dicho



fendémeno produce que los modos magnéticos dinamicos se vean incrementados o suprimidos
[17].

El oscilador a estudiar corresponde a un nano-alambre con las dimensiones presentadas en
uno de los auto osciladores utilizados en el trabajo de Duan et al. [19-20]. El oscilador estd
compuesto por una capa de Platino (Pt) y una de Permalloy (Py). El largo de la capa de Py
corresponde a aproximadamente 60um extendido en el eje 2, con un grosor de 2b = 25nm en
el eje § y un ancho de 2c = 1.18um en el eje . La capa de Pt tiene las mismas dimensiones,
excepto por el grosor que es de 2nm. El nano-alambre es magnetizado transversalmente por
un campo magnético constante H = HyZ, como se puede ver en la figura (1.1). Se hace
circular una corriente eléctrica en el eje 2 por el material paramagnético (Pt), en el cual
ocurre el SHE que genera un SOT en el material ferromagnético (Py) adyacente.

En estudios previos de esta geometria se demostré [18-19] experimental y tedricamente
que es posible excitar auto-oscilaciones en la geometria descrita. incluso paramétricamente
[20]. Lo interesante y novedoso fue que se obtienen auto-oscilaciones de algunos modos en
una muestra en que una de las dimensiones no esta en el rango nanométrico, i.e. la dimension
longitudinal de los nano-alambres.

Los modos normales de oscilacion de la magnetizacion se obtienen al resolver a orden lineal
la ecuacion de Landau Lifshitz en esta geometria. Alli se consideraron las contribuciones de la
energia de Zeeman por el campo magnético externo, la energia dipolar o de demagnetizacion
y la energia de intercambio. En esta escala los efectos de las interacciones de intercambio y
dipolar deben ser considerados simultaneamente dado que sus contribuciones energéticas son
similares para ondas de spin. En dicho estudio se usaron tanto condiciones de borde libre como
condiciones de borde fijas, y se concluye que la condiciéon de borde libre es suficientemente
buena para la geometria establecida en un caso ideal (los modos de "volumen” son menos
sensibles a las condiciones de borde) [19].

Existen algunos experimentos interesantes relacionados a la geometria estudiada. Uno se
refiere al logro de auto-oscilaciones en estas estructuras cuasi-1D en el caso de que el material
ferromagnético es aislante, i.e. en estructuras YIG/Pt (tiene la ventaja extra que YIG es un
material con muy baja disipacién intrinseca) [21]. El otro estudio se refiere ha haber mostrado
un cambio de comportamiento entre estructuras cuasi-1D a cuasi-2D al ensanchar los nano-
hilos: se ve que el comportamiento auto-oscilatorio desaparece al ir a una estructura cuasi-2D,
y la interpretacion es que se abren miltiples canales de decaimiento de las oscilaciones al ir
a 2D [22].

1.3. Objetivos

El objetivo general de la tesis consiste en estudiar la dinamica de magnetizacion de un
dispositivo de spin con geometria de nano-alambre descrita anteriormente. El nano-alambre
es magnetizado por un campo externo constante transversal al alambre, y ademas perpendi-
cular a la interfaz de ambos materiales. Ademas se hace pasar una corriente por el material
paramagnético para generar un SHE, el cual provocara un SOT en el material ferromagnético,
generando asi las condiciones para la aparicion de estados oscilatorios auto sostenidos.

Para llevar a cabo el objetivo general se realizaran estudios tedricos y numéricos de la
dindmica. Los objetivos especificos en el estudio de dicha dinamica se pueden enumerar de
la siguiente forma:

1. Encontrar las correcciones no lineales a la frecuencia de oscilacién en un modelo macro-



spin y en el modo cuasi-uniforme de oscilacién, donde la magnetizacion del material
depende de la posicion transversal.

2. Encontrar las correcciones no lineales a las auto-oscilaciones, es decir, la corriente cri-
tica para excitar un modo de oscilacion, asi como también, la potencia asociada a las
soluciones, tanto en el modelo macro-spin como en el modo cuasi-uniforme.

3. Desarrollar los calculos para la sincronizacion de dos nano-alambres via interaccion
dipolar.

4. Encontrar un limite para la existencia de soluciones sincronizadas al variar la distancia
entre los osciladores, considerando un modelo macro-spin.

1.4. Metodologia

La presente tesis se dedica a estudiar las auto-oscilaciones generadas en un SHNO con
geometria de nano-alambre, como se muestra en la figura (1.1). Para generar auto-oscilaciones
via SHE, se hace pasar una corriente en la capa paramagnética paralela al eje Z, esto produce
una acumulacion de spin con orientaciéon en —z en la interfaz de ambos materiales provocada
por el SHE. En la figura se puede apreciar que la magnetizacion del material ferromagnético
precesa en torno a la posicion de equilibrio definida por el campo externo. La precesion
sostenida sucede debido a la compensacién exacta entre el SOT generado por la acumulacion
de spin en la interfaz y la disipacién magnética propia del material.

y

Figura 1.1: Esquema del auto-oscilador con geometria de alambre, magne-
tizado transversalmente. La flecha negra esquematiza la magnetizacién del
material en un punto de éste, la cual precesa en torno a una posicién de
equilibrio paralela al campo externo aplicado, representada por una flecha
morada. La flecha en la interfaz de los materiales representa la polarizacién
de la corriente de spin generada por el SHE.

Para cumplir los objetos mencionados anteriormente se trabajara bajo la teoria del micro-
magnetismo, por lo tanto se describira la magnetizacion del material ferromagnético mediante
la ecuacion de Landau Lifshitz Gilbert Slonczewski



dM = = — — ~ M dM
= —|YIM X Hepp + |y|4mJ M x (M x p) + aﬁo X (1.2)

Esta ecuacion se trabajard con el cambio de variables de Holstein-Primakoff, a y a*,
definidas via

m, =1—aa" (1.3)
my = —%(a—a*)\/Q—aa* (1.4)

1
m, = 5(a—i—a*)\/Q—aa*, (1.5)
de forma inversa,

m. + im, o = Ty (1.6

En un inicio se calculan los modos normales de oscilacion del nano-alambre para comparar
los resultados obtenidos con los publicados por Duan et al. en 2015 [19]. A ese modelo se le
anaden las correcciones no lineales para el corrimiento de frecuencia como se postula en el
modelo universal de auto-osciladores no lineales de Slavin & Tiberkevich, publicado en 2009
[14].

Posterior a ello se calculan las tasas de disipacién positiva y negativa presentadas en el
modelo universal, con las cuales se obtiene la corriente critica necesaria para generar auto-
oscilaciones en el SHNO, asi también la amplitud de la oscilacién. Con ello queda determinada
por completo la solucion para la variable compleja asociada al modo excitado, la cual tiene
la siguiente forma:

a =

bo(t) = y/poe™ 0t (1.7)

donde pg es la potencia de la amplitud, wg es la frecuencia y ¢, es una fase arbitraria.
Finalmente, la sincronizacion se lleva a cabo considerando interacciones dipolares entre
los nano-alambres. El estudio de la dinamica de oscilacion se realiza con la ecuacion para la
diferencia de fase entre los osciladores. Se estudia como cambian las soluciones y su existencia
al variar la distancia que separa a los osciladores.
Todos los calculos numéricos se desarrollan con Python3. Las unidades a usar en la presente
tesis corresponden al sistema CGS.

1.5. Organizacién de la tesis

La presente tesis se organiza de la siguiente forma: El capitulo 2 contiene el marco teérico
de la investigacion, el cual abarca los fundamentos del magnetismo, el efecto spin-érbita, el
SHE, la teoria de micromagnetismo y las energias libres de los sistemas magnéticos, para
finalizar con la ecuacién de LLGS y el modelo planteado por Slavin & Tiberkevich [14] para
auto osciladores universales. En el capitulo 3 se muestran las soluciones a la ecuacién de LL,
con ello el desarrollo de modos normales del nano-alambre tanto a orden lineal (andlogo al
desarrollo de Duan et al. [19]) como a orden no lineal (orden mayor o igual a 2 en la variable
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de Holstein-Primakoff), considerando el modelo de Slavin & Tiberkevich [14]. En el capitulo
4 se trata el problema de las auto-oscilaciones, con ello el calculo de la corriente critica y
la busqueda de soluciones de auto-oscilaciones. En el capitulo 5 se trabaja con el modelo
macro-spin y se presentan los resultados numéricos asociados a los capitulos anteriores para
el modo cuasi-uniforme. En el capitulo 6 se desarrolla un marco tedrico de la sincronizacién,
para luego desarrollar las ecuaciones correspondientes al dispositivo con geometria de nano-
alambre en el capitulo 7. Finalmente en el capitulo 8 se presentan las conclusiones de la
investigacion.



Capitulo 2

Del origen del magnetismo a la
ecuacion de LLGS

En este capitulo se desarrolla el marco tedérico necesario para comprender, desde los concep-
tos mas generales, la ecuacion de LLGS, la cual es necesaria para encontrar auto-oscilaciones
en el dispositivo a estudiar.

2.1. Magnetismo

2.1.1. Momentos magnéticos

El objeto fundamental del magnetismo corresponde al momento magnético. Clasicamente
se puede pensar como un pequeno bucle de area |dS| por el cual circula una corriente I, de
modo que el momento magnético u viene dado por

dji = I1dS. (2.1)

El momento magnético tiene unidades [Am?], y apunta en la direccién normal al bucle,
determinado por el sentido en que circula la corriente. También se puede pensar como un
dipolo magnético, dado que es equivalente al dipolo eléctrico, en este caso con dos monopolos
magnéticos de carga magnética opuesta separados por una distancia pequena.

Para bucles de area finita se pueden sumar los momentos magnéticos en el area, de modo
que la corriente de los bucles elementales internos se cancela y sobrevive la corriente del borde
del bucle finito, del siguiente modo:

= I/d§ (2.2)

Con el momento magnético podemos definir la magnetizacion M como la suma de los mo-
mentos magnéticos por unidad de volumen. Al ser M un limite continuo, se puede considerar
como un campo vectorial suave, continuo en todas partes excepto en los bordes del volumen
del medio magnético.

El momento magnético se relaciona directamente con el momento angular orbital de la
particula con carga que genera la corriente en el bucle. La constante de proporcionalidad que
relaciona ambas cantidades se conoce como factor giromagnético, denotado por la letra ~.



i =L (2.3)

Para atomos reales, el momento angular orbital depende del estado cuantico del electron.
Para definir el estado cuantico se utilizan los ntimeros cuanticos usuales; el niimero cuantico
principal n, el nimero cudntico azimutal [, el nimero cuantico magnético m; y el ntimero
cuantico del spin s. El momento angular orbital a lo largo de un eje fijo, que suele ser el
eje 2, es mih, donde h es la constante de Planck reducida, y su magnitud corresponde a

[(I + 1)h. Por lo tanto, siguiendo la ecuacion (2.3) la componente en dicho eje del momento
magnético es —myup donde pp es el magnetén de Bohr (up = eh/2m,, donde e es la carga del
electréon, y m, es la masa del electrén, de modo que el factor giromagnético para un electrén
es v = —e/2m,). El signo menos se debe a la carga negativa del electrén. Finalmente, la

magnitud del momento magnético es /(I + 1)ug.

Sin embargo el electron también posee un momento angular intrinseco conocido como
spin, caracterizado por el niimero cudntico s, el cual tiene un valor de 1/2 para el electrén.
El momento angular asociado al spin puede tomar 2s + 1 posibles valores entre sh y —sh
equidistantes una cantidad hA. La componente en el eje 2 se escribe mgh. Para un electron
los posibles valores corresponden a +h/2, ambas posibilidades se denominan como “up” y

“down”. La magnitud del momento angular de spin es y/s(s + 1)h, en el caso del electréon el
valor es de v/3R/2. El momento magnético asociado al spin tiene una componente a lo largo

del mismo eje igual a —gupms y una magnitud igual a /s(s + 1)gup, donde g es conocido
como factor g y tiene un valor aproximado de 2 para el electron.

La energia de un momento magnético expuesto a un campo magnético externo B esta
dada por:

E=—ji B, (2.4)

por lo tanto la energia se minimiza cuando los momentos magnéticos del material se encuen-
tran alineados con el campo magnético externo.

2.1.2. Tipos de materiales magnéticos

Paramagnetismo y Diamagnetismo

Un material se puede clasificar en funcion de la respuesta de sus momentos magnéticos

cuando se le aplica un campo magnético externo. Si la respuesta de este efecto es lineal,
entonces se dice que estamos frente a un material lineal, los cuales cumplen con la siguiente
relacion:
M = xH, (2.5)
donde H es el campo magnético que incluye la magnetizacion del material y y se conoce como
susceptibilidad magnética. Si x es negativo llamamos al material diamagnético. Este tipo de
materiales alinean sus momentos magnéticos de forma antiparalela a la direccién en que es
aplicado el campo. Por otro lado si x es positivo entonces estamos frente a un material cuyos
momentos magnéticos se alinean de forma paralela con el campo externo. A estos materiales
se les denomina paramagnéticos.



Ferromagnetismo

Los materiales paramagnéticos o diamagnéticos interactiian tnicamente con el campo
magnético externo. Sin embargo se podria considerar una interacciéon entre los momentos
magnéticos propios del material. Esta interaccion se denomina interaccion de intercambio, y
es propia de una nueva clasificacion; los materiales ferromagnéticos. La interaccion de inter-
cambio busca alinear los spin vecinos de los atomos del material, generando magnetizacion
espontanea del material, sin la necesidad de un campo magnético externo aplicado.

La energia asociada a esta interaccion corresponde a:

E==2%"Jyjil - ij, (2.6)
i#]
donde fi; es el momento magnético en la posicién i-ésima del material, por lo que el término
mu,; - [I; representa la interaccién entre momentos magnéticos vecinos, J;; corresponden a
integrales de intercambio. Si el coeficiente J;; es positivo nos encontramos frente a un material
ferromagnético, por lo tanto los spin vecinos se alinean de forma paralela.

El orden de los momentos magnéticos a baja temperatura es auto-sostenido incluso sin un
campo magnético externo aplicado, sin embargo, al aumentar la temperatura, las fluctuacio-
nes térmicas comienzan a destruir progresivamente la magnetizacion hasta que se llega a una
temperatura critica donde el orden es destruido. Esta temperatura de transiciéon es conocida
como temperatura de Curie.

2.2. Efecto Spin-Orbita

Dado un sistema caracterizado por un momento angular y spin, se puede definir el momen-
to angular total J como la suma de los dos momentos angulares mencionados. El momento
angular L y el spin S no son conservados de forma separada dentro de un sistema, pero si lo
es el momento angular total J = L + S.

El momento angular y el spin no son independientes entre ellos, sino que se acoplan a
través del efecto Spin-Orbita. Este efecto se puede considerar como una perturbacién en la
mayoria de los casos (para atomos con nimero atémico Z pequeno). El valor de expectaciéon
de la energia de interacciéon se puede calcular en relacion a:

(L-S) = ;<J(J+ - LL+1) - S5+1). (2.7)

Los autoestados no perturbados se pueden etiquetar con los valores de S y L, sin embargo
cuando la perturbacion separa los autoestados al aplicarse un campo magnético externo,
estos quedan etiquetados con los valores de J. A esta separacién de los autoestados se le
llama estructura fina del atomo.

Cuando el atomo en cuestién tiene un Z alto, no se puede tratar este efecto como una
perturbacién del hamiltoniano, dado que la interaccién es proporcional a Z* para dtomos tipo
Hidrégeno, y Z? para atomos neutros. En dicho caso la interaccién se conoce como acople
j-j, donde la interaccién Spin-Orbita es la energia dominante, y se debe acoplar cada electrén
por separado.

El origen de este acoplamiento viene dado por la corriente, y con ella el campo magnético
que genera el electron al encontrarse orbitando al nicleo atéomico. Este campo magnético
interactia con el spin del electrén, la energia asociada corresponde a:



Hso = —=mi- B = S-L, (2.8)

donde V(r) corresponde a la energia potencial del electrén respecto al nicleo. m, y e son la
masa y carga del electron respectivamente, ¢ es la velocidad de la luz y r es la distancia entre
nicleo y electrén. Para la segunda igualdad se tiene m = (geh/ 2m)§ y hL = m.F x 7. Para
un campo de Coulomb en un atomo tipo Hidrégeno:

1dv(r) Z4e2h2(S - L)
rodr  dmeeadndl(l+1/2)(1+ 1)

donde Z es el nimero atémico, €, es la permitividad del vacio, ay es el radio de Bohr, n,!
son los niimeros cuanticos que identifican al electron.

(2.9)

2.3. Efecto Hall de Spin

El efecto Hall de Spin (SHE) es un fendmeno que ocurre en materiales paramagnéticos con
alto acople spin-orbita y consiste en la generacion de corrientes puras de spin transversales
al campo eléctrico aplicado incluso en la ausencia de campos magnéticos. Una corriente pura
de spin se puede pensar como una combinacion de dos corrientes de electrones, una con spin
up en un sentido y una con spin down en el sentido opuesto [10].

En 1971, D’yakonov y Perel [7] predicen una acumulacién de spin en la superficie de un
material por el cual circula una corriente.

Posteriormente en 1999, Hirsh [8] considera materiales metalicos paramagnéticos por los
cuales circula una corriente, y dado el mismo mecanismo de scattering presente en el efecto
Hall anémalo en el caso magnético, se produciran corrientes puras de spin en la direccion
perpendicular a la direcciéon de la corriente, con spin up en un sentido y spin down en el
opuesto. Del mismo modo se puede producir el efecto contrario, al hacer pasar una corriente
pura de spin por el material, se produciran corrientes eléctricas en la direccion perpendicular
a la primera. Se bautiza este fenémeno como efecto Hall de Spin por la similitud con el efecto
Hall. En dicha publicacién se propone un modelo experimental para medir el voltaje generado
por el SHE, y se calcula analiticamente el valor esperado.

En 2004, Kato et al. [10], realizan la primera observacién de SHE en semiconductores
usando microscopia de rotacion de Kerr. Posteriormente Kimura et al. en 2007 23], detectan
eléctricamente tanto la acumulacion de spin por el SHE y la acumulacion de cargas por el SHE
inverso en un alambre de platino. Obtienen que a temperatura ambiente la conductividad de
Hall de spin resulta ser 10* veces mas fuerte que en los sistemas semiconductores reportados
hasta ese momento. En 2008, Koong Chee Weng et al. [24] realizan un experimento com-
parable al propuesto por Hirsh en Pt, confirmando la presencia del SHE en dicho material
incluso a temperatura ambiente. En el mismo ano, G. Y. Guo et al. [25] demuestran que el
gran SHE encontrado en el Platino resulta ser puramente gracias al fuerte acople spin-orbita
presente en este material, y no depende del scattering de impurezas, por lo tanto el efecto es
intrinseco.

La direccion de la corriente de spin orientados segin 8, ]_; esta dada por ]_; = —§x ]_;,
donde I, es la corriente eléctrica [23]. En la geometria de nano-alambre a estudiar, la corriente
aplicada sobre el material paramagnético es I, = 1.2, esto genera que la acumulacion de spin
en la interfaz esté dada por spin que apuntan en la direccion —Z, como muestra la figura
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(1.1).

2.4. Torque de Transferencia de Spin

Cuando una corriente de spin entra en un material ferromagnético, ocurre una transfe-
rencia de momento angular entre el spin de los electrones de conduccion y la magnetizacion
del cuerpo ferromagnético para cumplir la conservacién de momento angular. Esto se conoce
como efecto de transferencia de spin.

El concepto de torque de transferencia de spin es desarrollado de forma simultanea e
independiente por Berger [26] y Slonczewski [27] en 1996. El torque se propone como un
mecanismo para generar precesion en la magnetizaciéon de un material ferromagnético.

La primera demostracion experimental de excitacién de ondas de spin generadas con un
STT ocurre en 1998 [28]. Un ano més tarde, Myers et al. [29] demuestra experimentalmente
que el proceso puede ser reversible, como habia sido predicho por Slonczewski, abriendo las
puertas a aplicaciones como las memorias magnéticas de acceso aleatorio (MRAM).

Para el caso de multicapas y osciladores de torque de spin, el STT se puede explicar
de la siguiente manera: Se considera una estructura de tres capas compuesta por materiales
ferromagnético (F1) / no magnético (NM) / ferromagnético (F2), donde F1 es muy delgado en
comparacion a F2, este material juega el papel de capa libre (serd el material ferromagnético
al que se le quiere generar la precesién en su magnetizacién) y F2 més grueso en comparacion
a F1, llamado capa fija. Asumiremos que la magnetizacion inicial de F1, Ml, apunta en una
direccion distinta a la de F2, Mg, por ende entre ambas magnetizaciones existe un angulo.
Cuando se aplica una diferencia de voltaje positivo, los electrones se inyectan desde F2 hacia
F1, por lo tanto se inyectan electrones en F1 cuyos spin tienen un angulo respeto a M;, estos
electrones se alinean con la direccién de M 1, produciendo un torque en M 1, es decir, la rotacién
en la magnetizacion M; es inducida por un torque dada la inyecciéon de una corriente de spin.
Este proceso de transferencia acttia como un torque mecanico en la magnetizacion M1, donde
la direccion del torque esta dado por ]\7[1 X (]\7[1 X ]\7[2) Si la diferencia de voltaje aplicada es
negativa, entonces los electrones fluyen de F1 a F2 y el proceso no resulta interesante debido a
que el alto grosor de la capa F2 permite despreciar el torque ejercido sobre su magnetizacion.
El cambio en la polarizacién permite que la direccion del torque se pueda revertir.

El STT es el torque ocupado en los STNO, sin embargo, en SHNO, se utilizan torques de
spin-6rbita (SOT). El SOT es un torque que puede ser generado por dos efectos asociados al
acople spin-orbita, siendo estos el efecto Hall de Spin y el efecto interfacial Rashba-Edelstein.
El torque se genera cuando existe una acumulacién de spin en la interfaz entre un material
con fuerte acople spin-6rbita y un material ferromagnético. Se produce una transferencia de
momentum angular entre la corriente de spin generada por el SHE y la magnetizacién del
material ferromagnético, generando un torque en esta ultima. El SOT puede ser modelado
matemdaticamente con un torque de Slonczewski, al igual que el STT [30].

2.5. Micromagnetismo

El micromagnetismo es una teoria que surge con las publicaciones de Landau y Lifshitz
(1935) [31] y W. F. Brown (1940) [32]. Corresponde a una teoria semiclasica aplicable a escalas
nanométricas, donde los momentos magnéticos adyacentes son casi paralelos. En esta teoria
se considera la magnetizacién de un material M = My (7) con magnitud M, constante, pero
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cuya direccion varia continuamente con la posicion.

El problema del micromagnetismo se reduce a encontrar la funcién que minimiza la ener-
gia del sistema [33]. Esta teoria resulta una buena aproximacién para describir procesos
a temperatura ambiente dada una fuerte interaccion de intercambio, siempre y cuando la
temperatura ambiente sea menor a la temperatura de Curie.

La evolucion temporal del vector magnetizacién en la aproximaciéon micromagnética se
puede describir con la ecuacion de torque:

A

—— = —ym X Heg + Zfz,Nc, (2.10)

donde v = gug/h es el factor giromagnético y Ho corresponde al campo magnético efectivo
aplicado a la muestra. El segundo término de la ecuacién (2.10) corresponde a la suma sobre
todos los torques no conservativos que no pueden ser derivados a partir de un potencial. La
precesion de la magnetizacion sera en torno a este campo efectivo, el cual estd compuesto de
cuatro contribuciones, el campo de zeeman, de intercambio, anisotropia y demagnetizante.
A cada uno de estos campos se les puede asociar una energia por unidad de volumen, y en
general, al campo efectivo se le puede asociar una energia total que representa la suma sobre
todas las interacciones magnéticas presentes de modo que el campo se pueda escribir de la
siguiente forma. en términos de una derivada funcional:

He(7) = — OB(7)
o SM(7)

Describiremos cada una de estas energias de forma general mas adelante.

(2.11)

2.5.1. Energia de Zeeman

El término de Zeeman describe la interaccién entre la magnetizacion de un material con
un campo magnético externo aplicado, de modo que la energia por unidad de momento
magnético ¢; sera

& = — i I—_je:rta (212>

donde ﬁewt es el campo magnético.

Notemos que esta energia es la misma a la presentada en la ecuacién (2.4). De aqui
podemos deducir que la energia total de Zeeman correspondera a la suma de las energias
de cada momento magnético dentro de un volumen V', por lo tanto, en un elemento dV se
tendra una cantidad de:

1 N\ =
dey = _(dV Z m) - HopydV. (2.13)

Integrando en todo el volumen, y notando que el paréntesis es la definicion de magnetiza-
cion, se obtiene:

E, = — /V M(7) - HoppdV. (2.14)
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2.5.2. Enmergia de intercambio

La energia de intercambio representa el acoplamiento entre momentos magnéticos locales
vecinos, lo cual permite un orden magnético espontaneo. Esta interaccion es de origen cuan-
tico, y no posee analogia clasica. La expresién cuantica para la energia de intercambio para
un spin se puede modelar por el hamiltoniano de Heisenberg:

ei=-2Y Ji;Si-8=-2) Ji;5°5 -5, (2.15)

JEQ; JEQ;

donde la suma de los j € €2; corresponde a los vecinos cercanos del spin ¢, modelado por S..
El pardmetro J; ; indica si la configuraciéon que minimiza la energfa es paralela para J; ; > 0,
es decir, un material ferromagnético. Si la constante cumple J; ; = J entonces se trata de
un caso isotropico, que sera el caso que consideraremos en el estudio de esta tesis. Sumando
sobre todos los spin, se obtiene la energia total de intercambio:

enx = IS Y5 -5, (2.16)
i je

el factor 1/2 aparece para corregir no sumar dos veces sobre cada spin. Para desarrollar

una teoria clasica, se asumen los spin como vectores clasicos, por lo tanto el producto punto

arrojara un cos(¢;;) donde ¢;; corresponde al angulo entre los dos vectores. Ademas podemos

considerar que este angulo es pequeno por la misma interaccién entre los spin vecinos que

busca alinearlos, de modo de expandir en Taylor:

EEx = —JS2Z > cos(yy) & —JS2Z > (1 — ”) (2.17)

i jEQ, i jEQ,

el primer término corresponde a una constante por lo tanto puede ser ignorado en el célculo,
dado que refiere a la energia del estado completamente alineado. Para angulos pequenios se
puede aproximar |¢;;| ~ |7; — m;|. Considerando ademas que m; = m(7;), por lo tanto, en
la posicién j se puede escribir m,; = m(r; + 07;), donde 07 es el vector que une 7; — 7}, si
aplicamos una expansion en Taylor a primer orden en torno a 7; se obtiene:

om
87"( i)

donde [ = 1, 2, 3 las tres coordenadas del plano cartesiano. Reemplazando esto en la expresion
para la energia

(7 + 075) ~ m(r;) + 07, (2.18)

JS?
EExfizZ ‘5731 (7)),
i jeQ;
JS? om oy, ,
cex = 5 30 30 YN D 0T )8 (), (2.19)
i jeEQy n

nuevamente, [, n, k toman los valores de las tres coordenadas espaciales.

Para una red cibica simple, cada dtomo contiene seis vecinos cercanos (dos en cada eje),
por lo tanto al sumar en los vecinos cercanos para cada uno de los ejes, por ejemplo, para el
eje T aparece un factor 2 y se usa [ = n = Z. Ademas usando la constante de red 0r;; = a se
obtiene
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8mk

3
m
= JS%QZZ%:&— T JS%a QZ (2.20)

Como deseamos una teorfa continua, se convierten las sumas en integrales y se divide por
el volumen de la celda:

JS%a® -, o o L
Epx =—3 /(Vm(f))QdV = A/ ((Vmgc)2 + (Vim,)? + (sz)Q) av, (2.21)
donde A se denomina constante de intercambio, y tiene un valor A = JS?/a para una

red cubica simple. Esta constante se puede medir experimentalmente y se relaciona con
la longitud de intercambio [, = /A/(2rM2), la cual corresponde a una estimacién de
la longitud donde la energia de intercambio es dominante, por lo tanto, dentro de ella, la
magnetizacién se espera espacialmente uniforme. Para el caso del Permalloy, que es el que
nos interesa, A = 1.3 - 10~%erg/cm, donde si consideramos una magnetizaciéon de saturacién
M, = 790G se obtiene [, =~ bnm, valor que comprueba que esta interaccién es dominante en
el corto alcance.

2.5.3. Energia de anisotropia magnetocristalina

La anisotropia magnetocristalina es causada por el efecto spin-o6rbita. Las orbitas de los
electrones estan relacionadas con la estructura cristalografica, y esta interaccion hace que los
spin prefieran alinearse con los ejes bien definidos por la estructura del cristal. Por lo tanto
existen direcciones en el espacio en las cuales es mas facil magnetizar un cristal que otras, y
por lo tanto una magnetizacion en esa direcciéon minimizara la energia. Esta diferencia puede
ser expresada como una energia dependiente de las direcciones, generalmente se escriben
como expresiones fenomenoldgicas que son expansiones en series que consideran la simetria
del cristal, y los coeficientes se encuentran de forma experimental [34].

Para el caso de anisotropia uniaxial para un momento magnético del material, la energia
se puede describir

g4 = —Kicos*(0) + Kacos*(6), (2.22)

donde 6 corresponde al angulo entre la magnetizacion m y el eje facil ny. Ky y K5 son cons-
tantes de anisotropia que dependen de la temperatura. Podemos escribir el primer término
de la expresion anterior para un volumen, obteniéndose:

EY = Ky /(m )2V, (2.23)

esta expresion corresponde a una anisotropia de volumen, Ky es la constante de anisotropia
de volumen. También se puede tener anisotropias de superficie, la cual a primer orden se
puede escribir de forma andaloga,

5 =K, /(m - fg)?dS, (2.24)

donde ng corresponde al vector normal a la superficie, y Kg es la constante de anisotropia
de superficie. Esta expresiéon muestra que la anistropia depende solamente de la forma de la
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superficie.
Puede suceder que el eje facil no sea el mismo para el volumen que para la superficie del
material [34].

2.5.4. Energia demagnetizante

También conocida como interaccién dipolo-dipolo, la interacciéon demagnetizante es una
interacciéon de largo alcance que acopla a todos los momentos magnéticos del sistema, dicho de
otra forma, cada momento magnético del material interactiia con el campo magnético creado
por todos los otros momentos magnéticos del material, por lo tanto, la energia asociada se
puede calcular a partir de la ecuacién (2.4), donde el campo magnético externo seré el campo
dipolar efectivo H p(7;). Luego, para un momento magnético se tiene:

i = i) H(7) = () - S (7). (225)
J#i
por lo tanto, en un volumen dV se tendré una energia de

171 .y
den = 5 (o0 S i) - X )V (2:26)
2\dV = 7
donde el 1/2 aparece por la doble suma dado que fi;(7;) - H(7) = GHE ﬁZ(FJ) Integrando
y usando el campo Hp se obtiene

- —f/ M(7) - Hp(R)dV. (2.27)

El campo dipolar se deriva a partir de un potencial magnetostatico, el cual considera
contribuciones tanto de las cargas magnéticas de la superficie del cuerpo como las del volumen,
es decir,

donde

m T’

</dv’pv7ﬂ +/ds’ps7ﬂ) (2.29)

Las cargas magnéticas se definen en base a la magnetizacion,

47r

pv(F) = =V -m(r); ps(r) = M(r) - A7), (2.30)

donde 71(7) es el vector normal a la superficie del sistema. La interacciéon dipolar es de largo
alcance.

2.6. Ecuacion de Landau Lifshitz Gilbert Slonczewski

La ecuacién de LLGS determina como evoluciona la magnetizacion del material ferromag-
nético, y tiene la siguiente forma:
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= —|y|M X Heg + |y[dnJM x (M X p) + a— X ——, (2.31)
M, dt

i
dt

donde M corresponde a la magnetizacién del material, M es la magnetizacion de saturacion,
v es el factor giromagnético, Heg es el campo magnético efectivo, J es proporcional a la
densidad de corriente, p'es la polarizacion de la corriente pura de spin inyectada en el material
ferromagnético y « es la constante de Gilbert. El primer término de esta ecuacion corresponde
al término conservativo, el segundo término corresponde al STT y el tercer término es la
disipaciéon de Gilbert. En la figura (2.1) se puede apreciar el efecto de cada uno de estos
términos sobre el vector de la magnetizacion. La contribucion de la parte conservativa apunta
en la direccion normal al plano que contiene la magnetizacion del material y la posicion de
equilibrio determinada por el campo efectivo. El torque de transferencia de spin aleja a la
magnetizacion del equilibrio mientras que la disipacién o relajacién magnética lo acerca. La
compensacion exacta de estas dos tltimas resulta en ciclos limites de oscilacion, por lo tanto
en curvas cerradas de precesion en torno al equilibrio.

La ecuacién se puede escribir de forma normalizada si se considera M = Mom y ﬁeg =

—

47 Moheg, obteniéndose:
dm dm

% = —|’)/|47TM0771 X Eeff+ |’}/‘47TJM077?, X (Tﬁ X QAJ) -+ Ozﬁi X E (232)

—am X (’n_’i X Eeff)

—— T T~ — n
7 ~ theff
~ A p/
\_‘_‘_______’
h " L=
eff Jm x (m x &)

Figura 2.1: Representacién del efecto de cada componente de la ecuacién de
LLGS. La componente conservativa mantiene la magnetizacién en el ciclo
limite, el STT lo saca del equilibrio hacia afuera, y la disipacién lo acerca a
la posicion de equilibrio determinada por el campo externo.

Definiendo 7 = (4w My|y|)t esta ecuacién toma la forma:

—— = —17 X heg + Jii X (7T X &) 4 cuih X —— (2.33)
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2.6.1. Torque de transferencia de Spin

El STT corresponde al segundo término del lado derecho de la ecuacion de dinamica de
la magnetizacién, este actia contrarrestando a la disipacién magnética del material y es
proporcional a la corriente aplicada, por lo tanto existe una corriente critica para la cual el
STT es capaz de contrarrestar de forma exacta la disipacién magnética, y se generan auto-
oscilaciones de la magnetizaciéon en torno a la posicion de equilibrio definida por el campo
magnético efectivo.

Como se mencioné anteriormente para el caso de los STNO el torque tiene direccién
]\Zil X (Ml X Mg), si se aplica a este caso tendriamos ]\Zil =my Mg = —Z, por lo tanto el
STT se escribe:

Tsrr = |y|An Moy Ji x (17 x £). (2.34)

2.6.2. Disipacién

La relajacion magnética permite a la configuracién micromagnética alcanzar el estado
de equilibrio donde la magnetizacién estd orientada paralela al campo magnético efectivo.
Existen dos descripciones de disipacién, una desarrollada por Gilbert [35] y otra por Landau
y Lifshitz [31]. En esta seccién se enunciardn ambas y se vera que son matematicamente
equivalentes.

Gilbert propone que la relajacion puede ser descrita mediante un término fenomenoldgi-
co: un término de disipacion viscosa, analogo a la fricciéon en sistemas mecénicos, donde la
magnitud de la fuerza de roce es proporcional a la velocidad del cuerpo, es decir,

Te; = ot X (2.35)

m
TR
donde «a es una constante de disipacion adimensional. Este torque asociado a la relajacion
magnética es matematicamente equivalente al propuesto por Landau y Lifshitz, el cual tiene
la siguiente forma:

Ty, = —yAm x (11 x Heg), (2.36)

donde A es una constante adimensional de disipacién. Para comprobar que son equivalentes
consideremos la ecuacién de dindamica amortiguada para la magnetizacion:

dm ~ dm
dL? = it x Hog + i x dif (2.37)
Al aplicar mx a ambos lados de la ecuacion, se obtiene
dm — dm
mxd—?:—’ymx(rﬁxfleff)—i—amx (mxdit”). (2.38)

El segundo término del lado derecho se le aplica la regla del triple producto cruz a x (5 X ) =
(@- @b — &@-b), por lo tanto se obtiene m x (11 X dim/dt) = (17 - dits/dt)im — dim) dt (i - 17h),
en esta expresion el primer término es nulo y el segundo término es igual a dm /dt debido a
que m - m = 1. Luego,
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m X — = —ym X (M X Heg) — a——. (2.39)

Al reemplazar esta expresion para el término disipativo en la ecuacion de dinamica de la
magnetizacion:

dm y ~

—

ay L =
i 14_062m X Hog — 1+Oz2m X (M X Heg), (2.40)

se obtiene el término disipativo de Landau Lifshitz. Si bien ambas expresiones son equi-
valentes, las consecuencias fisicas para altos valores de disipacién son diferentes, pues la
formulacién de Landau y Lifshitz no tiene limite superior para la magnitud de la disipacion.
Para materiales como el Permalloy ambas expresiones son equivalentes dado que la constante
a es pequena, por lo que el término o? puede ser despreciado.
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Capitulo 3

Modos normales de oscilacion

Los modos normales de oscilacién del nano-alambre magnetizado transversalmente por un
campo magnético constante H.,; = HyZ se encuentran solucionando la ecuacion conservativa
de Landau Liftshitz, la cual en su forma normalizada se puede escribir de la siguiente forma:

dm L o=
g =~ x He, (3.1)

donde H.g considerard energia libre de Zeeman, de intercambio, de demagnetizacién y de
anisotropia. El campo efectivo se puede escribir como una variaciéon de una energia efectiva
con respecto a la magnetizacion, del siguiente modo:

- 0 Fog
eff — — > .
oM
Las contribuciones a la energia efectiva F.g se describen a continuacion. La primera de

ellas es la energia libre de Zeeman, la cual corresponde a la interaccién entre la magnetizacion
del material y el campo externo magnético aplicado, es decir,

(3.2)

Ey=— /V M(F) - HyidV = — /V My Hym,dV, (3.3)

donde M, corresponde a la magnetizacion de saturacion, en este caso se considerara un valor
de 790 [G], valor reportado en uno de los alambres estudiados en 2015 por Duan et al. [19].

La segunda contribucién esta dada por la energia de intercambio, la cual corresponde a
una interaccién entre los spin vecinos, en el limite clasico se puede describir de la siguiente
forma:

Ey=A /V ((6%)2 +(Ymy)? + (ﬁmy)dv, (3.4)

donde A = 1.3 [uerg/cm] es la constante de intercambio. Se puede definir D = 2A4/M; y con
ello la constante normalizada d = D /(47 M) = A/(2r M) = 2, donde I, es la longitud de
intercambio del Py, la cual en este caso tiene un valor constante de ~ 5 [nm].

Por otro lado se tiene la anisotropia magnetocristalina asociada a las dos superficies nor-
males a 7,

K, ,
Ea= —T/Sdsmy, (3.5)
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donde K, = 0.237[erg/cm?]. Se puede definir k, = K, /(47 MZb). Finalmente la energia asocia-
da al campo dipolar Hp, el cual es producto de los momentos magnéticos del mismo material,
se describe de la siguiente forma:

1/ - .
Ep = —5 [ A7) - Hp(@)av. (3.6)

Los detalles del campo dipolar Hp se encuentran en el Anexo A.4.
Resulta ttil realizar un cambio de variables por las de Holstein-Primakoff, en torno a la
magnetizacion de equilibrio en Z, del siguiente modo,

my =1—aa’, (3.7)

my, = (?) (a — a*)V/2 — aa, (3.8)

m, — @) (a+ a")W2—aa". (3.9)

Con estas variables se puede realizar una regla de la cadena para describir las energias en
funcion de ellas,

oF 0F da oF da*
I ‘l‘ =
SM  da §M  da* §M

(3.10)

donde se tiene

oa oa oa oa
L X . 5 11
SM (5me + (5myy + (5mzz (3.11)

Adem4s definiendo las constantes U = E/4n Mg y T = 4w My|v|t, la ecuacién dindmica se
puede escribir de la siguiente forma:

da oU
7Y 12
Yar T dar (3.12)
da* oU
=0 1
! dr da (3.13)

3.1. Soluciones a orden lineal

Se pueden calcular los modos normales de oscilacién a orden lineal al considerar las cuatro
contribuciones a la energia efectiva hasta orden 2 en términos de las constantes normalizadas,
las derivadas funcionales toman la siguiente forma:

(2)
5?;” = ho(1)a(z) — kya(z) — a*(z)] — dV3a(z) — ny(X)a(x)
[ vt -y (BN

VX — X2+ (2r)?

dar

), (3.14)
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donde n,(X) corresponde al factor demagnetizante, r = b/c es la razén entre el grosor y

el ancho del alambre. Se ha usado X = x/c longitud adimensional para el ancho del nano-

alambre. El detalle respecto al calculo de estas contribuciones se encuentra en el Anexo A.4.
Junto con estas ecuaciones se utilizan condiciones de borde libre,

8mj

ox

Para resolver el sistema de ecuaciones presentado se realiza una expansiéon en modos
normales con una serie de Fourier:

|x::|:c = 0. (315)

a(X, 1) :Z

N
=0

N
=0

a; (1) cos(ImX) + by(1) sin(zl ;— 17TX>}, (3.16)

Esta expansién permite que se cumpla la condicién de borde da/dX|+; = 0. Con ello las

ecuaciones de movimiento para los coeficientes simétricos, que son los estudiados a lo largo
de toda la presente tesis, de la expansién de Fourier se obtienen de la siguiente forma:

(3.17)

2041
)cos(ImX) + b] (T )sin( ;— 7TX> :

d oU
2% = nl/ dX cos(le)(Sa*, (3.18)
donde los coeficientes n; son constantes de normalizacién tales que ng = 1/2 y n; = 1 para
[ =1,2,3,.... Los modos anti-simétricos se resuelven de forma andloga. Al reemplazar en la
ecuacion (3.14) se obtiene:
d d 1
ic%l = ; ([ho — ks + C—Q(nW)Q]énlan + ksopa;, — Tﬂccln(an —ar) — ncclnan>. (3.19)
Los coeficientes ncey, v ¢y, se definen de la siguiente forma:
! ! / / |X — X,‘
cCy = nl/ dX/ dX'cos(ImX)cos(nr X )ln( ), (3.20)
-1 e VX = X724 (2r)2
1
necy, = nl/ dX cos(ImX)cos(nm X )n,(X), (3.21)
-1
y la d,,; corresponde a la delta de Kronecker, la cual se define de la forma usual:
1 st n=1
Ont = { 0 si ntl (3.22)

Para resolver la ecuacion (3.19) se consideran soluciones de la siguiente forma para los
coeficientes:

a(t) = ae” ™ + die, (3.23)
aj (1) = dje™™ " + ¢je', (3.24)

con = w/(4wMyl|v|), por lo tanto, al considerar tnicamente los términos resonantes a
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e~ se obtendran dos ecuaciones, una para ¢; y otra para d. Escritas de forma matricial se

obtiene:
G\ Rln Sln Cn
ar ( d7> _ (_ o Rln) ( d:;)’ (3.25)

donde I es la matriz identidad. Se definen los elementos de matriz
Ron = [ho — ks + L (n)26 L (3.26)
in — 0 s 02 nm nl nccy, 471'7’00[”’ .

1
Sln = @ccln + ks(snl. (327)

Los modos normales de este problema se encuentran al solucionar el problema de autova-

lores de la matriz M
R S
- (% 5) -

La matriz de vectores propios W proporciona el cambio de variables con las amplitudes de

los modos normales b, b*
an> b. M\ —Mj b.

J 7
Con esto se puede escribir la ecuacién para b; a partir de multiplicar por W' por la
izquierda a la ecuacion de dinamica de a,,,

Z(Z:) = M(ZZ) (3.30)

()=o),

es decir, D = W~1MW, que es una matriz diagonal, los elementos de la diagonal correspon-
den a las frecuencias de los modos normales.

3.2. Correcciones no lineales

La evolucion temporal de la variable de Holstein Primakoff a se puede separar en una
parte lineal y otra no lineal de la siguiente forma:

da da*  da™*

" dr T
donde ya se ha resuelto el primer término en la seccién anterior, y el segundo queda deter-
minado por la ecuacién no lineal:

(3.32)

da™t SUN%

o e

Yir da* '

(3.33)
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donde las contribuciones no lineales a la energia libre corresponden a la energia de intercam-
bio, la energia demagnetizante y la anisotropia. La energia de Zeeman no contribuye a orden
no lineal.

SUgf _ _d
oa* 2

[ X1 — 20a () ~ [l (X)](@(X) — a* (X)) In

3 1
(aQVQa* —a*(Va)® + 2aVaVa*> + k:sa<aa* - 1of"2 — 4@2)

X — X' )
V@2 + (X — X7)2
1

1 < Hi(aa™z) > a. (3.34)

Los detalles del desarrollo para obtener dicha contribucién se encuentran en el Anexo A.
El procedimiento para resolver la ecuaciéon de dindmica no lineal es similar al caso lineal,

se realiza una expansion en serie de Fourier, por lo tanto la ecuacion para los coeficientes de
la expansion queda de la forma:

d NL 1 (SUNL
iz :m[ﬂWmWﬂjéf. (3.35)
Al desarrollar esta ecuacién, se puede escribir de la siguiente forma,
.da‘iNL * * %
1 dr = Glnmkanamak + Hlnmkanamak + ]lnmkanamaka (336)

donde los indices repetidos indican suma sobre ellos. Gk, Hinmk, Iinmi son las contribuciones
no lineales reales de las energias consideradas en términos de las variables conjugadas a y a*,
las cuales se definen de la siguiente forma:

Clnmk ks
= — —A .
Glinmk nz( T6mr + 1 lnmk)a (3.37)
d/m\?, ,
Hlnmk =y {2 (C) (k Alnmk + ntlknm - 2kalnmk) + (ks + 1>Alnmk
3.38
+ Elnmk + Clnmk Clnkm + Dlnkm] ( )
27r 167r 8mr 167r |’
Clnmk Dlnmk 3
T = — ks A ) 3.39
fnmk m<8m~+'Mm~+4 lk) (3.39)

donde Apmks Binmks Cinmks Dinmk Y Einkm se definen en el Anexo B. Por otro lado la ecuacién
para a* se desarrolla de forma andloga y se obtiene:

da*NL
. l *x ko %k * %k *
1 = —Gliemn @@y — Higmn @ @y, — DgmnGnamay. (3.40)

Para encontrar el corrimiento en frecuencia de los modos normales dada la no linealidad
se considera un modo normal de oscilacién b;, este se puede expresar en términos de las
variables a y a* mediante la matriz W de cambio de variables obtenida en la ecuacién (3.29).
La ecuacién que determina la dindmica de la amplitud de los modos normales a orden lineal es
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la ecuacién (3.31) la cual puede ser escrita para las contribuciones no lineales de la siguiente
forma:

byt =W <a;1\:711> : (3.41)

Se reemplaza la ecuacién (3.36) y (3.40) en la ecuacién (3.41). Los productos del estilo a,a,,ax
se escriben en términos de los b;. Si se consideran solamente los términos resonantes a |b;|b;,
se obtiene

Unmy = —(N N il pd N+ 2 NN 051205, (3.42)
nma@y = (NINAL + 1] + 189X, 16175, (3.43)
an@ly @] A — (N[N + M) + i el b2y, (3.44)
anay,ay & (o AL+ o)+ N e 1) [ 0. (3.45)

Juntando todo se obtiene la ecuacion:

. ~ (A
= o = W () (3.16)
l

es decir,

~ 4 (A
5= 3w (). (3.47)

donde A; y B; se definen de la siguiente forma:

Av = = G N Nt + B, + 1,0
+ Hinmie (NN + umu 1 N ) (3.48)
= ik N X+ N ]+ il ),

B =— Glnmk(ﬂn [MJ*/\];k + Ao ] + AL j*)
— Ilkmn(AZL[AﬁnAi* + i ] N ).

Los autovalores del sistema (3.25) se ven modificados por las correcciones no lineales

Q; = Q0+ Qb (3.50)

Y con ello la frecuencia del modo oscilatorio se ve modificada por las contribuciones no

lineales, via el cambio de variables w = 47w M;|v|Q2, por lo tanto se describe por la ecuaciéon
0 h 2
wj = w; + W;]b;]%.
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Capitulo 4

Auto-oscilaciones

Las auto oscilaciones se presentan cuando la oscilacién de la magnetizacion se puede
representar como un ciclo limite en el espacio de fase, por lo tanto la disipaciéon natural del
sistema debe ser compensada en promedio por algin elemento activo, el cual, en este caso,
corresponde al SOT via SHE.

4.1. Modelo para la corriente

Para generar el SHE en la capa de Pt del nano-alambre se debe hacer circular una corriente
en Z2. Considerando un modelo de resistencias en paralelo, se tiene 1/R = 1/Rp; + 1/Rpy,
donde Rpy(py) es la resistencia del Pt(Py). Utilizando la ley de Kirchoff Ip;Rp; = Ip,Rp, se
obtiene una relacion entre las corrientes:

I
1+ Rpi/Rp,’

donde I es la corriente total que circula por todo el sistema.

Usando los siguientes valores para la resistividad del platino pp; = 2.19 [ufdem] v el
permalloy pp, = 65.2 [ufdem] se deduce que Rp; = Rp,/3, es decir Ip, ~ (3/4)1.

Esta corriente genera un campo de Oersted en la capa de Permalloy, el cual se asume
uniforme en toda la capa. Usando la aproximacién del campo magnético generado por una
capa infinita de grosor 2b por la que pasa una corriente, con la ley de Ampere se obtiene:

(4.1)

Ipy

Hoe = jpib[A/m], (4.2)

donde b es la mitad del grosor de la capa de Py. Considerando que la placa infinita coincide
con la placa de Permalloy en un ancho 2¢, entonces en la seccién coincidente se usa jp; =
Ipi/(2b2¢), y por ende Hp, = Ip;/4c. En unidades Gaussianas el campo queda:

- 27TIPt
~2000¢

Si se normaliza el campo magnético ho. = Hoe/(4mMo) = KIp; = KI, donde se tiene
K = 1/(4000cM,) y K = 66.9(3/4) /(47 Mp)

[Oe]. (4.3)

Oe
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4.2. Desarrollo de la ecuacion de dinamica

La ecuacién de LLGS que gobierna la dinamica de la magnetizacién escrita en su forma
normalizada toma la siguiente forma:
dm

d_' nd
diT:—mxheff+JmX(TﬁXf)+amXE, (4.4)

donde m corresponde a la magnetizacion normalizada del material, M, es la magnetizacién
de saturacion, v es el factor giromagnético, , J es la densidad de corriente, « es la constante
de Gilbert. y hess es el campo magnético efectivo, el cual se puede escribir:

. SU,
hefs = — W{f. (4.5)

El primer término de la ecuacién (4.4) fue desarrollado en el capitulo anterior de la presente
tesis, en éste capitulo se desarrollan los tltimos dos términos de la ecuacion a orden lineal y
no lineal en términos de las variables de Holstein-Primakoff.

Podemos reagrupar la ecuacién (4.4) en dos términos, los cuales definiremos del siguiente
modo:

dm -
ﬂ:—mxheff—JMX (m x &), (4.6)
dr
dms dm
—= =am X — 4.7
dr % dr’ (4.7)

de modo que la ecuacién (4.4) se escriba dni/dr = dmy /dT + dnis/dT.
Para desarrollar estas ecuaciones en términos de las variables conjugadas a y a* se usaran
las siguientes propiedades vectoriales:

- (bxd) =c (@axhb), (4.8)
(@x b)(@x d) = (@-b-d) - (a-d)b-2), (4.9)
y las siguientes identidades:
on__ou" (410)
ggi = i;% X M. (4.11)

Primer término

Aplicando estas propiedades y la regla de la cadena se puede desarrollar la ecuacién que
contiene la parte conservativa y el torque de transferencia de spin, mq, en términos de la
variable a,
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da1 da 87ﬁstt

dr ~ om, or

:8a<—7ﬁ><[ﬁeff—JT7lX§3]>

om

(4.12)

. El primer término obtenido corresponde a la ecuaciéon conservativa, con la cual se desarro-
llaron los modos normales en el capitulo anterior. El segundo término corresponde al STT.

Al desarrollar el producto cruz que aparece en él y escribiéndolo en términos de la variables
complejas, se obtiene:

da 8Ue ff J

— =1 + —a(2 — aa®), 4.13

dr oa* 2 ( ) ( )
se puede asociar este término a un potencial de torque de transferencia de spin Ugpr para
escribir la ecuacién de forma mds acotada en términos de un potencial total Up = Ucsp +

iUSTTa

Usrr — Jaa*<1 -« ) (4.14)

Con ello la ecuaciéon queda de la siguiente forma:

. (4.15)

day . (OUcsy .3USTT>_ .OUr
dr z( da* T oa- )~ oa

Segundo término

Al reemplazar la ecuacién (4.6) en la ecuacién (4.7) se puede escribir la contribucién
asociada al término disipativo de la ecuacion de LLGS normalizada, la cual en términos de
las variables a y a* queda:
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d_’ bd
%:—amx(Tﬁxheﬁ—JMX(mxi)),
-

(4.16)
por lo tanto se tiene:

day  Oa dm

dr — Om dr

- (4.17)
Oa*

. 8U€ff om o Gmm
_ZO‘< o <8a* Xm>+‘]aa*>
. 8Ueff@ om . 8Ueff oa* (0771 H) 8mx)
_’O‘( da om (aa* Xm) o om \aa ™) T

oa*
, donde se usa que mi - Om/0a* = 0. Al calcular el resultado de los producto punto de la
expresion anterior:

Ja (Om 5 4 —aa*
—_— n| =i — 4.18
om <8a* % m) S A (4.18)
da* (8771 y 4> —8 + 4aa* — a’a*?
. m) =i
om  \Oa*

, 4.19
8 — 4daa* ( )
con ello se obtiene el término disipativo de la ecuaciéon de dinamica:

d _ *
(12:a<aUeffa2 4—aa
dr

OUsp —8 + daa™ — a*a™®
—1iJa). 4.20
da 8 — 4aa* oa* 8 — 4aa* ! a) ( )

Ecuacion de dinamica no lineal
La ecuacion de dinamica para la variable compleja se compone del término conservativo,
el STT y la disipacion,

da day das
— = — 4+ —= 4.21
dr dr + dr’ ( )

se reemplazan las ecuaciones (4.15) y (4.20) en (4.21), con ello se obtiene la ecuacion de
dindmica para la variable compleja a orden no lineal
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da (OUcsr  OUgpr Ut o 4—aa*  OU.pp —8 + daa* — a*a*? )

dT__Z< oa* T da* )—l—a( oa a8—4aa*+ da* 8 — daa* +(9(a)),
(4.22)

al hacer una aproximacion en Taylor hasta orden 3 , la ecuacién puede ser escrita de la

siguiente forma:

2 5UL
ﬂa—&%+u%—5%“+ae”) (4.23)

oa* 2 da
donde el primer término contiene la parte conservativa y el STT, y el segundo término
corresponde la parte disipativa. El superindice ” indica la parte lineal del término que lo
contiene. De forma analoga para a* se tiene la ecuacion

art da*

,da* B 5U1*~ i 5Ueff a*2 5Uel}rf
Yar T ba zoz(— oa +7 da* ) (4.24)
4.3. Soluciones a orden lineal
La ecuacién de dinamica a orden lineal es la siguiente:
da . OUk
o= (1—ia) S (4.25)
donde
5 L
5UZ = hya — ky(a — a*) — ny(v)a — dVia+iJa
a
X — X'| (4.26)

) 471”’ /‘11 o <V(2p)2 (X — X’)2>(G(X/) — (X)),

donde h, = hg— hee es el campo total aplicado, compuesto del campo magnético externo y el
campo magnético de Oersted generado por la corriente que se encuentra circulando en el dis-
positivo, h,. = KI. La densidad de corriente se define .J = I, donde ( es una constante que
puede ser calculada mediante una aproximacion al plano extendido (infinito). Expandiendo
en modos normales de Fourier, la ecuacién de evolucién temporal para el coeficiente a;(7) es:

d
R (1—ia) Z ([hgg —ks+d(@)2+iJ]5lnan—ncclnan— CCin
¢

ZE—

(a,—ar)+ k55lna;’;> . (4.27)

~ Amr

Se usa el siguiente ansatz para los coeficientes de Fourier:

a) (1) = ce ST o e, (4.28)

CL?(T) — d;ke—iQT—vT + C;keiQT—UT’ (429>

donde v da cuenta de la tasa de decaimiento en el tiempo de la frecuencia. Las ecuaciones se
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pueden escribir de forma matricial:

al\ o al Rln Sln Cn
i) =m0 (@)= (% %) () 0
donde los elementos de matriz se definen de la siguiente forma:

7 . nim 2 . CCip,
Ry, = (1— @oz)([hg,- + d(c) — kg + iJ)0p, — neey, — 47;]?)’ (4.31)

Sin = (1 — i) (jj; + k551n>. (4.32)

Los autovalores de esta matriz seran nimeros complejos donde la parte real da cuenta
de la frecuencia normal y la parte imaginaria da cuenta de la tasa de disipacion efectiva
del sistema dada una corriente. Cuando se alcanza un valor de corriente critica I;, la parte
imaginaria de un autovalor se iguala a cero, en ese momento el modo se encuentra en una
auto oscilacién dado que posee tasa efectiva de disipacién nula.

4.4. Modelo universal de auto-osciladores

El modelo propuesto por Slavin & Tiberkevich [14] describe la dindmica para la amplitud
de un modo normal de oscilacién en presencia de disipacién y un elemento activo que la
contrarreste, de modo que la ecuaciéon se escribe:

‘;’? +iw([b)b = T_(|bI2)b + T, (jb2)b = 0, (4.33)

donde b corresponde a la amplitud de las coordenadas normales que describen al auto-
oscilador y 'y son las disipaciones positivas o negativas asociadas. Para que el modelo sea
valido se requiere:

1) Sélo un modo de oscilacion debe ser excitado en el sistema auto-oscilatorio. Esto es para
usar solo la amplitud compleja b. No necesariamente un modo uniforme espacialmente.

2) El sistema auto-oscilatorio es débilmente no conservativo, es decir,la amplitud |b;| tie-
ne un rango para variar muy pequenio en un periodo. Esta es una condiciéon sobre la
debilidad del amortiguamiento, permite despreciar términos no resonantes. Esto es con-
cordante con que a, la constante de Gilbert, tenga un valor del orden de 1072 ~ 1073, el
error relativo introducido por esta aproximacién serd del orden a2, por ende se desprecia.

3) La excitacién de auto-oscilaciones es critica o "suave”, es decir, las auto-oscilaciones
comienzan con amplitud cero y comienzan a crecer a medida que se incrementa un pa-
rametro de control. Esto es para que la amplitud del modo sea fisicamente interpretable
como potencia.

Se pueden escribir las tasas I' en funciéon de p = [b;|, donde I'; corresponde a la tasa
de disipacién y I'_ es la tasa de anti-disipacion generada por el SHE. Se puede hacer una
expansion en Taylor si la potencia es pequena p << 1:

w(p) = w’ +@p, (4.34)
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I'y(p) = Ta(1+Qp), (4.35)

[ (p)=ol(l— fp). (4.36)
Cuando esta expansién no provee suficiente precision, la dependencia en p de w(p) y las tasas

I'(p) se pueden calcular numéricamente con simulaciones micromagnéticas.

4.4.1. Dinamica del auto-oscilador auténomo

El oscilador auténomo es aquel que cumple exactamente con la ecuacién (4.33), donde el
lado derecho de la ecuacion es igual a cero, por lo tanto la auto-oscilacion es generada sin la
presencia de una fuerza externa. Se estudiaran las soluciones estacionarias de esta ecuacién.

4.4.1.1. Regimen estacionario de generacion

Se escribe la ecuacion (4.33) en un sistema de dos ecuaciones al definir la potencia p = [0
y la fase ¢ = arg(b);

P A ) - (4.37)
dg
i —w(p). (4.38)

Notar que la primera ecuacién, correspondiente a la potencia, se encuentra desacoplada de
la ecuacién de la fase, por lo tanto sera la primera por resolver.

I) Potencia estacionaria

Existen dos soluciones a la potencia estacionaria, condicionadas por dp/dt = 0: la solucién
trivial p = 0 que representa la ausencia de oscilaciones y la solucion no trivial p = py.

La solucion trivial permite linealizar la ecuacion de la potencia cerca de esta solucién,
obteniendo

dp
dt
La solucién a la ecuaciéon es estable y fisicamente realizable dado el signo del lado derecho.
La condicién IT'y (0) = I'_(0) determina el limite de la corriente necesaria para la aparicién
de oscilacion con potencia no nula.
Usando la aproximacion en Taylor de los I' se obtiene que la corriente critica vale:

2[4 (0) — T_(0)]p. (4.39)

r
Iy, = -<, (4.40)
g

el segundo tipo de solucién p = pg queda determinada por la condicion

I+ (po) =T (po). (4.41)

Esta condicién establece que la pérdida de energia dada la disipaciéon natural es compensada
de forma exacta por la energia inyectada por la fuente de energia externa, por lo tanto
la disipacion efectiva del sistema es nula. Generalmente, a medida que p se incrementa la
disipacién (relajacion magnética) aumenta y la anti-disipacion, generada por el STT) va
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disminuyendo, por lo tanto la solucién es unica. Al igualar las aproximaciones en Taylor,
expresadas en las ecuaciones (4.35) y (4.36), para las tasas de disipacién, se puede calcular
el valor de py:

_ G-l

fe+@Q
donde ¢ = /Iy, se denomina pardmetro supercritico adimensional. En el limite de generacién
de auto oscilaciones ( = 1 se tendra p = 0, y ambos aumentaran de forma conjunta de modo
que cuando ( — 00, ps = 1, sin embargo en este limite las aproximaciones en Taylor pierden
validez.

Para estudiar la estabilidad de la solucion py se debe considerar pequenas desviaciones
para la potencia 0p = p — pg en la ecuacién para la potencia:

Po (4.42)

do
—F = —=2(G: — G_Jpodp = —2T,0p, (4.43)
donde los parametros G4 se definen:
dl'+(p)
Gy = 4.44

Y T, se define como la tasa de disipaciéon para pequenas desviaciones

[y = (G4 = G-)po. (4.45)

Con ello se puede establecer que las soluciones seran estables si I', > 0 o de forma equi-
valente G, > GG_. Usando las expansiones en Taylor se obtiene que

T, = (¢ - 1)l (4.46)

II) Frecuencia estacionaria

Dada la solucién estacionaria para la potencia p = pg se puede calcular la frecuencia de la
auto-oscilacion mediante la ecuacién (4.38), al considerar w, = w(pp), y con ello la fase de la
oscilaciéon queda determinada por:

P(t) = —wgt + ¢o = —w(po)t + o, (4.47)

donde ¢ es una fase arbitraria inicial.
Determinada la fase y la amplitud para las auto oscilaciones se puede escribir la solucién
completa estacionaria by(t) para la amplitud compleja del modo normal excitado b:

bo(t) = \/poewsttivo, (4.48)

Esta solucion puede ser el punto de partida para estudiar la dindmica de un oscilador
perturbado débilmente.

Es importante notar que la fase inicial ¢y no se encuentra determinada por la ecuacién
de dindmica del auto oscilador, contrario a la potencia estacionaria pg, esto implica que la
solucién estacionaria es absolutamente estable respecto a las fluctuaciones de la potencia
pero s6lo marginalmente estable con respecto a fluctuaciones de la fase. Esto significa que
incluso pequefias perturbaciones pueden llevar a cambios sustanciales de la dindmica de la
fase a largo plazo. Esta caracteristica es inherente a los auto osciladores y hace posible la
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sincronizacién de fase con fuentes externas débiles, o la sincronizacién entre ellos [14,36].
Se puede obtener una expresion explicita para la frecuencia generada con la forma de pq
y la expansién en Taylor de w(p):

-1
C+Q’

donde @ corresponde coeficiente no lineal de corrimiento de frecuencia.

Wy = wo + @ (4.49)

4.5. Aplicacion del modelo universal

La ecuacion de dindmica para las variables de Holstein-Primakoff asociadas al modelo del
nano auto-oscilador en estudio se escribe:

da , Uy a? 60Ul
—=— — 4.
ar = TG ey, (4.50)
Se puede separar dicha ecuacién de la siguiente forma:
da da da da
— == — — . 4.51
dr (dT)cons i (dT>STT * (dT)damp ( ° )

De esta forma la ecuacion entrega por separado las diferentes contribuciones. El primer
término corresponde a la parte conservativa y se denota con cons (estudiado en el capitulo
anterior), el torque de transferencia de spin STT y por ultimo la disipacién o relajacién
magnética damp.

Se pueden encontrar las expresiones para las tasas de disipacion 'y descritas en el modelo
universal, en términos de las variables al(*), coeficientes de la expansién en modos normales
de Fourier expresados en las ecuaciones (5.27) y (5.28), La ecuacién que describe la dindmica

para la amplitud b; de las auto-oscilaciones del modo normal excitado es:
db;

— +iw(p)b; = T-(p)b; + T4 (p)b; = 0. (4.52)

El primer término de ellos corresponde a la frecuencia de oscilacién, compuesta de una
frecuencia normal wy y un corrimiento en frecuencia @ como se muestra en la ecuacién (4.34),
es decir,

wlp) = wo + |2 (4.53)

donde @ fue encontrada para el dispositivo estudiado en el capitulo anterior. Expresado en
términos de los autovalores del problema matricial:

0 (p) = + Op, (4.54)
donde p = |b;|* y de la ecuacién (3.47) se tiene

~ 1 (A

Q=w; <B§> : (4.55)

Las expresiones para las tasas de disipacién positiva y negativa se desarrollan en las siguientes

secciones, en términos de las variables al(*). Al igualar las tasas a orden lineal se puede
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encontrar la corriente critica para la generacién de auto oscilaciones para el primer modo
excitado, mientras que a orden no lineal se encuentra la solucién estacionaria para la potencia
de la auto oscilacion.

4.5.1. Desarrollo lineal

A orden lineal la ecuacién de dinamica para la variable de Holstein-Primakoff queda des-
crita por la siguiente ecuacion:

da . (5UT
i) 2T,
dr da
la cual puede ser escrita en términos de los coeficientes de la expansion en modos normales
de Fourier, donde se obtiene:

(4.56)

2

iy a) <[h$ + d<m>  )imn + kbind’

dr L (4.57)
—NCC Ay — @ccln(an — aZ)) — Joma, = 0.

El término proporcional a J = 31 es el asociado a la disipacion negativa generada por el
SHE, y el proporcional a « a la relajacion magnética.

Esta ecuacion debe ser escrita en términos de b; con el cambio de variables expuesto en
la ecuacién (3.29) y la ecuacion (3.41). A continuacién se calculan las tasas de disipacién
negativa y positiva a orden lineal.

Torque de transferencia de Spin

La tasa de disipacién negativa I'_(p) se define via:

(52). =T, (4.58)

a orden lineal se obtiene:

I (p)o; =Y Witd (;”) = Jb;. (4.59)
l l

Notar que I't(p) = T'_(0), la tasa evaluada en la solucién trivial. Por lo tanto se obtiene:

r_(0)=J| (4.60)

En términos de la expansién en Taylor expuesta en la ecuacién (4.36), I'_(p) = oI(1 — fp),
se define o de la siguiente forma:

c=—>=—=0. (4.61)
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Disipacion

El término disipativo en la ecuacién (4.57) es proporcional a «. La tasa de disipacién
positiva a orden lineal serd 'y = T';(0), y se obtiene al calcular:

db*

(95 _ 1 [ _ 1 [ i
F+(O>b] ( dr )damp zl: le <d7>damp ) zl: W]l (—ZCL?) ’ <462)

donde @; hace referencia al sistema lineal no perturbado, es decir, los modos normales de
oscilacion. Estos términos pueden ser expresados de forma matricial del siguiente modo:

ial . Rln Sln Qp, ~ Rln Sln )\gz .

Se han considerado solamente los términos resonantes a e %7, con Q; = D;; = [WMW];;
el autovalor asociado al modo normal j-ésimo.

Notar que si se considera la ecuacién de autovalores y autovectores de la fila de la matriz
de modos normales del modo b,

Ry Sin A N
(—Szn —Rm> (—M;) b=t <_ u?;“) bj (4.64)

si se multiplica la segunda ecuacion por (—1) se obtiene

Ry, S N N

con ello se puede reescribir la tasa de disipacién positiva lineal T'y(0), y por lo tanto la
contribucion lineal I'g de la expansion en Taylor

(N
LL0) = X Q! (M;*) | (166)
l

Esta expresion determina también la constante I'g de la expansion en Taylor de I';; expuesta
en la ecuacion T'y (p) = Ta(1 + Qp) (4.35).

4.5.1.1. Corriente critica

La solucién trivial corresponde a tener oscilaciones con amplitud nula, es decir b; = 0, la
cual se obtiene cuando se inyecta la corriente exacta para compensar la relajaciéon magnética
del dispositivo . La corriente critica Iy, puede ser calculada al igualar I'_(0) = I'; (0), lo cual
da como resultado la siguiente ecuacion:

T
Iy = -5, (4.67)
o

4.5.2. Desarrollo no lineal

La contribucion no lineal de la ecuacion de dinamica para a corresponde a:
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da™" OURT  OUGF | o 50Uy
= —1 — —a"—. 4.6
dr oo *ar * 2" "5a (4.68)

Se realiza una expansién en modos normales de Fourier. Los coeficientes de dicha expansién
evolucionan de acuerdo a la ecuacion:

dal* 1 SUNE
( % > = nl/ dX cos (InX)—21L. (4.69)
dr ) srr -1 oa*

El procedimiento para calcular las tasas no lineales de disipacién es analogo al presentado
en la seccion 3.2.

Torque de transferencia de spin

La contribucién no lineal del STT de la ecuacién de dindmica es:

(daNL> 5USTT _ <_ a2a*>7 (4.70)
dr /) srr oa* 2

con ello se puede calcular la tasa de disipacién negativa no lineal via

dbNt
r_ NLb-:< J ) =W, ! it : 4.71
(p)™ 70 dr ) srr Z In NL orr ( )
Se reemplazan las expresiones para dl(*)NL, cuyos términos se expresan en términos de las

variables b , via el cambio de variables expuesto en (3.29), y considerando solamente los
términos resonantes, se obtiene:

A (MM, N+ 1 M ] W 1y ) C
NL Inmk k oy s iy l
- Z ( At O3 [N+ N pd*] + M M%iﬂ?f) - JZ . (4.72)

donde los subindices repetidos n, m, k indican suma sobre ellos, y donde se ha definido C} y
D, de la siguiente forma:

Cr = _%Aznmk(AZ[AMZj + ]+ 1Y), (4.73)

Aznmk(A] [N+ N2 d*) + gl il gl ), (4.74)

por lo tanto se puede eSCI'IbII' la tasa de disipacién negativa obteniéndose:

I'_(p) = J[l + El: W' (gi) |bj|2}

donde se ha anadido también el término lineal. Si se usa la expresion de la expansion en
Taylor desarrollada en la ecuacion (4.36), I'_(|b;|*) = J(1— f|b;|?) se define f de la siguiente
forma:

(4.75)

NL
f= —F3 =-—> W' @) : (4.76)

l
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Disipacion

La ecuacion para la disipacion estd determinada por la siguiente expresion

daNL 5U¥% CL2 6Ul}‘f 5U eff 2
_ eff _ @ W%eir _ _ . 4,
( dr )damp OC( oa* 2 da ) Oé( oa* ) 2 ) ( 77)

Al expandir la en modos normales de Fourier, sus coeficientes cumpliran con la siguiente
ecuacion:

. ny ..
(alNL)damp = _O-/(Glnmkana'mak_f—Hlnmkanamaz+Ilnmkana:<na2)+a5anam(_ZGZ)Alnmka (478)

donde Grmks Hinmk v Linmi €stan definidos en el capitulo anterior.

El dltimo término (proporcional a Aj,mi) puede ser escrito en funcién del autovalor del j-
ésimo modo normal §2; al realizar el cambio a las variables normales expresado en la ecuaciéon
(3.29) y su derivada temporal. Si se consideran solamente los términos resonantes, es decir,
proporcionales a |b;]?b;, se obtiene que dicho término se puede escribir de la siguiente forma:

—ja— Alnmkanamak =a— Alnka (NN )\‘7* + ,umuk 4wl )\m,uk ). (4.79)

De acuerdo con el cambio de Varlables obtenido de los modos normales de oscilacion del
nano-alambre en la ecuacion (3.29) y la ecuacién para el modo normal b; (3.41), se calcula
el valor de la tasa no lineal de disipacion positiva:

dbj'* —iaNE — ia%a* )2 A_E
) - _ NL 12 - fl l 1 l l 12, .
( dr )damp F+ (‘b3| )b] ;aW]l (ZaZkNL +za*2a/2> Za ( B +F>> |bj| bj,
(4.80)

donde A; y B; corresponden a la misma definicién utilizada en la ecuacién (3.48) y (3.49) y
E; v F; se definen de la siguiente forma:

By = 5 QA NN = k] = 1 Ntil). (4.81)

By = S0 A 13 T = N M) = N N, (4.82)

es decir,

P =0 X 0w () LW, <B+E];)>|bj|2. (4.83)

La tasa de disipacién positiva puede ser descrita como I'y (p) = T'¢(1+Qp) = Te+TVE|b;)?
donde p = [b;|%. Por lo tanto se define @ de la siguiente manera:

¥ (p) '

Q=—F (4.84)
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4.5.2.1. Soluciéon con amplitud no nula

La solucién no trivial de la ecuacién que describe la evolucién temporal de la potencia del
modo normal excitado descrita en (2.46) esta dada por la condicién:

Iy (po) = T'-(po) = 0, (4.85)

es decir, cuando la disipacién efectiva del sistema sea nula. Este valor se puede encontrar de
forma analitica, en términos de las variables del modelo universal,

(-1
Po= F—~> (4.86)
fe+Q
donde ¢ = I/I,. En términos de las tasas que se han encontrado en las secciones anteriores:

(A

l

Do = (4.87)

o A-E Y\ Ryieny
OéZlez <—(Bz+Fl) JZszz D,

Esta solucién es estable si I', definido en la ecuacién (4.46) es positivo. La expresién
La frecuencia a la que oscila este modo excitado serd la expresion en la ecuacion (4.49),
que en este caso se puede calcular como

Wy = Wy + WPo. (4.88)
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Capitulo 5

Resultados numéricos

Los resultados numéricos se obtienen usando Python3. Las constantes que caracterizan al
nano-alambre son las siguientes:

Tabla 5.1: Constantes utilizadas en los resultados numéricos

variable significado valor
2b grosor (7)) 2.5-107% [cm]
2¢ ancho (2) 11.8-107° [cm]
v razén giromagnética -0.0179 [(Oe ns) ™|
M, magnetizacion de saturacion 790 [emu cm ™3]
A rigidez de intercambio 1.3-107° [erg cm™!]
Hy campo externo 3000[Oe]
K, constante de anisotropia 0.237 [erg cm™?]
! Constante de Gilbert 0.023
15} coeficiente densidad de corriente J = 51 0.00795

Donde la constante 8 se determina a partir del modelo macro-spin para un nano-alambre
cuyo ancho tiende a infinito. En dicho modelo la densidad de corriente critica se escribe
Jin = A = By, donde A = hg — ks + 1/2 y Iy, = 2.25 [19,37], con ello se establece una
ecuacién para 3, obteniéndose el valor reportado en la tabla (5.1).

En las siguientes secciones se exponen los resultados numéricos para el modelo macro-spin
y para el modo cuasi uniforme de oscilacion. En cada caso se calculard el corrimiento en
frecuencia dada la naturaleza no lineal de la ecuacion de LL, asi como también las soluciones
para la generacion de auto oscilaciones, lo que incluye la corriente critica de generacién, y la
solucién para |b]?, via el célculo de las tasas de disipacion expuestas en su forma analitica en
el capitulo anterior.

5.1. Modelo Macro-spin

El modelo Macro-spin (MS) corresponde a considerar una magnetizaciéon uniforme en
toda la muestra, de forma que las variables a(X, 7) = a(7), de forma andloga con a*(7). Esto
significa considerar solamente el término cero de la expansion en serie de Fourier utilizada
en (5.27) y (5.28).
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5.1.1. Modo normal de oscilacion

El modo de oscilacién tipo marco-spin queda determinado por la siguiente ecuacién ma-

tricial:
ag Ry Soo agp
Qollowa | | = . 5.1
e (“0> <_500 _ROO> <a0> G1)

donde Ry = ho — ks — ccoo/(41) — necop v Soo = ccoo/(471) + ks, Lazo es la identidad de
tamano 2z2. Al resolver dicho sistema se encuentra que la frecuencia del modo de oscilacion.
En unidades de [GHz], corresponde definir v = w/(27), y con ello, v = 15.86 [GHz].

La matriz de autovectores queda definida por

A —
o = (20 00 (5:2)
0

donde los elementos de dicha matriz se pueden calcular al resolver el sistema de ecuaciones
del problema de autovectores,

Roo — $2o So0 Ao =
= 0. 5.3
( —Soo —Roo — Qo) <—/~03> (5:3)

Ademas se utiliza la normalizacion [A\g|* — |po]* = 1, De modo que se obtiene una expresién

analitica para los elementos de matriz:

A+ Qg A—Q

Ao = = — 5.4
y la matriz inversa se escribe:
_ Ay
Wl = (ug AE) . (5.5)

5.1.2. Coeficiente de corrimiento no lineal de la frecuencia

El corrimiento en frecuencia analitico para el modelo macro-spin viene dado por las con-
tribuciones no lineales del campo efectivo, las cuales estan dadas por la energia libre de
anisotropia y el campo dipolar, las cuales en el modelo macro-spin se escriben de la siguiente
forma:

(5.6)
+ E / dV agay’ccoo —|— — / dV( — agay + 2agay’ — aoa(’;?’) cCop.

por lo tanto, las variaciones respecto a la variable af, es
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NL
0Uoefs _

3 1 1 1
Sor ks ( - i\ao\QaS +|ag|*ag — a%) + ——agag*ccoy + —— ( —ag +4ajay — 3a0a82> CCop,
0

4 2rr 167r
(5.7)

utilizando la ecuacion (3.47) se obtiene el corrimiento en frecuencia para el modelo MS, es
decir,

INL -1 iaéVL — —i0 2
bO = —1 WOO . «NL = —1 O‘b(]’ b07 (58)

por lo tanto, el coeficiente de corrimiento es

3 k. cc . 4cc
QO = 6<4—|—00)(A0M0+)\0N0>(’)‘0’2+|M0|2)+<k5+n6600+ 6 ,

o o) (Dol +41 30l o+ 1l ),

(5.9)
donde se ha usado que Cpooo = Doooo = Eoooo = 2¢co0 = (nccog — 1)4mr. Con un poco de
algebra se puede escribir €2y de la siguiente forma

~ 3 ccoo\ /A2 — 4ecgo 3A? — Q2
Q= —(ks )A (k ) 0 5.10
0=\ oy qz T\ nec e ) T o0z (5.10)
Este valor se calcula numéricamente y se obtiene |y = —0.12|, en términos de la variable
de frecuencia; ‘DMS = —3.38‘ representando un corrimiento al rojo en la frecuencia. Una vez

obtenida la amplitud de la oscilacién se podra calcular w(p) = wy + @p, bien, en unidades de
(GHz), v(p) = vo + 7p

5.1.3. Auto-oscilador y corriente critica

El modelo para el auto oscilador debe anadir las contribuciones de disipacién asociado a la
relajacion magnética y el STT via SHE, la ecuaciéon matricial que se obtiene es la siguiente:

(- iv) (@ _ ( _1:39;;0 _5}%%0> (22) i1 (22) | (5.11)

La matriz se puede diagonalizar de forma analitica, y al imponer que los autovalores
obtenidos sean completamente reales, es decir, v = 0, para la generacion de auto oscilaciones,
se obtiene una ecuacion para la corriente critica

« 1 «
I :<hx—ks—ncc — ——cc ) = —U, 5.12
th 3 00 = ;- €C00 3 ( )
donde A = Rgyy. Al introducir esta ecuacién en Python3 se obtiene el valor ‘Ith ~ 2.09mA ‘
Este mismo valor se puede obtener utilizando la ecuacién (4.67), la cual es equivalente a
igualar las tasas de disipacion positiva y negativa, como se desarrolla a continuacion:

0

J = a[woolﬂo (2()) }0, (5.13)
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donde Wy,' corresponde a la primera fila de la matriz inversa calculada en la seccién anterior.
Con la igualdad anterior se obtiene la expresion para la corriente critica de la siguiente
forma:

o Ao o}
B 0 Ho B

Notar que se recupera la corriente critica Iy, = (a/5).A, por lo tanto ambas teorias coinciden

en el valor para la corriente critica en el modelo MS.

5.1.4. Tasas de disipacién y solucién para la amplitud

En esta seccién se analizaran las condiciones para obtener una soluciéon real para la am-
plitud de oscilaciéon para el modelo MS.
La disipacion asociada al STT se desarrolla a partir de la ecuacién

dbo) [ 1 do l: 1 (1 — CLQGS/Q)CLO ]

-0 = W . = W=ty N R 5.15
( dr ) st 00 \ag j— 007\ (1 — apay/2)a; (5.15)
Esta expresién se puede desarrollar utilizando el cambio de variables de la ecuacion (3.29),

y J = BI es la densidad de corriente, donde I = 2.15 [mA] es ligeramente superior a la
corriente critica de generacién. De forma concisa, se obtiene:

P (o) = (1 - 5o oP). (5.16)

donde A = Jy,/a definida en la ecuacion (5.12) y €y corresponde al autovalor correspondiente
al modo normal de oscilacion.

Por otro lado, la disipacion positiva, asociada a la relajacion magnética, se desarrolla a
partir de la ecuacion

o N 2 oy 5
e =i (TG ) = oo () < vt (50 ) )
(5.17)
obteniéndose:

302 — A?
Lo(fiof?) = a4+ |1y = = ). (5.18)

donde

r ——6(ks+ CCOO)(VAQ_Q%)Jr(k +1+126€0°>A (5.19)
e 4 " 167r 20 ° 1671/ Qo '
La corriente que se aplica al sistema es mayor a la corriente critica, por lo que se puede
definir J = \Jy, donde A > 1. Por otro lado, la solucién a la amplitud de oscilacion se obtiene
de igualar las tasas de disipacién. Si ademds se define — B |by|? = T'YL, la igualacién de tasas
queda escrita

42



I (|bo]*) = T-(lbo]*)
Jin — By|bo|* = J — B_|bol|? (5.20)
(B — By)|bo|> = J — Ju = (A = 1)y,

por lo tanto para que |by|? > 0 se debe cumplir B_ > B,. Al analizar dicha desigualdad se
encuentra una para A

302 1 2QOF1
242 2 A?

Para que la cantidad |bg|* sea positiva se debe cumplir A > 1. Numéricamente, con los
datos de la tabla 5.1, se obtiene A, = 0.96. cuando la corriente tiene un valor de I = 2.15
[mA], lo cual asegura la existencia de auto-oscilaciones.

Al intersectar las curvas correspondientes a las tasas de disipacion se encuentra una so-
lucién para la amplitud. Esta solucion es siempre positiva para corrientes superiores a la
corriente critica presentada. Al graficar la soluciéon obtenida versus la corriente aplicada se
obtiene la siguiente curva mostrada en la figura (5.1).

= A (5.21)

|2

1.4 A

= =
o N
I 1

o
[ee]
I

Amplitud |bg|?
2 8

o
N
1

o
o
!

2.2 2f4 2f6 2.I8 3.0
Corriente aplicada /

Figura 5.1: Solucién para la potencia generada por el modo MS en funcién
de la corriente aplicada al nano-alambre para generar las auto oscilaciones.
La corriente toma valores entre Iy, y 1.51;,.

En la figura se puede ver que la amplitud de oscilacién es nula cuando la corriente aplicada
iguala a la corriente critica, dado que en dicho punto se genera la compensacion exacta entre
la disipacion positiva generada por la relajacion magnética y la disipacion negativa asociada al
STT generado por el SHE. A medida que la corriente aplicada aumenta, la potencia asociada
a la solucién también aumenta.

Al fijar la corriente I = 2.15 [mA] se puede calcular el valor de la amplitud de la oscilacién,

obteniéndose | |byrs|* = pars = 0.306 | Con ello se puede calcular el corrimiento en frecuencia
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dado que Qg = —0.12, en unidades de frecuencia ;¢ = —3.38. Por lo tanto la frecuencia
de oscilacion es

vars(p) = 5 + Dars - pars = 15.86 — 3.38 - 0.306 = 14.83[GH 2], (5.22)

es decir,

vims(p) = 14.83[GHz]|. (5.23)

Se puede apreciar un corrimiento al rojo en la frecuencia de oscilaciéon dadas las correcciones
no lineales.

5.1.5. Aproximacion al plano infinito en modelo macro-spin

En esta seccién se considerara el caso cuando el ancho del nano-alambre tiende a infinito,
es decir, un plano infinito, y bajo un modelo MS para la magnetizacion. En este caso los
términos asociados al campo dipolar se aproximaran del siguiente modo: nccyy — 0 dado que
ya no habra bordes normales a Z y dado que ccoo/(2mp) = necgg — 1 — —1.

La matriz para los modos normales sera

C(he—ke+1/2 ke —1/2
M‘( 12—k —h0+k:5—1/2>’ (5.24)

la cual posee autovalores Q2,57 = i\/ho(ho + 2ks + 1).

El corrimiento en frecuencia puede ser calculado utilizando la ecuacién (5.10), utilizando
A = hy — ks + 1/2 obteniéndose

s 1 )
Oursr = 2QMSI(2 k) [3@(2 k) QMS,}, (5.25)

mientras que las tasas de disipacion negativa y positiva quedan determinadas segin las ecua-
ciones (5.16), (5.18), donde I'; definido en la ecuacién (5.19) queda

1 1 1
nh=—-—— —ks) [4hx—ks } 5.26

! 4Q0ss7 (2 *3 (5.26)
Al igualar las tasas de disipacién para encontrar la solucién para la amplitud |byssr|?, se
encuentran soluciones negativas, por lo que no son posibles las auto oscilaciones en este
modelo.

5.1.6. Variacion del ancho del nano-alambre

Las soluciones auto-oscilatorias no existen en los sistemas 2D, pero si en los 1D. Se varia
el ancho del nano-alambre para estudiar el modelo MS.

La razon entre el grosor y el ancho del nano-alambre, denotado por r = b/c puede ser
considerado como el parametro para encontrar limites para la existencia de auto-oscilaciones
en dichos dispositivos. El grosor del nano-alambre se mantiene constante, e igual a 2b =
2-1.25-107° [cm]. Para variar r se modifica el ancho del nano-alambre.

En la figura (5.2) se muestran distintas curvas con diferentes valores de r. Cada curva
relaciona la potencia de la solucién |by|? con la corriente eléctrica aplicada al sistema, la
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cual posee valores en el intervalo [ Iy, 1.51;] para cada uno de los alambres. El dispositivo
estudiado a lo largo de la tesis posee un r ~ 0.0212.

129 — r=0.0210
~ —— r=0.0212
S 1.0+ — r=0.0220
=2 r=0.04
-g 084 — r=0.06
=
o
€ 0.6 -
©
(0]
O 0.4 4
C
b
o 0.2
o
004 ————— 4
1.9 2.0 2.1 2.2 2.3

Figura 5.2: Soluciones para la potencia |bg

corriente aplicada /

| 2

del modo MS para distintos

anchos del nano-alambre. En todos los casos existe solucién auto sostenida.

0.000

—0.005

—0.010

-0.015

-0.020

0.98

Figura 5.3: Soluciones para la potencia |bg|> del modo MS para distintos
anchos del nano-alambre. En ninguno de los casos existe soluciéon auto sos-

tenida.

La figura (5.3) muestra los limites del ancho para la existencia de las auto-oscilaciones.
Se puede apreciar que para los valores 7 = 0.4 y r = 0.0208 las potencias |by|*> dejan de ser
positivas, por lo tanto no es posible generar auto oscilaciones. Valores cercanos de r a los
reportados corresponden a los limites inferior y superior para la relacién grosor-ancho del
nano-alambre.

El limite inferior para r corresponde al limite del plano infinito, es decir, el ancho del
nano-alambre es demasiado grande para permitir auto-oscilaciones, pues se convierte en un
dispositivo 2D. Este resultado es concordante con los estudios experimentales presentados en
2020 por Smith et al. [22]. El valor critico corresponde a r = 0.0208.

Por otra parte, a medida que el ancho del nano-alambre disminuye (y el valor de r aumenta)
la curva presenta pendientes menores, hasta finalmente perderse el comportamiento esperado,
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como se aprecia en la figura cuando r = 0.4. Esto se debe a que el modelo deja de ser aplicable
cuando la longitud del grosor es comparable a la del ancho, debido a que ya no se puede asumir
que la magnetizacién dependa tinicamente de la posicion a lo largo del ancho del alambre.

5.2.

Modo Cuasi-Uniforme

El modo cuasi uniforme estd determinado por el modo de oscilacién con menor variacién
espacial obtenido cuando se realiza la expansion en serie de Fourier:

a(X.7) =3 lon(r) cos(inX) + bi(7) sin<2l - 1@()], (5.27)
a*(X,7) = 3 Jai (v) cos(lrX) + b (7) sin(2l : 1@()]. (5.28)
=0

Se consideran tunicamente los modos simétricos, al igual que en las secciones anteriores.

Modos normales

Los resultados numéricos se resuelven con el lenguaje de programacion Python3. Las
frecuencias obtenidas se aprecian en la figura (5.4).

Frecuencias [GHz]

=

o
1

*

=
(o)}
1

*
*******

=

SN
1
»

=
N
1

=
o
1

(o]
1

Figura 5.4: Frecuencias de los primeros 15 modos normales de oscilacion del
nano-oscilador

Existen dos modos de oscilacién de especial interés, el primero de ellos corresponde al
modo de borde (EM), llamado asi debido a que la mayor contribucién de la amplitud de la
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oscilacion se concentra en el borde de la muestra, ademas es el que presenta la frecuencia
mas baja. El segundo modo de interés, por ser mas facil de comprobar experimentalmente,
corresponde al modo cuasi-uniforme (QUM) el cual presenta frecuencia |v = 16.68]GHz].

(2 = 0.607 es el autovalor asociado). Ambos modos normales de oscilacion se encuentran
representados en la figura (5.5), donde se muestra la magnetizacion del material en el eje 2.

El perfil de la magnetizaciéon en Z a lo largo del ancho del alambre se puede calcular
mediante el cambio de variables planteado en la ecuacion (3.9):

M, = M <;> (a+a*)V2 — aa*
~ MyV2Re(a) (5.29)
~ My (OR(X) cos (1) + Sy cos (QT)),

donde Cg y S son la parte real e imaginaria de las siguientes definiciones:

C(X) = ﬂ%(cl + d;) cos (I X),
o (5.30)
S(X) = V23 (e, — dy) cos (I X).

Se puede definir la elipticidad de dichas oscilaciones como € = 1 — |Mpuim|?/|Mmaz|* =
1 —|Sr(X)|?/|Cr(X)|? [19]. En el caso del modo cuasi-uniforme se obtiene un valor € =~ 0.76
a lo largo de todo el ancho, mientras que para el modo de borde la elipticidad oscila entre
e~ 0.5ye~x1alolargo del ancho.

50 4 — EM 2000
404

304 1800 4

204 N 1600 -

M,

104
1400 4

~104 1200 +

20 — QUM

1000 4
-30 T T T T T T T T T T u u T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

X=x/c X=x/c

Figura 5.5: a) Modo normal de borde (EM). b) modo normal cuasi-uniforme
de oscilacién (QUM)

Al anadir los términos asociados al STT generado por una corriente circulante de I =
2.20 [mA] y la relajacién magnética, el modo cuasi-uniforme presenta una frecuencia de
16.29 [GHz. La corriente critica para presentar auto oscilaciones segin el modelo universal
corresponde a | Iy, = 2.19[mA]|. El perfil del QUM se aprecia en la figura (5.6), donde se

representa, nuevamente, la magnetizacion en el eje Z de la muestra.
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—— auto-oscilador QUM
1000 T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 0.50 0.75 1.00
X=x/c
Figura 5.6: Modo cuasi-uniforme del auto oscilador
El corrimiento en frecuencia para dicho modo corresponde a QQU m = —0.15, en unidades
de frecuencia es |Ugyy = —4.38[GHz] | correspondiente a un refshift en la frecuencia. La
solucién para la potencia pouy = |bgum|* correspondiente al punto donde las tasas de

disipacién positiva y negativa se encuentran tiene un valor de | pouya = 0.032 |
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Tasas de disipacion

0.0185

0.0180 A

0.0175 A

0.0170 -

0.0165 -

0.0160 A

0.0155 H
—0.075-0.050-0.025 0.000 0.025 0.050 0.075 O
potencia generada p

Figura 5.7: Tasas de disipacion positiva y negativa para el modo de oscilacion
cuasi-uniforme. El punto donde ambas curvas se intersectan corresponde a
la solucién para la potencia de la oscilacién.

Por lo tanto la frecuencia de oscilacién del modo cuasi-uniforme es

vouum(p) = Vouu + Vouum - pou = 16.68 — 4.38 - 0.032 = 16.54[GH 2], (5.31)

es decir,

Por lo tanto se puede apreciar un corrimiento al rojo en la frecuencia tanto en el modo
cuasi-uniforme de oscilaciéon como en el modelo més basico: el modelo MS.
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Capitulo 6

Sincronizacion de dos auto-osciladores

Cuando dos objetos oscilantes se encuentran ligados mediante una débil interaccion, se
puede observar que sus ritmos de oscilacion se ajustan. A este fenémeno se le llama sincro-
nizacién. Cada oscilador tiene su movimiento determinado por su estructura interna, por lo
que al ser perturbado, después de un periodo transitorio, éste retoma su movimiento propio.
Sin embargo, en el caso del acople entre dos osciladores, por débil que la interacciéon sea, se
alteran sus frecuencias, y estas se sincronizan, a este fenémeno se le llama entrelazamiento
de frecuencias. Este fenomeno es diferente al de resonancia debido a que en este tltimo no
existe un ajuste de la frecuencia propia del oscilador, como si ocurre en el fenémeno de la
sincronizacion.

En las siguientes secciones se desarrollard la teoria presentada en el libro "Synchronization:
A universal concept in nonlinear sciences” [36], la cual serd aplicada al caso de los dispositivos
estudiados en la presente tesis.

6.1. Dinamica de la fase del auto-oscilador perturbado

6.1.1. Fase de un auto-oscilador

El auto-oscilador se puede describir mediante el sistema de M ecuaciones diferenciales
ordinarias para sus variables

dr -

donde & = (1, ..., ). Si existe una solucién estable periédica Zo(t) = Zo(t +Tp) donde en el
espacio de fase se ve como una trayectoria cerrada aislada y atractiva, entonces dicha solucion
se denomina ciclo limite. Un punto que se mueve dentro de dicha trayectoria representa una
oscilacion auto sostenida. El proposito es describir éste movimiento en términos de la fase ¢,

como una coordenada a lo largo del ciclo limite, donde la fase cumple con la ecuacion
do
dt

donde wy = 27/Tj es la frecuencia natural de las auto oscilaciones.

—Wo, (6.2)
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Ejemplo: Ecuacién compleja para la amplitud

Se considera la ecuacién de Landau-Stuart o el modelo "lambda-omega” descrita a conti-
nuacion
dA

= inA—(1+ ia)|A]PA, (6.3)

donde A es la amplitud compleja del auto oscilador, n y a son parametros del sistema. Se
puede ver que se trata de una ecuacion esencialmente analoga a la que describe el sistema
auto oscilatorio expuesto en la ecuacion (4.52). Si se escribe esta ecuacién en coordenadas
polares A = Re? se obtiene una ecuaciéon para Ry 6.

dR do

2 R(1 - R? — =n—aRk’ 6.4

=R ) C=n-a (6.4)
La ecuacién para la amplitud nos indica que el ciclo limite se encuentra cuando R =1 (y

R = 0 la solucion trivial) y las soluciones para condiciones iniciales arbitrarias Ry = R(0),

6y = 0(0) son

_ P2\ —1/2
R(t) = <1 42 R(Q]RO) : (6.5)
O(t) =0+ (n — o)t — %m(RS +(1— R3)e™). (6.6)

En el ciclo limite 6 rota con velocidad angular constante wy = 1 — «, por ende se puede
considerar como la fase del sistema. Sin embargo si amplitud inicial se desvia de R = 1, el
corrimiento en la fase es proporcional a «, por lo que para definir la fase en todo el plano
(R,0) se usa la definicion:

$(R,0) =0 — aln(R), (6.7)

la cual cumple gf) =1n — «, por lo tanto se puede considerar como la fase del sistema.

6.1.2. Dinamica de fase para el auto-oscilador perturbado

Se estudia el caso de la sincronizacion de dos auto osciladores. La ecuacién para el primer
oscilador con periodo T}, expresada en la ecuacion (6.1), en presencia de la interaccion débil
con un segundo oscilador con periodo T, se ve modificada de la siguiente forma:

7
4z
a

donde p(zM), 7@ t) = p(#V, #? ¢t + Ty), donde generalmente T, el periodo del segundo
oscilador, es diferente a T7, el periodo natural del primer sistema. € da cuenta de la pequenez
de la interaccion. Esta interaccion lleva la trayectoria del movimiento fuera del ciclo limite,
pero como es pequena y el ciclo es estable, la nueva trayectoria se desvia poco de la solucion

(FV) + gD (FD, 7,1), (6.8)

f(()l)(t), quedando en la vecindad del ciclo limite. Por lo tanto, las perturbaciones a la am-
plitud del movimiento son pequenas y luego de un tiempo vuelve a su estado sin perturbar.
Lamentablemente no sucede lo mismo con la fase, las perturbaciones a la fase la pueden llevar
lejos del ciclo. Esto permite que se pueda describir la dinamica perturbada solo en términos
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de la fase del sistema. Sin embargo la fase, como se ha definido hasta ahora, solo existe dentro
del ciclo limite, y su definicién debe cambiar para poder hablar de fase en la vecindad del
ciclo limite.

La idea principal es que la nueva definicién de fase siga comportandose de acuerdo a la
ecuacion (6.2). Para ello se deben definir las isocronas. Considerando un punto en la vecindad

o dentro del ciclo limite, se puede mapear de acuerdo al periodo del ciclo limite mediante
O (7):

V() — 72Vt + 1)) = oW (7). (6.9)

Dicho mapeo permite que todos los puntos sean atraidos o bien, pertenezcan al ciclo
limite, con esto se pueden definir las isderonas. Estas corresponden a hipersuperficies (M-1)
dimensionales tales que si se considera un punto Z* perteneciente al ciclo limite, todos los
puntos en su vecindad que son atraidos hacia #* componen la isocrona. Por lo tanto en cada
punto del ciclo limite hay una isocrona que lo atraviesa. Con esta definiciéon, cada isocrona
puede estar parametrizada por la fase ¢, correspondiente al punto que pertenece al ciclo
limite, por lo tanto son hipersuperficies con fase constante.

La ecuacion para la fase generalizada para el sistema no perturbado sera

do Bl d:v,(fl) HpV) 1) 1)
di _%:095,9) dt _zk:ax;) ¢ @) =~ (6.10)

si se anade la interaccién la ecuacién se ve modificada

QS —| —| a¢(1) — —|
Z '(@W) + epi (@Y, 7)) = —wy +8Z(%mpg)(m(”,x<2>). (6.11)
k k

k CL’k

Como la perturbacion es proporcional a €, a primer orden, el término perturbativo puede ser
evaluado dentro del ciclo limite

do™
dt

@)@, 7)) = —wi + 2Qu (¢, d2), (6.12)

= _Wl

donde se ha definido Q1 (¢1, ¢a, t) para representar la interaccion, es dependiente de ¢; gracias
a la correspondencia entre la fase y los puntos pertenecientes al ciclo limite. (); es una funciéon
27 periddica en ¢ y periddica en t con periodo T'.

La funcion Q(¢1, ¢2) se puede escribir como una doble serie de Fourier gracias a su perio-
dicidad, es decir,

Qu(91,¢2) = D_ay el Qa(¢1, ¢2) = Za’”eik%”’@. (6.13)
)l
A orden cero ¢; = —w;t. La condicién de resonancia viene dada por kw; + lwy ~ 0, todos

los otros términos de la serie son rapidos. Por lo tanto si se considera que las frecuencias
se encuentran cercanas a la condicién de resonancia, es decir, wy/ws ~ m/n, entonces los
términos resosnantes corresponden a k =nj y [ = —mj. La ecuacién de dinamica queda
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doy

G et > aph T ImTm) — —g 4 eqi(ngy — mey), (6.14)
J

d¢2 o mj,—nj ij(mpa—ngd1) __ 6.15

E_—wQ—i-éZag e = —ws + £q2(mpy — ), (6.15)

J

se puede definir la diferencia de fase ¥ = n¢; — mes, y la ecuacién para dicha variable

Cf;f = v+ eq(), (6.16)

donde v = nwy — mws, q(¥) = ng1 (1) — mga(—1). En el caso de que exista sincronizacién,
existird un punto fijo estable ¢ y las frecuencias observadas en los osciladores son

Qo= <<Z'51.2> = —wi2 +equa(EY0). (6.17)

Dentro de la zona de sincronizacion las frecuencias observadas cumplirdn con la relacién
Q1 /Qs = m/n. Se puede considerar el caso particular donde m = n = 1, y donde el acople
es simétrico, es decir ¢1(¢) = ¢2(), por lo tanto ¢(¢) = —q(—). En dicho caso la funcion
mas sencilla con dicha paridad es seno, por lo tanto la ecuacién para la diferencia de fase se
puede escribir de la siguiente forma:

dip

dt
Dependiendo del signo de ¢ la interaccién puede ser atractiva (en fase ¢ < 0) o repulsiva
(contra-fase € > 0). La sincronizacién en este desarrollo aparece como un phase - locking
perfecto, dado que los osciladores no solo tienen la misma frecuencia sino que existe un
corrimiento entre las fases que es constante ¢; = ¢9 + ¥y en la aproximacion realizada.

= —v +esin (¥). (6.18)

6.2. Sincronizacion en osciladores de spin

El fenémeno de la sincronizacién en auto-osciladores es un topico bastante estudiado
en la comunidad cientifica, en particular para los osciladores de spin dado que reduce el
ancho de banda y se potencian las senales generadas por los dispositivos. Existen estudios
de sincronizacién de auto-osciladores de spin con senales externas [16], asi como también de
sincronizacién entre auto-osciladores [39-42].

Existen diversos experimentos en la literatura que demuestran que es posible sincroni-
zar auto osciladores de spin por diferentes vias, una de ellas es la sincronizacion de varios
osciladores mediante una corriente aplicada comun, como es el caso del estudio, publicado
en 2016 por A. A. Awad et al. [39], el cual muestra sincronizacion de nano-constricciones
dispuestas a lo largo de un nano-alambre, logrando sincronizar hasta 9 nano-constricciones
con una separaciéon de 300nm entre ellas y dos nano-constricciones separadas una distancia
de hasta 1.2pum, distancia que puede ser aumentada hasta 4um cambiando la geometria del
nano-alambre.

Otra via de interacciéon a considerar es el campo dipolar generado por los auto oscila-
dores, se han realizado diversos estudios tedricos y simulaciones al respecto. En 2016 Doo
Hyung Kang et al. [40] demuestran mediante calculos teéricos y simulaciones que es posi-
ble sincronizar nano-osciladores de spin basados en SHE mediante acople dipolar. En dicho
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estudio se utilizan osciladores con forma de nano-alambres de ancho 100nm, grosor 1nm y
largo de 3um. El arreglo para la sincronizacion se hace en paralelo, es decir, se apilan los
osciladores uno encima del otro. La sincronizacién de los osciladores se realiza mediante el
tensor demagnetizante. Utilizando el modelo macro-spin se obtienen los limites de los estados
de sincronizacion en funcién de la distancia entre los osciladores, encontrando un valor de
distancia méxima para la zona de sincronizacién. Vasil S. Tiberkevich et al. [41] presentan
en 2013 un articulo donde se desarrolla un modelo de sincronizacién de auto osciladores con
seniales externas y con otros osciladores que permite encontrar el ancho de banda para el
fenémeno de entrelazamiento de frecuencias, asi también la region de estabilidad de las auto-
oscilaciones. El modelo permite considerar un tiempo de retraso en el traspaso de energia
desde el elemento activo al auto-oscilador pasivo.

También se puede anadir a la interaccién dipolar, la energia de interaccién entre spin ve-
cinos como via para la sincronizacién, como se muestra en el articulo publicado en 2020 por
Zahedinejad et al. [42] donde se sincronizan arreglos en dos dimensiones de SHNO en geo-
metria de nano-constricciones variando la cantidad de osciladores en el arreglo y la distancia
entre ellos.

En particular, no se encuentra en la literatura, el estudio de sincronizacién de nano-
alambres via interaccion dipolar en la disposicion espacial a estudiar en la presente tesis. La
disposicién de los osciladores se esquematiza en la figura (7.1). En vista de los antecedentes ex-
puestos, se realizara un estudio del alcance del campo dipolar generado por un nano-alambre
para decidir como variar la distancia entre nano-alambres para estudiar la sincronizaciéon de
estos.
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Capitulo 7

Sincronizacion de SHNO en geometria
nano-alambre

En esta seccion se describe la sincronizacion para 2 nano-osciladores casi idénticos magne-
tizados transversalmente por un campo magnético constante, dispuestos de forma paralela en
el eje  como se muestra en la figura (7.1). En ella se puede ver la posicion de los bordes de los
nano-osciladores en el eje X correspondiente al largo normalizado del los nano-osciladores,
y que la separacion entre los centros de los alambres corresponde a una constante s la cual
normalizada se denota S = s/c.

La sincronizacion de los nano-osciladores se llevara a cabo a partir del la interaccion
dipolar entre ellos, por lo tanto en una primera instancia se calculard el campo dipolar de
interaccion. Luego se analizara la ecuacién de fase expuesta en el capitulo anterior.

1 2

' 2C g

v

« - X
« i >

1 1 5-1 S+1

Figura 7.1: Esquematizacion del arreglo de 2 nano-alambres posicionados
de forma paralela a una distancia s.
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7.1. Campo de interaccién dipolar

La energia asociada a la interaccion entre el campo dipolar producido por la magnetizacién
y esta misma al considerar los dos nano-alambres corresponde a

1 =
Up — _g/dVHD(ml + 1) - (17 + 17hg). (7.1)

Los términos que asocian H p(mi;)-m; con i =1, 2 son los estudiados en las secciones anteriores,
mientras que los términos H p(m;) -mi; son los correspondientes a la interaccién entre los dos
nano-osciladores, estos corresponden a dos términos iguales, por lo que usando el teorema de
reciprocidad se pueden escribir como uno sélo:

1 S . 1 o .
Up, = _E/d%HDOTQ) Smy = _E/dv?HDO”l) M. (7.2)

Se desarrolla el campo producido por el nano-alambre 1 ubicado en el centro del sistema
de referencia para encontrar la contribucion a la ecuacion para el nano-alambre 2. La contri-
bucion del nano-almabre 2 sobre la dindmica del primero se desarrolla de forma analoga.

Se separa el campo dipolar segtin las componentes de la magnetizacién que lo generan
y se promedia en el grosor del nano-alambre dado que el modelo utilizado asume que la
magnetizacion es uniforme en el grosor, de modo que el potencial puede escribirse de la
siguiente forma:

I 1 T A 1 ~
=~ [ Vi mi@)ma, — o [ AVl (m,9)ma,. (7.3)

D2 — _E

La componente en & se puede descomponer en una parte lineal y otra no lineal,

(Hp(mizd1)) = (Hp(21)) — (Hp(aray21)), (7.4)

las contribuciones son las mismas que se han calculado anteriormente, sin embargo la notacion
se hara mas explicita:

(H(01)) = —d7n,(X + ) (7.5)
T (aath :_2 ! 'a Na* Nn ‘X_'_S_X,‘
(H(maiin) = = [ dX'a(X)aj(X)] (W%)QHMS_X,)Q) (76)
Y (m. ) :2 ! ' N 1n ‘X+S—X/|
(Hp(m)) T /4 AX "y (X1 <\/(27‘)2 + (X+S—X/)2)’ (7.7)

donde X = z/c la variable del eje & normalizada, n{!) es el mismo factor demagnetizante
utilizado en el capitulo 3 de modos normales. Reemplazando en la ecuacién (7.3) y usando
las variables de Holstein-Primakoff para la magnetizacién, y aplicando Taylor sobre la raiz

v/2 — aa* se obtiene:
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Ul = —/dVgnx X + 9)(aga; + ajay)

o [ave [ ax'm ( e (X))

/ |X+S—X/| / * / *
+@/dv2/_1 ax'n (Zr)2+<X+S_X,)2>(a1(X)—al(X))(ag(X) — a3(X))x

S e (U
(7.8)

Notar que esta expresion es simétrica para intercambios de los subindices i = 1, 2, por lo tanto
corresponde a una representacion adecuada de la energia de interaccion dipolar. Variando con
respecto a la variable a3 se obtiene:

5UD_ / |X+S_X,| Nk /
s = ~ne(X + S)aa(X /dX (V )2+(X+S_X/)2>a1(X)al(X)az(X)

1o o | X + S5 — X'
+ 7T’I“/—ldX1 <\/(27‘)2—|—(X+S—X’)2
" (_ L+ la (X)) a3(X) N Iaz(X)|2)7

)@ (X') ~ ai(x)x

4 4 2
(7.9)
por otro lado, al variar respecto a la variable ay se obtiene
SUL X - X'
OUb _ (X + S)as(X / dX'In ( X+ 5 — X )al(X/)a;(X')a;(X)
day 22+ (X + 5 — X')?
1 1 X X'
+— dX’ln( X +5 - X )(al(X’)—a’{(X’))x
dr J-1 \/(27“)2 F (X +S— X2
" <1 _JaXOP | a*(X) |a2(X)!2>
4 4 2 '
(7.10)
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Factor demagnetizante

0.15
— nx(X)
0.10 1
0.05 -

0.00

—0.05 A

—0.10 A

—0.15 A

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0
X

Figura 7.2: factor demagnetizante generado por el nano-alambre 1, cuya
posicién es representada por la zona sombreada, en funcién de la posicién
normalizada.

7.2. Ecuacién para la fase de un auto-oscilador

Dada la ecuacion para el auto-oscilador definida por el modelo universal utilizado en el
capitulo 4 de la presente, se busca escribir dicho modelo en términos del ejemplo planteado en
la seccién (6.1.1.) para obtener una ecuacién para la fase analoga a (6.7), con los pardmetros
ya estudiados de nuestro modelo.

Por lo tanto buscamos escribir la ecuaciéon del modelo universal de forma analoga a la
ecuacion (6.3), es decir, tomar la siguiente ecuacion:

db; . -
d77f = —Z(WO + w|bj|2)bj — Fg(l + le]‘2>bj + O'[(l — f|b3‘2>bj = 0, (711)
y escribirla de la forma
db ~ 2 2
i —i(wo — d|b[)b + (v — €[00, (7.12)

donde se ha omitido el subindice j y se define 6 = -0, vy = -Tg+ol y £ =TcQ + fol.
Se sigue el mismo procedimiento del ejemplo, con ello se obtienen dos ecuaciones al escribir
b= Re®, las cuales corresponden a

R=(y—-£¢R)R, 0 = —wy + 0R?, (7.13)
definiendo asi la fase del oscilador via

=0+ gln(R), (7.14)

la cual cumple con una derivada temporal constante y por ende se pueden definir curvas
isdcronas definidas por ¢ = —wy + (0/€)y = cte. Por lo tanto, la solucién a esta ecuacion es

5 N6
6=+ Zin(R) = ;ln<b> + ggln(o8"), (7.15)
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donde se ha usado que, dado b = Re®, se obtiene 6 = (i/2)in(b*/b) y R = V/bb*.

7.3. Auto-osciladores con interacciéon dipolar a orden
no lineal

La dindmica de oscilaciéon de la magnetizacion es descrita por la ecuacién (4.23) para la
variable a, la cual considera tanto el STT, generado por el SHE, como la relajacion magnética
del sistema. Si un auto-oscilador, descrito por dicha ecuacion, se encuentra en presencia del
campo dipolar generado por otro auto-oscilador, su ecuacién dindmica se ve modificada,
pues se afiade el término 6U% /dab, el cual contiene la interaccién entre la magnetizaciéon del
oscilador (2) con el campo dipolar creado por la magnetizacién del otro alambre (1), de modo
que la ecuacion puede escribirse de la siguiente manera:

day | SUP) (5Ue‘?f a2 5U§§}) U
I 7 [0 _ = — .
dr oas daj 2 day daj
Para resolver la ecuacion de fase para dicha interaccion se deben expandir en series de
Fourier ambos osciladores, es decir:

(7.16)

N 20 — 1

a; = ayg + Z [au cos (le) + by; sin ( 5 WX)], (7.17)
=1
N 20 — 1

as = aso + Z [CLQ[ coS (l?TX> + by sin ( 5 WX)], (7.18)

=1

con ello, al considerar s6lo modos simétricos (y no los anti simétricos), el término de inter-
accion en términos de los coeficientes es

dad, i . .y
e incey, sy, + mcceln(aln —aj,) —1i

S *
[SEanka%alm%k

167p (7.19)

+ Dﬁzmka’ln(alm - a’im)aik - ClikaLQN((IQTn - 2a§m)(a1k - a;k) )

. S S S 2 . ’ .
donde las integrales ncey,, ccei, Ci ks Pinme Y Einmi € definen en el apéndice B. Los indices
repetidos indican suma sobre ellos. Al realizar el cambio de variables para dejar las ecuaciones
en términos de los modos normales de cada uno de los sistemas sin interaccion:

() - (—uz?; x) ) (b:-;-) ’ (7.20)

donde 7 = 1,2 es el namero del oscilador, y j representa el modo normal de oscilacién estu-
diado. Si los dos osciladores se encuentran sincronizados entonces ambos tendran la misma
frecuencia de oscilacién w; = wy = wy. Si se consideran solamente los términos resonantes a
e~™s7 los términos que aparecen en la ecuacion (7.19) quedan:

A2 @11 R Non(Am ATy + f1mp1y,) D1 [*b2j + piza M7y (b1)*b3;, (7.21)
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A1n(A1m — a){m)aik ~ ((/\lm + Uim) (A1n ATy + Mln//’){k) + Anpiyg (pam + )‘Tm)> |blj|2b1j7 (7'22>

Qan (Ao — 205,,) (a1 — a7y) = — Aon(Nam + 2005,) (1 + Ay ) (b2) b7
— (Aan(p2m + 275, ] + pan[Aam + 2015,,]) (Aax + Mik)|b2j|2blj7

(7.23)
don ello la ecuacién (7.19) para dé)l queda:
oy = Tyby; + Jubl; + ' ()05 + K3y (05)70Y;, (7.24)
donde se define
Ty = incen Xy, — ZQTrlr Az Mo AT+ 1817 b1 (7.25)

cceln

Jh = )\

) = 4W( i)
R

—iﬁqimk (Wb + 2X580) + 13 OV + 208) ) O + Dbl

K2= VS d N 7.27
21 227_”,, InmkM2n AN 1m M1k ( )
. nl . . % . . % .

De forma andloga para la variable af,y;, la ecuacion dindmica:

cce n;
cx] . In *
1 \rr n n

8E> . ak apna’
167'(7“ Inmk“2n*1m%Y1k

(7.29)
- Dlsnmkaln(alm - aim)aik + lezmka;m(gzn - 2&271)(@1]6 - a;k) )

la cual con el cambio de variables y con definiciones andlogas a las usadas en la ecuacion
(7.24) queda

as] = L3by; + LybY;. + My (bi;)?b3; + M) ()75, (7.30)
donde se define
L%l = incelnﬂz% Elnmk:u2n()\ >\ ?c + lemﬂnﬂbly‘{ (731>

2
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cceln

- i167r7“ D, (()‘lm + 13,0) An ATy + fanftig) + Aty (Ham + Xfm)> b1 (7.32)
~ "T6mr </\2£”(2)\J2" + Hign) + Ham (2152, + /\2il)> (M =+ 117) by,
.y wi
M2112 = _Z%Eﬁ;mk)\j;u )\11437 (733)
My = _'16 Comitoin (2N, + 1150) (16 + ATh)- (7.34)

7.4. Ecuacién para la fase perturbada

Al considerar la ecuacién (6.11), la ecuaciéon para la fase del modo j del i-ésimo oscilador
puede ser descrita segin

A6 _ o, 00 001y

dT ab[ 1) 8()*1 ij (735)
v

donde Q; = QY — (8;/€;); definen las is6cronas para el oscilador i-ésimo no perturbado. Dada
la solucién encontrada en la ecuacién (7.15), las derivadas son:

o6 i 0 o0 i 5

R = — . 7.36
o~ 2 26 o 20 | 28 (7.36)
Por lo tanto, la parte asociada a la interaccién para la fase del segundo oscilador es:
d¢2 . 1 . 52 b B 1 . 52 1 1 CLQZ
b 2( i+ 62)b2 +cc = 2( i+ E2)b2 zl:(W2 )i is! + c.c., (7.37)

al considerar las expresiones desarrolladas en la secciéon anterior,

J b2J + ngblj + K2112(b13> sz + K2211(b2j) bL, (7-38>
a3] = Liybaj + Liybyj + My (b1;)?b5; + M) (ba))by . (7.39)
Ademas al considerar la aproximacion by o = |b(1)72|e"¢1’2, es decir, a sus valores en los ciclos

no perturbados. Y al definir la diferencia de fase W = ¢; — ¢9, la ecuacion para la fase del
segundo oscilador queda escrita en funcion de W,

dgzﬁé 1, . 0 bI
= 2(—z+ 62>b2 + c.c.
b(l) i i —1
J21+J211% \I/_i_KlQ‘bO’Q 2‘I’+K2211|bobo\e v
- CZ 2][ c.,

b 2 (2 —1
I3+ L™ + MR + M3 e

(7.40)
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donde se ha definido Cy = (1/2)(—i + d2/€2) (andlogo para ). De forma andloga se puede
describir la ecuacién para la fase del primer oscilador ¢ .

dgt 1, . 6 b
a g e
—C J1l+Jll|bo| _“I’—|-K |B9|2e~i2Y + K12|p0b0ei¥ . (7.41)
=Gl Ly + L%z% eV + MEHDYPe™Y + M{7|b3bY| e '

Con ello la ecuacion para la diferencia de fase W se escribe de la siguiente forma:

AV
o= =D+ FcosWV + GsinV + H cos (2¥) + I sin (2V), (7.42)
donde
J4 Jz
D = —Ql + QQ + |:ClW1jl Ll + c.c. ] [CQWQJZ LQ + c. C} (743)

J2 69 \ 12 bobo J1 [ | K 2100
F = [C’lWl_ﬂl ( ”'bi‘ ikl —I—c.cl - [C'QWQQ} . |b§‘| o |00 —i—c.c.], (7.44)

w0 b
L%l}b()' + M 7038 L%zl@ + M3GHo0b|

J2 B3] + K12 bobo J1 69 _K2Lp0p0
G = [iclwlg} ( Ui ‘| +c.c.]—[@'czw2;} ”b§‘ a1 2|| —i—c.cl, (7.45)

B b
Li, }bol + M7 |b3b} Ly Ibo — M3}
1 (K [ K3}
H= [Olwlj} <M21> b5]* + c. c} {CZW%} <lel?> 169)? + c.c.], (7.46)
N 1 (KT g | 1 (KGE ope
I = iCYWi; M2 |b5|* + c.c. iCoWoys M2 1b7]* + c.c. (7.47)

donde Q; = QF + QNL|B?]2 es 1a frecuencia de oscilacién del k-ésimo oscilador, incluyendo su
contribucién no hneal

7.5. Aplicacion al modelo Macro-spin

Para aplicar el modelo de sincronizacién a una magnetizaciéon uniforme en dos osciladores,
se definen las constantes de la seccién (7.2):

6 = — 'k
ex =L@ + fol =TV — TN

7.48
vw=0l -Tg=TL-TE (748)

Y
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donde los coeficientes 'y fueron calculados en la seccién (5.1.3), k=1,2 indice que indica el
k-ésimo oscilador.

La ecuacién de diferencia de fase de los dos osciladores queda determinada por la ecuacién
(7.42), donde los coeficientes D, F, G, H e I obtenidos se pueden expresar de la siguiente
manera:

A A cceop A1z o2 op2
D= —Qy +Q, + nce ( >— B2 — (10)2), 7.49
1+ olg, " a, 2y 0 (\’ 1671%) (7.49)
H= c20;00 AT0M10A20M20[<1 ) L ( e )‘bo ] e (750
cce
I= 27?00 ()\afo/iw/\zoﬂzo [( ) b5 ( ) |09 2} + c.c., (7.51)

1/ 8\[.
F=(-i 61) {Alo(Jfo:bé:+K \bSHb?!)wm(Lfo;bol+M11gyb0|yb0\)]+c.c—(1 ©2), (752)

1/ 6\,
G = 5 (112 [Tl + KEIIOD + o~ il + AEIAD] + e+ (1 2,

(7.53)
donde
_cce . Ao Ag
Jio = 167:7(3[ (A20+1130) — ()\10M10+QO)()\20+M20)“)0|2 (Q " (>\20+M20)+)\20M20(M20+)\2o)> ’b?ﬂa
(7.54)
_cce . . Aio Aso .
L%O = 167?7?[ <>‘20+N20) ()\10,“10“‘9 >(M20+>‘20)|b(1)|2 <on (>‘20‘|’#20)+)\20M20()\20+#20)> |b3|2},
(7.55)
Jece
Kif =— oy 2 No(Ao + 21650) (ka0 + Nyg), (7.56)
ccegy .
Mg =— ﬁ/ﬁo(ﬂm + 2A10) (k20 + A5p), (7.57)

donde Ji,, = a Ay para cada oscilador. €2 corresponde al autovalor del sistema matricial
representante de la ecuacién del modo normal del modelo MS; descrito en la ecuacion (5.1).
Notar que Ag/Qko = [Arol* + |pro|?. La auto-oscilacion del oscilador k-ésimo estd descrita por
la solucion by, = [bY|e*.

7.6. Resultados numéricos del modelo Macro-spin

Para obtener osciladores casi idénticos se modificara el valor de la constante de anisotropia,
pues esta constante caracteriza la estructura del cristal, por lo que, ante apariciones de
defectos en la red, la constante varia entre un dispositivo y otro. Ademaés las ecuaciones no
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se ven modificadas al variar este parametro. El cambio en esta constante genera pequenas
diferencias en las caracteristicas de ambos nano-alambres, como la frecuencia, la corriente
critica, entre otros.

Se trabajara con cinco osciladores diferentes que se sincronizaran de a pares. La constante
de anisotropfa K, variard entre 0.220 y 0.275 [erg/cm?], pues permite generar pequenas
diferencias en las frecuencias naturales de los osciladores. Notar que el valor utilizado en las
secciones anteriores es 0.237 [erg/cm?]. A todos los osciladores se les aplica una corriente DC
correspondiente a Iy = 2.1 [mA] > I, valor levemente mayor a la corriente critica para
generar auto-oscilaciones. Las diferencias entre los osciladores se aprecia en la tabla (7.1).

Tabla 7.1: Caracterizacién de los diferentes osciladores a sincronizar

Ne | K, vjo [GHz] Qo |31
1 0.200 15.909 -0.1203 | 0.1073
2 0.230 15.868 -0.1197 | 0.1251
3 0.237 15.858 -0.1195 | 0.1295
4 0.245 15.847 -0.1194 | 0.1348
5 0.275 15.806 -0.1188 | 0.1600
Ecuacién para U] para el oscilador 3y 4
100 -
50 -
0
_50 .
—100 -
0 2 4 6 8 10 12

v

Figura 7.3: Dindamica de la diferencia de fase. Los puntos rojos representan
las primeras dos soluciones para las cuales la diferencia de fase entre los dos
osciladores es constante en el tiempo.

Dados los dos osciladores etiquetados por el indice 3 y 4, se realiza una gréafica de la
funciéon \113,4, la cual se encuentra representada en la figura (7.3). El grafico muestra que
existen valores de ¥ = ¢35 — ¢4 para los cuales U = 0, es decir, la diferencia de fase entre
ambos osciladores se mantiene constante, lo cual demuestra una sincronizacion en las fases
de los osciladores.
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Repitiendo el mismo procedimiento de la ecuacion de dinamica para la diferencia de fase
del par (3,4) para los pares de osciladores: (2,3), (1,2), (1,4) y (1,5) se obtienen las siguien-
tes soluciones de ¥ para los cuales sucede el fenémeno de sincronizacion. Los resultados

se resumen en la tabla (7.2). Resulta interesante notar que existen dos soluciones para la
(fase)

Jik

) o iy tra—

sincronizacion en fase, dado que ¢; ~ ¢y. Por otra parte la solucién quc,j" ra=fase) correspon-

de a una sincronizacién contra-fase dado que ¢; — ¢, = m. Ambas soluciones mencionadas

aparecen independiente de los osciladores a sincronizar.

No se logra generar osciladores con frecuencias suficientemente diferentes, via cambios en
su constante de anisotropia, como para que los estados sincronizados desaparezcan. A futuro
se podrian cambiar otros parametros de los osciladores para generar mayores diferencias
y lograr encontrar el limite para la generacion de estados sincronizados en funcion de la

diferencia de las frecuencias naturales de los dispositivos

sincronizacion de auto-osciladores bajo un modelo MS. La solucion ¥ corresponde a la

Tabla 7.2: Soluciones estacionarias a la ecuacién dindmica para la diferencia
de fase para diferentes pares de osciladores

Par |Vj0 . VkO‘ \Ij§7fka56) \Ilgfgntra—fase)
\F 0.010 0.000000 3.141505
Wiy 0.011 0.000005 3.141495
Vo 0.041 -0.000034 3.141209
LW 0.062 -0.000029 3.141025
Vs 0.103 0.000031 3.140672

7.7. Sincronizacion en funcién de la distancia entre los
osciladores

Se varia la distancia entre los osciladores para encontrar limites para la existencia de

soluciones de la ecuacién ¥ = 0. Se consideran dos pares de osciladores con diferentes valores

de |vjo — vko| para poder comparar la distancia méxima a la que se pueden separar para
encontrar soluciones. Se considera la ecuacién para Vs, y Wy 5.
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W5 4 Con diferentes separacién WY, 5 Con diferentes separacién

0.004 4
—— s=10c 002717 —— gs=8c¢

0.002 - s=20c 001l — s=10c

—— s=45c ' —— s=15c¢ /_\
0.00

—0.01 4

0.000

—0.002 4
—0.02 4

—0.004 ~0.03 4

—0.04 -

—0.006 -

Figura 7.4: Ecuacion para: Izquierda: \113,4 para tres valores diferentes para
la distancia entre los dos osciladores; 10, 20, 45 veces el valor de ¢ (la mitad
del ancho). Derecha: ‘111’5 para tres valores diferentes para la distancia entre
los dos osciladores; 8, 10, 15 veces el valor de c.

En la figura (7.4, Izquierda) se puede apreciar que las soluciones para la ecuacién se van
corriendo a medida que los osciladores se separan, y se encuentra una distancia maxima de
aproximadamente 45 veces la mitad del ancho del nano-alambre, que corresponde a 45-5.9 -
1075[cm] = 2.655 - 1073 [cm]~2 26.6[um]. Ademas se puede apreciar que la primera solucién en
desaparecer es la solucion en fase, mientras que la contra-fase tiene un rango de existencia
mucho mayor a medida que se separan los alambres.

En la figura (7.4, Derecha) se realiza el mismo procedimiento anterior. Se puede ver
que esta vez la separacidon maxima que puede existir entre los dos alambres corresponde
a aproximadamente 15 veces la mitad del ancho del oscilador, es decir 15 - 5.9 - 107°[cm]
= 8.85 - 107 *[cm]~ 8.85[um].

Se puede ver que a medida que los osciladores presentan frecuencias naturales mas disi-
miles, la distancia maxima a la cual es posible sincronizarlos disminuye.
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Capitulo 8

Conclusiones

Los nano-osciladores de efecto Hall de Spin (SHNO) son dispositivos ampliamente estu-
diados en los tultimos afios debido a su gran aplicabilidad en el desarrollo de dispositivos
de spintronica. En la presente tesis se estudia un SHNO con geometria de nano-alambre de
dimensiones 25 [nm| de grosor y 1.18 [um] de ancho. El alambre se encuentra magnetizado
por un campo externo constante de 3[kOe] paralelo a su ancho. Se soluciona la ecuacién de
Landau Lifshitz a orden lineal para encontrar los modos normales de oscilacion. Luego se
desarrollan los términos no lineales de dicha ecuacion, lo que permite calcular coeficiente del
corrimiento en frecuencia debido a las correcciones no lineales.

Para generar auto-oscilaciones se hace circular una corriente continua por la direccién del
largo del alambre, de modo que se compense de forma exacta a la relajacion magnética, via
un torque de transferencia de Spin (STT) generado por un Efecto Hall de Spin (SHE) en el
material paramagnético adyacente. Se determinan las tasas de disipacién positiva y negativa,
definidas en el modelo universal de auto-osciladores presentado por Slavin & Tiberkevich en
2009 [14] a orden no lineal para encontrar con ello la corriente critica para la cual se generan
auto-oscilaciones y la amplitud de éstas |b;|?.

Los resultados numéricos para un modelo macro-spin (donde la magnetizacién no depende
de la posicién en el ancho) entregan una frecuencia de 15.86 [GHz|, la cual al considerar
contribuciones no lineales y una corriente de 2.15[mA] baja a 14.83[GHz].

Por otro lado para el modo cuasi-uniforme de oscilacién, al considerar una expansion en
30 modos normales de Fourier, se obtiene una frecuencia 16.68] GHz], la cual al considerar las
correcciones no lineales baja hasta un valor de 16.54 [GHz], cuando se aplica una corriente
de 2.20[mA].

La sincronizacion de dos nano-alambres se puede realizar mediante una interaccion dipo-
lar, es decir, considerando el campo dipolar que genera uno de los osciladores sobre el otro
alambre. Los osciladores a sincronizar deben ser casi idénticos, por lo que se modelan cinco
osciladores con diferentes constantes de anisotropia y se analiza la sincronizacién cuando se
encuentran a una distancia igual a (1/8) del ancho de los osciladores. Se prueban 4 combina-
ciones diferentes para estudiar como se comportan las soluciones para la ecuaciéon de dindmica
de la diferencia de fase de ambos osciladores, encontrandose que incluso los osciladores mas
diferentes siguen presentando sincronizacion.

Las soluciones estacionarias a la ecuacién de diferencia de fase, es decir ¥ = q'ﬁj—gz.ﬁk =0, son
dos. Se identifica una solucion ”en fase” donde las fases evolucionan en paralelo, y una solucién
"contra-fase” donde las fases de los osciladores evolucionan de forma antiparalela de forma
sostenida en el tiempo. Para encontrar el limite para la existencia de estados sincronizados en
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funcién de la diferencia de frecuencias naturales de los osciladores auténomos, se deben variar
mas parametros ademas de la constante de anisotropia, para generar cambios significativos
en la frecuencia natural.

Finalmente se puede apreciar que la distancia maxima a la que se presentan soluciones
estacionarias para la ecuacion de dinamica de la diferencia de fase aumenta si la diferencia de
las frecuencias naturales aumenta. En el caso de los osciladores con frecuencias mas similares,
la distancia entre ellos para que sigan existiendo soluciones de sincronizacion se extiende hasta
26.6 [pm], mientras que en el caso que las frecuencias sean més diferentes la distancia maxima
para sincronizarlos corresponde a 8.85 [um].

Se puede extender los resultados de la sincronizacién a arreglos con mas de dos osciladores,
dado el alto alcance de las soluciones sincronizadas, para generar una senal mas potente y
un ancho de banda mas reducido, de modo de mejorar la deteccion y generacion de senales.
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Anexos

Anexo A

Energia Libre

A.1. Energia de Zeeman

Dada la ecuacién (3.3), esta puede ser escrita en términos de las variables de Holstein-
Primakoff,

Ey = —MOHO/ madV = MOHO/ (1 — aa®). (A.1)
1% 1%

La ecuacion de dinamica para las variables a, a* se encuentra en términos de U, por lo
tanto, con el cambio de variables U = E /4w M2, la expresion queda

_ —MyH, .
Ur = o /V (1 — aa*)dV, (A.2)
luego, definiendo hy = Hy/4mwM, se obtiene
Uy = —ho(7) /dV(l — aa®), (A.3)

al variar con respecto a la variable conjugada a*

oUy,
oa*
La contribuciéon completa de la energia de Zeeman es de orden lineal.

= hoa. (A4>

A.2. Energia de intermcabio

Se reescribe la ecuacién (3.4) en términos de Ux se obtiene:

A

Ux = ——
X 4 M

LIm ) 4 (Fm,)? 4 (V) = & [ [(Fme)? 4 (V) + (Fma)) (A5)

donde se define d = A/(2rMg. Para escribir esta expresién en términos de las variables a y
a* se definen las siguientes cantidades:
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my = m, +imy, m_ =m, — imy, (A.6)

m. = av2 — aa*, m_ =a"v2—aa*, (A.7)

de modo que la expresién para el potencial queda:

d
UX:§/dwam%P+vmﬂmLL (A.8)
v
con un poco de algebra
d 2 YVa* 2 *2 \V4 2
UX:/dV(a( DA L) +2VaVa*). (A.9)
2 Jv 2 2
La contribucion a la ecuacién dinamica se calcula variando respecto a la variable a*
oUu d
5 f = 2(@*(Va)2 —2aVaVa* — a*V?a* — 2V2a>, (A.10)
a
la contribucién lineal de la energia de intercambio corresponde al término:
SUL
= —dV-a. A1l
da* 4 ( )

A.3. Energia de anisotropia cristalina

A partir de la ecuacion (3.5) se puede desarrollar el potencial, definiendo la constante
ks = K,/(4mMZ2D)

Ua =k, [ dvim?
\%

& (A.12)
= ZS/ dV (2a2 —daa* + 2a** — a’a* + 2d%a*? — aa*g),
v
al variar con respecto a la variable a* se obtiene
ou 53
5a*A = k:s( —a+a*+a*a* — az - 4aa*2>, (A.13)
en particular la parte lineal corresponde a
Uk
5af = —ks(a —a”). (A.14)

A.4. Energia demagnetizante

Se consideran los dos bordes significativos en la muestra, los cuales tienen superficies
normales a Z y a ¢, por lo tanto se tendran campos demagnetizantes provocados por las
componentes de la magnetizacién en esos ejes.
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(hp () (X) = (Wi (my§)) (X) + (b (m,2)) (X)2. (A.15)

La componente § de la magnetizacién, segin la referencia [16], tiene la forma:

- X -X
i (my)(X) = / dX'm,(X') In ( | | ) (A.16)
2mr \/(X — X')2 + (2r)?
mientras que para la componente en z tendremos
Ar (b (mat)) = (Hp(2)) — (Hp(aa2)), (A.17)

dado que m, = 1 —aa*. El primer término, al ser una magnetizacién uniforme, se calcula con
el factor demagnetizante n,(x), de modo que (Hp (%)) = —4mn,(z)Z, el cual es calculado en
la Ref. [16], y viene dado por:

a0 = [ () < ! ()

* 41 a4 X)m <(2r)gl++<ffx>2) Tl=X)n <(2r)§1+_(f22x>2)]‘

El término (Hp(aa*2)) esté asociado a cargas magnéticas de volumen —d(a(X)a*(X))/dz,
las cuales pueden ser pensadas como infinitos cilindros alineados con el eje Z, configura-
cién equivalente a cargas magnéticas en un medio 2D, cuyo potencial estd dado po ¢(Z) =
—2In(|Z — @’|), por lo tanto el campo demagnetizante correspondiente a las cargas de volu-
men y de superficie se escribe respectivamente de la siguiente forma:

(A.18)

8¢d

5 dx’ (x')a*(x")), (A.19)

H2, (aa*s /d*’

HE (aa*?) = — = / dS’ o (z))E - ), (A.20)

donde L es una longitud arbitraria en 2, y % - n(x’ ) entrega la contribucion de las cargas
superficiales correspondientes a los bordes normales a Z ubicadas en x = +c¢. Se integra

el primer término por partes y se usa 0¢/0r = —0¢/dz’. Se suman las contribuciones de
volumen y superficie, con ello se obtiene el campo total por unidad de largo
82¢
/dy /dxa 835’2 (A.21)

El campo sera uniforme en el grosor del nano-alambre, por lo tanto se calcula el promedio
en el grosor, el cual se puede escribir:

(H}(aa™ 2b/dx /dy/dya 88;2<—21n<\/(:c—x/)2+ (y—y’)2>>, (A.22)

(Hp(aa™ 2 =3 /d:z:a /dy/dy lex(y ik (A.23)
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Se define la integral

I= /dy/dy (y it (A.24)

para simplificar cdlculos. La doble integral en y e 3/ se resuelve con las variables adimensio-
nales Y = y/b, Y’ = ¢//b. Se define r = b/c y se realiza un cambio de variables U =Y + Y,
V =Y — Y’ de modo que dYdY’ = (1/2)dUdV, por lo tanto,

4 2 V(@) 4+ (X - X2
I=x_—xtn <X—X’> _21n< X - X/| > (4.25)
El campo se escribe
* A 1 ! / / * / a /
(Hp(aa™2)) = — | dX'a(z")a™(2") (X —X"I), (A.26)
rJ-1 0X'

donde se tiene

P 2r)? + (X — X’)Q)’ e

o0X’ | X — X
y por lo tanto el campo demagnetizante generado por aa* promediado en el grosor se puede
escribir

(X = X")I) = 21n (W

1 2r)?2 4+ (X — X’)?
(HE(aa*2)) = i / X (a(a')a*(@')) In N( )|X+_( ¥ ) ) (A.28)

Se debe anadir al campo un término que lo iguala a —4mn,(X) cuando se reemplaza
a(X")a*(X') = 1, por lo tanto la contribucién no lineal al campo en el eje & es:

X —X'|
In
)) <\/(27")2—}-(X—X/>2

(HE(aa*3)) = —= / dX'(a ) —dra(X)a*(X). (A.29)

Ya se posee el campo magnético generado por los momentos magnéticos de la muestra, ahora
se puede definir el potencial asociado Up. De la ecuacion (3.6) se encuentra

Up = —

M (7 - Hp(7P)d
AT [ 3R - o) dv
1

(A.30)
__ 5/Vm(f) - hp(F)dV.

Usando el teorema de reciprocidad par dos configuraciones de magnetizacion, se obtiene

Up = /dV/ Xy (X )my(X ( X X/‘ )2)

\/ X-X)P+(2 (A.31)

—/anx X)aa* — —/dV Ap(aa*s)) - a
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se reemplaza m,, (X) con el cambio de variables de Holstein-Primakoff y se realiza una apro-
ximaciéon en Taylor sobre la raiz /2 — aa*

Myz;i/ﬂV/idX(l—m%%fujde)—Mﬂ@ﬂdXﬂ—a%X%(L—MX%wi)x
X — X
X In
<¢<X — X7+ (2r)2>
-—/dvnngmx3w(X)—;;/QV(ﬁmewnf-mff
(A.32)
Al variar con respecto a la variable a* se obtiene la contribucion de la energia dipolar:
oUp 1 a*(X) | |a*(X) | |a’(X") N oy X — X'|
oa* :47rr/—1<_1_ 4 * 2 + 4 >(G(X)_a(X))ln(\/(X_X/)z_i_(Qr)z)
—nﬁXM—i#ﬁMwW»m
(A.33)
es decir,
i?—4;/i<—y—“f7+mgXWH“ivvmaﬁ—f@wm% X — X1 )

VX — X724 (2r)?

|X _X/| )CL(X,)(I*(X/) +a2(X)a*(X)

X — X')2 + (2r)?

1 1
—nz(X)a+ —a(X dX'In
( ) 2rr ( >/_1 <\/(
(A.34)

Se puede ver que se tienen términos lineales y no lineales en esta contribucion, en particular
la parte lineal corresponde a:

sUk 1 ( X — X'
oa* 4r \/(X — X')2 + (2r)2

) —ny(X)a. (A.35)
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Anexo B

Integrales

B.1. Orden lineal

Definiciones

1 ! / |;< B ;<,| /
cCly == nl/ dX/ dX'In ( > cos (IrX) cos (nmX").
2L e (X

X +5— X

1 1
ccep, =ny | dX [ dX'In ( > cos (I X)) cos (nm X").
o /4 /4 V@2 + (X + 8 - X)2

1
necy, = nl/ dXn.(X)cos (IrX) cos (nmX).
-1

1
neep, = nl/ dXn,(X + 8) cos (InX) cos (nmX).
-1

B.2. Orden no lineal

B.2.1. Definiciones
1
Apmk = / dX cos(IrX) cos(nmX) cos(mm X) cos(kmX).
-1
1
Biomi :/ dX cos(ImX) cos(nmX) sin(mn X) sin(kn X).
-1

(X - X'|

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)

i = /_11 dX /_11 dX'In (\/(X Xyt (27’)2) cos(Im X)) cos(nmX) cos(mm X) cos(kr X").
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Lo X - X'
Dipmk = / dX/ dX'In ( | | ) cos(Ir X)) cos(nm X") cos(mm X") cos(kr X").
-1 e VX = X724 (2r)?

(B.8)
1 1 _ /
Elnmi = / dX/ dX'In ( X — X ) cos(IrX) cos(nmX) cos(mmX') cos(krX').
-1 ) VX — X724 (2r)?
(B.9)
1 1 _ /
Clrmk = / dX/ dX'In ( X+ 5~ X ) cos (ImX) cos (nmX) cos (mm X) cos (kr X").
-1 V@2 + (X +85 - X)2
(B.10)
1 1 _ /
Dy = / dX/ dX'In ( X + 5= X1 ) cos (ImX) cos (nmX") cos (mm X") cos (kr X").
-1 ) V@2 + (X +8 - X')
(B.11)
1 1 _ /
Bt = / dX/ dX'In ( X + 5~ X1 ) cos (I X) cos (nmX) cos (mmX') cos (knX").
-1 e V@r)2+ (X + 8 — X1)?
(B.12)
B.2.2. Desarrollo de las integrales
Integral A
1
Ak = / dX cos(ImX) cos(nmX) cos(mm X ) cos(kmX). (B.13)
-1

Notar que el desarrollo de la integral dependera de cuantos de sus indices sean nulos. Por lo
tanto, cuando se tiene que todos los indices son nulos:

AOOOO = 2. (B14)

Ademas notar que corresponde a un tensor simétrico ante permutaciones de todos sus indices,
por lo que basta céalcular s6lo un caso.

AOOOk = AOOmO = AOnOO = AZOOO = 07 (B15>

AOOmk = 6nm7 (B16)

donde 9,,, corresponde a la delta de Kronecker, por lo tanto cumple
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Opm = . (B.17)
0 si n#m
Para las siguientes componentes resulta til definir la notaciéon para la delta de kronecker del

siguiente modo

1 si n+m+k=0
5n+m+k - (B18)
0 si n+m+k#0
De forma anéloga para cualquier suma en el subindice de la delta. Usando esto se tiene:

1
AOnmk - 5 : (5n+m+k + 6n+m—k + 5n—m+k + 6n—m—k)- (Blg)

De forma andaloga se obtiene Aok, Amor V Aimmo. Finalmente, si nunguno de los indices
es nulo.

1
Ak = 1((5l+n+m+k+6l+n—m—k+5l—n+m+k+5l—n—m—k+(5l+n+m—k+5l+n—m+k+5l—n+m—k+5l—n—m+k)-
(B.20)
Integral B
1
Bk = / dX cos(ImX) cos(nmX) sin(mn X) sin(kn X). (B.21)
-1

Este tensor es invariante ante permutaciones de sus dos primeros indices entre ellos, al igual
que de sus dos tultimos. Por otro lado, si alguno de los dos ultimos indices es nulo, la integral
se anula por completo pues sin(0) = 0

Boomk = Ok, (B.22)

1
B()nmk = 5(5n+m—k + 5n—m+k - 6n+m+k - 5n—m—k)7 (B23)

1
Brrmi, = 5 (O14ntm—kF0rtn—mtkT01—n+m—k+01—n—m-+k—Oltn-tm+k—O+n—m—k—Ol—n-tm+k—0l—n—m—Fk)-

(B.24)
Integral C, D y E
1 1 / / |X — X/|
Clumk :/ dX/ dX' cos(IrX) cos(nmX) cos(mmX) cos(/mrX)ln( )
-1 -1 \/(X — X")2 4+ (2r)?
(B.25)

En este caso la integral es invariante ante permutaciones de los primeros tres indices.
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Para resolver este tipo de integrales se realiza un cambio de variables: U = X + X/,
V =X — X', de modo que dXdY = %dU dV'. Los limites de integracién cambian:

1 1 1 /0 24V 1 r2 2-V
/ dX/ dX’—>f/ dV/ dU+f/ av [ au, (B.26)
—1 ~1 2/ —2-V 2 Jo =)
las funciones son pares en V' en general, por lo que se puede juntar la suma de las integrales
en una sola integral para V' que va desde 0 hasta 2. Una vez realizado el cambio de variables e
integrado en la variable U, el calculo de la integral en V' se realiza numericamente con ayuda
de Python.

El resultado analitico de las integrales depende de la existencia de ceros en sus subindices,
por lo tanto se separara la integral en dichos casos:

Coooo

Cuando todos los indices son nulos se tiene:

COOOO = 2[} dV (2 V )111 (2 n (2T>2> (B27)
Cooor — Clooo

En el caso que se tengan tres indices nulos, independientemente de la posicion de los ceros
(tanto en los primeros tres indices o si el ultimo indice es uno de los nulos) se obtiene:

Cooor = 4/02 dV In (V2|—‘:|(2r)2> 1 sin <l<:7r(22—V)) cos (/{:7er> (B.28)

Coomk

En el caso que se tengan dos indices nulos dentro de los primeros tres indices, se tiene:

2 _
Coomi = 2/ dV In ( V] > [ L sin <a17r(2 V)> cos <a27rV> + (ay < ag)},
0 V24 (2r)2/ LT 2 2

(B.29)

donde a; = m+ k y ag = m — k. Si ay es nulo entonces la integral queda

Coomk = /02 In <V2|—‘:|(2r)2> {(2 — V) cos (al;ﬂ/> + air sin (alﬂ(é_ V)ﬂ (B.30)

Clnoo

Si uno de los indices nulos se encuentra en la tltima posicién se tendra:
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Croog = 2 /0 1 (|V|) [1 sin (W) cos (blgv) + (b — bg)}, (B.31)

V24 (2r)2/ L

donde by =1+ ny by =1 —n. Si by = 0 entonces el segundo término de la integral queda:

> 2- V) <v2|-‘:|(2r>2)' (B.32)

COnmk

En el caso que se tenga sélo un cero, en uno de sus primeros tres indices:

Conmk = /02 dV In <|V]> {1 sin (M(Q_V)) oS (027TV>

2 2/ ey 2 2
V2 +(2r) 1 (B.33)
1 . /en(2-V) anV
+ ——sin () cos ( ) + (¢p = 3,00 — 04)],
CoT 2 2

donde cy =n+m+k,co=n+m—~k,cs=n—m+kyc, =n—m— k. Podemos separar
esta integral en dos contribuciones, la que contiene ¢y, cs v la que contiene cs, ¢4, si alguno
de los ¢; es nulo, entonces el término que lo contiene cambia, por ejemplo. si c; = 0 entonces
solamente el primer término de la integral cambia por lo siguiente:

— ;/02 dV In (\/J—‘i’(%)?> {(2 — V) cos (01721"/) + cl27r sin <CI7T(22_V))] (B.34)

Clan

En el caso en que el tinico indice cero se encuentre en la ultima posicion:

[Crnmoli = /02 dV In <V2|—‘:|(2r)2) dzlw sin (dﬂr(22—V)) cos (di;ﬂ/), (B.35)

donde 7 = 1,2, 3,4, por lo que la integral se compone de cuatro términos, y se definen las
constantes dy =l +n+m,do=1l+n—m,d3=1—n+mydy=1—n—m. Sialguna de
estas constantes es nula, entonces el término correspondiente queda

— ;/02(2 —V)ln <v2‘zl(2r)2> (B.36)

Clnmk

Finalmente si ninguno de los indices es nulo se tiene
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2 —
Clnmk :1/ dV In (M> |:1 sin <617T(2‘/)) cos (627TV)
20 Vet 22/ e 2 2

+ = sin <€27r(2 — V)> oS (617TV> (B.37)
€T 2 2

+ (e1 = e3,69 —> e4) + (€1 —> e5,e9 — €5) + (e1 —> e7,e9 — es)},

donde ey =l+n+m-+k es=1l4+n+m—*k,es=1l+n—m+k, eq=101+n—m—Ek,
es=l—-n+m+keg=l—-n+m-—-k,es=l—n—m-+kye=10—n—m—k.Sialguno
de los d; = 0 entonces el término que lo contiene cambia, por ejemplo, si dy = 0 entonces el
primer término de la integral queda:

N 1/02 dV In (VJT(%P) [(2 — V) cos (elgv) + ;ﬁ sin (61”22_‘/))] (B.38)

El desarrollo de las integrales Dy, vV Ernmi €s andlogo al de la integral anterior Cjy,,. El
desarrollo de las integrales de sincronizacion Cp .. Dy v Ep . es similar al presentado,
por lo que no se dejara expresado en el anexo.
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