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INTRODL]CC]ON

En el trabaj o "An Analog ro the Discriminant over fields

of Characteristic two", E.R. Berlekamp introduce una nueva

invariante para extensiones finitas y separables, L/F don-

de F es un cuerpo de caracterlstica 2 Esta invariante

que se define a partir del polinomio que genera la extensión,

resulta tener la propiedad galoisiana de la discriminante

de extensiones finitas y separables definida para el caso

en que la caracterfstica de F es distinta de dos, es de-

cir, si FcL, L finitayseparable, carF+2

L : F(0) y G - Gaf (N/F) donde N es cerradura normal de LIF

entonces considerando G H Sr., , Sn el grupo simétrico,

la discriminante de L/F Ltly tiene la propiedad galoi-

siana siguiente F( V 
^;E) 

= Fix(G n An) donde An denota

al grupo alternante, la cual en el caso 2 - 0 se cumple

para la invariante de Berlekamp, es decir, esta invariante

es un análogo de la discriminante usual para el caso 2 - 0

En su trabajo, Berlekamp solo introduce esta discriminante.

Nuestro propósito es estudiar l¿l discriminante de Ber:Iekamp

encontrar propiedades análogas a las de 1a discriminante

usual y aplicarlas en algunos resultados, especialmente en

los obtenidos por A. I¡iadsworth en su trabajo "Discriminants



irr charact.erisric 2", que servirá para calcular I¿i discrimi-
nante de Berlekamp del trinomio or.t + b*k + c sobre un

cuerpo de caracterlstica 2 (Teorema (4.3) ) y luego para de-

terminar la paridad de la cantidad de factores irreducibles
que se obtienen aL descomponer este trinomio sobre GF(2m)

(Teorema (4.8)) con lo que obtendremos una generalizacL1n

del corolario de Swan-Berlekamp que sólo trata el caso
nkx-- * x-- + I sobre GF(z) En Ia segunda parte, aplicare-

mos los resultados de i,Jadsworth para dar una demostración

más simple en el caso de automorfismos propios, del Teore-

ma (L.2) del trabajo "Discriminants of Polynomials and Qua-

dratic Forms" de R. Baeza, :u1;j_LLzando la demostración dada

por B. Edwards para el caso 2 + 0 Finalmente, €D eI

Apéndice, definiremos otra discriminante, introducida por

Revoy en "Remarques sur la forme trace" y daremos la demos-

tración de A. I,Jadsworth de la conjetura de Revoy que rela-
ciona ambas discriminantes definidas en el caso 2 : 0

El trabajo se desarrolla como sigue:

En el Capltulo I, párrafo l, definimos desde el punto de

vista galoisiano 1a discriminante usual, para el caso

2 + 0 y la de Berlekamp para el caso 2 - 0 En el segun-

do párrafo se demuestran propiedades de la discriminante

de Berlekamp y se define la resultante de dos polinomios,

como análoga a la resultante en el caso 2 + 0 En el pá-

l.I



rrafo 3 se introducen los resultados de A. Wadsworth que se

utilizan en el párrafo 4, para determinar 1-a paridad de fac-

tores que descomponen el trinomio u*' + b*k + c sobre un

cuerpo de caracterlstica 2.

En el Capftulo 2, párrafo I se introducen algunas nociones

básicas de la Leorfa de formas cuadráticas sobre anillos
semi-locales y se relaciona la discriminante de Berlekamp

con formas cuadráticas, y en el párrafo 2 se dá una demos-

tración más simple del teorema fundamental det trabajo

"Discriminants of Polynomials and of Quadratics Forms" de

R. Baeza. En el Apéndice se introduce una nueva discriminan-

te para el caso '2 - O , definido por Revoy y se demuestra

la relación con la discriminante de Berlekamp.

Agradezco al Dr. Ricardo Baeza el l-raberme permitido desarro-

llar este tema bajo su dirección.
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CAPITULO I. DISCRII'IINANTES DE POLINOMIOS .

§ 1- qgf4r.i."." ge""t"l*

El propósito de este párrafo es dar una definición desde el

punto de vista galoisiano de la discriminante de un polino-

mio separable sobre un cuerpo F que en el caso de

car F I 2 conduce a la definición usual de discriminante

y en el caso car F = 2 se reduce a la discriminante defi-

nida por Berlekamp en ¡eel, La ventaja de este puntr: de

vista es la posibilidad de generalizar el concepto de dis

criminante a polinomios con coeficientes en un anillo cual-

quiera.

Sea F cuerpo cualquiera. Sea f(x) € F[x] un polinomio

separable y consideremos un cuerpo de descomposición de

f (x) sobre F Sea L : F(crl , or) con

f(x) a(x - cI) ... (x - or,) , á € F'k

La extensión LIF es galoisiana y denotaremos por G el

grupo de GaLois de L/F Se sabe que existe una inclusión

G L.---r S'. el grupo de permutaciones de n elementos.n

Sea A_ < S* el subgrupo alternante ynn H:GNA . En se-n

neral se tiene t G : 1{l <. 2 pudiendo suceder el caso

G : H (Ver l. L. más abaj o) . Sea K : Fix(H) tenemos ent-on-

ces !-gKcL y u(:¡'l <2 Laextensión K/F esuna

extensión separable.



2.

(1.l.) Definiciórr: La discriminante de f(x) sobre F es

la extensión K/F Diremos que la discriminante de f(x)

es trivial si K : F es decir G : H En el otro caso

tt< : Fl = 2 y a continuación, €fl este caso, describiremos

la extensión K expllcitamente. Para esto consideremos los

casos car F + 2 y car F : 2 separadamente.

i) CarF*2

Consideremos el elemento:

tlÁ(;. - .,.) c- T,' I )'r<-l

i j r t'

,)

jo a ü Por otro lado como H . Ar. se tjene qLle H cieja

invariante ¿rl eLemento ,5 y luego ü € K Tenemos enton

ces las siguientes equivalencias:

(L.2.) !¡o_gos1c,i-<2¡: L) a ( F sj y sólo si it< , Fl 2

y en este caso I( : F('!) F(/-T)

)) { € F si y sólo si K'- F En este c;lso i1\ ¡- F':¿

Demostración: I) Se tiene '2,: [!'(t,) : !-l < [K , l"] < 2

l,uergo tenemos; i:' + F irnplica IX , lil 2

Ahora result,a f írci1 denostr ar:

Si t GL-----) ,,r, , entonccs ( ) = (:,i',;l ).



J.

Luego si tl( : l'i = 2 entonces existe rJ € G , o q H pero

o (6) : (signo) .,\15 pués o es impar, luego se tiene 6 + F

Por lo tanto tenemos ó # F si y sólo si [« : F] = 2 En

este caso como F(6) c K se tiene F(6) - K

2) Inmediato por (I).

Por Ia proposición anterior, la clase Á e F)r /F*2 caracte-

riza la extensión K/F y coincide con la discriminante

usual de un polinomio. En el futuro, si car F + 2 identi-
ficaremos la discriminante de un polinomio

n
f(x) = a I1 (x - o.) , con la clase de A n (o. - o.)2' l-' ' ]. r].:I T<J

ñ-r- / aen I^/--,_L

En la literatura también se denota por la discriminante de

F al elemento ^2n-2 n (cr, - or)2 . yr' (el coeficiente
itj r J'

2n-2 n
a "' - es un cuadrado, luego no altera la clase en p;< ¡y-:<'7 .

ii) Sea car F 2

Para caracteri-zar la extensión K/F , s€ introduce el grupo

F/p(F) donde )r(F) {*2 * x/x € F} Los elementos de

F/p(F) están en correspondencia biunfvoca con las clases

de isomorffa de extensiones cuadráticas separabl'es. Concre-

tamente, a la clase á e f/, (f) le corresponde la extensión

F (p '(") ) , donde

*2 * x * a

_1
p - (a) es una raíz del polinomio



4.

Cons ideremo s

Entonces

Se tiene

deG

Además H

go g€K

Pero 2<[F(B)

Además se tiene

ahor:a 1os elementos:

A

il : ) ---f-.L}. -r a..r-iJ r J

D(f)

-tr.,'(D(f))

Il:
Ii'j

0,.
]-

0.-T cx.rJ

u. ¡ u.!i.L1'I
---at-------TL

LtL

)
tl . I 0.ü.1t

0,. t cx.rJ

rlej a invariante al elemento p- 1 (o ( f ) )

y nuevamente se tienen las equivalencias:

: ¡l .. IK :

nuev¿]nente,

I-r-rego s i

y sólo
ñl /l
!l

dado (l

t w C't[i\ r'l

si iF(B) :

luego i I{ :

€ G c-----+ S
r)

= 2 existe

Fl >2

Fl 2

, o(B) =

o €G,

cx.cr.l1a -5-=-5 e F
L,Ll-<l 0. + CI,."rJ

B pués se tiene:

cx. )z
,tl+»0,. -r ü.1r- JJ 1<J

,2I ()..lr
i =f__7 _f

i i l"Í t,t.1- tr J

(f .3) !:qpg-g_is._.¡, f) B # F sf y sóto sf tr : l-l 2

En este caso K : F(B) F(F 1(r(f))

2) tj€F siy sólosi K:F Enesrecaso D(f)e p(F)

Demostración; f) BÉF si

además D(f) e F ya que queda fijo bajo la acción

0.Cr.r\-r'l --n-----'=,
L.l 0,. t rl ."r-J

ü.cx. I
+ -+r--rl : o

"; * 
"j-]

Lue-

, ü( (')=

I - sisnob -r 

-T*-

»-



()

L

l

o q Ii y teilemos (,) I + l_ , luego ? q F En es-

Le casc coino I'(;') [ K , s€ tiene ¡'(it) K

'2) Inmedi¿rt,c por (i) .

AnáIogarnen t-e ¿r1 c¿iso c¿ir F T '2 La clase DTf I e F/1.(F)

caracterlrza L¿r cxte¡nsión 1(/ll y crorresponde a la definición

dad;:, por Lle r:ie1..rmp en IBeJZ para la discriminante de un poli-

nomio sobre 1ln cuerpo cle caracterlstica 2. De la mj-sma mane-

Ta identif icaremos Ia discriminante de un pol.inomio
n

f(x) a ii (x .- rr".) con la clase
I1:1

il . iL .

Dfil : -- 
I -J- { F' l}' ( i..r

i] '2 2
-1r- _j

E:*ggplg§, i) Sea f (r) *2 * bx * s € Ft xl separabLe

(a) si car Ir 7 z a(f) l'2 - 4c

(b) Si crár 1-r 2 D(f) = ,,lbt (b + 0 pues f es sepa-

rable).

i j ) f (r) r-j + .*2 + cx -i- ci e E[ x] separable.

(.i) car ¡' I 2 ¿,(f) (bc)r: - u"i - 4]r3c1 * 27ctL + L8bccl

(b) car rr ,-'¿ jr(i) q:-J^"b 1-#
(bc)' - d'

Iin particul¡:i: si

I

iii) r (x) x-' * bx I Lr c til >:] polinornio separabLe
.\ .)

(a) car F * 2 ,\ (f ) -4b- -- '27 c-
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(b)carF-2

Observación:

n/..\ b3 + bc+ cL./\L/ -----T-
C

En el caso car F = 2 , se puede intrr-¡ducir la

discriminante de f(x) , e.d.

Sólo que en este caso, la extensión cu¿rdrática que se obtie-

ne L - F(s) con 62 A(f) es puramente inseparable.

Sean F c L cuerpos, L extensión finita y separable

L : F(0) , c elemento primitivo y f(x) € Flxl polinomio

minimal de 0 Podemos, entonces, generaLLzar la definición

de discriminante de la extensión L/f a través de la dis-

crimin¿lnte del poLinomio minimal de de la siguiente ma-

nera:

(i) Supongamos car F + 2 Entonces la discriminante de

))
L/F , at/r, -,.,\,-^ (ui - uj)'(mod F'k') que es la dis -

l< r-<J <n

criminante de f(x) con ralces 0 - 01, 0, en alguna

clausura algebraica de !-

(ii) Supongamos car F - 2 Entonces la discriminante de

LIF es nuevamente la discriminante de f (*) , e .d.

para 1a discriminante de L/F

dice.

0_.0,
» -"-+ mod p (F )

i<i 0: + 0:
J

Observación: Existe también una definición dada por Revoy

donde car F:2 Verapén-
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Para el caso car F I 2 , bajo las hipótesis anteriores,
existe una relación entre la discriminante de LIF , Or/r.

y La derivada del polinomio que genera la extensión f(x)

(f.4) Proposición_: Sea LIF exrensión finita y separable,

L F(O) con tL : F.l y f(x) el polinomio minimat " ^I U §44 lh Jo',"^ ^l^ d't

de 0 sobre F Entonces: l*;i--w"tl-o''[L(2=o)

aglgslfggig.: Sea F clausura algebr:aica de F y

of (O) , or., (0) los distintos conjugados de 0 en F

Entonces I , 0 , 0t- 1 es base de L/f y

.dl , rr-I.olr (0 ) '

^:,'L/F

Iorr (t¡,-t)ot

fr"

Pués es el cuadrado de un determinante de Vandermonde -

Luego: aLTp(I, 0, ot-l) : .li (o, (r-,) - «¡. (u))
.-ri r J

Por otro lado se Liene:

n
l-(") = I (x - ,(L))

-'-1 !
L-I



B.

y f i.j ando ,, I como

f '(r;)

Luego

1a identidacl, se verif ica:

n
= ti (o - or(o))

L:¿

nn
Nr/F(f '(o)) 

,lt 
oj ilz 

(o - ot(o))

Si l'i-1 amosl .1 , e'ntot-Ict: s ,,,i,, j
ciones except-o : ) eu.rnLlo i

I

s €r t iene

recorre todas las

recorre de 2 a

cronJ uga-

n Luego

r¡-'i'l't - i )

= A .(-11 z-

LIF
Nr/F(f'(o)) = il¡ 

(or(o) - ot(o))

En el caso en que car F - 2 no tenemos una fórmula análo-

ga. Debido a la aditividad de la discriminante (ver 9 2) se

esperarfa que la t'raza de la extensión LIF sirviera Para

expresar la discriminante Dl/f, Los ejemplos calculados

comprueban esta afirmación pero no hemos podido encontrar

una fórmula como en el caso 2 * 0

Para finaLtzar este párrafo daremos un criterio galoisiano

para determinar Ia trivialidad de la discriminante de una

extensión galoisiana L/F (Ver t CPI ) .
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(f .5) Teorema: Sea LIT' extensión galoi sian¡r f inita con

grupodeGalois G, lt'G:n Entonces:

I),,,, es trivi:rl si y sólo si G ( A- s;i y sriLo si G not,/t, " " n

contiene un 2-subgrupo <le Sylow cíclico no trivial.

Demostración: =) )

Consideremos la sucesión exacta:

o ---+ A --, , sign, z /n- -J o
NNZlL

Sea ¡ € G y consideremos la representación regular de o

como permutación. Entonces:

(i) Supongarnos que el orden de o es impar. L¡ego exis-

te deZ con

d2ko* = o-^'o = 1I luego signo = sign 11

), iie tiene () t An

(ii) Supongamos que el orden de o es par. Entonces existe

d e Z, con:

l,d = 1l , d = 2J.m ; m , l(mod 2)

Pero G opera transitivamente e . d. dados o"i , (xj raf ces de

f(x) , el polinomio que genera la extensión, existe 6 e G

L al que 5(,r, ) - ¿.1 .

Luego G no de.j il ningún punto f i¡ o.

) r _/
u' "'

l-/



Ahora sea o = ol, o, descomposición

disjuntos. Entonces se tiene ord(oi)l¿ y

ord (o., ) d p¿rr¿r todo i pues supongamos'r'
para algún j , entonces od dej aría fij o

del ciclo o: Por lo tanto ord(o, ) dJJ
i-1 -,...rL

Como ord(o, ) { (o., ) Se tiene que en laJJ
de o como producto de ciclos disjuntos,

tienenlargo d y como /fG=n , o se

ciclos disjuntos de largo d

r0.

de o en ciclos

más aún

ord(o.) . d
J

a los elementos

para todo

I

descompos ición
todos los ciclos
descompone en 

E

Como

PáT,

un

SC

ciclo de largo par proviene de una permutación im-

tiene:

Por lo tanto G no contiene 2-subgrupos de Sylow

no triviales.
e ) Inmediata por las equivalencias anteriores.

o es par si y sólo si H es par

si y sóIo si 2i es menor que Ia

divide a n

Nota: En este teorema,

si carF{-2 y

carF:2 yaque

idéntica.

si y sólo si +- es par
2J r.

potencia máxima de 2 que

cfclicos

D, ,- denota la discriminante usualL/r
a la discriminante de Berlekamp si
la demostración en ambos casos es
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t-t 2. Propiedades de La discriminante.

En est-e párrafo se estudtarán las propiedades de Ia discri-

minante usual, efl el caso F cuerpo de caracterfstica + 2 y

de la discri.minante de Ber:lekamp en el caso car F = 2

Se introducirá además Ia resultante de dos polinomios que

en ambos casos aparece relacionada con la discrirninante del

producto de lc"rs polinomios y se estucli¿rrán también sus pro-

piedades.

Sea F cuerpos cualquiera, sea f(x) e F[x] polinomio se-

parable y K : F(ü,, ..., or,) un cuerpo de descomposición
n

de f (x) sobre F Sobre F se tiene f (x) a Ii (x - *, )
i:1

A C .F,.

Hagamos, nuevamente, la distinción entre los casos:

(i) carF+2

(2.1 ) Definición: Sea g(x) polinomio separable sobre F

sobre F

1T)

i=l

Se define la resultante de f(x) y g(x) como

, m.rr n m

R(f ,g) = a'''U' il n (c*, - Br)
i:1 i:l r J
I!



t2.

Las siguientes propiedades de la resultante son bien cono-

cidas y se puede consultar Il.al ó [ Vd\^l] para las demostra.-

ciones.

n
(z .2) !_*}pe§.cr.-q" : sean f (x) = a _.1, 

(x - ci_. ) ;

m r- j

g(x) b ti (x - 11;) polinomios separ:ables sobre F Iin-
J=L J

tonces:

r) R(g,f) (-r)*'tR(f,g)

2) Si g (x) f. (x) . q (x) + r (x) enronces

R(í,g) u'-de:'(r(.)).R(f , r)

3) Si f (x) , g (x) tienen factores comunes , entonces

R(f,g) o

4) Sí a, b soll constantes no ambos 0 , entonces

R(a,b) I

5) Si f(x) -JlL(x).fr(x) , cnLonces R(f ,12,r,,)

n(f 
' 

g) .R (t,2,9)

6) Si e(x) L!1(x)S2(") , entonces R(f , eLg) :

- R(f ,gI)n(f ,gZ)

' m Il -/ \ - , 
*

7) R(f,,g) = a"' g(*i) = (-l)*''bt . f(fj)

La siguiente propiedad de R(f,g) será, más adelante, uti-
LLzada con frecuencia de modo que daremos una demostración

de ella.
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(2'3) Igar-qq: : Sea f (x) polinomio mí;nico .separarrle de p,ra-
do n con ;:afces !¿1.-"1, -.., oa, I-nton,ces:

t^ _L)
n.'^_D(f) R(f,f'): (-1) Z ,R(f,,f)

!Cgg" qlg_cio" : por (Z .2)

donde

n
R(f,f ') :,,I., f '(ok)

t\- L

n
f (x) = it (x - o,)

i=I l'

se tiene f'l-) : tr(x):ili:(x-oi)

de modo que:

¡'(uk) = r 
rl¡ 

(ok - oi) : 
| 

(*u - ri)
ilk

Y, por 1o tanto

R(f',1') I (,i,_ - .,.)
iiKL'

ilk

',-''u-'''' 
('k - u')llI 

t i,-, 
(''k - ¿')l

,, (,: I)(_r) . n(t)

usa,do el teorcn.I¿r ¿lnLerior poclenros .,r)contrar l¿¡ sigr.iientc
relación:



(2 .4)

h (x)

'Ieorema :

po I inomicr

Sea ¡:(x) polinomio mónico, sep¿rrable

mónico separable. Entonces:

D (eh) n (e) D (h) t R(h ,s) l2

Se tiene por el teoreüra (?-.3)

(-r) (i+i ) (i+j -r) /2r(et-,) R(sh, (sh) ,)

L4

v

De esto resulta:

R(e,e'Lr * Bh')R(h,hg,' 1- ÍIh')

Denrostr,ación:

donde

l) l, l\

i : deg(e) j : des (h)

'h + h'g)Rloh .r__\t>"tt)

Pero 0. es r aiz de g (x) ,

fl' (,,r)h(g) Luego (2.4.L)

Luego B' (ü) h (ci) + h' (,r) g (a)

es equivalenfe a

+ij+

(- 1 ) 
i (i-1) I 2» (¡¡) R(e, h) ( - 1) i 

jlR(r,, 
h) ( -I) j ( i -t) lZoh

Pero

Por lo tanto:

(ii) EsLudiaremos ahora e1 caso cAr F 2

Sean f (x),g(x) ( It[>:I polinomios rróri j cr¡s sin f actor: común

j (i - 1)
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y separables. Entonces definamos una resultante adit_iva

R(f,g) como un análogc, a la resultante R(f,g) en el caso

car F*2

(2.5) Definición:

separables y sin
i- /--\r\x/ , L'r

L

('2 .6) Observación: ñ(f , g) e

ba j o 1a acc ióil de 1 grupo

cuerpo de descomposición

Podemo s demo s t::a:: ahora

Sean f(x),g(x) € Fl xl polinornios mónicos

f¡ii:tor común. Sean r).ir .r, ralces de

i , raíces de g Entonces se define

cx'
L _0,. + ts.r-,J I J

de

de

F ya que permanece invariante

Galois Ga 1 (L/F) donrle L es

f(x) y e(x)

las siguientes propiedades:

(2.7) Proposición:

t) R(f,g) n'm r

2) Si f (x) f.(x)

Sean f (") , g (x) como en

R (¡, , I ) ; .ll;1¿. I) .rlr L)

.[.-., (*) cn tonces ñ (f , e-)1'

5). Entonces

I (rrod 2)

ñ1r' e) + ñ( f z,s)

(.2

ó

Demostración:

Pero:

cx.
l_

cx. -:f B.r- -l

o1 I
11
TL

*L

(ur-u.) * ot 
,lr(.r.-t.) 

+ * cr IT (u.-8.)
r : t.- I -l'

rfnt-ü.
]- fm+2\'

i,j u.*[3.L-l II
i-i-r-)

(u. - B.)'l J'
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Como

R(f,g) = (rr'1 ?,) r (o. -
' tl1 r

jft
en cada caso

p I / cx.r fl (rr.
JL. ilt l

: J1
JfL

- 
'j) 

+ l'1 
,'rrk", - Bj )

j*ty reemplazando

R(f,g) + 61 .,1:(o,
JTL
t*t

- B.)J' R(f,s) + E2 rlr,", _ uj)
* i*,

R(f,g)

como car

(2)

si o1 ,

son rafces

Entonces

R(f,g)

R(f,g) + B
m ,lr, 

("t - 
'j 

)

+

: n.m + ñ(e, ¡)

tr1r - ¿ comamos n.m(mod 2)

ñ(r, e) ) oi
i, j oi -,- o-i

ok son raÍces de f, (x)
de f^(x)t'

ok+1 , ,a n

nk
)' \'

j=1 i=1

0.
]-

-

u. + ,,r '-j

ñ{r,,e) + ñ{rr,e)

n (}.
)'1 -------

i:k+l ,i * ,rj

lc+»
j=1

R(f , g)



(2.,8) Proposic j-ón: Baj o 1as mismas hipótesis, se tiene :

? arB' (crr) .1, I (*n)
i.c ^\ I l.fK
l. t r \r ,, R(f,e)

.l_ itk

IJenrost::¿,tci-ó¡l: R(f .s) =

(cri-B¡) + ot 
,*,

*cr (a.-8.)' r- )'

t7.

T]

tln
m

separab Le. En

i

ül I
L*L

fL

.f-

0btenemos entonces eI

(2.9) Corolario: Sea

tonces:

if7
.n.a, 

--]

G. - B.r '-l

u., g' (a. ) 11 g (cr,-)r- r kli K

R(f , g)

siguiente corolario:

f (x) e Flxl mónico y

j

ñqr,f'¡ o

üI
)
:1

R(f , g)

g (oU)(o,-Bi) .t:oZ
m
S1 rr/- 1I

:I I

m
tTl
:1 i

(., - P.)'n 1' tt g (cxu)
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I

ñ(r,r,) o

Demostraremos ahora una propie<lad de ñ análoga a (2.4)

que justifica el nombre de resulfante aditiva de dos polino-

mios f (x),g(x) c Fl xl

(2 . l-0) Teorema: Sean f (x) , g (x) € FI x] mónicos , separables

y sin factor común. Entt¡nces

D(f "e) D(f ) + D(e) + tñ G,e)12 + ñ(f ,s)

Demostración: Sean ol, on las rafces de f(x)

81, '.., Bs las ralces de g(x)

Entonces f (x).e(x) (x - cr,l) . (x - urr) (x - Bt) .. (x - B")

se tiene:

: L/- f"('--) : l(,,-)

-Q*,ro§llgtiór: ñ11-,f '¡ í 1 f ilL-''t'
R(f , g)

Pero como car l- 2 tenemos f " (x) 0 , luego

D(f .g) : r '*ittj , + » tstB.i 
, * » 

otlB"

I<i<j<n (ur+s.¡' l<i<j<s (0r+3.¡" (,s o¿*8"

D(r) +D(g) + t+?{,s {. s

Donde cx.f recorre todas las raices de f y Bs todas las
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Iror otra part-cr:

ñrr o) = )'
.l ,s

2
o{-

, * 
,_--_:2(o( + B.j )

... a.\), t) i)

,,- -z , -2(,s (¿ -t- l!.1l

Por lo L¿rnto:

D(f i:) : D(f) -i- D(e) + tñ(r ,s)12 + ñ(f ,s)

Aplicando ahora las propiedades anteriores, tenemos el si

guiente ej emplo:

Sea f(x) rt-rt. F[x] ; g(x) *t - bn e Ftxl car F 2

orI impares. Entonces:

i
ars'(irr) s(au)

17K

doncJe a. sorf Las ra
l_

Se¿r i, raLz il-ésiina

R(f , g)

: ai r ((rk)* - bn)rr|-t
i=0 ' ilk

R(f,i¡)

ices; de f (x)

cle-: l¿r u,ni-dac1 . iintonces scr t i cne:

I]
Lt , -1.\(x - ,, )

i:l
n

-¿l
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Luego:

n-l n-l ,

ñ(r,g)R(f ,g) = "i' (gia) "r- ((qku.)* - b')*(Eiu)*-1
i:0 k:0

kli

: n.m R

n-l
donde h (Y) iL (c

1-- r\t{-- \-,/

n-L n-I j
, L.m ,. ,,-l/..Il ,ITl.nr ) (', a) lL ((q a) - D )

i= 0 k:0
1.J:N7r

n-l n-l 1\' ((rtr)'+ bm + u') it ((Eou)* - b*)
i=0 k:0

kli

n- I n-l n-l n-l
ff \' o/r \ ^(^ \ ..t- 1-il s' lf ,k 'm 'm'

b\*.:/ -, g(ar./ 't D L . ((; a) - D )
i:0 ' k:0 ^ i=0 k/i

kli

(f,g) +

k-Y)

mbmam(n-I)h, I Iql,
llaJ

_n
ru9'

Luego

R(f , g)R(f , g) : R(f ,g)rr.m + *b*r*('

Pero como n.m = l(mod 2) Y m = I(mod 2)

r + bma*(n-I)n'((3)n')

n- r) h, ( (3)r)

R(f , g)
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NIás adelante en g 4 demostraremos que para f , g como en el
ejemplo, R(f ,g) = (-f ) ("k - ¡k)d donde d = mcd(n,m) ;

k = n.m/d Luego utilizando este resuLtado tenemos:

. k ,k.d(a - b )
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§ 3. Relación de la discriminante usual con la discriminan-

te de Berlekamp.

En este párrafo se introducirá una relación, a través de un

homomorfismo, entre la discriminante de un polinomio sobre

un cuerpo cualquiera y la discriminante de Berlekamp para

el caso de caracterlstica 2. Este homomorfismo ha sido in

troducido por: hlads\^Iorth en [\,Jadsl y tiene la ventaja de

permitir estudiar la discriminante de Berlekamp en caracte-

rfsl-ica 2 u partir de La discriminante usual en caracterfs-

fica 0.

Sea F cuerpo de caracterfstica 2

de valuación discreta (Henseliano)

F, carV:0 yuniformizant-e =2

Sea t7:k - V lTV el grupo de unidades de

i( : Quot (V)

V:K''

Entonces existe aniIIo

V con cuerpo residual

(Ver ISe] y lGrl)

Como 2 es uniformizaflte se

,,-'.2K,. pues:

entonces v(i2) : 2 (v(i) )

= O Como (i + D2 = 2L

1a valu¿rción asociada a

tiene, v(2)

v(-r) : 0

se tiene:

V

1I0bservación:

Luego -L #

. .,2Sr -I I

Luego v(i)

l

v(2) +v(i) = I



23.

Luego v(i + f) L/2

Luego -L + R;,2

(3.1) Definición: Sea S :: {(-f)k^Z +4b/keZ, a€V:k, b€V}
eI subgrupo multiplicativo de Vrk de los elementos discri-
minantes de V

Introduciremos ahora un epimorfismo que denotaremos y y

que será eI que relacione la discriminante usual con la dis-
criminante de Berlekamp.

(3.2) Lema: Sea y : S * F/p(F) definido por:

1. ? .. by((-I)Ka- * 4b) 
? 

(mod p(F))

donde 6,á son las clases módulo 2 de á,b en F

Entonces y es epimorfismo de grupos y ker y tvrk2(I + 8V)

Si V es Henseliano, se tiene ker y ¡Vl'Z

Demostración: Demostraremos primero que y está bien defi-
nida.

supongamos (-r)kr2 + 4b = (-r)k'u'2 + 4b' ; k,k' e z, ;

á,á' € Vrk ; b,b' e V

Entonces reduciendo módulo 2

e: á'

Luego

at = a * 2c , a € V
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Entonces:

4(b - b') = t-(-r)k + (-r)k'l12 * (-r)k' 74^. + h.2)

Pero zu2 q 4v , luego:

1, | 1.(-r)K:(-r)K y b' br(ac+"2)

Luego en Irl¡.,(F) : --+ - fll(--t-tl
a't ál

5. [[!l'. tlll :+a- L |.,] l,l] á'

Luego y está bien definida

sean (-t)kr2 + 4b; (-r)k'.'Z + 4b,€ s ; k,k, € z ;

á, á' € Vrk ; b, b' € V Entonces

donde

u')')
_ (-l)"a-b' + (-l)"a'-b * 4bb'

a

l

,t{5}-LI
--T
^rl'
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Por otra part-e:

1- a

Y((-1)or'

66-
-J i 

---T^llLc1 <1

+4b)+

.--2
DA

y ( (-l)k'

*/¡

^'2 + 4b')

y consj-deremos

a

Luego y es homornorf ismo de grupos.

Demostraremos que y es epimorfismo.

Sea ¿€I-/¡:(F) Vtomemos be F con

b (mod p (F') ) a

como b€F, sea ccVprc-inngcnde

el elemento

Entonce s

luego

es decir existe c

Luego b

(-r)k+ 4ce s

y((-t¡k + 4c¡ = c(mod p(F)) = a

es epimorfismo.

Calculemos ahora ker y

Por una parte se tiene claramente ,yr.21l + 8V) c ker y

ahora sin pérdida de generalidad consideremos elementos

(r:I+4b)eSnker

+ 4b) 6 : 0(mod p(F))

eV con 6-:ó2+6 en F

)
c'+c*2denV

Iint onc e s Y( I
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por lo ranro rl * 4b -LI + 4("2 * c * 2d)

Pero

:tl+Bd+4c(c*f)

)1(2c + 1)- 4c- * 4c i- 1

Luego en eI caso: *l + 4b Bd + (f + 2")2 e y,'.211 + BV)

y en eI caso: -l + 4b Bd + 8"2 - (-t -2c)Z . y,'.2 1L + 8v)

Luego ker y yr'.2 il + BV) Si V es henseliano, entonces
')(f + 8V) c V,'.' y por lo tanl-o:

)ker y: tV'k-

tenemos entonces que y induce un ison.orfismo
)y : S/!:k- - F/p(F) que también denotaremos por y.

Consideremos ahora f(t) € F[ t] polinomio separable

E(r) ár-,t'+ *áo,ái.F:v/Zv, án* o

Sea areV representantede ái para 0<i<n y sea

f(t) a-tn+ r ¡ á \71 tl con a*€Vrk pues e + 0n ' oo L v[ n ^ n

Entonces f(t) e V[t] es un levantamiento de E(t) cuya

reducción módulo 2 es f(t)

Demostraremos que el levantamiento f(t) de E(t) es tam

bién separable, y que las raíces de f(t) se reducen módu-

lo 2 a las r¿ef ces de I(t)

Sea K : Quot (V) y sea N el cuerpo de descomposición de
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de f(t) sobre K , €s decir, s€ tiene N - K(ol , *n)
n

donde f (t) ur, .ll, (t - oi) , oI, o., . N
l:I

Demostraremos que *i + oj para todo i,j lo que implica
que f es separable.

Pero para todo i se tiene:

na Cl. + + a = Unao

es decir:

arán , n-I n-I r L --o
ft. * ^' * g-. | ... | 

- 
= 0tala nn

a"a
y con +- f e v pués ,., . v,.

nn

Luego o,.i es entero sobre V pa-ra todo I < i < n Sea
t-

B la cerraclura entera de V en N Se tiene entonces ..-t'

I' n L' n-

Pero Ia valuación v de K se prolonga a N (en forma

única si V es henseliano), definiendo para todo o e N

V(,rr - 
'", lN^, ,,,(,)l l/n

I L\i r( )

donde **i * : N ' i( es 1.a nor-m¿r de i{/K Il esLá conteni-

do en el ¿:nillo cle valu¿rción de v (para todcr v). Se¿l Ñ

n
imagenes de .'i, ..., r).n Como f(t) .', (c - crr) e Bl ti

r=l
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Entonces la reclucción de f ( r) en Ñ es :

n
F(r) :á l. (t - cx.)' n Í=l l-'

Pero E(t) es separable, es decir, s€ tiene % I "* parar-J
todo i- + j . Luego oi + oj para todo L * I Más aún,

se vé que oi , *j es una unid.ad en B todo i + j Por

lo tanto f(t) e V[t] es separable y en consecuencia N/K

es galoisiana.

Ahora el discriminante de f(t) en el sentido usual es:

pués ,t), (ui - *j ) 2 . y',, Luego si alteramos a (f (t) ) por
r-<J

un cuadrado de V'k no cambia la clase

Pero li (cr. * cr. ) € Vrk pués:. '-l J'1<J

Á( r (t) ) mod vry' )
/ V'k-

i) .,1* (u, + or) € V ya que está en K y es entero
r-<J

ii) .il . (o. * ur) + Jl (o. + o.) + 0 luego pertenece a V'k
l-.J 

'J' 
i.j I J'

Es decir: , (o, * o.)2 € V;'2rlr<-l

Alteremos , entonces , La clase mod V'k2 de ¿ (f (t) ) por

1l (cr. + o. ) -2' t- '1'
r<J
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n(f(t)) 1(oi-or)2 r,(o;-r-o.,)'2. v,. )i.j i.j r r Vr'r'

lcr. - a.12u I r Jl
la. * rr.lr<J I r- J)

4s. o. l
I - t -l ,,1(*, + "l')

u.(x.
» J-------:¡ + 4Bl € V>k ¡) ,i<i (o. + ¡x.)' Vrk'r J'

lt
Lrj

tl - 4

BCV

Luego A(f(t))€S ? y además:
V:k-

y(^(f (r)) : , - 
ti:L-, : D(f (r))(*i * %)'

Luego tenernos el siguiente lema:

(3.3) Lema: Si E(t) € Flrl es separable y f(t) e V(r)
es un levantamiento de E(t) cualquiera del mismo grado,

entonces

Y(a(f(t)) = n(E(t))
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En

dcr

a4 4Lf.g"q.rl-e_s de la relación entre La di".-ttlU¡rt!. UqUg!

y fa _{!scrininante de IlerLr-:kamp.

este párrafo estudiaremos algunas aplicaciones de1 méto-

introcluciCo cll ,,3

La primera será calcular la discriminanle de Berlekamp para

un trinomio f (x) ,r' + urk + b e, F[ xl , ff ,k no simultá-

neamente parcs, c¿]r Ir ?- l'a::a esto r-rt.il izaremos el- cá.1 -

culo de la dist:riminante usuaL para un trinomio de esLe tipo

soiri:e LrrI cuerpo cu.¿r lquier;r hcci-lo por Sw¿rn I IlcI , . LJsando esite

resuLt¿rclo estudiaremos la paridad de la c¿lnti ci¿rci de f ¿rc

t.ores irreducib.l es que se obtienen ¿rL descomponer ei t-r:i-no

rnio f (x) sobre cl- (2rI) usando e1 criterio de Sr-ickelberger-

Ilerlekamp (Ver lBel f ).

Demos traremos p.ri mr:ro el

(t' .l ) "Lcma (Sv;ari) : Sea

siguiente Lema:

-l 't- 1,tt 1Ltr(x) x - 'J e ltXló \__/

-m. d- t, ) dondeentonces R(rJ - í.J,

d : mcd(j,k) , rr -

Dernros f r:ación : Sea
f

..-J

j -ésima ralz
.1
tJJ - (x

i-l

de L¿r unidad,

X

j\
d

en tonce s

primi ti.v¿r
1(¡ ,r)')

'i .1()- k.v)

-. 1-
r rY)^

j
L

.1
1:1

Nr r- (r )
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Como ok tiene orden j / a

)ld ki1l (x - u---) = njla - I y además
i:L

R(*j - ej,*k -,k) (-r)jq*dt (Y)jkld - ¡dq

1-r¡ 
j qr* - q*)d

Podemos demostrar ahora el teorema de Swan.

(4.2) Teorema (Swan): Sea n > k > 0 , sea d: mcd(r,k)

n Nd , k : l(d , entonces Ia discriminante del trinomio

*t + ,*k n b o trl x] , F cuerpo cualquiera, está dada por:

Demostración: Si f(x) "t + u*k * b , entonces

¿ (f (x) ) : (-r)n (n-r) /2R(r,*t-lrt"k-t,, (r.) ) (por sz(2.3))

Pero

R(nxn-l + rk*k-t,f(r)) = R(*b-1,f(x)R(n,f(x))R(xn-k * n lak,f(x))

Calculando cada resultante:
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R(r"*k + .*lrk,f(x)) : R(*"*k*.,-lrk,"L(r'-k*r,-ruk; +

doirde

Llt, iIízi"ndo el lenia y poniendo

J:n-k

n) : (N - K)Kd
m -L, -1, .. N-K(t,a (n K - l)
m -L.,Kt, : (_n at()

obtenemos el resultado del teorema.

Consideremosahora f(x) *t+r*k*be r'[ x] , carF=2

separable, es decir, o,k no simultáneamente pares.

Calcularemos la discriminante de Berlekamp D(f(x)) utili-

zando el párrafo § 3.

Sea, como en § 3, V anillo de valuación discreta con

car V : 0, 2V eI ideal maximal y F : V/zV Denotaremos

también por f(x) ** + ,*k , b e V[ x] un levantamiento

de f(r) de V Consideremos separadamente los casos



1a)J

impar y k par; paryk impar y ambos impares:

+lN:2L
K-Zr

Nd

k:Kd

d:2p

I. n

'l-
A

d

2s+1
Lt,

(n, k) +l

Por teorema (4.2) en V se tiene:

¿(f (x)) : tbz|-l,r-,22+ta2(t-r)+r * (n - ,¡2(.1-r)*t(r. rznu2(+Lrd

Pero A(f(x)) se define módulo cuadrados, luego
generalidad, como d es impar, consideremos el

¡(f (x)) : ,52t-1 (n2¿+1b2(t-r)+lo2 (Í-r)+l+(n-t 
¡2(

Si n = tl(mod 4) , r: tl * 4u entonces se obtiene:

n(f (x) ) = -r (bt+ ((-r)*LrL)2 t 4(u(bt+({-r)+-L'L)Z +

* t'2.*l (, - k)2 ( (-r) *L .4r-lJx aLt+T) e s (ver l; 3) .

Aplicando e1 homornorfismo y , introclucido en li 3 se tiene:

r:lesdecirK>2

y(^(f(x)) ü(mod 2)

: sin perder

exponente I

-r)+1 (zr)Zt u2[-+L)

i)

ii)r I esdecir K:2



i (A(f)) = r( bt+(n()2, 4(u(bt+?n()Z +

.2t¿,1. ,,2r-1=2 2t1), D (rr - r() L J

, ZLtZ( _Zt
DTI

:u+
.z------ ,,2r-I-2 2t+ID(n - K) L a

i, ,,
, 1- i L- l_bn

')L,Ll
a

;,,':,
t)

:ü+

34

,Zttl /.t-l 2lr (n - I ) I

nld
,(1

Ll I

. nld-2
I)

F/ p (F)

2-L

') .- 1

2p'rl

l-I. n

k

d

LÓ

2r t-

(n, k)

^tL\l

l\-

d:

n (n- 1)

¡(f(x)) : (-r) -Z 
Lv}t(2")ZLbz({-r)+l - (n-k)2(L-r)+to'2r-1a2()

Como la c1i scrimin¿rn te ,1, (1'(x) ) se def ine módulo cuadrados ,

¿rlterando 1¿r exltresiór-r ¿lnteri oi- Por lr'2 se tiene :
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rr,(f (x)) : tb?-tL,'s2{b2 ((-r)+lkz - bzt (r]-k)2(t-r)u2ru',o (n-k)k

Ahora si (n - k)k = tl(mod 4) , es decir,

v € Z, , s€ tiene:

(n-k)k:tl *4v,

¡(f(x)) : 1 (bt(n-k) l-rur 
^n-¡21r++v; 

+ 4«L-lo2t"2x-bL(1-r)+r,

,t (bt (n-k) l--rur u!'r2 + 4(u'(bt (n-k) 'L-tur 
^'LrZ 

+ 4L-Lo2t

. ,21b2 ( ¿ -r)*t) 
.

> I entonces N > 2 y aplicando

v (n ( f (*) ) l(mod 2)

ii) l= I tenemos N:2 y aplicandoelhomomorfismo

v(¡(f (x)) y(bt(n-k)1-rurr(r2 + 4(v(bt(n-k)L-ruruLr2 *

+ b2t 
"2b2 

( t-r)+f 
. k2)

-2- 3-2rSb

i)

l+

(n-:-p) 2(L-t)¡2r 
12'{-

. 2-kld
f)------T

a

II1.
l-t(-

l-LI-

N 2t +1
K-2r*I
d 2p+ t

2s + I
2rt'L
(n, k)
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A (f (x) ) = 1b2t ¡,n2(+L'o} ({ -r) + (n-k) 2 ([-r) u?r+T u2L+1

=,b2'62,L+Lo2(,{-.r)+11z1s-t))2(!--r)u2r+L^2L+L)

= lbzt n2lb2(x--r)n t 4L-, (s - t)2(l--r)u2r+TuTL+Tbzt

y n tl*4w, w€2,

Entonces:

¿(f(x) = lb2tnLLbT(l--t) t 4fub2rn2'l-OT('L-r) + 4L-t-t("-t¡2('L-r¡,

i) l--T -t>0, €sdecir l--T >1

Entonces Y (¡ (f (x) ) : \'ü(mod 2)

ii) X- - T - I = 0, €s decir L - T : 1

Entonces:

7--.-...-.-...--:\ 2 t+L
v(¡(f (x)) : w + I=fr_tr-

D'

¡w si (s - t) ' 0(mod 2)
I

l
l, z,ftL
l;* !------ si (s - t) r(mod 2)
Ib-

Hemos demostrado entonces :

(4. 3) Ig-q¡g.e: Se¿t f (x) ** +- :r"k 
'- 

1' pollnomio separable

sobre l" , c¿lr F 2 Entonces si d: (n,k) , n: Nd 
'

k =. I(d la discrintin¿rnLe de l3er1ekanrp de t(x) es:
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Si n iurpar, k par

D(f (x)) =

n par, k irnp:rr

D(f(x)) :

si n=-tl(mod8), K>2

si n-i3(mod8), K>2

0

I

n/d
a

;6lTü=2 
si n=rl(mod8), K:2

, rt/d,
r \a )I + -:i¡-ffi;7 si n -' tl (mod B) , K = 2

U

I

si (n - k)k = rl(mod 8), N > 2

si (n - k)k = t3(mod B), N > 2

^l11
l)z-tii cl
,t '2-- si (n - k)k ,i(nrod 8) , N ?.

¿l

? -k /,1b-
¿i
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Si n impar, k impar

n(f(x)) :

Como segunda aplicación del párrafo § 3 determinaremos la pa-

ridad de la cantidad de factores irreducibles que se obtienen

al descomponer el trinomio *t + a*k * b sobre GF (2m) con

lo cual se generaliza el corolario (6.696) de I Bel , que solo

t'rata el trinomio *' + *k * I sobre GF(2)

Para esta apLicación utilizaremos el teorema siguiente que

es la versión en caracterfstica 2 del teorema de Stickelberger
(Ver ¡ nel ,) .

(4.4.) Teorema: Si f(*) es un polinomio de grado m que

es el producto de r polinomios irreducibles y distinfos
sobre GF (2n) , entonces

0 si n=tl(modB), N-6>2

I si n=13(mod8), N-K.>2

0 si (n-k) = O(mod 4) , n = il(mod 8) , N-K : 2

I si (n-k) . 0(mod 4) , n ,3(mod 8) , N-K = 2

aN si (n*k) = l(mod 4) , n : tl(mod 8) , N-K = 2p
N

1+% si (n-k)=l(mod4), n=t3(mod8), N*K=2
1L
D

r = m(mod 2) si y sólo si Tr(D(f (") ) ) 0
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(4.5) l,ema:

y por 1o

rr(D(f))

n-l
Tr(x) ¡ x

i:0

rr(D(f (x))) = r.i?¡., t

'39 
.

I + (o, /cxr)9

^iI

La demostración del teorema (4.4) se basa en los siguientes

lemas:

^ndonde q L

Demos tración : En Lln cuerPo de c¿rracterística dos se tienen:

(f.cx.lt--*=-T
(cy. * cr.)-\ I J'

cr. /a.l' r*----__--_-,
I + (cr./c¿.)-' J r' I * a. /o,.J, I

I
I + (,.,..1,,,.)z'J', L'

tanto

n-I
t

k:0
»

l<i<j <m I + a./cx.Jl

.rk
I + (u. /u.)''J L'

L ,2k_---_---_,1
L + (url ur)'

.k+lt + (ar/ui)'
+ --l

n-l
\- 5'
LL

I.i.j <m k=0

x
l<i< j <m I + o, /cra I + (u,/oi)q

+

I * cx. /cr.
Jr

(4.6) Lema: El teorema (4.4) es cierto si T I
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i
Demostración: Si T = l, f(x) es irreducible y oi : oq

Luego:

Poniendo J j - i se tiene:

m-l m-j I I Irr(D(f)) I : --------+--=--+#i
j=1 i:I I + oq, (qJ -r) I + .*ot*t rqJ -l ) 

J

Siponemos S=ctq, T =m-J tenemos

m-l L *-l a

Tr(D(f)) = I 

-+ 

I -----l-j=l I + *(tJ-r) r:r I + Bq',-q'

m-1

j:r

m-l , m-l oeI

j-l- p * f.qJ 1:1 trg* + i,q'

m

Como Bq = B , tenemos:

nr- I
Tr(D(f)) t l:m-lj:r

en un cuerpo de caracterlstica dos, Luego se cumple el teo*

rema (4.4) .
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(4 .1) Lema: Si l- (x) y g (x) son polinc¡mios relativamente

primos sobre GF(2n) , entonces:

rr(D(fe)) rr(D(f)) * rr(o(e))

Demostración: Sean ol, o. ralces de f(x) y

üm*l , om*k rafces de g(x) , entonces poniendo:

m*k
I »: ) »+ » ¿+ » »

l<i<j<m*k l<i<j<m m*l<i<j<m*k i:l j--m+t

en (4. 5) se obtiene :

mm*klr
rr(D(fe)) Tr(D(f))*Tr(n(e))+ » » [ ' a--:--]

-'-1 'm=I lfu./cr. l*(cr./u.)Yr-r J- J r J L.

Llrego '(4.7 ) es equivalente ai

mk"mk
t\'\-\.\-

LLLL

i:1 m*1 I * o, /cr., i=l i=m*I I + (o, /s-. )QJ J' I'

Obtendremos la igualdad anterior calculando ambos lados y

demostrando que son iguales ai

mk,rl
i:lj:m+lI+"1U",

Como ü-¡r, ü ,, son un sistema completo de conjugados-'m+I m+K

se tiene que ,,f*f , o**t son una permutación de

,lm+l , om*k , luego para todo i se tiene:

krk
yL-\'l
/)L

i=m*l L + o9/o. i:m*l L + a.lu.- J r - -t' r.
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utilizando el misnio argumento para oL, ..., o, se tiene:

mrlr
vL.I

i:It+C[Í/ü? i:rt+"J1",

Esto demuestra el Lema.

Daremos ahora la demostración del teorema (4.4).

Demostración (4.4): Sea f(x) í ,(i)1x) , donde cada
i:l

t(i) 1x) es irreducible sobre GF(2n) Entonces en GF(2)

se tiene:

r
rr(D(f)) = » rr(D(f (i))) por (4.1)i=l

T
; (Des f (i) - I)

i=l

Degf-r

Luego se tiene (4.4) .

iin el caso de caracteristica impar, existe un teorema

(stikerberger) para determinar la paridad de la canti<lad de

factores irreducibles que descomponen a un polinomio f(x)
En este caso se uttl-iza la discriminante usual A(f(x))

Enunciaremos solamente el teorema, para ra demostración ver

I Be] t.
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(4.8) Teorema (Stikelberger)_: Sea potencia de un primo

p + 2 Sea f(x) polinomio mónico de grado m sobre

GF(q) con discriminante A(f) + 0 Sea r el número de

factores irreducibles de f(x) sobre Gf(q) Entonces

r = m(mod 2) si y sólo si A(f ) es un cuadrado en GF(q)

Ve¿rmos ¿thor¿r Lrna ap1-i-cacíón de (4.4) p¿lra cstutlj.¿lr e1 c.lso

de un trinomio:

Sea f (x) ,.t + ,*k * b . cr'(2m)txl polinomio separable

que es un producto de o factores irreducibles sobre GF(2m)

Utilizando (4.4) estudiaremos la paridad de cx Para esto

debemos calcular Tr(D(f)) en los siguientes casos:

r)n impar, par

(i) K>2
(a) Si n = tl (mod B)

Luego cx . m(mod 2)

(b) Si n = 13 (mod 8)

casos siguientes: (f)

D(f (x)) : 0

de modo que resulta: u impar

entonces hay que distinguir los

m par: se tiene D(f(x)) = 0 Io

que implica que cr es impar

m impar: Se tiene O(f(x)) I 0

Luego cx I n(mod 2) , es decir

0, eS par.

(2)

(ii) K-2

(a) Si n = 1l(mod B) , entonces:

ilE
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Tr(D(f(x))) 0 si y sólo si (por reorema 90 de Hilberr)
existe ft € GF (2m) con D (f (x) ) : l:2 + ij

Luego u es impar equivare a {fl¡ 
t/d52 t= p (G!'(2*) )

L)

si y sólo si D (f (x) ) = 0 (mod p (GF (2m) )

(b) n = t3(mod 8) enLonces hay que distinguir los casos:

(f) m es par: estamos entonces en (a)

(2) m es impar utLLLzando el mismo argumento ante-

, rior tenemos:

o es impar si y sólo si Tr(D(f(x))): 0 si y sólo si

1 + <l>"/oo' € ¡: (GF (2*) ) , si y sólo si

D(f(x)) = 0(mod p(cF(2m))

II) m impar, k impar:

(i) N>2

(a) (n - k)k = 1l(mod B)

Tr(D(f (x)) = 0 luego o, = n(mod 2) es decir

0 es par.

(b) (n - k)k = t3(mod 8) Debemos nuevamenre disringuir:
(I) m par: se reduce al caso (a) , €s decir o, es par

(2) m impar: Tr(O(f(x)) L+ 0,esdecir
ir I n(mod 2)

Luego 0 es impar.
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(ii) N:2
(a) (n - k)k - L1(mod B) , ent-onces se tiene

Tr(D(f(x)) : 0 si y sólo si existe y € GF(2m) con

D(f(x)) : ,f^, ,. (90 Hilbert), es decir rr es par si
. 2-k/rt

y sólosi 
'-=- 

.1.r(GI'(2*)) siy sólosi D(f(x)).
¿1

0 (moc1 1: (Gl'( Z") )

(b) (n - k) tt , r 3 (urod B) tenemos, entonces, los casos

siguientes:

(f) m es par: Se reduce al caso (a).

(2) m es impar: Por el mismo argumento, u es par si
'2-1'ldy sólo :;i L + P----- e ¡-,(Gl-(z'n)) si y sólo si

a

D (f (>r) ) ' O (mod ¡: (GF (2') )

III) r) impar, k impier:

(i) N-K>2,entoncessi:

(a) n = t1(mod 8)

'Ir(ll(f(x)) : 0 luego (i m(mod '2) es decir u es impar

(b) n ,. 13(mod 8) Hay que ciistinguir:

( I ) m par : se reduce a (¿r) luego q es impar

(2) m impar. Entonces Tr(D(f (x)) + 0 luego (i es par

(íi) N - K : 2 Tenemos los siguientes casos:
(a) n , I (niod 8) y (n - k) O(nrocl 4)

T:: (D (f (x) ) : 0 luego ii es imp¿rr

(b) n - l3(mod 8) y (r - k) ,0(mod 4) [ntonces hay

que dist j n¡:r.tir:
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(1) m es par: Tr(D(f(")) : 0 Luego o es impar

(2) m es impar: Tr (D (f (x) ) + 0 Luego ü es par .

(c) Si n = 1l(mod B) , (r - k) . l(mod 4) , entonces

por teorema 90 de Hilbert: cr. es impar si y sólo si

Tr(O(f(r)) : 0 si y sólo si exisLe 6 € GF(2n1) con
ao t1LL-l L 4

^ 5 :,\z + 6 € p(GF(2*)) , si y sólo si D(f (x)) 
=

D

= 0 (mod (cF (2m) )

(d) Si n = t3(mod B) y (n - k) = l(mod 4) Entonces

nuevamente debemos distinguir:
2{_+L

(1) m par: D(f (x)) : L17 y se utiliza el mismo argu-
D

mento de (c).

(2) m impar: por el mismo argumento se tiene cI es iP-
zt+t

par si y sólo si L + 9-=- e p(GF(2')) si y sólo
b-

si D (f (x) ) = 0 (mod P (GF (2*) )

Resumiendo esf-os resultados podemos formular, entonces el si-

guiente resultado:

(4.8) Teorema: Sea f (x) *' + a*k * b polinomio separable

que se descompone en 0, factores irreducibles sobre GF(2m)

Sea d - (n,k) ; n : Nd ; k : Kd, entonces cx es par si

y sólo si se ti.ene alguno de los siguientes casos:

I) n impar, k Par:

Si K > 2
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cualquier:a

par

o rn impar

r (moa s) 
; |, 

''l o# q 
¡-, (GF (2*) )

,3(mocr 8) , i*i"'or?u j.,(Grr(2.')) ,Iu]

L 3 (mocl s) 1 + 
loo]"'oo'+ 1: (GIr (2rn) )

1- : -n pa r , F. 1n'l)J r.

'., '2

n t3(mod B) , m impar

c.' w ')Jl 1\ - L ,

n=

II)

Lil

(n

Si N:2

(n - k)k 
=

III) m impar, k impar

SJ N-K>2

n = t3 (mod B) , m impar

ftl(modB), m cualquiera
Ik)k = 
1

li3(mod B) , m par

,2-k/d
13 , 1l(mod B) , \-. p(GF(2m)) , m cualquiera

a

r3(morl s) ,UJ#t.p(GF(2*)), m impar

I
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ao-

(n-k)=

En el teorema anterior, el caso n impar, k impar se pue-

de reducir al caso n impar, k par haciendo el siguiente

cambio de variable:

*' + r*k * b y-tb(yt + a/byt-k + Llb)

I
c1 onde vJy

Se comprueba fácilmente que l-a paridad de la cantidad de

factores irreducibles de yn + u/byt*k + L/A sobre GF(2m)

coincide con lo de ,'+ ,*k * b

De este teorema se obtiene como corolario el resultado de

Berlekamp:

(4.9) Corolario: Si n y k no son simultáneamente pares
l) '

¡ilL(-rilc(r s x 1 :.,tt I i LjrLre urt,:r ciutt-.icl¿rcj i1. , iJ¿)l: .-1 c f¿,rcL,..r-

1-c!; .i-r-rr-.diicibit:s si¡brc Cf (2) si ',' sóLr-r s;i l. lcrro ll¡iuno rlL,'

1c:s; si guiarlri-e:i (t.lsos :

i ) n par:, lt i.ttitr;;r: tl"-l'Z ,, 0 Ó 1 (mod 4)

O(mod 4) , n = t3(mod 8) , m impar

N
l(mod 4), n.1l(modB) ,?rq p(GF(2*)) , mcuaLquiera

b-
N

l(mod 4), n . t3(mod B), q, + p(GF(2*)), m par
b'

N
l(mod 4), n: r3(modB) ,L+r4 ¡:(GF(2*)),mimpar

n-
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2) n impar , k par kl2r. , rr = t3 (mod B)

3) n impar, k par klZn , n = tl(mod 8)

DemosLración: Trataremos sólo los casos n par, k impar

y n impar, k pár, pués si fl,k son impares utilizamos

la reducción (y' + y'-k + r) donde y * que es equiva-

lente al caso (2) .

Como 1 es impar, por teorema (4.8) se tiene: cx es

par si y sólo si:

i) n impar, k par:

(a) K>2 y n.r3(modB)

Pero si K > 2 se tiene k I 2n pues K es pár, es decir

corresponde a las hipótesis del corolario.

(b) ii = ? , )/ 11 l(mod E)

j'i-rr-(r :;i ii ,- .l ('i-r l-ot:tcuri k7/2n L'()11 Io cr.l¡i i rr():l l-e rirrci]-r,lrto:,;

¿,r l. c¿irsi-) (3) ilr.: L coi(-rrLlrrio.

ii) r:) par:, li impar:

(a) (n - k)k, rL(moci 8)

Pero si (n - k)k .- 1t(mod S) se tiene + = 0 ó l(mod 4)

Luego nos reducimos al caso (f).

(b) (n - k)k = 13(mod 8)

Pero si (n - k)k r3(mod B) nos podemos reducir nuevamen-

te aL caso (f).
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A partir de estos casos se puede entonces d¿rr una definición

general del grupo de automorfismos propios:

(1. 10) Definici ón:

o+(lt) 1o c o(M)/c;(m) €.: o+(ttt1¡)) V rn € máx(A)I

0bservación: ol (t'{) . r O(M)

Daremos ¿rhor¿r la últirna clef inición rlerl párrafr::

(f . 1l_) Def inici_ón: Sea (M, q) espacio cuadrático sobr:e 1rn

cuerpo k Sea o : M I M automorfismo' Entonces ó

es una similitud si q(o(x)): Iq(x) , l e k, l se LLa-

ma norila de s imi L i tud de (,

Observación: 0 (M) es el grupo de similifuders de norma : 1.

Enunciaremos ahora Su teorema que servirá posteriormente

para aplicar los resultados de este párrafo: Para la demos-

tración ver I Bal ,.

(L .12) Tgorsrg: Sea (M, q) espaci o cuadrático sobre L1n ani-

llo semi-local A Denotemos pol M La reclr.-icción de l'1

móc1ulo rn € }táx (A) Entonces La apLic:rcién

es eoiyectiv¿l .

r_l[ :o'(M) o'(l"i)r
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l; 2. Discriminantes de formas cuadráticas

En este párrafo apLicaremos los resultados de (L lj 3) y

(II. §f) con el fin de dar una demostración más simple del

teorema L-Z de lBal r-, en el caso de 11nA rotación. Daremos

primero Llna demostración del teorema en el caso de un cuer-

po de caracteristica I 2 (t Edl ) y reducirernos a este caso

la demostración para un cuerpo de caracterfstica 2 Deno-

taremos por A(k) aI grupo ki<lk)<Z si 2 * 0 y k/p(k)
si 2 : 0

Enunciaremos primero eI teorema general:

(2.L) Teorema: Sea (V,q) espacio cuadrático sobre un cuer-

po k Sea o € 0(V) un autom<¡rfismo con polinomio carac-

terfstico P-(x) separable sobre k si 2 + 0 supongamos
ó

n : 2m y o propio. Entonces en A (k) se tiene:

(-r) L

Arfq=D(

(det q) = I (Po (x) )

ro (x) )

al

si

2+0

2:0

Supongamos primero car k * 2 Entonces debemos demostrar

Sea ro (x)

se comprueba

Luego ro (x)

el polinomio característico

fác ilmente que Pu (x) es

es de la forma:

d(q) = (-r)
n (n- 1)---2-.

detq: n (Po (x) )

de o Entonces

simétrico (Ver I Bal r)
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p (x) *n _ n-l ')

o a1r"'+ + uZ*- - arx* I;

donde m = 2m . Dividiendo Po(x) por ,' : *n/2

P(x) t-o\r!'/ ,--m 
- Il l--m-I * I I * _r /_rrffi^

xm 
: t'" * **j - "rl" + -ñ:TJ -i -t (-r) ',

pongamo s z * * l Entonc." 'ot* puede ser escrito como
x

un polinomio irreducible de grado m en z (Ver i Dil ) .

h(z) : ,^ + b.,,*-1 + + b*IM

Sean ol, o* las rafces distintas de h(z) en E ,

clausura algebraica de k

h(z) (z - cxl) .. (z - or)

^: o x: -l se tiene:JI L - -L

es decir

(-Z - ül) .. (-Z - or)

es decir

(-r)*

12 + ,t) Q u ,r) - 2 + 2a, + 2rn,_t f ,,,n

De la misma manera, poniendo z : 2 tenemos

h(2) = f (r)
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v (2 - or) (2 - or) 2 - ZuL + , ".m(-I) a'm

Combinando ambas ecuaciones

))(4-oi) . . (4-crr)- = (2+2a,

UtilLzando el teorema (2.4)
)los polinomios I',,.(x) x'

].

n(Po-(x)).ro.(x)) = @? - Q{"!-r- -J

Pero es fácil demostrar eue:

R(Pci . (r) , P,, . (x) )
rJ

del capftulo I y aplicándolo a

- o.x * I , deducimos:

4)R(Po. (x)
l-

,P,J.
J

de modo que

)((x. - t}. ), r- l'

)
- ol)

)
(x) )

')I (rr. -,i,.)-' ]. 1'
I<J J

n (Pn (x) ) orx * l)

(o2 - 4)'m

(*2 - tx + l)l
m

(4 - "3, (^(h (,)))2

Estudiaremos ahora la expresión de La derecha de (2.f.f).

Por un resultado de Zassenhauss (ver lZ)) se sabe que la nor-

ma espinorial de una rotación cl con polinomio caracteris-
. n n-l[ico x" - ,l*" '+ -arx * 1 es:

Sr.,(o):2+Zar+ )+ 2a- ., -F a-(mod k,'.-)n-L m' (2 .L.2)
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donde '2m Nuevamente por un resuli,-ac1o c1e Zassenhauss

(LZl) se sabe que La norma espinoriaL de -LV es la dei.err-

minante de (V, q ) , os decir :

Snr(-lV) det(q) (2.L.3)

Escribienclcr

un¿l ma triz

t-

Entonces il "i lV polinomi o,-:¡rr:a.ct- eristico cle

en uri:l base conveniente se obtiene para

-al

-t 0

-t 0 0.._...... 0

00
ti L)

010
001

S:

Sea -r Ia rotación dada por la siguiente matrLz con respec-

to a 1a misma base:

-al ^2 -43

0

-L

0

0

y e1

-1t)

't os:

+1n m-lg(x) x + alx -r 2+ a.x + alx
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Luego por (2.L.2):

Sr.,(o) : (2 + 2a, * + ar) (mod k';,2)

Srr('r) : (Z - 2a, * + (-l)marn) (mod k;z)

Luego por (2. f.3) :

det (q) Sn ( - rV)

Luego

m)),a(P,,(x)) (-r)"'(4 - oi) . G - ";)(mod k,.')

n (n- l)
(-1 )mder (q) ( - t) 

--Z-cler 
(q)

Reduciremos ahora, utilizando Ios resultados de los párrafos

! 3, capltulo I y ri 1, c;rpf tulo II el c¿rso cílr lc : 2 , aL

caso car Í'2 Nuestra demostración es solo aplicable a

automorfismos propios .

Supongamos o e O+(V) , ar-ltomorfismo propio. Sea A anillo

de v¿llu¿rción disc.r-et.r, complet-o c:on ctuerpo rr,:siclual k

uniformizarlXe 2 y carA:0 (verI, §3) Llamemos
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q a la forma cuadrática definida sobre V y sea M un

A-módulo libre con climOM : dimnV y tal que M úJAk : V

Sea q forma cr-1adrática definida en M y tal que su reduc-

ción módulo 2 coincide con q Tenemos entonces un módulo

cuadrático (M,q) sobre A cuyo espacio cuadrático reduci-

do es (V, q)

Sea K - Quot (A) y consideremos el espacio cuadrático

(14*, oo) ? (M, q) MKOKA:M

Tomemos ; automorfismo propio de V , o e O-f (V) Enton-

ces aplicando el teorema (f . f 2) se tiene: Existe o € O+(¡,t)

pre-imagen de ; Consideremos o e AutO(M,q) como un au-

tomorfismo oK del espacio cuadrático (M*,Cg) extendien-

do escalares. Sea P - (x) el polinomio caracteristico de(]k

oK sobre K Entonces:

f) P (x) está definida sobre A
oK

2) A(P (x)) € A). /A-,,2 , más aún en € S¡¡-tZ
t)K

Luego aplicando el teorema para el caso car k t 2 se tiene:

, luego:

^(P^ 
(x))

,K

elementos de

A(P (x)) = (-r)
o

(-r) 2 a.t(q*)

Ai< /A)<2

n(n-l)
2

Pero son todos

det (q ) en A'): I Ar<2 pues
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^-,-, ^_,-2 ,,-,-,,,-,_2A:r/A)'r- K)r/K)k' eS inyectivo.

Aplicando el epimorfismo y (ver § 3, capltulo I) se obtie-
ne por lema (f.8), cápftulo II:

(2 .L .4) y (^ (Po (x) ) : Arf (l)

para todo o automorfismo propio.

Pero por lema (3.3) , capftulo I , como P,, (*) es levanta

miento de P_(x) pués o es levantamiento de A se obtie-
o

ne la igualdad (2.L.4). Comparando las igualdades anteriores

se deduce:

D (P_(x) ) : arf (q)
o
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AITENDICE.

En er caso de cuerpos de caracterfstica 2, existe otra dis-
criminante, introducida por Revoy en IRev] para extensiones

finitas y separables que corresponden en el caso 2 + O a

1.r discriminante de la f orma bilincal (x, y) ,, 'Ir (x.y) ,

asociada a una extensión separable L/K

Utilizando algunos resultados anteriores, daremos, eo este

Apéndice, la demostración de l,Jaclsw<>rLh para una conjetura

de Revoy que relaciona la discriminante de Revoy con la dis-
criminante de Berlekamp.

Sea LIF extensión finita y separable, car F 2 Sea

N ra clausura normal de L sobre F sobre L definimos

la función Qr : L - F como' Qr(a) = . --,1, _^ 
-rr(a)'r, (a)- I.i.j.n

donde ri son los distintos F-automorfismos de L en N

Es fácil demostrar que Qr(a) e F para todo a e L Ade-

más se comprueba que Qr es forma cuadrática sobre F con

forma bilineal asociada:

u.r,x,y) Tr(x).Tr(y) - Tr(x.y)

donde Tr : L - l- es Ia traza de Llb-
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Observación: Si tt : Fl es par: entonces tt,Qrl es no

singular.

Si ti, ' Fl es impar, enronces [ (ker Tr) , Qr]

es no singular. (ver t Rel ) .

Definición: Se define la discriminante de Revoy de L/F

como:

pt lp :: Arf (Qr) € F/ P (F)

donde Qr denota la forma (L,Qr) si iL ' F] es par y

( (ker Tr) , Qr) si I l, , Fl es impar. Denotaremos por W

al espacio vectorial de esta forma.

Por otro lado, al polinomio minimal de L/F (separable)

f(x) se le asocia la invariante de Berlekamp:

Sl/r, := D(f(x)) € FIPG)

Wadsworth demostró el siguiente resultado que responde a

una conjetura de Revoy.

Teorema: Sea LIF extensión finita y separable de F

car F 2 Entonces

Bt/F en F/p (F) si IL : Fl = 0 ,L,2 ó 7 (mod E)

Pt/p

Bt/y + I en F/p(F) si tI, , Fl = 3,4,5 ó 6(mod 8)
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Demostración: Utilizaremos el método de levantamiento, in

troducido en § 3 del Capftulo I, para reducirnos al caso de

caracterfstica 0.

Sea N cuerpo de descomposición de f(x) y \, %n
Las ralces de f (x) , f (x) I1 (x - \) en N[ x]

i=I

Sea L : I'"(u) , r¿ una ralz de f Sea V --) F' , como

en § 3, Capftulo I, anillo de valuación discreta , car V - 0,

V l2V = F y F' Quot (V)

Sea g(x) € V[ x] Ievantamiento mónico de f (x) y N' cuer-

po de descomposición de g(x) Tenemos entonces

n
g(r) = tr (r - oi)

i:l

cr: raf ces de g en N'-'t

Entonces N' tiene valuación discreta, que extiende la de

F' y se tiene, oi -t=5 ", 
Sea L' = F' (a) con

red
11 ** o, Sea B anillo de valuación de N' Tenemos

entonces eI siguiente diagrama.

'l'll
lll

L' F'(cr) B n L' : VL ------r) T- : F(;)

Nlr

,f

F'
1t
v -----+) F



oó.

Se tiene que L' F(o) está definido por el polinomio

g(t) y la discriminante de L' lF ' es:

a¡ r 
7p 

, = det (Q) (mod F ' '''2 )

Donde a : L' - F' es la forma cuadrática Q(x) *. ,tr, ¡p, 
(xZ)

con forma bilineal simétrica asociado nO(x,l) : TrL,7p, (x.Y)

Sea W : Vl si tI- ' !-l es par y l{ : Vr, n lker Tr¡,7p,1

si tL ' Fl es impar. W es V-módulo libre con W O F : W

y donde está definida la forma cuadrática siguiente:

Qf(x) it(x)Li(x)
- I<_l<J <n

t (Trl, /F, (r) ) 
1l - 't.1,, 

7p, 
(*2) |

Observación, q : Qr y BO-, (x,y) TrL,/T-, (x)'Trt,, 
lo, 

(v)

- Tr (x.y)

', ,.,-,-Z - ñ I -t tTt -,-Zuomo v,'i v | " /r " entonces, extendiendo escalares,

podemos, sin restricción, considerar a ai y a como far'

mas en WF' y L' respecLivamente '

Supongamos que n es par. Entonces W = Vi, y por 1o tanto

\nlF' : L' Sea Lo = ker (Tr) entonces la descomposición

L' li' 0 T, es una surna ortogonal para Q'- es a- --o - --c' ' tr

Más aún, sobrc L., Qr coinc j-de con -a 'Ienemos enton

- r -,- ,.. r -'-2ces en I "/¡'

1I

/_

det al = (det a) Ar ' /6., /n'llo (del Q/F') 
Ir t L



l.,ue g,ct en
)

ñl-t- /F'):{f!-')k- , como det

det al- @2 - n).de"T

2 -n,setiene

)
) : (n- - n)det(-Q

a;l-itr

t (0'"r
L

SJ

- (n2

es impar, entonces

n)A¡,7p, (f,n

I,,JF' : L^ Luegon

_ n)A¡,7F,

en p, -;t f p, t<Z

L

n l\L, 
¡T,i 

,

introducido eri §3, Capf.tulo I

se tiene:

y(f - n) + y(AL,7p,)

v(n) + Y (Ar' ¡v')

y(r*n)+f,r/u S]. pár

pt/r : : Arf(Qr) : y(det a;)

det(Q') : ciet(-Q

(ot' 
/p

epimorfismo y

(3.3) y (II; (r.7
Aplicando el

y los lemas

Claramente y (k)

y dependiendo de

impar, entonces:

v (n) + Bt/F es i-mpar

está definida para todo entero

Las clases módulo B pués; Sup k

impar k

e-.ntero

s .1_

60



Si

Si

10.

k:2r- +1 , t€2.

Si t : O(mod 2), k:4s + I , s e Z,

Luego, y(k) = y(l + 4s¡ = s(mod 2) :

s - O(mod 2) , entonces k = l(mod B)

s - l(mod 2) , entonces k = 5(mod 8)

Si t -' l(mod 2), k: 4t + 3

-l + 4(t + t)

l.uc¡r,o : ,u (1t ) .., ( i 1l-1 ) (ruocl ¿)

Si t 0(mod 2) k -1 (mod 8)

Si t 1(nocl 2) , l( 7(mod 8)

Luego sóLo dependr.: de las clases módulo B Plhs aún, tcrnc¡1os :

y(7) y(I) 0 y y(3) y(5) = l

Luego se tiene r.r1 teorema.
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CAPITULO ]-1 DI SCIlJ.MINAT.ITU 1]E I,'ORI'{AS CUADP¿.I' ICAS

ir 1. Relaciones entre la discriminanLe de Berlekamp y f ormas

cuadráticas.

En esLe párraf.c: se introducirán algunas nociones básicas de

la teorla de formas cuadráticas sobre anillos semi-locales

que servirán PaTa demostrar una relación entre la discrimi-

nante de Berlekamp y la invariante de Arf de una forma cua-

drática. Esta relación servirá posteriormente, €D 9 2 para

dar una demostración más elemental de-l resultado del traba-

jo Discriminants of Polynomials and Quadratic Forms LBal,

para el caso car k = 2

(f.f) Definición: Sea A un anillo conmutativo con l,

M A-módulo proyectivo finitamenCe generado. Una forma bili-

neal B : M x lul * A se dice simétrica si B(x,y) = B(y,x)

para todo x,y € M

Sea (M,B) módulo bilineal sobre

define :

A Paratodo xeM se

d, (x) (v) B (x, y) para todo

dg: M-Hom(M,A)

singular si db es

du (x) € Hom (M, A) poniendo :

y€M

Luego tenemos una aplicación A-lineal

El módulo bilineal (M,B) se llama no



un isomorfismo,

Observación: Sea M :

mensión n , B

ces la forma 1l

8.. B(e_.,e,)rJ I' J

0 Ae A-módulo libre de di-n

s imétrica sobre Nt Enton-

por la matriz (8. , ) donde' rJ'

51.

(M, b) A-módulo bili

de (M, B) módulo m ,

(M(m),B(m)) , donde

A/m está definida por

Ae, 0

forma bilineal

está definida

El módulo bilineal (M, B) es no singular si det (Urj ) € A,'.

(L2) Definición: Sea m e máx(A) ,

neal, entonces se define la

como la forma bilineal sobre

LI(m) : M/*r,r y B(m) : M(m)

B(m) (i,i) = t{"J) para toclo x,Y € M(m)

M A-módulo proyectivo finitamente

forma cuadrá[ica en

reducción

A/m ,

* M(m) -)

(f.3) Definición_: Sea

generado. Se define una

aplicación: q : Iul - A

M como una

propiedades:

leA

q (y) def ine una

con las siguientes

I2q(r) Vx€M,

q(x + y) - q(x)

M-A

(1)

(2)

forma

q(^x)

BO (x, v)

bilineal UO : M

El par (N1,q) se llama mó4,4.9 cuadrático sobre A y

(M,B^) es el módulo bilineal asociado. Si (M,B^) es noq' q

singular, ent<>nces (M, q) se l1ama no singular o espacig

cuadrático.

Análogamente ¿rl caso bilineal, se define pa-ra ni c Máx(A)
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la r:educción (I1(m) , q (rn) ) c1e un móduio cuadrático.

(1.4) l-fqp!§:.gLqri: Para todo móduio cuadrático son equiva

lentes:

( f ) (M, q) es no sin¡¿uLar.

(2) (II(m) , q (m) ) es no singular para todo

(r .5) Observación: Si car A : 2 se tiene

2q (x,x) 0 pat.a toda forma r-:u¿rdi:ática

es alternada.

:li q es no tlcgencr-ac.l¿r se

base simpléctica *l,

i1O (x' x, ) 0 : ll' (l' Vr )

i¡ € Máx (A)

B (x, x)
C]

q lr.reso b
q

t.iene dim ll'l es par y l'{ [iene

"u , Y1, , Ye es decir:

para rodo i,j , nO(xi,yj) : 
ij

V F-espacio vectorial, supongamos

cuadrática no degenerada sobre V

.., y"] base simpléctica de V Se

Arf de q en F/ ¡., (F) cono 
'

(f,6) Definición: Sea

car(f) : 2 y q forma

q-', \- \/^L' .'e 'r I'
define 1a invari-anLe de

Arf (q) q(xi)t(:ri) (mod p(F))

Esro es una invariante de (Lt,q) , es decir si {xi,li} es

otra base simpléc Iica c]e (M, q) , entonces Xq (xi) O (f r)
- rq(xr)C(vi) mod p(P) Para Ia demostración ver IBal r.

T-a invariante de Arf de una forma cuadrática sobre un cuer-

po de característica 2 se puede reducir al cálcr.rlo de La

e

i:1
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discriminante usual de una forma cuadrática sobre un cuerpo

de característica 0 usando el método introducido en (I, q 3)

de la siguiente manera:

Sea F cuerpo, car (F) = 2 Sea V , como en (I, § 3) ,

anillo de valuación discreLa, con cuerpo residual F , uni-

formizante 2 y carV:0

Sea M un V-módulo libre de rango m < c. Sea q : M -: V

forma cuadrática sobre M y sea M = M/2M un F-espacio

vectorial y A , M - F la forma cuadrática reducida. La

determinante deL espacio cuadrático (M, q) sobr:e V está
.) 

,,,.,.'ldef inida como la clase det (BO(er, e, ) mod V'''- en \/rrlV).--

donde {e1, ".r} 
es una base cualquiera de M sobre

V Esta clase se deno[a por det(q) Se comprueba que
))

det (q) € S/yr'.- V:. lV-;,- (ver demostración (f "7) ) .

El siguiente

la invariante

tica I,,
I

de ;.,t1-"

es base

\7.., ,,erJl

enM,

M con

, , l ĉ

:-1I - I'

IJ (x..x.)q'L' J'

resultado de lJadsworth relaciona det (q) con

de Arf de (M,l)

detq€S/Y't y(r 7) Lema:

(ciet- q) : Arf (l)

Demostración: Como E es no degenerada, existe base simpléc-

e

Tomemos pre-imágenes

. Entonces {*l,yl,

B (v,,y.) € 2V yq'" L" J',

x. .v.L"L
\7' e'e

'i

i
de
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,O(*, , ,j) € utj + 2v Para todo i,j

Usando Lécnicas de ortogonaLvzacíón, podemos encontrar

*i,yi *á,yá con xi = *i(mod 2M) , yi = Yi(mod 2l'l) ,

ro(x'vi)= I paratodo i ysi i+i,Bq(xi,xr):

Bo (r' v, ) no (xt, v¡ ) o

La matri, Bq reLativa a la base "i,Vi , *",yá es en

bloques diagonales conel i-ésimo bloque de Ia forma:

e,)
Se obriene, entonces, det q 

_.,t., 
a(q(xi)O(vt) - f) € S/V't-

I_I

y aplicando el homomorfismo Y introducido en (1, E 3) te-

nemos:

e

r (det q) y(4(q(xi)t(xi) - I)
i:l

e

E(rlrcp
].: I

e \ - /- \L q(x..) q(v.)
r t " l-'r:I

: arf (q)

[2q ("] ) I

I t 
' 

,o,ri,



Inrroduciremos airora oLra definición relaIiva a f.ormas cua-

dráticas:

Def inj-cií¡n: Sea (M, q)\ 1-. ó/

anil lo

L'i:M

A Un ¿rutomo.ri, ismo i'j

NI t-¿il que q (o (x) )

esprrci-o cuadrát.ir:o sobrc: un

de (l't,q) es un isomor:fisno

q(x) V x r= l'1

Denotaremos ¡,r i ¡lrLlpo rJe ar:L omorf i suios c1e (t'1, q ) por fl (i'l)

Este gr:upo se llama el &rupo ortogqn_al de (lt,q)

Se¿r (M, q) espaci o cuaclrático sobre un anil lo senliloc¿rI A

Para r.r € 0(l'1) 11enr.;temos por o(rn) la reducción móclulo

m Máx(A) A c-onl-jnuación definjremos el grqpo {S__gg!p¡p:-

I_.qgu!_p:op_to¡ .f u (lt,q) , Ol (lf) Con este f in, rer:ordare-

inos las def rniciones de O+ par:a espacios cuaCrá ti cos so

bre ctlerpos, considerando las reducciones de (lyf, q) móciuio

los i deales ni¡rrimaLes de A , tenerios Ios ci:rsos: liea

m i. I1áx (A)

i) car (A/n) + 2 Entc¡nces pera todo ri (rn) € 0 (M (,i) )

I det o)2 = I es decir det

O+(lt(r)) {c¡(m) e 0(M(m))/c1eto r}

car (A/m) 2 Entonces deto I para todo s e 0 (M)

go el determinanLe no es una invariante importante pa'ra

En este caso qe introduce una nueva invariante que se

ine de la siguiente manera.:

v

ii)

Lue

o

def

trtr)).
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El espacio (M(m),q(m)) tiene base tel, "r,,fl , frr]

con: q("i) : .i , q(fi) bi , (erf1) 1 y

M(m) = (el,fl)1 1 (err,f ) donde (e.,f.) [a.brl

Entonces todo c¡ (m) e 0 (M(m) ) se def ine por:

n
o(m)(f.) = » (6..e. + 6..f.)a' ._l rJ J rJ J'

J
,.

con cr. 6. . e A/mrJ. TJ

Definimos entonces:

(f.9) Definición:

í.i "j*ij'ij "ij'ij ij"ij,
-,J

Este elemento de A/m es una invariante, es decir, indepen-

diente de Ia base te., f . ) y para todo o e O(M(m)) se

tiene:

1
D( r)' + D(u) 0

l,uego D(o) 0 ó l

Ent onc e s


