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INTRODUCCION.

En el trabajo "An Analog to the Discriminant over fields

of Characteristic two', E.R. Berlekamp introduce una nueva
invariante para extensiones finitas y separables, L/F don-
de F es un cuerpo de caracteristica 2 . Esta invariante
que se define a partir del polinomio que genera la extensién,
resulta tener la propiedad galoisiana de la discriminante

de extensiones finitas y separables definida para el caso

en que la caracteristica de F es distinta de dos, es de-
cir, si FcL , L finita y separable, car F # 2

L =F() y G= Gal(N/F) donde N es cerradura normal de L/F
entonces considerando G “—— Sn g Sn el grupo simétrico,
la discriminante de L/F , AL/F tiene la propiedad galoi-
siana siguiente F( VFAZ7;) = Fix(G N An) donde An denota
al grupo alternante, la cual en el caso 2 = 0 se cumple
para la invariante de Berlekamp, es decir, esta invariante

es un andlogo de la discriminante usual para el caso 2 = 0

En su trabajo, Berlekamp solo introduce esta discriminante.
Nuestro propbésito es estudiar la discriminante de Berlekamp,
encontrar propiedades andlogas a las de la discriminante
usual y aplicarlas en algunos resultados, especialmente en

los obtenidos por A. Wadsworth en su trabajo ''Discriminants



in characteristic 2", que servird para calcular la discrimi-
nante de Berlekamp del trinomio ax' + bxk + ¢ sobre un
cuerpo de caracteristica 2 (Teorema (4.3)) y luego para de-
terminar la paridad de la cantidad de factores irreducibles
que se obtienen al descomponer este trinomio sobre GF (2™
(Teorema (4.8)) con lo que obtendremos una generalizacién
del corolario de Swan-Berlekamp que sélo trata el caso

Xk xk + 1 sobre GF(2) . En la segunda parte, aplicare-
mos los resultados de Wadsworth para dar una demostracién
més simple en el caso de automorfismos propios, del Teore-
ma (1.2) del trabajo "Discriminants of Polynomials and Qua-
dratic Forms' de R. Baeza, utilizando la demostracién dada
por B. Edwards para el caso 2 # 0 . Finalmente, en el
Apéndice, definiremos otra discriminante, introducida por
Revoy en '""Remarques sur la forme trace'" y daremos la demos-

tracién de A. Wadsworth de la conjetura de Revoy que rela-

ciona ambas discriminantes definidas en el caso 2 = 0
El trabajo se desarrolla como sigue:

En el Capitulo I, parrafo 1, definimos desde el punto de
vista galoisiano la discriminante usual, para el caso

2 # 0 vy la de Berlekamp para el caso 2 = 0 . En el segun-
do parrafo se demuestran propiedades de la discriminante

de Berlekamp y se define la resultante de dos polinomios,

como anédloga a la resultante en el caso 2 # 0 . En el péa-

il



rrafo 3 se introducen los resultados de A. Wadsworth que se

utilizan en el pérrafo 4, para determinar la paridad de fac-
: ; n

tores que descomponen el trinomio ax + bxk + € sobre un

cuerpo de caracteristica 2.

En el Capitulo 2, pé4rrafo 1 se introducen algunas nociones
basicas de la teorfa de formas cuadrdticas sobre anillos
semi-locales y se relaciona la discriminante de Berlekamp
con formas cuadraticas, y en el parrafo 2 se did una demos-
tracién mds simple del teorema fundamental del trabajo
"Discriminants of Polynomials and of Quadratics Forms' de

R. Baeza. En el Apéndice se introduce una nueva discriminan-
te para el caso 2 = 0 , definido por Revoy y se demuestra

la relacién con la discriminante de Berlekamp.

Agradezco al Dr. Ricardo Baeza el haberme permitido desarro-

llar este tema bajo su direccién.
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CAPITULO I. DISCRIMINANTES DE POLINOMIOS.

§ 1. Definiciones generales.

El propésito de este parrafo es dar una definicidén desde el
punto de vista galoisiano de la discriminante de un polino-
mio separable sobre un cuerpo F que en el caso de

car F # 2 conduce a la definicidén usual de discriminante

y en el caso car F = 2 se reduce a la discriminante defi-

nida por Berlekamp en [ Be], La ventaja de este punto de

>
vista es la posibilidad de generalizar el concepto de dis -
criminante a polinomios con coeficientes en un anillo cual-

quiera.

Sea F cuerpo cualquiera. Sea f(x) € F[x] un polinomio
separable y consideremos un cuerpo de descomposicién de
f(x) sobre F . Sea L = F(al, ‘i 5 an) con

f(x) = a(x - al) oo (x - an) , a € F*

La extensién L/F es galoisiana y denotaremos por G el

grupo de Galois de L/F . Se sabe que existe una inclusién

Ge——>r Sn el grupo de permutaciones de n elementos.

Sea An-a S, el subgrupo alternante y H = G n An . En ge-~
neral se tiene |G : H] < 2 pudiendo suceder el caso

G=H ((Ver 1.1. mads abajo). Sea K = Fix(H) tenemos enton-
ces FCKcL y [K:F] <2 . La extensién K/F es una

extensién separable.



(1.1.) Definicién:

la extensién K/F

K es decir

es trivial si

[ K Fl Y a continuacidn,

}7
K

# 2

la extensidn explicitamente.

casos car F y car F = 2

i) Car F # 2

Consideremos el elemento:

Entonces
1<]

A

jo a SZ Por otro lado como H

invariante al elemento §

ces las siguientes equivalencias:

La discriminante de
Diremos que la discriminante de
G

en este caso,

y luego

f(x) sobre F es

f(x)
= H En el otro caso

describiremos

Para esto consideremos 1los

separadamente.

G deja fi-

< A
n

S

se tiene H deja

que

e K

Tenemos enton

(1.2.) Proposicién: 1) & ¢ F si y sélo si [K Fl = 2
y en este caso K=F@) = FWW D

2) § €F siy sblosi K=TF En este caso A € F*Z
Demostracién: 1) Se tiene 2 < [F(¢§) F] < [K Ff = 2
Luego tenemos § ¢ F implica [K Fl = 2

Ahora resulta facil demostrar:

Si o € Ge—— Sn , entonces o¢(§) = (sign o) -6



Luego si |K : F|] = 2 entonces existe ¢ € G, o ¢ H pero
o(8) :(signo)~*¢5 pués o es impar, luego se tiene &§ ¢ F
Por lo tanto tenemos & ¢ F si y sélo si [K : F] =2 . En
este caso como F(§) € K se tiene F(§) = K

2) Inmediato por (1l).

" T : - 0 )
Por la proposicién anterior, la clase A € F*/F* caracte-
riza la extensién K/F y coincide con la discriminante
usual de un polinomio. En el futuro, si car F # 2 identi-

ficaremos la discriminante de un polinomio
n

f(x) =a 1T (x - ai) , con la clase de A = 1 (o, - uj)

i=1 i<j

en F*/p.2

En la literatura también se denota por la discriminante de
2n-2 2

F al elemento a Il (@i - a.) € F* (el coeficiente
i<]j
2n-2 o
a es un cuadrado, luego no altera la clase en F*/F*7).
ii) Sea car F = 2
Para caracterizar la extensién K/F , se introduce el grupo
F/p(F) donde p(F, = {x2 + x/x € F} . Los elementos de

F/p(F) estan en correspondencia biunivoca con las clases

de isomorfia de extensiones cuadrdticas separables. Concre-
tamente, a la clase a € F/p(F) 1le corresponde la extensién
F(p_l(a)) , donde p‘l(a) es una rafiz del polinomio

x2 X a



Consideremos ahora los elementos:

N

D(f) 2 -__£_17 € F
: i<]j oy + aj

Entonces p—l(D(f)) = R pPués se tiene:
o 2 o . oL 0.
5 - 1 + 3z - + .7 L =
R T .. oo, + oo o B L)
1€ 1 JJ 1<] 1 ] 1< ai + aj
ai u% + aiaj aiaj

= > =

e R e Rl e P St
N 5 i oy o oy uj

Se tiene ademds D(f) € F ya que queda fijo bajo la accién

de G

Ademé&s H deja invariante al elemento p_l(D(f)) = g . Lue-

go B € K y nuevamente se tienen las equivalencias:

(1.3) Proposicién: 1) B &€ F si y sélo sf [K : F] = 2

En este caso K = F(R) = F(p_l(D(f))

2) BE€F siy s6losi K=F . En este caso D(f) € p (F)

Demostracién: 1) B ¢ F si y s6lo si [F(B) : F] > 2

Perp 2 2 [F(R) ; F]l < IK «+ Fl =2 luegs [K : Fl = 2
Ademéds se tiene nuevamente, dado o € G «—- Sn , o(R) =

gk l__—_;_lg,@\_ . Luego si [K : F] = 2 existe o € G

)



o ¢ H y tenemos o(B) = g + 1 luego B ¢ F . En es-

>

te caso como F(B) € K , se tiene F(B) = K
2) Inmediato por (1).

Anédlogamente al caso car F # 2 1la clase D(f) € F/p(F)

caracteriza la extensién K/F vy corresponde a la definicién
dada por Berlekamp en [Be%zpara la discriminante de un poli-
nomio sobre un cuerpo de caracteristica 2. De la misma mane-

ra identificaremos la discriminante de un polinomio

n
f(x) = a 0 (x - ui) con la clase
i=1

BCE) = Z ———L—:%_z— € F/p(F)

Ejemplos: i) Sea f(x) = x2 + bx + ¢ € F[x] separable

(a) Si car F # 2 A(E) = b2 - 4c
(b) Si car F = 2 D(f) = c/b2 (b # 0 pues f es sepa-
rable) .
el 3 2 , L _
ii) f(x) = x~ + bx” + cx + d € F[x] separable.
" - o 2 .3 3 2 ;
(a) car F # 2 A(E) = (be)™ - 4e” - 4b7d - 274d° + 18bed
3 ,
(b) car F = 2 mEy = &L BN O
(be)® - d
En particular si
iii) f(x) = x3 + bx + ¢ € F[x] polinomio separable
3 2

(a) car F ¢ 2 A(E) = -4b7 - 27 ¢



3 + bc+ ¢

(b) car F = 2 ) S

&
Observacién: En el caso car F = 2 |, se puede introducir la
discriminante de f(x) , e.d. D(f(x)) = 1 (ui - q.)z

i<] J

S6lo que en este caso, la extensidén cuadrdtica que se obtie-
ne L = F(§) con 62 = A(f) es puramente inseparable.
Sean F C L cuerpos, L extensién finita y separable
L =F(s) , 0 elemento primitivo y £(x) € F[x] polinomio
minimal de 6 . Podemos, entonces, generalizar la definicién

de discriminante de la extensidén L/F a través de la dis-

criminante del polinomio minimal de 6 de la siguiente ma-

nera:
(i) Supongamos car F # 2 . Entonces la discriminante de
LIF . A e Il (Bs = 6.)2(mod F*z) que es la dis -
: L/F - l<ici< 1 ]
_ﬁ_l\\] _\_H
criminante de f(x) con raices 6§ = 61, R Gr en alguna
clausura algebraica de F
(ii) Supongamos car F = 2 . Entonces la discriminante de
L/F es nuevamente la discriminante de £(x) , e.d.
Oin
D = X ————% mod p(F)
LIF " 5c5 of + e?

Observacién: Existe también una definicién dada por Revoy

para la discriminante de L/F donde car F = 2 . Ver apén-

dice.



Para el caso car F # 2 , bajo las hipétesis anteriores,
existe una relacién entre la discriminante de L/F |, AL/F

y la derivada del polinomio que genera la extensién f(x)

(1.4) Proposicién: Sea L/F extensién finita y separable,

L =F(®) con [L :Fl =n y £(x) el polinomio minimal i
L St L _{ ot dles A

de 8 sobre F . Entonces: 'L”@5~““&ﬂ“m¥u(?zo)

el Lo AAtem s

q’{—{—"%:” Jvoﬂ/uv\.k’l/{!/" oLr./Q_ 4—\ F K
Apsp = Npjp(E (0 (j\J Y 4) = “‘H%Cgﬂ

Demostracién: Sea F clausura algebraica de F vy

ol(e), Ty On(9> los distintos conjugados de 6 en F
Entonces 1, o, ..., en—l es base de L/F vy
) 1 0412
R "1y 1
Ny jpm = . . =1 [ (0.(8) - 0.(0))
L/F 5 s
/ : : i#j 1 J
o g
e iy B

Luego: AL/F(l, B oy on_l) = ] (oi(O) - 0.¢9))
Por otro lado se tiene:
n
f(x) = [l (x - oi(0>)



y fijando o, como la identidad, se verifica:

n
£'(e) = 1 (6 - 0,(0))
. i
i=2
n n
Luego NL/F<f (6)) = E o. E (6 - Oi(e))
j=1 i=2
= i 0.(8) - 0.0.(0)
R CRIEO)
281<n
Si fijamos j , entonces G0y | retpTER todas las conjuga-
ciones excepto Ag s cuando 1 recorre de 2 a n . Luego
se tiene
wfust)
Ny p(E7(8)) = T (0,(8) - 0,(8)) = & =1 *
i4]j J L/F
En el caso en que car F = 2 no tenemos una férmula andlo-

ga. Debido a la aditividad de la discriminante (ver § 2) se
esperaria que la traza de la extensién L/F sirviera para
expresar la discriminante DL/F . Los ejemplos calculados
comprueban esta afirmacién pero no hemos podido encontrar

una férmula como en el caso 2 # O

Para finalizar este parrafo daremos un criterio galoisiano
para determinar la trivialidad de la discriminante de una

extensién galoisiana L/F . (Ver [CP]).



(1.5) Teorema: Sea L/F extensidén galoisiana finita con

grupo de Galois G , #G = n . Entonces:

DI/F es trivial si y s6lo si G C An gl v s6le 81 G no

contiene un 2-subgrupo de Sylow ciclico no trivial.

Demostracién: = )

Consideremos la sucesidn exacta:
Sign
0 — A — s —xBL, 7/ =iy A
n n 27

Sea o € G y consideremos la representacién regular de o
como permutacidén. Entonces:

(i) Supongamos que el orden de ¢ es impar. Luego exis-
te d &€ Z con

o = ¢ o=1 1luego signo = sign 1l

y se tiene o0 € A

(ii) Supongamos que el orden de o es par. Entonces existe

d e Z con:
o =3 . 4= Py om = Lined 2)

Pero G opera transitivamente e.d. dados ui,uj rafices de
f(x) , el polinomio que genera la extensidén, existe ¢ € G
tal que (S((,x.l) = W

J
Luego G no deja ningtn punto fijo.



iizs

Ahora sea o = 01, -+-» O descomposicién de o en ciclos

disjuntos. Entonces se tiene ord(gi)ld y mls adn

ord(oi) = d para todo 1 pues supongamos ord(oj) < d
para algtn j , entonces Gd dejaria fijo a los elementos
del ciclo o. . Por lo tanto ord(oj) = d para todo

j =1, ; I

Como ord(oj) = E(oj) . Se tiene que en la descomposicién

de o como producto de ciclos disjuntos, todos los ciclos
tienen largo d y como #G =n , o se descompone en 3

ciclos disjuntos de largo d

Como un ciclo de largo par proviene de una permutacién im-

par, se tiene:

o es par si y sélo si g es par si y sélo si e par
si y s6lo si 23 es menor que la potencia méximi ﬁe 2 que
divide a n

Por lo tanto G no contiene 2-subgrupos de Sylow ciclicos

no triviales.

<= ) Inmediata por las equivalencias anteriores.

Nota: En este teorema, DL/F denota la discriminante usual

si car F # 2 y a la discriminante de Berlekamp si
car F = 2 ya que la demostracién en ambos casos es

idéntica.



Ll

§ 2. Propiedades de la discriminante.

En este pédrrafo se estudiardn las propiedades de la discri-
minante usual, en el caso F cuerpo de caracteristica # 2 ¥

de la discriminante de Berlekamp en el caso car F = 2

Se introduciri ademéds la resultante de dos polinomios que
en ambos casos aparece relacionada con la discriminante del

producto de los polinomios y se estudiardn también sus pro-

piedades.
Sea F cuerpos cualquiera, sea f(x) € F[x] polinomio se-
parable y K = F(al, % un) un cuerpo de descomposicién
n
de f(x) sobre F . Sobre F se tiene f(x) = a I (x - ui)
i=1
a € F*

Hagamos, nuevamente, la distincidén entre los casos:

(i) car F # 2

(2.1) Definicidén: Sea g(x) polinomio separable sobre F

y L = F(Bl, s ﬁm) un cuerpo de descomposicién de g(x)

sobre F

Se define la resultante de f(x) y g(x) como

Il
©
=5

—~
Q

I
™

~

R{L,2)
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Las siguientes propiedades de la resultante son bien cono-

cidas y se puede consultar [La] 6 [VdAW] para las demostra-

ciones.
n
(2.2) Proposicién: Sean f£(x) =a I (x - a.) ;
i i=1 -
g(x) = b 1 (x - g.) polinomios separables sobre F . En-
j=1 d
tonces:

1) R(g,f) = (-1)™PR(E,g)

2) Si g(x) = f(x)-q(x) + r(x) entonces
R(f,g) = amﬂde%(r(x)).R(f,r)

3) Si f(x),g(x) tienen factores comunes, entonces
R(f,g) = 0
4) Si a,b son constantes no ambos 0 , entonces

R(a,b) =1

5) Si f(x) = fl(x)'fZ(X) , entonces R(f,fz,g)

= R(fl’g) 'R(fz:g)

6) Si g(x) = gl(x)gz(x) , entonces R(f,glgz)

= R(f ,g)R(f ,8,)
_ .m i . m-n, r T
73 R{Eg) = &~ 1 gley) = (=1} b T £(B.)
. . J
- N
La siguiente propiedad de R(f,g) serd, mids adelante, uti-

lizada con frecuencia de modo que daremos una demostracién

de ella.
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(2.3) Teorema: Sea f(x) polinomio ménico separable de gra-

do n con rafces Befs = may a, - Entonces:

AAn=1)
2.
BLE) = RCELE£') = (=1} FREE' ;£

Demostracién: Por (2.2)

n
RCE,£") = 1 f'(@l)
o <
T
n
donde f(x) = 11 (x - al)
i=1
se tiene ') =2 1 (x - o.)
. 17 i
j i#]
de modo que:
£' (o) Z 0 (ap = a.) = (o, = a.)
k i i k i g k i
i#k
¥y, por lo tanto
ROE,£') = 11 1 (o, = a.)
i 1 ki
i#k
= | I T (o, = a.)]] Jii (o, = a.)]
1<i<k<n & l<k<i<n K 1
n(n;—l)
= (=1} D(f)

Usando el teorema anterior podemos encontrar la siguiente

relacién:
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(2.4) Teorema: Sea g(x) polinomio ménico, separable y
h(x) polinomio ménico separable. Entonces:

D(gh) = D(g)D(h)[R(h,g)]?

Demostracidén: Se tiene por el teorema (2.3)

i+3) (i+j-1)/2
(-1) T A0 /2 (gh) = Regh, (gh) )
donde i = deg(g) , j = deg(h) . De esto resulta:
(2.4.1) R(gh,g'h + h'g) = R(g,g'h + gh')R(h,hg' + gh')

Pero o es rafiz de g(x) , luego g'(a)h(a) + h'(a)g(a) =

= g' (a)h(a) . Luego (2.4.1) es equivalente a
R(g,g'h)R(h,gh')
= R(g,g')R(g,h)R(h,g)R(h,h")

= DI 2y yreg,h) (1) PR, By (-1 GD/2p 4y

Pero (i + J>(IZ+J - l)
Por lo tanto: (-1)i<i”l)/2D(g)R(g,h)(_1)in(g)h)(ul)j(j—l)/ZDh

= (-1 DA D25 oy p iy R(e, ) 1 2

(ii) Estudiaremos ahora el caso car F = 2

Sean f(x),g(x) € F[x] polinomios ménicos sin factor comin
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y separables. Entonces definamos una resultante aditiva

ﬁ(f,g) como un analogo a la resultante R(f,g) en el caso

car F # 2

(2.5) Definicioén: Sean f(x),g(x) € Flx] polinomios ménico

separables y sin factor comin. Sean « o raices de

¥ FEwy n

f(x) , Bl’ ey By Talces de g . Entonces se define

R(f,g) = T —2—
1,7 "1 J

(2.6) Observaciodn: ﬁ(f,g) € F ya que permanece invariante

bajo la accién del grupo de Galois Gal(L/F) donde L es

cuerpo de descomposicidén de f(x) y g(x)
Podemos demostrar ahora las siguientes propiedades:

(2.7) Proposicién: Sean f(x),g(x) como en (2.5). Entonces

1) ﬁ(f,g) = n-m + ﬁ(g,f) ; donde n-m = 0 6 1(mod 2)

S

2) Si f£(x) = f,(x)-f,(x) entonces R(f,g) = R(fy,8) + R(f,,g)

Demostracién: (1) R(f,g) = % a”_g;i"
i,3 71 "
Pero: . ' )
o I (a.-R.) + o T (a.=-B.) + ... + « T (a.-B.)
S . L ogay L ] T oi4n T
o 341 j#2 j#m
L,j O‘»i'{_B- I (‘L - H )



Como
R £, = - B Il . = f. = I d. =~ B. + B 1T
(f,g) (ul (l) i#l(al E5) oy i#l<ul B:) + g4 i%l(m
J#1 J#1 j#1
Y reemplazando en cada caso
R(f,g) + B o, ~ B.) R(f,g) + B I (a. - B.)
1 j¢1 i j 2 141 1 j
ClCS B - N R et T . SR
R(f,g) R(f,g)
R(f: 7) _f_ p I’ L . i ;;.
g 3 i%n(ul (J)
¥ e—  Jm
R(f,g)
= n-m + ﬁ(g,f)
como car F = 2 tomamos n-m(mod 2)
N a.
(2) Blfugh = 3 ol
L.3-% * By
si Qg5 i g Q. son raices de fl(x) y R P o
son rafices de f,(x)
Entonces
N n k o k n oy
R(f.g) = = 3 _ — + 3 ;R Kb LR
=1 i=1 (yxi + ucj j=1 i=k+1 ay =l uj

16.
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\

z .8 (ui) it g(mk)

R(f,g) = = 17k
Ao ui
Demostraciodn: R(f,g) = £ —F— =
L . B,
i,j i "]
a I (as-p:) +t a I (os:=B.) + ... 4+« I (a.-B.)
Loggg 173 Lgg %73 B i  ~
_ j#1 i#£2 j#m _
g, (eg - By
el
(3 ( ) (o) [z
o z 11 o7 ~B I gla o z I (os-B.) I g(a.)
_ 1 =1 i#] 1 i et 1 k . 2[j=1 143 2 i K2 k .2
R(f,g) R(f,g)
[T ( ) C, 3
o z I o - B. 1 gla
N P R O L I s J _
“““ R(f,g)

2 ooa,g' (o) I gla)
i i i Rd k
R(f,g)

Obtenemos entonces el siguiente corolario:

(2.9) Corolario: Sea f(x) € F[x] ménico y separable. En -

tonces:
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Za. f'"(a.) T f£la,)
| _ o ;1 i goile k
Demostracién: R(L,f') = =

R(f,g)

Pero como car F = 2 tenemos f'"(x) = 0 , luego

R(f,f') = 0

Demostraremos ahora una propiedad de R andloga a (2.4)
que justifica el nombre de resultante aditiva de dos polino-

mios f(x),g(x) € F|x]

(2.10) Teorema: Sean f(x),g(x) € F[x] ménicos, separables

y sin factor comin. Entonces

D(f-g) = D(E) + D(g) + [R(£,g)1% + R(f,g)

Demostracién: Sean ps oo O las rafces de f(x)
By» --o» By las raices de g(x)
Entonces f(x)-g(x) = (X - ql) . (xo- qn)(x = gl) . (x =

se tiene:

D{f:p) = 43 ~m~£ﬁi#§‘% v i . 3 ATs
l<i<j<n <ui+“j) l<i<j<s (B,+B:) t,s a, By
U'(/BS
= D(f) +D(g) + T —
) [ =+ “
£L,s U s

Donde «a, recorre todas las rafices de f vy By todas las
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Por otra parte:

( 2
~ g, o QL
[R(E,)1% + R(f,g) = = £ + :
£,s L(oc(/ + Bj) ap + B

= 3 __?(BS

g

Por lo tanto:
D(£-g) = D(f) + D(g) + [R(E,g)1° + R(F,g)

Aplicando ahora las propiedades anteriores, tenemos el si -
guiente ejemplo:

Sea f(x) = gt e Filx] ; eg(x) = x - B e Fl x| car F

n,m 1impares. kEntonces:

R(f,g) = = 7k
REEL,2)
n-1
> oa. 1 ((a)™ - bMymaT
_i=0 bk K 1
R(f,g)

donde a; son las raices de f(x)

Sea ¢ raiz n-ésima de la unidad. Entonces se tiene:
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Luego:

n-1 . n-1 .
R(E,R(E,g) = = (cfa) 1 ()™ - pHym(gta)™ !
i=0 k=0
k#1i
. n:l i m njl _k n m
=m Z (&7 a) I ((ga) b™)
i=0 k=0
k#1i
n-1 . n-1 K
= 2 ()" + ™+ 1 (T - ™
i=0 k=0
k#1i
n-1 n-1 m»n—l n-1 e T
=m I g(a;) 0 gla) +b° T 1 ((£a)
i=0 k=0 i=0 k#i
k#1i

e RCE, 8 T Ll

HA

n-1 L

donde h(¥) = 0 (¢ -Y) ; c¢= gn
k=0
Luego
R(f,g)R(f,g) = R(f,g)n-m + mbmam(n_l)h'((g)m)
Pero como n.m = l(mod 2) y m = l(mod 2)

) n-1) b.m
1 3 pglEnd e p iy
R(f,g) = 2

R(f,g)
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Mas adelante en § 4 demostraremos que para f,g como en el
ejemplo, R(f,g) = (-1)(a° - b5)9 donde d = med(n,m) ;
k = n-m/d . Luego utilizando este resultado tenemos:

1+ " e ( &ym

R(f,g) =
(aX _ pyd




§ 3. Relacidén de la discriminante usual con la discriminan-

te de Berlekamp.

En este parrafo se introducird una relacidén, a través de un
homomorfismo, entre la discriminante de un polinomio sobre
un cuerpo cualquiera y la discriminante de Berlekamp para
el caso de caracteristica 2. Este homomorfismo ha sido in -
troducido por Wadsworth en [Wads] y tiene la ventaja de
permitir estudiar la discriminante de Berlekamp en caracte-
ristica 2 a partir de la discriminante usual en caracteris-

tica O.

Sea F cuerpo de caracteristica 2. Entonces existe anillo
de valuacién discreta (Henseliano) V con cuerpo residual

F, car V=0 vy uniformizante = 2 (Ver [Se] vy [Gr])

Sea V* = V/2V el grupo de unidades de V

K = Quot (V)

v : K¥ - Z la valuacién asociada a V
Observacién: Como 2 es uniformizante se tiene: v(2) =1
Luego -1 ¢ K*2 pués:
Si -1 = i2 entonces v(iz) = 2(v(i)) = v(-1) =0
Luego v(i) = 0 . Como (i + 1)2 = 21 se tiene:
. 2y .
v((i + 1)7) = 2(v(i + 1))
= v(21)

I

2{w(i + 1)) = wv(2d) + w(i) = 1
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Luego wv(i + 1) = 1/2

Luego -1 ¢ K*z

(3.1) Defimieibn: Sea § = {((-1)%2° L &b/k & L , & & V%, b e

el subgrupo multiplicativo de V* de los elementos discri-
minantes de V

Introduciremos ahora un epimorfismo que denotaremos vy vy
que serd el que relacione la discriminante usual con la dis-

criminante de Berlekamp.

(3.2) Lema: Sea vy : S - F/p(F) definido por:

“ 4 4b) = B (mod p())
a

Y((-1)¥a
donde b,a son las clases médulo 2 de a,b en F
Entonces vy es epimorfismo de grupos y Lker y = iV*Z(l 4 8N

2

Si V es Henseliano, se tiene ker y = +V¥%

Demostracidén: Demostraremos primero que vy estd bien defi-

nida.

y 2

1) 1
Supongamos (-l)ka~ + 4b = (—l)k a + 4b' ; Lk, k' € Z ;

a,a' € V¥ ; b,b' € V

Entonces reduciendo mdédulo 2
a=-a
Luego

a'' = a+ 2c¢c , acV
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Entonces:
4b - b)) = [--DF + DX1a% 1 1R (hac + 4c?y
2
Pero 2a”™ ¢ 4V luego:
(-1)k us (-a)k y b' =Db + (ac + C2>
Luego en F/p(F) —E% - [b '_ig_;f"QQZL
a' a“
" -2 _ _
b c c b .
“j’{'{Z +{:J=r2-
3 a la a
Luego vy estd bien definida
Sean (—l)ka2 + 4b ; (—l)k a'2 + 4b" € S ; k,k' e Z ;
a,a' € V¥ ; b,b' € V Entonces
S 0E=1y%7 % gy e-15% 22 & apry
= AR P2 & 1582 4 19K s 20E @ 16050
= {(-13° & + 4<%+ ¢-13% 52 = by
donde a'"" = (aa') ;0 k' =k + k!
L
-1 %% + (-1)%a'%b + 4bb
5’!1
lwgﬁ b '%



Por otra parte:

2 ) 1
V(DR + ab) + (DR ar? 1 by
_ b +»ET' - ba'2 + azb'
:—'7 "°n2 - —iv)
a a a
Luego vy es homomorfismo de grupos.
Demostraremos que vy es epimorfismo.
Sea a € F/p(F) vy tomemos b € F con
b(mod p(F)) = a
como b € F , sea ¢ € V pre-imagen de b y consideremos
el elemento
k .
(-1)" + 4e €8
k =
Entonces Yy((-1)7 + 4c) = c(mod p(F)) = a
luego y es epimorfismo.
Calculemos ahora ker vy
Por una parte se tiene claramente LV*Z(l + 8V) C ker y

ahora sin pérdida de generalidad consideremos elementos

(+1 + 4b) € S N ker vy
Entonces y(11 + 4b) = b = 0(mod p(F))

g ol R R
es decir existe ¢ €V con b =c¢ + ¢ en

Luego b = c2 + e <+ 2d en V

F
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por lo tanto t1 + 4b = 1 + 4(02 + & + Zd)
= +t1 + 8d + 4c(c + 1)

. 2 2 ;

Pero (2¢ + 1)7 = 4™ 4+ 4e + 1

Luego en el caso: +1 + 4b = 8d + (1 + 20)2 = V*Z(l + 8V)
B 2 2 <2
y en el caso: -1 + 4b = 8d + 8c™ - (-1 -2¢)” € V*¥7(1 + 8V)

Luego ker y = V*z(l + 8V) . Si V es henseliano, entonces

(L + 8Vv) ¢ V*Z y por lo tanto:

ker Y = iV*Z

tenemos entonces que vy 1induce un isomorfismo

Y : S/V"\‘2 - F/p(F) que también denotaremos por .

Consideremos ahora f(t) € F[t] polinomio separable

n =

f(e) =at +...+a , a €F=V/2V; a #0
Sea a; € V representante de gi para 0 < i < n y sea
n 1 T -
= @ - ... +a_c€ a_ € V*
f(t) vnt 1 + a VI t] con a €V pues a_ # 0
Entonces f(t) € V[t] es un levantamiento de F(t) cuya

reduccién médulo 2 es L (t)

Demostraremos que el levantamiento f(t) de Tf(t) es tam -
bién separable, y que las raices de f(t) se reducen médu-

lo 2 a las raices de T (t)

Sea K = Quot(V) y sea N el cuerpo de descomposicién de
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de f(t) sobre K , es decir, se tiene N = K(ul,

=g

donde f£(t) = a

o (t - ui) ;o Qs ..., @ € N

1

li

i
Demostraremos que Qs # dj para todo 1i,j lo que implica

que f es separable.

Pero para todo 1 se tiene:

n .
a o. + +a =20
i o)
es decir:
& a
n n-1 n-1
o. + o = +—£=O
i a a
n n
4n-1 a4,
y con =y Jiey —— & ¥ pubs a_ E V¥
a a n
n n

Luego o, es entero sobre V para todo 1 < i < n . Sea

B la cerradura entera de V en N . Se tiene entonces

Qps wees O € B , por lo tanto V[ul, bE . an] = B

Pero la valuacién v de K se prolonga a N (en forma

tnica si V es henseliano), definiendo para todo o € N

P 1/n

v(a) = V[NN/K(%)J

donde NN/K : N - K es lanormade N/K . B estd conteni-
do en el anillo de valuacién de v (para todo v). Sea N
el cuerpo residual de (N,v). Sean &I, e, 5; € N 1las

imagenes de «

10 o Gn Como f(t) = a
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Entonces la reduccién de £f(t) en N es:

=t B

() = En Y (t - &i)
b

Pero f(t) es separable, es decir, se tiene &; # ag para
todo 1 # j . Luego oy # aj para todo 1 # j . M&s atn,
se vé que Gy * “j es una unidad en B todo 1 # j . Por

lo tanto f(t) € Vlt] es separable y en consecuencia N/K

es galoisiana.

Ahora el discriminante de f£(t) en el sentido usual es:

2
A(E(E)) = li (o, = a.)” € V% ,
i<]j L J /V?‘:Z
p ’ 2 ” .
pués Il (ui - uj) € V¥ . Luego si alteramos A(f(t)) po
i<]
un cuadrado de V¥ no cambia la clase A(£(t)) mod V¥ 2
VAN
Pero Il (oo, + 0.) € V¥ pués:
oy i j
123
i) Il (ui + a.) € V ya que estid en K y es entero
i<j J
ii) j (ui + a.) > 1 (E; + a.) # 0 luego pertenece a
i<j y <] J
Es decir: i (o, + u.)z € v*Z
iey = 4

Alteremos, entonces, la clase mod V"\"Z de A(f(t)) por

‘L. (ai *+ uj) -
i< "

16

V=
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MEE)) = 1 ey = a)® 0 ey o) tewe
i< i<y ot J e
O: - O.|2
= [ |-t
s o. + o.
i<j i i)
ba,o.
= 1 |1 - L J 5
1<] (o, + a.)
A .
=11 - 4 2 e + 4p] €V 5 s
i<j ((xi 4 uJ) V*
B €V
Luego A(f(t)) € 8 9 Y ademis :
AVES
(li(,%-
v(a(f(t)) = ¥ ——L—— = p(£(r))
(ai + qj)

Luego tenemos el siguiente lema:

(3.3) Lema: Si f(t) € Flt]l] es separable y f(t) € V(t)
es un levantamiento de f(t) cualquiera del mismo grado,

entonces

Y(A(E(E)) = D(E(E))
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§ 4. Aplicaciones de la relacién entre la discriminante usual

y la discriminante de Berlekamp.

En este pédrrafo estudiaremos algunas aplicaciones del méto-

do introducido en §3

La primera serd calcular la discriminante de Berlekamp para
. . . n k o . 2
un trinomio f(x) = x + ax + b € F[x] , n,k no simultéa-
neamente pares, car F = 2 . Para esto utilizaremos el cal-
culo de la discriminante usual para un trinomio de este tipo
sobre un cuerpo cualquiera hecho por Swan lHQIJA Usando este
resultado estudiaremos la paridad de la cantidad de fac -
tores irreducibles que se obtienen al descomponer el trino -

mio f(x) sobre GF(Zm) usando el criterio de Stickelberger-

Berlekamp (Ver [Be]l).

Demostraremos primero el siguiente lema:

(4.1) Lema (Swan): Sea f(x) = ¥ - {J ; g(x) = x - v € Flx]

[
o
=

entonces R(y:J -

d = med(j,k) , m = T

Demostracioén: Sea o« Jj-ésima rafiz primitiva de la unidad,

j j . i
entonces x? - &2 = 1 (x - (La)7)
i=1
j j K k 4 ik  k
R(x? - &7 ,x = vy = 1 ((a™) - v)
i=1
J vk ki
= (-nke™ ORI
1= ’
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Como uk tiene orden j/a

j/d . .
I fm - gy = @09 L g y ademds
i=1

R - e xF - v = (cndgmdp uydk/d _g,d
= -DIEM - e
Podemos demostrar ahora el teorema de Swan.

(4.2) Teorema (Swan): Sea n > k > 0 , sea d = mecd(r, k)

n =Nd , k =Kd , entonces la discriminante del trinomio

x4 axk + b € Flx] , F cuerpo cualquiera, estd dada por:

A(xn " axk +b) = (—1)n(n_l>/Zbk_l(anN—K—(—I)N(n—k)N_KkKaN)d

- ; k
Demostracién: Si f(x) = <+ axT 4+ b , entonces

n(n-1)/2 k-

R(nxn~%akx l,f(x)) (por §2(2.3))

A(E(x)) = (=1)

Pero

k- n-k -1

Riaes - + dhat B} = Bl -, E{u) R, £l RET R ¢ o Lak Bt

Calculando cada resultante:

R(xN"1 £(x)) = (£(0))FL = pk-1

R(n, f(x)) = n" = nNd
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-k ~] . - - - i
R(Xn + n lak,t(x)) = R(x +n ak,xk(xn k+n lak) +

+ all-n" Heyxeb)

= R(xn—k + n"lak,a(l - n—lk)xk + b)
= (a(l-n Tl TRR G TRk kK
donde = (~n_1ak)l/(n—k>
1, -1 -1.1/k

v=(ba (n 'k -1) )

Utilizando el lema y poniendo

m = (N - K)Kd

o = atem ik - 1)

gm = (—n_lak)K

N-K

obtenemos el resultado del teorema.

. . n k : 3
Consideremos ahora f(x) = x + ax + b € Flxl] , car F = 2
separable, es decir, mn,k no simultdneamente pares.

Calcularemos la discriminante de Berlekamp D(f(x)) utili-

zando el parrafo § 3.

Sea, como en § 3, V anillo de valuacién discreta con

car V=0 , 2V el ideal maximal y F = V/2V . Denotaremos
i . 2 . _ .n k R . )
también por f(x) = x + ax + b € V[x] wun levantamiento

de f(x) de V . Consideremos separadamente los casos
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n  impar y k par; n par y k impar y ambos impares:

I n=2s + 1 n = Nd N =22+ 1
k = 2¢ k = K4 K = 2r
d = (n,k) d=2p + 1

Por teorema (4.2) en V se tiene:

2 - ¢ — -
iplt l(n2L+lb2(£ r)+1 + o = k)Z(z r>+l(2t)2na2£+l)d

Pero A(f(x)) se define médulo cuadrados, luego: sin perder

generalidad, como d es impar, consideremos el exponente = 1

APEGST = >b2t—1(n2f+1b2((—r)+lb2(£_r)+l+(n—k)2( —r)+1(2t)2ra26+1)
*(bZtn25+lb2<6_r)+2) " k2tb(n_k)2(ﬁ—r)+1(2t>2r826+1)

Si n = t1(mod 4) , n = +1 + 4u  entonces se obtiene:

AEECR)T = l(bt+((—r)+ln.€>2 " 4(U<bt+(€—r)+ln£)2 n

+ b2t+l<n _ k>2((—r)+l.4r—lt2ﬂa2f+l> € g (ver § 3.

Aplicando el homomorfismo vy , introducido en § 3 se tiene:

i) r > 1 es decir K > 2

y(a(£(x)) = u(mod 2)

ii) r =1 es decir K = 2
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» py2
y('bt+<n() b4 (u(b

i

t+(n(\2 241 2£8-1_2

Yy (ACE)) Y 4+ b (n - k) t

St o @e_ T _m T
p2EH] Ty 20152, 2041

2¢+20=24
8}

=u +
b

b (T 24 12,2040

bZKHZE

ST - . en F/p(F)

IT. n = 2s N = 2¢

-
il
O
ot
i
s
I
I
N
~
|
s

T2 2t

AEG)) = (-D) (528 26y 2Lp2 (LD FL 1y 2(L-T)+1, 2r-1 24,

2

2t L : = - 2(L- =
_ f(szquzebZ(L r)+1> i B t(n—k)“(ﬁ r)+1k2r 1azg

20,

2E ) _ ) -
L2t (1) 2T 27, 20 g -]

i 9P ) .
{ _{bZ(( r)+1

= (b u's + b

Como la discriminante A(f(x)) se define m6édulo cuadrados,

.. . L2 .
alterando la expresién anterior por k se tiene:
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£.20, 2(2-r}+1 2 _ .2t 2(2-r), 27 2%

A(E(x)) = *b &y b™ " (n-k) (n-k)k

Ahora si (n - k)k = +1(mod 4) , es decir, ((n - k)k = +1 + 4v

b

v € Z , se tiene:
MEG)) = + (b5 - T E (kv + 4t TIpAEs 22 (T T,
T T R e T R R e S LA
S2£b2(£—r)+l>'
i) ¢ > 1 entonces N > 2 vy aplicando v
y(A(£(x)) = v(mod 2)
ii) £ = 1 tenemos N = 2 vy aplicando el homomorfismo <y
v(A(E(x)) = y(bt(n—k)1 rkra()2 o 4(v(b = k) 1K L>2 "
n bZtszbZ(l_r)+l-k2)
= —S—2b3-2r
CaEm SRS TP
I b2—k/d
”
a
ITI. n=2s+1 N =22+ 1
k =2t + 1 K=2r +1
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Zt(n2€+lb2(f—r) I (n_k)Z(f—r)k2r+la2Z+l

ACE(x)) = tb

_ int(n2£+lb2(£—r) F {2ta = t»Z(K—r)k2r+la2£+l)

_ Lb2tn2({b2(£—r)n 5 4(’.—r(s ~ t)Z(E—r)k2r+la2£+lb2t
y n=4+1+4w , wE ZL
Entonces:

A(f(X) = ﬁbZEnZL’bZ(/C-r) + A(WbZtHZK‘bZ(K—r) + A_t‘r"l(s_t>2(f—r))

i)y £ -r-1>0, es decir £ -1 >1

Entonces v(A(f(x)) = w(mod 2)
ii) £ - r -1 =0, es decir £ -1 =1
Entonces:
st L SR
. = (s - t) a
¢ (A (£(x)) w + bz(ﬁ_r)
‘W si (s - t) 0(mod 2)

a2£+l
+ —"‘t')—z— si (S = t) = l(mod 2)

R

Hemos demostrado entonces:

(4.3) Teorema: Sea f(x) = <+ axk + b polinomio separable

sobre F , car F =2 . Entonces si d = (n,k) n = Nd ,

>

k = Kd la discriminante de Berlekamp de f(x) es:



Si n

D(f(x)) =

n par,

D(£(x)) =

impar,

k

k par

an/d
b(n/dS-Z

(an/d)

1 = :
n

impar

si

si

si

si

si

si

si

n =

(n

(n

(n

(n

+1 (mod 8)

+3 (mod 8)

t1(mod 8)

t3(mod 8)

kyk =

kK)k =

k)k

k)k -

)

)

>

t1 (mod

+3 (mod

1 (mod

13 (mod

J
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Si n impar, k impar
0 si n = +1l(mod 8) , N - K > 2
1 si n =z #3(mod 8) , N -K > 2
0 si (n-k) = O(mod 4) , n = +1(mod 8) ,
D(f(x)) = < 1 si (n-k) - O(mod &4) , n '3 (mod 8)
gN si (n-k) = 1I(mod 4) , n = t1(mod 8) ,
bf
N
1+ éf si (n-k) = 1(mod 4) , n - *3(mod 8) ,
b

Como segunda aplicacién del pérrafo § 3 determinaremos la pa-
ridad de la cantidad de factores irreducibles que se obtienen
al descomponer el trinomio <+ axk + b sobre GF(Zm) con
lo cual se generaliza el corolario (6.696) de lBe]1 gue solo

trata el trinomio x = + xk + 1 sobre GF(2)

Para esta aplicacién utilizaremos el teorema siguiente que
es la versién en caracteristica 2 del teorema de Stickelberger

(Ver [Be]l).

(4.4.) Teorema: Si f(x) es un polinomio de grado m que

es el producto de r polinomios irreducibles y distintos

0

sobre GF(ZH) , entonces

r = m(mod 2) si y sbélo si Tr(D(f(x))) = O

N-K

N-K

N-K
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Donde Tr(x) = 2 x

La demostracién del teorema (4.4) se basa en los siguientes

lemas:

(4.5) Lema: Tr(D(f(x)) = = | E + 1 |
l<i<j<m 1 + cxj/oti 1+ ((xj/oci)q

donde q = i

Demostracién: En un cuerpo de caracteristica dos se tienen:

uiuj _ uj/ui _ 1 . 1

2 2 2
(og + dj) 1+ (uj/qi) 1 + uj/ai 1 + (aj/ui)

y por lo tanto

n-1
@) = 3 T [—E 4 e
k=0 l<i<j<m 1 + uj/ai 1+ (uj/ui)
n-1 }
— S Z [ l e + l '/-'"—]
l<i<j<m k=0 k 2k+l

2
1+ (aj/ui) 1+ (aj/ui)

DR 1 N 1

l<i<j<m 1 + uj/ai 1 =k (uj/ai)q

(4.6) Lema: El teorema (4.4) es cierto si r = 1
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i
Demostracién: Si r =1 , £f(x) es irreducible y a; = a3
Luego:
Tr(D(£)) = ¥ @ —t 4 1
leicion i P L
SERIIR g 4 A 1+ 449774
Poniendo J = j - 1 se tiene:
m-1 m-j 1 1
Tr(D(f)) = X Z s + . .
; : 1
j=1 i=1 ; , @7 @-1 | | a7 (-1
=1 _
— m: l - + +ll' -
. - m -
3=l g 4 ga¢@-D g, qT D
Si ponemos B = @l , I =m-J tenemos
m-1 m-1
Tr(D(f)) = X L : + ¥ ln ;
J=h 4 g gl T=lg 4 g1
m-1 m-1 qI
= ¥ -8 .4+ = b
x ] - m
3=l 4 4 g4 I=l 40 4 pf
m
Como Bq = g , tenemos:
m-1
Tr(D(f)) = £ 1 =m -1
j=1

en un cuerpo de caracteristica dos,

rema (4.4).

luego se cumple el teo-
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(4.7) Lema: Si [(x) y g(x) son polinomios relativamente

primos sobre GF(ZD) , entonces:

Tr(D(fg)) = Tr(D(£)) + Tr(D(g))

Demostracidén: Sean Ops wvns O rafices de f(x) vy
G410 s Opg  rafces de g(x) , entonces poniendo:
m+k
> T = > o s T4+ Z »
l<i<j<mtk l<izj<m mt+1l<i<j<mtk i=L" je=m¥l

en G.5 se obtiene:

3

m+k
i=1 j=m=1 1+uj/ui l+(uj/ui)q

Il

Tr(D(fg)) = Tr(D(£)) + Tr(D(g)) +

]
Luego (4.7) es equivalente a:
k m k

B ek o= § OB L
= Rl | q
i=1 m+l 1 + aj/ai i=1 j=m+1l 1 + (uj/ai)

™8

Obtendremos la igualdad anterior calculando ambos lados y

demostrando que son iguales a:

m k
S —

i=1 j=m+l 1 + “?/“i

Como Q41 ccc0 Opyp  Son un sistema completo de conjugados
se tiene que “§+l’ e u§+k son una permutacidén de
Qg oo g luego para todo 1 se tiene:

< 1 _ kK 1

g o '
j=mt+l 1 + uj/ui j=m+1l 1 + aj/@i
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Utilizando el mismo argumento para @y, ..., 0 Se tiene:
m m
5 i - 1

i=1 1 + u?/ug i=1 1 + u§/ui
Esto demuestra el lema.

Daremos ahora la demostracién del teorema (4.4) .

f<l)(x) , donde cada
1

Demostracién (4.4): Sea f(x) =
i

I =R

f(i)(x) es irreducible sobre GF(2") . Entonces en GF (2)

se tiene:

Tr (D (£)) Tr (0 (£1y) por (4.7)

Il
4R
'__I

i

Il

R

(Deg f(i) - 1)

Il

Deg £ - r
Luego se tiene (4.4).

En el caso de caracteristica ilmpar, existe un teorema
(Stikelberger) para determinar la paridad de la cantidad de
factores irreducibles que descomponen a un polinomio f(x)

En este caso se utiliza la discriminante usual ACE(x))

Enunciaremos solamente el teorema, para la demostracién ver

[Be]l-



(4.8) Teorema (Stikelberger): Sea q potencia de un primo

p # 2 . Sea f(x) polinomio ménico de grado m sobre
GF(q) con discriminante A(f) # O . Sea r el nGmero de
factores irreducibles de f(x) sobre GF(gq) . Entonces

r = m(mod 2) si y s6lo si A(f) es un cuadrado en GF(q)

Veamos ahora una aplicacién de (4.4) para estudiar el caso
de un trinomio:

Sea f(x) = <+ axk + b € GF(2m)[x] polinomio separable

que es un producto de o factores irreducibles sobre GF(Zm)
Utilizando (4.4) estudiaremos la paridad de o . Para esto

debemos calcular Tr(D(f)) en los siguientes casos:
I) n impar, k par.
(1) K > 2
(a) Si n = +1(mod 8) D(f(x)) =0
Luego o - m(mod 2) de modo que resulta: o impar
(b) Si n = +3(mod 8) entonces hay que distinguir los
casos siguientes: (1) m par: se tiene D(f(x)) = 0 lo

que implica que o es impar

(2) m impar: Se tiene D(f(x)) # O
Luego « / n(mod 2) , es decir

O es ar .

(ii) K = 2

(a) Si n = +l(mod 8) , entonces:
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Tr(D(f(x))) = 0 si y sb6lo si (por teorema 90 de Hilbert)

existe [ € GF(Zm) con D(f(x)) = ﬁz + B

Luego o es impar equivale a (E)r/db2 € p(GF2™)

si y sélo si D(f(x)) = O(mod p(GF(2™))

(b) n = +3(mod 8) entonces hay que distinguir los casos:

(1) m es par: estamos entonces en (a)
(2) m es impar: utilizando el mismo argumento ante-
rior tenemos:
a es impar si y s6lo si Tr(D(f(x)))= 0 si y sb6lo si

n/dbz

1 + (%) € p(GF2™) , si y s6lo si

D(f(x)) = 0(mod p(GF(2™)
IT) m impar, k impar:
(i) N > 2

(a) (n - k)k = t1(mod 8)
Tr(D(f(x)) = 0 1luego o = n(mod 2) es decir

Q €8s ar .

(b) (n - k)k = #3(mod 8) . Debemos nuevamente distinguir:

(1) m par: se reduce al caso (a) , es decir o es par

(2) m dimpar: Tr(D(f(x)) =1 # 0 , es decir

o 7 n(mod 2)

Luego o es impar.




45,

(ii) N = 2
(a) (n - k)k = £1(mod 8) , entonces se tiene

Tr(D(f(x)) = 0 si y sélo si existe vy € GF(2™) con

D(f(x)) = v~ + v (90 Hilbert), es decir o es par si

2
b2-k/d o
y s6lo si ——— € p(GF(27)) si y s6lo si D(f(x)) =

a
0 (mod p (GF(2™))
(b) (n - k)k - 13(mod 8) tenemos, entonces, los casos
sigulerntes:
(1) m es par: Se reduce al caso (a).
(2) m es impar: Por el mismo argumento, o es par si
b2~k/d -
y s6lo si 1 + 5 € p(GF(27)) si y s6lo si
a
D(f(x)) = 0(mod p(GF(2™))

ITI) n dimpar, k dimpar:
(i) N - K > 2 , entonces si:
(a) n = +1(mod 8)

Tr(D(f(x)) = 0 luego o = m(mod 2) es decir o es impar

(b) n = #3(mod 8) . Hay que distinguir:

(1) m par: se reduce a (a) luego o es impar

(2) m impar. Entonces Tr(D(f(x)) # 0 1luego o es par

(ii) N - K = 2 . Tenemos los siguientes casos:
(a) n =z tl(mod 8) vy (n - k) O(mod &)

Tr(D(f(x)) = 0 luego « es impar

(b) n = #3(mod 8) y (r - k) = O(mod 4) . Entonces hay

que distinguir:
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(1) m es par: Tr(D(f(x)) = 0 . Luego o es impar

(2) m es impar: Tr(D(f(x)) # O . Luego « es par.

(¢) Si n - t1l(mod 8) , (r - k) = 1l(mod 4) entonces

b

por teorema 90 de Hilbert: a es impar si y s6lo si

Tr(D(f(x)) = 0 si y sb6lo si existe ¢ € GF(2™) con

12£+l 9 .
d =574+ 6 € p(GF(27)) , si y s6lo si D(f(x)) =

= 0 (mod (GF (2™))

(d) Si n = +3(mod 8) y (m - k) = 1(mod 4) . Entonces

nuevamente debemos distinguir:

21
(1) m par: D(f(x)) = i—wz— y se utiliza el mismo argu-
b

mento de (c¢).
(2) m impar: por el mismo argumento se tiene o es im-

a2f+l
par si y s6lo si 1 + 5 & p(GF(Zm)> si y s6lo
b

si D(f(x)) = 0(mod p (GF (2™))

umiendo estos resultados podemos formular, entonces el si- |
ente resultado:
N - I k ; ;
8) Teorema: Sea f(x) = x + ax + b polinomio separable
_ . . , m
se descompone en o« factores irreducibles sobre GF(27)
d = (n,k) ; n=Nd; k=Kd ,6h entonces a es par si
6lo si se tiene alguno de los siguientes casos:
n impar, k par:
K 2
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n 13(mod 8) , m impar
Si K= 2 |
(a?n/d 2 m .
+1(mod 8) |, KEJ b*¢ p(GF(2™)) , m cualquiera
N () D/
n = {+3(mod 8) , L%J B¢ p(GF(2™) , m par
(a n/d 2 m
+3(mod &) , 1 + {EJ b™¢ p(GF(27)) , m impar

IT) n par, k impar.

Si N » 2

[il(mod 8) , m cualquiera
(I’l = k>k1

+3(mod 8) , m par

~

Si N = 2

p2k/d om o
iﬂj , t1 (mod 8) , ~_;?f—-€ p(GF(27)) , m cualquiera
(n - kk :I
*3(mod 8) , L2 bg—k/d € p(GF(Zm)) , m impar
a
III) m impar, k impar

Si N - K> 2

n - t3(mod 8) , m 1impar
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Si N - K= 2

O(mod 4) , n = +3(mod 8) , m impar
; aN m
l1(mod 4) , n - +1(mod 8) |, “o ¢ p(GF(27)) , m cualquiera
b
(n - k) =+ N
l(mod 4) , n = :3(mod 8) |, ‘izf ¢ p(GF(2™) , m par
b
N
L(mod 4) , n - +3(mod 8) , 1 + & ¢ p(GF(2™) , m impar
b

En el teorema anterior, el caso n impar, k impar se pue-
de reducir al caso n 1impar, k par haciendo el siguiente

cambio de wvariable:

k

x  + axk + b = y—nb(yrl + a/byn_ + 1/b)

donde vy = .
X

Se comprueba facilmente que la paridad de la cantidad de

factores irreducibles de yn + a/byn_k + 1/b sobre GF(Zm)

. . B n k
coincide con lo de x  + ax + b

De este teorema se obtiene como corolario el resultado de

Berlekamp:

M

(4.9) Corolario: Si n y k mno son simultidneamente pares

n k . . 5
entonces x + x + 1 tiene una cantidad « , par de facto-

res irreducibles sobre GF(Z) si y sélo si tiene alguno de

los siguientes casos:

1) n par, k dmpar nk/2 = 0 6 1l(mod &)
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2) n impar, k par k/Z2n n = +3(mod 8)

3

3) n impar, k par k/Z2n , n = +*1(mod 8)

Demostracién: Trataremos s6lo los casos n par, k impar

y n impar, k par, pués si mn,k son impares utilizamos

| . . n n-k N 1 .

la reducciétn (y + vy + 1) donde y = < due es equiva-
lente al caso (2).

Como m = 1 es impar, por teorema (4.8) se tiene: a es

par si y sélo si:
i) n dimpar, k par:
(a) K> 2 v n = i3(mod 8)
Pero si K > 2 se tiene k/Z2n pues K es par, es decir
corresponde a las hipdétesis del corolario.
(b) K=2 , v n - +1(mod 8)

Pero si K = 2 , entonces k/2n con lo cual nos reduciremos

al caso (3) del cororlario.
ii) n par, k dimpar:

(a) (n - k)k i L(mod &)

nk

Pero si (n - k)k =~ +1(mod 8) se tiene 5 0 6 1(mod 4)
Luego nos reducimos al caso (1).

(b) (n - k)k = £3(mod 8)
Pero si (n - k)k t3(mod 8) mnos podemos reducir nuevamen-

te al caso (1).



A partir de estos casos se puede entonces dar una definicién

general del grupo de automorfismos propios:

(1.10) Definicidn:

0T (M) = {0 € OM)/o(m) € 0T (M(m)) V m € max(A)}

Observacién: O+(M) <1 0M)

Daremos ahora la tltima definicidén del pérrafo:

(1.11) Definicidn: Sea (M,q) espacio cuadrdtico sobre un
cuerpo k . Sea ¢ : M —— M automorfismo. Entonces ¢
es una similitud si q(o(x)) = Aq(x) , » € k , A se lla-

ma norma de similitud de o

Observacién: O0(M) es el grupo de similitudes de norma = 1.

Enunciaremos ahora su teorema que servird posteriormente
para aplicar los resultados de este parrafo: Para la demos-

tracidén ver IBall.

(1.12) Teorema: Sea (M,q) espacio cuadritico sobre un ani-

1lo semi-local A . Denotemos por M la reduccién de M
médulo m € Max(A) . Entonces la aplicacidn
+ =
£ 0 () ~ 0 (D

es epiyectiva.
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§ 2. Discriminantes de formas cuadriticas.

En este parrafo aplicaremos los resultados de (1. § 3) y
(IT. §1) con el fin de dar una demostracién mis simple del
teorema 1.2 de IBaIZ, en el caso de una rotacién. Daremos
primero una demostracién del teorema en el caso de un cuer-

po de caracteristica # 2 (lEd]) y reduciremos a este caso

la demostracidén para un cuerpo de caracteristica = 2 . Deno-

taremos por A(k) al grupo k‘/’\‘/k*2 si 2 # 0 v k/p(k)
si 2 =20

Enunciaremos primero el teorema general:

(2.1) Teorema: Sea (V,q) espacio cuadrédtico sobre un cuer-
po k . Sea o € 0(V) wun automorfismo con polinomio carac-

teristico PO(X) separable sobre k si 2 # 0 supongamos

n=2m y o propio. Entonces en A(k) se tiene:
n(n-1)
(-1) % (det @) = 6(P_(x)) si 240
Arf q = D(Po(x)) si 2 =20
Supongamos primero car k # 2 . Entonces debemos demostrar:
n(n-1)

d(q) = (-1)  * det q = a(P_(x))

Sea Po(x) el polinomio caracteristico de ¢ . Entonces
se comprueba facilmente que Po(x) es simétrico (Ver IBalz).

Luego Po(x) es de la forma:
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Po(x) = X1 - alxn_1 + ... + a2x2 - ax + 1 ;
_ e m _ _n/2
donde m = 2m . Dividiendo PO(X> por x = X
P (x)
o _ m T m-1 1 m
= = { + —Iﬁ - al[x + —n’l—j + .. F (—l) am
x X X
1 P (%)
- g ;
pongamos z = x + = Entonces puede ser escrito como
x
un polinomio irreducible de grado m en 2z . (Ver [Di]).
h(z) = z= + b zm—l + + b
1 C -
Sean a4y, ..., O las rafices distintas de h(z) en k ,

clausura algebraica de k
h(z) = (z - ul) .. (z - am)

-1 se tiene:

wn
H
N
Il
|
[N
b
Il

h(-2) = 1)
(-1)
es decir
| [-1)P - 8, D L+ 1
(-2 - a7) ... (=2 - « =
1 m (_l)m

es decir

(2 + ul) o (2 + um) = 2 + Zal o g Zam—l +
De la misma manera, poniendo 2z = 2 tenemos

h(2) = £(1)
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y (2 -ap)) ... (2-0a)=2-2a + ...+ (—l)mam

Combinando ambas ecuaciones

oo} (b )2 = (242a. + T +(-D™ )
1) - o 1 . e ay o a_

Utilizando el teorema (2.4) del capitulo I y aplicandolo a

: : 2 ,
los polinomios P (x) = x" - 04X + 1 , deducimos:
1

A(Poi(x))-POj(x)) _ (ai 1 4)<a§ 4)R(P6i(x),Poj(X))2

Pero es facil demostrar que:

R(P. (x),P. () = (a; - a)”
04 )5 : j
de modo que

= 2 i 2 .

A(PO(X)> = Al (x° - 0y X + 1) ... (x° - o X +- 13
= (@% -4y .. (ai - 4) .ﬂ' (ui - qj)z

a

= (D™ - o) L. (- 0d) (A(h(2))?

Estudiaremos ahora la expresién de la derecha de (2.1.1).
Por un resultado de Zassenhauss (ver [Z]) se sabe que la nor-

ma espinorial de una rotacién ¢ con polinomio caracteris-

tico xn - alxn_l = -a X + 1 es:

" .
Sn(o) = 2 + Zal * 55, T 2an—l + am(mod k*7) (2.L.2)

(21037
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donde n = 2m . Nuevamente por un resultado de Zassenhauss
(1Z]) se sabe que la norma espinorial de —lv es la deter-
minante de (V,q) , es decir:

s_(-1,) = det(q) (2.1.3)
Escribiendo ¢ en una base conveniente se obtiene para o

una matriz

o 1 0 ..... 0 0

o o 1 ..... 0 0
S;

O ... ... . ... 0O 1

-1 al—dz -a, ay

Sea T la rotacidén dada por la siguiente matriz con respec-

to a la misma base:

—ag Ay tag ... -ay 1,
-1 O . 0
T = 0 -1 0 0 ... .. 0
0 0 & SR = 0
Entonces o-1 = lv y el polinomio caracteristico de 1 es:

glx) = x* + alxmul T g azx2 +oagx F 1
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LEEs gor (2. 1.0
S.(0) = (2 + 2a] + ... + a)(mod k¥?)
S.(0) = (2 - 2a; + ... + (-1)"a ) (mod k¥*?)
Laegs por, (B.1.3)¢
det(q) = S (-1,
= 5, (0)S (1)
= (2+a; + ... +a)(2-2a) + ...+ (-D7a ) (mod kP
= (4 - D) L 4 - el (mod k%)
Luego
b)Y = (D™ - o) L - b (mod ki)

n(n-1)
= (~DTdetlq) = (1) 2  det(q)

Reduciremos ahora, utilizando los resultados de los parrafos

§ 3, capitulo I y § 1, capitulo 1I el caso car k = 2 , al
caso car # 2 . Nuestra demostracién es solo aplicable a
automorfismos propios.

Supongamos o € O+(V) , automorfismo propio. Sea A anillo

de valuacidén discreta, completo con cuerpo residual k

bl

uniformizante = 2 y car A =0 (ver I, § 3) . Llamemos
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q a la forma cuadrética definida sobre V y sea M un

A-médulo libre con dimAM = dimkV y tal que M QAR =V

Sea q forma cuadrdtica definida en M y tal que su reduc-
cién médulo 2 coincide con q . Tenemos entonces un médulo
cuadriatico (M,q) sobre A cuyo espacio cuadrédtico reduci-

do es (V,q)

Sea K = Quot(A) vy consideremos el espacio cuadridtico

(MK’qK) 2 (M»Q) ) MK ®KA = M

o . - =f
Tomemos o automorfismo propio de V , o € 0 (V) . Enton-

ces aplicando el teorema (1.12) se tiene: Existe o € O+(M)

pre-imagen de o . Consideremos ¢ € Aut,(M,q) como un au-

tomorfismo Oy del espacio cuadréatico (MK,qK) extendien-

do escalares. Sea Pok(x) el polinomio caracteristico de
sobre K . Entonces:

()K

1) P (x) estad definida sobre A
°K
S ks 2 - - ~ ks 2
2) AP (x)) € A*/A*" | mds an en € S/A¥%
ox
Luego aplicando el teorema para el caso car k # 2 se tiene:
n(n-1)

b, G0) = (DT det(ap)

Pero son todos elementos de A*/A‘*‘2
n(n-1)
AP () = (-1) % det(q) en A*/A¥* pues

, luego:
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A*/A*Z ey K*/K*Z es inyectivo.

Aplicando el epimorfismo <y (ver § 3, capitulo I) se obtie-

ne por lema (1.8), capitulo II:
(2.1.4) y(A(PO(x)) = Arf(q)
para todo o¢ automorfismo propio.

Pero por lema (3.3), capitulo I , como PU(X) es levanta -

miento de P (x) pués o es levantamiento de o se obtie-
5

ne la igualdad (2.1.4). Comparando las igualdades anteriores

se deduce:

ATE ()

D(P_(x))
¢)
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APENDICE.

En el caso de cuerpos de caracteristica 2, existe otra dis-
criminante, introducida por Revoy en [Rev] para extensiones
finitas y separables que corresponden en el caso 2 # 0 a
la discriminante de la forma bilineal (x,y) - Tr(x-y)

asociada a una extensidén separable L/K

Utilizando algunos resultados anteriores, daremos, en este
Apéndice, la demostracién de Wadsworth para una conjetura
de Revoy que relaciona la discriminante de Revoy con la dis-

criminante de Berlekamp.

Sea L/F extensién finita y separable, car F = 2 Sea

N la clausura normal de L sobre F . Sobre L definimos

la funcién Qr : L - F como: Qr(a) = .Z_ Ti(a)qj(a)
l<i<j<n

donde T; son los distintos F-automorfismos de L en N
Es fédcil demostrar que Qr(a) € F para todo a € L . Ade-
mas se comprueba que Qr es forma cuadréitica sobre F con

forma bilineal asociada:
BQ (x,y) = Tr(x) -Tr(y) - Tr(x-y)
T

donde Tr : L - F es la traza de L/F
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Observacién: Si |L : F| es par, entonces IL,er es no

singular.

Si |L : F] es impar, entonces | (ker Tr),er

es no singular. (ver [Rel).

Definicién: Se define la discriminante de Revoy de L/F

como :
PL/F c= Arf(Qr) € F/p(F)

donde Qr denota la forma (L’Qr) si [L : F] es par y
((ker Tr),Qr) si |L : F] es impar. Denotaremos por W

al espacio vectorial de esta forma.

Por otro lado, al polinomio minimal de L/F (separable)

f(x) se le asocia la invariante de Berlekamp:

b p = DIEG)) € F/p(F)

Wadsworth demostrd el siguiente resultado que responde a

una conjetura de Revoy.

Teorema: Sea L/F extensién finita y separable de F

)

car F = 2 . Entonces
BL/F en F/p(F) si [L : F] =0,1,2 6 7(mod 3)

PL/F

BL/F + 1 en F/p(F) si |[L : Fl = 3,4,5 6 6(mod 8)
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Demostracién: Utilizaremos el método de levantamiento, in -

troducido en & 3 del Capitulo I, para reducirnos al caso de

caracteristica O.

Sea N cuerpo de descomposicién de f(x) vy EI, Ce, O

n
n
las raices de f(x) , f(x) = I (X - a.) en N|x]
i=1 t
Sea L =TF(y) , o una rafiz de f . Sea V —> F' , como
en § 3, Capitulo I, anillo de valuacién discreta, car V = 0,
V/2V = F v F' = Quot(V)
Sea g(x) € V[x] levantamiento ménico de £f(x) y N' cuer-
po de descomposicién de g(x) . Tenemos entonces
n
g(t) = 1 (t - ay)
i=1
oy raices de g en N'
Entonces N' tiene valuacién discreta, que extiende la de
F' y se tiene, oy FEEQA &I . Sea L' = F'(a) con
o Hzgéa o . Sea B anillo de valuacidén de N' . Tenemos
entonces el siguiente diagrama.
N' i B — N = F(&I,
N I
L' =F(a) —— BNL' =V, —» L =F(a)

un
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Se tiene que L' = F(a) estd definido por el polinomio

g(t) v la discriminante de L'/F' es:

AL'/F' = det (Q) (mod F'*z)

Donde Q : L' = F' es la forma cuadrdtica Q(x) = % TrL,/F.(XZ)
con forma bilineal simétrica asociado BQ(x,y) = TrL,/F,(X.y)

S5 = - F e W= - - -
Sea W VL si |L : F|] es par y W VL N | ker FrL'/F']
si [L : F] es impar. W es V-médulo libre con W @ F =W
y donde estd definida la forma cuadrética siguiente:

' N L o :]_— 2 _ 2
) o a2 T g TRy BN = T

Observaci(’)n: Q]‘j = Qf Y BQ' (X,y> = Ter /Fv <X) 'Ter /Fl (}’)
r

- Tr(x-y)

1 1 () 12 .
Como V‘“‘/V‘"‘2 —y F'k/F'% entonces, extendiendo escalares,

podemos, sin restriccién, considerar a Q_

ST | Q como for-

mas en WF' y L' respectivamente.

Supongamos que n es par. Entonces W = VL y por lo tanto

WF' = L' . Sea LO = ker(Tr) , entonces la descomposicién

L' = F' & LO es una suma ortogonal para Q; es Q

Mas atn, sobre LO Q% coincide con -Q . Tenemos enton -
o2

ces en F'®/F'%

iet Q] = (det Q) = Py o o L
- . (det Q/F'y L'/



Luego en F'*/F'*Z , como det Q;i = nZ - n , se tiene:
o
B
| 2 v e 2 ~ |
det Q' = (n~ - n)-det(QAt ) = (n° - n)det(-Q| )
T r|
L pe
o o
= -(n2 - n)h = (1 - n)A
\ LI/F! " L)/Fl
Si n es impar, entonces WF' = LO luego en '[~<"7'</F'7'<2
det(Q) = det(-Q| )
: L
By v ypr) = 1 Doy jp
L'/I " L'/

Aplicando el epimorfismo vy 1introducido en §3, Capfitulo I

y los lemas (3.3) y (IT;(l.7) se tiene:
\I(l - ‘[l) + ’Y(/\‘Ll/}?')
PL/F ¢ T Arf(Q.) = y(det Q) =

Y(n) + Y(fA\LP/!FI)

vy(l - n) + BL/F si mn par

y(n) + BL/F si n es impar

Claramente vy (k) estd definida para todo entero impar k
y dependiendo de las clases médulo 8 pués: Sup k entero

impar, entonces:
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k =2t + 1 , t € 7Z
Si t =z O(mod 2): k =4s +1 , s e Z
Luego: v(k) = v(1 + 4s) = s(mod 2)
Si s - O(mod 2) , entonces k = 1l(mod 8)
Si s = l(mod 2) , entonces k = 5(mod 8)
Si t = l(mod 2): k = 4t + 3

Il

-1+ 4(t + 1)

Luego: vy (k) (t + 1) (mod 2)

Si t = O(mod 2) , k - 3(mod 8)

Si t = 1l(mod 2) , k - 7(mod 8)

Luego s6lo depende de las clases médulo 8 . M4s atin, tenemos:

y(7) = y(1) =0 'y vy(3) =+v(5) =1

Luego se tiene el teorema.
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CAPITULO II. DISCRIMINANTE DE FORMAS CUADRATICAS.

§ 1. Relaciones entre la discriminante de Berlekamp y formas

cuadriticas.

En este parrafo se introducirdn algunas nociones bédsicas de
la teoria de formas cuadréticas sobre anillos semi-locales

que servirédn para demostrar una relacidén entre la discrimi-
nante de Berlekamp y la invariante de Arf de una forma cua-
dritica. Esta relacién servird posteriormente, en § 2 para

dar una demostracién mis elemental del resultado del traba-
jo Discriminants of Polynomials and Quadratic Forms lBaJ2

para el caso car k = 2

(1.1) Definicién: Sea A wun anillo conmutativo con 1,
M A-médulo proyectivo finitamente generado. Una forma bili-
neal B : M x M > A se dice simétrica si B(x,y) = B(y,x)

para todo x,y € M

Sea (M,B) médulo bilineal sobre A . Para todo x € M se
define:

dB(X) € Hom(M,A) poniendo: dB(x)(y) = B(x,y) para todo

y ¢ M

Luego tenemos una aplicacién A-lineal d M - Hom(M,A)

B

El médulo bilineal (M,B) se llama no singular si db es
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un isomorfismo.

Observacién: Sea M = Ael o ... 0 Aen A-m6dulo libre de di-

mensién n , B forma bilineal simétrica sobre M . Enton-
ces la forma B estid definida por la matriz (Bij) donde

Bij = B(ei,ej)

El médulo bilineal (M,B) es no singular si det(Bij) € A%

(1.2) Definicidén: Sea m € médx(A) , (M,b) A-mbédulo bili -

neal, entonces se define la reduccién de (M,B) mdbédulo m ,

como la forma bilineal sobre A/m , (M(m) ,B(m)) , donde

M(m) = M/ B(m) = M(m) x M(m) ~ A/m estd definida por

oM T
B(m) (x,y) = E(xX,y) para todo x,y € M(m)

(1.3) Definicién: Sea M A-médulo proyectivo finitamente

generado. Se define una forma cuadriatica en M como una

aplicae¢ién: q : M » A con las siguientes propiedades:
(1) qiAx) = Azq(x) VxxeEM, X €A
(2) Bq(x,y) = q(x +y) - q(x) - q(y) define una

forma bilineal Bq - M x M- A

El par (M,q) se llama médulo cuadridtico sobre A vy

(M,Bq) es el médulo bilineal asociado. Si (M,Bq) es no
singular, entonces (M,q) se llama no singular o espacio

cuadratico.

Andlogamente al caso bilineal, se define para m € Max (A)
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la reduccién (M(m),q(m)) de un médulo cuadréatico.

(1.4) Proposicién: Para todo mdédulo cuadrédtico son equiva -

lentes:
(1) (M,q) es no singular.

(2) (M(m),q(m)) es no singular para todo m € Max(A)

(1.5) Observacién: Si car A = 2 se tiene Bq(x,x) =
= 2q(x,x) = 0 para toda forma cuadrdtica q , luego b

es alternada.

Si q es no degenerada se tiene dim M es par y M tiene

base simpléctica Xy oo Xg s Yy, --., Y, o €8 decir
B (x.,x.) = 0=0DB8B (v.,y. ara todo i, ] B (x,,y.) =&
o FyXed qViv5) P J 7 By(x;.¥4) i
(1.6) Definicidén: Sea V F-espacio vectorial, supongamos
car(F) = 2 y q forma cuadridtica no degenerada sobre V
Sea {xl, cees X0V e ye} base simpléctica de V . Se
define la invariante de Arf de q en F/p(F) como:

e

Arf(q) = X q(x)aly;) (mod p(F))

i=1
Esto es una invariante de (M,q) , es decir si {Xi,yg} es
otra base simpléctica de (M,q) , entonces Xq(xi)q(yj)

Eq(x{)q(y{) mod p(P) . Para la demostracidén ver IBa]l_

LLa invariante de Arf de una forma cuadrdtica sobre un cuer-

po de caracteristica 2 se puede reducir al cédlculo de la
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discriminante usual de una forma cuadrdtica sobre un cuerpo
de caracteristica 0 usando el método introducido en (I, § 3)

bo}

de la siguiente manera:

Sea F cuerpo, <car(F) =2 . Sea V , como en (I, 8§ 3),
anillo de valuacién discreta, con cuerpo residual F , uni-

formizante 2 y car V =0

Sea M un V-médulo libre de rango m < e« . Sea q : M > V
forma cuadridtica sobre M y sea M = M/2M un F-espacio
vectorial y q : M » F 1la forma cuadritica reducida. La
determinante del espacio cuadritico (M,q) sobre V estéd
definida como la clase det(Bq(ei,ej) mod V‘«‘\’2 en V*/V*Z
donde {el, e en} es una base cualquiera de M sobre
V . Esta clase se denota por det(q) . Se comprueba que

det(q) € S/V*‘Z : V*/V""2 (ver demostracidén (1.7)).

El siguiente resultado de Wadsworth relaciona det(q) con

la invariante de Arf de (M,q)

(1.7) Lema: det q € S/V¥* y

v(det q) = Arf(q)

Demostracién: Como q es no degenerada, existe base simpléc-

tica Xy, ..., X, ¥y, --en Yo oo Tomemos pre-imédgenes X:,Ys

de X,y oen M, 1i=1, ...e . Entonces {Xl,yl, s @ g XeyeJ

es base de M con B (Xi’Xj) , Bq(yi’yj) € 2V vy
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Bq(x. , yj) & aij + 2V  para todo 1i,]

A

Usando técnicas de ortogonalizac

i 1 1

y con X = xi(mo
B (xi,yi) = 1 para todo 1 y s
=B (y!,y!) =B (x!,y!) =0

g Ty T30 q %173

L.a matriz Bq relativa a la bas

bloques diagonales conel i-ésimo

ién, podemos encontrar

|

d 2M) , yi = yi(mod 2M)
i i # 3, Bq(xi,xj) =

' 1 1 1
e x . moam X es en
l)y:l_ H e)ye

bloque de la forma:

Zq(xi) 1
1 2q(y;)
e
Se obtiene, entonces, det q = Il A(q(xi)q(yi) - 1) € s/V*
i=1

y aplicando el homomorfismo vy

nemos :

e
v(det q) = % v (
1

introducido en (I, § 3) te-

A(q(Xi>q(yi) - 1)

q(

x:)q(y;)

2
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Introduciremos ahora otra definicién relativa a formas cua-

dridticas:

(1.8) Definicidén: Sea (M,q) espacio cuadratico sobre un

anillo A . Un automorfismo o det(M,q) es un isomorfismo

~

o : M » M tal que q(o(x)) = gq(x) Vx €M

Denotaremos al grupo de automorfismos de (M,q) por 0O(M)

Este grupo se llama el grupo ortogonal de (M,q)

Sea (M,q) espacio cuadritico sobre un anillo semilocal A
Para o € 0(M) denotemos por o(m) 1la reduccién médulo

m Max(A) . A continuacioéon definiremos el grupo de automor-

fismos propios de (M,q) : O+(M) . Con este fin, recordare-

+ : iy
mos las definiciones de O para espacios cuadrédticos so -
bre cuerpos, considerando las reducciones de (M,q) médulo
los ideales maximales de A |, tenemos los casos: Sea

m € Max(A)

i) car(A/m) # 2 . Entonces para todo o(m) € 0(M(m))

2
[det 6] =1 es decir det ¢ = =1
Y O+<M(m>) = {o(m) € 0(M(m))/deto = 1}
ii) car(A/m) = 2 . Entonces deto = 1 para todo o € 0(M)

Luego el determinante no es una invariante importante para
o . En este caso se introduce una nueva invariante que se

define de la siguiente manera:
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El espacio (M(m),q(m)) tiene base {el, e o en’fl’ § el fn
con: q(el) = ai ) q(fl> = bl ) <elfl> = L: ¥
= y L 1 =
M (m) <el’fl . <en,fn> donde (ei,fi> [ai,bij
Entonces todo o(m) € 0(M(m)) se define por:
m
~ — > ) 9,
u(m)(ei) 2 (uijeJ + (ljfj)
J
n
O(m)(fi) = j:l (GiJej + olJfJ)
con “ij’ éij € A/m
Definimos entonces:
(1.9) Definiciédn:
D(o) = Z (

8.0y Ysse T Bec¥seeo T b.B..8S..
£y royTay T SeiTag By Ryt

Este elemento de A/m es una invariante, es decir, indepen-

diente de la base {ei,fi} y para todo o € 0(M(m)) se

tiene:

D(o)2 + D(o) =0
Luego D(o) = 0 6 1
Entonces

O+(M(m)) = {o € (M(m))/D(o) = 0}



