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Resumen

En esta tesis se estudian mercados en los cuales existen multiples grupos de
agentes que buscan emparejarse. Se propone una taxonomia para las estructuras de
las preferencias en mercados trilaterales con el fin de describir en detalle la literatura
sobre existencia de estabilidad, y a la vez se aporta en esta literatura con resultados de
existencia para un tipo de estructura particular. Por otro lado, se analiza el problema
de la asignacién de precios de una plataforma monopolistica de emparejamientos
en mercados multilaterales. Bajo una condiciéon de ordinalidad para el proceso de
matching de la plataforma, se encuentra que desbalances en el tamafio de los grupos no
afectan las asignaciones 6ptimas del nivel de precios. Ademas, se estudia el problema
de la fijacion del nivel de precios 6ptimo mediante simulaciones computacionales.

Introduccion

El estudio de la teoria de matching tiene importantes aplicaciones en diversos
problemas econémicos y sociales. Mercados matrimoniales, donacién y trasplantes de
6rganos, admision a colegios/universidades son solo algunas de estas aplicaciones. La
idea es emparejar agentes segtin sus preferencias, catalogados en grupos por caracteristicas
comunes. El modelo clasico de matching bilateral consta de dos grupos de agentes, en
donde cada uno de estos posee preferencias por aquellos del otro grupo. Un matching
es una colecciéon de parejas compuestas por un agente de cada grupo, y una de sus
propiedades mds importante es la estabilidad: que no exista una pareja de agentes
que prefiera emparejarse entre si a seguir con sus parejas bajo el matching. Uno de los
resultados mas relevantes en esta literatura corresponde al de |Gale y Shapley|(1962), en el
cual se demuestra la existencia de al menos un matching estable para cualquier mercado

bilateral, y ademads se propone un algoritmo para encontrarlo.

Sin embargo, cuando el mercado posee un tercer grupo de agentes se compromete
este resultado de existencia. Knuth| (1976) fue quien primero motivé el estudio de estos
mercados trilaterales, planteando que el resultado de existencia de Gale y Shapley (1962)
podria dejar de cumplirse. Lo anterior result6 cierto, ya que Alkan (1988) mostré un
ejemplo en el cual un mercado con tres agentes en cada uno de los tres grupos, no posee
matchings estables.

"Agradezco a mi Profesor guia, Juan Pablo Torres-Martinez, por su inmenso apoyo brindado a lo largo de
todo el proceso.



En esta tesis se estudian mercados en los cuales existen mas de dos grupos de agentes
que buscan emparejarse. Por un lado, se estudian condiciones sobre las preferencias que
garanticen la existencia de matchings estables en mercados trilaterales. Estas condiciones
hacen referencia a los grupos de agentes sobre los cuales se definen los perfiles de
preferencias. De esta forma, cada mercado trilateral posee una estructura derivada de la
direccién de las preferencias de los agentes en cada grupo. Entonces, para caracterizar los
tipos de estructuras y describir en detalle los resultados sobre existencia de estabilidad, se

propone una taxonomia que agrupa todos estos tipos.

Con esta taxonomia se contabiliza un total de siete tipos de estructuras, que agrupan 52
mercados particulares. En la literatura se ha estudiado la existencia de matchings estables,
y condiciones que aseguren esta, en solo seis de estos tipos (43 mercados) (Alkan, (1988;
Danilov, 2003} Lahiri, 2008 Pashkovich y Poirrier, |2020; Zhang, Li, Fan, Shen H., Shen
J. v Yu, 2019; Zhang y Zhong, 2021} Zhong y Bai, 2019). Para los nueve mercados de la
categoria restante, en esta tesis se demuestra la existencia de al menos un matching estable
cuando el nimero de agentes por grupo es exactamente igual a dos, pero este resultado
deja de cumplirse cuando se tienen como minimo tres agentes en cada grupo (Teorema
1). No obstante, se establecen condiciones sobre los perfiles de preferencias que permiten

recuperar la existencia de estabilidad (Teorema 2).

Con estos resultados se completa la literatura sobre existencia de matchings estables
en mercados trilaterales. Pero la taxonomia propuesta se puede extender para estudiar
mercados con mds de tres grupos de agentes. Ahora bien, la complejidad del problema
crece conforme aumentan los grupos en el mercado. A modo de ejemplo, para el caso

cuadrilateral el nimero de mercados a analizar supera los 30,000.

Por otro lado, en esta tesis también se estudian problemas de asignacién y fijacion
de precios para una plataforma monopolistica de emparejamientos en mercados
multilaterales. Estas plataformas funcionan proporcionando una interacciéon entre agentes
de distintos grupos para llevar a cabo cierto servicio, a cambio de tarifas de acceso o bien
contingentes a la transaccion. Poseen como gran ventaja la reduccién de los costos de
busqueda y de transaccién entre los agentes de un mercado al momento de realizar un
emparejamiento (Hagiu, 2006).

Han cobrado relevancia tltimamente por la variedad de servicios en que pueden operar:
plataformas de viajes compartidos, de citas, de bisqueda de empleo, de financiamiento
compartido, etc.; como también por el tipo de modelo de negocios, con varios ejemplos
de plataformas exitosas: Facebook, Google, eBay, Uber, por nombrar algunas. Por lo
mismo, se ha intensificado el estudio del funcionamiento de estas plataformas (Evans y

Schmalensee, 2016; McIntyre y Srinivasan, |2017), y particularmente el relacionado a la



teoria de precios (Rochet y Tirole, 2003, 2006; Weyl, 2010)E]

La literatura sobre teorfa de precios en estas plataformas se ha enfocado principalmente
en mercados de dos grupos, en los cuales los emparejamientos son entre muchos agentes
ala vezE] y estos agentes poseen determinadas correlaciones en sus preferencias por sus
potenciales parejas (Armstrong), 2006; (Caillaud y Jullien, 2003; Rochet y Tirole, 2006). Estas
dos ultimas caracteristicas hacen que el proceso de matching que establece la plataforma
no juegue un rol fundamental en el problema de asignacién de precios, y por lo mismo no
sea considerado en esa literatura (Weyl, 2010).

Sin embargo, cuando existe exclusividad en los emparejamientos, cada agente esta
interesado por la identidad de sus potenciales compafieros, y por tanto el proceso de
matching cobra relevancia (Marx y Schummer, 2021). Por ejemplo, en Damiano y Li
(2007) se plantea un modelo de plataforma monopolistica y se detallan condiciones
sobre el proceso de matching para obtener una maximizaciéon de beneficios eficiente,
cuando los emparejamientos son exclusivos y la plataforma ofrece un ment de tarifas
de acceso. Por otro lado, |Aoyagi y Yoo (2019) estudian los mecanismos 6ptimos que
posee una plataforma para inducir reportes veraces de las preferencias, concluyendo que
en mercados bilaterales con exclusividad en los emparejamientos, estos mecanismos no
coinciden necesariamente con aquellos que maximizan beneficios (Aoyagi y Yoo, 2019).
En contextos de subastas también se han analizado mecanismos de emparejamiento
exclusivos en plataformas monopolisticas (véase Fershtman y Pavan| (2017, [2022); Johnson
(2013)).

En lo que respecta al problema de fijaciéon de precios, Marx y Schummer|(2021) desarrollan
un modelo en el cual una plataforma cobra a los agentes de un mercado bilateral tarifas
de entrada para generar emparejamientos exclusivos. Bajo condiciones de racionalidad
individual y ordinalidad para la funcién de matchings que implementa la plataforma,
los autores muestran que, cuando las preferencias son heterogéneas, desbalances en el
nimero de agentes por grupo no afectan las tarifas 6ptimas que se le cobra a cada lado
(Teorema 1 en|Marx y Schummer| (2021)). Esto es relevante puesto que estd documentado
que aquellos individuos del lado corto del mercado reciben en promedio pagos mas altos
que aquellos del lado largo, al participar en un proceso de matching estable (Ashlagi,
Kanoria, y Leshno, 2017). Entonces, la plataforma no posee incentivos para extraer este
excedente, debido a la heterogeneidad en las preferencias y a la exclusividad de los

emparejamientos.

En esta tesis se extiende el modelo de Marx y Schummer (2021) para mercados

multilaterales, manteniendo la exclusividad de los matchings y las preferencias

'En cuanto a investigacién empirica, existe poca pero destaca el estudio de [Duch-Brown|(2017) en el cual
se caracteriza la estructura de mercado de cuatro tipos de plataformas online.
*Esto es, los matchings son muchos-a-muchos o muchos-a-uno.



heterogéneas. Con este modelo se estudia el problema de la asignacién de un nivel fijo
de precios entre los multiples lados del mercado. La heterogeneidad en las preferencias
se interpreta como agentes diferenciados horizontalmente, y se consideran casos en los
cuales estos agentes poseen valoraciones medidas con la misma escala entre los grupos,

como también casos con diferentes escalas de valoracién.

Se encuentra que el resultado de independencia de estas asignaciones Optimas con
respecto a desbalances en el tamafio de los grupos se mantiene bajo las mismas
condiciones para la funcién de matchings (Proposicién 1). Sin embargo, para tener
asignaciones 6ptimas simétricas entre los multiples lados se necesita que todos los agentes
del mercado valoren con la misma escala el emparejarse (Teorema 3). En cambio, si hay
grupos cuyos individuos poseen una escala de valoracién mayor que aquellos de otro
grupo, entonces la plataforma carga las asignaciones del nivel de precios hacia estos

grupos con mayor escala en la valoracion (Teorema 4).

Por ultimo, se analiza también el problema de la fijacién del nivel de precios 6ptimo,
restringiendo la atencién a mercados bilaterales y a funciones de matchings estables.
Debido a la dificultad analitica para determinar una expresiéon cerrada del ntmero
esperado de parejas que se forman en un matching estable en funcién de factores
que truncan las preferencias por parejas admisiblesﬂ se ataca este problema mediante
simulaciones computacionales. Con esto, se logra dilucidar que, cuando los grupos poseen
el mismo tamario, el nivel de precios 6ptimo es creciente con este tamafio del mercado. Sin
embargo, estas simulaciones no son concluyentes con respecto al efecto del desbalance en

el tamafio de los grupos sobre el nivel de precios 6ptimo.

La organizacién de esta tesis es la siguiente. La Seccién 1 es para mercados de matching
trilaterales. Primero se define la taxonomia que agrupa los distintos tipos de estructuras.
Luego se analiza para cada uno de estos tipos la literatura existente sobre estabilidad de
los matchings. Posteriormente, se presentan resultados de existencia de estabilidad para un
tipo de mercado particular. Y esta seccién termina mostrando que la taxonomia puede ser
extendida para analizar mercados con mds de tres grupos de agentes. En la Seccién 2 se
estudian problemas de asignacién y fijacion de precios en plataformas de emparejamientos
multilaterales. Se parte detallando el modelo de plataforma monopolistica, para luego
presentar resultados sobre el problema de la asignacién de un nivel de precios entre los
multiples lados. Por tdltimo, se discute sobre el nivel de precios 6ptimo sobre la base de

las simulaciones computacionales.

*Estos factores corresponden a las asignaciones del nivel de precios que se distribuyen entre los grupos del
mercado, y determinan las parejas admisibles para cada agente.



1. Mercados de matching trilaterales

En esta seccion se presenta una taxonomia que agrupa las estructuras de los mercados
trilaterales derivadas de la direccion de las preferencias de los agentes. Cada tipo de estructura
se motiva con ejemplos pricticos, y se presenta la literatura existente sobre estabilidad. Luego, se
analiza un tipo particular de estructura que no se ha estudiado en la literatura, y se presentan
resultados de existencia de matchings estables.

Modelo de matching trilateral

Considere un mercado de tres lados que estd compuesto por los conjuntos disjuntos,
finitos y con la misma cantidad de agentes, A, B y C. Un problema de matching es
caracterizado por un perfil de preferencias P = (P, x, Pyy; Pe.z) (ap,c)cAx Bxc, donde Py g
denota las preferencias estrictas de un agente h € A U B U C por los agentes (o grupos
de agentes) en H. Por ejemplo, P, p denota la relacion de preferencias estricta del agente
a € A por los agentes en B, mientras que P, pxc denota una preferencia estricta de a € A

por los pares de agentes B x C.

Se define un matching ;1 como un subconjunto de A x B x C cuyas proyecciones sobre
A, B y C son biyectivas. Entonces, dadas dos tripletas distintas (a, b, c), (a/,b',c') € p, se
tiene que a # da’,b # V', y ¢ # (. Asi, dado un agente a € A y un matching p, se denota
por (up(a), pc(a)) € B x C al tnico par (b, c) tal que (a,b,c) € p. La definicién para
(ra(d), pc(b)) € Ax Cy (pa(e), up(c)) € A x B es andloga.

Una tripleta de bloqueo para el matching ;. se define como aquella tripleta (a,b,c) ¢ pu,
tal que todos sus integrantes prefieren a estos nuevos compafieros que a aquellos que
tenian en el matching p. Para el caso de un mercado trilateral estindar, en el sentido
de que todos los agentes poseen preferencias conjuntas por las parejas de agentes de
los otros dos grupos, y por tanto el perfil de preferencias queda caracterizado por
P = (Papxcs Pooxcs PoaxB) @peaxnc; 1a tripleta (a,b,c) ¢ u bloquea el matching ji si
se cumple lo siguiente:

» (b,c) Pupxc (nB(a), pe(a)),
* (a,¢) Poaxc (1a(b), pe(b)),
» (a,b) Peaxp (pa(e), pp(c)).

Un matching ;1 se dice estable cuando no existe una tripleta que lo bloquee.

Taxonomia para la estabilidad

El resultado negativo de |Alkan| (1988) sobre existencia de estabilidad para estos
mercados trilaterales estindar motivé el estudio de condiciones que aseguren existencia.

La literatura se ha enfocado en restricciones a las preferencias de los agentes, ya sea



en la estructura misma de estos perfiles (Danilov, 2003} Lahiri, [2008), como también
restricciones relacionadas a la direcciéon de las preferencias, es decir, sobre cuédl(es)
grupo(s) de agentes se definen (Pashkovich y Poirrier, 2020; Zhang, Li, Fan, Shen H., Shen
J. vy Yu, 2019} [Zhang y Zhong), 2021} |[Zhong y Bai, 2019). La siguiente taxonomia permite

comprender estas restricciones a la direccién de las preferencias.

Los perfiles de preferencias de los agentes se modelan de tres formas: preferencias
por agentes de solo un grupo, preferencias separadas por agentes de dos grupos, y
preferencias conjuntas por parejas de agentes. Se asume que todos estos perfiles de
preferencias son estrictos, y se distinguen por la direccién o grupo sobre el cual se definen.

De esta forma, los mercados trilaterales quedan con cierta estructura.

Cada mercado puede ser representado por un diagrama, en el cual cada grupo conforma
un vértice y de este pueden salir flechas hacia otro vértice, o bien hacia el punto medio del
trazo que se forma al unir los otros dos vértices. Estas flechas indican sobre qué grupo(s)
se tienen preferencias. Por ejemplo, si del vértice A sale solo una flecha hacia el vértice
B, esto se interpreta como que cada agente en A posee preferencias sobre los agentes de
B, y no posee preferencias sobre los agentes de C. En cambio, si del vértice A salen dos
flechas, una hacia el vértice B y otra hacia el vértice C, entonces cada agente en A posee
preferencias sobre los agentes en B, y ademads sobre los agentes en C, de forma separada.
Por dltimo, si del vértice A sale una flecha hacia el punto medio del trazo formado por los

vértices B y C, entonces cada agente en A posee preferencias por las parejas (b, c) € B x C.

Se define un diagrama completo como aquel diagrama que cumple con las siguientes tres

condiciones:
(1) De cada vértice debe salir al menos una flecha.

(2) Desde un vértice no sale ninguna flecha hacia otro vértice si y sélo si sale una flecha

hacia el punto medio del lado opuesto al vértice.
(3) Directa o indirectamente, cada vértice debe recibir al menos una flecha.

Estas reglas para los diagramas reflejan que ningtin grupo puede ser excluido del mercado,
vale decir, los agentes de cada grupo deben poseer al menos un perfil de preferencias por
agentes de otro grupo del mercado, y a la vez les deben interesar a agentes de al menos
uno de los otros grupos.

N

Figura 1: Ejemplo diagrama completo. Figura 2: Ejemplo diagrama incompleto.




Para ejemplificar lo anterior, considere el diagrama de la Figura 1. Este representa una
situacién en la cual los agentes del grupo A poseen preferencias solo por los agentes de
B, los agentes de B poseen preferencias solo por los agentes de C, y estos agentes de C'
poseen preferencias solo por los agentes de A. Este diagrama se dice que es completo ya
que los agentes de cada grupo poseen preferencias por agentes de al menos otro grupo
del mercado, y al mismo tiempo para los agentes de cada grupo existen agentes de otro
grupo que poseen preferencias sobre ellos.

Pero el diagrama de la Figura 2 no es completo. Si bien este diagrama cumple con
que los agentes de cada grupo poseen al menos un perfil de preferencias por agentes de
otro grupo del mercado, el problema estd en que el grupo B no recibe ninguna flecha de
algun otro grupo. Esto significa que ni los agentes del grupo A ni los agentes del grupo
C poseen preferencias por los agentes de B, por lo que dejan a este grupo excluido del

mercado.

En lo que sigue se trabaja con diagramas completos para mantener la conformacién
trilateral del mercado.

Codificacién

Los diagramas se codifican por vectores de tres componentes, donde cada componente
representa qué tipo de preferencias poseen los agentes del grupo correspondiente. Dado
vértices A, B,C, la primera componente de los vectores de codificacién representa las

preferencias de los agentes del grupo A4, la segunda componente las preferencias de los
agentes del grupo B, y la tercera componente las preferencias de los agentes del grupo C.

Las cuatro situaciones posibles para las preferencias de los agentes se denotan segin los

simbolos —, <—, < & — y «—, los cuales representan lo siguiente:

» — : preferencias sobre los agentes de solo un grupo, y corresponde al grupo siguiente
seguin el orden A, B, C.

» ¢ : preferencias sobre los agentes de solo un grupo, y corresponde al grupo anterior
seguin el orden A, B, C.

» @ — : preferencias sobre los agentes de los otros dos grupos por separado.
» — : preferencias conjuntas sobre las parejas de agentes de los otros dos grupos.

A modo de ejemplo, un mercado en donde cada agente de un grupo posee preferencias
conjuntas por las parejas de agentes de los otros dos grupos se representa por
[¢«—, +—,—]. Otro ejemplo es un mercado en que cada agente de un grupo solo
posee preferencias por los agentes del grupo siguiente segin el orden A, B, C, el cual
se representa por [—, —, —]. Otro caso es cuando los agentes de un grupo (B) poseen

preferencias de forma separada por los agentes de los otros dos grupos (A y C), y en estos
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dos grupos restantes los agentes poseen preferencias solo por los agentes del grupo B. El
mercado descrito anteriormente se representa por [—, < @ —, <.

Ntumero de diagramas

Se tienen tres grupos y cuatro posibles escenarios para las preferencias de los agentes
de cada uno. Por lo tanto existen 43 = 64 posibles diagramas. Sin embargo, 12 de estos
64 diagramas no son completos. En particular, si la representaciéon de un diagrama posee
los simbolos — y <— en coordenadas contiguas, en ese orden, entonces este diagrama no
cumple la condicién de que cada vértice debe recibir, directa o indirectamente, al menos
una flecha. Como existen tres formas de tener una representacion con simbolos — y < en
coordenadas contiguas ([—, <, |, [, =, <] y [+, -, —]), y para la coordenada restante hay
cuatro posibles casos, se tiene que 3 - 4 = 12 diagramas no son completos. Por lo tanto, el

nuimero de diagramas completos a analizar es 52.

Tipos de estructuras

A continuacién se presentan siete tipos de estructuras que agrupan los 52 mercados
totales. Para cada tipo de estructura se analiza la literatura relacionada con la existencia de
matchings estables. A modo de resumen, en el Cuadro 1 se presentan estos siete tipos, la
representacion de todos los mercados en cada una de estos, y también la literatura existente

para cada estructura.

Tipo Mercados Referencias Estabilidad
Alkan|(1988);
I [, ¢, ] Danilov|(2003); Con restricciones
Lahiri|(2008).
Boros, Curvich, Jaslar, y Krasner|(2004);
11 [, = =] [ ] Eriksson, Sjostrand, y Strimling|(2006); Con restricciones
Pashkovich y Poirrier|(2020).
@ =, , -] [, @ —, ] [, =, « @ -]
m | e reeol Ceoeood] [Coo e ool g B B019). Siempre
@ =« > [= &=« -] [ ® =, d—)
[ ==, 3]
[®—=—2] [oed—,2] 2,205 7 .
v ~ . . Zhang y Zhong|(2021). Siempre
[ ® 2, ,¢] [ D] [, D]
[, =] [=, ¢, <] [, =, ]
v [= o=l [ @] [ @ ==l Zhang, Li, Fan, Shen H., Shen J. y Yu (2019}. Siempre
[¢—, a2 [= =) [ @ —, ]
=B8] [do B3] [ B )
[CR—— Eyp—— Epp—
VI [ ] ey =] e o] Zhang y Zhong|(2021}. Siempre
[, 2B ] [0 [ ® o]
[f—=, @ =,¢] [ =B =] B,
[¢—, ¢, =] [¢—, =, ] [, =, ]
VII [, —, ] [, ] [, +—, ] Nuestros resultados. Con restricciones
(=B ] [ 2] [ B ]

Cuadro 1: Resumen de los tipos de estructuras para las preferencias. Se destaca en azul
aquellos mercados particulares que se analizan en las referencias respectivas.

Tipo I: [«+—, +—, «—]

En mercados de este tipo los agentes de cada grupo poseen preferencias conjuntas

sobre las parejas conformadas por los agentes de los otros dos grupos. El diagrama de la



Figura 3: [«—, +—, —].

Figura 3 muestra graficamente este tipo de mercados.

Estos mercados se pueden considerar como aquellos sin ninguna restriccién sobre las
preferencias. Como ejemplo considere un mercado de espacios publicitarios, en el cual
un grupo de anunciantes busca proporcionar espacios publicitarios para que se efectien
transacciones entre empresas y usuarios. Un matching en este ejemplo es una coleccién
de transacciones compuestas por un anunciante, una empresa y un usuario. Si cada
anunciante ranquea a las posibles parejas empresa-usuario, ya que le interesa el tipo
especifico de transaccion que resulta entre la empresa y el usuario; cada empresa ranquea
a las posibles parejas anunciante-usuario, porque su estrategia de ventas se disefid
pensando en cada combinacién anunciante-usuario; y cada usuario ranquea a las posibles
parejas anunciante-empresa, puesto que su utilidad depende del producto/servicio
que recibe en la transaccién, y también de dénde obtuvo la informacién; entonces
diagramas como el de la Figura 3 pueden representar esta estructura en la direccién de las
preferencias.

El resultado de Alkan (1988) plantea que no siempre existen matchings estables para
este tipo de mercados. Sin embargo, en la literatura se han estudiado algunas restricciones
para las preferencias que permiten la existencia de matchings estables. Danilov| (2003,
Proposicion 1) establece preferencias lexicogréficas para los agentes de dos grupos entre
si, y demuestra la existencia de matchings estables. Por otro lado, [Lahiri| (2008, Teorema
1) demuestra existencia mediante preferencias lexicogréficas para los agentes de solo un
grupo, mds una condicién de diferentes “mejores” para las preferencias de los agentes
de otro grupo al comparar distintas parejas compuestas por agentes del primer grupo

(aquellos con preferencias lexicogréficas) y agentes del tercer grupoE]

Este tipo de estructura agrupa solo un diagrama ([+—,+«—,<+—]), ya que cualquier
re-etiquetado de los grupos o simetria del diagrama lleva a la misma situacién.
Tipo II: [—, —, —]

Mercados tales que los grupos se ordenan de alguna forma, y los agentes de cada grupo
solo tienen preferencias por los agentes del grupo siguiente segtin el orden establecido, se

4Lahiri (2008) llama a esta condicién Technical Specialization, y la define como, considerando al grupo A
como aquel con preferencias lexicogréficas, la existencia de una funcién f : A x B — C, inyectiva, tal que
paratodoa € A,b € By ce C,bprefiere a (a, f(a,b)) por sobre (a, c).



representan en este tipo de estructura.

Figura 4: [—, =, —].

Estos mercados son aquellos que han recibido mdas atencién en la literatura por las
multiples aplicaciones en distintos contextos. Por ejemplo, algunos programas de
intercambio de rifién (como New England Progmrrﬂ y The National Matching Scheme of the
UKﬁ) permiten que los pares donador-receptor incompatibles por razones médicas sean
vistos como un tercer grupo cuyas preferencias se determinan de acuerdo con parametros
especiales de los rifiones aceptables (Bir6 y McDermid, |2010). Otra aplicacién de este tipo
de mercados trilaterales se presenta en el drea de sistemas de redes computacionales. Cui
y Jia| (2013) modelan redes de tres lados en las cuales los datos se recolectan de sensores,
y a través de un grupo de servidores se envian a los usuarios. La estructura ciclica de las
preferencias viene dada porque los usuarios prefieren recibir los mejores servicios de las
fuentes de datos (sensores), las fuentes de datos prefieren a los servidores maés eficientes
en la entrega de datos, y los servidores intentan satisfacer a mas usuarios (Cui y Jia, 2013).

En la literatura relacionada a la estabilidad de los matchings en estos mercados se ha
llegado a demostrar existencia imponiendo restricciones sobre el niimero de agentes en
cada grupo. Boros, Gurvich, Jaslar y Krasner (2004, Teorema 1) mostraron que con solo
tres agentes en cada grupo siempre existen matchings estables. Luego, Eriksson, Sjostrand
y Strimling (2006, Teorema 1) extendieron lo anterior para mercados con a lo més cuatro
agentes por grupo. Recientemente, |Pashkovich y Poirrier| (2020, Teorema 3) demuestran
que incluso con cinco agentes por grupo también siempre existe al menos un matching
estable. Sin embargo, en esta misma literatura no se ha podido demostrar existencia
independiente del ntimero de agentes por grupo, por lo que este resultado estd planteado
como conjetura (Eriksson, Sjostrand y Strimling, 2006; |Pashkovich y Poirrier, 2020).

Como los grupos pueden ordenarse de dos formas distintas para formar un ciclo,
este tipo de estructura agrupa dos diagramas: [—, —, =] y [+, <, <.

Tipo IIL: [« & —, +—, —]

Se consideran los mercados tales que los agentes de dos grupos no se interesan entre
si, mientras que en el tercer grupo sus agentes poseen preferencias por aquellos de los

primeros dos grupos de forma separada.

*New England Program for Kidney Exchange. http:/ /www.nepke.org.
UK Transplant. http:/ /www.uktransplant.org.uk.
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B C

Figura 5: [« & —, +, —].

En|Zhong y Bai|(2019) se analizan estos casos, y se motivan con el ejemplo de doctores (A),
enfermeros (B) y anestesistas (C) al conformar el equipo médico para una intervencion.
Se demuestra que siempre existe al menos un matching estable (Teorema 1 en |Zhong y Bai
(2019)), el cual se puede encontrar emparejando primeramente los grupos A y B mediante
el algoritmo de Aceptacién Diferida (AD) propuesto por Gale y Shapley (1962), y luego
emparejar estos pares (a,b) € A x B con los agentes de C, siguiendo las preferencias de a

para las parejas (a, b), mediante el mismo algoritmo de AD.

En este tipo de estructura hay tres formas de tener dos grupos tales que sus agentes
no se interesen entre si, y que en el tercero sus agentes posean preferencias por aquellos
de los otros dos grupos de forma separada. Estos tres diagramas se representan por:
[ @ =, =], [, B =, ]y [, =, < D =]

Ademéds, cabe destacar que estas situaciones se pueden extender y agregar perfiles
de preferencias para los agentes de los grupos que no se interesan entre si. Estos nuevos
perfiles de preferencias se interpretan como “informacién extra” en el mercado, y por lo
tanto no comprometen la existencia de matchings establesﬂ Entonces, se desprenden otras
seis situaciones en las cuales cada agente de un grupo que en un principio no se interesaba
por los agentes del otro grupo, ahora si lo hace. Estos diagramas se representan por:
[, D—,>, Do, D], [«D2, D¢, [2,D—, D>,
[~ @ =, =, & =]y [+, & =, & —]. Pero también los agentes de estos dos grupos
podrian interesarse mutuamente, llegando a una situacién con preferencias bidireccionales
completas, cuyo diagrama se representa por: [«<— @ —, < & —, < @ —]. Juntando todo lo
anterior, en este tipo de estructura se agrupan diez diagramas.

Tipo IV: [—, =, & —]

Estas estructuras se discuten en|Zhang y Zhong| (2021), y se les llama por preferencias
mixtas ya que entre dos grupos hay preferencias mutuas, pero ademas los agentes de uno
de estos grupos tienen preferencias por los agentes del tercer grupo.

Las aplicaciones de este tipo de estructura son aquellas que poseen el componente ciclico

’Suponga por contradiccién que no es asi. Es decir, existe una tripleta (a, b, ¢) que bloquea el matching en
el mercado con informacién extra. Si este es el caso, entonces las condiciones que debe cumplir esta tripleta
de bloqueo incluyen necesariamente a las condiciones que hacen que la misma tripleta bloquee el matching en
el mercado original, lo cual es una contradicciéon. Esto porque se afiaden perfiles de preferencias, pero no se
quitan otros.
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Figura 6: [—, =, <+ & —].

(como en el Tipo II), pero ademds a los agentes de un grupo les interesan aquellos del
grupo anterior segtn el orden del ciclo. Por ejemplo, si en el sistema de redes de|Cui y Jia
(2013) los servidores, ademads de satisfacer a los usuarios, poseen restricciones sobre el tipo
de sensores que recolectan los datos, entonces el problema de redes posee una estructura
como la representada por el diagrama de la Figura 6.

La existencia de matchings estables se demuestra mediante la aplicacion del algoritmo
de AD dos veces (Teorema 2 en Zhang y Zhong| (2021)). Primero entre los agentes de los
grupos By C. Luego, las parejas (b, c) poseen preferencias sobre los agentes de A como

las de ¢, y entonces se aplica nuevamente AD entre las parejas (b, c¢) y los agentes a € A.

Hay seis formas para que agentes de dos grupos tengan preferencias entre si, y que
ademds en uno de estos grupos los agentes tengan adicionalmente preferencias por los
agentes del tercer grupo (de forma separada). Esto porque hay tres diagramas en que dos
grupos tienen agentes con preferencias mutuas entre ellos, y al cambiar la direcciéon de las
preferencias de los agentes del tercer grupo se tienen otros tres diagramas. Por lo tanto,
estos seis diagramas se representan por: [—, =, & =], [+, ¢, & =], [=,— & =, =],
[, D=, ], [« D=, =, 2V [+ D =, , <]

Cabe destacar que en este tipo de estructura no se consideran los diagramas en los
cuales se afaden perfiles de preferencias, puesto que estos ya estdn considerados en las

estructuras del Tipo III.

Tipo V: [«—, +, —]

Estos mercados se caracterizan porque hay solo un grupo en que sus agentes poseen
preferencias conjuntas por las parejas de agentes de los otros dos grupos. Y los agentes de
estos otros dos grupos poseen preferencias solo por los agentes del grupo con preferencias
conjuntas.

Tomando de ejemplo aquella situacién en la cual un equipo médico se conforma entre
doctores (A), enfermeros (B) y anestesistas (C), anteriormente se motivé estableciendo
que los doctores poseen preferencias sobre enfermeros y anestesistas de forma separada,
y que entre enfermeros y anestesistas no hay interés mutuo. Sin embargo, se podria
considerar que entre enfermeros y anestesistas hay cierta complementariedad que afecta

la intervencién, pero adn fijando que entre ellos no hay preferencias. De esta forma, los
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Figura 7: [«—, <, —].

doctores deberian evaluar cada pareja enfermero-anestesista. Asi entonces, un diagrama

como el de la Figura 7 representa una situacién de este tipo.

Zhang, Li, Fan, Shen H., Shen J. y Yu (2019) analizan mercados con esta estructura,
y les llaman por preferencias hibridas puesto que mezclan preferencias conjuntas por
parejas con preferencias por agentes de solo un grupo. Los autores proponen un algoritmo
para encontrar matchings estables (Algoritmo 1 en Zhang, Li, Fan, Shen H., Shen J. y Yu
(2019)), el cual se detalla en el Anexo II. La idea de este algoritmo es que los agentes de un
grupo que no poseen preferencias conjuntas hacen primeramente las propuestas. Luego,
los agentes con preferencias conjuntas son aquellos que reciben las propuestas y tienen la
opcién de aceptar/rechazar estas, para luego proponer a los agentes del grupo restante
considerando todas las parejas admisibles en cada ronda de propuestas. Asi entonces, al
aplicar este algoritmo, siempre se obtiene un matching estable (Teorema 1 en Zhang, Li,
Fan, Shen H., Shen J. y Yu (2019)).

Los tres diagramas en que los agentes de solo un grupo poseen preferencias conjuntas,
y en los dos grupos restantes hay agentes con preferencias solo por aquellos del
primer grupo, se representan por: [«—,<«,—|, [—=,¢—,«] y [+, —,<—]. Pero
también se consideran aquellos diagramas en que se agregan perfiles de preferencias
para los agentes de los grupos que no se interesan mutuamente, lo cual afiade seis
diagramas mads, representados por: [«—, @ —, =], [¢«—, ¢, & =], [« B =, —, ],
[=, ¢, & =], [« & =, =, ]V [, < & —,—]. Ademds, hay tres situaciones en
las cuales los agentes de los grupos que inicialmente no se interesan entre si, ahora lo hacen
mutuamente. Estos tltimos tres diagramas se representan por: [+—, < & —,+ & —|,
[« ® =, «—, D]V [« D —,+ & —,<—]. Por lo tanto, se tienen 12 diagramas

agrupados en este tipo de estructura.

Tipo VI: [«+—, —, —]

Este tipo de estructura es tal que los agentes de un solo grupo poseen preferencias
conjuntas por parejas conformadas por los agentes de los otros dos grupos. Ademads, los
integrantes de los otros dos grupos son tales que, para el segundo grupo, solo poseen
preferencias por los agentes del tercer grupo. Mientras que los agentes de este tercer grupo
poseen preferencias solo por los agentes con preferencias conjuntas, es decir, aquellos del

primer grupo.
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Figura 8: [«—, —, —].

Una aplicacion de este tipo de estructura consiste en problemas de asignacién de personal.
En la literatura especializada se han disefiado mecanismos para la asignacioén de personal
segln criterios multiples, pero considerando elecciones bidireccionales (Liu y Ma, 2015;
Yu y Xu, 2020). Estos mercados trilaterales permiten ampliar la asignacién considerando
tres partes interesadas. Por ejemplo, considere una empresa que busca generar equipos
de trabajo compuestos por tres tipos de gerentes: de alta direccién, medios y de primera
linea. En esta empresa, la supervisiéon de actividades es lo tinicamente relevante para
definir preferencias. De esta forma, la alta direccién (B) supervisa solo a la gerencia media
(C), esta gerencia media supervisa solo a la de primera linea (A), y estos tltimos gerentes
deben responder conjuntamente a los lineamientos de la alta direccién, como también
a los objetivos operacionales de la gerencia intermedia. Por lo tanto, esta estructura de

preferencias se representa por el diagrama de la Figura 8.

En Zhang y Zhong (2021, Teorema 3) se demuestra que en contextos de este tipo
siempre existe al menos un matching estable. Para encontrar estos matchings, los autores
proponen un algoritmo (Algoritmo 2 en|Zhang y Zhong|(2021)), que se detalla en el Anexo
I. En este algoritmo quienes parten proponiendo son los agentes de B. Luego, solo los
agentes de C que reciben propuestas pueden hacer las suyas a los agentes de A, y estos
altimos son quienes pueden aceptar/rechazar las propuestas que reciben considerando

todas las parejas admisibles en esa ronda.

Mercados de este tipo se pueden obtener de seis formas distintas, ya que de
las tres formas en que solo un grupo tiene agentes con preferencias conjuntas,
hay dos maneras de ordenar la direcciéon de las preferencias de los agentes de
los dos grupos restantes. Estos seis diagramas se representan por: [+—, —, =],
[, ], [=,¢—, =], [+, ¢—.«], [=,—,«—] v [+, ,<—]. Luego, se puede
también agregar perfiles de preferencias para los agentes del grupo que inicialmente
prefieren a los agentes con preferencias conjuntas. Asi entonces, se tienen otros seis
diagramas representados por: [«—, =, D =], [+, D =, ], [+ D =, —, =,
[, d =], [, P —=,«—] ¥ [« & —,«,«—]. Por lo tanto, en este tipo de
estructura se agrupan 12 diagramas.
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Tipo VIL: [+—, «—, —]

Estos mercados son tales que los agentes de uno de los tres grupos poseen perfiles de
preferencias definidos sobre solo uno de los otros dos grupos, dejando asi a los agentes del
tercer grupo sin importancia para ellos. Mientras que los agentes de los otros dos grupos

poseen preferencias conjuntas por parejas de agentes.

Figura 9: [«+—, +—, —].

Considere a modo de ejemplo un mercado de entrega de alimentos compuesto por
consumidores (C), empresas (A) y repartidores (B). Entiéndase un matching como una
coleccién de transacciones efectuadas por una empresa y un consumidor, y la entrega
del producto la realiza un repartidor. Normalmente, las empresas son quienes definen
los plazos de entrega, junto con que en practicamente todas las aplicaciones online de
entregas el usuario no puede escoger ex-ante el repartidor que la realizara. De esta forma,
los consumidores solo poseen preferencias definidas sobre el conjunto de empresas, y no
les interesa qué tipo de repartidor llevara a cabo la entrega. Por el lado de las empresas,
estas tienen preferencias definidas sobre el conjunto de parejas repartidor-consumidor,
ya que, ademds de con quién efectuaran la transaccion, les interesa que la entrega de sus
productos sea lo més eficiente. De la misma forma, los repartidores poseen preferencias
definidas sobre el conjunto de parejas empresa-consumidor, ya que la distancia entre la
empresa y el consumidor es una de las variables més importantes a la hora de escoger qué
entrega realizar.

En este tipo de estructura se agrupan nueve diagramas. Esto porque hay tres formas de
tener dos grupos con agentes con preferencias conjuntas por parejas, y como para el tercer
grupo hay dos maneras de tener preferencias de sus agentes por solo los de otro grupo,

se tienen seis diagramas representados por: [«+—, , =, [+, e I,
[¢—, < ], [=,¢—, ] ¥ [+, ¢—, <—]. Ademds, al anadir perfiles de preferencias
adicionales para el grupo con agentes que no poseen preferencias conjuntas, se tienen
otros tres diagramas. Es decir, estos tres diagramas son tales que en dos grupos hay
agentes con preferencias conjuntas, y en el tercer grupo hay agentes con preferencias por
los agentes de los dos primeros grupos pero de forma separada. Estos dltimos diagramas
se representan como: [«—, «—, @ =], [¢+—, & =, ]|y [+ & =, +—, ]

Para este tipo de estructura se presenta en el siguiente apartado resultados sobre la
existencia de matchings estables.
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Modelo de matching para mercados Tipo VII

Los mercados que se analizan son tales que hay dos grupos cuyos agentes poseen
preferencias conjuntas sobre las parejas formadas por los agentes de los otros dos grupos.
Y para el tercer grupo sus agentes solo tienen preferencias por los agentes de uno de
los grupos anteriores. Por lo tanto, el perfil de preferencias bajo esta estructura es P =
(Pa,BxCs Py, axC» Pe,A) (ap,c)eAx Bxc- En la Figura 9 se presenta graficamente esta estructura
de preferencias.

Resultados

En este apartado se presentan resultados acerca de la existencia de matchings estables
para los mercados anteriormente caracterizados. Primero, se demuestra que cuando hay
exactamente dos agentes en cada grupo, siempre es posible encontrar al menos un matching
estable. Sin embargo, cuando el nlimero de agentes en cada grupo es estrictamente mayor
que dos, se pierde este resultado de existencia. Para esto tltimo se muestra como ejemplo
un mercado en el cual no existen matchings estables. Luego, para recuperar el resultado
existencia, se establecen preferencias lexicograficas para los agentes que en un principio
tienen preferencias conjuntas por parejas, con lo cual se logra demostrar existencia de

estabilidad recurriendo a distintos algoritmos desarrollados en la literatura.

Teorema 1. Considere un mercado trilateral con n agentes en cada grupo, caracterizado por el
perfil de preferencias P = (Py pxc, Py, axC» Pe,A) (ap,c)c AxBxc- Sin = 2 entonces siempre existe
al menos un matching estable para cualquier mercado de este tipo, pero si n > 3 entonces no es
posible asegurar la existencia de estos matchings.

Demostracion. La demostracion para el caso con n = 2 se encuentra en el Anexo III. Esta
demostracién consiste en utilizar las preferencias de los agentes del grupo C con tal de
formar contradicciones entre la existencia de tripletas de bloqueo y las caracteristicas de

los perfiles de preferencias estrictas de los agentes del grupo A.
Luego, para mostrar que cuando n > 3 no es posible asegurar la existencia de matchings

estables, considere el siguiente mercado con tres agentes por grupo: A = {ai,as,as},
B = {b1,b2,b3}, C = {c1, c2, c3}. Las preferencias se representan en el Cuadro 2.
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ay a as b1 b2 b3 1 ¢ 3
(bg,co) + (b3,e3) | (a1,c1) (a1,e3) (as,c3) | a1 a1 aq
(b3, c3) (b2,c1) | (a1,¢2) (a1,c2) (a1,c2) | a3 az a3
(ba, c3) (bi,¢3) | (a1,c3) (as,c1) + as as a9
(b3, c1) (b1,c1) | (a3, c3) (az,c1)

(ba, c2) (bo,c3) | (as,c1) +

(ba, c1) + (az,c1)

(b1,¢1) +

(b1, c2)

(b1,c3)

Cuadro 2: Preferencias mercado trilateral. El simbolo + se refiere a que el orden de las
parejas omitidas puede ser cualquiera.

En este mercado ninguno de los 36 posibles matchings es estableﬁ Para ver esto considere
aquellos en que el agente a; no queda con su mejor opcioén.

» Si queda junto con (b3, c3), 0 junto con (bg, ¢3), 0 junto con (bs, ¢1), siempre bloqueara
el matching con la pareja (b3, c2).

» Si queda junto con (b, ¢2), siempre bloqueara el matching con la pareja (b, c3).

» Si queda junto con (be, ¢1), 0 junto con (b1, ¢1), siempre bloqueard el matching con la

pareja (be, c2).

» Si queda junto con (b1, ¢2), 0 junto con (b1, ¢3), siempre bloqueard el matching con la
pareja (by, c1).

Pero en los cuatro matchings en que a; queda junto con su mejor opcion, (b3, c2), siempre

existe una tripleta de bloqueo:
v 1 = {(a1, b3, c2), (a2, b1, 1), (a3, ba, c3)}, es bloqueado por (as, b1, ¢1).
v us = {(a1,bs, c2), (az, b1, c3), (as, b2, 1)}, es bloqueado por (as, bs, c3).
w3 = {(a1, b3, c2), (a2, b2, c1), (a3, b1, c3)}, es bloqueado por (as, be, ¢1).

B g = {(al, bg, 62), (ag, bQ, 03), (a3, bl, Cl)}, es bloqueado pOI‘ (a3, bl, 63).

De esta forma se muestra que no es posible tener matchings estables en este mercado.
Por dltimo, se pueden agregar individuos a cada grupo respetando la estructura de estas

preferencias para mostrar la no existencia en mercados con n > 3. O

8Con tres agentes en cada uno de los tres grupos, se tienen 27 tripletas distintas. Pero como el orden de las
tripletas dentro de los matching no importa, se fija un orden tal que la primera tripleta del matching contiene al
agente a1, la segunda al agente ay, y la tercera al agente as. Por lo tanto, la primera tripleta puede ser elegida
de nueve formas distintas. Luego, la segunda tripleta a elegir debe ser tal que no contenga ningtin agente
de la primera tripleta. Entonces, el primer agente de la primera tripleta hace que nueve de las 27 tripletas se
descarten. El segundo agente de la primera tripleta hace que otras seis tripletas sean descartadas. Y el tercer
agente de la primera tripleta hace que otras cuatro tripletas se descarten. Por lo tanto, esta segunda tripleta se
puede elegir de cuatro formas distintas. Por dltimo, teniendo ya dos tripletas en el matching, la tercera queda
directamente determinada. Entonces, existen 36 posibles matching.
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Las preferencias del ejemplo antes presentado tienen ciertas particularidades. Primero, se
observa que no es necesario especificar el perfil de preferencias del agente as, y al mismo
tiempo solo para el agente a; junto con los agentes del grupo C' se necesita especificar
completamente sus perfiles de preferencias. Por otro lado, necesariamente los agentes del
grupo C' no deben diferir en sus primeras opciones, ya que en caso contrario se podria
facilmente construir un matching tal que cada uno de los agentes en C' queda junto a su
mejor opcidn, y por tanto este matching serd estable por la imposibilidad de que alguno
de estos agentes mejore en una hipotética tripleta de bloqueo. Ademads, note que estos
perfiles de preferencias se diferencian de aquellos presentados por Alkan (1988) para
mercados trilaterales estdndar. H Esto porque no es posible desprender directamente un
perfil de preferencias definido sobre agentes de solo uno de los grupos del mercado desde

aquellas preferencias conjuntas de los agentes en el mercado de Alkan|(1988).

En cuanto al resultado de existencia para mercados con dos agentes en cada grupo,
su aplicacién es razonable solo en ciertos contextos. Por ejemplo en organizaciones
pequefias con exactamente dos gerentes en cada nivel de gerencia. Pero para mercados
como el de entrega de alimentos no es pertinente considerar esta cantidad de agentes. Por
lo mismo, el no tener asegurada la existencia de matchings estables para mercados con mas
de dos agentes por grupo, se hace necesario imponer restricciones sobre las preferencias
de los agentes del grupo A, o bien de aquellos del grupo B. En lo que sigue, se demuestra

existencia bajo preferencias lexicograficas para los agentes de alguno de estos grupos.

Existencia bajo preferencias lexicograficas

Para asegurar la existencia de al menos un matching estable en mercados de este tipo,
basta con asumir preferencias lexicograficas para los agentes de al menos uno de los dos
grupos con preferencias conjuntas.

Se dice que los agentes del grupo A poseen preferencias B—lexicograficas si, para
cada a € A, existe un tnico perfil P, g (definido sobre B) tal que la proyecciéon natural
B x C — B es compatible con el perfil de preferencias conjuntas P, pxc (definido sobre
B x (). Es decir, cada agente en A tiene prioridad por los agentes de B sobre los de C.
Analogamente se pueden definir preferencias C-lexicogréficas, y A-lexicogréficas para los
agentes de B.

Teorema 2. Considere un mercado trilateral con n > 3 agentes en cada grupo, caracterizado por el
perfil de preferencias P = (Py pxc, Py, AxCs Pe,A) (ap,c)cAx BxC- St los agentes del grupo A poseen
preferencias B-lexicogrdficas, o bien si los agentes del grupo B poseen preferencias A-lexicogrdficas,
o C-lexicogrificas; entonces siempre existe al menos un matching estable para cualquier mercado de
este tipo.

Demostracién. Considere primero el caso en donde los agentes de A poseen preferencias

En los cuales todos los individuos poseen preferencias conjuntas por parejas de agentes
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B-lexicogréficas. Sea el mercado trilateral ficticio caracterizado por el perfil de preferencias
(Pa,Bs Py, axC» Pe.A) (ap,c)eAx Bxc, donde (P ), 4 son los perfiles de preferencias de los
agentes del grupo A que se derivan de sus preferencias B-lexicogréficas. Luego, por el
Teorema 3 en Zhang y Zhong| (2021) se sabe que el matching p que se obtiene al aplicar el
Algoritmo 2 propuesto por estos autores (Anexo I) es estable en este mercado ficticio. Ahora
se demuestra que este mismo matching . es estable para el mercado trilateral original. Para
ver esto suponga que no es asi. Entonces, la tripleta que bloquee, (a, b, ¢) ¢ 1, debe cumplir

con estas tres condiciones,
(1) (b,¢) Pa,pxc (uB(a), uc(a))
(2) (a.¢) Praxc (na(b), po(b))
(3) a Pea pa(c).

Luego, sib # pp(a),la tripleta (a, b, ¢) bloquea el matching p en el mercado trilateral ficticio,
donde los agentes de A poseen los perfiles (P, 5), cAr lo cual contradice la estabilidad de p
en ese mercado. En el otro caso, cuando b = pp(a), se tiene que la tripleta (a, b, pc(a)) € p.
Luego, como (a,b,c) ¢ p, por el Algoritmo 2, debi6 ser tal que, o bien ¢ nunca propuso a
a, por tanto 14(c) P 4 a, y entonces (a, b, c) no puede ser una tripleta de bloqueo; o bien ¢
propuso a a, pero la propuesta de (a, c) por b fue rechazada. Entonces, se desprende que
(ra(b), pc(b)) Py axc (a,c), por lo que tampoco seria una tripleta de bloqueo (a, b, c).

El caso en que los agentes de B poseen preferencias C-lexicograficas es andlogo al

anterior.

Por dltimo, en el caso en donde los agentes de B poseen preferencias
A-lexicogréficas, considere el mercado ficticio caracterizado por el perfil de preferencias
(Pa,BxC» Po.A, Pe,A)(ab,c)cAx Bxc- Por el Teorema 1 en Zhang, Li, Fan, Shen H., Shen J. y Yu
(2019), el matching ;1 que se obtienen al aplicar el Algoritmo 1 propuesto por estos autores
(Anexo II) es estable para este mercado ficticio. Este matching ;. también es estable para
el mercado original, ya que si no fuera asi, se podria encontrar una tripleta (a,b,c) ¢
de bloqueo. Considere el caso en el cual p14(b) # a. Entonces, la tripleta (a, b, ¢c) bloquea
1 en el mercado trilateral ficticio que se desprende de las preferencias A-lexicograficas, lo
cual contradice la estabilidad de i en ese mercado. En el otro caso, se tiene que p4(b) = a
y por lo tanto (a, b, uc(b)) € p. Entonces, para que a prefiera a (b, ¢) por sobre (b, uc (b)),
debi6 ser tal que en el Algoritmo 1, o bien a nunca propuso a ¢, y entonces no es cierto que
(b,c) Paxc (b,uc(b)), o bien a propuso a ¢, pero este no aceptd, y entonces tampoco es
cierto que a P 4 pa(c). O

El resultado anterior permite obtener existencia bajo preferencias lexicograficas.
Considerando un mercado de entrega de alimentos, las preferencias lexicogréficas
para los repartidores indican que prefieren en primer lugar a las empresas, y luego a los
usuarios. Esto es razonable de suponer en contextos tales que existen facilidades desde la
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empresa hacia los repartidores, como por ejemplo atenciéon preferencial al momento de

retirar el pedido, o bien lugares de aparcamiento especial.

Asi entonces, estos resultados aportan a la literatura sobre existencia de estabilidad
en mercados del Tipo VII. De esta forma, la taxonomia para mercados trilaterales queda

completa en el sentido de tener resultados de existencia para los siete tipos de estructuras.

Extensién: taxonomia para mercados multilaterales

La taxonomia presentada en la secciéon anterior se puede extender para clasificar
mercados con més de tres grupos de agentes. Para esto, lo relevante es considerar las

nuevas direcciones de las preferencias producto de tener grupos adicionales en el mercado.

A modo de ejemplo, considere un mercado con cuatro grupos. Para estos mercados
existen 14 formas posibles de modelar los perfiles de preferencias de los agentes:

» Una forma es cuando poseen preferencias conjuntas por tripletas.

» Otras tres formas son cuando poseen preferencias conjuntas por parejas de agentes

de otros dos grupos (se pueden elegir de tres maneras los conjuntos para las parejas).

» Tres formas mds son cuando, ademas del punto anterior, poseen preferencias por
los agentes del tercer grupo (que no se contempla en las preferencias conjuntas por
parejas).

» Una formas mas es cuando poseen preferencias por los agentes de los otros tres

grupos, pero separadamente.

» Otras tres formas son cuando poseen preferencias por agentes de otros dos grupos,

y también de manera separada.

» Y las dltimas tres formas son cuando poseen preferencias por agentes de solo un
grupo del mercado.

Entonces, como los vectores de codificacion tienen cuatro componentes para indicar el tipo
de preferencias de cada grupo, al contabilizar el nimero de diagramas que son completos
para luego realizar el agrupamiento en casos, este niimero crece exponencialmente.

El ntmero total de diagramas que se pueden formar con estos 14 tipos de preferencias son
14* = 38,416. Pero no todos estos son completos. Un diagrama no serd completo cuando
a uno de los grupos se le excluye del mercado. En particular, hay cuatro formas en que
el tipo de preferencias de los agentes de solo un grupo excluyen a otro del mercado: dos
formas son cuando prefieren solo a los agentes de alguno de los otros dos grupos, otra
forma es cuando prefieren separadamente a los agentes de los otros dos grupos, y la otra
forma es cuando prefieren conjuntamente a los agentes de los otros dos grupos. Por lo
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tanto, hay 43 = 64 formas para que los tres grupos excluyan al cuarto del mercado. Pero
el grupo que se excluye puede ser cualquiera de los cuatro, por lo que hay 4 - 64 = 256
formas en que cualquiera de los cuatro grupos quede excluido del mercado. Por tltimo,
como para el grupo excluido hay 14 formas posibles para la direcciéon de las preferencias
de sus agentes, en total hay 256 - 14 = 3,584 diagramas que no son completos.

Esto resulta finalmente en que el ntimero total de diagramas completos a analizar

sea 34,832, una cantidad dificilmente tratable para lo que se hizo anteriormente.

2. Plataformas de matching en mercados multilaterales

En esta seccion se estudia el problema de la asignacion y fijacion de precios de una plataforma
que genera emparejamientos entre agentes de miiltiples grupos. Se extiende el modelo de plataforma
monopolistica de|Marx y Schummer|(2021) para mercados multilaterales, y se presentan resultados
sobre la asignacion de un nivel fijo de precios. Adicionalmente, se estudia el problema de la fijacion
del nivel de precios dptimo mediante simulaciones, y como este se ve afectado por el tamafio del
mercado.

Modelo de plataforma monopolistica

Considere un mercado compuesto por n > 2 grupos de agentes, representados por los
conjuntos disjuntos y finitos A;, As, ..., Ay. Sea A = |J;-_, A;. Se define un matching como
una correspondencia i : A = A tal que:

(1) Paratodo h,h' € Ase tiene que, h € pu(h') siy solamente si b’ € p(h).

(2) Paracadai € {1,...,n} y para cada h € A; se cumple una y solo una de las siguientes

condiciones:

e Paratodo k # i, |u(h) N Ag| = 1. Ademas, u(h) N A; = 0.
o (k) = {h}.

Sea M el conjunto de todos los matchings. Se asume que cada agente h € A posee
preferencias representables por una funcién u;, : M — R, tal que up(p) = up(n) cuando
p(h) = n(h). Esto es, no hay externalidades, pues a cada agente solo le interesa el grupo
con el que estd emparejado.

Sea I(h,u) = {n € M : n(h) = u(h)} el conjunto de matchings que dejan al agente
h con el mismo grupo que tiene en . Las valoraciones que los agentes le dan a los
diferentes matchings se determinan a través de variables aleatorias {X}IL(h’“ )}“e M, tales
que up(p) = X,i(h’

{X }IL(}W )}ue M son independientes e igualmente distribuidas segin una funcién de

“ para todo u € M. Se asume que para cada h € A; las variables

distribucién Fj, con densidad f; continuamente diferenciable y cuyo soporte es el
intervalo [0,¢;], con ¢; > 0 para todo i € {1,2,...,n}. Estos pardmetros {ci}ic(1,2,...n}
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determinan la escala de las valoraciones que poseen los agentes del grupo A; respectivo.

En este mercado existe una plataforma monopolistica que establece una funcién de
matchings con el objetivo de aunar a los agentes del mercado. La plataforma cobra
precios p = (p1,p2,...,Pn) € R} como tarifas de entrada, donde p; es el precio que paga
cada agente del grupo A;. Luego de anunciar los precios, los agentes determinan si es
individualmente racional participar en la plataforma. Sea i la funcién de matchings que
establece la plataforma, de forma tal que cuando los precios son p y las utilidades son
caracterizadas por los valores u = (up)ne 4, resulta en el matching pn = fi, ., € M.

Por ahora no se detalla explicitamente cudl es esta funcién de matchings que establece la

plataforma, sino que se determinan las condiciones que debe cumplir para maximizar los

ingresos

Los agentes que entran a la plataforma y logran conformar una tupla obtienen como pago
la diferencia entre su utilidad y el precio correspondiente a su lado del mercado. Esto es,

cada h € A; que decide entrar a la plataforma obtiene como pago uy (1) — p;.

En este contexto, se dice que una tupla (hi, ho...,h,) € p, es compatible a precios p
y valores u, si

up, (u) —p; >0 paratodo i =1,2,...,n

Considerando lo anterior, se define el factor de incompatibilidad I(p) como la
probabilidad de que una tupla arbitraria (h1, ha..., h,) € g no sea compatible a precios
p. Esto es,

I(p) = I(p1,p2,...;pn) =P {U [up, (1) < pz]} = IP{U {X};(hi,u) < pl} } ‘
i=1 i=1

Esta probabilidad se puede expresar de la siguiente forma de acuerdo con el principio de

inclusién-exclusion,

P= 3R { <n} - 3 B[N0 <n]n [ <p)

1,5: 1<j

n Z P{[X,{fh““) <p2} A [X}Iljhj,u) <pj} A [X}Ilihk,u) <pk;]}
igk: i<j<k

(1 {é[ xlhin) ]}

%Esto porque los resultados sobre el problema de la asignacién de precios no requieren especificar una
determinada funcién de matchings. Sin embargo, cuando se analiza el problema del nivel de precios se
establece que esta funcién entrega resultados estables.
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Luego, al considerar la independencia de los valores {X,Il(h’“ )}#e M, el factor de

incompatibilidad se puede expresar también en funcién de las distribuciones marginales

n

I(p) = Fip) = Y [Fp)]- [E5(p))]

i=1 1,7:1<J

Y [Em)][Ee)] - i)

ijk: i<j<k
n

— e (1)L HFi(pi)-
i=1

Note que este factor de incompatibilidad solo depende de las asignaciones de precios, y
no de la compatibilidad de alguna otra tupla. Esto debido a que los agentes dentro de un
mismo grupo comparten la misma funcién de distribucién marginal.

En cuanto a la funcién de matchings que implementa la plataforma, se restringe la
atencion a aquellas en que el resultado solo es sensible a la ordinalidad y no a la
cardinalidad en los perfiles de preferencias de los agentes.

Condicién A. La funcién de matchings i cumple con Ordinalidad: para todo par de
vectores de precios p,p’ y utilidades u, v/, se tiene que fi, ., = fiy v cuando se cumple lo
siguiente:

(1) Toda tupla (hq,hs,...,h,) compatible a precios p y utilidades u, es también
compatible a precios p’ y utilidades v/, y viceversa.

(2) Para todas las tuplas (h, u(h)), (h,n(h)) compatibles a precios p y utilidades u, se

cumple que
un(p(h)) Z un(n(h)) <= up(p(h)) = uy(n(h)).

Un ejemplo de funcién de matchings que satisface esta propiedad es aquella que
implementa el Serial Dictatorship matching. Este matching se define de la siguiente manera.
Dado precios p y utilidades u, se parte escogiendo un grupo cualquiera, por ejemplo A;,
y segin un orden arbitrario, cada agente h de este grupo escoge a su tupla (h2, hs3, ..., hy,)
mejor ranqueada entre aquellas que, junto a él, son compatibles a precios p y valores u, y
aun no conforman alguna tupla. Asi, la tupla resultante se forma, y se contintia al siguiente

agente del grupo A; segiin el orden preestablecido. Esta funcién de matchings cumple con

"Como ejemplo, para un mercado trilateral (n = 3) el factor de incompatibilidad toma la siguiente
expresion:

I(p) = Fi(p1) + F2(p2) + F3(ps) — F1(p1) - F2(p2) — Fi(p1) - F3(p3) — F2(p2) - F3(ps3)

+Fi(p1) - F2(p2) - F3(ps).
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ser ordinal ya que en escenarios donde se mantienen las mismas tuplas compatibles, y el
ranking dentro de las preferencias de cada agente sobre sus tuplas compatibles no cambia,

entonces se llega al mismo resultado en ambos escenarios.

Con este esquema, se analiza a continuacién el problema de la asignacion de precios entre

los distintos grupos del mercado.

Problema de la Asignacién de Precios

Para analizar la asignacién de precios a través de los lados del mercado, considere que
la plataforma primeramente fija un nivel de precios p = ", pi, y luego busca aquellas
asignaciones (p1,p2, ..., pn) que maximicen su ingreso esperado. Para la plataforma, los
ingresos esperados vienen dados por la multiplicacién entre el nivel de precios y el niimero
esperado de tuplas que se forman bajo la funcién de matchings que implementa esta
plataforma. Sea la variable aleatoria 7, el nimero de tuplas formadas cuando la plataforma
cobra precios p. El problema de la asignacién de precios, dado un nivel de precios p fijo, se

representa por el siguiente problema de optimizaciéon

max E[7,).
p=(p1,p2,--,pn) ERY:p=3"1" pi

Lo relevante para resolver este problema es determinar cémo las asignaciones de precios
afectan la distribucién de la variable 7,. Para aquellos matchings que resultan de funciones
de matchings ordinales, la distribucién de las tuplas conformadas en estos solo depende
de dos cosas: (1) de la distribucién sobre los conjuntos de tuplas compatibles a ciertos
precios, y (2) de la distribucién sobre las preferencias ordinales. Por lo tanto, dos vectores
de precios distintos p y p/, hacen que las variables 7, y 7,y tengan la misma distribucién
si inducen la misma distribucién sobre (1) y (2). Luego, para que sea cierto (1), basta con
que I(p) = I(p'). Mientras que (2) se cumple directamente por la independencia en las
extracciones de los valores {X}IL(h’” )} LEM

Entonces, se desprende de lo anterior que las asignaciones del nivel de precios entre
los grupos del mercado son independientes del tamafio de estos, cuando entre los grupos
los agentes poseen valoraciones con la misma escala. Para ver lo anterior, considere

un mercado trilateral (n = 3) con los siguientes agentes en cada grupo: A; = {ai},

?Dados precios p, como los valores {X i(h’“ )} son independientes, la probabilidad de que una tupla

arbitraria (h, u(h)) sea compatible a precios p es 1 — I(p), independiente de cualquier otra tupla compatible
a los mismos precios. Luego, la probabilidad de que un conjunto arbitrario M C A; x Az x ... X A, sea el
conjunto de tuplas compatibles a precios p es

(1 — I(p))™M! . 1(p) (= 1A =M1

y como I(p) = I(p’), se tiene que los precios p y p’ inducen la misma distribucién sobre todos los conjuntos
de tuplas compatibles M C A; x Az x ... X A,. Por otro lado, fijando un conjunto M, como los valores
{Xz(h’“ )} son extraidos aleatoriamente, se concluye que, condicional a este conjunto M, p y p’ inducen la
misma distribucién (uniformemente aleatoria) sobre las preferencias ordinales. Por lo tanto, como la funcién
de matchings es ordinal, se tiene que 7, y 7,/ poseen la misma distribucién.
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Ay = {b1,b2}, A3 = {ec1,c2,c3}. Los valores {X,i(h’“ )}#e M (preferencias) quedan
determinados por extracciones i.i.d de una distribucién uniforme en [0, 1] para los tres
grupos. Esto dltimo muestra que entre los grupos los agentes poseen la misma escala
para su utilidad. La plataforma implementa el matching si al menos una tripleta resulta

compatible a precios p. Asi, para cualquiera de las siguientes tres asignaciones,

1 2 1 2 21
(p17p2>p3) ( 7373)7 <3> 73>7 <3a3a )7

la plataforma recibe el mismo ingreso esperado. Esto porque como solamente se puede

formar a lo mds una tripleta, los ingresos esperados vienen dados por
(p1 +p2+p3) - E[Tp] = (p1 +p2 +p3) - [1-P{T, = 1} + 0 - P{7, = 0}]

Entonces, como las tres asignaciones son permutaciones sin repeticion entre sus elementos,
el nivel de precios es siempre el mismo (e igual a 1). Luego, la probabilidad de que
se genere solo una tripleta también es la misma entre estas asignaciones, esto por la
independencia en la extracciones y la idéntica distribucién marginal. De esta forma, los

ingresos esperados de la plataforma son iguales a

1 2 1 2\°
P{T,=1}=1-(-4+-—5" 2
(p1+p2+p3) P{T, =1} <3+3 3 3>
Con esto, la plataforma recibe el mismo ingreso esperado cargando las asignaciones al

lado largo (A3) o a cualquiera de los lados cortos (A; 0 A3).

Note que es relevante que entre los grupos los agentes tengan la misma escala de
valoracién por el matching. Por lo tanto, para formalizar el resultado del ejemplo anterior,
se define una condicién sobre la escala de valoracién de los agentes y sus distribuciones

marginales.

Condicién B. Las preferencias de los agentes del mercado poseen la misma escala
de valoracién por el matching: ¢; = ¢ para todo i € {1,2,...,n}. Ademads, estos agentes

poseen las mismas distribuciones marginales, F; = F'.

Proposicion 1. Considere que se cumplen las condiciones A y B. Dado precios p = (p1,p2, ..., Pn)
y o' = (py,ph,...,p),), tales que las asignaciones de p' son permutaciones sin repeticion de las
asignaciones de p, entonces p y p’ entregan el mismo ingreso esperado a la plataforma.

Demostracion. Como las asignaciones de p’ son permutaciones sin repeticién de las
asignaciones de p, y todos los agentes tienen utilidades medidas con la misma escala
e idénticas distribuciones marginales, se cumple que por la simetria de I(-) en sus
argumentos, I(p) = I(p'). Entonces, ambos precios inducen la misma distribucién sobre 7,

y T, . Por lo tanto, dado un nivel de precios p fijo, los precios p y p’ entregan a la plataforma
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el mismo ingreso esperado. O

Sin embargo, por ahora no se garantiza que las asignaciones 6ptimas sean simétricas entre
los lados del mercado. Para obtener este resultado, se debe imponer una condicién de

monotonia fuerte sobre la funcién matchings que establece la plataforma.

Condicién C. La funcién de matchings [i es fuertemente monétona: si el valor esperado
del ntimero de tuplas formadas es estrictamente decreciente en precios: para cada par de
precios p S p/, se tiene que E,, [T,] > E, [T,/].

Con esta condicién para la funciéon de matchings se puede determinar una relacién
entre maximizar los ingresos esperados con minimizar el factor de incompatilidad, para

obtener las asignaciones 6ptimas.

Lema 1. Considere que se cumplen las condiciones A y C. Para cualquier nivel de precios p,
tal que 0 < p < Y., ¢, aquellas asignaciones (pf,ps,...,ps) que maximizan los ingresos
esperados de la plataforma cuando fija un nivel de precios p, son las mismas que minimizan el
factor de incompatibilidad 1(p) sujeto a la restriccion p =" ;| p;.

Demostracion. Dado un nivel fijo de precios p, con 0 < p < Y, ¢;, las asignaciones
(p}, D5, ..., py) maximizan los ingresos esperados de la plataforma si y solo si maximizan el
valor esperado del numero de tuplas creadas sujeto a la restriccion p = > ; p;. Luego, se
sabe que por la independencia de los valores { X ,j;(h’“ )} uem, €l valor esperado del nimero
de tuplas creadas es solo funcién de I(p). Por dltimo, la monotonia fuerte de la funcién de

matchings permite que, dados precios p < p/,
E[T,) > E[Ty] <<= 0<I(p)<I(p))<1.

Es decir, maximizar los ingresos esperados es equivalente a minimizar el factor de

incompatibilidad. O

El lema anterior permite trabajar con el factor de incompatibilidad en lugar del ntiimero
esperado de tuplas, cuando se pretende resolver el problema de la asignacién de precios.
Esto es relevante ya que el factor de incompatibilidad posee una expresién analitica,
mientras que esto ocurre para el nimero esperado de tuplas. Si se quisiera determinar
una expresion para este niimero esperado, se debe primero especificar el tipo de funcién
de matchings que establece la plataforma, y en el caso de que se especifique una funcién
de matchings con resultados estables, no es para nada trivial determinar esta expresiéon. En

el apartado sobre la fijacién del nivel de precios se discute mds sobre esto.

Otro resultado importante que permite caracterizar las asignaciones éptimas se presenta

en el siguiente lema.
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Lema 2. Considere que se cumplen las condiciones A y C. Si el nivel fijo de precios p induce
asignaciones éptimas interiores, (py,ps,....05) € (0,¢1) x (0,¢2) X ... x (0,¢y), entonces estas
asignaciones quedan determinadas por el siquinte sistema de ecuaciones, donde z;(p;) = %

es el hazard rate de la distribucion f;,

zi(p;) = zj(p;) paratodo i,j € {1,2,...,n},

n
p=>_1i
=1

Demostracion. Por el Lema 1, se tiene que resolver el problema de la asignacién de precios
es equivalente a minimizar el factor de incompatibilidad sujeto a la restriccién del nivel de

precios. Entonces, al resolver el problema,

min I(p) =1(p1,p2,..., Pn),
p=(p1,p2,--,pn) ERY L :p=3 1" 1 p; ( ) ( n)

las condiciones de primer orden se traducen al siguiente sistema de (n + 1) ecuaciones:

%@zm L-S"Fip)+ Y. Fip) Filp) — -+ ()" [[ By | = A
D1 oz} kil j<k J#1 i
a<d9[<p)—f2(p2) L= "Fip)+ >, Fip) Felpe) — -+ ()" [ Filpy) | = A
D2 72 ki #£2,j<k J#2 i

o1(p) S S -1
Sy = o) [ 1= F5m) + 37 i) Fulow) — o (1" [T B | =
n = jkii<k 7=l

n
p= sz‘
i=1

El pardmetro X es el multiplicador de Lagrange respectivo. Note que las primeras n

ecuaciones se pueden escribir genéricamente como

al@):fi@i) 1=->"Filp)+ Y. Fi) Felpe) — o+ ()" [ Filpy) | = A

0
bi i Gk i<k i

para todo i € {1,2,...,n}. A la vez, esta expresién se puede factorizar para llegar a lo
siguienteF_gl

oI (p)
Op;

= fi(pi) - H (1 - Fj(p;j)) = A, paratodo ic {1,2,...,n}.
J#i

BLa equivalencia se puede mostrar facilmente mediante induccién.
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Luego, como el nivel de precios p induce asignaciones 6ptimas interiores, se tiene que
A > 0. Por lo tanto, tomando la divisién entre cualquier par de las primeras n ecuaciones

anteriores, se llega finalmente a lo buscado

G Fipi) T (1~ Fe(or)

016) = F5(py) [los; (L= Falpn))

filpi) - (1 = Fi(py))

i) (= Fip))

filp))  fi(py) (n — o -
1 —Fz-(pi) = 1 —Fj(pj) s Zz(pz) z](pj)v para todo (ZS {1727-“777‘}'

O

Con los resultados de los dos lemas anteriores es posible concluir que, cuando los agentes
poseen valoraciones con la misma escala, y ademas las distribuciones marginales de
los valores {X }Il(h’” )}“e M poseen hazard rates estrictamente crecientes, las asignaciones
6ptimas son simétricas entre los lados del mercado. Esta condicién para los hazard rates

se utiliza para mostrar que las asignaciones 6ptimas, ademds de ser simétricas, son tinicas.

Teorema 3. Considere que se cumplen las condiciones A, B y C. Cuando el hazard rate de la
distribucion F es estrictamente creciente, el problema de asignacion de precios tiene una tinica
solucion (pi, ps, ..., py,), que cumple con pi = p/n para todo i € {1,2,...,n}, para cualquier nivel

de precios 0 < p < n-c.

Demostracién. Por el Lema 1 se tiene que resolver el problema de la asignacién de precios
es equivalente a minimizar el factor de incompatibilidad sujeto a la restriccién del nivel de
precios. Luego, como el soporte de la densidad f es el intervalo [0, ¢|, cualquier precio
p’ que tenga una asignacién p; > c¢ implica que I(p') = 1, mientras que cualquier
otro precio con asignaciones estrictamente menores asegura I(-) < 1. Por otro lado, la
restriccion del nivel de precios permite que, cuando un precio p’ tiene una asignacion
pi = 0, es posible aumentar marginalmente esta asignacién p; y reducir otra asignaciéon
Pk, con tal de disminuir I(-) y seguir cumpliendo la restricciéon del nivel de precios.
Entonces, se desprende que la solucién (p7, p3, ..., p;) es interior. Ademds, como entre los
grupos del mercado se tiene la misma escala de valoracién, se tiene que z; = z para todo
i €{1,2,...,n}. Asi, por el Lema 2, como este hazard rate es estrictamente creciente, la tinica

solucion al problema de la asignacién de precios queda caracterizada por
z(py) = z(p;“) <~ p; :p;‘- paratodoi,j € {1,2,...,n},
n

p=) p = b=
=1

paratodoi € {1,2,...,n}.

3 I
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Estos resultados muestran que, por un lado, desbalances en el niimero de agentes en cada
grupo no afectan la asignacién del nivel de precios entre los multiples lados del mercado.
Al igual que en Marx y Schummer, (2021), la principal razén de esto es la independencia
(

I(h . 1

de los valores {X, """ )} pem, que determinan las utilidades de los agentes. Por otro lado,
el resultado de asignaciones 6ptimas simétricas entre los grupos, cuando estos poseen la
misma escala de valoracién e idénticas distribuciones marginales, también se mantiene al

estudiar estos mercados multilaterales.

No obstante, para justificar asignaciones Optimas asimétricas basta con considerar
grupos diferenciados en la escala de valoracion de sus agentes. De esta forma, no es
necesario introducir algunas correlaciones en las preferencias (como en Damiano y Li
(2007); Marx y Schummer (2021); (Weyl (2010)). Ademads, al seguir teniendo agentes
heterogéneos, se mantiene el resultado de independencia del desbalance del nimero de
agentes por grupo. Asi entonces, en lo que sigue se presentan resultados considerando
agentes con distinta escala para sus valoraciones.

Utilidades con distinta escala

Si en un mercado bilateral la valoracion por emparejarse de los agentes de un grupo
es el doble que la de aquellos del otro grupo, no es claro pensar que las asignaciones
6ptimas sean simétricas, ya que la plataforma podria extraer algo mas de excedente a los
individuos del grupo con mayor escala en sus valoraciones.

Tomando la idea del ejemplo anterior, considere un mercado bilateral compuesto
por lo siguientes grupos de agentes: A; = {a1} y A2 = {b1,b2}. La utilidad del agente a;
queda determinada por extracciones i.i.d. de una distribucién uniforme en [0, 1], mientras
que las utilidades de los agentes de A, son también extracciones i.i.d., pero de una
uniforme en [0,¢|, con ¢ > 1. La plataforma implementa un matching si al menos una
pareja resulta compatible a precios p. Por la Proposicion 1, se sabe que las asignaciones
6ptimas (p}, p5) son tales que, dado un nivel de precios 0 < p < ¢ + 1, minimizan el factor

de incompatibilidad,
b2

min p1+12—p1'*
c c

(p1,p2) € R%: p=p1+p2

Entonces, al resolver este problema se tienen las asignaciones 6ptimas

p c—1 p c—1
pTZméX{O,p— } pSmen{p,er }

2 2 2 2

Seguin se observa, estas asignaciones no son simétricas, y la diferencia es siempre a favor
de aquel grupo de agentes con la escala de valoracién més alta, p5 — p; = min{p,c — 1}.
Ademas, se observa también que estas asignaciones son independientes del tamafio
relativo de cada grupo, resultado que se mantiene principalmente por la independencia
de las extracciones que determinan las utilidades de los agentes.

29



Otra observacion relevante es que las asignaciones 6ptimas pueden no ser interiores, es
decir, podria ser 6ptimo para la plataforma emparejar gratis a los individuos del grupo
con menor escala en la valoracién. En el ejemplo anterior, existen valores para el nivel de
precios p que inducen una asignacién 6ptima p] = 0. La intuicién de este resultado es que,
cuando entre los grupos los agentes tienen valoraciones con distinta escala, y el nivel de
precios no supera el valor de la diferencia en las valoraciones (p < ¢ — 1), de tal forma que
es demasiado bajo como para distribuirlo entre los grupos, entonces es 6ptimo cobrarle
todo este precio al lado que posee la escala de valoracién mas alta.

Para formalizar esto, considere la funcién f : Ry — Ry continuamente diferenciable, que
cumple con fol f(z)dx = 1. Esta funcién define las densidades de las extracciones que
determinan las utilidades de los agentes de cada grupo. Asi, para cada h; € A;, los valores
I(h

{x, " )} ueM se extraen segin las densidades

0 otro caso.

{ ;- f(x) si x € [0, ¢]

Los pardmetros {¢;}ic12,..n} Teflejan la escala de las utilidades de los agentes en cada
grupo, mientras que {ai}ie{l,Z,...,n} son pardametros de ajuste a la funciéon f con tal de
construir densidades f;(z). Sin pérdida de generalidad, se asume que ¢; = a; = 1, y que
¢; > 1paratodoi € {2,3,...,n}. De esta forma, la escala de las utilidades queda relativa a
la del grupo A;, y los parametros de ajuste se determinan por a; = (1 + [ f(z)dx) -

Lo que interesa es conocer la relacién entre la escala relativa de las utilidades de los
agentes cada grupo y las asignaciones ¢ptimas. La intuicién del ejemplo anterior es tal
que las asignaciones dependen positivamente de esta escala, cargando estas asignaciones
a aquel lado con mayor escala en las valoraciones de sus agentes. Esto tltimo se formaliza

en el siguiente teorema.

Teorema 4. Considere que se cumplen las condiciones A y C. Si estas densidades { fi}ic(12,...n}
poseen hazard rates estrictamente crecientes, entonces para todo nivel de precios p que asegure
soluciones interiores, se tiene que las asignaciones 6ptimas (py, p, ..., py,) cumplen con lo siguiente:

(1) py <pf < pj, para todo i, j tales que c; < c;.
Ademads, sin < 4, se cumple que:

g’i < 0, para todo i # j.

op;
(2) dc; >0 Y
Demostracién. Primero se demuestra (1), es decir, que las asignaciones 6ptimas interiores

estdn cargadas a los grupos con agentes con mayor escala en sus utilidades. Por el Lema 2

se sabe que las asignaciones 6ptimas interiores cumplen con
z(p;) = zj(p;) paratodo i,j € {1,2,...,n}.
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Note que lo que caracteriza a los hazard rate son los pardmetros {c; }ic{1,2,3,....n}- Entonces,
se desprende de forma directa que p; = p; si ¢; = ¢;. Luego, considere la siguiente funcion
z:R?2 - R,
§ a- f(p)
Z(a,p) = ————,
R )
la cual es una extension de los hazard rates pero considerando a los pardmetros o como

variables. Esta funcién cumple con

%‘;’p) > 0, por la monotonia estricta de los hazard rates,

9z(a,p) _ f(p)-(1—a-F(p))+a-f(p)-F(p)
b (1—a-F(p))®

> 0.

Por lo tanto, dado que ¢; < ¢; <= «a; < «o; ,si p;? < pf se tiene que z;(p}) > zj(p;f),
entonces para cumplir con z;(p;) = z;(pj) se necesita que p; < pj. Juntando todo lo
anterior, y considerando que ¢; < ¢; para todo i € {2,3,...,n}, se tiene que p} < p; < p}f ,
para todo ¢, j tales que ¢; < ¢;.

La demostraciéon de (2) se presenta en el Anexo IV. En aquella demostracion, se
utiliza el Teorema de la funcién implicita para caracterizar las derivadas parciales de
interés, calculando manualmente la matriz que agrupa estas derivadas para los casos con
n < 4. O

Asi entonces, las asignaciones Optimas estdn cargadas a aquellos lados del mercado con
agentes que valoran con una escala mayor el emparejarse. Al mismo tiempo, cuando esta
escala crece para los agentes del algin grupo, aquellos de los otros grupos se benefician ya
que la plataforma aprovecha esta mayor escala y reasigna el nivel de precios aumentando

la asignacién para aquel grupo que subié su escala de valoracién.

Cabe destacar del Teorema 4 que se requiere que el nivel de precios induzca asignaciones
Optimas interiores. Esto porque, como se vi6 en el ejemplo introductorio, podrian existir
asignaciones iguales a cero para algtin grupo, y con esto se pierden la complementariedad

estricta del resultado (2).

Por otro lado, interesa conocer el efecto sobre estas asignaciones del namero de grupos
en el mercado. Se podria pensar que mientras mas grupos haya en el mercado, y que por
tanto para formar un matching se necesiten mas agentes, la plataforma al dividir el nivel
de precios entre mds grupos, cada uno se beneficie al recibir una asignacién menor. Sin
embargo, esto dependerd de la politica de fijacién del nivel de precios, ya que al aumentar
el nimero de grupos en el mercado, el nivel de precios también deberia cambiar para

mantener asignaciones interiores.

Para mostrar las dos consideraciones anteriores, a continuacién se resuelve el problema
de la asignacién de precios cuando las utilidades de los agentes quedan determinadas
por extracciones de distribuciones uniformes, con distinto soporte para los agentes de
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distintos grupos. Con esto, se llega a expresiones cerradas para las asignaciones 6ptimas,
lo que permite determinar cémo se mueven estas ante cambios en el ntimero de grupos en
el mercado, analizar el rango para el nivel de precios que induce asignaciones interiores,

y cémo estas dos cosas interacttian entre si.

Caso con utilidades uniformes

Cuando la funcién f es una funcién constante e igual a la unidad, f(z) = 1, todas las
utilidades quedan determinadas por extracciones de distribuciones uniformes. Esto es,
para cada h; € A;, sus valoraciones quedan determinadas por extracciones de los valores
{X}Iéh"’“)}ueM, segun una distribucién uniforme en el rango [0, ¢;], parai € {1,2,,...,n},
concy = 1.

En este caso es posible determinar una expresién analitica para las asignaciones
6ptimas del problema de asignacién de precios. Al considerar soluciones interiores, el

siguiente sistema de ecuaciones determina estas soluciones.

fip) o5 f(p))
1—F(p1) 1—a; F(p;)

n
p= sz‘-
i=1

Luego, al reemplazar las densidades y funciones de distribucién uniformes, se tiene que

paratodo j € {2,3,...,n},

Por dltimo, utilizando la ecuaciéon del nivel de precios, junto con que para las
distribuciones uniformes se cumple que «; = 1/¢; para todo i € {1,2,...,n}, se obtiene
que

_ n—1 ZZ#J Ci — 15 i
p; =¢j < - ) - - , paratodoj e {1,2,3,...,n}.
Note que como pj < p; para todo j € {2,3,...,n} (Teorema 4), la condicién que garantiza
asignaciones interiores es p > » ', ¢; — n. De esta forma, el rango de niveles de

precios que la plataforma puede cobrar con tal de asegurar asignaciones interiores es

PE =m0 i)

Ademas, se observa que cuando el mercado crece y entran nuevos grupos de agentes,
depedera de la politica de fijacién del nivel de precios el resultado sobre las asignaciones
Optimas.

Esto es, si la plataforma decide fijar un nivel de precios p levemente superior al
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valor que garantiza asignaciones interiores, p = >\ ; ¢; — n + ¢, con ¢ > 0 pequefo, se
tiene que las asignaciones 6ptimas son decrecientes en el ntimero de grupos en el mercado,
y en el limite a cada grupo se le cobra la diferencia entre las escalas de valoracién de los

agentes de ese grupo, y los agentes del grupo 4; E

€ op
o — 142 -1 <0
Pj =6 +n’ on ’
z *— P—
lim 75 = ;-1

En cambio, si el nivel de precios es demasiado alto, p = Z?:l ¢i — ¢, las asignaciones
6ptimas crecen cuando al mercado entran nuevos grupos de agentes, llegando en el limite

a cobrarles la méxima valoracién a los agentes de cada grupo,

€ op;
X j
P; T on ’
lim pf =c;.
nﬁoopj J

En esta parte de la tesis se estudi6 el problema de la asignacion del nivel de precios entre los
multiples lados del mercado, para una plataforma de emparejamientos. Independiente de
si los agentes poseen utilidades medidas con la misma escala, desbalances en el nimero de
agentes en cada grupo no afectan las asignaciones 6ptimas de la plataforma. Ahora bien,
cuando la escala de valoracién es comtn entre los grupos, las asignaciones 6ptimas son
simétricas. En cambio, cuando los agentes de ciertos grupos valoran el emparejamiento
con una escala mayor que los agentes de otros grupos, entonces la plataforma carga las
asignaciones a los agentes de los grupos con mayor valoracién. En lo que sigue se analiza
el problema de la fijacién del nivel de precios.

Nivel de precios: simulaciones para mercados bilaterales

Los resultados del apartado anterior permiten dilucidar cémo se debe distribuir
6ptimamente el nivel de precios entre los lados del mercado. Sin embargo, queda por
determinar cudl es el nivel de precios 6ptimo.

Con las hipétesis que se han planteado hasta ahora no es posible determinar una
distribucién especifica para el nimero de tuplas creadas bajo la funcién de matchings
que establece la plataforma, sino que se necesita especificar algo mas sobre esta funcién.
Naturalmente, se puede pensar que la plataforma estd interesada en que los resultados de
su funcién de matchings sean estables, en el sentido que le interesa que las uniones entre

los agentes no se rompan facilmente, o no al menos en el corto plazo.

Asi entonces, ahora se estudia el problema de la fijacién del nivel de precios de una

!“Recuerde que en un principio se establecié que las escalas de valoracion {c;}ic{1,2,....n} estdn relativas a
la escala de los agentes del grupo A, por lo que la expresion ¢; — 1 se puede interpretar como la diferencia
porcentual entre las escalas de valoracion de los agentes de .A; con respecto a los agentes de A;.
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plataforma en un mercado bilateral, que especifica una funcién de matchings estable.
Concretamente, se dice que la funcién de matchings fi es estable cuando para todo nivel de
precios p y utilidades u, i = i, es estable, en el sentido de que no existe una pareja de
agentes que prefiera emparejarse entre si a seguir con sus comparieros bajo /.

Esto se analiza para mercados bilaterales ya que ciertos resultados de la literatura
sobre existencia y caracterizacion de matchings estables se utilizan para entender el
problema de la fijacién del nivel de precios. Particularmente, se utiliza el resultado de
existencia de |Gale y Shapley| (1962) para mercados bilaterales (junto con el algoritmo de
Aceptacion Diferida propuesto por estos autores), y también el Teorema del Hospital
Rural (Gale y Sotomayor, 1985), para que los resultados de esta parte sean extensibles
a cualquier funcién de matchings estable y no dependan del algoritmo particular que se
utiliza para encontrar estos

Trabajos previos se han aproximado a este problema mediante el andlisis de una
expresion cerrada para la distribucién del ntimero de parejas formadas bajo ciertas
funciones de matchings. Por ejemplo, Marx y Schummer (2021) encuentran una expresioén
para el niimero esperado de parejas formadas cuando se implementa un Serial Dictatorship
matching. Otro ejemplo son los cdlculos en Dzierzawa y Oméro|(2000) sobre la distribucién

del ntiimero de agentes que quedan sin pareja en matchings estables.

Sin embargo, esta literatura no ha resuelto directamente el problema de la fijacién
del nivel de precios 6ptimo cuando la funcién de matchings es estable. La principal
dificultad radica en determinar una expresién analitica para el niimero esperado de
parejas que se forman en estos matchings. Si bien el nimero de parejas formadas en
cualquier matching estable es invariante para un mismo mercado (Gale y Sotomayor,
1985), no es trivial cuantificar el efecto que poseen las asignaciones del nivel de precios al
truncar las preferencias de los agentes por sus parejas admisibles. Por lo mismo, Marx y

Schummer| (2021)) estudian una funcién de matchings que no posee resultados estables.

En esta parte se ataca el problema de una forma distinta, ya que no se pretende
determinar una expresion analitica para el nimero esperado de parejas que se forman
en matchings estables, sino que mediante simulaciones de preferencias se dilucida la
interrogante sobre cudl es el nivel de precios 6ptimo, y también sobre cémo este nivel de
precios es afectado por el tamafio del mercado y por desbalances en el niimero de agentes
en cada grupo.

Note que se podria utilizar la taxonomia de la Seccién 1 para considerar ciertos tipos de mercados
trilaterales en los cuales siempre existen matchings estables, y asi estudiar el problema de la fijacién del nivel
de precios en estos mercados de tres partes. Pese a lo anterior, no es directo que también se siga cumpliendo
el Teorema del Hospital Rural (Gale y Sotomayor,|{1985) en mercados trilaterales.
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Simulaciones

Cada simulacién de preferencias consiste en crear un mercado bilateral tal que los
agentes de los grupos A y B poseen preferencias determinadas por extracciones i.i.d. de
distribuciones uniformes en [0, 1]. Asi, para cada nivel de precios p € {0.01,0.02,0.03, ...,2}
se simulan 100 mercados bilaterales, y en cada uno se divide este nivel de precios
simétricamente entre los dos grupos (por el Teorema 3). Luego, se truncan las preferencias
de cada agente segtin esta asignacion del nivel de precios con tal de considerar solamente
potenciales parejas admisibles. Posteriormente, se aplica el algoritmo de Aceptacién
Diferida (Gale y Shapley, 1962) con los agentes del grupo A haciendo las propuestas,
para emparejar de forma estable a estos agentes, y después contabilizar los ingresos de
la plataforma como la multiplicacién entre el nivel de precios y el nimero de parejas
formadas, Ingresos = p - 7Tp,. De esta forma, para cada nivel de precios se tienen 100
ingresos simulados. Por ultimo, se computa el promedio de estos ingresos para cada
nivel de preciosm En el Anexo V se presenta el c6digo con el que se realizaron estas
simulaciones.

En la Figura 10 se grafican las 100 simulaciones de los ingresos de la plataforma
para mercados bilaterales balanceados con 100 agentes en cada grupo. Esta figura ilustra
la idea de las simulaciones puesto que es posible determinar aquel nivel de precios que
maximiza los ingresos esperados. Precisamente, este nivel de precios es p* = 1.55, lo que
se traduce en asignaciones 6ptimas p¥% = pj = 0.775. En otras palabras, la plataforma
maximiza sus ingresos esperados cuando la probabilidad ex-ante de que una pareja
cualquiera no resulte compatible es 94.94 % (factor de incompatibilidad).

Si bien estos valores puntuales obtenidos con las simulaciones solo sirven de ejemplo,
pareciera ser que la plataforma tolera una alta probabilidad de incompatibilidad producto
de que el mercado es relativamente grande. Dicho esto, interesa conocer cémo responde el

nivel de precios cuando varia el tamafio del mercado.

Intuitivamente, fijado el nivel de precios, un mercado més grande lleva a que en
promedio se generen mads parejas en un matching estable. Ahora bien, si la plataforma
estd maximizando ingresos y observa que el mercado esta creciendo, se enfrenta a un
tradeoff si decide subir el precio. Por un lado incrementan sus ingresos nominales, pero a

la vez este mayor nivel de precios al dividirse equitativamente entre los grupos, induce

18El principal supuesto sobre el cual recae la validez de estas simulaciones es la Ley Débil de los Grandes
Nuameros (WLLN, por sus siglas en inglés), también conocida como Ley Débil de Khintchine (véase |Pollard
(2001)). Considere la secuencia de variables aleatorias {7, }nen, donde 7, es el nimero de parejas formadas
en un matching estable. Si bien no se conoce la distribucién de esta variable, se infiere que por las extracciones
iid. de las preferencias de los agentes, esta secuencia {7, n}nen también serd ii.d. Luego, considerando
mercados con un nimero finito de agentes se tiene que el primer momento de 7, también sera finito,
E[7,] < co. Entonces, la WLLN garantiza covergencia en probabilidad del promedio muestral,

LTt gy,

n
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Figura 10: 100 simulaciones de ingresos para mercados bilaterales con #A = #B = 100
agentes en cada grupo.

un acortamiento del conjunto de parejas admisibles para cada agente, y con esto una
reduccién en el nimero esperado de parejas formadas.

A pesar de lo anterior, si se consideran despreciables algunos efectos de segundo
orden, se tiene que el nivel de precios 6ptimo responde positivamente a aumentos en el
tamafio del mercado. Para ilustrar esto, considere que el nimero esperado de parejas que
se forman en un matching estable es una funcién creciente del niimero de agentes en cada

grupo (N), es decir, E[7,] = g(p, N) con %};N) <0y % > 0. La plataforma resuelve

max p - g(p, N),

max p- g(p, N)
cuya solucién p* queda caracterizada por g(p*, N) + p - %;’N) = G(p*,N) = 0. Luego,
asumiendo diferenciabilidad para la funcién g(-), el Teorema de la funcién implicita
muestra que

dg(p,N) d%g(p,N)
ot 5% e TP Tone
N~ 9G . 99(p,N) L 9%g9(p,N)
d dp 2 Op +p 9%p

Entonces, al asumir efectos de segundo orden despreciables, se tiene que ?)LN > 0.

Las simulaciones apoyan esta idea. En la Figura 11 se muestra el efecto del tamafio
de un mercado balanceado sobre el nivel de precios 6ptimo. Se observa que mientras més
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grande es el mercado, el nivel de precios 6ptimo es también mayor.
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e #A=#B =10, p*= 1.05 o #A=#B=40, p*= 1.40
o #A=#B =20, p*= 125 o #A=#B=50, p*= 1.45
o #A=#B =30, p*= 136 e #A=#B=100, p*= 1.55

Figura 11: 100 ingresos simulados para mercados bilaterales balanceados con distintos
tamanos.

En cuanto a desbalances en el ntiimero de agentes por grupo y su efecto sobre el

nivel de precios 6ptimo, se muestra a continuacién la Figura 12.
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p=pA+pB

o #A=2, p*= 130 o #A=8, p*= 1.32 #A =14, p*= 1.29
#A=3, p= 1.35 #A=9, p*= 1.28 #A =15, p*= 1.24
#A=4, p*= 132 o #A=10, p*= 125 o #A=16, p*= 1.27
#A =5, p*= 1.31 #A =11, p*= 1.25 #A =17, p*= 1.23

o #A=6, p*= 1.34 o #A=12 p*= 1.34 #A =18, p*= 1.29

p P

#A =7, p*= 1.36 #A =13, p*= 1.24 #A =19, p*= 1.28

Figura 12: 100 ingresos simulados para mercados bilaterales desbalanceados, fijando # B =
20.

En la figura anterior pareciera ser que el nivel de precios 6ptimo disminuye a medida
que se acorta el desbalance entre los grupos. Sin embargo, no se observa una relacién
mondtona. Una posible explicacién es que hay dos efectos interactuando entre si, y
con estas simulaciones no es posible distinguir cudl es el que prima (y tampoco las
condiciones para que sea el uno o el otro). El primer efecto va en linea con lo mencionado
anteriormente, en el sentido de que cuando el desbalance en el mercado se va acortando,
entonces hay un rango mayor de posibles parejas que se pueden formar. Por lo tanto, la
plataforma tiene incentivos a subir el precio si es que se consideran irrelevantes algunos

efectos de segundo orden.

No obstante, en las simulaciones cuando el desbalance se reduce es porque solamente
un grupo crece y el otro queda constante. Por lo tanto, como el nivel de precios se
distribuye simétricamente entre los lados, el tradeoff de la plataforma posee un nuevo
efecto negativo de subir el precio, y es que los agentes del grupo que no varia en tamarfio si
o si veran reducidas, en promedio, sus listas por parejas admisibles. Note que en mercados
balanceados esto no es necesariamente asi ya que el efecto de que el tamafio aumenta
puede compensar el acortamiento de las preferencias por parejas admisibles. Entonces,

este segundo efecto va en la direccion contraria a subir el nivel de precios.

De esta forma, no es claro para la plataforma siempre bajar el nivel de precios cuando

disminuye el desbalance en el mercado, aunque por el resultado de las simulaciones en la
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Figura 12, pareciera ser que la tendencia si lo es.

Conclusiones

En esta tesis se analizaron dos tematicas relacionadas a modelos de matching en
mercados multilaterales. Por un lado, se present6 una taxonomia para las estructuras
resultantes de la direccién de las preferencias de los agentes en un mercado trilateral,
con el fin de unificar la literatura sobre existencia de matchings estables. Esta taxonomia
permite agrupar los 52 mercados totales en siete tipos de estructuras, de las cuales en solo

seis existen resultados sobre existencia de estabilidad.

Por lo mismo, para el tipo de estructura restante se muestra que la existencia de al
menos un matching estable solo es cierta cuando el nimero de agentes por grupo es
exactamente igual a dos (Teorema 1). Para mercados con més de dos agentes por grupo
se establecen condiciones sobre los perfiles de preferencias que recuperan la existencia
de estabilidad (Teorema 2). Estos resultados cierran la taxonomia para la estabilidad en
mercados trilaterales. Pero la taxonomia propuesta puede ser facilmente extendida a
modelos con més grupos de agentes. No obstante, el nimero de mercados particulares a

analizar crece exponencialmente.

El otro tépico que se analiz6 en este articulo es el problema de precios de una plataforma
de emparejamientos que opera en mercados multilaterales. Adaptando literatura reciente
(Marx y Schummer, 2021), se logré extender para mercados con multiples grupos el
resultado de independencia de las asignaciones éptimas con respecto a desbalances en el
numero de agentes en cada grupo (Proposicién 1). Ademéds, al considerar la misma escala
de valoracion para todos los grupos, se demuestra que lo éptimo es dividir en partes
iguales un nivel fijo de precios entre estos grupos (Teorema 3). En cambio, cuando esta
escala de valoracion difiere entre los lados, la plataforma carga las asignaciones a aquellos
con la mayor escala (Teorema 4).

También se estudi6 el problema de la fijacion del nivel éptimo de precios para estas
plataformas en mercados bilaterales, usando simulaciones computacionales. Estos
resultados indican que el nivel 6ptimo de precios es creciente con el tamafio del mercado
cuando este es balanceado. Pese a que las simulaciones fueron de gran ayuda para el
resultado anterior, cuando se analiz6 el efecto de desbalances en el nimero de agentes en

cada grupo, las simulaciones no fueron concluyentes.

Se espera que esta tesis motive el estudio de modelos de matchings multilaterales,
con énfasis en el disefio de mecanismos para aquellos mercados trilaterales. Para lo
anterior la taxonomia propuesta puede ser de gran ayuda. Mientras que el principal
desafio en el problema de fijaciéon de precios de la plataforma estd en determinar una
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expresion cerrada para el nimero esperado de parejas formadas en un matching estable, y
con esto resolver el problema del nivel 6ptimo de precios. Se pretende tratar estos temas

en futuras investigaciones.
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Anexos

I. Algoritmo 2 en Zhang y Zhong (2021)

A continuacién se detallan los pasos del algoritmo propuesto por los autores para

encontrar matching estables en mercados del Tipo VI: [«—, —, —].

1.

2.

6.

Todos los agentes b € B estdn activos, y se define el matching p = ).

Cada agente b € B activo le hace una propuesta a su mejor ¢ € C' segtn su perfil de
preferencias P, ¢, y se denota esta opcién por c. Luego, todos los pares (b, c) tales que
b propuso c se denotan por K, y se define K(c¢) = {b€ B : (b,c) € K}.

Cada par (b,c) € K, segtn el perfil de preferencias P, 4, propone su mejor opcién
a € A,y se denota esta opcién por a. Luego, se denota por @ a todas las tripletas
(a,b,c) tales que (b,c) € Ky (b, c) propuso a. Notar que para todo par de tripletas
(a,b,¢),(a".b,c') € @secumplequeb # b'.Sea R =QUpu,y Rga={ac A:(a,bc) €
R}.

Cada a € R|A escoge su mejor opcion (b, c) dentro de aquellos que propusieron a, y
se denota esta opcion por (b, ¢). Para todas las otras parejas (b, ¢’) que propusieron
a, se remueve a del perfil de preferencias P 4.

Si {a} no conforma una tripleta, el matching queda p := p U {(@, b, ¢)}, y tanto b como
¢ quedan inactivos. Si a ya conforma una tripleta, cuyos companeros son (b, ") #
(b,¢), el matching queda p = pu U {(a,b,é)} \ {(a,b”,c")}, by ¢ quedan inactivos, y
tanto b” como ¢’ son reactivados.

Repetir los pasos 2, 3,4 y 5, hasta que todos los agentes b € B estén inactivos.

II. Algoritmo 1 en Zhang, Li, Fan, Shen H., Shen J. y Yu (2019)

A continuacién se detallan los pasos del algoritmo propuesto por los autores para

encontrar matching estables en mercados del Tipo V: [«—, +, —].

1.

2.

3.

Todos los agentes b € B estdn activos, y se define el matching p = 0.

Cada agente b € B activo le hace una propuesta a su mejor a € A segtn su perfil de
preferencias P, 4.

Para cada agente activo a € A que recibi6 alguna propuesta, se denota por K(a) a
todos los agentes b € B que propusieron a. Luego, cada a que recibié propuestas
escoge (b*, c*) como aquel mds preferido dentro del conjunto {(b,c) € Bx C : b €
K(a),c € C}.

3.1 Si a no conforma una tripleta, entonces propone (b*,c*), y se denota T'(a) =
(0%, c*).
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3.2 Si a ya conforma una tripleta, cuyos compafieros son (¥, ), propone (b*, c*)
solo si (b*,c*) P, gxc (V,), y se denota T'(a) = (b*,c*). Luego, el matching p
queda = p \ {a,V, '}, y V' es reactivado.

4. Para cada agente c* € C que recibié propuestas, sea L(c*) todos los agentes a € A
que propusieron c*.

4.1 Si ¢* no conforma una tripleta, entonces c¢* escoge la mejor opciéon dentro de
L(c*), y se denota esta opcién por a. Si T'(a) = (b*,c*), se forma la tripleta
(a,b*,c*), el matching queda p := p U {(a, b*, c*)}, y b* queda inactivo.

4.1 Si ¢* ya conforma una tripleta, cuyos comparieros son (a, b), entonces c* escoge
la mejor opcién dentro de L(c*) U {a}, y se denota esta opcién por a. Cuando
a # a,siT(a) = (b*,c*), se forma la tripleta (a, b*, c*), el matching queda p :=
pU{(a,v*,c*)}\ {(a,b,c*)}, b* queda inactivo y b es reactivado.

5. Repetir los pasos 2, 3 y 4, hasta que todos los agentes b € B estén inactivos.

III. Demostracién Teorema 1 para el caso n = 2

Considere tres grupos con dos agentes en cada uno: A = {aj,a2}, B = {b1,b2},
C = {c1,¢2}. Lo que se demuestra a continuacién es la no existencia de tripletas de
bloqueo. Para esto se utilizan las preferencias de los agentes del grupo C' con tal de formar
contradicciones entre la existencia de tripletas de bloqueo y las caracteristicas de los

perfiles de preferencias estrictas de los agentes del grupo A.

Primero, suponga que las preferencias de los agentes del grupo C son las siguientes:

C1 (&)
al a9
a9 al
Es directo notar que los matching 1 = {(a1,b1,c1),(az,b2,c2)} vy po =

{(a1,b2,c1), (az,b1,c2)} son estables, ya que ambos agentes del grupo C estin junto
a su mejor opcién, por lo que es imposible que alguno mejore en una hipotética tripleta de
bloqueo.

Considere ahora una situacién tal que ambos agentes en C' comparten la clasificacién para
los agentes de A.

C1 C2
ap | ai
az | az

Con estas preferencias, es imposible construir un ejemplo en el cual no existen matching

estables. Para esto, se toman los cuatro posibles matching para este mercado:
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(1) {(a1,b1,c1), (a2, b2,c2)}
() {(a1,b1,¢2), (az,b2,c1)}
(3) {(a1,b2,¢1), (az, b1, c2)}
@) {(a1,b2,¢2), (az,b1,¢1)}

Ahora, para que ninguno de estos matching sea estable, se necesita que en cada uno de
ellos exista al menos una tripleta de bloqueo. Entonces, para el matching (1), la tripleta de
bloqueo debe ser tal que contenga a la pareja (a1, c2), ya que el tnico agente en C' que
tiene opcién de mejorar es ¢z, y lo hace al juntarse con a;. Por lo tanto, hay dos posibles
tripletas de bloqueo para este matching: (a1, b1, c2) y (a1, bz, c2). Luego, para que al agente

a1 le convenga formar alguna de estas tripletas, se debe cumplir que
(1'1) (bl,CQ) Pal,BXC (bl,Cl), O/
(1.2) (bQ,CQ) Pal,BxC (bl,cl).

Siguiendo la misma idea anterior, para el matching (2) las posibles tripletas de bloqueo son:

(a1,b1,¢1) y (a1,b2,c1), y las condiciones sobre las preferencias de a; son
(2'1) (b17 Cl) Pal,BXC (b17 62)/ O/
(2.2) (bg,cl) Pal,BxC (bl,CQ).

Para el matching (3) las posibles tripletas de bloqueo son las mismas que en el matching (1):

(a1,b1,c2) y (a1, b2, c2), pero con distintas condiciones para las preferencias de a;,
(3'1) (b17 62) Pal,BXC (b27 Cl), O/
(3.2) (bQ,CQ) Pal,BxC (bQ,Cl).

Por dltimo, para el matching (4) las posibles tripletas de bloqueo son las mismas que
en el matching (2): (ai,b1,¢1) y (a1, b2,c1), pero con las siguientes condiciones para las

preferencias de ay,
(4.1) (b1,c1) Puy Bxc (b2, ¢2), 0,
(4.2) (ba,c1) Py, Bxc (b2, c2).

Note que los siguientes pares de condiciones son contradictorias entre si: (1,1) y (2,1),
(1,2) y (4,1), (2,2) y (3,1), (3,2) y (4,2). Por lo tanto, cualquier combinacién de estas
condiciones contradice la transitividad del perfil de preferencias P,, pxc. Entonces, es
imposible construir preferencias P,, pxc tal que para cualquier matching (y en particular
para los cuatro anteriores) siempre exista una tripleta de bloqueo. O
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I'V. Demostraciéon Teorema 4 (continuacion)

Para mostrar la complementariedad de las asignaciones 6ptimas con respecto a la escala de valoracién de los agentes de otro grupo,

considere la siguiente funcién G : R?" — R" definida por

Zi(o, p1) — Zo(o2, p2)

Zi(a1,p1) — Z3(a3,p3)

G1(a1, g, p1,p2)
Ga(ai, a3, p1,p3)
G (1, 02,03, ooy Uy, P1, P2y ooy Py ) = : =
Grn—1(1, an, p1,pn)
Gn(p1,p2, s Pn)

Zi(a1,p1) — Zn(om, Pn)
P> iy Di

Al suponer que el nivel de precios p induce asignaciones 6ptimas interiores, por el Lema 2 se tiene que, dados {«a;}; , las asignaciones
p i€{1,2,...,n}
(p%, P, -, i) que cumplen con G(ay, g, a3, ..., Ay PL, Dy oy D) = (0- - 0) T resuelven el problema de la asignacién de precios. Luego, considere

las siguientes matrices,

14

9z _ 0z
Op1 Op2 0 0
909G 9G1 : 9z3
ap1 Ipn 0 ~ Ip3
Jp1 Opn /' nxn op1 Opn
-1 -1
0z _ 9z
8a1 8042 O 0
0G1 0G1 : 0 0Z3
don Do, ~Das
0G, 9Gn oz1 0 0Zn
day dan / nxn da Odan
0 0




9%

. . . . ap:
Con el fin de conocer el signo de las derivadas parciales { e
J

}‘ (12} la continuidad de las densidades { f;}ic(12,....n} permiten aplicar el
1,7€1,2,....,n

teorema de la funcién implicita, y segtin este, la matriz que agrupa todas estas derivadas toma la siguiente forma

o1 ... o1
ooy Oan
Dop*=| : . = — [D,G] ! D,G.
op}, ap;,
8&1 e Baz nxn

Se corrobora que la matriz D,G es invertible ya que sus columnas son linealmente independientes. Para ver esto, note que el siguiente sistema

de ecuaciones homogéneo,

9z _ 0z
Op1 Op2 0 0 Z1 0
: _ 0z

0 Ops
: ‘ o || ¢+ |=|:|>
0z _0Zn
9p1 0 0 Opm In—1

solo admite como solucién (z7, 235, ..., 2} ) = (0,0, ...,0). Esto porque el sistema anterior se puede escribir como

071 0z;
1

—x;— =0, ara todo 7 € {2,3,...,n},
op1 " 'Opi P { J

n

Z.%'i =0.

i=1

Entonces, como los hazard rates son estrictamente crecientes, g;? > 0 para todo i € {1,2,..,n}, se tiene que necesariamente
1

(x1,...,2n) = (0, ...,0), ya que caso contrario se contradice con la tltima ecuacién.

Luego, para determinar una expresién para la matriz D,p* se realizan los calculos respectivos para n € {2,3,4}, y se llega a lo siguiente:



Ly

1 _9z 9z
D p* 8011 8042
a 0z1 + 0zo 0z1 0%z
op1 Op2 da Ooy
mn=3
_95 (0% 4 0% 0z Oz 0%z Oz3
Odai \ dp2 ' Ops Ops Oaz Op2 Oag
D * 1 0z3 0z . 0%Zo 0z1 0z3 0z1 0z3
aP 0z1 OzZ2 + 0z1 0z3 + 0Zo 0zZ3 Ops dap Oaz \ Op1 Ops Op1 Oas
Op19p2 ~ Op1dps | Op2 Ops 9%y 9% 9z, 9% _om (0m 0%
Jp2 Oay Jp1 Oaz daz \ Op1 ' Op2
mn=4 )
Dop® = 55553 — — —
9z, 0%y 0%3 | 0% 0% Ozy | 0% 0%3 024 | 0% 923 Oz
p1 Op2 Ops p1 Op2 Opa p1 Op3 Opa Op2 Op3 Opa
_ 0z @@4_@@4_355@ 0%z3 024 0% 0% 024 OZ3 0% 024 0%
Oay p2 Op3 P2 Op4 p3 Opa p3 Opa Oz p2 Opsg Oz Op2 Ops Oauy
0%3 0z4 0% _ 0%z %%Jr%@ O%3 0Z4 0z 0%y OZ3 0z 0%3 0%y
Ops Opa Oy Oay \ Op1 Ops Op1 Opa Ops Opa p1 Opa O Op1 Ops Oy
0%y 0%4 0% 0% 0%4 0% _ 0z %@+%%+%% 0z 0% 0%y
Op2 Opa Oax Op1 Opa Oaz OJaz \ dp1 Op2 Op1 Opa Op2 Opa p1 Op2 Do
0z 0%z3 073 0z 0%z3 0%z 0%z 0z3 Oz3 _ Oz %@+%@+@@
Op2 Op3 Oay Op1 Opz Oaz Op1 Opz2 Oas Oay \ Op1 Op2 Op1 Ops p2 Op3

Op

.
De las expresiones anteriores se observa que las derivadas parciales 5~ son negativas cuando ¢ = j (elementos de la diagonal principal), y
J

.. . . Op*
positivas en caso contrario. Entonces, como ¢; < ¢; <= «a; < q;,setiene que I
T

> 0Oparatodoi € {1,2,...,n},y

op;
86]'

< Oparatodoyj #i. O

Cabe destacar que esta segunda parte del Teorema 4 se restringe a los casos con n < 4. Esto se debe solamente a la dificultad para

calcular analiticamente la matriz D,p*, y por lo mismo es bastante probable que la condicién n < 4 pueda omitirse del enunciado del teorema.



V. Cédigo para las simulaciones

A continuacién se detalla el cédigo utilizado para simular los ingresos esperados de la
plataforma. Este c6digo esta escrito en lenguaje R, y la librerfa que se usa para computar
el emparejamiento por Aceptacion Diferida es matchingMarkets (Klein, |[2017)).

m( list=1s())

#Librerias

library (dplyr)

library (matchingR)
library (Rcpp)

library (sets)

library (matchingMarkets)

setwd (”C:\ \RUTA”)

#Funcion para truncar las preferencias
order_pad <- function(x, ...){

y <- order(x, ...)

n <- length(y)

k <- sum(is.na(x))

if (k>0) y[(n-k+1):n] <- NA

y

}

#Funcion para detectar errores

try2 <- function(code, silent = FALSE) {
tryCatch (code, error = function(c) {

if (!silent) {”Error”}

else{code}})}

Mercados balanceados

for (x in ¢(10,20,30,40,50,100)){
ingresos <- matrix(0, nrow=201, ncol=100)

#Tamano del mercado
na <- x
nb <- na

#100 simulaciones para cada nivel de precios
for (i in 1:100){
for (p in 0:200) {
#Se divide por la mitad el nivel de precios
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pa <- p/(2=%100)
pb <- pa

#Se generan preferencias U [0,1]

uA = as.data.frame(matrix(runif(na*nb,0,1), nrow

nb,

uB = as.data.frame(matrix(runif(na*nb,0,1), nrow na,

ncol

ncol

#Se truncan las preferencias segun las asignaciones del nivel

uA[uA < pa] <-NA
uB[uB < pb] <- NA

A <- apply(uA, 2, order_pad, decreasing = TRUE)
A[] <~ paste0(”b”, A)

A[A == "bNA”] <- NA_character.

colnames (A) <- paste(”a”,rep(l:na), sep = ")
B <- apply(uB, 2, order_pad, decreasing = TRUE)
B[] <- paste0(”a”, B)

B[B == "aNA”] <- NA_character.

colnames (B) <- paste(”b” ,rep(l:nb), sep = "”)

#Se computa el numero de parejas formadas al aplicar AD

na))
nb))

de precios

if (try2(hri(s.prefs=A, c.prefs=B, nSlots = rep(1, nb)))=="Error”) {

n_par <- 0

} else {

aux <- hri(s.prefs=A, c.prefs=B, nSlots = rep(1l, nb))
aux <- aux[[”matchings”]]

n_par <- sum(with(aux, matching == 1))

}

#Se computan los ingresos
ingresos[p+1,i] <- (pa+pb)=*n_par
}

}

#Se exportan los resultados
ingresos _df <- as.data.frame(ingresos)

write.csv(ingresos_df, file=paste0(nb, "_ingresos.csv’))
¥

Mercados desbalanceados

for (x in ¢(2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19)){

ingresos <- matrix(0, nrow=201, ncol=100)
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#Tamano del mercado
na <- X
nb <- 20

#100 simulaciones para cada nivel de precios
for (i in 1:100){

for (p in 0:200) {

#Se divide por la mitad el nivel de precios
pa <- p/(2%100)

pb <- pa

#Se generan preferencias U [0,1]

uA = as.data.frame(matrix(runif(na*nb,0,1), nrow = nb, ncol na))

uB = as.data.frame(matrix(runif(na*nb,0,1), nrow = na, ncol = nb))

#Se truncan las preferencias segun las asignaciones del nivel de precios
uAfuA < pa] <- NA
uB[uB < pb] <- NA

A <- apply(uA, 2, order_pad, decreasing = TRUE)
A[] <~ paste0(”b”, A)

A[A == "BNA”] <- NA_character_

colnames (A) <- paste(”a” ,rep(l:na), sep = "")
B <- apply(uB, 2, order_pad, decreasing = TRUE)
B[] <- paste0(”a”, B)

B[B == "aNA”] <- NA_character_

colnames (B) <- paste(”b” ,rep(l:nb), sep = ")

#Se computa el numero de parejas formadas al aplicar AD

if (try2(hri(s.prefs=A, c.prefs=B, nSlots = rep(1l, nb)))=="Error”) {
n_par <- 0

} else {

aux <- hri(s.prefs=A, c.prefs=B, nSlots = rep(1, nb))

aux <- aux[[”matchings”]]

n_par <- sum(with(aux, matching == 1))

}

#Se computan los ingresos
ingresos[p+1,i] <- (pa+pb)=*n_par
}

}
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#Se exportan los resultados
ingresos _df <- as.data.frame(ingresos)

write.csv(ingresos_df, file=paste0(na, "_desbalance_ingresos.csv’))

}
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