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SUBSHIFTS SOBRE GRUPOS VIRTUALMENTE CICLICOS

El objetivo de este trabajo es estudiar las propiedades dinamicas de los subshifts de tipo finito
definidos sobre grupos virtualmente-Z. Estos son una clase de grupos finitamente generados
caracterizados por una condiciéon geométrica que impone una estructura algebraica muy ex-
plicita. Buena parte de los resultados obtenidos siguen de recodificar subshifts sobre estos
grupos como subshifts unidimensionales equipados con un grupo finito de homeomorfismos.
El trabajo revela una teoria similar a la dindmica simbélica unidimensional, y distingue esta
clase de objetos de los SFTs sobre Z?, d > 2 donde fallan caracterizaciones tan explicitas e
intervienen nociones de computabilidad.

El primer capitulo expone nociones generales de teoria de grupos y dinamica simboélica,
junto con detallar propiedades de los grupos virtualmente-Z. El segundo capitulo detalla el
proceso de recodificacion de un G-subshift con G virtualmente-Z en un Z-subshift equipado
con finitos homeomorfismos. Ademés, se entregan algunos resultados generales para Z-SFTs
de este tipo inspirados en [AKMS85, KLP03|, junto con construir una extension de Krieger
adecuada en este contexto para (G-subshifts séficos. El tercer capitulo estudia una nocion
de transitividad adecuada para estos sistemas y muestra que poseen una tnica medida de
entropfa maxima. El cuarto capitulo generaliza al grupo diédrico infinito un teorema de B.
Marcus [Mar79|, que afirma que los Z-SFTs con entropia > log N son extensiones del full-shift
en N simbolos. En el quinto capitulo se estudian las funciones zeta de sistemas con una acciéon
de T' x Z donde T es un grupo finito, y se calculan las funciones zeta de T' x Z-subshifts de
tipo finito y s6ficos. También se prueba una version de la formula de producto para sistemas
con una acciéon de T' X Z donde T' es abeliano.

Se incluye también un apéndice que define una nocién de splittings y amalgamaciones
en subshifts sobre grupos finitamente generados arbitrarios. En este contexto se prueba una
version general del teorema de Williams, y se entrega un formalismo matricial inspirado en
[SchO8] que describe este proceso en G-SFTs de tipo nearest-neighbour.



A Vicente. De tu corazon abierto brota la primavera.
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Introduccion

La dindamica simboélica es una subarea de la disciplina matematica de los sistemas dina-
micos. En resumidas cuentas, su principal objeto de estudio consiste en acciones expansivas
G 7 X de un grupo finitamente generado GG en un espacio métrico compacto y totalmente
disconexo X. Estas acciones corresponden exactamente a los G-subshifts, es decir a los sis-
temas G ~? X C A% donde A es un conjunto finito, o: G — Homeo(A%, AY) es la accion
de shift definida por

on((xg)gec) = (p-14)gcc Para todo h € G
y X C A% es un subconjunto o-invariante y cerrado para la topologia prodiscreta de A%,

Esta area surge como una herramienta potente en la dinamica topologica “tradicional”,
que estudia sistemas (X,T") donde X es un espacio métrico compacto y 7: X — X es un
homeomorfismo que determina una acciéon de Z en X. A cualquier particiéon finita P =
{Pi}aca de X se puede asociar un Z-subshift Xp C AZ donde 2’ € Xp ssi existe un x € X
tal que T'x € P, para todo @ € Z. Esto significa que Xp estd compuesto por la codificacion
de las orbitas de (X, T') vistas desde la resolucion de la particion P, y dependiendo de P las
propiedades del sistema (X, T') se reflejan en las de (Xp, 0). La Figura 1 muestra un esquema
de este procedimiento.

Figura 1: Codificacion de la 6rbita de un punto z € X como una secuencia n(z) € {[ ],[ ]}*.

Dentro de la enorme variedad de subsistemas X C A%, la clase de subshifts determinados
por un conjunto finito de palabras prohibidas, llamados Z-subshifts de tipo finito o Z-SFTs, es
importante por dos razones: primero, muchos sistemas cadticos en algtin sentido admiten par-
ticiones que lo codifican como un Z-subshift de este tipo [KH95]. Segundo, muchas preguntas
sobre esta clase de Z-subshifts se pueden resolver directamente con la ayuda de herramientas
bésicas de édlgebra lineal, teoria de grafos y teoria de la informacion [LM95, Kit98]. Otra clase
destacada (por motivos similares) de Z-subshifts son los Z-so6ficos, que consisten en iméagenes
de Z-SFTs por funciones que dependen de una ventana de informacién finita.



Pese a que nacen como herramientas para estudiar Z-sistemas provenientes de la teoria
clasica de sistemas dindmicos, estas definiciones y construcciones hacen sentido para accio-
nes de grupos numerables arbitrarios. En las tltimas dos décadas se ha suscitado un interés
considerable en esta direccion [Pia08, HM10, Coh14, CSC10]. Sin embargo, ya para acciones
de Z? muchas preguntas sobre Z2-SFTs que son faciles de responder para Z-SFTs se vuelven
extremadamente complicadas, y la gama de comportamientos se amplia considerablemente.
La posibilidad de simular una méaquina de Turing prohibiendo finitos patrones en una co-
loracién de Z? implica que la teoria de Z4-SFTs, d > 2, esta firmemente ligada a la teorfa
de la computabilidad. Un ejemplo espectacular de este fenémeno es la caracterizacion, por
Hochman y Meyerovitch [HM10], de los reales que se pueden realizar como entropias de Z2-
SE'Ts. Estos resultan ser una clase definida por condiciones de computabilidad, mientras que
la clase correspondiente en Z esta caracterizada por restricciones algebraicas [Lin84].

Este comportamiento no es exclusivo a Z% d > 2: por ejemplo, en [BS19] se exploran
otras clases de grupos finitamente generados cuyos SF'Ts exhiben caracteristicas ajenas a la
teorfa unidimensional. Una manera (muy vaga) de explicar este fenémeno es pensar que la
geometria de estos grupos, es decir, la geometria de sus grafos de Cayley, es similar a la
de Z* en el sentido que ambas contienen suficiente “espacio” para albergar el historial de
computaciones de una méaquina de Turing. Esta heuristica no es completamente absurda: la
dinamica simbélica de los SFTs sobre grupos libres, cuyos grafos de Cayley son esencialmente
arboles, parece ser mas cercana a la teoria unidimensional que a la teoria multidimensional

[Pia08].

El proposito de esta tesis es dar algiin fundamento al principio que afirma que la geometria
de un grupo tiene una influencia decisiva en la dinamica simbolica de sus SFTs. Para ello
estudiamos SF'Ts sobre grupos cuya geometria a gran escala es la de Z, es decir, una recta.
Esta condicion geométrica se traduce en una condicion algebraica, debida a Freudenthal y
Hopf, que afirma que esta clase de grupos coincide con los grupos virtualmente-Z (aquellos
que contienen un subgrupo de indice finito isomorfo a Z). Un resultado adicional de Epstein
y Wall entrega una clasificacion algebraica muy explicita para grupos virtualmente-Z, que
los describe como extensiones finitas de Z o del diédrico infinito D., y que nos permite
recodificar sus subshifts como Z-subshifts dotados de un grupo finito de homeomorfismos.
Este procedimiento propicia la generalizacion de varios teoremas clasicos para Z-SF'Ts y Z-
soficos a este contexto, y unifica el estudio previo de algunas clases de Z-subshifts dotados
de acciones ligeramente mas sofisticadas que el shift a la derecha [LPS06, KR13, KLP03,
AKMS85, BRY16|.

La tesis estd estructurada en cinco capitulos y un apéndice.

e En el primer capitulo se entregan las definiciones y el contexto necesario para leer el
resto de la tesis. Exponemos algunas construcciones elementales en teoria de grupos y
dinamica simbolica sobre grupos finitamente generados, junto con detallar propiedades
utiles de los grupos virtualmente-Z y algunos resultados en dindmica simbdlica sobre
7.

e El segundo capitulo describe el proceso de recodificacion de G-subshifts a Z-subshifts,
donde G es un grupo virtualmente-Z. También se entrega un procedimiento inverso,
que construye un G-subshift a partir de una accién adecuada en un Z-subshift. Esta



correspondencia permite representar G-SF'Ts como Z-subshifts de vértices dotados de
una accion de un grupo finito por homeomorfismos determinados a partir de una accién
del grupo en un grafo. Una adaptacion de la extension de Krieger [Kri84| de un Z-séfico
permite construir extensiones G-SFTs de G-soficos con la misma entropia.

El tercer capitulo propone una generalizacion leve de la nocion de positiva transitividad
a acciones de grupos virtualmente-Z y prueba que la densidad de puntos fuertemente
periddicos y la unicidad de la medida de entropia maxima se satisfacen en este contexto.

El cuarto capitulo estudia el problema de construir factores desde un G-SF'T X al full-
N-shift sobre G cuando X tiene entropia no menor a log N. Se generaliza un teorema
clasico de B. Marcus [Mar79] a D,-SFTs, y se indica el camino a una generalizacion
para grupos virtualmente-Z generales.

En el quinto capitulo se generalizan las féormulas clasicas de funciones zeta para Z-
SFTs y Z-soficos a T' x Z-SF'Ts y T x Z-so6ficos para cualquier grupo finito 7'. Se entrega
ademas una férmula de producto para las funciones zeta de T' X Z-sistemas donde T es
abeliano.

El apéndice desarrolla un formalismo de splittings y amalgamaciones para subshifts
sobre grupos finitamente generados arbitrarios. El resultado principal es un teorema
de descomposicion de Williams para este contexto. También se expone un formalismo
matricial para splittings y amalgamaciones de SE'Ts de tipo nearest-neighbour inspirado
en [Sch08], que resulta ser adecuado cuando el grafo de Cayley del grupo es un arbol
(en particular, para cierta presentacion de D).



Capitulo 1

Preliminares

El proposito de este capitulo es entregar el contexto que motiva esta tesis. Se asume que el
lector tiene nociones basicas de teorfa de grupos, de topologia de espacios métricos compactos
y de teoria de la medida.

En la primera secciéon se define el grupo libre con el objetivo de construir productos
amalgamados, y se entrega una definicion del producto semidirecto a partir de primeros
principios. Esto es necesario para describir la clase de grupos virtualmente-Z. En la segunda
seccion se entrega el vocabulario basico de teoria de grafos y la definicion del grafo de Cayley
de un grupo finitamente generado. Después de algunos ejemplos representativos de grafos
de Cayley se define el nimero de ends de un grupo. Esta nocién junto con el Teorema de
Freudenthal-Hopf pone en relevancia la clase de grupos virtualmente-Z.

La tercera seccion esté dedicada a describir una caracterizacion de los grupos virtualmente-
Z, junto con algunas de sus propiedades elementales. La notacion definida en esta seccion
sera utilizada consistentemente en los capitulos posteriores. La cuarta seccion entrega las no-
ciones basicas de dinamica simbolica sobre grupos. En la quinta seccion se define la clase de
grupos amenables, se construyen secuencias de Folner explicitas para grupos virtualmente-7Z
y se introduce las nociones de entropia amenable, en sus versiones topologica y medible. La
sexta seccion repasa brevemente el formalismo de splittings y amalgamaciones en Z-subshifts
de vértices.

Aparte de la ultima seccion de este capitulo, no repasaremos en detalle las propiedades
especificas a Z-SFTs puesto que las iremos introduciendo en el resto del texto a medida que
las vayamos generalizando a nuestro contexto.

1.1. Presentaciones y productos de grupos

Partiremos recordando algunas definiciones y construcciones fundamentales en teoria de
grupos. Siempre denotaremos el neutro de un grupo por e.

Definiciéon 1.1 Sea G un grupo y S C G.



Definimos (S) < G, el subgrupo generado por S, como el subgrupo de G mds pequeno
que contiene a S. Equivalentemente, (S) queda definido por

(5) = ﬂ H={si's3? s |neN,s; €S ye €{-1,+1} para cada 1 <i < n}.
SCH<G

Diremos que S genera a G o que S es un generador de G si (S) = G, y que G es un grupo
finitamente generado si G admite un generador finito.

Definiremos a continuaciéon una nocién central en teoria de grupos. La idea es, dado un
conjunto S cualquiera, definir un grupo F'(S) generado por S donde los elementos de S sean
tan independientes entre si como sea posible.

Primero necesitamos fijar la notacion de palabras en S. Sea S un conjunto no vacio y sea
S71 = {s71| s € S} el conjunto de inversos formales de S. El monoide de palabras sobre
S es el conjunto

W(S)=(SUS™) ={si's3> s |neEN, s; € Sye €{-1,+1} para cada 1 <i < n},

equipado de la operacion de concatenacion de palabras. El largo de una palabra s7's5? - - - s» €
W(S) es el entero n € N. La relacion de equivalencia ~ sobre W (S) se define como w ~ v
ssi w se obtiene de v eliminando o agregando pares de simbolos de la forma ss~! o s7!s con
s € S. Decimos que una palabra w € W(S) es reducida si tiene largo minimal en su clase

de equivalencia [w]..

Definicién 1.2 Sea S un conjunto. El grupo libre F(S) con generador S es el grupo con
congunto subyacente W (S)/ ~ y operacion [w].[v]. = [wv]. para cada w,v € F(S). Diremos
que |S| es el rango de F(S), y si |S| =n € Ny es finito escribiremos F,, = F(S5).

Los elementos de F'(S) normalmente se escriben como w y no [w].. Este grupo queda
caracterizado por la siguiente propiedad universal (que es directa para F; = 7Z), que ademaés
muestra que los grupos libres estén clasificados por su rango.

Proposicion 1.3 (ver [Hal59]) Sean S un conjunto, F(S) el grupo libre generado por S y
t: S — F(S) la inclusion candnica. Para cada grupo Gy funcion 0: S — G, existe un inico
morfismo de grupos 0: F(S) — G tal que @ o1 = 0.

En particular, si G es un grupo generado por S C G, la inclusiéon ¢: S — G se extiende
a un morfismo de grupos i: F(S) — G que es sobreyectivo pues S C i(F(S)). El primer
teorema de isomorfismo implica entonces que existe un subgrupo normal N = Ker(Z) < F(.5)
tal que F'(S)/N es isomorfo a G.

Definicion 1.4 Sea G un grupo, y sean S C G un generador de G y R C F(S).

Decimos que (S | R) es una presentacion de G (o que G = (S | R)) si G es isomorfo a
F(S)/(R)< donde

(R)a= () H={(gr'g:")g2rs?g: ")+ (gari79,") In €N, 7 € R, gi € F(S)
RCH<IF(S)

ye; € {—1,+1} para cada 1 <i < n}.



es la clausura normal de R, es decir, el subgrupo normal de F(S) mds pequeno que incluye
a R. Los elementos de R se llaman las relaciones de G.

Diremos que G es finitamente presentado si existen S C G, R C F(S) finitos tales
que G = (S | R).

Notemos que si G = (S | R), entonces todas las relaciones no triviales (en el sentido
de que no se cumplen en cualquier grupo con generador S) que se tienen entre elementos
de S en G son consecuencia de las relaciones en R. Esto permite construir nuevos grupos
con propiedades deseables a partir de otros grupos. Sin embargo, el problema de deducir las
propiedades de un grupo a partir de sus presentaciones es muy dificil en general.

Ejemplo 1.5 1. Todo grupo G tiene una presentacion (usualmente excesiva) G = (G | N)
donde N < F(G) es tal que F(G)/N = G, pero normalmente interesan aquellas presentacio-
nes donde los generadores y relaciones sean lo mds pequenos posible.

2. Todo grupo finito K es finitamente presentado: basta tomar como generador a todo K y
como relaciones la tabla completa de multiplicacion de K dada por

{kle(kg)_l | kl € K, k’lkg = k‘g}

3. Para cualquier conjunto S, el grupo libre F(S) tiene presentacion F(S) = (S | 0).

Ahora definiremos los dos tipos de producto de grupos que permiten describir los grupos
virtualmente-Z. El primero es el producto amalgamado, que permite “pegar” dos grupos por
un subgrupo comun.

Definiciéon 1.6 Sean Gy, Gy, T grupos con presentaciones G; = (Sy | Ry), Go = (Sa | Ra) y
ar: T — Gy, as: T — Gy morfismos inyectivos. El producto amalgamado de G, y G5 por
T es el grupo

G1 * G2 = <G1 U G2 | R1 U R2 U {Oz1<t)a/2(t)_1}teT>.

Si T = {e} es trivial diremos que G1x1 G es el producto libre de Gy y Ga, y lo denotaremos
por G * G.

Una propiedad universal del producto amalgamado, similar a la Proposicion 1.3, muestra
que la clase de isomorfismo del producto amalgamado de dos grupos no depende de las
presentaciones de éstos que se escojan. Normalmente identificaremos a G, Gy, T con sus
copias isomorfas en G xr Gbs.

Proposicion 1.7 (ver [Busl6|) Sean Gi,Gs grupos y T < Gy, Gy un subgrupo comin.
El subgrupo T' < G 7 Go es normal ssi T es normal en G y H. En tal caso,
(Gl X GQ)/T = (Gl/T) * (GQ/T)

y cada elemento g € Gyxp Gy se escribe de manera unica como g = thihg -+ h,, donden € N
y la secuencia de h; alterna entre Gy \T y Go \ T
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La segunda clase de productos es el producto semidirecto, que corresponde a una gene-
ralizacion del producto directo donde uno de los componentes actiia sobre el otro.

Definicion 1.8 Sean G, H grupos y sea ¥: H — Aut(G) un morfismo de grupos. El pro-
ducto semidirecto G x,, H es el grupo cuyo conjunto subyacente es también G x H y cuya
multiplicacion es

(91, h1)(g2, ha) = (1V(h1)(92), h1he) para cada g1,92 € Gy, hi, hy € H. (1.1)

Alternativamente, si G, H son grupos con presentaciones G = (S | R1), H = (S | Ra),
podemos definir el producto semidirecto G xg H como

G DBV} H = <Sl U SQ | R1 U R2 U {82_18182(\11(82)(81))_1}31651752652>.

En la definiciéon anterior, ¥ es el morfismo trivial ssi la multiplicaciéon en el producto
directo G X H y en el semidirecto G xy H coinciden. La siguiente proposicién explica por
qué es natural esta definicion.

Proposicion 1.9 (ver [Hal59|) Sea G un grupo que posee subgrupos T < G, H < G tales
que TH = G yTNH = {e}. Entonces G = T xg H, donde V: H — Aut(T) envia cada
h € H a la conjugacion (Vy,:t € T — hth™* € T'). El morfismo ¥ es trivial sst H < G.

Reciprocamente, en un producto semidirecto G =T Xy H el subgrupo T x {e} es normal

en G, y se tienen las condiciones (T' x {e})({e} x H) =G y (T x {e}) N ({e} x H) = {e}.

Si G es un grupo y ¥: Z — Aut(G), entonces ¥ queda determinada por ¢ = V(1) €
Aut(G). Luego escribiremos G x4, Z en lugar de G Xy Z por comodidad.

El ejemplo a continuacién es fundamental. Es representativo de una clase de grupos
virtualmente-Z, es decir, grupos que contienen un subgrupo de indice finito isomorfo a Z.

Ejemplo 1.10 Definimos el grupo diédrico infinito D, como Z x, Z /27 donde 1p(m) =
—m para cada m € Z. Identificando los simbolos r,s con (1,0) y (0,1) se puede probar que
Do = (s,r | %, srst) = {1",1"s | n € Z}.

Otra presentacion natural de Dy, es como el producto libre Z/27 * 7./27: si a = s,b = rs
entonces

D, = (a,b | a®,b?) = {(ab)", (ab)"s | n € Z}.
Un modelo geométrico para D, es el grupo de isometrias de los enteros, y el isomorfismo
entre ambos grupos viene dado por

t > traslacion en +1 y s+ reflexion en torno al origen.

1.2. Grafos de Cayley

En esta seccion y las siguientes, GG serda un grupo finitamente generado. La construccion
que nos interesa asocia a cada conjunto generador S de GG un grafo infinito sobre el que G



acttia de manera canénica por isometrias. Dado que muchos grupos interesantes surgen como
grupos de simetria de objetos geométricos, es interesante notar que uno puede asociar un
objeto geométrico a un grupo finitamente generado (junto con un generador) que refleje las
propiedades del grupo.

Antes de la definicion principal fijamos el vocabulario de teoria de grafos que usaremos.

Definicién 1.11 Un grafo dirigido I' es una tupla (V,E 1, 7) donde V y E son conjun-
tos numerables cuyos elementos se llaman vértices y aristas respectivamente, y v: £ —
V.r: E — V son funciones que a cada arista asocian su vértice inicial y terminal respec-
tivamente. Para todo e € E los vértices 1(e),T(e) se dicen adyacentes.

Un grafo dirigido y etiquetado ' es una tupla (V,E,¢,7,\) donde (V,E, 1, T) es un
grafo dirigido y A\: E — A, la funcion de etiquetado, es una funcion de las aristas a un
conjunto finito A de etiquetas.

Sea I' = (V, E,,7) un grafo. Diremos que I' es simple si no hay aristas multiples entre
vértices (es decir, ¢ X 7: E — V X V es inyectiva). En tal caso, I' se puede recuperar a partir
de su matriz de adyacencia I'(B) € My, ({0,1}) definida por

F(B) = (1u,v son adyacentes)u,vev-

Un camino dirigido de largo n € N, en I' es una secuencia de aristas e; --- e, tal que
7(e;) = t(e;41) para cada 1 < i < n — 1. Un camino no dirigido es un camino dirigido
en el grafo [y obtenido al ignorar la orientacién de las aristas en I'. Un ciclo es un camino
dirigido e; - - - e, tal que ¢(e;) = 7(e,). El grafo I' se dird fuertemente (resp. débilmente)
conexo si existe un camino dirigido (resp. no dirigido) entre cada par de vértices de V. Un
subgrafo de I' es un grafo IV = (V' E',/,7’) donde V' C VE' C E /' = L|E,,7" =T|m Yy
T'(E'),/(E") C V'. El subgrafo [ se dice inducido por V'si E' ={e € E | 1(e),7(e) € V'}.
Una componente irreducible C' C V de I' es un conjunto de vértices que inducen un
subgrafo fuertemente conexo maximal en I'.

Esta notacion permite definir el grafo de Cayley de un grupo G con respecto a un generador
finito. Este es un refinamiento importante del teorema clasico de Cayley que realiza a cada
grupo como un subgrupo de un grupo de permutaciones.

Definicién 1.12 Sea S C G\ {e} un conjunto generador finito de G. Definimos el grafo
de Cayley derecho G s de G con respecto a S como el grafo dirigido y etiquetado simple
(V.E,1,7,\) cuyo conjunto de vértices V es G, cuyas aristas E son {(g, gs) }ses, gec y donde
los vértices iniciales, vértices finales y el etiquetado se definen por

((g,95)) =9, 7((9,9%)) =gs, A(g,98)) =s

respectivamente para cada g € G, s € S.

El grafo G ¢ siempre es débilmente conexo, y la distancia dg que entrega el largo minimo
de un camino no dirigido entre dos vértices de G ¢ metriza la topologia discreta en Gg . La
accién regular por la izquierda G N Gg g definida por a,: h € G — g~ 'h € G actia
por dg-isometrias que ademas preservan la adyacencia entre vértices y las etiquetas de las



aristas. Escribiremos Bg(g,n) = {h € G | ds(g,h) < n} como la bola de centro g € G y
radio n € N.

Notemos que dg también se puede escribir de la forma
ds(g,h) = ds(e,g 'h) = min{n € N | existen sy, s,...,5, € SUS* con s1---5, = g 'h},
y por eso dg a veces se llama la métrica de palabras en G con respecto a S.

Ejemplo 1.13 Las Figuras 1.1, 1.3, 1.2 y 1.4 muestran los grafos de Cayley de distintos
grupos infinitos. En lugar de dibujar dos veces las aristas asociadas a generadores de orden
2 se acostumbra dibujarlas sin direccion.
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Figura 1.1: Fragmento del grafo de Cayley de Z con generadores {1} (arriba) y {2, 3} (abajo).
Las aristas rojas, purpuras y verdes corresponden a los generadores 1,2 y 3 respectivamente.
Notemos que remover el conjunto de vértices con fondo azul desconecta ambos grafos.
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Figura 1.2: Fragmento del grafo de Cayley de Z? con generador {(1,0),(0,1)}. Las aristas
rojas y azules corresponden a los generadores (1,0) y (0, 1) respectivamente. Notemos que
remover el conjunto de vértices con fondo azul no desconecta el grafo.
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Figura 1.3: Fragmento del grafo de Cayley de D., con generadores {a,b} (arriba) y {r,s}
(abajo). Las aristas rojas, azules, verdes y purpuras corresponden a los generadores a,b,s y
r respectivamente.

Figura 1.4: Fragmento del grafo de Cayley de F» = (a,b) con respecto a {a,b}. Las aristas
rojas y azules corresponden a los generadores a y b respectivamente. La etiqueta de un vértice
w € F), se obtiene concatenando las etiquetas de las aristas en el camino de w a e en el centro
del grafo.

La definicion y el aspecto de Gg g dependen del generador S de G. Sin embargo, hay
una cierta geometria gruesa o a gran escala que se preserva al cambiar el generador S de
G y estudiar las propiedades de Gg s (ver [DK18]). No ahondaremos en esta direccion, pero
basta saber que la siguiente propiedad de un grafo de Cayley no depende del generador S
del grupo. Esta cuantifica el nimero de trozos en los que se descompone el grafo al extraer
bolas suficientemente grandes.

Definicion 1.14 Sea G un grupo finitamente generado y S C G un generador finito. Para
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cada v € RT, definimos C(r) € Ny U {oc} como el nimero de componentes conexas del
subgrafo de Gg s inducido por G\ Bs(e,r).

El nimero de ends de G es el entero ends(G) = lim,,_,, C(n) € NU oo.

Como esté implicito en la definicién, el limite lim,, ,,, C(n) siempre existe. Es claro que

si T es un grupo finito entonces ends(7') = 0. Por otro lado, las Figuras 1.1, 1.2 y 14

permiten encontrar visualmente el ntimero de ends de estos grupos representativos. Vemos
que ends(Fy) = 00 y

ends(Z?) = {2 S? d=1

1 sid>2.

El siguiente teorema muestra que estas son todas las opciones.

Teorema 1.15 (Freudenthal-Hopf, ver [DK18|) Sea G un grupo finitamente generado. En-
tonces ends(G) € {0,1,2,00} y ademds
1. ends(G) =0 ssi G es finito, y

2. ends(G) =2 ssi G es virtualmente-Z.

1.3. Grupos virtualmente-7Z

El Teorema 1.15 muestra que los grupos virtualmente-Z se caracterizan por una condicién
geométrica, mientras que el siguiente resultado de Epstein y Wall los realiza como extensiones
de Z o D4 por un grupo finito. Esta clasificacion, que sigue de consideraciones puramente
algebraicas, es fundamental para lo que sigue.

Teorema 1.16 (Epstein-Wall, ver [LGG13]) Sea G un grupo numerable. Las siguientes con-
dictones son equivalentes.

1. G es wirtualmente-Z, es decir existe un subgrupo H < G de indice finito e isomorfo a

Z.

2. G contiene un subgrupo normal finito T tal que G/T es isomorfo a Z o a Dy, es decir
G es una extension de Z o Do, por un grupo finito T'.

3. G es isomorfo a un grupo de la forma

(a) T Xy Z donde T es un grupo finito y ¢ € Aut(T), o
(b) G1*r Gy donde G1,Go y T son grupos finitos con |Gy : T| =[Gy : T| = 2.

Los grupos virtualmente-Z de la forma G = T X Z descrita en el item (3.a) del teorema
anterior se llaman grupos de tipo I, y los grupos G = G; #r Go del item (3.a) se llaman
grupos de tipo II. Estas clases son excluyentes: para verlo basta notar que en los grupos de
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tipo II existen pares de elementos g1, go € GG de orden finito tal que g, gs tiene orden infinito,
y esta situacion no puede ocurrir en los grupos de tipo I (ver la Proposicion 1.21).

Supongamos ahora que G = G *7 G es de tipo Il y que g1 € G1\ T, g2 € G5\ T. Ambos
elementos tienen orden par, y reemplazando cada g; por una potencia adecuada podemos
asumir que que g7 = g5 = e. Como T es normal en cada Gy, G pues tiene indice 2, tenemos
que las conjugaciones por g1, g» inducen automorfismos v, ,,,: T" — 1" de orden 2. Notando
que T'U{g;} genera G; y T < G, la Proposicion 1.9 implica que

Gy = T sty (g0) = T sy, 227
para i = 1,2. En general G; 2 G5 (ver la Proposicion 1.22).

Los elementos g1, go cumplen el rol de que cumplen los generadores a,b € D,. Sin embar-
go, usaremos como generadores ‘naturales” de Gy *7 G5 a los elementos ¢, s, g1, en analogia a
la presentacion de D, con generadores r,s. Esta eleccion es irrelevante, pero ahorra un poco
de notacion.

Definicion 1.17 Sea G un grupo virtualmente-Z, T un grupo finito y L C T un generador
de T.

1. Supongamos que G = T X, Z es de tipo 1. Diremos que S C G es un generador
natural de G si S = (L x {0}) U{(e, 1)}.

2. Supongamos que G = Gy *p Gy es de tipo II, y sean g; € G; \ T, i = 1,2 de orden
2. Diremos que S C G es un generador natural de G si S = L U {r,s} donde
I = 192, S = ¢g1. Cada vez que hablemos de un grupo de tipo II, notaremos r,s a dos
elementos definidos de esta forma.

En cualquier caso, el subgrupo T' < G se llama el subgrupo transversal a G.

Ejemplo 1.18 Los grafos de Cayley Ga,s de G' con respecto a un generador natural se pueden
dibujar como en las Figuras 1.5 y 1.6, y se asemejan a los de Z y D respectivamente salvo
un ensanchamiento vertical. La Figura 1.7 muestra el grafo de Cayley de un grupo de tipo
II cuando se eligen generadores de la forma L U {g1,g2}. En los ejemplos Ky = (a,b |
a?,b? (ab)?) es el grupo de Klein y Dg = (t,s | s?,tsts) es el grupo diédrico de orden 6. El
subgrupo transversal T se muestra con un fondo rojo en cada caso.

7 T R R

(b,0) (a,1) (b,2) (a,3) (b,4)

1)

}§>

S

—~
o
o

N

N N

(e,0) (e,1) (e,2) (e,3)

C

—
D

74)

Figura 1.5: Grafo de Cayley de K4 x,Z con respecto al generador natural {(a,0), (b,0), (e, 1)},

que corresponden a aristas rojas, azules y negras respectivamente. El automorfismo 1 queda
determinado por ¢ (a) = b,1(b) = a.
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Figura 1.6: Grafo de Cayley de Dg x1 Z/67 donde T' = (t) = (2) y con generador natural
{t,s,r}, que corresponden a aristas rojas, azules y negras respectivamente.

Figura 1.7: Grafo de Cayley de Dg %1 Z/6Z donde T = (t) = (2) y con generador {r,s, 3},
que corresponden a aristas rojas, azules y negras respectivamente.

A continuacién deduciremos algunas propiedades basicas de esta clase de grupos. La
primera es una forma normal para los elementos de un grupo virtualmente-Z.

Proposicion 1.19 Sea G un grupo virtualmente-Z.

1. SiG =T %y Z con T un grupo finito y ¢ € Aut(T'), entonces cada elemento g € G se
escribe de manera unica como un producto g = (t,0)(e,n) dondet € T yn € Z.

2. Sea G = Gy 7 Gy con Gy,Gsy, T grupos finitos y T de indice 2 en Gy y Go.Entonces
cada elemento g € G es escribe de manera unica como g = tr™ o tr"s cont € T, n € Z.

DEMOSTRACION. Sigue de las proposiciones 1.9 y 1.7. O

Podemos escribir la forma normal del producto de dos elementos en GG a partir de la forma
normal de éstos: para GG de tipo I, esto es exactamente la definiciéon de la multiplicacion en
el producto semidirecto escrita en (1.1). Para G de tipo II necesitamos un poco de notacion:
notemos que T < G1,G4 es normal en cada G, G5 pues tiene indice 2 en cada uno. Sean
Vs, ¥: T — T los automorfismos de T dados por la conjugacion por s, r respectivamente, de

13



modo que st = 4(t)s y rt = ¥ (t)r para todo t € T. Esta notacion junto con la identidad
s = sr ", n € Z permiten computar los productos y las inversas explicitas en este caso. La
Tabla 1.1 muestra las formas para los dos tipos.

G=TxyZ
Productos Inversas
() (') = (10" (), + ) (L) = (6 (), —n)
G = Gy %7 Go
(") (tr) =t (¢ )+ R
(tr™) (H'1"'s) = t™ (t)1""'s (tr"s) ™1 = ™ o hy(t)r"s
(tr"s) (1) = th™ o ()" "'s
(tr"s) (t'1's) = tp™ o ()"

Tabla 1.1: Productos e inversas explicitas de los elementos un grupo virtualmente-Z de tipo
I (arriba) y de tipo II (abajo). Aqui n,n’ € Z, t,t' € T son arbitrarios.

Una primera consecuencia de esta descripcion es la siguiente.

Proposicion 1.20 Sea G = Gy xr Gy un grupo virtualmente-Z de tipo II. Entonces G es
isomorfo a T X, Do, donde la accion de v estd definida por v(r) = ¢ y v(s) = 1.

DEMOSTRACION. La funcién ©: G — T' X, D, definida por O(tr") = (t,1™) y O(tr"s) = (¢, 1s)
estéd bien definida por la forma normal en Gy %7 G5, y es un isomorfismo de grupos por la
Tabla 1.1. O

En particular, el isomorfismo © de la proposicién anterior se restringe a un isomorfismo
entre T(r) ={tt" € G1*r Gy |t € T, n € Z} < Gy %7y Gy y T Xy Z. Es decir, lo tnico que
diferencia a los grupos de tipo II de los de tipo I es la presencia del “flip” s.

La Tabla 1.1 también permite determinar los 6rdenes de todos los elementos de G.

Proposicién 1.21 Sea G un grupo virtualmente-Z y g € G.

1. Si G =T %y Z es de tipo I, los elementos que generan subgrupos de indice finito en
G son T x (Z\ {0}), y cualquier subgrupo H < G de indice infinito es un subgrupo de
T x {0}.

2. 8t G = G x7 Go es de tipo 11, los elementos que generan subgrupos de indice finito en
G son T(r)\T, y cualquier subgrupo de indice infinito es subgrupo de T'(x™s) para algin
n e .

Ademds, el orden de g = tr"s € T'(r)s es 20rd(¢Y™ o 1)4(t)).

En particular, todos los subgrupos de indice infinito en G son finitos.
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DEMOSTRACION. 1. La segunda afirmacion sigue de la primera, y ésta sigue de la igualdad
(G : ((t,n))] = |n||T| cuando (t,n) € T x (Z \ {0}).

2. Sea g = t1"s € T'(r)s, entonces
gP =t on(t) T

y por lo tanto ¢? tiene orden finito. Luego ¢ tiene orden finito, y éste no puede ser impar
pues si g?™" = e entonces g = g*™*1(¢*™)~! € T, una contradiccion.

Concluimos que g tiene el orden requerido. Esto muestra ademés que los elementos que
generan subgrupos de orden infinito en G estan en T'(r) \ T, y se tiene la igualdad por el item
anterior y porque [G : T'(r)] = 2.

Para probar la segunda afirmacion, sea H < G un subgrupo de indice infinito. Todos los
h € H son de la forma h =t € T o h = tr"s con n € Z. Si existiesen dos elementos h, h’ € H
con h=t"s, ¥ =t't"syt,t' €T,n+#n' €7 entonces
AR = tr"st't"'s = t™ o by ()"

Luego n = n’ pues de otro modo (hh') tendria indice finito en G. Concluimos que existe un
n€Zcon H<T("s). O

Recordemos que si G es virtualmente-Z y H < G es isomorfo a Z y de indice finito,
entonces existe un subgrupo K < H de indice finito en G con K < G. Como K < H = 7,
también tendremos que K = Z. Sin embargo, este subgrupo K no siempre coincide con ((e, 1))
(resp. (r)). Terminamos esta seccion entregando una caracterizacion de cuando ((e, 1)) (resp.
(r)) son normales. Si G es de tipo II, obtenemos una presentacion de G analoga a la escritura
de Dy, como Z x Z/27.

Proposicion 1.22 Sea G un grupo virtualmente-Z.

1. St G =T %y Z es de tipo I, entonces ((e, 1)) es normal en G ssi ¢ = idp. En tal caso
G=TxZ.

2. 51t G = Gy #1r Gy es de tipo 11, entonces (r) es normal en G ssi ) = idp ssi g, = ,,.
En tal caso G1 = G2 y ademds G = Z x, Gy donde n: G; — Aut(Z) estd definida por
n(t) =idg yn(ts) = (m € Z— —m € Z) para todo t € T

DEMOSTRACION. 1. Si ((e,1)) < G, en particular

(t,0)(e, 1)(t,0)™" = (t(t71), 1) € {(e, 1))
para cada t € T. Luego ty(t™') = e, es decir ¢ = idy.

Si ¢ = idr, entonces

(ta m) (ev 1>n<t’ m)_l = (tv m) (e, n) (t_lv _m) = (e’ n) S ((e, 1)>

para todo (t,m) € G. Luego ((e,1)) < G. En particular, T, {(e, 1)) son subgrupos normales
de G con interseccion igual a {e} y T{(e,1)) = G. La Proposicion 1.9 muestra que G =
T x {(e,1)) 2T x Z (recordemos que (e, 1) tiene orden infinito).
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2. Veamos la primera equivalencia: si (g1¢2) < G, en particular
trt ™ =tp(t )r e (r)

para cada t € T. La forma normal de G muestra que necesariamente (t) = ¢, es decir

1 = idp. Reciprocamente, si 1) = idy, entonces las potencias de r conmutan con los elementos
de T'. Luego

(™) =" e 1)y (s (") =st"s =17" € (1)

para todo t € T, m,n € Z y concluimos que (r) < G.

La segunda equivalencia sigue de notar que ¢ = v, 0 1y, ¥ que g, , 1y, siempre tienen
orden 2. Ademas, la igualdad v, = 1,4, muestra que

G1 =T ngl Z/2Z =T Nw% Z/QZ = GQ.

En este caso, Gy, (r) son subgrupos de G con interseccion igual a {e}, G1(r) = G y
ademas (r) < G. Como también tenemos la relacion srs = r=!, la Proposicion 1.9 muestra
que G = (1) x,, Gy =2 Z %, G. O

1.4. Dinadmica simbélica sobre grupos

Un G-sistema dindmico topoléogico (o G-sistema) es una accion G ~* X en un
espacio métrico compacto X por homeomorfismos. A veces escribiremos (X, G) en lugar
de G ~* X. El punto de partida de la dindmica simbdlica es el full-shift sobre G, que
corresponde al G-sistema G ~° A% donde el alfabeto A es un conjunto finito de simbolos,
A% esta dotado de la topologia prodiscreta y la accion de G en un punto € A% esta dada
por

((0g2)n)hec = (T4-11)nec para cada g € G.
Los objetos fundamentales de estudio son los G-subsistemas de los full-shifts, llamados G-
subshifts. Estos son los G-sistemas G ~° X donde X C A% es cerrado e invariante bajo la
accion o.

Nuestra definicion de o, implica que o es una acciéon de grupo por la izquierda. Si G = Z
entonces la acciéon de 1 € Z mueve una configuracion a la derecha, pensando en el grafo de
Cayley con +o00 a la derecha y —oo a la izquierda como en la Figura 1.1.

La notacion usual para hablar de abiertos en subshifts es la siguiente.

Definicion 1.23 Sea F' C G un conjunto finito.

1. Unw € AY se dice patron con soporte F'. Un cilindro es un conjunto de la forma
[w], = {z € A% | 24, = wy, para cada h € F} C A%

para algin g € G. Normalmente escribimos [w], como [w].
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2. FEl lenguage de un G-subshift X es el conjunto de patrones que aparecen en elementos
de X, es decir L(X) = {w patron | [w]e N X # 0}. También escribimos Lp(X) =
L(X)NAF.

Cuando G = Z usamos las notaciones L,(X) = Ly oy (X) y LX) = U,5; La(X).
El conjunto de abiertos {[w]o N X | w € L(X)} es una base de la topologia de A°.

3. Dados un patron w y una configuracion x € A%, escribimos w C x si x € (w], para
algin g € G.

También definimos el conjunto de sucesores en la direccién de s € S en X de un
simbolo a € A como

Sucs(a) = {a’ € A| existe z € X tal que z, = a,x; = d'},
y el conjunto de predecesores en la direccion de s € S en X de un simbolo a € A como

Preds(a) = {a' € A| existe x € X tal que 2. = a,z,-1 = a'},

Los morfismos naturales en dindmica topoldgica son los mapeos continuos que conmutan
con las acciones de G en cada espacio. Hay una caracterizaciéon combinatorial de éstos en
dindmica simbolica.

Teorema 1.24 (Curtis-Lyndon-Hedlund, ver [CSC10]) Sean X C A%, Y C (A")Y subshifts
sobre el mismo grupo y sea ¢: X — Y una funcion continua y G-equivariante, es decir, tal
que

pooy,=040¢ para todo g € G.

Entonces existe un conjunto finito F' C G y una asignacion ®: A" — A’ tal que
d(x), = (I)(O'g—l<l‘)‘F) para todo G € G
y escribimos ¢ = .

Reciprocamente, las funciones de este tipo son continuas y G-equivariantes.

Las funciones de la forma ¢ = ®%° se llaman cdédigos de ventana deslizante con
funcion local @, y un codigo de ventana deslizante sobreyectivo (resp. inyectivo, biyectivo)
se llama factor (resp. incrustacion, conjugacién). Si el dominio de ® es A”, decimos que
¢ es F-bloque o |F|-bloque, y que tiene memoria o ventana F. Cuando G =Zy ¢ es un

codigo {—m,—m+1,...,0,...,a—1,a}-bloque con m,a € N, diremos que ¢ tiene memoria
m y anticipacién a.

Sig: X CAY - Y C (A)Y es un codigo de ventana deslizante cuya memoria es {e} y
cuya inversa tiene memoria {e}, entonces diremos que ¢ es de renombramiento. Un codigo
de renombramiento corresponde a una biyeccion entre los alfabetos Ay A’.

Definicion 1.25 Sea X un G-subshift y F C G finito con e € F. La presentacion F-
higher-block de X es el G-subshift

X = {re (AF)G | ((zg)e)gec € X y (z4)f = (Tgf)e para cada h € F.}
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El cédigo F-higher-block es la conjugacion ¢p: X — XU cuya funcion local ®p: AF —
AT es la identidad. La inversa de ¢ es el codigo de ventana deslizante asociado a la funcion
local ®p: w € AF s w, € A que proyecta w € AY al simbolo w,.

Los codigos higher-block permiten recodificar cualquier cédigo de ventana « deslizante
a un codigo 1-bloque en un G-subshift cuyo alfabeto consiste en bloques del tamano de la
ventana de a.

Proposicion 1.26 (ver [Barl7]) Sean X,Y G-subshifts y a: X — Y un cédigo de ventana
deslizante F-bloque donde e € F. Entonces ap = a0 ¢p: XFl =Y es 1-bloque.

xlF _%F  x
R la
Y

El siguiente resultado es clasico y muestra que un subshift queda especificado por su
lenguaje.

Proposicién 1.27 (ver |Barl7|) Dada F una familia de patrones en un full-shift A%, defi-
nimos Xx como el conjunto

Xr={rc A% | (wCz) = (w¢gF)}

Entonces Xz es un G-subshift, y todo G-subshift X sobre el alfabeto A es de la forma X = Xz
para alguna familia de patrones F.

Dado X, la familia F de la proposicién anterior no es tinica: por ejemplo, cualquier familia
F' D F que verifica que para cada elemento I’ € F' existe un F' € F con F' C F es tal que
Xz = Xz. Sin embargo, la clase de subshifts que admiten un tal F finito es fundamental en
la teoria.

Definicion 1.28 Sea G un grupo y S C G un generador finito.

1. Un G-subshift X se dice de tipo finito (o decimos que X es un G-SFT) si existe una
famalia finita de patrones F tal que X = Xx.

2. Un G-SFT X se dice de tipo nearest-neighbour con respecto a S, o un G-NNSFT, si
puede ser definido por una familia finita de patrones F cuyos soportes son de la forma
{e,s} cons e S.

Equivalentemente, existen matrices As € Ma 4({0,1}) tales que el subshift Xia,y, .o C
AC definido por

X{As}ses ={z € A | (As) =1 para cada s € S}

xg7$gs
es igual a X. Decimos que las matrices {As}ses presentan a X .

Una matriz As, s € S se dice esencial si cada par a,a’ € A con (As)aw = 1 verifica
que existe un x € X yun g € G tal que x, = a y x4 = a'. El conjunto de matrices
{As}ses se dice esencial si cada Ag lo es.
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Dado un G-NNSFT X con respecto a un generador S C G definido por una familia de
patrones F con soportes de la forma {e, s}, s € 9, las matrices {A;}ses del punto 2. de la
Definicién 1.28 se pueden construir como

0 siexisteun F' € F con F(e) =a, F(s) =d
1 en otro caso

para cada a, a’ € Ay s € S. Esta definicion no asegura que {A;};cs sea esencial.

Ejemplo 1.29 1. El G-subshift de Fibonnaci Xpy; C {0,1}% es el G-NNSFT definido
por las matrices As = (14). Este subshift corresponde a todos los coloreos de los vértices de
Ga.s que no contienen 1’s adyacentes entre si.

2. Un graph-coloring subshift X, C A% es un G-NNSFT definido por las matrices (A,) =
(Lazb)apena- Este subshift corresponde a todos los coloreos de los vértices de Gg s que no
contienen simbolos adyacentes e idénticos.

3. UnZ-NNSFT X = Xz C B? corresponde a los vértices de los caminos dirigidos biinfinitos
en el grafo I'(B), y el criterio que decide si B € Mpp({0,1}) es esencial corresponde a que
B no tenga filas ni columnas nulas. Estos subshifts se llaman Z-subshifts de vértices.
Usaremos la notacion X = Xp oY = Yp, y escribiremos Sucp(b) en lugar de Sucy(b).
Notemos que en este caso el conjunto de sucesores Sucg(b) es todo {b' € B | Byy = 1}.

La propiedad de ser SFT es una invariante de conjugacion, pero la propiedad de ser un
NNSFT con respecto a un generador S no lo es. Mas atn, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.30 (ver |[Barl7|) Sea G un grupo finitamente generado. Si X eY son G-
subshifts conjugados y X es un G-SEF'T, entonces Y también es un G-SFT.

Por otro lado, si G es generado por un conjunto S C G finito, entonces todo G-SF'T es
conjugado a un G-NNSFT con respecto a S.

Otra clase importante de G-subshifts son los G-subshifts sé6ficos: un G-subshift Y se dice
sofico si existe un G-SFT X y un cédigo de ventana deslizante ¢ tal que Y = ¢(X).

Terminamos esta secciéon con las nociones fundamentales de periodicidad y mezcla en
dinamica topoldgica. Recordemos que, dada una accion G ~* X en un conjunto cualquiera
X la orbita de un punto x € X es Orb,(z) = {ay(x) | ¢ € G}, vy su estabilizador es
Stab,(z) = {g € G | ay(x) = x} < G. Es conocido que [G : Stab,(z)] = |Orb, ().

Definicién 1.31 Sea G ~* X un G-sistema.

1. Decimos que un punto x € X es débilmente periddico si Stab,(x) < G es no trivial.

2. Decimos que un punto x € X es fuertemente periddico si Stab,(x) < G es de indice
finito. Equivalentemente, Orb,(x) C X es finito.

También usaremos una notacién no del todo estandar: dados dos conjuntos U,V C X
definimos N(U,V) ={g € G | a,'(U)NV # 0} C G. Esto permite refrasear las nociones de
transitividad de manera compacta.
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Definiciéon 1.32 Sea G ~* X un G-sistema.

1. (X, Q) se dice transitivo si N(U,V') es no vacio para cada par de abiertos U,V C X .
Esto equivale a la existencia de un x € X tal que Orb,(z) = X.

2. (X,G) se dice mezclador si para cada par de abiertos U,V C X existe un conjunto
finito F C G tal que N(U,V) =G\ F.

3. Supongamos que X C A% es un G-subshift. (X,G) se dice fuertemente irreducible
si existe un congunto finito F' C G tal que para cada par de patrones p,q € L(X), la
igualdad sop(p) N sop(q)F = 0 implica que [p] N [g) N X # 0.

1.5. Entropia en grupos amenables

La entropia topologica y medible son invariantes numéricas clasicas en dindmica topolo-
gica y teorfa ergbdica. La clase de grupos para las cuales se puede definir esta invariante de
manera “simple” es la siguiente.

Definicién 1.33 Un grupo numerable G se dice amenable si existe una secuencia {A,}nen
de subconjuntos finitos de G, llamada secuencia de Fglner, tal que

- gA AN
A

para cada g € G.

La anterior es una de varias caracterizaciones conocidas de la amenabilidad de un grupo
numerable, y dice que existen subconjuntos de GG arbitrariamente invariantes bajo la accion
regular por la izquierda. Para ver que una secuencia {A, },en es de Folner, se puede probar
que basta tener la convergencia

- sA\An|
s 0 2
para todo s € SUS™!, donde S C G es un generador de G.

El siguiente lema construye secuencias de Fglner de un grupo amenable G a partir de la
secuencia de Fglner de un subgrupo normal amenable () < G de indice finito.

Lema 1.34 ([WeiOl]) Sea T' un grupo finito, @ un grupo amenable y G una extension de T
por (Q, es decir existe una secuencia exacta

1-T—-G—-Q—1.

Sea : G — Q el epimorfismo candnico de G en G/T.

Si {An}nen es una secuencia de Folner en Q y {K:z}neN es tal que cada //\; C G es un
levantamiento de A, (es decir, 7(A,) = A, y m es inyectiva en A,,), entonces {T A, }nen €s
una secuencia de Fgolner en G.
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Ejemplo 1.35 1. Cualquier grupo finito G es amenable, tomando como secuencia de Folner
{An = G}nGN-

2. Los grupos Z%, d € N, son amenables: la secuencia {A? = {—n,... ,n}%},en satisface
para cada vector candnico €; € Z%, 1 <i < d yn € N la igualdad

(& +ADNATL 2+ D)™ 1

|Ad] T @2n+1)d 2+l

cuyo lado derecho tiende a 0 cuando n tiende a infinito. En el caso d = 1 podemos escribir
también para cada n € N una particion {(2n + 1)m + A} }mez de Z.

3. El grupo Do, = (a,b | {a?,b%}) = (s,1 | {s? srsr}) es amenable y admite dos secuencias
de Fglner naturales. Sea {A*P},cn definida por

AR” = {w € {a,b} }ujzn = Brapy(e,n).

Luego la expresion
AR \NARY  PARPNARY 1
ARPL AR 2n+d

converge a 0 cuando n tiende a infinito. Esta secuencia es simétrica en el grafo de Cayley
Gp.. {ab} (ver la Figura 1.8), y ademds para cada n € N tenemos una particion de Do

{gA2" | g € D, diapy(g,€) = (2n+ 1)m, para m € Z}.

Otra secuencia de Folner natural es {AS"},en, donde A>" = {t" 1™s | —n < m < n}.
Es de Folner por el Lema 1.34 tomando T = Z /27, y Q) = Z. Nuevamente A}y es simétrica
en el grafo de Cayley Ga.. (sxy (ver la Figura 1.8), y para cada n € N también tenemos una
particion {rrUmASTY o de Dy

I ! ! a,bi a,b ! a,b!
| |
X I O | O O O Al ‘ O A2 NN A3 |
! U ), \ O |, O ! |, U ‘
| bab ! ba ' b e a ab | aba !
L E e e e e e e e e e e e e e e e —— - - - |
I —---------=------------------------"----"-"-"-"-=-"-"-"-"-"-=-"-="-"-"-="=-"°="="="~="=~"~"=>$7-" =" °”"°”"=*”"=-”"”7”"”7°= |
| I I s,r ! s,r! s,r
| | |
! X o Y A ! A2 N A3 ‘
; ; ), ‘ (X ), ‘ ) i
— — — S S |
D173 s L1 ls S IS '1r2s r3s |
|
! ) ! e ! Ve e : O VN ‘
| A O [ O T ), Y ‘
\ -3 ! -2 bl e r ) p—: |
1 ! , |
l ! |

Figura 1.8: Secuencias de Folner A% (arriba) y AS" (abajo) en dos grafos de Cayley de D.,.

Este ejemplo permite encontrar secuencias de Fglner explicitas para grupos G virtualmente-
Z: si T es un subgrupo transversal a GG, entonces G/T = Z o G/T = D, dependiendo de si

21



G es de tipo I o II. Luego las secuencias {A,, }ren del Ejemplo 1.35 tienen levantamientos

//\E = {(e,m)}_n<m<n si G =T %y Z es de tipo I,
AZ’b _ {’LU c {91792}*}\w\§n si G = Gl o G2 es de tipO II,
//X\Z’/r ={r", ™8} _<m<n si G = G *7 Gy es de tipo 11,

v G tiene secuencia de Fglner dada por TA,. Notemos que |TK£| = |TAZ®| = (2n+ 1|7 y
ITAY| =2(2n + 1)|T).

Para poder hablar de entropia medible necesitamos definir las medidas compatibles con
la acciéon de G.

Definicion 1.36 Sea G ~* X un G-sistema. Una medida de probabilidad p1 sobre los Bore-
lianos de X se dice invariante si ji(a,B) = u(B) para cualquier g € G y B C X Boreliano.
Su soporte es el menor cerrado contenido en X que tiene medida 1. El conjunto de las
medidas invariantes se denota M (X, G).

Un resultado clasico asegura que M (X, G) # () cuando G es amenable.

Ahora podemos definir la entropia topolégica y medible en G-subshifts. Estas miden
el crecimiento exponencial del nimero de A,-6rbitas desde el punto de vista topologico y
medible respectivamente.

Definicién 1.37 Supongamos que G es amenable con secuencia de Folner {A,}nen y que
X C A% es un G-subshift.

1. La entropia topoldgica de X es

g 10glLa (X)) log|La, (X))
hiop(X, G) = lim === = Inf ==
2. Sea p € M(X,Q). Definimos la particion de X en cilindros P = {lale N X}aea v

Pr, = {Nyen, 75 ' (Cy) | C4 € P} para todo n € N. La entropia medible de X con
respecto a [ es

hu(X,G) = lim > —u(C)logu(C) = fnf ™ > —u(C)log u(C).

al CePy,, CePay,

Las definiciones anteriores se pueden formular para G-sistemas generales, donde se prue-
ba que no dependen de la secuencia de Fglner escogida. No necesitaremos explicitar esta
definicion mas general, y nos basta saber que si H < G es un subgrupo de indice finito
entonces

htop<X7 H) = [G : H]htop(Xv G) y hM(X’ H) = [G : H]hM(X7 G) (13)

En esta tesis nos interesara tambien el caso en que H = Z y X es un Z-subshift. En tal
situacion la ecuacion (1.3) se puede tomar como la definicion de la entropia de un G-sistema.

La relacion entre ambas nociones es un principio variacional que vale en un G-sistema
cualquiera.
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Teorema 1.38 (Principio variacional, ver [Ol85|) Sea G un grupo amenable y X un G-
sistema. Entonces
hiop(X,G) = sup  h,(X,G).

HEM(X,G)

En el caso de un Z-subshift de vértices X = Xp presentado por una matriz esencial B, la
entropia topologica es hyop(X, Z) = log A, donde A es el valor propio positivo de B de modulo
maximo. Un teorema de D. Lind [Lin84| caracteriza los nimeros obtenidos de esta manera.
Decimos que un entero algebraico’ A > 1 es de Perron si todas las raices de su polinomio
minimal tienen modulo estrictamente menor a A. Las entropias de los Z-SFTs mezcladores
resultan ser exactamente los logaritmos de niimeros de Perron, y se deduce que las entropias
de los Z-SF'Ts son

{log A | A" es de Perron para algin n € N }.

El primer indicio de que la dinamica de SF'Ts sobre grupos virtualmente-Z es extremada-
mente similar a la dindmica de Z-SF'Ts es el siguiente.

Teorema 1.39 (|Bar2l|) Sea G un grupo virtualmente-Z. Entonces los nimeros realizables

como entropias de G-SFTs son exactamente los nimeros realizables como entropias de Z-
SFTs.

1.6. Splittings y amalgamaciones en Z-SFTs

Los splittings son operaciones realizadas sobre un Z-subshift de vértices Y que entregan
un Z-subshift de vértices Y’ C (B')Z conjugado a Y tal que cada simbolo &' € B’ “guarda”
informacion de sucesores o predecesores. Son fundamentales en la construccion de codigos de
estado finito y en la clasificacion de N-subshifts de vértices (ver [Kit98]).

Proposicion 1.40 Sea Y = Yg un Z-subshift de vértices y para cada v € L1(Y) sea P¥ =
{Pr,..., B} } una particion de Sucp(v). Definimos

1. B={l|veA 1<I<n,},

2. A: B' — B la funcion sobreyectiva dada por A(v') = v, y

8. ®: Ly(Y) — B la funcion local dada por ®(vu) = v' donde vu € Lo(Y) y 1 <1 < n,

queda determinado tunicamente por u € PP.

Entonces ¢ = &> es un homeomorfismo a su imagen Y' C (B)% con inversa ¢~ = A,

Llamamos al subshift Y’ de la proposicién anterior un out-splitting de Y. Un in-
splitting se define de manera analoga, salvo que se usan particiones de los predecesores

!Decimos que un ntimero complejo ) es un entero algebraico si anula un polinomio ménico a coeficientes
enteros. En tal caso, llamamos polinomio minimal de A al tnico polinomio ménico irreducible y de grado
minimal que satisface .
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Pred(v) de cada simbolo. Decimos que un Z-subshift de vértices Y es una out-amalgamacion
(resp. in-amalgamacién) de un Z-subshift de vértices Y’ si Y’ es un out-splitting de Y. La
conjugacion natural de Y a Y’ se llama cédigos de splitting, y la conjugacion de Y a Y
se llama cédigo de amalgamacién. Un teorema clasico de Williams recalca la importancia
de estas operaciones.

Teorema 1.41 (|Wil73]) Sean X,Y dos Z-subshifts de vértices y ¢: X — Y wuna conju-
gacion. Entonces ¢ se escribe como composicion finita de codigos de splitting sequidos de
codigos de amalgamacion.

Los splittings y amalgamaciones se pueden ver como operaciones sobre la matriz (o el
grafo que representa) que presenta un Z-subshift de vértices. El formalismo matricial es
mas adecuado para la extension que presentaremos en el apéndice. Diremos que una matriz
D € Mpp({0,1}) es de division si cada columna de D contiene exactamente un 1 y cada
fila de D contiene al menos un 1. Una matriz de amalgamacioén es la traspuesta de una
matriz de division.

Proposicion 1.42 (ver [LM95]) Sea Y = Y C B% un Z-subshift de vértices, y sea Y’ C
(BZ un out-splitting de' Y definido por las particiones {P°},ep de los sucesores de los sim-
bolos de Y .Definimos las matrices D € Mpp/({0,1}) y E € Mp 5({0,1}) por

D = (1U:w)UEB,ijB’ Yy E = (1116]3]?”)1113'68’,1168'

Entonces DE = B, y la matriz ED presenta a Y'. Reciprocamente, cualquier par de ma-
trices D, E a entradas en {0,1} tales que B = DE y D es de division definen la matriz de
adyacencia de un out-splitting Y' =Yg de Y por B’ = ED.

Una afirmacion similar vale para in-splittings, reemplazando D por una matriz de amal-
gamacion C'.

24



Capitulo 2

(7-subshifts como Z-subshifts

En este capitulo mostramos una manera de recodificar G-subshifts para G virtualmente-7Z
como Z-subshifts equipado con una acciéon de un grupo finito de homeomorfismos, aprove-
chando el grosor finito de los grafos de Cayley de GG. Este enfoque es la base de los resultados
de capitulos posteriores.

Primero se prueban algunas consideraciones generales que sobre estas acciones en Z-
subshifts, y luego se muestra la equivalencia entre ambas nociones. Finalmente, se construyen
extensiones de Krieger adecuadas en este contexto para G-subshifts soficos. Varios de los
resultados estan inspirados en trabajo previo sobre clases de sistemas similares [AKMS85,
KLP03, KR13|. Pese a introducir notaciéon engorrosa, éste es el contexto natural en el que
viven estos sistemas y unifica de cierta manera el lenguaje con el que se estudian.

2.1. Acciones 1-bloque

Antes de entregar la codificacion de G-subshifts como Z-subshifts, daremos algunas de-
finiciones y resultados generales sobre los Z-subshifts que resultardn de la seccion siguiente.
Buena parte de esta seccion consiste en generalizaciones de observaciones en [AKM85|. Nor-
malmente solo probaremos los resultados para grupos G de tipo II, pues la demostracion de
este caso “contiene” a la de los grupos de tipo I.

Definicién 2.1 Sea G un grupo virtualmente-Z, Y C BZ un Z-subshift y G ~° Y una
accion por homeomorfismos.

1. Supongamos que G =T Xy Z es de tipo 1. Diremos que o es 1-bloque si 0.1y es el
shift a la derecha en'Y y si para todoy € Y, n € Z yt € T el simbolo o(0)(y)n depende
solo de y,.

2. Supongamos que G = G %1 Gy es de tipo II. Diremos que o es 1-bloque si o, es el shift
a la derecha en'Y y si para todoy € Y, n € Z yt € T, los simbolos oi(y)n ¥ 01s(Y)n
solo dependen de vy, e y_, respectivamente.
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Los homeomorfismos de un Z-SF'T en si mismo que conmutan con una potencia del shift
(como los o) de la definicion anterior) se conocen en la literatura como automorfismos
estabilizados. Los homeomorfismos 6 de orden 2 de un Z-shift (Y,o) en si mismo que
verifican foo = 010 (como o, en la definicién anterior) se conocen como flips o reversores,
y su existencia implica que Y es reversible en el tiempo. Para ambas clases de homeomorfismos
se puede probar una variante del teorema de Curtis-Hedlund-Lyndon 1.24.

Proposicion 2.2 ([HKS21, KLP03|) Sean X,Y dos Z-subshifts.

1. Siv: X =Y es una funcion continua que conmuta con una potencia del shift ™, m €
N, , entonces existen N € N y m funciones locales T, ... . T™ 1 Lon1(X) — L1(Y)
tales que y(x), = ™ ™8™ (zp,_n i) para z € X, n € Z.

2. 8i0: X =Y esuna funcion continua tal que Qoo = o~ 'of, entonces existe una funcion
local ©: Lon11(X) — L1(Y) tal que 0(x),, = @(ash_n_Nm _n+N]) para v € X, n € 7.

Esta proposicién permite presentar las acciones 1-bloque mediante un conjunto finito de
permutaciones del alfabeto.

Lema 2.3 Sea G ~° Y C B”? una accion 1-bloque.

1. Supongamos que G =T Xy Z es de tipo 1. Entonces existe una accion T ~™ B por
permutaciones tal que

(0)(Y)n = Ty=n(t)(Yn) (2.1)
para todoy € Y, n € Z.

2. Supongamos que G = G *p Gy es de tipo II. Entonces existe una accion Gi ™ B por
permutaciones tal que

0 (Y)n = 7sz—"(t)<yn) Yy 0s(Y)n = ms(Y-n) (2.2)

para todo y € Y, n € Z.

DEMOSTRACION. Haremos el caso en que G = G xr Gy es de tipo II. Sea m € N el orden
de 9. Como cada o; conmuta con 0,", la Proposiciéon 2.2 muestra que existen funciones
locales T, ..., 7" de radio N; € N tales que o4(y), = I ™™ (y;,_n,ntn,]) para cada
y €Y,neZ. Como o es 1-bloque podemos asumir N, = 0 para todo ¢t € T'. La igualdad

I (y0) = 0u(y)o = 0w © 01(Y)n = Tyn(z) © Ten (Y)n = Tiatey ™ (4o)

para todo y € Y,n € Z indica que (tras cambiar variables en t € T') Tpmédm — F?p*n(t)' Si
definimos m; = I'?, entonces los 7; satisfacen (2.2). Notando que para cada t,t' € T, y € Y se
tiene

Ty © 7Tt’<y0> = 0y O Oy (y)o = Utt'(y)o = th'(yo)

vemos que 7 define una accion de T en B.
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Por otro lado, como o, 0 0, = 0, 0 0. !, la Proposicion 2.2 implica que existe una funcion
local de radio © de radio M € N tal que o5(y), = @(y’[iniMwﬁnJrM]) paratodoy € Y,n € Z.
Nuevamente, como o es 1-bloque tomamos M = 0. Definimos m;; = m; 0 © para todo t € T.
Las igualdades

T 0 0 Ts(Yo) = 05 © 04 0 05(Y)o = Tty (¥)o = T, (Yo)

y s o s(yo) = 05 0 05(y)o = Yo para todo y € Y, junto con la presentacion de Gy como
T 1y, (s), muestran que 7 define una acciéon de G; en B. O

La presencia de """ (t) y no ¥"(t) en (2.1) y (2.2) es una consecuencia desafortunada pero
irrelevante de nuestra eleccion de o1y (resp. ;) como el shift a la derecha. Esta eleccion
sigue de considerar acciones de G en A% por la izquierda.

Observacion 2.4 Cabe prequntarse qué sistemas admiten una accion 1-bloque de G. En
[AKMS85] se prueba que si'Y es un sdfico de entropia positiva, entonces admite una accion
fiel de T' xy, Z donde T, son arbitrarios. Sin embargo, existen Z-SFTs que no admiten
reversores [LPS06] y no se conoce un algoritmo para decidir si un Z-SFT es reversible. Se

conocen algunas condiciones suficientes para que sistemas unidimensionales substitutivos sean
reversibles [BRY16].

Definicién 2.5 Sea G ~° Y C B% una accion 1-bloque, y T ~™ B la accion construida en
el Lema 2.3. Diremos que m determina la accion o.

Si'Y es un Z-subshift de vértices presentado por una matriz esencial B € Mg g({0,1}),
diremos que el par (B, ) determina la accion o.

En el caso de acciones sobre Z-subshifts de vértices, los homeomorfismos de orden finito
de o imponen simetrias en la matriz que presenta el subshift.

Proposicion 2.6 Sea Y C B% un Z-subshift de vértices presentado por B € Mg ({0,1}).

1. Sea G ~7Y wuna accion 1-bloque determinada por (B, ). Entonces B satisface
P;BP%A@ =B para todo t € T (2.3)
P, BP, = B' si G es de tipo II. (2.4)

2. Reciprocamente, sea G1 ~\™ B una accion por permutaciones tal que
T
P.BP: ,, 6 =>B para todo t € T (2.5)
P, BP, > DB' st G es de tipo II. (2.6)

Entonces m determina una accion 1-blogue G ~7 Y por (2.1) y (2.2).

DEMOSTRACION. Haremos el caso en que G = G 7 G4 es de tipo II. Notemos primero que las
condiciones (2.3) y (2.4) son equivalentes a (2.5) y (2.6). Para la implicancia no trivial basta
notar que estas matrices son a entradas nonegativas y entonces

Pl BP., . . <P' P'BP, P,
Ty—1 p=l—1) Ty—1" Tt P

=B

p=le=l)

—1()
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y lo mismo ocurre con F.

Probemos 1. Fijemos ¢t € T'. Sean a,b € B tal que B,; = 1. Como B es esencial, podemos
encontrar y € Y con yo = a, y; = b. Luego o4(y) € Y es tal que o.(y)o = m(v0) ¥ 0e(y)1 =
Ty-1)(y1), y por lo tanto

T
1= Bﬂt(yo),frd,—ut)(yl) - Bﬂt(a),ﬂ'w_l(t)(b) - (‘P’ﬂ'tBPTrw71<t))a/7b‘

Concluimos que B < P,I BP, | .
v=L()

Finalmente, notemos que o (y)o = 7.(y0) = 7(a), 73(y)-1 = (1) = m(b) ¥ luego

1= Bﬂ's( = (PWTSBPﬂS)b,aa

yl)’ﬂ—s (yo)

es decir P, BP,. > B'.

Para la reciproca, notemos que las ecuaciones (2.1) y (2.2) efectivamente definen una
accion o 1-bloque de G en BZ. Las desigualdades (2.5) y (2.6) implican que o se restringe a
una accion en Y. [l

El dltimo resultado de esta seccion muestra que cualquier accion G N7 Y con (e 1) (resp.
o, ) igual al shift a la derecha en Z es conjugada a una accioén 1-bloque. Para ello necesitamos
extender un poco el formalismo de splittings a este contexto.! En el caso de un grupo de
tipo II, debe realizarse un in-splitting y un out-splitting simultaneamente para obtener una
accion 1-bloque en el subshift conjugado.

Lema 2.7 Sea G ~° Y una accion I1-bloque. Para cada v € B sea P* = {Py,..., P} } una
particion de Suc(v), los sucesores de v.

1. Supongamos que G =T X, Z es de tipo I y que para cadat € T, ve Byl <l <n, se
tiene que Ty-1¢)(F) € Ppre(v)

Definimos

(a) B={v'lveA 1<1<n,},
(b) A: B — B la funcion sobreyectiva dada por A(v') = v, y
(c) ®: Ly(Y) — B la funcion local (con anticipacion 1) dada por ®(vu) = v' donde
vu € Lo(Y) y 1 <1 < n, queda determinado inicamente por u € PP.
2. Supongamos que G = Gy xp Gy es de tipo II, y que para cada v € B tenemos Q, =
{Q1,...,Qp,. } una particion de Pred;(v), los predecesores de v.

Supongamos que para cada t € T,v € Byl <1 <mn, 1 <1l <k, se tiene que
my-10) () € Ppriv) y T (Qp) € Q™) Supongamos que ademds, para cada v € B y
1<1<n,, 1< <m, se tiene que T,(P’) € Q™ y 7 (Q}) € P™),

Definimos

(a) B={v, |veB, 1<1<n, 1<I'<m,},

IEste formalismo es distinto al que se presenta en el Apéndice A.
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(b) A: B — B la funcion sobreyectiva dada por A(vh) =wv, y

(c) ®: L3(Y) — B’ la funcion local (con anticipacion y memoria 1) definida por
O (wovu) = vl, donde wou € L3(Y) y1 <1< n,, 1 <l <m, quedan determinados
unicamente por las condiciones u € PP yw € Q).

Entonces ¢ = ®(Y) C (B')% es un homeomorfismo a su imagen, la accion inducida o' =
pocaod™t poro en ¢(Y) es 1-bloque, y ademds A>® = ¢~ .

DEMOSTRACION. Haremos el caso en que G = Gy x1r G5 es de tipo II. La funcién ¢ = &> es
claramente inyectiva y es un codigo de ventana deslizante, de modo que es una conjugaciéon
entre los Z-subshifts Y y Z = #(Y'). Luego la accién G ~°" Z inducida por o verifica que o’
es el shift a la derecha. Ademas, de la definicién sigue inmediatamente que A*® = ¢~L.

Veamos que ¢’ es 1-bloque. Seay € Y yn € Z, y definamos z = ¢(y), v = y_,. Escribamos
2y = vf, donde 1 <1 <n,, 1 <" <m, estan determinados por las condiciones y_,_; € P’
Y Y—n+1 € @y Definamos f(1), g(I') por

m(P) = Q5 € @m0y m(@Qp) = P € PO,
Notemos que v, f(I) y g(I') solo dependen de z_,,.
Luego

(7; © Cb(y)n =¢o Us(y)n = \I](Ws(y—n+1)7TS(y—n)7TS(y—n—l)) = 7TS(U)f(l)

y vemos que o4(2), solo depende de z_,,.

Sea ahora t € T, y sean nuevamente y € Y, n € Z y z = ¢(y). Para los propositos de
esta conclusion conviene redefinir v = ¥y, v 2, = vll, donde 1 <1 < n,, 1 <I' <m, estan
determinados por las condiciones y,,—1 € P’ ¥ ynt1 € Q). Definamos h(l), ¢(I") por

v Ty—n(t) () Typn (e (v v Ty—n (1) (V) Ty—n (e (v

Ty (B) = Py " € P oy Ty (Qp) = Qo € Q™ ®®),

Nuevamente v, h(l) y q(I') se pueden leer de z,. Calculamos

h(
010 Py = ¢ 0 01(Y)n = V(T y-i-1) (1) (Yn—1) T (8) (Yn) Ty s 1) (1) (Un1)) = Tpn(e) (U>q((l’))

y vemos que o;(z), solo depende de z,. Luego ¢’ es 1-bloque. O

Observacion 2.8 FEs claro que en el item 1 del lema anterior podemos intercambiar el rol
de los sucesores de un simbolo con los predecesores de éste.

Ademds, si Y = Yg C B es un Z-subshift de vértices, entonces Z = ¢(Y) C (B')Z
también lo es. Cuando G es de tipo I, Z es un out-splitting particular de Y y tiene matriz de
adyacencia B' € Mp 5({0,1}) dada por
z/;l,uj = luecpr para todo o'l e B
Cuando G es de tipo II, Z es el resultado de hacer un out-splitting sequido de un in-splitting
de Y, y tiene matriz de adyacencia B' € Mp 5({0,1}) dada por

B!, ; =lyeqy uepr para todo vl uj, € B'.
vy J
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Proposicién 2.9 Sea Y C B% un Z-subshift y G 7 Y una accion por homeomorfismos de
un grupo G virtualmente-Z tal que o1y (resp. o.) es el shift a la derecha en Y. Entonces
existe un Z-subshift Z conjugado a'Y tal que la accion o' inducida por o en Z es 1-bloque.

S1Y es un Z-subshift de vértices, entonces Z también se puede escoger como un Z-subshift
de vértices.

DeMOSTRACION. Haremos el caso en que G = (1 1 G5 es de tipo II. La idea es simplemente
ampliar el alfabeto de Y.

Para cada y € Y definimos (y) como la tupla (o4(y)o, 04s(y)o)ter € B'. Sea D el conjunto
finito {(y) |y € Y} y ¢: Y — D% dada por

y = oY) = ((0eY))nez = ((0an(y)o, Utrns(y)o)teT)nez-

Es claro que ¢ es continua (los oy, 04 son continuos), inyectiva y que conmuta con el shift a
la derecha.

Sea Z = ¢(Y). Veamos que la accion G 7 Z es 1-bloque. Tomemos ¢’ € T,y € Y y
n € Z. Si definimos 7 : D — D por mp((at, as)er) = (Guer, Qry, (1) )ter tenemos que

02, 0 P(Y)n = ¢ 0 0u(Y)n = (Owmpy) = (Utdﬂ‘(t’)r” (¥)o, Utwsow”(t’)t*"S(y)O)tET
= Ty ) (P(Y)n)-

Similarmente, si definimos 7g: D — D por 7s((ay, as)ier) = ((aws, ai)ier), obtenemos la
igualdad

0,0 O(Y)n = ¢ 0 05(Y)n = (0115y) = ((Funsy)o, (Ttr—nY)o)rer = Ts(D(Y)-n)-
Luego (Z, G) es el sistema requerido.

Supongamos que ademés tenemos que Y es un Z-subshift de vértices. Entonces sabemos
que Z necesariamente es un Z-SF'T, pero no necesariamente es de vértices. Sin embargo,
existe un N € N tal que la presentacion {—N, ..., N}-higher-block de Z si es de vértices. En
la notacion del Lema 2.7 podemos tomar todas las particiones P, Q,, v € D lo més finas
posibles (es decir, compuestas por singletons) y entonces las hipotesis del lema se satisfacen.
Luego obtenemos un Z-subshift Z; que coincide salvo renombramiento con la presentacion
{—1,0, 1}-higher-block de Z tal que la accién de G en Z; es 1-bloque. Repitiendo este pro-
cedimiento N veces obtenemos el subshift Zy deseado. O

2.2. Recodificacion como Z-subshifts

El resultado principal de esta seccion y capitulo construye a partir de un G-subshift (X, G)
con G virtualmente-Z una accion 1-bloque G ~7 Y conjugada a (X, G). El Z-subshift Y
resulta ser un Z-subshift de vértices cuando X es de tipo nearest neighbour. La idea basica
es tomar los patrones de T' (resp. G1) como el alfabeto de Y.
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Proposicion 2.10 Sea G ~7 X C A% un G-subshift con G virtualmente-Z.

1. Supongamos que G =T x4 Z es de tipo 1. Definamos B = Lp(X) y las permutaciones
Ty por

Wt/((at)teT) = (at’*1t>t€T- (2-7)

2. Supongamos que G = Gy 1 Gy es de tipo II. Definamos B = Lg,(X), y las permuta-
CLONES My, Tg POT

7Tt’(<ataats)teT) = (at’*lta a’t’*lts)tET Yy Ws((atvats)tET) = (aws(t)saaws(t))teT- (2-8)

Entonces el sistema G " X es conjugado a una accion 1-bloque G ~°Y C B% determinada
por T.

DEMOSTRACION. Probaremos solamente el item 2, pues el primero es idéntico.

Sea ¢: X — BZ la funcién definida en cada € X por ¢(x) = y = (Yn)nez € BZ donde
cada y, = (Tyn(p)m, Tyn(pms)ter- La funcién ¢ esta bien definida pues para cada n € Z
tenemos

Yn = (an(t)rn7 an(t)rns)teT = Or—n (33)|G1 € ﬁGl (X) - B

Esta igualdad muestra también que ¢ o 0. = o, o ¢ (recordemos que definimos o, como el
shift a la derecha en B%), ya que cuando z € X tenemos que

¢ 001 ()0 = 01n 0 011(2)| g, = 01w (2)] g, = B(@)no1 = 01 0 B(2)n

para todo n € Z.

La aplicacion ¢ es continua pues lo es por coordenadas, y ademas es una biyeccién con
su imagen Y = ¢(X). Luego es un homeomorfismo pues X es compacto. Para concluir lo
requerido basta probar que ¢ ooy = 0,0¢ donde G A7 Y es la accion 1-bloque determinada
por m

Afirmamos que ¢poo,, = opo¢: en efecto, tomemos x € X, escribamos ¢(z) = y = (Yn)nez
y calculemos para cada n € Z la expresion

¢ 0oy (T)n = ¢((Tp-10m, Ty-1pms)teT, mez)n
= (20 rgnpn v rmens)ier
= (Tyn(g=n(-1)tpm, Tyn(=n-1)0ms JteT
= ((Un)y=n)=1ts (Yn)p=—n@)—11s)ter = o0 (Y)n

donde la pentltima igualdad sigue de notar que
((%)u (yn)ts)teT = (%pn(t)rm xw”(t)r"s)tET-
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Veamos ahora que ¢ o 0, = 05 0 ¢. Tomemos x € X, escribamos ¢(z) = ¥y = (Yn)nez.
Notemos que para cada n € Z,t € T' tenemos la igualdad str™ = ¢)5(¢)r™"s, de modo que

¢ 00 (Y)n = S((Ty,(tyr—ms, Ty () )teT.mez)n
= (Typopn (tyr—ns) Typgopm(s)r—n JteT
= (Ty—nopu(ty—rss Typ=—nop,(ty—n )teT
= ((Y=n)wass (Y=n)v())ter = 05(Y)n- O

Proposicién 2.11 Sea G virtualmente-Z y X C AY un G-SFT de tipo nearest-neighbour
con respecto a un generador natural S de G. Sea G ~7Y C B% la accion 1-blogue construida
en la Proposicion 2.10 a partir de G ~° X. Entonces Y es un Z-subshift de vértices.

DEMOSTRACION. Haremos el caso en que G = G117 G5 es de tipo II. Para ver que Y es un Z-shift
de vértices bastar probar que si a € By u,v € L(Y) son palabras finitas con ua,av € L(Y)
entonces uav € L(Y'). Sean z,y € X tales que ¢(2)—ju,0 = ua y ¢(y)o,js] = av, y recordemos
que a € B= Lg,(X) es un patron de X. La definicion de ¢ muestra que x} = y‘Gl = a.

Sean GT, G~ C G dados por
t={t" t"s|teT,n>0} y G ={t", tt"s|teT, n<0}.

Como X es de tipo nearest-neighbour y quitar G; = T'U T's del grafo de Cayley G s lo

desconecta en las dos componentes Gt vy G, el punto z € A% definido por z|G7 = m‘Gf,
Z|G+ = y|G+, z’Gl = a estd en X. Por ultimo, ¢(2)_ju|,p) = uav € L(Y'), pues la definicion
de ¢(z), solo depende de la clase lateral r"Gj. O

Definicion 2.12 Sean G un grupo virtualmente-7Z y X un G-subshift. Sea G ~° Y la accion
1-bloque construida en la Proposicion 2.10. Diremos que o representa a (X,G) en Z.

Ejemplo 2.13 Veamos como se ve el G-subshift de Fibonacci representado en Z segun la
Proposicion 2.10.

1. Sea ¢ € Aut(Z/3Z) la involucion determinada por (1) = 2. Consideremos el subshift
de Fibonacci X piy, sobre G = 7 /37Zx,7 con generadores {(1,0),(0,1)}, yG ~° Y C BZ
la accion 1-bloque que lo representa en 7.

Recordemos que el alfabeto de Y es

Lo(Xpp) = {0737} U {(1;= —k)jEL/3T Y hen/3T

que reetiquetaremos en ese orden como {0, 1g, 11, 12}. La Figura 2.1 muestra como se
escribe una configuracion y = ¢(x) € Y a partir de un x € X. Es importante notar
que el grafo de T'= 7 /3Z se voltea al avanzar de izquierda a derecha y que esto afecta
la codificacion. Por ejemplo, la imagen de :L" 0_1yz/3z Y x|(0 2232 SO distintas. Este
“twist” proviene de .
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) () QO

@ O O 4 O
(0,—1) (0,0) (0,1) / (0,2) (0,3)

O O O O O

Iy 0 1y I I

Figura 2.1: Codificacién de z € Xy, C {0,1}2/32%% a y = ¢(z) € B”. Las aristas rojas y
negras corresponden a los generadores (1,0) y (0, 1) respectivamente.

El grafo T'(B) que presenta Y es

1111
1 011
B =
1 110
1 101
1 000
0001
Prao =10 10 0
0010
y es directo verificar que Pr oy BPrio = PE(LO)BPW(LO) = B.

2. Recordemos que Dg = (t,s | t3 = s? = tsts = e). Al identificar t = 2 € Z/67 podemos
definir G = Dg *p Z/67 donde T = (t) = (2). Un generador natural de G es S =
{t = 2,s,1r = s3}. Los automorfismos 13,1, = b3 € Aut(T) son la identidad y el
automorfismo determinado por 1, (t) =t~ respectivamente.

Consideremos ahora el subshift de Fibonacci Xgy sobre G con generador S. Notemos
que al representar Xpy en Z tenemos la opcion de escribir G como Dg sp Z/6Z o
Z /67 x1 Dg. Tomaremos la primera.

El alfabeto de Y es

['T(XFz'b) = {ODG} U {(1h=g)h€D6 }g€D6 U {<1h:tkvh:tk+1s)heD67 (1h:tkvh:tk+2s)heD6}k=0,1,2

que reetiquetaremos en ese orden como {0}U{1,}geps U{2k k41, 2k k42 th=0,1,2. La Figura
2.2 muestra cdmo se escribe una configuracion y = ¢(x) € Y a partir de un v € X.
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N Y Y 0
/) U/ U/ N/
291 291 291 14

Figura 2.2: Codificacion de x € Xgy, C {0, 1}P*72/62 5 y = ¢(z) € B”. Las aristas rojas,
azules y negras corresponden a los generadores r,s y t respectivamente.

Ahora mostraremos un procedimiento opuesto al enunciado en la Proposicion 2.10: dado
una accion 1-bloque G ~7 Y construiremos un G-subshift conjugado a (Y, G) que resulta
ser un SFT cuando Y lo es. Esta construccién no es exactamente la inversa del proceso
delineado en la Proposicion 2.10. Por ejemplo, el G-subshift X que resulta de la Proposicion
2.14 en general no es de tipo nearest-neighbour atin cuando Y es un Z-subshift de vértices.
De todas maneras, ambas proposiciones prueban que los G-subshifts y las acciones 1-bloque
son basicamente el mismo objeto.

Proposicién 2.14 Sea G ~° Y C B% una accion 1-bloque. Entonces existe un conjunto
finito A y un G-subshift X C A% tal que G ~° Y es conjugado a (X, Q).

DemosTRACION. Una manera rapida de probar el enunciado es notar que G 7 Y es una accién
expansiva en un espacio métrico compacto totalmente disconexo, y entonces es conjugada a
un G-subshift. Pese a ello, mostraremos cémo construir este G-subshift explicitamente. Esto
servird después para probar que el G-subshift resultante es un SF'T cuando Y lo es.

Haremos el caso en que G = G1*7 G5 es de tipo II. Sea G; ~™ B tal que o es determinada
por m. Primero probaremos el caso en que la accidon 7 es transitiva.

Fijemos b € B y tomemos A = {0,1}. La idea detras de la demostracion es notar que
cualquier acciéon transitiva Gy ™ B es conjugada a la acciéon por multiplicacion izquierda

G1 ~ G1/Stabg, (b), y que G /Stabg, (b) se puede escribir naturalmente como un subconjunto
de AL

Sea ¢: Y — A% definida en cada y € Y por
¢(y) = (wtrna xtr"s)tGT,nEZ donde (xtrna xtr"s) - (17711;—"(0(5):3’"’ 17"1/;—"(t)s(5):y")'
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La funcion ¢ es continua pues lo es por coordenadas. Ademés es inyectiva: la accion 7 es
transitiva y entonces, para cada y € Y, n € Z existe un t € T tal que ﬂ'wfn(t)(g) = Un
0 Ty-n)s(D) = yn. Luego y se puede recuperar a partir de ¢(y). Como en proposiciones
anteriores, concluimos que ¢ es un homeomorfismo entre Y y su imagen ¢(Y) = X.

Para concluir que X es un G-subshift basta probar que ¢ o 0 = ¢ o ¢. Veamos que
poo,=ag,0¢p:seay €Y yx=¢(y) €X. Entonces

Ur0¢( ) (xdi L(t)rn—1, Lep—1 ()r”_ls>t€T,n€Z
(1

Ly @=Ly,

or 0 ¢(y).

1 b=
7Tw (n— 1)o'¢; 1(t)(b) Yn—17 ﬂw—(nfl)owflu)s(b)_yn—l)teT7neZ

(B)=yn_1 )teT,neZ

Ahora veamos la igualdad ¢ o oy = o 0 ¢ para t’ € T. Definiendo y, x como antes, podemos
calcular

Oy © ¢( ) (33't/ Lypn, Typr— 1trns)teT,neZ
(1,

Tyn (1) (B)=yn’ 17rw_n(t,_1t)s(l;):yn)tET,nEZ

(L 1=y oy )7 Ly 0o (B)= 1y () N EET L

= ¢oou(y).

Finalmente, veamos que ¢ o 05 = 04 0 ¢ calculando

o0 P(y) = (xzﬁs(t)r*ns’ xzﬁs(t)r*")tET,nEZ
- (1”w”odjs(t)s(5):y7n’ 17"11;”07/15(7&) (5)=y7n)t€T7n€Z
(

1”wsow—n(t)s(l_’):y—n’ 1”wso¢—n(5):y—n>t€T7n€Z

- (17% () (b)=ns(y—n)> 1ﬁw,n(t)s(5):7rs(y,n))tGT,nEZ

= ¢ © Us(y>‘
En la penualtima igualdad hemos usado que ¢501~"(t)s = sy ~"(t). Luego X es un G-subshift.

Para el caso en que 7 no es transitiva, escribamos B como una unién finita y disjunta de
orbitas W!_,Orbg, (b;) con cada b; € B. Definamos A = {0,1}. Sea ¢: Y — A% definida en
cada y € Y por

</5(Z/) = (xtr”>$tr"s)t€T,n€Z

donde los vectores xyn, xyng € A quedan determinados por

(:Utrn>i = 17wan(t)(l_)i):yn y (xtrns)i - 17rw*"(t)s(l_)i):yn

para todo 1 < ¢ < [. Exactamente el mismo argumento que en el caso transitivo muestra que
¢ es continua y conmuta con las acciones adecuadas. Ahora también ¢ es inyectiva, pues para
todoy €Y, n€Zexistent € Ty 1 <i <1 tales que Ty (i) = yn 0 Ty-n(pys(bi) = yn. Es
decir, y se puede recuperar a partir de ¢(y). Concluimos que ¢ es una conjugacion en este
caso también. O]
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Proposicién 2.15 Sea Y C B% un Z-SFT y G ~° Y una accion 1-bloque. Sea X C A% el
G-subshift construido en la Proposicion 2.14. Entonces X es un G-SF'T.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, Y es un Z-subshift de vértices. Sea G; ~™ ¢B tal
que 7 presenta a o, y sea ¢: Y — X la conjugacion construida en la Proposicion 2.14. Para
no complicar la notaciéon, nuevamente probaremos primero el caso en que 7 es transitiva.

Veremos que X = Xz 7, donde F, F’ son conjuntos finitos de patrones definidos como

sigue.

1. Sea F C A% el conjunto de patrones p tales que no existe b € B con

P = (1r,@)=b> Lrro()=b)teT-

Estos patrones fuerzan a que las configuraciones x € Xz z sean de la forma ¢(y) para
y € BZ.

2. Sea F' C A%1YrG1 ¢] conjunto de patrones p’ tales que no existe bb' € L5(Y') con
(Pt Pis)ter = (Lo, py=ps Lremy=p)ter Y (Dirs Pixs)ter = (1%,1“)(1‘)):1)/, L i ®)= b )teT-

Estos patrones fuerzan a que la secuencia y € BZ con ¢(y) = z esté en Y,

Veamos entonces X = Xz 7. Para la inclusion hacia la izquierda, tomemos = = ¢(y) € X
y un patréon p € A% tal que p C . Esto significa que existe g € G con Zgn = pp, para todo
h € G1. Supongamos que g es de la forma t'r". Entonces

(pt7pts)t6T = (Tt xt’r"ts)tET

Lirapm () It’t/;"(t)r"s)tET

s o ® =0 Loy e B 1T
- 17Tt(5):77w*n(t/*1)(yn)’ lwts(é):nw,n(t,,l)(yn))teT (2.9)
y en particular p € F. Si g es de la forma t'r™s, entonces
(pt7pts>t€T = (l’t/rnst, fl?t'rnsts)teT
= (Tyrygnop, (tyms, Tepnoys(tym )teT

= (Lr, n (¢ gmops(t))s (D) =Y ’lﬁw*"(t'wows(t»(B)Zy")teT
= (LB =1, @) Lats(B)=r (g1, (40) €T
= (L b)=ry 1 ) Lris(B)=my o1 () €T (2.10)

y tampoco p € F en este caso.

Ahora sea p € A%1YTC2 tal que p C z, y sea g € G con xy, = py, para todo h € Gi.
Supongamos nuevamente que g es de la forma ¢'t". El calculo (2.9) implica que

(pt7 pts)tET = (]‘7Tt(l_)):ﬂ'w_n(t/_1>(yn)7 17rts(l_)):7rw_"<t/_1)(yn))tETa (211)
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y ademas

(ptra ptrs)tGT = (xt’1/17l(t)r"+1 ) xt’w"(t)r7l+1s)t€T (212)

1 TV 1 TV
( = (1) (g 0y (D) =Unt1? ”w—<"+1)<t'w"<t>>s(b)_y”+1)tET

(17r¢—1(t>(5)=ﬂw—<n+1>(t/71)(yn+1)>1 ~1(0)s =T~ (1) (- 1)(yn+1))tET
Como Ty —n(pr-1)(Yn ) Ty—ntn) -1y (Yny1) = Ut/71(y)‘[n,n+1] estd en Lo(Y), vemos que p & F'.
Supongamos ahora que g es de la forma #'r"s. El célculo (2.10) muestra que
(ptypts)teT = (17Tt(5):7rw,n(t,,l)(yn)7 1ms(z§):7rsw,n<t,,1)(yn))teTa
y por otro lado

(pmptrs)teT— Liraprorpg (t)rk— 1s,$t'wnows(t)rnfls)teT

(
(171'
(
(1

_ 1 b=
w=(n= 1><z’wnowg(t))s(b)_y"*1’ “w—<"—1><z’wnows(t>>(b)_y"*l)teT

1

Taporps (t)s b)_ﬂ- (nfl)(t/—l)(yn—1)7 17rwows(t) (B):ﬂwf(nfl)“/fl)(yn—l))teT

1

w1 (® sw%n*1><u—1)(y“*1)’1 ~1(2s (D)=~ (n— 1 @1 Wn— 1))t€T'

Notando que
Wsw*"(t’*l)(yn)ﬁsd)*(nfl)(t’*l)(yn—l) = 05 O Op-1 (y)|[—n,—n+1] S EQ(Y),
obtenemos que p € F' en este caso. Concluimos que z € Xz 7.

Para la otra inclusién tomemos = € Xz 7. La ecuaciéon (2.9) con ¢’ = e prueba que para
cada n € 7Z existe un simbolo y, € B tal que

(%zm(t)rn, xzp"(t)r"s)tET = (xrnt, xr”ts)tET = (17”(13):3,,” 17rts(13):yn)teT7

es decir
et (2.13)

A su vez, las igualdades (2.11) y (2.12) con ' = e muestran que y,y,+1 € Lo(Y) para todo
n € Z. Como Y es un Z-subshift de vértices, vemos que y € Y. Ahora (2.13) implica que
T = ¢((Yn)nez) € ¢(Y) = X. Concluimos que X = Xz, 7. Esto muestra el caso en que 7 es
transitiva.

(Tgen, Tpns )ter = (1%,%)(5):%, L i =y

Si 7 no fuese transitivo, los mismos patrones prohibidos F, F’, redefinidos de manera
natural en el nuevo alfabeto A de la Proposiciéon 2.14 y los mismos calculos que antes prueban
que X es un SFT. O]

2.3. Extensiones de Krieger

Pese a que no es el tema central de la tesis, mostraremos que la relacion entre los G-soficos
y los Z-soficos dotados de una acciéon 1-bloque es analoga a la relacion entre G-SFTs y Z-SFTs
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dotados de una acciéon 1-bloque. Para ello, necesitaremos construir a partir de un Z-sofico
Y una extension Y Z-SFT dotada de una accion 1-bloque. Las extensiones de Krieger (ver
[Kri84]) estéan definidas de manera intrinseca y son aptas para este proposito. Esta idea fue
usada en [KR13| para calcular la funcion zeta de acciones 1-bloque de D, en Z-soficos.

Definicién 2.16 Sea Y C B? un Z-subshift. Dado z € Y, definimos

1. 2t = z}[lm) Yz = z|(700,71],

2. wh(z) ={pe B |27 pe Y} yw (27) = {A € BE2U | A\ iAozt € Y} el
futuro y el pasado de z respectivamente, y

3. Ct=AwT(y ) |lyeY}yC ={w (y") |y € Y} el conjunto de futuros y pasados

de Y respectivamente.

Es conocido (ver [Kit98|) que un Z-subshift es sofico ssi su conjunto de futuros y su
conjunto de pasados son finitos. Esto motiva la proxima definicion.

Definicion 2.17 Sea Y un Z-sdfico.

1. Sean
(a) BT el conjunto finito {(b,w*(\)) € B x C* | wt(\b) # 0},
(b) LT: Bt — B dada por LY((b,wt(N)) =by
(¢c) Bt € Mpg: 5+ ({0,1}) la matriz esencial definida por

B+

(b1,wt (A1), (b2,wt (A2)) =1 ssi W+<)\1b1> - W+()\2).

Definimos la extension derecha de Krieger YtdeY como el Z-subshift de vértices
YT =Yg, C (B equipado del factor 1-bloque (LT)>*: YT — Y.
2. Sean

(a) B el conjunto finito {(w™(p),b,wt(N)) € C~ x B x C* | wr(\b) # 0, w™(bp) # 0},
(b) L: B — B dada por L((w(p),b,wt(N)) =by
(¢c) Be My 5({0,1}) la matriz esencial definida por

Bl (o)1 ot Ol ()b ) = 1 881w (p1) = w ™ (bap2) y w™(Aiby) = wh (Aa).

Definimos la extension bilateral de Krieger Y de Y como el Z- subshift de vértices
Y = Yz C BZ equipado del factor 1-blogue (L)>® Y > Y.

Dados X C BZY C (B')? dos Z-subshifts y un factor 1-bloque ®*: X — Y, diremos
que &> es resolvente a la derecha si para cada b € B, ® restringida a Sucy(b) es inyectiva.
Tales factores preservan la entropia [Kit98].
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Proposicion 2.18 ([Kri84]) SeaY un Z-sdfico y Y+,Y sus extensiones de Krieger. Entonces

1. las matrices 3*, B estdn bien definidas,
2. los cddigos (LT)>°, (L) efectivamente definen factores a 'Y, y

3. (LT)®, (L) son resolventes a la derecha.

En particular, htop(f/ﬂZ) = htop(f/,Z) = hiop(Y, Z).

Proposicion 2.19 Sea G ~7 Y una accion 1-bloque presentada por 7, donde Y es un Z-
sdfico. Entonces la extension bilateral de Krieger Y admite una accion 1-bloque G ~°'Y tal
que (L) es un factor entre G-sistemas.

St G es de tipo I, entonces lo mismo vale con la extension a la derecha de Krieger Y.

DEMOSTRACION. Haremos el caso en que G = G *1r G5 es de tipo II, y entonces solo consi-
deraremos la extension bilateral. El argumento para la extension a la derecha en grupos de
tipo I es idéntico, pero no funciona en grupos de tipo II pues Y+ no admite un flip 1-bloque
natural en general (ver la Observacion 2.21).

Definamos primero acciéon G; " B que determinara a ¢. Definimos

1. para t € T la permutacién #; por
(@ (p)b.0* (V) = (@ (0,(0)) ), (0 (V)
donde 0(p) = (T (Pu)ncrt, € Y ¥ 01(A) = (o (Aa)ner, €Y7,
2. la permutacién 7, por
(@7 (9) b, () = (@ (W), ma(8), w0 (0:(0))

donde 05(A) = (ms(A-n))nen, € Y y 05(p) = (ms(p-n))ne-—n, €Y.

El pasado w™ (0y(p)) esta bien definido: si w™(p1) = w™(ps), cualquier A € w™(oy(p1))
verifica A(_oo,—1].A00¢(p1) € Yy entonces

O4—1 (5\(_001_1]).71'1«/—1 (5\0)/)1 e

Luego 0;-1(A(—oo,—1))-T-1(Ag) € w™(p1) = w™(p2) y deshaciendo estos pasos obtenemos

A(fm,fl}-j\ogt(p2> ey,

es decir A € w™(0y(p2)). Reemplazando p; por py, vemos que w™ (0y(p1)) = w™ (04(p2)). El
mismo argumento muestra que w* (o,(\)) esta bien definido. Similarmente w™ (o (A)m (b)) y
w(m(b)oy(p)) son no vacios pues w(Ab),w™ (bp) no lo son. Esto muestra que 7, esta bien
definido, y un argumento analogo prueba lo mismo para 7.
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De las ecuaciones

7%52 = ldB’ ’ﬁ't [¢) ﬁ't/ = ’ﬁ'tt/ y 7ATS e} ﬁ-t ©) 7?('3 = ﬁ-’l,z)s(t) para todo t,t/ eT
(que se verifican usando sus Contrapartes en 7T) Sigue que 7T es una acciéon de G1 en B.

Ahora sean b; = (W™ (pi), b, wt(N)) € B, i = 1,2 tales que Bl;hg? = 1. Afirmamos que

Bﬁt(zsl),frw—l(w(éz) = 1: esto se reduce a probar que

w(ou(p1)) = w (M1 (b2)oy19(p2)) Y wH(e(A)m(br) = W' (oy-10(A2)).

Sea entonces A € w™(04(p1)), de modo que como antes o4-1(A(—oo—1])-T-1(Ag)p1 € Y, es decir
Url(j\(—oo,—l])-ﬂtfl(j\o) € w (p1) = w (b2p2)-

Luego B B
O¢—1 ()\(_007_1] ) -1 (Ao)bgpg ey

y vemos que
A(—oo,—1)- 20Tt (ba) oy—11) (p2) €Y,

0 A € w (fy-1(1)(b2)ay-1()(p2)). Todos los pasos anteriores han sido equivalencias, de modo
que w™(0¢(p1)) = W (-1 (b2)op-1(1)(p2)). Exactamente el mismo argumento muestra la

otra igualdad entre los futuros correspondientes. Hemos probado que B < PﬁTt EP;FWI -

Veamos que también Bﬁs(l;g) by = 1. Esto se reduce a las ecuaciones

s
w(0s(A2)) = w™(ms(br)os(M)) vy w(ou(p2)ms(ba)) = w(o3(p1)),

que se verifican con el mismo argumento que en el parrafo anterior. Luego hemos probado
B < P; BP;,.

La Proposicion 2.6 muestra que # define una accion 1-bloque G ~% Y. Las igualdades
molL=Lom, y msol=LoT,

implican que (£)*° también es un factor de G-sistemas. O

Se puede probar que la acciéon ¢ definida en la proposiciéon anterior es la tnica accién
I-bloque en Y (YT respectivamente) tal que £ ((L£1)> respectivamente) es un factor entre
G-sistemas. No necesitaremos esto para lo que sigue.

Ejemplo 2.20 Sea G de tipo Il y X<; C {0,1}¢ el sunny-side up shift
Xa={ze{0,1}9|{ge G|z, =1} <1}.
Sea G ~°Y C BZ la accion 1-bloque que representa a X<i en Z. Recordemos que
B =L (X<1) = {(Lneg)nec, € {0,1}°* | h € G} U {0},
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y entonces podemos suponer que B es {0} U Gy para ver que
Y ={0*}u [ Orb,,(0%.h0%).
heGy

La accion Gy ~™ B que determina a o fija a 0y actia libremente en G1 C B por m,(g) = hg.

Veamos la extension bilateral de Krieger Y. Notemos que los futuros y pasados de 'Y son

Ci =wh(0°) ={.0%,.0"h0>° | n € N, h € G1}, Cf =w™(0%.)={0"}, y
Cy =w (.0°) ={0°.,0°h0" |n e N, h € G1}, C] =w (.e0™) = {07}

respectivamente. El alfabeto B resulta ser
{(Cy.0,C7), (Cy,0,C7), (Cr,0,C7), (Cr,0,C1)} U{(Cy . 9, O ) Ygecs

y lo reescribipws como {00, 01, 010,011} UG1. Luego Y es el conjunto de caminos biinfinitos
del grafo I'(B) a continuacion.

G
Qo 01
()

&

Gy

Las permutaciones © actudn libremente en los simbolos G1 coloreados en azul y fijan a Oy y
011. Los 7 fijan 0¢1, 019 y 75 los intercambia.

La extension derecha de Krieger es mds adecuada para presentar este subshift. Salvo re-
nombramiento, se puede ver que Y coincide con conjunto de caminos biinfinitos del subgrafo

A

de I'(B) inducido por {0p1,010} U G1. Estos vértices son T-invariantes, y luego & determina
una accion 1-bloque en Y.

Observacion 2.21 El ejemplo anterior sugiere que Y+ (para Y general) podria dotarse de
una accion 1-bloque natural de G. El problema surge al definir 7¥. Esencialmente la inica
definicion sensible de 7} (que de hecho coincide con la entregada en el ejemplo anterior) es

7l ((b,w™ (V) = (7s(b), w* (05(p)))
donde p € wt(X) es arbitrario y o5(p) = (7s(p—n))ne-n, €Y.

Esta definicion depende en general de la eleccion de p € wt(N\): consideremos el Z-sdfico
Seven = {y € {0,1}* | 10°"™'1 Z y para todo n € N}. Este subshift admite una accion de
cualquier G de tipo II fijando ™ = idgo 1y. Sus futuros son

Ct ={wh(0%®.),w(0>°1.),w*(0°10.)}

y entonces .10%°,.0° € wt(0%°.) pero w(0°°1.) # w™(0>.).
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Corolario 2.22 Todo G-sdfico es conjugado a una accion 1-bloque G 7Y donde Y es un
Z-sofico. En particular, todo G-sdfico posee una extension G-SET de la misma entropia.

DEMOSTRACION. Sea X un G-sofico y G ~7 Y C BZ la accion 1-bloque que representa a
(X,G) en Z. Sea X un G-SFT tal que existe un factor ¢: X — X, ysea G 7Y C BZ 1a
accion 1-bloque que representa a (X, G) en Z. Del diagrama

!

Y = X

YT>

vemos que Y es factor de Y como Z-sistemas, es decir Y es Z-sofico.

Por la Proposicion 2.19, la extension bilateral de Krieger Y admite una accion 1-bloque
G "~ Y. Sea X el G-SFT construido en la Proposiciéon 2.14 a partir de V.ComoY eY
tienen la misma entropia como Z-sistemas, X y X tienen la misma entropia como G-sistemas.
El diagrama de G-sistemas

X

Y =~
e=| )
Y — X

muestra que X también es una extension de X. O

Corolario 2.23 Sea X un G-SF'T (G-sdfico respectivamente). Entonces el grupo de auto-
morfismos de X es isomorfo a un subgrupo del grupo de automorfismos de un Z-SFT (Z-sdfico
respectivamente).

DEMOSTRACION. Supongamos que X es un G-subshift. La Proposicion 2.10 muestra que X es
conjugado a una accion 1-bloque G ~7 Y. Luego Autg(X) = Aut,(Y) < Autz(Y). Si X es
un G-SF'T, la Proposicién 2.11 implica que Y es un Z-SF'T. Si X es un G-s6fico, el Corolario
2.22 implica que Y es un Z-sofico. O

Observacion 2.24 El corolario anterior impone algunas restricciones a Autg(X) cuando X
tiene entropia nula. Por ejemplo, ningin grupo finitamente generado con elementos exponen-
cialmente distorsionados puede ser subgrupo de Autz(Y) [CFKP18].

Por otro lado, Meyerovitch ha probado en un trabajo no publicado [Tom| que cuando
X es un G-SFT de entropia positiva con G amenable, entonces Autg(X) contiene la suma
directa de cualquier coleccion numerable de grupos finitos. Esto impone una cota inferior a la
complejidad de Autg(X) cuando G es virtualmente-Z. Queda abierto el problema de embeber
el grupo libre Fy o la suma directa de numerables copias de Z en Autg(X) cuando X es un
G-SFT de entropia positiva para G virtualmente-7.>

2Esto no ocurre en cualquier grupo amenable G. Por ejemplo, si G es localmente finito entonces es amenable
y Autg(X) también es localmente finito.
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Capitulo 3

Mezcla y la medida de entropia maxima

En este capitulo estudiamos algunas consecuencias de imponer condiciones naturales de
transitividad topologica en G-SFTs. Estas consecuencias son exactamente las mismas que en
Z-SFTs positivamente transitivos.

Primero se entregan los resultados clasicos para Z-SFTs positivamente transitivos sobre
la densidad de puntos periédicos y la medida de Parry. Luego se propone una condiciéon de
positiva transitividad en G-sistema y se prueban algunas consecuencias generales. Con estas
herramientas se muestra la densidad de puntos Z-periddicos y la unicidad de la medida de
entropia maxima para G-SF'Ts positivamente transitivos.

3.1. Resultados previos

Buena parte de los resultados fundamentales sobre la dindmica de Z-subshifts de vértices
conciernen a Z-subshifts de la siguiente categoria.

Definicion 3.1 Sea (X,T) un Z-sistema.

1. (X, T) se dice positivamente transitivo si para cada par de abiertos no vacios U,V C
X, N, NN(U,V) #0.

2. (X,T) se dice no-errante si para cada abierto no vacio U C X, Ny N N(U,U) # 0.

Diremos que una matriz B € Mpp({0,1}) es irreducible si el grafo que representa es

fuertemente conexo. Diremos B que es aperiddica si es irreducible y el periodo del grafo

I'(B), definido por
mcd{j € N, | existe un ciclo de largo j en I'(B)}

es 1. La relacion entre estas definiciones es la siguiente.

Proposicion 3.2 (ver [Kit98]) Sea Y = Y C B? un Z-subshift de vértices presentado por
la matriz B.
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1. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) (Y,Z) es positivamente transitivo.
(b) (Y,Z) es transitivo y no-errante.
(c) B es irreducible.

En tal caso (Y,Z) tiene puntos periddicos densos y una unica medida de entropia md-
xima, que ademds tiene soporte completo.

2. (Y,Z) es mezclador ssi B es aperiddica.

La medida de entropia maxima p de un Z-subshift de vértices Y = Yz C B? se llama
medida de Parry, y se construye como sigue. Sea A el valor propio positivo de modulo
méximo de B, y sean [, r € Rf vectores propios positivos izquierdo y derecho respectivamente
asociados a A. Supongamos que [, r estan normalizados de modo que ), [, = 1. Definimos
p € (0,18, P € Mgz([0,1]) por

Ty
m=Ubry vy Py= Bb,b//\—b para todo b, b’ € B.
Ty

Un calculo muestra que P es una matriz estocastica y p es un vector de probabilidad esta-
cionario para P.! El par (p, P) define una medida p = p,,p) € M(Y,Z) de Markov por

boTw
M(p7P)([w0w1 e Whlm) = PuwoPuo,wr Puwrws * Pron_ywn = % >0

en cada cilindro [wow; ... wy]:m de Y. Se puede probar que hy,, , (Y, Z) = log \.

3.2. Hipdétesis de mezcla

Necesitamos decidir cuél es la nociéon de positiva transitividad en acciones de grupos
virtualmente-Z. En analogia al caso G = Z, podemos partir de una definiciéon de sistema
no-errante.

Definicion 3.3 Sea G un grupo virtualmente-Z y G ~* X un G-sistema.
1. Decimos que (X,G) es no-errante si para cada abierto no vacio U C X, existe al
menos un g € N(U,U) de orden infinito.
2. Decimos que (X, Q) es positivamente transitivo si es transitivo y no-errante.
Otra definicion plausible de sistema no-errante es que N (U, U) sea infinito para todo U

abierto (y esta definicion hace méas sentido en un G-sistema donde G es de torsion). Para
grupos virtualmente-Z esta distincion es irrelevante.

!Una matriz estocéastica es una matriz P a entradas en [0, 1] cuyas filas suman a 1. Un vector de
probabilidad p es un vector fila a entradas en [0, 1] que suma 1, y p se dice estacionario para P si pP = p.
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Lema 3.4 Sea G un grupo virtualmente-Z y G ~* X un G-sistema. Entonces (X,G) es
no-errante ssi para cada abierto no vacio U C X el conjunto N(U,U) es infinito. Ademds,
en tal caso tenemos que

1. i G =T %y Z es de tipo I, para cada abierto no vacio U C X los conjuntos ({e} x
N)NNWU,U) y ({e} x =NL)NN(U,U) son infinitos, y

2. s1 G = G1*7 Gy es de tipo I, entonces para cada abierto no vacio U C X, los conjuntos
{r" e N(U,U)|n>0} y {meNUU)|n<0}

son infinitos.

DEMOSTRACION. 1. Supongamos que G = T %, Z es de tipo I y que (X, G) es no-errante.
Como o, '(U)NU # 0 ssi o, '(U) N U # 0 y la Proposicion 1.21 muestra que los elementos
de orden infinito en G son (T' x Z) \ (T x {0}), podemos asumir sin pérdida de generalidad
que (T x Ny )N N(U,U) es no vacio para todo U C X abierto no vacio.

Sea U C X un tal abierto no vacio. Definimos Uy = U, y escogemos inductivamente para
cadan >1un g, € T x N, tal que el abierto U, = Oz;nl(Un_l) NU,—_1 C U es no vacio.

Sea II: G — T la proyeccion en la primera coordenada, y escribamos g, = (t,, j,) para
cada n € N,. El principio de palomar implica que existen n’ < n tales que Il(g; -+ g,) =
I(gy -+ gu), y por lo tanto

tlel (tg)i/ijﬁjz (t3) o ¢j1+"'+j’“1<tn) _ tlel(t2)¢jl+j2 (tg) .. -¢j1+"'+jn’*1(tn/),

es decir

¢j1+--~+jn/ (tn,+1¢jn’+1 (tn,+2)¢jn’+1+jn’+2 (tn,+3) ... ¢jn/+1+”'j”71 (tn)) =e (3.1)
Notemos que

A, (Un-1)NUn-1 € ag g,

(Un—2) N ag‘nl(Un_Q) N ag‘nﬂl(

Un—2) N Un—2 g 05_1 (Un—2) N Un—2

In—19n

y desenrollando la definiciéon de U,, obtenemos que

ag (Un1) N Uny C ozg*nl,ﬂmgn

(Un/) NU, C al

9n/41°9n

)N,
es decir gp11- -+ gn € N(U,U). Ahora la ecuacion (3.1) muestra que
H(gn’+1 e gn) = tn/+l¢jn/+l (tn/+2)wjn/+l+jn/+2 (tn’+3) e wjn/+1+~~-jn_1 (tn) = €.

Concluimos que ({e} x N.) N N(U,U) es no vacio para cualquier U C X abierto no vacio.
Luego podemos repetir la construccion anterior eligiendo g, € {e} x N, N N(U,U). Notando
que

al (U)NUDU, 1 #0

g1-gn
vemos que ({e} x Ny)NN(U,U) es infinito, y por simetria ({e} x =N, )N N (U, U) también.

Reciprocamente, como solo hay finitos elementos de orden finito en G vemos que si
N(U,U) es infinito entonces necesariamente contiene un elemento de orden finito.
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2. Supongamos que G =T x,, Z es de tipo I y que (X, G) es no-errante. Como los elementos
de orden infinito de G son exactamente T'(r) \ T por la Proposicion 1.21 y T(r) = T X, Z
es un grupo virtualmente-Z de tipo I, el item anterior muestra que N (U, U) es infinito para
cada U C X abierto no vacio. El item anterior también implica que

{M"e NUU)|n>0 y {"eNUU)|n<0}

son infinitos en este caso.

Reciprocamente, supongamos que N (U, U) es infinito para cada U C X abierto no vacio.
Sea U C X un abierto no vacio. Supongamos hacia una contradiccion que 7'(r) N N(U,U) es

finito. Entonces existe al menos un ¢’ € T'(r)s N N(U,U). Definimos W como el abierto no
vacio a;l(U) NU, de modo que N(W, W) es infinito.

Si T'(r) " N(W, W) fuese infinito tendriamos una contradiccion, pues en tal caso oy, (U)N
U 2 a,'(W)NW # 0 seria no vacio para infinitos g € T'(r) N N (W, W). Luego T'(r)s N
N (W, W) es infinito. Ahora si g € T'(r)s N N (W, W), vemos que

a (U)NU = oy (ay, (U)NU 2 o (W) NW £ 0

g'g

es no vacio, pero entonces {¢'g | g € T(r)sN N(W, W)} C T(r) N N(W,W) es infinito.
Nuevamente llegamos a una contradiccion. Concluimos que 7'(r) N N(U,U) es infinito para
todo U C X abierto no vacio, y en particular contiene un elemento de orden infinito. O]

Lema 3.5 Sea G un grupo virtualmente-Z y G ~* X un G-sistema positivamente transitivo.

1. Supongamos que G =T %, Z es de tipo I. Entonces para cada par de abiertos no vacios
UV C X existe unt € T tal que los conjuntos ({t} x N.)NN(U, V) y ({t} x =Ny)nN
N(U,V) son infinitos.

2. Supongamos que G = G xp Gy es de tipo II, y sean U,V C X abiertos no vacios.

(a) Si eziste t € T tal que t(r) N N(U,V) es no vacio, entonces los conjuntos
{t" e N(U,V)|n>0} y {tr"e NUV)|n<0}

son infinitos.

(b) Si existe t € T tal que t{r)sN N(U, V) es no vacio, entonces los conjuntos
{t"se N({U,V)|n>0} y {tr"se N(U,V)|n <0}

son infinitos.

DeMoSTRACION. Haremos el caso en que G es de tipo II, pues la demostracion de los items
(2.a) y (1) son idénticas.

Sean U,V C X abiertos no vacios. Si existen ¢t € T, n € Z tal que tr € N(U, V), tenemos
que
a  (U)NV =a, (o, (U)NV 2 a, (W)NW £

g'g
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es no vacio para todo g € (r) N N(W, W), y entonces

{gg1g€)NNW, W), g=1/ con j>n|} C{t" € N{U,V) |n >0}

{dglge )N NW,W),g =17 con j < —|n|} C {tr" € N(U,V) | n <0}
son infinitos por el Lema 3.4.

Si en cambio trs € N(U, V), la misma demostracion que el parrafo anterior reemplazando
T'(r) por T'(r)s entrega el resultado. O

Estas conclusiones son idénticas al caso G = 7Z, salvo que para un grupo G = Gy *1 G
de tipo IT pueden existir abiertos no vacios U,V tales que N (U, V') C T(r)s. Exactamente el
mismo método que en Z muestra que un G-sistema positivamente transitivo contiene un G
denso de puntos cuyas orbitas positivas y negativas son densas.

Ahora podemos entregar las primeras consecuencias de estas condiciones de transitividad

en G-SFTs.

Proposiciéon 3.6 Sea G virtualmente-Z, Y C B% un Z-subshift de vértices y G ~° Y una
accion 1-bloque determinada por (B, ).

1. (Y,G) es mezclador ssi B es una matriz aperiddica.

2. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) (Y,QG) es no-errante
(b) El grafo I'(B) es una unidn de componentes irreducibles.

(c) (Y,G) tiene puntos fuertemente periddicos densos.
3. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) (Y,G) es positivamente transitivo.

(b) El grafo I'(B) es una union de componentes irreducibles, y para toda componente

irreducible C' deI'(B) y b € B\C existe un h € T (resp. h € G;) tal que ,(b) € C.
DEMOSTRACION. Supondremos que G = G *r G3 es de tipo 11, y escribiremos m = ord(1)).

1. Si (Y,G) es mezclador entonces la subaccion (Y,Z) también lo es, y por lo tanto B es
aperiodica. Supongamos ahora que B es aperiddica, de modo que (Y, Z) es mezclador. Como
|G : Z] es finito, es directo ver que (Y, G) también es mezclador.?

2Sea (X, G) un G-sistema y H < G un subgrupo de indice finito tal que (X, H) es mezclador. Tomemos
U,V abiertos no vacios de X y {g1,...,9m} un sistema de representantes de clases laterales derechas de H
en G. Entonces para cada 1 < i < m existe un conjunto finito F; C H tal que o, '(o,'U) NV # 0 para
h € H\ F;. Luego o, (U) NV # 0 para g € |J; g:(H \ Fi) = G'\ (U, 9:Fi). Luego (X, G) es mezclador.
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2. Es claro que (2.b) = (2.¢). Veamos que (2.c) = (2.a): sea U C X un abierto no vacio.
Si (X, G) tiene puntos fuertemente periddicos densos, entonces existe y € U fuertemente
periodico. Tal y tiene estabilizador infinito pues G es infinito, y entonces o,y =y € U ﬂag_l (U)
para todo g € Stabg(y). Luego (X, G) es no-errante por el Lema 3.4.

Probemos la implicancia restante (2.a) = (2.b). Dados a,b € B, escribiremos a ~-,, b
si existe un camino dirigido de largo n (es decir, con n aristas) en I'(B) de a a b. Como B es
esencial, esto es equivalente a que exista y € Y con y_,, = a, yo = b.

Sean a # b € B con b ~, a para algin n € N,. Luego [a]oN o [bloNY # 0. El Lema 3.5

muestra que existe un ™ € G con n’ >0 tal que

[aono,[bloNY = [alo Now[bloNY #0,

—n!

es decir ‘7;} [alo N [blo NY # 0. Luego a ~»,, b. Esto muestra que la componente débilmente
conexa de I'(B) que contiene a a es irreducible.

3. Supongamos que (Y, G) es positivamente transitivo. Sea C el conjunto de componentes
irreducibles de I'(B). Por el item anterior, I'(B) es la union de las componentes irreducibles
C. Tomemos C' € Cy b € B\ C arbitrarios, y sea t/ € C. La transitividad muestra que existe
un g € G'\ {e} tal que [blo Mo, ([0]o) # 0.

Sig=1tr"cont € T)n € Z entonces existe y € Y tal que yo = by m(y_,) =V, y
concluimos la condiciéon deseada notando que 7y (yo) € C' pues

T (Y—n) = Oun(Y)o ~*n Oun (Y)n = Ty (Yo) €Y

y C es irreducible.De la misma manera, si g = tr"s entonces existe y € Y tal que yo = by
T 0 Ms(yn) = V', y concluimos la condicién deseada notando que my-—n ) o m5(1yo) € C pues

¢ © 7Ts(yn) - Utr"s(y)() M Utr"s(y>n - 7T1/1‘"(t) o 7Ts<y0) cY

y C' es irreducible.

Veamos la reciproca y supongamos que se cumplen las condiciones en (3.b). El item
anterior muestra que (Y, ) es no-errante. Veamos que (Y, G) es transitivo: sean p',p? €
Lon+1(Y) patrones en Y centrados en 0. Sea C' € C la componente irreducible que contiene
a todos los simbolos que aparecen en p', y sea h € G tal que m,(p? ) € C.

Si h =t e T, la secuencia
2 2 2
Te(PZN) Ty (P ng1) * " Tp=2N () (pn)
define un camino en C. Luego existe un n > 2N y un y € Y tal que
YN = p' y y{[—N—n,N—n] = 7Tt(JDQfN)W*l(t) (p3N+1) e 'Ww*QN(t)(p?V)a

y entonces
Oy (-1 ()] _y g = PENPE N1 P

es decir y € [p'] N U;}N(rl)rn [p?].
Si h=ts € Gy \T, la secuencia

7T¢2N(t)s(p?\f)ﬂ—w“’*l(t)s(p?\/—l) e 'Wts(pgzv)
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define un camino en C. Luego existe un n > 2N y un y € Y tal que

1

y’[*N,N] =p Y y‘[fon,an] = Ty (s (PN ) Tyav—1s (PN -1) -+ Tis(P2 ),
y entonces
OgypN (¢=1)n (y)}[_MN] = pQ_NPQ_NH e 'p?\h
es decir y € [p'] N O-S_QJJIN(t—l)rn [°]. -

3.3. La medida de entropia maxima

Lema 3.7 (ver |Ol85]) Sea G un grupo amenable y G ~* X un G-sistema con entropia
hiop(X, G) finita.

1. (Afinidad de la entropia) Si i, ..., pm € M(X,G) y M,..., Ay € Ry son tales que
Yo Ai =1, entonces

(X, G) = Nihy (X, G).
=1

2. 51 (X, G) es expansivo, existe una medida pp € M(X,G) tal que h,(X, G) = hipy(X, G).

Proposicién 3.8 Sea G un grupo virtualmente-Z, Y C B% un Z-subshift de vértices y G ~°
Y una accion 1-bloque y positivamente transitiva.

Entonces existe una tinica medida p € M(Y,G) de entropia mdzima. Esta medida es a
soporte completo.

DEMOSTRACION. Haremos el caso en que G es de tipo II. Sea (B, m) el par que determina a o,
y sea C el conjunto de componentes irreducibles de I'(B).

La existencia de una medida p € M(Y, G) de entropia maxima esta dada por el Lema 3.7.
Sea p una tal medida, y veamos que esté determinada tinicamente. Sea C' € C y supongamos
que (Y N C%) = 0. Luego pu([alo) = 0 para todo a € C. Sea b € B arbitrario y sea h € G4
tal que 7, (b) € C. Luego

p([blo) = p(onlblo) = p([mn()]o) = 0,

y como b € B era arbitrario vemos que p(Y) = 0, una contradiccion. Concluimos que (Y N
C?) > 0 para cualquier C' € C, y obtenemos que = Y .o Acpe donde Ao = p(Y NC%) > 0
Yy pc = “|Yncl/)‘0 € M(Y NC?%,Z). Notemos que Y oce Ac = 1.

Ahora p € M(Y,G) también esta en M(Y,Z). Como Ac > 0 para todo C' € C, la
desigualdad

Z )\ChtOp(Y N CZ,Z) > Z )\Chuc (Y, Z) = hM(Y7 Z) = 2’T‘hN(Y7 G) — 2|T’htop(§/, G)
ceC cec
= huop (Y, Z) = méix huop (Y 1 C%.7)
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muestra que hop(Y N C% Z) = hyop(Y,Z) = h,, (Y N C%, Z) para todo C' € C. En particular,
e es de entropfa maxima para el Z-subshift de vértices irreducible (Y N C% Z). Luego puc
es la medida de Parry de Y N CZ. Esta tiene soporte completo en Y N C%, y entonces j tiene
soporte completo en Y.

Para concluir basta probar que los coeficientes Ao quedan tnicamente determinados por
I'(B). Fijemos C' # C" € Cy ¢ € C,h € Gy tales que m,(c) € C'. Sea m = ord(y)) y
Co,...,C,—1 C C definidos por

C; = {a € C | existe un camino dirigido de ¢ hacia a cuyo largo es =, i}
para todo 0 <7 < m — 1. Definimos C; para ¢ € Z tomando el subindice ¢ médulo m.

Supongamos que C;, N Cy, # () para algin 0 < [} < lp < m—1,yseaa € Cy N
C,. Sean wy,,w;, caminos en C' entre ¢ y a cuyos largos son congruentes médulo m a Iy, [y
respectivamente. Como C' es irreducible, w;, se puede extender a un ciclo w;, w centrado en
¢ cuyo largo es congruente modulo m a 0. Luego wj,w es un ciclo centrado en ¢ cuyo largo
es congruente modulo m a o — 1, y concatenando este ciclo con cualquier camino de ¢ a un
vértice cualquiera en C' obtenemos que

Cit(a—11)j = Cit(la—11)(j—1) Para todo 2,5 € Z. (3.2)
Sea d =med{1 <l <m—1|CyNC; # 0} (tomamos med(f)) = 1). Asumiremos la siguiente

extension del lema de Bézout.

Lema 3.9 Sean ly,...,l, € Ny yd = mecd{ly,...,l,}. Entonces eziste una constante M > 0
tal que para todo ¢ > M existen qq,...,q, € Ny tales que q1a; + - - - + qna, = qd.

Este lema junto con la igualdad (3.2) implican que
C = U?;(I)C'jﬂd para todo 0 < i <m/d— 1.

Supongamos primero que h =t € T'. La invarianza de p bajo o, y o, muestra que

(VY N Cmfd =33 wllalo) = 3 S ) = 3 wllme(@l). (3:3)

1=0 acC}; 1=0 acC}; 1=0 acC};

Definimos C] = my-i(4)(C;) C B para todo 0 < ¢ < m — 1. Notemos que Cj € C’ pues si
a€Ciexisteun y € Y yunl € Ny con yp = ¢, Yputi = @, de modo que ¢ = m(yo) ~>miti
Ty-iy(a). Esto también muestra que

C! C {d' € C' | existe un camino dirigido de ¢ hacia a’' cuyo largo es =, i}. (3.4)

Afirmamos que se tiene la igualdad en (3.4). Para probarlo, tomemos a’ € C” tal que existe
un camino w en C’ de ¢ hacia a’ cuyo largo n € N, es congruente modulo m a i. Luego
Ty-iw-1(a’) € C; pues m—1(wo)my-1¢)-1(w1) - - Ty-i(-1(wy,) es un camino en C entre a y
Ty-iry-1(a’) de largo n. Concluimos que a’ € Cj.

El mismo argumento que usamos para los conjuntos C; C C' muestra que C’ = U?l:’olCJ{ i
para todo 0 <i <m/d — 1, donde d =med{1 <I<m—1|C{NC] #0}.
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De (3.3) sigue que

MESLIED 3D WTCHNAIES 35 DITCEED Bp I

i=0 acC; aneC’ ZanC’

= u(YNnC"ym/d'.
Concluimos la igualdad
Ao = (Y NC%) = (Y NCH)d Jd = \ed'/d. (3.5)

Si en cambio h = st € G \ T, definimos C} = 75 0 my-i(4)(C;) para 0 < i < m — 1. El mismo
argumento que antes implica que en este caso

C! = {d' € C'| existe un camino dirigido de a’ hacia ¢ cuyo largo es =, i},

y nuevamente se deduce la ecuacion (3.5). O

Observacion 3.10 La constante d € N, asociada a una componente irreducible C € C
también se puede calcular como med{m,l} donde m = ord(v)) como antes y 1 es el periodo

del grafo I'(C).

La demostracion anterior se simplifica considerablemente cuando v = id. En tal caso,
p=1/|C| > cce pic es la tinica medida de entropia mdwima y todos los subgrafos I'(C') son
isomorfos o anti-isomorfos entre si (un anti-isomorfismo entre dos grafos dirigidos es una
biyeccion entre los vértices que revierte la orientacion de las aristas). Usando el teorema de
Perron-Frobenius se puede probar que el vector pc € [0,1]¢ y la matriz Po € Mcc([0,1]) que
definen la medida de Parry pic = [ipe,po) Satisfacen ciertas simetrias respecto a , y estas
condiciones permiten probar directamente que p es o-invariante. En el caso de w, estas
simetrias generalizan ligeramente la nocion clasica de reversibilidad en cadenas de Markov y
ya han sido estudiadas en [LPS06].

En cambio, cuando ¢ # id puede ocurrir que dos componentes irreducibles distintas no
tengan el mismo tamano. Necesariamente tendrdan la misma entropia por la demostracion
de la proposicion anterior, pero puede ocurrir una Situacion como sigue, donde m = 2,

Wt(CO) = Wwfl(t)(cl) = C(/) = C/ Y T (C/) = Oo, 7rw71(t)71(0’) = Cl.

O¢

Co Cy cl ="

Un G-sistema (X, G) se dice entropy-minimal si cualquier G-subsistema estricto de
(X, G) tiene entropia topologica estrictamente menor a hop(X, G). El mismo argumento que
en el caso unidimensional muestra que los sistemas con una tnica medida de entropia maxima
a soporte completo son entropy-minimal.
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Proposicion 3.11 Sea (Y,G) un G-sistema expansivo que posee una tunica medida de en-
tropia mdzima. Si esta medida es a soporte completo, entonces (Y, G) es entropy-minimal.

DEMOSTRACION. Sea (Z,G) un subsistema propio de (Y, G). Como (Z, ) también es expan-
sivo, el Lema 3.7 muestra que existe una medida de entropia maxima puy € M(Z,G). La
medida uz se extiende naturalmente a una medida G-invariante en (Y, G) que no puede
tener soporte completo pues Y \ Z es un abierto no vacio. Sea p € M(Y,G) la tnica medi-
da de entropia maxima en (Y, G). Luego pz no coincide con p, y la unicidad de la medida
de entropia méxima en (Y, &) implica que h,,(Y,G) < h,(Y,G) = hiop(Y, G). Concluimos
recordando que hop(Y,G) = h,,(Y,G) = h,, (Y. G). O

Corolario 3.12 Sea G un grupo virtualmente-Z, Y C B% un Z-subshift de vértices y G N° Y
una accion 1-bloque y positivamente transitiva.

Entonces (Y, Q) es entropy-minimal.
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Capitulo 4

Extensiones de full-shifts sobre Do

En este capitulo se demuestra una versiéon para acciones de D., de un teorema clasico
de B. Marcus, que afirma que los Z-subshifts de vértices con entropia log N son extensiones
del Z-tull-shift en N simbolos. Varias versiones de este teorema para otros grupos amenables
requieren hipoétesis de mezcla muy fuertes en el subshift para obtener la misma conclusion.

Primero, se entrega un historial de resultados de este tipo en distintos grupos. Luego,
se prueba el teorema principal en dos pasos, que consisten en adaptaciones de la misma
demostracion para Z-SFTs. Finalmente, se discuten algunas extensiones posibles del teorema.

4.1. Resultados previos

La motivacion detras del resultado central de este capitulo es el siguiente teorema.

Teorema 4.1 ([Mar79]) Sea N € Ny e Y wun Z-SFT con entropia hi,,(Y,Z) = log N.
Entonces existe un cddigo factor ¢:' Y — {1,... N}~ al full-shift en N simbolos sobre Z.

Las ideas ocupadas en la demostracion son la base de la construccion de codigos de estado
finito, y permiten extender el resultado al caso en que Y es un Z-SFT con hop(Y, Z) > log N
0Y es un Z-sofico con hio,(Y,Z) > log N (ver [LM95] para una exposicién). Ocuparemos el
mismo método para probar nuestra generalizacion.

La demostracion del Teorema 4.1 sigue el siguiente esquema: dado un Z-subshift de vérti-
ces Y presentado por una matriz irreducible B con entropia log N, se encuentra un Z-subshift
de vértices Y C (B')? conjugado a Y y presentado por una matriz B’ cuyas filas suman N.
Esto se logra a través de una secuencia de out-splittings de Y, guiados por un vector pro-
pio de B con valor propio N. Para construir el codigo factor deseado se fijan biyecciones
{®y: Sucp/(V') = {1,..., N}}weps, y entonces el codigo 2-bloque ¢ = ®>*: Y’ — {1,..., N}~
donde ®(ab) = ®,(b) para ab € Lo(Y") es sobreyectivo.

Una generalizacion a Z%,d > 2 no es directa: en [BPS10] se construyen Z¢-SFTs mezcla-
dores con entropia arbitrariamente grande que no son extensiones de ningin full-shift sobre
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Z4. Sin embargo, al requerir una condicién de mezcla mas fuerte en Y se recupera una version
del Teorema 4.1 sobre Z.

Teorema 4.2 (|[Des09]) Sean N,d € Ny e Y un Z3-SFT fuertemente irreducible con entropia
hiop(Y,Z%) > log N. Entonces existe un cddigo factor ¢: Y — {1,... ,N}Zd al full-shift en N
simbolos sobre Z1.

Recientemente se ha probado otra generalizacién a grupos amenables generales, que ge-
neraliza la demostracion del Teorema 4.2 a través de la maquinaria de tilings de grupos
amenables desarrollada en [DHZ15].

Teorema 4.3 (|[HK21]) Sea G un grupo amenable de crecimiento subexponencial y sea N €
N. Supongamos que Y es un G-subshift fuertemente irreducible con entropia > log N que
ademdas verifica la siguiente propiedad de aperiodicidad: para cada subconjunto finito F' C G
existe un patron p € L(X) tal que para todo f € F existe un g € sop(p) con gf € sop(p) y

p(gf) # p(9)-
Entonces existe un cddigo factor ¢:' Y — {1,..., N} al full-shift en N simbolos sobre G.

La condicion de aperiodicidad del G-subshift Y en el teorema anterior dice que existen
bloques F-aperiodicos para cualquier conjunto finito de periodos F'. Esta hipotesis elimina la
siguiente obstruccion a la existencia del factor ¢: supongamos que cada punto y € Y tiene un
estabilizador no trivial, de modo que cada ¢(y) € {1,..., N} también tiene un estabilizador
no trivial. Como existen configuraciones aperiédicas en {1,..., N}¢ cuando N > 2 (ver
[ABT19]) vemos que ¢ no puede existir.

Esta obstruccion es relevante en subshifts sobre grupos virtualmente-Z: si G = T Xy, Z,
dado cualquier Z-SFT Y definimos una accién 1-bloque G 7 Y donde 7" actta trivialmente
en Y. El G-SFT X construido a partir de Y en la Proposicion 2.14 verifica que Stab,(z) >
T x {0} para todo x € X, y entonces X no puede ser una extension de un G-full-shift. En
7% no ocurre este fenémeno, pues cualquier Z%subshift periédico en una direccion fija tiene
entropia nula.

Cuando no se cumple la condiciéon de aperiodicidad, lo mejor que se puede esperar es el
siguiente resultado, que ya habfa sido probado por A. Johnson y K. Madden para Z2 [JMO05.

Teorema 4.4 (|[BH20]) Sean N € Ny, G un grupo amenable y X un G-subshift fuertemente
irreducible con entropia hi,,(X,G) > log N. Entonces existe un G-subshift X' con la misma
entropia que (X,G) y factores ¢': X' — X, ¢: X' — {1,...,N}¢.

4.2. Teorema principal

Sea B € Mpg({0,1}) una matriz cuadrada y N € N,. Un (B, N)-casi vector propio
es un vector r € (N, )? tal que Br > Nr. Una matriz B posee un (B, N)-casi-vector propio
ssi su valor propio de modulo maximo A es > N (ver [LM95]).
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Probaremos una version del Teorema 4.1 para D, (que no requiere hipotesis fuertes de
mezcla) adaptando cada paso de la demostracion original a acciones 1-bloque Do, ~7 Yp. La
primera etapa corresponde a “esparcir” las componentes de un (B, N)-casi-vector propio en
otro (B, N)-casi-vector propio tal que existe una accion 1-bloque D, ~7 Yp conjugada a
(Yp, Dy). La manera de hacerlo en Z es a través de out-splittings de B bien escogidos, pero
en D, cada out-splitting debe ir acompanado de un in-splitting para obtener una accion
1-bloque en el Z-subshift de vértices obtenido (ver el Lema 2.7). Un lema combinatorial de
la demostracion en Z también sirve en este caso para guiar estos splittings.

Lema 4.5 (|[Mar79]) Sean N € N, B un conjunto finito con |B| > N y r € N°. Entonces
existe un conjunto E C B no vacio tal que |E| <N y >, pm5 =n 0.

Lema 4.6 Sean N € N, y Doo ~° Y C B? una accion 1-bloque positivamente transitiva
en un Z-subshift de vértices Y, determinada por (B,7).Sea r € (N.)P un (B, N)-casi-vector
propio, y supongamos que existe un ¢ € B tal que r. > 1.

Entonces eziste una accion 1-bloque Doy 7 Y C (B')% determinada por (B',7') y con-
jugada a (Y, D), tal que existe un (B', N)-casi-vector propio v’ € (N,)B
de las siguientes condiciones:

! .
que verifica alguna

1. maxyep 1y < MAXpep T, O

2. maxyep 1y, = maxpepry Y |{a' € B | rl, = méxyep 1, }| < [{a € B | r, = méxpegrp}, 0

3. MéXyep T}y = MaXpep o, |[{a’ € B' | rl, = maxyep ry } = |{a € B| 1o = méxpenrs}| v
{d' e B |71, = gleéglcrg,, Ty = Twtl <H{a € B |1, = rilee’}ﬁxrb,rﬂs(a) =7}

DEMOSTRACION. Sea M = méxyes1p. El grafo I'(B) esta compuesto por (a lo mas dos) com-
ponentes irreducibles. Si C' es una componente irreducible de I'(B) tal que r. = M para todo
c € C, entonces 1’ € (N, )? definido en cada b € B por

, {1 siceC
Tb:

ry, en otro caso
es un (B, N)-casi-vector propio que verifica la primera o la segunda condicién del enunciado.

Luego podemos asumir que existe un ¢ € C tal que r. = M y ¢ tiene un sucesor a €
Sucg(c) tal que r, < r.. Como
Z ry > Nre

beSucp(c)

y re > 1 para todo b € Sucg(c) con desigualdad estricta para al menos un sucesor, vemos
que |[Sucp(c)| > N. El Lema 4.5 muestra que existe un subconjunto estricto E C Sucg(c) no
vacio con -1, =n 0. Definimos los conjuntos E' = E, E? = Sucg(c) \ E' que particionan
Sucp(c), y el entero ¢ = 1/N ), g1 s € NT. Notemos que la desigualdad

Nr, > Z rb>Zrb

beSucp(c) beE!
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implica que q < ..

Definiremos a continuacién una matriz B’ que presenta el Z-subshift de vértices Y’ C
(B)% que resulta de hacer un out-splitting seguido de un in-splitting en B. Estos splittings
particionan los seguidores de ¢ segin E7, Es, los predecesores de m5(c) segun mg(F1), ms(FE2) y
no tienen otro efecto en B. El Lema 2.7 muestra que Y’ esta dotado de una accion 1-bloque
natural de D, determinada por (B’,7') que es conjugada a (Y, D). La definicién concreta

de B’ es menos importante que la intuicién de cudles son los sucesores de cada simbolo de
B

Supongamos primero que 74(c) = ¢. Definimos el conjunto finito

B =B\ {chU{cq|1<ij<2}

B

y el vector v’ € (N, )5 por

Ty si b S B \ {C}
Ty =14 q Sib/:C},j:Lz
re—q sib=c,j=12
para todo b’ € B'. Sea B’ € Mp ({0,1}) la matriz de transicion obtenida al hacer un out-

splitting en ¢ segin la particion E', E?, seguida de un in-splitting de ¢!, ¢? segtin la particion
ms(E), ms(E?). Concretamente,

Bb’l,b’Q si bll, b,2 eB \ {C}
;) Lyem sib) =c,i,j=1,2ybheB\{c}
P1by Ly (i) siby=ci,i,j=12yb €B\{c}

1CEEi7CE7TS(EjI) Si bll = C;’ bl2 - C‘?/) i?j? i,)j/ - 17 2
para todo b}, b, € B'.

Afirmamos que 7’ es un (B’, N)-casi-vector propio. Probaremos la desigualdad B'r’ > N1’
por coordenadas.

1. Veamos la desigualdad para a € B\{c}. Si ¢ € Sucg(a), seai € {1,2} tal que a € ms(E").
Entonces ¢}, ¢; € Sucg/(a), y como !, + 1/, = r, tenemos
J J

VAR
g Ty =T+ 7+ E Ty = E ry > N1y = Nrh.
J J
b/GSUCB/(a) b’ESucB/(a)\{c}.,c?} beSucp(a)

Si en cambio ¢ € Sucg(a), los sucesores de a en Yg y Yp son los mismos y por lo tanto

Z Ty = Z ry > Nr, = Nr..

b’eSucy(a) beSucp(a)

2. Veamos la desigualdad para cj, j = 1,2. Si ¢ € E', entonces ¢ € my(E') y ¢1,¢} €
Sucp:(cj). Luego

ro_ / r o /
E Ty =T+ T2+ E rb—g rb—NrC]l.

beSucp (ch) beEN\{c} be B!
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Si en cambio ¢ € E* o ¢ ¢ Sucp(c), los sucesores de ¢; son E', y por lo tanto

E Ty, = g ry = N1l
J

b'eSucp(cf) beE1

3. Veamos la desigualdad para ¢}, j = 1,2. Si ¢ € E?, entonces ¢ € m(E?) y ¢3,¢5 €
Sucp:(c3). Luego

/ / !/ /
E Ty =Ty T 7y + E: TbZE:Tb: E: rb—E:rb

b'eSuc g (c?) beE2\{c} beE2 beSucp(c) beE!

i
> Nr.— Ng= Nrl,.
J

Si en cambio ¢ € E' o ¢ &€ Sucg(c), los sucesores de ¢ son E? y como antes tenemos
’ J

Z r,’J,:Zrb: Z Tb—ZTbZNTC—Nq:NTég.

b'€Sucp(c3) beE? beSucg(c) beE1

Concluimos la desigualdad deseada. Las componentes de 7’ asociadas a cé, 1,7 = 1,2 son
estrictamente menores que M, y por lo tanto ' cumple la primera o la segunda condicion
del enunciado.

Supongamos en cambio que 7g(c) # ¢. Definimos el conjunto finito

B = (B\ {c,m(c)}) U{c, & mye)r, ms(c)2),

y el vector v’ € (N,)5 por

Ty si b eB
Tre) S0 =m(c)j, j=1,2
q sib =c!
re—q sib =c?
para todo b’ € B'. Sea B’ € Mp 5({0,1}) la matriz de transicion que resulta de B tras hacer
un out-splitting en ¢ segtin la particion E', E?, seguida de un in-splitting de 7 (c) segtn la
particion my(E'), mo(E?).

Afirmamos nuevamente que r’ es un (B’, N)-casi-vector propio, y la demostracion es
idéntica al caso anterior. Sigue de notar que, cuando a € B\ {c, m(c)},

1. si ¢ € Sucg(a) (resp. B, E? Sucp(m(c))) entonces ¢!, c?* € Sucp/(a) (resp. Sucp(c!),

Sucp (c?), Sucp (ms(c);), j =1,2) y ademas r/, + 1/ =71, y

2. si ms(c) € Sucg(a) (resp. E', E?, Sucp(ms(c))), entonces exactamente un 7(c); esta en
Sucp/(a) (resp. Sucp (c'), Sucg (c?), Sucp (ms(c);), 7 = 1,2) y ademéas (o), = Tms(o)-
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Esto prueba la desigualdad deseada.

Si 77 (¢) < T, entonces ' tiene menos componentes de tamafo r. = M que r, y entonces

7" cumple la primera o la segunda condicién del enunciado. Si 7 ) = 7., entonces r’ tiene

la misma cantidad de componentes de valor M que r. Sin embargo, en este caso los pares
_ (A 7 P : / / 4 z

{ms(c)i = m(c), '} para i = 1,2 verifican 7/, > rl; y ademds el resto de los simbolos de

B’ no cambia su valor de r. Luego ' cumple la tercera condicion del enunciado. O

Antes de la demostracion del teorema principal, necesitamos construir un objeto com-
binatorial que nos ayudara a definir factores al full-/N-shift que conmuten con la accién de
s € Dy.

Definiciéon 4.7

1. Un cuadrado latino de orden n € Ny es una matriz M € Mg 4(A), donde A
es un conjunto finito de tamano n, tal que cada fila y cada columna de M contienen
exactamente una aparicion de cada elemento de A, esto es

{Ma,b‘beA}:{Mb’a’beA}:A
para todo a € A. También decimos que M es un cuadrado latino sobre A.

2. Sean My € M, a,(A1), My € Ma, 4,(A2) dos cuadrados latinos. Su producto ten-
sorial My @ My € Ma sy 4, x4,(A1 X A2) es el cuadrado latino de orden |A;||Asf
definido por

(M1 @ M2)(a1,02),61.62) = (M1)ay by, (M2)as,5,)

para todo ai,by € Ay, as,by € As.

Dada una involucién n € Sy, una matriz cuadrada M € Mp(A) se dice n-simétrica
si My = n(My ) para todo b, b € B. En lo que resta de esta seccién usaremos la notacion
[N] ={1,...,N}. No habra confusién pues no hablaremos de patrones.

Lema 4.8 ([Lee|) Sea N € Ny y sean € Sin2 una involucion con N puntos fijos.

Entonces existe un cuadrado latino M € Mnzn2([N?]) de orden N? que ademds es
1-S1métrico.

DEMOSTRACION. Dada una involucién 17 como en el enunciado, para concluir el resultado basta
encontrar un cuadrado latino M’ sobre un conjunto finito A de tamafnio N? y una involucién
n' € S4 con el mismo numero de puntos fijos que n y tal que M’ es n-simétrico. En efecto,
si v: [N?] — A es una biyecciéon que manda ciclos de largo 2 de 7 en ciclos de largo 2 de 7/
entonces n = v~ ' onowv, y el cuadrado latino sobre [N?] definido por M,, ,, = U_I(Ml//(n),y(m))
cumple lo requerido.

La observacion fundamental es la siguiente. Sean 17, € Sa,,7m2 € S4, involuciones con
my y mg puntos fijos respectivamente. Sean M7, M, cuadrados latinos sobre Ay, As v 1, 1o-
simétricos respectivamente. Entonces M; ® M, es un cuadrado latino de orden |A;|]|.As| que
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verifica para todo a, by € Ay, a0, by € Ay la igualdad

(Ml ® MQ)(al,az),(bl,lm) - ((Ml)ahbu <M2)a2,b2> = (nl((Ml)bl,al)7UQ((MQ)bz,az))
= @ N2 (M1 & M3) by b2),(ar,a2)

donde 71 ® 72 € Spym, €S una involuciéon con exactamente mj;msy puntos fijos. Es decir,
My ® My es n1 @ ng-simétrico.

Supongamos primero que N = 2. Podemos construir directamente el cuadrado requerido

W = O N

0
3
2
1

N O = W

1
2
3
0

que es n-simétrico donde 7 € Sy es la involuciéon con dos puntos fijos definida por 1(0) = 1.

Si N > 3 es impar, consideremos los cuadrados latinos @1, Q2 sobre Z/NZ definidos por

(Ql)n,m =n+m Yy (Q2>n,m =n-—-m

para todo n,m € Z/NZ. El cuadrado @, es n;-simétrico para 7, = idz/nz una involucion
con N puntos fijos, y el cuadrado ()s no-simétrico con 7y: n — —n. Notemos que 7, tiene
exactamente un punto fijo pues la ecuacion n = —n en n € Z/NZ implica 2n = 0, y como 2
es coprimo a N obtenemos n = 0. Luego My = Q1 ® Q2 es un cuadrado latino de orden N?
v n1 ® mp-simétrico, donde 1; ® 7y tiene exactamente N puntos fijos.

Si N > 4 es par, escribamos N = 2™N’ con m > 1y N’ impar. Entonces el cuadrado
latino (®™Mjy) ® Mp+ es de orden 4™(N')*> = N? y es (®™1) ® ny-simétrico, donde la
involucion (®™ny) ® nys posee 2™ N’ = N puntos fijos. O

Teorema 4.9 Sea X un D-SFT con entropia hi,(X, Do) > log N. Entonces existe un
factor ¢: (X, Dsy) — ({1,..., N}P=_D,) al full-shift en N simbolos sobre Dy .

DEMOSTRACION. Por la Proposicion 2.10 podemos encontrar una acciéon 1-bloque Do, N7 Y C
B% conjugada a (X, D). La misma proposiciéon muestra que el full-shift ([N]P=, D) es
conjugado a una acciéon 1-bloque D ~°7 Z determinada por 72, donde Z es el Z-full-shift
con simbolos

By = Lo (INP~) = {(3) |1 <45 < N)

y
7Z(%) = (1) para todo (}) € By.

Z

Z es una involucion de {1,..., N?}

Renombrando los simbolos asumiremos que Z = [N?]%, que
con exactamente N puntos fijos y que 1 es uno de ellos.

Sean (B, ) el par que determina a o. Notemos que el valor propio de Perron de B es
ehor(2) — N2 v que 7 actiia en las componentes irreducibles de I'(B) por isomorfismos o
anti-isomorfismos de grafos.
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Sin pérdida de generalidad podemos asumir que (Y, D) es positivamente transitivo: sea
C una componente irreducible de I'(B) de entropia maximal, y sean I'c,T'z o) los grafos
inducidos en I'(B) por las componentes irreducibles C, ws(C'). Definimos I como la unién de
Lc, T c).! T" es m-invariante, y entonces presenta a un Do-subsistema Y’ C Y positivamente
transitivo y con la misma entropia que Y. Cualquier factor ¢/ = ®'*: (Y’ D) — (Z, D)
n-bloque se extiende a un factor ¢ = ®>°: (Y,Z) — (Z,Z) definiendo

) (w) siwe Ly,(Y)
w) = {1 siw € Lo(Y)\ Ln(Y).

El factor ¢ conmuta con la accion de s, ya que w = wy...w, € L,(Y) \ L,(Y’) ssi
Ts(wy) ... ms(wy) € L (Y)\ L,(Y'), vy ademas 77 (1) = 1.

Asumimos entonces que (Y, D) es positivamente transitivo. Sea r € (N, )5 un (B, N?)-
casi-vector propio, cuya existencia esta garantizada por la desigualdad hi,(Y,Z) > log N2.
Si méaxyepr, > 1 podemos aplicar repetidamente el Lema 4.6 para encontrar una acciéon 1-
bloque Dy, 7 Y’ conjugada a (Y, D), donde Y’ es un Z-subshift de vértices presentado
por una matriz B’ con un (B’, N?)-casi-vector propio tal que maxyepr) = 1.

Por lo tanto podemos asumir que maxycs 7, = 1. Luego r, = 1 para todo b € B, y de la
desigualdad Br > N?r sigue que |Sucg(b)| > N? para todo b € B. Notemos que ademés

B'r=B"P.r = P, Br > N*P,r = N,
de modo que también |Predg(b)] > N? para todo b € B.

Definiremos un codigo 3-bloque ¢ = ®*: (Y, D) — (Z, Dy,) donde ®: L3(Y) — [N?]
es una funcion local con memoria y anticipacién 1. La condiciéon que debe satisfacer ® para
que ¢ conmute con la acciéon de s es

O(7(c)ms(b)ms(a)) = 77 o ®(abe) (4.1)
para todo abc € L3(Y'), pues entonces

¢ 0 05(Y)n = P (Yns1) T (Yr)Ts(Yn1)) = Ws,Z(q)@—n—ly—ny—n—H)) = UsZ 0 A(Y)n

para todo y € Y,n € Z. Para asegurar que ¢ es sobreyectivo, construiremos ¢ de tal manera
que para todo ab,bc € L5(Y) se tenga la igualdad

{(B(abc') | ¢ € Sucp(b)} = {®(d'be) | d € Predy(b)} = [N. (4.2)

En tal caso, cualquier z € Z tiene una preimagen y € Y construida como sigue: sea y_1yoy1 €
L3(Y) tal que ®(y_1yoy1) = z0. Usando la propiedad (4.2) elegimos inductivamente simbolos
Yn,Y—n € B tales que ®(yn_oUn_1Yn) = Zn-1, PY_n¥-nt1Y—ni2) = Y_ns1 para todo n > 2.
Luego ¢(y) = =.

Diremos que una palabra abc € L3(Y) estéd centrada en torno a b. Definiremos ® por
etapas, donde cada paso define a ® sobre las palabras centradas en algin b € £;(Y).

T no necesariamente coincide con el grafo I'” inducido por C' U 75(C): podria haber una arista entre C
y 7s(C) que aparece en I pero no en I'.
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Sea b € L£1(Y), y supongamos que 74(b) = b. Luego
| = |Predp(b)| = |Sucp(b)| > N?

y podemos fijar biyecciones vp: Predg(b) — [l],vs: Sucg(b) — [I] tales que vg = vp o 7.
Para cada a € Predg(b), ¢ € Sucg(b) definimos ®(abc) = M, ,(a)vs(c) donde M € My y([N?])
es una matriz que construiremos ahora para satisfacer (4.1) y (4.2). Para cumplir (4.1), debe
ocurrir que

My (@) ws(e) = labe) = w7 (m(c)ms(b)s(a)) = 77 (Mypom, (), vsom(@) = T2 (Mug(e)wp(a)):

es decir M debe ser mZ-simétrica. Como 7Z tiene exactamente N puntos fijos, podemos definir

M (N2 2] OO el cuadrado latino @ sobre [N?] que entrega el Lema 4.8, y en el resto de

las coordenadas
Ji siN? <i<l,1<j<N?
M;;=q72(i) si1<i<N? N*<j<lI
1 si N2 <i,5 <.

Un esquema de la matriz M es el siguiente.

- m2(1) 72 (1)
Q :
72 (N?) wZ(N?)
ER N T
1 N2 ‘ 1 1

La matriz completa M es 7Z-simétrica (pues 1 es un punto fijo de 77) y ademas cada fila

y columna contiene todos los enteros en [N?]. Es decir, se verifican (4.1) y (4.2) para las
palabras en b.

Supongamos que en cambio 7s(b) # b, y que ® no se ha definido todavia sobre las
palabras centradas en m(b) ni b. Sean lg = |Predp(b)|,lp = |Sucp(b)| (recordemos que
ls,lp > N? y tomemos biyecciones vp: Predg(b) — [lp],vs: Sucg(b) — [ls]. Para cada
a € Predg(b),c € Sucg(b) definimos ®(abc) = My, (a)vs() donde M € My, g ([N?]) esta
definida como sigue: M | (2] vz €5 U cuadrado latino arbitrario y en los otros indices tomamos

j siN?<i<lp, 1<j<N?
M;j=<i si1<i<N? N?*<j<lIg
1 SiN2<i§lp,N2<j§ls.

La matriz M la misma estructura que en el caso anterior, salvo que ahora no necesariamente
es cuadrada. Ademaés, contiene a todos los enteros de [N?] en cada una de sus filas y columnas
y por lo tanto se cumple (4.2) para las palabras centradas en b. Podemos definir ® en las
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palabras centradas en 7 (b) por la ecuacion (4.1), y entonces también se cumple (4.2) para
estas palabras.

Luego tal @ existe. Esto termina la demostracion. O]

Observacion 4.10 La demostracion del teorema anterior admite una generalizacion a gru-
pos virtualmente-Z generales que no demostraremos en este texto. Para fijar ideas, sea G un
grupo virtualmente-Z de tipo 1. Sea G ~\° Y una accion 1-bloque determinada por (B, ) tal
que la accion m es libre en L1(Y) y hiop(Y, Z) > NI Siv es un (B, N'T!)-casi-vector propio,
no es dificil ver que r = maxyer Pr,v es un (B, N'T‘)—casi—vector propio fijado por todas las
matrices Pr,.

El Lema 4.5 se adapta a este contexto usando la misma idea que en G = Z, salvo que
ahora hay que realizar out-splittings en toda la orbita Orb.(b) de un simbolo b € L1(Y'). Para
esto es fundamental que:

1. el estabilizador Stab,(b) sea trivial, y

2. el (B, N'T\-casi-vector propio r que guia el out-splitting sea Py,-invariante para todo
teT.

La accion 1-bloque G ~7 YY" es determinada por (B',7’) donde la accion ©' también es libre
en L1(Y), y el (B,N'T‘)—casi—vector propio v’ que resulta de los out-splittings también es
P.-invariante.

Repitiendo este procedimiento se puede asumir que en el Z-subshift de vértices Y cada
vértice tiene al menos NT| sucesores, y hay que probar la existencia de un factor 2-bloque
¢ =d%: (Y,G) - (Z,G) al Z-full-shift en N'TI simbolos Z equipado de una accion 1-bloque
G N\° Z determinada por w%. Para construir un ® tal que conmute con cada a(Zt’O), tomando
un b € L1(Y) arbitrario se escoge una sobreyeccion ®y: Sucg(b) — [NIT1] tal que

<I>bo7rt:7rtzo<bb para todot € T

(aqui nuevamente se usa que T es libre). Esto fuerza a tomar @@ : Sucg(m(b)) — [NT1]
como
Drp) = 7TtZ o ®y, para todot € T,

y entonces ®(bc) = ®y(c) queda totalmente determinado en Lo(Y).

Si en cambio partimos de una accion 1-bloque G ~° Y determinada por (B, ) donde m no
necesariamente es libre, se puede adaptar una construccion de [AKMS85] para encontrar una
extension G N7 Y resolvente y tal que la accion ' en L1(Y') es libre. Como (Y', G) tiene la
misma entropia que (Y, G), el argumento anterior muestra que (Y, G) es una extension del G-
full-shift en N simbolos. Esto muestra una version del Teorema 4.4 para grupos virtualmente-
7. sin necesidad de introducir hipdtesis de mezcla fuertes.
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Capitulo 5

Funciones zeta sobre 1" x Z

En este capitulo estudiaremos en detalle las funciones zeta de T' x Z-sistemas donde T’
es un grupo finito. Pese a que ésta es una clase restringida de grupos virtualmente-Z, esta
limitacion nos permite entregar férmulas explicitas para varias clases de sistemas.

Primero, se define la funcién zeta de la accién de un grupo finitamente generado y se
entregan resultados de trabajos previos [KLP03, KR13, Lin96]. Luego, calculamos la funciéon
zeta del full-shift sobre T'x Z donde T es cualquier grupo finitamente generado y entregamos
una formula de producto similar a la que se tiene en el caso unidimensional cuando T es
abeliano. Finalmente, se encuentran féormulas explicitas para T x Z-SF'Ts y s6ficos cuando T’
es finito.

5.1. Resultados previos

Las funciones zeta de un Z-sistema son invariantes clasicas de conjugacion topologica que
contienen la informacion de puntos periddicos de un sistema. Dado un Z-sistema (X, T'), su
funcion zeta & se define como la serie formal

&r(z) = exp (Z me) (5.1)

n>0

donde per, (T) = [{z € X | T"x = z}| es el ntimero de puntos en X fijos por T". Esta serie
determina per, (7') por la formula

= (n — 1)!'per,(T) (5.2)

d’I’L
dzn lOg £T<Z) ’z:O
donde ;7 es la n-ésima derivada de una serie formal.

La siguiente proposiciéon resume algunos de los resultados bésicos que se conocen para
funciones zeta sobre Z.

Proposiciéon 5.1 (ver [LM95])
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1. (Férmula de Bowen-Lanford) Sea'Y un Z-subshift de vértices presentado por una matriz

B. Entonces 1 1
o pr— pr— 5-3
boa(?) H 1 —wz det(ld— zB) (5:3)

we
donde ) es el multiconjunto de valores propios de B. En particular, la funcion zeta es
una invariante mads fina que la entropia para Z-SFTs.

2. Sea (Y, o) un Z-sdfico. Entonces existe | € N y matrices cuadradas By, ..., B; a entradas

en 7 tales que
l

& (2) = [ [(det(1d — =B;)) V. (5.4)

j=1

3. (Formula de producto) Sea (X,T) un Z-sistema. Entonces

1
r(z) = 1T T—on (5.5)
yCX orbita finita

En particular, las funciones zeta de Z-SFTs y Z-so6ficos son siempre racionales. La ecuacion
(5.3) se puede deducir notando que el nimero de caminos de largo n € N en T'(A) entre dos
vértices u y v es (A")y,, y entonces per, (c4) = tr(A") =Y g w".

D. Lind generaliza en [Lin96| esta nociéon para estudiar funciones zeta de sistemas sobre
7% d > 2. La definicién hace sentido en cualquier grupo numerable.

Definicion 5.2 Sea G un grupo numerable y G ~* X un G-sistema. La funcion zeta de
la accion « (siempre que exista) es la serie formal

pery () |G/L|
€a(z) = exp ( —z (5.6)
rer 1G/L
donde I son los subgrupos de indice finito de G y
perp(a) = {z € X | agx = g para todo g € L}|

es el numero de puntos fijos por L € T.

Observacion 5.3 Si f(z) € C[[z]] es una serie formal de potencias, entonces la igualdad
exp(f(2)) =D ,50 f(2)"/n! define una serie exp(f(z)) € C[[z]] cuando el coeficiente de f(z)
asociado a 1° es nulo. Como |G/L| > 0 para todo L < G, la exponencial de la serie formal
ez anzl9H estd bien definida.

Los subgrupos de indice finito de Z? se pueden explicitar como las iméagenes de Z? por
las matrices a coordenadas enteras

a; by biz - big
0 ay by -+ by
O 0 as e bgd
0O 0 O aq
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donde a; > 1 paral <i<dy0<b; <a —1parai+1<j <d Esta parametrizacion
permite calcular &, para un full-shift en Z? junto con probar una férmula de producto
que generaliza (5.5). Salvo algunos resultados sobre la frontera natural de funciones zeta de
sistemas algebraicos sobre Z¢ [MW18], se sabe poco sobre esta clase de funciones.

Proposicion 5.4 (|Lin96|) Sea d € N, d > 1.
1. Sea N € N. La funcion zeta del full-N -shift sobre Z2 es

1
5N,d(2> = H (1 — (Nz)n)edfl(n) (57)

n>1

donde eq(n) es el nimero de lattices en Z® (es decir,subgrupos de Z2) de indice n.
Esta funcion es holomorfa en el disco D(0,1/N) = {z € C | |z| < 1/N} y tiene a
0D(0,1/N)={z€ C||z| =1/N} como su frontera natural.

2. Sea 7% ~* X un Z%-sistema. Entonces

§al(2) = [T &uE. (5-8)

~yCX drbita finita

Practicamente el anico grupo (fuera de Z) para el que se ha podido calcular explicitamente
esta invariante para una clase amplia de sistemas es el diédrico infinito

Dy = (1,5 | s* = srsr = 1).

El primer paso para realizar los céalculos es enumerar los subgrupos indice finito de Dy,
notando que son exactamente

{) i e Ny FU{Q'r's) [ j <ieNi}

con Dy : ()] = 2i y [D : (r',17s)] = 4. Dada una accion Do, n® X, si escribimos
per; ;(a) € X como el nimero de puntos fijos por (1*,17s) entonces la funcion zeta &, es

€al2) = \/meXp (Z per2m71’0(a)z2m—1 i PeTg;, () ;—per2m71(06) 22"‘)

m>1

donde a, = a‘<r> es la subaccion de « por (r) 2 Z en X.

Proposicion 5.5 (|JKLP03, KR13|)
1. Sea Doy 7Y una accion 1-bloque en un Z-sdfico Y. Entonces &, = \/&s,(22) exp(gs(2))
donde &,, estd definida por (5.4) y g,(z) es una funcion racional de z.

2. Sea Dy ~* X un Dy -sistema. Sean O y Oy los conjuntos de drbitas finitas de o en
X cuyo estabilizador es de la forma (r',1r7s) y (r') respectivamente. Sea O el conjunto
de orbitas finitas de la subaccion inducida por 7. = (r) < Dy, en X.

65



Entonces

=1 (o)

ﬁg \/J H exp (1 ih;w) (5.9)

5.2. Funciones zeta de full-shifts

Necesitamos aclarar un poco la definicion de £, (z) para grupos finitamente generados. La
siguiente proposicion resume algunas observaciones generales.

Proposicion 5.6 Sea G un grupo numerable y G ~* X un G-sistema.

1. 8t G es finitamente generado entonces para cada n € N existe un numero finito de
subgrupos de indice n de G. Si ademds X es un G-subshift, entonces per;(a) es finito
para cada L € T.

En particular, la suma dentro de la exponencial en (5.6) es una serie formal bien

definida en este caso.

2. Sea H un conjunto de representantes de clases de conjugacion de subgrupos de indice
finito en G. Entonces

LlG/H|
(S oy

HeH

donde Ng(H) ={g9g € G| gHg ' < H} < G es el normalizador de H en G.

DeMOSTRACION. 1. Cada subgrupo L de indice n € N en G queda determinado como el esta-
bilizador de L de la accion G ~ G/L dada por (g, kL) — gkL. Como hay tantas acciones de
G en G/L como mapeos de G en

Sig/r) =S, ={m: {1,...,n} = {1,...,n} | 7 biyectiva}
y éstos quedan determinados por las iméagenes de los finitos generadores de G, concluimos

que hay finitos subgrupos de indice n.

Si X C A% es un G-subshift entonces también per; () < |A[l%/H es finito (esta conclusion
vale para cualquier accién expansiva, pero no necesitamos el caso general).

2. Si H, K < G son subgrupos de indice finito de G' conjugados entre si entonces |G/H| =
|G/K| y ademés pery(a) = perg(a): sea g € G tal que gHg™' = K y observemos que para
x € X, h € H se verifica oy, = @ ssi agpg-1(0y2) = agoayz = ayx. Como a4 es una biyeccion
vy gHg ' = K concluimos pery(a) = pery(a).
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Por otro lado, la accién de conjugacion sobre H dada por (g, H) € G x H — v,(H) =
gHg M satisface |Orb,(H)| = |G/Stab,(H)| para todo H € H por el teorema de 6rbita-
estabilizador. Notando que |Orb, (H)| es el nimero de subgrupos de G conjugados a H y que
Stab.,(H) es el normalizador de H en G obtenemos

JIG/H] ~IG/H|
£.(2) = exp (Z |Orb7(H)|PefH(a)m> = exp (Z |G/NG(H)|perH(a)_|G/H’>

HeH HeH
Lla/H|
= eXp Z perH(a)W . Il
HeH G

El primer paso para simplificar la funcién zeta de un 71" X Z-sistema es enumerar los
subgrupos de indice finito de T' x Z. Para ello usamos una version del lema de Goursat sobre
subgrupos de un producto directo.

Proposicion 5.7 (Lema de Goursat, ver [Hal59|) Sean T, N grupos. Dados Ty < Ty < T,
Ny < Ny < N y un isomorfismo ¢: Ni/Ny — T1 /Ty, definimos I_/(T1,T2,N1,N2,¢) < T x N como
el subgrupo

{(t,n) S T1 X N1 | ¢(HN2) = tTQ}

Entonces cada subgrupo de T'X N es un subgrupo de este tipo, y subgrupos asociados a tuplas
(11,15, N1, Ny, ), (17,13, Ni, Ny, ¢') distintas son distintos. Ademds, el indice de Lr, 1, N, N,¢)
enT x N es [T . TlHN : NQ] = [T : TQHN : Nl]

Las tuplas (71, T2, N1, Na, ¢) se llaman tuplas de Goursat del subgrupo Lz, 7, 37, N5,6)-
Si en la proposicion anterior tomamos N = Z entonces todos los cocientes N /N, son ciclicos,
lo que facilita el bastante el calculo. La informaciéon que necesitaremos sobre los subgrupos
de T' x Z esté contenida en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 5.8 Sea T un grupo.

1. Dados 1> 1, H <T de indice finito y un Hk € Np(H)/H, el conjunto
Lammr = {(hk™ ml) € (WP HEY) < 1Z | h € H, m € 7}

es un subgrupo de T x 7 de indice finito [T : H|. Todo subgrupo de indice finito de
T X7 es de esta forma, y subgrupos asociados a tuplas (I, H, Hk), (', H', HK') distintas
son distintos.

2. Si 'H es un conjunto de representantes de clases de conjugacion de subgrupos de T,
entonces

G={Lommy |1 >1,HeH Hk e Np(H)/H}

es un conjunto de representantes de clases de conjugacion de subgrupos de T' X Z.

8. Sea Lg,pmr < T X Z un subgrupo. Entonces L g pry = H Xy, Z donde vy, € Aut(H)
es la conjugacion por k.
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DEMOSTRACION. 1. Notemos primero que la definicion de L g,k no depende del represen-
tante k de Hk.

Sea E(T17T27N17N27¢) < T xZ con Ny <Ny < Z, T, AT, <T y un isomorfismo gbl Nl/NQ —
Ty/T5, donde [Z : Ni],[T : Tz] < oco. A partir de un tal (N7, Ny, T1,T5, ¢) construimos una
tupla (I, H, Hk) como sigue.

(a) Como N; < Z, podemos definir [ € N como el tnico natural con N; = [Z. Notemos que
[ >1puesl=[Z: N < o0.
(b) Sea H =Ts.

(¢) Sea K = Ty/H. Notemos que 71 < Np(H) pues Ty > H, y entonces K < Np(H)/H.
Ademas, como N; /Ny = (IZ)/Ny = Ty /T, = K tenemos que Ny = |K|IZ.

(d) Sea Hk = ¢(I + |K|IZ) € T1/T> = K. Si identificamos N;/No = (IZ)/(|K|IZ) con

Z]|K|Z de la manera natural, entonces Hk = ¢(1 + |K|Z) en estas coordenadas. En
particular, [(Hk)| = |K].

Para verificar la identidad Z_L(NhN%ThTm) = L, u,ur) tomemos (t,n) € E(N17N27T1,T2,¢). Como
L(N1,N2,T1,T2,¢) ST X Ny = (U‘z[:ﬂlHkn) X 17,
existen m,m’ € Z 'y h € H tales que (t,n) = (hk™,m'l). De la ecuacion
HhE™ = HE™ = ¢(m'l + I|K|Z) = ¢(1 + || K|Z)™ = HE™

(donde hemos usado que (hk™, m'l) € Ly, Nymi.15.6)) Sigue que podemos tomar m = m/, es
decir (t,n) € L m,mr). Reciprocamente, cualquier (hk™,ml) € Ly gmry < 11 X Ny cumple
que ¢(ml+1|K|Z) = Hk™H. Esto prueba la igualdad deseada y adicionalmente muestra que
L m,mr) es un grupo. Ademés, [T' X Z : Lq gur| = [Z : Ni)[T : To] = 1[T : H].

Podemos revertir el proceso anterior: si (I, H, Hk) es como en el enunciado, definimos una
tupla (T4, T, N1, N3, ¢) como sigue.

(a) Sean Ny = IZ, N, = l|(HE)|Z.

(b) Sean T, = H y Ty > H, el subgrupo de Np(H) tal que 17 /Ty = (Hk). El teorema de
correspondencia de subgrupos muestra que tal T existe y es tnico.

(c) Sea ¢: Ny/Ny — T1/T, = K definida por ¢(l + l|[(Hk)|Z) = Hk. La funcion ¢ es
sobreyectiva pues (Hk) = T, /T3, y es inyectiva ya que el tamano de N; /Ny es |(HE)]|.

Es claro que esta construccion es inversa a la que transforma (N, No, T1, Ts, ¢) en (I, H, HEk).
El lema de Goursat y lo que acabamos de probar muestra que cualquier subgrupo de indice
finito es de la forma L g k) para una tupla (I, H, Hk) como en el enunciado, y que tuplas
distintas corresponden a grupos distintos.

2. Si(t,n) € T xZy Ly mry <T x Z es arbitrario, entonces
(tHt Y (tht™') € ¢Np(H)t ) /(tHt ™) = Np(tHt ') /(tHt ™)
y tenemos la igualdad
(1) Lt bawy (8, 10) ™ = Lgme meyake—1))- (5.10)
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Como H solo contiene elementos en clases de conjugacion (por T') distintas, 5.10 muestra que
G solo contiene elementos en clases de conjugacion (por T' x Z) distintas. Como H contiene
al menos un elemento de cada clase de conjugacion (por T'), 5.10 muestra que G contiene al
menos un elemento de cada clase de conjugacion (por T' X Z).

3. Definamos ©: Ly g ury — H Xy, Z por ©(hk™,ml) = (h,m). La funcién © es so-
breyectiva por definicién y es claramente inyectiva. Ademéas es un morfismo, pues cuando
(hk™ ml), (h’km/,m’l) € L u,ur) entonces

O(hE™, mD)OWE™ ,m'l) = (h,m)(R',m') = (hp*(K'), m 4+ m')
O (" (WK™ ™ (m + m')l)
O((hE™, ml)(W' k™ R'T)). O

En la proposicion anterior consideramos clases laterales izquierdas Hk para poder escribir
el isomorfismo © de manera comoda. Esto es irrelevante en lo que sigue.

Ejemplo 5.9 Sea K; = (a,b | a?,b? (ab)?) el grupo de Klein. La Figura 5.1 muestra el
subgrupo de Ky x Z determinado por la tupla (2, (a), (a)b).

;'f\; /\ M M M
A0 ot (ah,2) /\%‘?’é‘) (alp4)
PR AT AT AT N S
Hal0)ri /1 Hall) i/ (al2) / (al3) (ald)

1 ‘(b0 1 “(b,1) (b,2) (b,3) (b,4)
M S W W W

Figura 5.1: Fragmento del grafo de Cayley Gk, xz ((a,0),1b,0),(e,1)}- Los vértices de L (ay,(a)b)
estéan resaltados en verde. Si x es una configuracion en un K, x Z-subshift estabilizada por
L2,(a),(ayb), un dominio fundamental de x se encuentra con fondo rojo. Los vértices en un
mismo rectangulo deben tener asignado el mismo simbolo en x.

Esta parametrizacion permite explicitar un poco més la funcién zeta de un 1" x Z-sistema.

Proposicion 5.10 Sea T un grupo finitamente generado y T’ X Z ~* X un T X Z-sistema.
Sea H un conjunto de representantes de las clases de conjugacion de subgrupos de T'. Entonces

ST/ H]|
§al2) = exp Z Z [|N(H)/H]| Z PETL iy (O)
I>1 HeM HkeNp(H)/H
DEMOSTRACION. Directo de las Proposiciones 5.6 y 5.8. [

Del calculo anterior sigue una férmula para la funciéon zeta £ 7«7z del full- N-shift sobre 7"
Z. Basta calcular la funcion zeta de la accion trivial &; 7«7z de T' X Z, pues para cualquier grupo
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numerable Gy subgrupo H € Z de indice finito tenemos que pery (G ~° {1,..., N}%) =
NIG/Hl vy entonces
(N2)ic/H]
Ena(z) =exp ——— | =&.a(N2).
};I |G/H|

Proposicion 5.11 Sea T un grupo finitamente generado, H un conjunto de representantes
de clases de conjugacion de subgrupos de indice finito de Ty N € N. Entonces la funcion
zeta del full-N-shift sobre T' X 7. es

1
Evrea(2) = || (1— (Nz)lT/H1) (5.11)

HeH

En particular, si H es finito entonces Enrxz(2) es la inversa de un polinomio.

DEMOSTRACION. Calcularemos la funcion zeta de la acciéon trivial. Para ello basta notar que

SAT/H|

Gurealz) = e | DD e 7 I[Nz (H)/H]| Z :
>1 Hen T HEENT(
zl\T/H|

=exp | > >

HeH 1>1

1

_ T/H| —

HeH HeH

Si T tiene finitos subgrupos de orden finito entonces H es finito y nrxz(2) es la inversa
de un polinomio. El caso extremo de esta situacion es cuando 7' es infinito y simple, ya que
en tal caso T no tiene subgrupos no triviales de indice finito (pues cualquier subgrupo de
indice finito contiene un subgrupo normal de indice finito).

Observacion 5.12 La ecuacion (5.11) generaliza el resultado (5.7) al tomar T = Z%7': en
este caso H consiste en todos los subgrupos de Z%~* y entonces

1 1
l =, = o=

HeH n>1

5.3. Foérmulas de producto

Las formulas de producto (5.8) y (5.9) tienen la siguiente forma general.

Lema 5.13 Sea G un grupo numerable y G ~* X un G-sistema. Dada una orbita finita

v C X yx, € v arbitrario definimos &1 sap.(y) como la funcion zeta de la accion trivial de
Staby(x.). Entonces

§a(z) - H gl,Staba('y)(zlﬂ)‘

v orbita finita
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DemosTRACION. Notemos primero que si x,y € 7 entonces Stab(z) es conjugado a Stab(y),
de modo que la clase de isomorfismo de Stab(y) esté bien definida.

Supongamos primero que X = 7 es una Orbita finita, y escribamos x = x,. Para cada
y € 7, fijemos g, € G tal que g,.x = y. Luego

e/
) = exp ——{y € Y | Stab, > L}| | . (5.12)
|G/L|
LeT
Como Stab, (y) = Stab,(g,.z) = g,Stab,(x )gy , tenemos que 5.12 es igual a
>y e >y Jom 3 L1G /(g5 Lay)|
2 2 omT & oz 2 [/t
gyStaba (x)ngZL gyStaba (z)gy ' >L Stabe ()>L
Recordando que |G/(g, ' Lg,)| = |G/L| obtenemos que
IG/L| |G/L| |G/L|
z z z
§alz) = VeI Vim777 = 7 = Sistaba (21
Z Z G/L] Z G/L] Z [Stab (7)/L| v
Stabq (z)>L Stabq (z)>L Staba (z)>L

donde hemos usado |G/L| = |y||Staba(7y)/L|.

Si X no es una orbita finita, escribiendo a, como la restriccion de « a una orbita finita
v sigue que

fa(Z) = H fa«,(z) = H fl,Staba('y)(ZM)' L

~ orbita finita ~ orbita finita

El trabajo adicional, que depende de cada grupo, consiste en reorganizar el producto
sobre las orbitas segtun las clases de isomorfismo de Stab(y). Esto permite encontrar una
formula de producto mas explicita para acciones de T' X Z con T un grupo abeliano finito,
anéloga a las formulas de producto mencionadas anteriormente. Como no tenemos (atin) una
caracterizacion explicita de las funciones zeta de acciones triviales de todos los grupos 1" x,;, Z
de tipo I, debemos restringirnos a 1" abeliano para este resultado.

Proposicion 5.14 Sea T un grupo abeliano finito y T X Z ~* X un T X Z-sistema. Entonces

Salz) = 11 11 1_ zmnH/H\

v drbita finita, HeHp
Stab(v)=L,u, k)

donde para cada H < T, Hy es un conjunto de representantes de clases de conjugacion (en
H) de subgrupos de H.

En particular, los coeficientes de £,(z) son enteros nonegativos.

DEMOSTRACION. Por la Proposicion 5.11 y el lema anterior basta probar que cada subgrupo
Lg.mary <T x Z es isomorfo a H x Z. Esto sigue de la Proposicion 5.8 pues 7" es abeliano.
Por otro lado, la ecuacion 1/(1 — 2z) = > ;2" implica que los coeficientes de &,(z) son
enteros nonegativos. - O
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5.4. Funciones zeta de SFTs

La dindmica del sistema (X, «) casi no ha intervenido en las funciones zeta &, en los casos
que hemos estudiado hasta ahora. En efecto, la funcion zeta de la accion trivial de un grupo
G es basicamente una clase de funciéon generatriz de la secuencia {a,(G)},en del nimero de
subgrupos de indice n en G.

Para obtener resultados mas interesantes necesitamos considerar grupos 1'xZ con T finito.
Calcularemos la funcion zeta de acciones 1-bloque T'x Z n~° Y donde Y es un Z-subshift de
vértices.

Lema 5.15 Sea T un grupo finito, Y un Z-subshift y'T' X Z ~° Y wuna accion 1-bloque
determinada por w. Sea H < T un subgrupo. Definimos

1. B2 C B como el conjunto de simbolos fijados por las permutaciones {7 }iem,

2. YH como el Z-subshift Y N (BH)Z, y

3. para cada Hk € Np(H)/H la funcion i, = 7Tk|BH.

Entonces ©" determina una accion 1-bloque (Np(H)/H x Z) 7" Y.

SiY es un Z-subshift de vértices presentado por la matriz B, definamos BY € Mg gn ({0,1})
como la restriccion de B a los indices B . Entonces el par (B 7™) determina la accion 1-

bloque (Np(H)/H x Z) ~n°" YH,

Si Y es un Z-sdfico, YH también lo es.

DemosTRACION. Notemos primero que las permutaciones {7y }ren, (i) Preservan B para cada
h € H,k € Np(H) tenemos que k~'hk € H y entonces

7 0 (D) = T 0 Tp—171(0) = 74 (D)

cuando b € B. Por otro lado, la definicion de 7%, no depende del representante k: si
Hk = HE € Np(H)/H entonces k = hk' con h € H, y luego

it (b) = mp (b) = mp 0 T (b) = i (b) = iy (b)

para todo b € BY. Luego nfj,: BY — B esté bien definida. Como 7|, es una accién de
Np(H) en B, tenemos que 7/ = nr|,, define una accion de Ny (H)/H en BY.

Supongamos ahora que Y es un Z-subshift de vértices. Es claro que la matriz B presenta
el Z-subshift Y. Ademés, para b,/ € B y Hk € Ny(H)/H tenemos la igualdad

(B") e, )2, ) = Br@)mv) = Bor = (B ).

La Proposicion 2.6 muestra que (BY 7') determina una acciéon 1-bloque (Np(H)/H %
Z) ~" Y H

Finalmente, si Y es un s6fico entonces la interseccion Y =Y N (B7)Z también lo es pues
la clase de Z-soficos es cerrada bajo la interseccion (ver [LM95]). O
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Lema 5.16 Sea T un grupo finito, Y C B% un Z-subshift y T X Z ~° Y una accion 1-bloque
determinada por w. Sea L gk < T X Z un subgrupo de indice finito.

Definimos Wy : Li(YH) — (BT)2 en cada u =y ---u; € Li(YH) por

n/l
s () = (" (g 1)) nez

donde v’ = (7)) (u))ugug - - - .

Entonces pery,, . (V) = {u € L,(Y?) | Uggi(u) € Y}|. En particular, si Y es un
Z-subshift de vértices presentado por la matriz B, entonces

PETL 1y () = tr(B™) Posr ).

DEMOSTRACION. Siy € Y verifica Stab,(y) > L, mr), entonces

7Th(yn) = 0(h,0) <y>n = Yn

para todo n € Z, h € H. Luego y € Y¥. Ademas, para cada (k™,ml) € Lopgur y n € Z
tenemos que

ka(ynfml) - 7T]gn[—](Z/nfml> = O(kmH,ml) (y)n = Yn. (513)

En particular y; = 7, (yo) e y estd determinado por y}[l ) La ecuaciéon (5.13) también
muestra que, si v’ = (72,)7 (y1)y1y2 - - - y; entonces

y = (me) 7 ) () () ()P () - - (5.14)

es decir y = My (y| 1 ”). Reciprocamente, la ecuacion (5.14) implica que cualquier Iy, (u) €
Y define un punto cuyo estabilizador contiene a L, g, gr). Esto prueba la primera afirmacion.

Concluimos la segunda afirmacion a partir de la igualdad

te(B") Py ) = Y (B")'Pos oo = D (B")ympp = Hw € Lisa (Y1) | wy = m(wo) }.

beBH beBH
]

El lema anterior y la Proposicion 5.10 muestran que la funcion zeta de una accién 1-bloque
T X Z ~° Y determinada por (B, ) es

ST/H|
H\l
- oxXp Z Z I[|Ny(H)/H| Z tr((B”) Pﬂgk)
I>1 HeH HkeNr(H)/H
Para simplificar tr((B? )lPﬁgk) serfa muy 1til poder diagonalizar las matrices Py simulta-
neamente. Esto solo es posible en general cuando T' es abeliano. Sin embargo, podemos usar
nociones de teoria de representaciones de grupos finitos para manejar el caso general.

Definicion 5.17 Sea T un grupo finito.
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1. Una representacion de T es un par (p, V') donde V' es un espacio vectorial de dimen-
sion finita sobre C y p: T — GLy(C) es un morfismo de grupos.

2. Una representacion (p, V') de T se dice trivial si V' es unidimensional y p es idéntica-
mente iqual a idy .

La definicién de una representacion resulta natural al pensar que muchos grupos finitos
de origen geométrico nacen como grupos de matrices. Es comun identificar la representacion
(p, V') con el espacio V si no hay riesgo de confusion.

Definicion 5.18 Sea T un grupo finito y (p,V') una representacion de T

1. Una subrepresentacion de (p, V') es un par (,0|W7 W), donde W <V es un subespacio
vectorial invariante bajo la accion de p y p}W: T — GLy(C).

2. La representacion (p, V') se dice irreducible si sus unicas subrepresentaciones son si
misma y (p|{0}7 {0})

3. Un morfismo entre dos representaciones (p, V'), (p/, V') es una transformacion lineal
0:V = V' tal que Qo p = p' 0. El morfismo 6 se dice isomorfismo si 0 es invertible,

y se dice endomorfismo si V =1V".

4. La suma directa de n € N, representaciones {(pi, Vi) h1<i<n de T es la representacion
(B1cic, Pi»Dicic, Vi), y se escribe como @, Vi. La suma directa de n copias de
una representacion (p,V') se escribe V.

Las construcciones de la definicién anterior toman sentido en los siguientes resultados
fundamentales.

Proposicion 5.19 (ver [Hal59|) Sea T' un grupo finito y (p, V') una representacion de'Y .

1. (Teorema de Maschke) La representacion (p, V') es isomorfa a una suma directa
® v
1<i<n

donde los V; son representaciones irreducibles no isomorfas entre si a pares y los n; son
enteros estrictamente positivos. Los n; quedan determinados unicamente por (p,V'), y
los V; quedan determinados salvo isomorfismo.

" se llaman componentes isotipicas de (p, V).

Las subrepresentaciones V;
2. Un endomorfismo de una representacion estabiliza sus componentes isotipicas.
3. Si (p,V) es irreducible y no trivial, entonces Y . p(t) = 0.

El teorema de Maschke generaliza la observacion que todo conjunto de matrices cuadradas
{P;}, que conmutan entre si son simultdneamente diagonalizables. Cuando (p,V’) es una
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representacion unidimensional, el item 3 de la proposicion anterior se reduce a la identidad
conocida Zwegn w = 1,1, donde €2,, C C es el conjunto de las raices n-ésimas de la unidad.

Estas consideraciones permiten calcular la funcién zeta de un T' x Z-SFT cualquiera.

Teorema 5.20 Sea T un grupo finito, Y un Z-subshift de vértices y T X Z ~° Y una
accion 1-bloque determinada por (B, ). Sea H un conjunto de representantes de clases de
conjugacion de subgrupos de T

Para cada H € H, definimos VH = ﬂerNT(Hg)/H VEE donde VEHF C CB" es el espacio
ropio asociado a 1 de la transformacion P.x . También definimos QF como el multiconjunto
prop THk J
de valores propios de B restringido a V.

Entonces la funcion zeta de o es

1
5.15
H H 1 —wz|T/H|) lg_[ det(]dVH - Z|T/H|BH‘VH>7 ( )

HeH wGQH

y en particular es la inversa de un polinomio.

DEMOSTRACION. Partimos de la igualdad

LNT/H]
=exp | Y Z > u((BMPu)
I>1 HeH [Nz (H)/H| HkeNr(H)/H i

T/H|

= exp ZZ”NT ik (BN > Pa |- (5.16)

HeM 1>1 Hk<Nrp(H)/H

Fijemos H € M. Sea (py, CE") la representacion de Ny(H)/H definida por py(Hk) = P .
Notemos que V# corresponde a la componente isotipica de la representacion trivial. La
Proposicion 5.19 muestra que la transformacion )., Ny (H)/H Pﬁgk es nula salvo en V7,
donde (por su definicién) todas las Pﬂgk actian como la identidad. Luego

S P = INe(H)/H|Qya

HkeNp(H)/H

donde Q1 es la proyeccion a V1.

La ecuacion BH P, = P,erBH muestra que BY es un endomorfismo de la representacion
(pu, cB” ), ¥ entonces preserva sus componentes isotipicas. Por lo tanto, para todo [ > 1 la

transformacion (B)!Qyu es nula salvo en V| donde coincide con (BHlvH)l
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De (5.16) concluimos que

T/H]|
—eXp (ZZ”NT /Hl ((BH)l‘NT(H)/H’QVH))

HeH 1>1
AT/ H|
= exp (Z Z tl'((BH‘VHy))
I>1 HEH
AT/ H|
- (Z P g )
I>1 HEH weNH
— exp (Z > —log(1 —wz"/Ml) ) II 11 (1= WZ|T/H|>
HeM weH HeH “’GQH

donde hemos usado que la traza de una transformacién es la suma de sus valores propios.
La segunda igualdad de (5.15) sigue de recordar que el determinante de una matriz es el
producto de sus valores propios. O

5.5. Funciones zeta de s6ficos

Calcular las funciones zeta de T' x Z-soficos se reduce a aplicar la misma estrategia de
conteo que se usa en 7Z para encontrar el nimero de puntos peridédicos de un Z-sofico, junto
con el céalculo llevado a cabo en el Teorema 5.20. Como hemos trabajado hasta ahora con
Z-subshifts de vértices y no con Z-subshifts de aristas, el argumento combinatorial es un poco
més complejo de enunciar que en las demostraciones clasicas.

Necesitamos enunciar un lema combinatorial previo. Dado un conjunto totalmente orde-
nado A y una funcioén inyectiva f definida sobre un subconjunto de A, definimos su signo
como sgn(f) = (—1)¥) donde

N(f) = [{(a,b) € Dom(f) x Dom(f) [ a <by f(a)> f(b)}.

Sigue que sgn(f o g) = sgn(f)sgn(g) cuando f, g son funciones inyectivas con los dominios
apropiados.

Lema 5.21 (ver [LM95]) Sea B un conjunto finito, totalmente ordenado y no vacio. Sean
7: B — B una permutacion yC ={E C B | E es no vacio y m(E) = E}. Entonces

Z(—l)‘EHlsgn(ﬂE) =1.

EeC
Lema 5.22 Sea T un grupo finito, Y C B un Z-séfico y T X Z ~° Y una accion 1-bloque
determinada por w. Sea L gk < T X Z un subgrupo de indice finito.

H

Sea (Nr(H )/H X Z) ~°" YH C B la exstension derecha de Krieger de la accion
(Np(H)/H x Z) ~°" YH C BH.
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Entonces existen matrices cuadradas {B]' € Mrf,rﬁ({Oa +1M) 1< 5 < |BH|} y
[Py, € My ({0, £1)) | 1< j < |BY), Hk € Nr(H)/H)

de dimensiones rf € N, tales que

1. tememos la igualdad

|BH|
Persy (@) = S (=17 (B Pay ), (5.17)

Jj=1

2. para cada 1 < j < |BY| la asignacion
Hk € Npr(H )/Hr—>,0 (Hk) = Pen _;

es una representacion de Nr(H)/H, y la matriz B]H conmuta con {Pﬁgw}erNT(H)/H.

DEMOSTRACION. Sea £°: YH — YH ¢l factor 1-bloque resolvente a la derecha entre la exten-
si6n de Krieger Y e Y# . Escribimos B¥ como la matriz que presenta a Y.

Sea Mgy : L;(YH) — (B")% la funcién definida en el Lema 5.16. Nos interesa estudiar
Dypy = {u € (BH) | Ugpy(u) € YA} pues perL(l’H’Hk)(a) = |Dupl.

Para cada b € BY y b e B existe a lo mas un i’ € B vecino de b en el grafo I'(BH) tal
que E(b’ ) = b pues L es resolvente a la derecha. Luego cada b € B¥ define una funcién parcial
de B en sf mismo. Podemos extender esta definicion para una palabra finita u € (BH )* por

composicion. Notemos que la palabra u también define una funciéon parcial de 28" on s
mismo por u(S) = {u(s)}ses cuando u(s) esté definido para todo s € S.

Sea
o H\L | o AH . _ ~H
k= 1u € (B7)" | existe un E' C B” no vacio con u(FE) = 7y, (E)}.

_ /
Afirmamos que Dgy; = Dy, ;-

1. Veamos la inclusion a la derecha. Sea y = gy, (u) € YH v sea

3= (9" (Y-o0i-1)))iez € (B).

La secuencia § verifica § € Y, L>(y) =y y ademés 6 O'(Z HE) (9) = 9. Como L(Jp1y) = ypy = u
e i = 7l (), entonces tenemos que E = {fo} verifica u(E) = 7%, (F).

2. Veamos la inclusion a la izquierda. Sea E C B no vacio con u(E) = #l, (E). La igualdad
Lo =7 o £ implica que (78, )7 (u)((7H,)(E)) = (#E,){(F) para todo i € Z.

Podemos construir una secuencia § € Y7 con £2(§) = My, (u) como sigue. Sea b, € E.
Como u(E) = #f, (E), existe un camino b}, ..., b! en el grafo D(BH) tal que

~

Lo-b)=u y b €pp(E).
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Como (7)) (u)(7H (E)) = (#H,)2(E), existe un camino b}, %, ...,b2 en ['(B¥) tal que
L) =mi(w) v B € (7f)*(B).

Iterando este argumento inductivamente hacia el pasado y hacia el futuro (solo se requiere
la ecuacion (w8 )= (u)((7E,)"H(E)) = (#1,)/(E)) obtenemos la secuencia requerida

El diagrama a continuacion ilustra la construccion de 3.

I vy T g i),
I L
(The) " (w) Uy Upg,-1) uy i (ua)

Concluimos la igualdad deseada.

Para cada 1 < j < \BH| definimos [;’]H ={S C BH | |1S] =7}y rf = \B]H] = ('BjH‘).
Fijamos de ahora en adelante un orden total en BH , de modo que para todo £ C BH no

vacio podemos definir el signo de una funcién inyectiva con dominio en F. Definimos entonces
BIT € My ({0, £1}) por
Jj g

sgn(b‘sl) si existe b € B con b(S;) = S5,

(Bf[)shsz = {

0 sl no existe tal b

y Pﬁgk,j < MT‘JH,T‘JH<{O7 :l:l}) por

( ) Sgn(ﬁ-gk|$’2) Si Sl = ﬁgk(*g?)?
Fiiged ) S1:52 = 0 si no

para todo Sy, Sy € 5’;{ La matriz B]H esta bien definida: a lo mas existe un b € B que

verifica b(S;) = Sy v en tal caso b (como funcion) es inyectiva, pues |S;| = |Ss.
Luego
\BH| |BH|
DB (P, ) = D (=17 Y (B ) pan msen(i )
j=1 j=1 EeBl

_ Z (—1)‘E|+1sgn(u|E)Sgn(7Argk}E)

EgéH no vacio,
existe ue(BH)!
u(B)=rH (E)

Z Z \E|+1sgn(u|E>Sgn(7}gk}E)

we(B)! BeC,
donde C, = {E C B" | E es no vacio y (#%,)"' o u(E) = E} es posiblemente vacio.
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Fijemos u € (B?) y supongamos que C, es no vacio. Sea B, C B el conjunto maximal

tal que (72,)7' o u(B,) = B, (la unién de dos conjuntos que satisfacen esta igualdad la
H

satisfacen también, y al menos un conjunto E € C, la satisface). Como (7,)~! o u es una
permutacion de B, y

C.={E CB,| E esno vacio y (i1, ) ' ou(E) = E},

el Lema 5.21 muestra que

D (=D sgn(ul Jsen(il ) = > (=) sgn((7 ) oul ) = 1.

E€Cu EeCu
Concluimos que

1B
(=17 e (B (Pra, 1)) = [Pl = [Danal = perg, ;. (0).
Hk ( )

J=1

Esto prueba la primera afirmacion del enunciado. Para la segunda, notemos que las matrices
PﬁH tienen como inversa a PT . Dados 51, .5 € BJH , la igualdad
J Hk’
~H
(Pfrgk,jpfrgk,,j 51,82 = E 1g,_ =#H (E)S8N WHk}E 1p_su (Sg)Sgn(WHk|52)
EeBH

5)

_ (71 ~H

= Lo —rH, ont (55580 WHk‘AH /(32))Sgn(7THk’

= ]‘S S. Sgn(ﬂ /|
1=#t (958 Trer | g,

= (PirH ')51752

Hkk”‘]

muestra que pH define una representacion. Supongamos ahora que b € B es tal que b(S;) = Ss.
Luego 7, (b )(ﬂ'Hk(Sl)) =71 (S,) y entonces

(PT BHPfrgk,j)ShSQ Sgi 71-Hk|5 (B )WHk(Sl wHk(Sg)Sgn WHk‘S
gn (7, 2) Hsegn(mg, (b ‘AH (8 1))sgn WHk‘Sl)
= sgn((Txlg,) ™ o i (b | AH(S1) © WHk‘SI

gn(b\sl (Bi)s,.5

S
Sa

n

donde hemos usado que
H 1 _H ~H
(T bk S5 )" o WHk(b)‘ﬁ-gk(Sl) © WHk|51 =b
como funciones en la pentltima igualdad. Si no existe tal b € B, entonces tampoco puede
existir &' € B con b'(7H,(S))) = #H, (S,), pues en tal caso (72, )~1(0')(S;) = Ss, una contra-
dicciéon. Luego PﬁTH jBf Pﬁgk ;= B]H . Esto termina de probar la segunda afirmacion. O
Hk> c?

Observacion 5.23 En realidad los conjuntos BH son mds grandes de lo estrictamente nece-
sario. St definimos BH {SCB||S|=jy |£( )| = 1} entonces la demostracion anterior
sique valiendo. En efecto para cualquier palabra u € L(Y) y subconjunto no vacio E C B
en el dominio de u, el conjunto u(E) verifica |L(u(E))| = 1. Si ademds w(E) = 78, (E),
entonces E también cumple |L(E)| = 1. Luego los tinicos conjuntos que aportan en la suma
(5.17) estdn en BH 1<j<|BY.
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Tras este resultado combinatorial el resto del calculo sigue exactamente los mismos pasos
que el Teorema 5.20.

Teorema 5.24 Sea T un grupo finito, Y un Z-sdfico y T X Z N Y una accion 1-bloque de-
terminada por . Sea H un conjunto de representantes de clases de conjugacion de subgrupos

de T
Para cada H € H, sean
1. (Np(H)/H x Z) ~°" YH C B¥ la extension derecha de Krieger de la accion 1-bloque
(Np(H)/H x Z) ~n°" YH C B,

2 {BIT € My, ({0,£1)) [ 1< j < |B7]} y

{Prs, ; € My i ({0, +1}) |1 <j < |BY|, Hk € Np(H)/H}

T kg
las matrices definidas en el Lema 5.22, y

3. para cada 1 < j < |BY|, Vi = ﬂerNT(HQ)/HV donde VF C C"5' es el espacio

propio asociado a 1 de la transformacion P, Rl

Entonces la funcion zeta de o es
|BH|
T/H| pH —1)J
= [1 11 detttdys — ="M B] )™,

HeH j=1

y en particular es racional.

DEMOSTRACION. Del Lema 5.22 tenemos que

5 H
IT/H| 57|

= exp Z Z Ny (/] Z Z 1)+ ( BH) Pﬂgkj)

1>1 HEH HkeNp(H)/H j=1
Fijemos H € H y 1< j < |B|. Como
Hk € Np(H)/H v+ pj'(Hk) = P _;

es una representacion, nuevamente se verifica la igualdad

Z Pryg = [No(H)/H[Qy

HkeNp(H)/H

donde @y u es la proyeccion a V]H . Nuevamente la transformacion BJH es un endomorfismo
J

de (p¥f, C"7'), y entonces para todo | > 1 la transformacion (B )ZQVJH es nula salvo en V7,
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donde coincide con (Bf!vH)l. Luego

a8
_ i+1 H\l
o (S5 i D0 (@) X py
I>1 HEH HkeNr(H)/H
\BH| - Z”T/H| . l
R D) ST pE N (ETINY
HeH j=1 >1 !

y obtenemos la conclusion al recordar que

/A H l |T/H| pH
>t ((B]'],.0)") = — log(det(ldy — =7 7BY| )

>1

para todo 1 < j < |BH|. O

Observacién 5.25 Sea (X, o) un Z-subshift cualquiera y Z* ~* X la accion definida por
Q) = 0 Y o,y = tdx. Del cdlculo de la funcion zeta de un full-shift sobre 7% en [Lin96]

se desprende que
= H §J<Z])a
j21
de modo que si &, tiene al menos una singularidad w € S* entonces &, no puede ser extendida
(como funcion holomorfa) mds alld de D(0,1). Esta situacion contrasta fuertemente con
los Teoremas 5.20 y 5.24. Para marcar mds esta diferencia, seria interesante encontrar un

Z-SET X y un automorfismo ¢ de X (distinto de la identidad) tal que se pueda calcular
explicitamente la funcion &, para o o) = 0, ao,1) = @.
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Conclusion

En esta tesis hemos estudiado los subshifts sobre grupos virtualmente-Z, mostrando que
el comportamiento de sus SFTs es muy similar a los de Z. Creemos que buena parte de
los problemas ya resueltos en la teoria clasica pueden adaptar sus soluciones a este nuevo
contexto, y que de alguna manera los grupos virtualmente-Z son la clase de grupos finitamente
generados mas amplia cuyos SFTs siguen las “reglas” de la dindmica simbolica unidimensional.
Una conjetura en esta direccion ya fue propuesta en |[CP15], que afirma que los grupos
virtualmente-7Z estan caracterizados por no poseer SE'Ts sin puntos fuertemente periddicos.

Sin embargo, quedan abiertas muchas extensiones posibles de los resultados presentados.

e Capitulo 3: Mezcla y la medida de entropia maxima. Pese a que los resultados
de este capitulo no requieren restricciones sobre el grupo virtualmente-Z considerado,
falta desarrollar un lenguaje que permita estudiar sistematicamente la acciéon de 7 en
un grafo I'(B). Cuando ¢ = idy, la accién 7 es por isomorfismos o anti-isomorfismos
de T'(B), pero en general 7 solo preserva caminos de largo m = ord(w) en I'(B).

Por otro lado, una construccion que parece viable es la extension de Fischer de un
GG-sofico positivamente transitivo, es decir, una extension G-SFT resolvente y positi-
vamente transitiva. Esto permitiria extender a G-séficos positivamente transitivos los
resultados de este capitulo. Sin embargo, se puede probar [KR13| que existen acciones
1-bloque de D, en un Z-séfico irreducible Y tal que la extension de Fischer bilateral
no es positivamente transitiva. Se requieren més ideas en esta direcciéon para tratar el
caso de los grupos de tipo II (para grupos de tipo I la extension de Fischer a la derecha
funciona bien).

e Capitulo 4: Extensiones de full-shifts sobre D...

.Dada una accion 1-bloque Dy, ~7 Y en un Z-subshift de vértices Y con entropia >
log N, es posible adaptar las construcciones de este capitulo para construir un factor de
Dy n° Y a cualquier accion 1-bloque Do, ~7 {1,..., N}2? La respuesta es afirmativa
si N es un cuadrado perfecto y o es determinada por una involucion m, con v N puntos
fijos, pero el caso general no esta completamente resuelto.

También queda abierto el problema de encontrar una condicién menos restrictiva sobre
7 para construir factores a T x,, Z-full-shifts Z partiendo de un 7" x,, Z-SFT Y con
suficiente entropia. Se puede argumentar que la condiciéon propuesta al final del Capitulo
4 no es natural, pues permite construir factores a cualquier accion 1-bloque T'xyZ N7 Z
donde Z es el Z-full-shift con N7 simbolos.
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Un candidato para esta condicion es que para cada subsistema (Z, o] gu) de (Z,0)
fijado por un subgrupo H < T exista un subsistema (YH,J|YH) de Y con entropia
mayor o igual a la de Z y también fijado por H.

e Capitulo 5: Funciones zeta sobre 1T x Z.

Una extension deseable de los resultados de este capitulo es el célculo de funciones
zeta de SF'Ts y soficos sobre cualquier grupo virtualmente-Z. Este calculo requiere
enumerar los subgrupos de indice finito de un grupo virtualmente-Z arbitrario. Pese a
que las funciones zeta de SF'Ts sobre D, no son racionales, esperamos al menos que
las funciones zeta de SF'Ts sobre grupos virtualmente-Z se distingan de las de Z? por
admitir una extensiéon holomorfa a un dominio no acotado de C.

La extension mas directa parece ser a la clase de grupos 1" X, Z virtualmente-Z de tipo
I. No existe un anélogo general del lema de Goursat para productos semidirectos, pero
quizas se puede reducir al caso del producto directo usando que v tiene orden finito.

Por otro lado, no es dificil probar que la funcién zeta de un T'x Z-SF'T es una invariante
més fina que la entropia. ;Ocurre lo mismo con 7' x Z-s6ficos?

e Apéndice: Splittings y amalgamaciones sobre grupos finitamente generados.
. Existen condiciones naturales sobre el grafo de Cayley de un grupo finitamente genera-
do GG y las matrices que presentan un G-NNSFT tales que nuestro formalismo matricial
preserve la esencialidad de estas matrices? jHay semigrupos distintos de F donde se
puede decidir el problema de conjugaciéon con las ideas desarrolladas por Williams?

También notamos varias direcciones inexploradas por completo en esta tesis.

e ;Las técnicas que prueban el teorema de embebimiento de Krieger admiten una ex-
tension a este contexto? ;Los G-SF'Ts que ademés son grupos compactos admiten una
clasificacién como la que vale en Z7

e Como mencionamos en el Capitulo 2, queda abierto el problema de embeber el grupo
libre F5 o la suma directa de una cantidad numerable de copias de Z en el grupo de
automorfismos de un G-SF'T mezclador de entropia positiva. También parece posible
probar que el centro del grupo de automorfismos es (o 1)) (resp. (o)) en este caso.

e De la reescritura de un G-subshift como un Z-subshift en el Capitulo 2 sigue rapidamen-
te que la subdinamica proyectiva de cualquier G-sofico es un Z-sofico. Este formalismo
quizas permita extender los resultados de Bustos [Bus16] sobre la subdindmica proyec-
tiva de Z-SFTs sobre grupos virtualmente-Z.

Estas preguntas constituyen una posible linea de investigacion posterior a este trabajo que
permitiria profundizar y afianzar los resultados entregados.
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Apéndice A

Splittings y amalgamaciones en
(G-subshifts

En este apéndice se introduce una generalizacion de las operaciones de splitting y amalga-
macion a G-subshifts donde G es cualquier grupo finitamente generado. Después de explicar
la generalizacion a ZI-NNSFTs desarrollada en [Sch08], se entrega la definicién para subshifts
sobre grupos finitamente generados y se prueba una version del teorema de Williams en este
contexto. Después, se entrega un formalismo matricial que permite relacionar las matrices
que presentan un out-splitting con las matrices del subshift original. Finalmente, se observa
que los splittings y amalgamaciones preservan la esencialidad de las matrices involucradas
cuando el grafo de Cayley subyacente es un arbol, y se entrega un ejemplo de un subshift
sobre un grupo virtualmente-Z donde no ocurre este fenémeno.

Este desarrollo fue motivado por el deseo de comprender cémo realizar splittings en D.-
SEF'Ts. La manera adecuada de hacerlo esta delineada en el Lema 2.7, pero este enfoque tiene
sentido en un contexto més general. En particular, el teorema de Williams es vélido para
subshifts sobre cualquier grupo finitamente generado.

A.1. Resultados previos

En [Sch08] se propone una generalizacién de la nocion de splittings y amalgamaciones
a Z-NNSFTs. Esta preserva la idea de particionar los sucesores (en una direccion fija) de
cada simbolo del alfabeto A para que cada a € A capture informacion sobre los simbolos que
puede ver a en esta direccion. Sin embargo, la presentaciéon hace énfasis en un formalismo
matricial asociado que permite calcular matrices que presentan el out-splitting.

Definicion A.1 Consideremos X = X{Ae,-}flzl un Z-NNSFT definido por matrices A., €
M4 4({0,1}). Fijemos una direccion e,.

1. Decimos que un Z4-NNSFT X' = X{A/e_}dzl es un out-splitting de X en la direccion

em st existe un conjunto finito de indices A', una matriz de division D € Mg 4 ({0,1})
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y una matriz sin filas idénticamente nulas E € M 4({0,1}) con A, = DE tales que

Al =EDyA, =(D"A,D)© (EA,E") para cada 1 < i < d, i #m.
2. Decimos que un Z4-NNSFT X' = X{A;.}‘Ll es un in-splitting de X en la di-
reccion e,, si existe un conjunto finito de indices A’, una matriz de amalgamacion
C € Mu 4({0,1}) y una matriz sin columnas idénticamente nulas E € M 4({0,1})
con A.,, = EC tales que
Al =CE yA, =(CA,C")e (ETA,E) para cada 1 <i < d, i # m.

3. Una out-amalgamacion (resp. in-amalgamacion) de X es un Z*-NNSFT X' tal
que X es un out-splitting de X' (resp. in-splitting).

Pese a que la definicion esté formulada en términos meramente matriciales, al considerar
estos out-splittings es esencial pensar como en el caso unidimensional los roles de D y E:

1. La matriz D define el conjunto A/ = {a’ € A" | D, = 1} de simbolos a’ € A" que
provienen de “subdividir” un simbolo a € A segin sus sucesores.

2. La matriz E especifica la particion de los sucesores de cada a € A por Eyp, =1 ssi b es
sucesor de a en la direccion e, (es decir, (A, )ap = 1). La condicion de que E no tenga
filas (resp. columnas) idénticamente nulas se pide para no tener particiones vacias de
sucesores y entonces no tener filas (resp. columnas) idénticamente nulas en la matriz
A, del out-splitting (resp. in-splitting).

Ahora bien, la forma de las matrices Af , i # m se debe a dos consideraciones. Para fijar
ideas, supongamos que los Af son un resultado de un out-splitting. Sea A: A" — A la funciéon
sobreyectiva definida por D,y = 1a—a@)-

1. El término DT A, D se puede escribir
(DTAeiD)a’,b’ = (Aei)A(a’),A(b’)

para todo a/, b’ € A’. Luego las transiciones permitidas por esta matriz entre a’, b’ en la
direccion e; son las transiciones permitidas por los simbolos de “base” A(a’), A(b') € A,
como se espera.

2. El término FA., E" elimina aquellas transiciones entre simbolos de A’ cuyas ‘compo-
nentes’ en la direcciéon e, no son compatibles: notemos que

(EAeiET)a’,b’ = Z Ea’,a<Aei)a7bEb’,b
a,be A

para todo da/,b € A, de modo que esta suma es cero exactamente cuando no existen
a,b € A en las particiones que representan a’ y b’ respectivamente tales que la transicion
de a a b en la direcciéon e; esté permitida.
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En un in-splitting la matriz C' toma el rol de D, y las observaciones anteriores son vélidas
haciendo ese reemplazo. En general, si las matrices { A, }; son esenciales entonces las matrices
resultantes {4 }; no necesariamente lo son (ver la Observacion A.21). Sin embargo, los
términos EA, E' (resp. ETA,, F) pueden eliminar transiciones no realizadas en el subshift
conjugado X'.

La pertinencia de esta generalizacién proviene de los siguientes resultados.

Proposicién A.2 (|Sch08|) Sea X un Z!-NNSFT.

1. Cualquier splitting X' de X es conjugado a X .

2. Sea Y un Z4-NNSFT y ¢: X — Y wuna conjugacion. Entonces ¢ se escribe como
composicion de splittings y amalgamaciones.

Pese a que esta generalizacion del teorema de Williams se puede probar con exactamente
la misma estrategia que en Z como en la proxima seccion, la demostracion de [Sch08| utiliza un
resultado auxiliar de H. Aso para escribir cada conjugacion entre Z?-SFTs como composicién
de codigos bipartitos (ver [Aso00]). La misma estrategia fue utilizada por A. Johnson y K.
Madden para probar un teorema similar sobre sistemas textiles en Z? [JM99].

A.2. Descomposicién de conjugaciones

No seguiremos la ruta de [Sch08|, en el sentido que definiremos los splittings y amalgama-
ciones como operaciones sobre un G-subshift X cualquiera. En la proxima secciéon veremos
coémo afecta esto a las matrices involucradas cuando X es un G-NNSFT.

En toda esta secciéon, G serd un grupo finitamente generado y S C G\ {e} sera un
generador finito. Sin pérdida de generalidad, siempre asumiremos en este capitulo que las
matrices {A;}es que presentan un G-NNSFT no tienen filas ni columnas idénticamente
nulas, pues en tal caso el simbolo correspondiente a esa fila o columna no se realiza en el
subshift y lo podemos quitar del alfabeto.

Definicion A.3 Sean X C A%, X' C (A)Y dos G-subshifts. Fijemos s € S.

1. Decimos que X' es un out-splitting de X en la direccion de s € S si para cada
a € A existe una particion P* = {Pf,..., P} } de Sucs(a) en partes no vacias tal que
o(X) = X', donde

(a) salvo renombramiento A' = {a’ |a € A, 1 <j <n,}, y
(b) ¢ =>°: X — X' es la conjugacion definida por la funcion local

D: wexs € Liosy(X) —al e A (A.1)
donde 1 < j < n,, queda definido por z, € P;.
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2. Decimos que X' es un in-splitting de X en la direccion de s € S si para cada
a € A existe una particion Q% = {QF, ..., Q% } de Preds(a) en partes no vacias tal que
o(X) = X', donde

(a) salvo renombramiento A' ={a; |a € A, 1 <j<mg}, y
(b) & =®>°: X — X' es la conjugacion definida por la funcion local

P x12 € ,C{Sfl@}(X) = (:Ee)j e A (AQ)
donde 1 < j < my, queda definido por z,-1 € Q7°.

3. Decimos que X es una out-amalgamacion (resp. in-amalgamacion) de X' si X'
es un out-splitting (resp. in-splitting) de X .

Observacion A.4 Si s € S tiene orden 2 entonces Sucs(a) = Preds(a) para cada a € A, de
modo que las nociones de out-splitting e in-splitting coinciden.

Lema A.5 Sea X C A% un G-subshift y s € S.

1. Sea X' C (A un out-splitting de X en la direccion de un s € S y ¢: X — X'
la conjugacion definida en (A.1). Entonces la inversa de ¢ es el cddigo 1-bloque ov =
A®: X' — X donde A: a? € A+~ a € A.

2. Sea X' C (A)Y un in-splitting de X en la direccion de un s € S y ¢: X — X' la

conjugacion definida en (A.2). Entonces la inversa de ¢ es el cidigo 1-bloque o =
A*: X' = X donde A:a; € A'—a € A

DEMOSTRACION. Probaremos las afirmaciones para out-splittings pues las demostraciones co-
rrespondientes a in-splittings son analogas.

Si Tes € Loy (X) y definimos 1 < j < n,, por x, € P/, entonces
A(®(ze14)) = A(2?) = .

Por otro lado, si 2,z € L (X') entonces z, = a’, 2, = b/* donde a,b € A, 1 < jo < n,,
1<js<mpybe P} Luego

O(A(2))A(2))) = ®(ab) = @’ = 2.

Concluimos que para todo 2’ € X’ tenemos
¢ o a(r’) = d((A(zy))gea) = (P(A(zg) Alxy,)))gec = 2,
y para todo x € X tenemos
ao¢(z) = a((P(zg, 24s))gec) = (A(P(zg, Tys)))gec = - O
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Nos referiremos a ¢ como un coédigo de out-splitting (resp. cddigo de in-splitting)
y a o como un codigo de out-amalgamacion (resp. cédigo de in-amalgamacion).

Como la definiciéon de un splitting permite reetiquetar su alfabeto, cualquier codigo de
renombramiento entre G-subshifts X, Y es un out-splitting (resp. in-splitting) en la direcciéon
de s € S asociado a las particiones triviales P* = {Sucs(a)} (resp. Q* = {Preds(a)}) para
todo a € A. En el otro extremo tenemos a los splittings completos.

Definicién A.6 Sean X C A%, X' C (A)Y dos G-subshifts y sea s € S.

Decimos que X' es un out-splitting (resp. in-splitting) completo de X en la direccion
de s si es un out-splitting de X en la direccion de s asociado a las particiones P* =

{{b}}bESucs(a)a acA (T@Sp. Q" = {b}bEPreds(a)a ac A)

Luego las presentaciones higher-block X e} (resp. X [{e’s}]) son out-splittings (resp. in-
splittings) completos de X en la direccion de s. Recordemos del Capitulo 1 que la definicion
de la presentacién F-higher block X1 de un G-subshift X C A¢ es

XW = {2 € (ANY | ((29)e)geq € X ¥ (24) 5 = (z4f)e para cada f € F}.

El proximo lema muestra que cualquier presentacion higher-block de un G-subshift es conju-
gado a éste por finitos splittings. La demostracion es engorrosa pero genérica.

Lema A.7 Sea X C A% un G-subshift y s € S.

1. Sean F,N C G conjuntos finitos tales que ¢ € F N\ N. Entonces (XN es conjugado
a XN por un cédigo de renombramiento.

2. Sea F' C G un conjunto finito. Entonces para algun F D F finito la presentacion F-
higher-block XW! de X es conjugado a X por la composicion de finitos out-splittings e
in-splittings.

DemosTRACION. 1. Dado y € ((A)Y)F)“, escribiremos por claridad y = ((y)™) fernen)gec en
lugar de y = ((((Yg)n)nen)f) fer)gec- Esto equivale a identificar AV*F con (AN)F. También
escribiremos = = ((2))hern)gec € (AFN)C.

Sea ®: A"V — (AM)F 1a funcion local ®((p")hern) = (p7") ternen, y definamos ¢ como
el codigo > : XN 5 ((ANYF)E. Veamos que ¢(XIFN) C (XINHIFL: sean 2 € XIFN ¢
y = ¢(x) € (AM)F).

(a) Afirmamos que ((y5")nen)gec € XN En efecto, (Y5)gea = (5)gec € X pues z €
XN v sin e N, g € G entonces

Yo =l = al, =yl
donde nuevamente usamos que z € XN para la segunda igualdad.

(b) Afirmamos que para todo f € F, g € G tenemos (y) " )nen = (y;’}"‘)neN. En efecto,

(57" nen = (23" Inen = (@5 )nen = (@5pInen = (Y57 Inen

donde la segunda y tercera igualdad siguen de z € XN,
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Luego ¢(X"™) € (XIM)IF,
El codigo ¢ admite una inversa 1-bloque. Para cada h € F'N fijamos f(h) € F,n(h) € N
tales que h = f(h)n(h). Sea ®: ((A)N)F — AN la funcion local

‘i’((pf’n)feF,neN) = (pf(h)’n(h))heFN

Definamos ¢ como el codigo ®=: (XIVHIF] — (AFN)E Notemos que ¢ no depende realmente
de las elecciones de f(h),n(h), pues si h = f(h)n(h) = f'n’ € FN con f' € F,n’ € N entonces
para cada y € (XIWHIFl y 2 = ¢(y) tenemos

953 = yé(h)’“(h) = y;’f?;(l})l) pues y € (X[N])[F]
= y;’f?h)n(h) pues ((yy")nen)gec € X
= Yoprar
= yﬁ’ﬁ/ pues ((y;" )nen)gec € X
=yl pues y € (XL, (A.3)

Veamos que también ¢((XIVHIFT) € XN sean y € (XINHIF vy o = ¢(y) € (AFN)C,
(a) Afirmamos que (z8)4eq € X. En efecto, (45" )nen)gec € X implica que

(Y5 )gec = (g)gec € X

ya que podemos tomar f(e) = n(e) = e.

(b) Afirmamos que z" = Ty, para todo h € F'N, g € G. En efecto,

g =

= ;%?h)n(h) pues ((yz’n)neN)geG c xV

Finalmente, la igualdad pogp = id yrn sigue de dod = id 4r~. La igualdad ¢o b = id(X[N])[F]
sigue de notar que (A.3) muestra que ¢ es independiente de las elecciones f(h), n(h), y entonces
para cada y € (XIN)IFl y g € G tenemos

¢o é(y)g =®o (T)((yg’n)feF,neN) = (I)((ygn)feF,neN) = (yz(fn)’n(fn))feF,neN = (yg’n)feN,neN-

2. Supongamos primero que F' es un singleton {f} con f = f,f,_1--- f1 € W(S) una palabra
sobre SUS™!. Definamos G-subshifts { X;}7_, y subconjuntos finitos { F;}7_, de G’ como sigue.
Primero tomamos X, = X y Fy = {e}. Para cada 1 < j < n, definimos

F—F  UfF ¥ - el out-splitting completo en la direccion de f; si f; € S
A 7] el in-splitting completo en la direccion de f;  si f; & S.

Luego f € F,, y usando el item anterior vemos que para cada 1 < j < n existe un codigo de
renombramiento entre

X — (Xj_l)[{evfj}} = (XF-hleitl o xHefikl — x5

J
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En particular, existe un codigo de renombramiento entre X, y el F-higher block subshift
X ] El conjunto F' = F,, cumple lo requerido.

En el caso general, F' = {f'}/", con cada f' = f} .- f{ € W(S) y podemos repetir
la misma construccion. Sean {X;}7_,, {F}}}L, definidos como en el parrafo anterior para
f = fi. Para cada 2 < i < m definimos G-subshifts {ij %oy conjuntos finitos {Fj};‘;o por:
Xi=X-1 Ft = Fj;;l y para 1l <5 < n,,

ni—1" 1

Fi— B R xi— el out-splitting completo en la direccion de f; si f; € S
J =i I el in-splitting completo en la direccion de f; si f; ¢ S.

Nuevamente, para todo 1 < i < m tenemos que f' € FT’L y usando el ftem anterior n;

veces vemos que existe un codigo de renombramiento entre th_ y X 7], Ahora el conjunto
F = F" cumple lo requerido. [

Para probar un analogo del teorema de Williams en este contexto, seguiremos la misma
estrategia que en el caso unidimensional. El primer paso es reducir la memoria de la inversa
de una conjugaciéon 1-bloque a través de splittings y amalgamaciones.

Lema A.8 Sea ¢y = ¥>*: X — Y wuna conjugacion 1-bloque entre G-subshifts X,Y . Supon-
gamos que " tiene memoria F C G tal que |F| > 1, y que ademds F es débilmente conexo
en el grafo de Cayley Ga s.

Entonces existe un f € F\ {e} tal que F'\ {f} es débilmente conexo en Gg.s, y tal que
existe un s € S con fs™1 € F o fs € F. Ademds, existe un cddigo de splitting ¢: X — X'
en la direccion de s y un cddigo de amalgamacion completa oo: Y — Y en la direccion de s
tal que p = ¢p o)’ o donde Y': X' — Y' es un cidigo 1-bloque cuya inversa tiene memoria

FAA{S}

DEMOSTRACION. Si F' es un subgrafo débilmente conexo en G¢ s que no es un singleton, enton-
ces existe (ver [Die96]) un arbol generador 7 de F' con al menos dos hojas. Cualquier hoja
f # ede T verifica que F'\ {f} es débilmente conexo en G s. Ademés, como hay al menos
una arista de 7 incidente a f, existe un s € S con fs™' € F o fs € F. Haremos el caso en
que fs~' € F, ya que el otro caso es idéntico salvo que los in-splittings/in-amalgamaciones
toman el lugar de los out-splittings/out-amalgamaciones.

Sean A, B los alfabetos de X e Y respectivamente. Sea a: Y’ — Y el codigo de out-
amalgamacion completa en la direccion de sy ¢: X — X' el codigo de out-splitting en la
direccion de s asociado a las particiones

P*={{a€ A|acSucs(a)y V(a)=b}}en, a € A.

Reetiquetando podemos suponer que el alfabeto A" de X' es A’ = {x;y (@) | z € X}y que

¢ = (Px)>™ donde
Py Tty € Lo (X) — 2@ e A

Analogamente podemos suponer que el alfabeto B’ de Y’ es B/ = {y?
a~! = (®y)> donde

y € Y}, v que
Dy yoys € ,C{e,s}(Y) =yl e B

90



El diagrama que relaciona 1, o, ¢ y 1’ es el siguiente.

X 25 x

il |¥

Y(TY/

Notemos que para cada = (2g)gec € X y 2’ = ¢(z) = (q:g(z”))geg € X' se tiene que

(@) =a oo (@) = a Tt o(z) = a7 (W(xg))gec) = (¥(wy)""Y)geq
Luego ¢’ es 1-bloque.

Afirmamos que su inversa tiene memoria F' = F \ {f}. Sean 2/ € X' )¢y ¢ Y/ y z €
X,y €Y tales que y' = ¢'(2'), 2’ = ¢(z) e y = a(y’), de modo que y = ¢(z). Luego v/'|,
determina a y‘ » bor la definicion del out-splitting completo y porque f € F 's. El patron

®(ws)
= gje

y‘F a su vez determina a z, pues F es la memoria de v ~'. Como z, = ¢(x), e

Yo =y = ¥(xe)"™*) concluimos que y/|,, determina a . Luego ¢/~ tiene memoria F’. [
Teorema A.9 Si X,Y son dos G-subshifts y1: X — 'Y es una conjugacion, entonces 1 se
puede escribir como composicion de codigos de splitting sequidos de codigos de amalgamacion.

DEMOSTRACION. La Proposicion 1.26 muestra que para alguna presentacion higher-block Z de
X, 1 es 1-bloque. El Lema A.7 asegura que podemos reemplazar X por Z para propositos
de la demostracion, pues la conjugacion entre X y Z se escribe como una composicién de
splittings.

Sea F' la memoria de ¢)~!. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que e € F' y que
F es débilmente conexo en Gg . El Lema A.8 muestra que existen f € F, G-subshifts X! Y1,
un splitting ¢;: X — X' y una amalgamacion a;: Y' — Y tales que 11 = ¢, o oa;’ es
un codigo 1-bloque con conjunto de memoria F'\ {f}. El lema asegura ademas que F'\ {f}
es débilmente conexo y contiene a e. Estas condiciones permiten repetir el procedimiento. El
uso repetido del lema |F'| — 1 veces entrega un diagrama

b p|—
d’l ¢1l w‘le
Y < il }/1 Y Q| F|—1 |F|_1

donde para 2 < j < |F| — 1 los X,,Y; son G-subshifts, «;:Y; — Y,_; es un codigo de
amalgamacion, ¢;: X;_; — X, es un codigo de splitting y ¢;: X; — Y, es un codigo 1-
bloque cuya inversa tiene memoria F; C F' de tamafo |F| — j con e € Fj.

Luego t|r|—1 tiene como memoria a {e} y por lo tanto es un codigo de renombramiento.
Seguir el diagrama por el camino compuesto por el borde superior, ¥z y el borde inferior
entrega la conclusion. O]
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A.3. Formalismo matricial para G-NNSFTs

Cuando X es un G-NNSFT y X’ es un splitting de X podemos entregar matrices que
presentan a X' a partir de las de X . Estas se escriben a partir de una representacion matricial
de las funciones locales @, A.

Definicién A.10 Sea X C A un G-subshift y sea s € S.

1. Sea X' C (A)Y un out-splitting de X en la direccion de s determinado por las parti-
ciones {P*}oeca-

Definimos las matrices D € Ma ({0,1}) y E € Ma 4 por

D= (]-a:b)aEA,bjGA’ Yy E = (1aerb)bjeA’,aeA- (A-4>

2. Sea X' C (A)Y un in-splitting de X en la direccion de s determinado por las particiones
{Qa}aGA-
Definimos las matrices C € My 4({0,1}) y E € My por

C=p=a)pjeraca ¥ E=(Licgt)acapen- (A.5)

Observaciéon A.11 Sean X C A% un G-subshift y X' un out-splitting de X en la di-
reccion de s € S. Tenemos tres objetos finitos que representan la informacion asociada al
out-splitting:

1. las particiones {P*}aca de Sucs(a),

2. las funciones locales ®, A de la Definicion A.3 y del Lema A.5, y

3. las matrices D, E definidas por (A.4).

Todos son equivalentes (en el sentido que todas se determinan entre si), y de la definicion de
D, E también tenemos las tqualdades

D= (1a:A(bJ))aeA,bjeA’ y k= (1<I>(ba):bj)b7€A’,a€A'
Luego diremos que D, E (0 {P*}aca, 0 ®,A) determinan el out-splitting X'.

Por otro lado, es importante notar que D es una matriz de division, es decir una matriz
donde cada columna contiene exactamente un 1 y cada fila contiene al menos un 1. Como
P* no tiene partes vacias, vemos también que E no tiene filas idénticamente nulas.

Estas observaciones también aplican para in-splittings: las matrices C, E que determinan
un in-splitting (dadas por (A.5)) verifican que C" es una matriz de division y que E no tiene
columnas idénticamente nulas.

Proposiciéon A.12 Sea X = X4,),.6 € AS un G-NNSFT con respecto a S, y sea s € S.
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1. Sea X' C (A" un out-splitting de X en la direccion de s. Sean D € My 4({0,1}) y
E € M 4 las matrices que determinan el out-splitting. Supongamos que As es esencial.

Entonces Ay = DE vy, reciprocamente, cualquier par de matrices D, E a entradas en
{0,1} con D de division, E sin filas idénticamente nulas y As = DE determinan un
out-splitting X' de X en la direccion de s.

2. Sea X' C (A)Y un in-splitting de X en la direccion de s. Sean C' € My 4({0,1}) y
E € M a las matrices que determinan el in-splitting. Supongamos que Ay es esencial.

Entonces Ay = EC' vy, reciprocamente, cualquier par de matrices C, E a entradas en
{0,1} con CT de division, E sin columnas idénticamente nulas y Ay = EC determinan
un out-splitting X' de X en la direccion de s.

DEMOSTRACION. Probaremos las afirmaciones para out-splittings pues las demostraciones co-
rrespondientes a in-splittings son analogas.

Primero notemos que si a,b € A entonces

(DE>a,b - Z Da,a’Ea’,b - Z Eaj,b - Z ]-bEPJ‘.l = ]-bESuCS(a)

a’'e A’ 1<j<n, 1<j<n,

pues P? es una particion de los sucesores de a en la direccion de s. Esto muestra que DFE es
una matriz a entradas en {0,1}. Como A; es esencial, b € Sucs(a) ssi (As)ap = 1, es decir
DE = A,. Reciprocamente, sean A’ un conjunto finito, D € M4 4({0,1}), E € M 4({0,1})
con D de division, E sin filas idénticamente nulas y A, = DE. Para cada a € A, definimos
una particion de Sucg(a) como sigue. Sea

Al ={d € A | Dy =1} CA
y, para cada a’ € A/ sea
PS ={be Sucs(a) | Eyp =1} C A

Los conjuntos P* = {Pg }yca, particionan Suc,(a), pues si b € Sucy(a) entonces

1= (As)a,b = (DE)a,b = Z Da,a’Ea’,b = Z Ea’,b

a’'e A a’e Al

de modo que existe exactamente un o’ € A con E, ;. Por otro lado, la particion P* es en
partes no vacias ya que E no tiene filas idénticamente nulas: si @’ € A/, entonces existe un
be Acon Eyp. Como (As)ap = (DE)ap > DowEwyp =1y As es esencial, concluimos que
b € Sucg(a) y por lo tanto b € Py.

Podemos identificar los simbolos {a’ € A/ }aca con {a? | 1 < j <|A!|}sea, de modo que

D = (1o—a(@i))actaicar Y B = Laopa)=ti)viea aca

y por lo tanto D, F determinan el out-splitting de X en la direccién de s asociado a las
particiones {P},c. ]

Proposicién A.13 Sea X = X4, € AG un G-NNSFT con respecto a S, y sea s € S.
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1. Sea X' C (A" un out-splitting de X en la direccion de s. Sean D € M4 4({0,1}) y
E € My 4 las matrices que determinan el out-splitting.

Entonces X' = Xqary,cs es un G-NNSFT con A, = ED y Ay = DT A;D para | # s.

2. Sea X' C (A)Y un in-splitting de X en la direccion de s. Sean C € My 4({0,1}) y
E € M a las matrices que determinan el in-splitting.

Entonces X' = X{ayes €s un G-NNSFT con Al =CFE y Ay =CAC" paral # s.

DEMOSTRACION. Probaremos las afirmaciones para out-splittings pues las demostraciones co-
rrespondientes a in-splittings son analogas.

Primero notemos que para a’, b € A’ tenemos
]

(ED)a’,b’ = Z Ea’,ch,b’ = Z Ea’,clc:A(b/) = Ea’,A(b’)
ceA ceA

y cuando [ # s también
(DTAD)wy = (Al)aw@)aw)s

es decir las matrices {A]}ics son a entradas en {0, 1}.

Seap=Pd*: X — X' a=A>: X' = X los codigos de out-splitting y out-amalgamacion
asociados a X'. En lo que sigue (y las proximas demostraciones) usaremos constantemente
que ®(ab) =d' =a’ € A ssi Doy = lozn@y =1y Egp = Lyeps = 1. Esto permite refrasear
los argumentos en términos de D, E.

Veamos que X' = ¢(X) = X4

hes-

1. Afirmamos que a(Xqas, ) € X. En efecto, sean 2" € Xyary, o, 7 = a(2') = (A(z)))4ec €
A%y g € G. Entonces

(As)zg,zgs = (AS)A( A (zys) = (DE)A(ﬂv"/g)aA(fCi;s)

= Z DA(:v’g),a’Ea’,A(mgs)

a’e A’
Z ]_A /)E / A( )
a’'e A’
> By Ay = (ED)a a1 = (At 21 = 1, (A.6)
ysil e S\ {s} entonces también
(A)a@.aey = (DTAD)y b, = (Aarer, = 1. (A7)

Las ecuaciones (A.6) y (A.7) muestran que =z = a(2’) € X.
2. Afirmamos que ¢(X) C Xy, 5 En efecto, sean z € X, 7' = ¢(x) = (P(2y2ys))gec €
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(A y g € G. Entonces

(A/s>:rg,:v’gs = (ED>:qu,x’gS = (ED)Q(xgxgs),@(;rgsa:gsg)

= Z E@(:cg:cgs),aDa,@(xgsxgsg)

acA
= Z E@(zgzgs),a]—a:A(CID(:vgszgsg))
acA
= Eo(ye,) a@(@gr,2) = Bo@yrg)a, =1 (A8)

ysil e S\ {s} entonces también

T T
(A;)J:’g,x’gs = (D AlD)w;,x;S = (D AlD)CD(xgxgs),Q(xgl:pgls) = (Al)A(\I/(xgxgs)),A(Cb(xglxgls))
= (A)zgzy = 1. (A.9)

Las ecuaciones (A.8) y (A.9) muestran que 2’ = ¢(z) € X.
Concluimos recordando que a = ¢~ 1. O

La proposicion anterior (junto con el teorema de Williams general A.9) no muestra que
el problema que consiste en decidir si dos G-NNSFTs con respecto a un generador S son
conjugados es semidecidible: consideremos el algoritmo que toma como datos dos conjuntos de
matrices {As}ses, {Bs}ses esenciales que definen G-NNSFTs X = Xya ..o VY = X(B,}.c6
enumera todas las secuencias de splittings y amalgamaciones posibles a partir de {As}secs y
se detiene cuando una tal secuencia entrega {B;}scs. Este algoritmo no necesariamente se
detiene cuando X y Y son conjugados, puesto que no podemos asegurar en general que el
conjunto de matrices que resulta de un splitting es esencial. La Proposicion A.19 muestra
algunos casos en que podemos asegurar esto.

Usando informaciéon de las relaciones que satisface S en G y el orden de los elementos
de S, podemos elaborar la definicion de {A}},cs para borrar algunas transiciones que no se
realizan en un out-splitting X’. El siguiente lema motiva esta elaboracion.

Lema A.14 Sea X = X{a,,., € A® un G-NNSFT con respecto a S y s € S. Si Ay es
esencial y s tiene orden finito n € N, entonces (A,)"* > Al. En particular, si s tiene orden
2 entonces Ay es simétrica.

DEMOSTRACION. Sigue de notar que si a,b € A con (A )., = (As)pa = 1 entonces existe un
r € X con x4,-1 = b,x, = a pues las matrices {4, },cs son esenciales. Como z4-1 = xgn-1 = b
entonces también

1= (AS)me,xs (AS)xs,msz e (AS)xSnfz,xan < (Ag_l)a,b'

Si ademas s tiene orden 2 tenemos A, > A], y tomando la traspuesta de esta ecuacion
obtenemos la igualdad. O]
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Si {A; }ies son matrices cuadradas de la misma dimension, entonces para cada w € W(S5)

con w = s7's§?---s5» (donde los s; € S, ¢; € {£1}) denotaremos A, por el producto

A1 Age - Agn donde
1 2 n

A = {Asi se=1 (A.10)

i T e, = —
A, sigg=-1

Equivalentemente, A, es la imagen de w bajo el morfismo de monoides entre W(S) y
M 4({0,1}) determinado por (A.10).

Proposicién A.15 Sea X = Xia3,.4 € AS un G-NNSFT con respecto a S, y sea s € S.
Para cada l € S\ {s} sean {w;;};", € W(S) tales que sw;; = ls para cada i.

1. Sea X' C (A" un out-splitting de X en la direccion de s. Sean D € M4 4({0,1}) y
E € My 4 las matrices que determinan el out-splitting.

Entonces X' = X{A; es un G-NNSFT con

}leS

Al =

S

(ED)o ((ED)™ 1T sis tiene orden n € N
ED si s tiene orden infinito.

A; = (DTAlD) © (Esz,lET) © (Esz,zET) SERRAS (EAwl,nlET>’ [ 7é S

2. Sea X' C (A)Y un in-splitting de X en la direccion de s. Sean C € My 4({0,1}) y
E € M a las matrices que determinan el in-splitting.

Entonces X' = X{Af}zes es un G-NNSFT con

AL =

S

{(C’E) o ((CEYYT  sis tiene orden n € N

CE st s tiene orden infinito.

A= (CACT) o (BT Ay E)S (BT Ay, E) O --- O (BT Ay, E), 1#s.

DEMOSTRACION. Probaremos las afirmaciones para out-splittings pues las demostraciones co-
rrespondientes a in-splittings son analogas.

Seap =P X — X' a=A>: X' = X los cddigos de out-splitting y out-amalgamacion
asociados a X'. Veamos que X' = ¢(X) = X1y,
1. Afirmamos que a(Xay,.5) € X. En efecto, sean 2" € Xy, ., 7 = (') = (A(2)))gec €

A¢ y g € G. Entonces, como antes, tenemos

(As)a:g,wgs = (AS)A(xg),A(mgs) > (DE>A(m;),A(w’ )

gs

= Z DA(x;),a/ Ea’,A(x’gS)

a’e A

= Z 1a@y)=a@) Ea,a),)

a’e A

p— / —_—
> B Ay) = (ED)ayar . > (AY)ar a1, = 1, (A.11)
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ysile S\ {s} entonces también

(A)a@y).a@,) = (DTAD),

Las ecuaciones (A.11) y (A.12) muestran que = = «a(z’) € X.

!
s

2. Afirmamos que ¢(X) C Xia1y,.5- En efecto, sea v € X, 2’ = ¢(z) = (P(2y74s))gec €
(AN y g € G. Supongamos que s tiene orden n € N. Entonces

((ED)n—l)T — DT((DE)n—Q)TET _ DT(AZ_Q)TET
y vemos que
(((ED)n_l)T)x;,w’gs = (DT(A?_2)TET)¢(mgmgs)7®($gszgs2)
- Z D‘—g(zgzgs)’b(AgLiQ)a’bE;rv‘I’(xgsngQ)

a,beA
n—2

=D (A7) a@(w0m0) Baegur, )0

acA
- Z(AZ_Z)a,xgEé(xgszgsg),a

acA

n—2

Z (AS )l’gs2,IgE®(CBgsngg),xg52 Z 1) (Alg)

donde hemos usado que (A77?); , ., > 1 ya que gs*(s"?) = g.

En cualquier caso, las desigualdades (A.8) (con desigualdad si s tiene orden finito) y
(A.13) muestran que (AL), »» = 1.

'rg7xgs

Por otro lado, si m; > 0y 1 <14 < my, entonces también
T T
(EAwl,iE )m;,l‘lgl = (EAwl,zE >q>(xg$gs)7<b(xglxgls)
- Z E‘I’(lglg.s)ﬂ(sz,i)aybECD(nglfﬂgzs)’b
a,be A

Z E‘b(zgzgs)yzgs (Awl,z‘ )xgsvmgls Eq)(mglmgls))xgls

= (Awl,i)mg37$gswl7i = 1’ (A.14:)

En cualquier caso, las desigualdades (A.9) (con desigualdad si s tiene orden finito) y
(A.14) muestran que (Ag)mw/gl = 1. Luego 2’ € X(a1},c5- O

Llamaremos a las palabras {w;;};; las relaciones de conmutacion del par (5, s).

Observaciéon A.16 Las nuevas restricciones en las matrices Aj se deben a dos considera-
ciones. Para fijar ideas consideramos las matrices que resultan de un out-splitting.

1. El factor (ED)"Y)" elimina las transiciones entre e y s~' de simbolos que no se
pueden conectar por un camino de largo n — 1 en el subgrafo inducido por (s) en G s.
Por otro lado, la contrarreciproca del Lema A.1J muestra que si a,b € A son tales que
(A7)0 = 0 y (Agap = 1, entonces la transicion de a a b via s no se realiza en X.
El factor (ED)"1)T asegura que esto no ocurre en el out-splitting X',
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2. Recordemos que la matriz E especifica la particion P* de Sucs(a) de cada A(d') =a € A
por Eyp =1 ssi b es sucesor de a en la direccion s (es decir, (As)ap = 1). Entonces

(EAwM-ET)a’,b’ = Z Ea’,a(AwM)a,bEb’,b
a,be A

es cero exactamente cuando no existen a,b € A en las particiones que representan a’
y V' respectivamente tales que hay un camino en Gg s con etiqueta wy,; permitido por
las matrices {Ai}ies. La esencialidad de {A;}es no implica necesariamente que todas
las transiciones en A, , se realicen en el subshift X', y entonces en general el término
EAy,, ,ET no poda todas las transiciones no realizadas.

Cuando G = Z% el término EAJET o ETAJE toma en cuenta esta anticipacion, y en
el caso de un grupo general hay muchos mds casos posibles, determinados por todos los
caminos finitos en G g entre s y ls. La Figura A.1 ilustra esta situacion.

[} [

Figura A.1: Subgrafos de Gg s cuando ls = sl (izquierda), cuando ls = sl=' (centro) y
cuando sw;; = ls (derecha). Las aristas rojas y azules corresponden a los generadores s y

[ respectivamente. Si w;; = s7'---s7» con los s; € S, ¢; € {£1} entonces el camino que

representa a wy; en Gg g contiene aristas — orientadas positivamente cuando ¢; = 1y
Sj

aristas <— orientadas negativamente cuando ¢; = —1.
5

wy 4

Observacién A.17 Para fijar ideas, consideremos un G-NNSFT X = X¢a3,.5, 8 € S con
Ay esencial y X' un out-splitting de X en la direccion de s determinado por D, E.

En la prdctica, podemos restringirnos a palabras w;; € W(S) reducidas ya que éstas
entregan restricciones al menos tan fuertes como las no reducidas en el siguiente sentido. St
wy, we € W(S) son palabras cualquiera, fijemos | € S y definamos w = wil " Hwy € W(S).
Entonces para cada o', b € A’ tenemos que

(BAWE )y = (BAw AT AAGLE oy = > (EAuw,)ara(A Aap(Aw, B o
a,bc A

Z Z(EAwl)a’,a(AlTAl)a,a(AngT)a,b"
acA

Como A; no tiene columnas idénticamente nulas, existe una constante positiva C' € N tal que
(A A))aa > C para todo a € A, con lo que obtenemos

(EAwET)a/,b/ > CZ(EAwl)a’,a(AngT)a,b’ = C(EAunngT)a/,b/a
acA
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es decir EALET > C(EAu,w,E") y entonces cualquier entrada nula en EALET es nula
también en EAwleET. El mismo argumento y conclusion valen si definimos w = will~ w,
cambiando el rol de las columnas de A; por sus filas.

Por razones similares también podemos restringirnos a que cada wy; no sea s 'ls como
palabra en W(S) (siempre tenemos w;; = s 'ls en G): supongamos que wy; = s 'ls y
tomemos o', b € A’. Luego

(Esz,iET)a’,b’ = (EAZAlAsET)a/’b/ = (EETDTAZDEET)a/,b/
> (EE")yo(D"AD)oy(EE gy
C’,d’EA’

= (EET)a’,a’ (DTAZD>a’,b’ (EET)b’,b’

y como E no tiene filas idénticamente nulas existe una constante positiva C'° € N con
(EE")w o« > C para todo ¢ € A'. Luego

<EAwl,¢ET)a’,b’ Z C2<DTA1D)a/’b/

y como antes vemos que cualquier entrada nula en EA,, ,E" también lo es en DT A;D.

De todas maneras, estas consideraciones sobre w;; se pueden reconocer rdapidamente a
partir del dibujo a la derecha de la Figura A.1: si wy; es reducida entonces el camino que
representa en Gg.s no repite vértices, y si wy; # s7s entonces el camino que representa en

Ga.s no es el camino en la parte baja del diagrama, que ya estd considerado en el término
DT AD.

Ejemplo A.18 Consideremos el 7./37 x Z-subshift de Fibonacci X gy, = X{A(1,0)7A(0,1)} donde
Anoy=Apy =(10) Sea Z)3LXZ 7Y C BZ la accion que representa a Xy en Z (ver el
Capitulo 2). Como en el Ejemplo 2.13, tomaremos el alfabeto de Y como B = {0, 1,1y, 15}.
No es dificil ver que la matriz

1 111

1 011
B =

1 1 01

1 110

presenta el Z-subshift de vértices Y .

Afirmamos que B se puede obtener como la matriz A/(/LO) que resulta de hacer dos splittings
completos de Xy, en la direccion de (0, 1), usando la relacion de conmutacion wg o) = (1,0).
En efecto, si ordenamos el alfabeto del primer out-splitting completo como A’ = {0°, 0, 1°}
entonces las matrices que lo determinan son

1
1 10
0 01 )
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de modo que el out-splitting actia en las matrices de transicion por

110
11
o= (1 0) = DBy — Aoy = (BD1) © (DY E{)* = | 0 0 1
100
11 111
Aow = (1 0) — Ay = (D) A1)D1) © (BExAenE{ )= |1 0 1
110
St ahora ordenamos el alfabeto del seqgundo in-splitting completo como
A" = {00, (0%)10, (0M)g0, (1%)on } = {0, 12,13, 10} = B
entonces las matrices que lo determinan son
100
1010
1 00
Co = y E={[0 00 1
010
0100
0 01
Luego el out-splitting entrega las matrices deseadas
100 0
110
/ 17 T A~T\2 0 O ]_ 0
A(LO): 0 01 :EQOQ —>A(170):(02E2)@(E2 CQ> = 000 1
1 00
01 00
1111
111
’ " / T T At 1011
Aoy = |1 0 1| —Apy = (CoAig)Cr ) © (Ey Afg ) Ea) = 1101
110
1110

que ademds son esenciales.

Proposicion A.19 Sea n € N*. Sea Xya,3,.4 C AS un G-NNSFT y sea X' = XAyes C
(AN un out-splitting de X en la direccion de s € S determinado por las matrices D, E.

Supongamos que Ay, = DE.
1. Supongamos que G = F,, = (s1,...,S,) es el grupo libre enn generadores y S = {s;};.

Por la Proposicion A.18 podemos asumir que A, = ED y Aj = DTAD, | # s.

Entonces {A}1es es esencial ssi {Aj}ies es esenciall.

2. Supongamos que G = C,, = (Z/2Z)*" = (s1,...,8, | 82 = -+ = 52 = e) el producto
libre de n copias de Z/2Z, y que S = {s;}"_,. Por la Proposicion A.15 podemos asumir
que AL = (ED)S (D'E") y Aj= DT A/D, | # s.
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Si {Ai}ies es esencial entonces {Aj}ies es esenciall.

Si {Aj}ies es esencial y As = DE es simétrica, entonces {A;}ies es esencial.

DEMOSTRACION. En cada caso escribiremos A;, A; en lugar de A,,, A, . Sin pérdida de gene-
ralidad los splittings son en la direccion s;. Sean ¢ = &*°: X — X' a = A*: X' — X los
codigos de out-splitting y out-amalgamacion asociados a X'.

1. Supongamos que {A4;}; es esencial. Sean a',b' € A’ tales que (A;)yy = 1. Como
(Aﬁ)a’,b’ = (ED)a/,b/ = Ea/,A(b/) tenemos que

(A1)a@),aw) = (DE)a@)aw) = Z 1A@)=a)Eeaw) 2 Evaw) =1, (A.15)
CIGA/
y por lo tanto existe un z € X con z, = A(d'), x5, = A(V).
Sea ¢ € A tal que E . = 1. Como

(AD)awye = (DE)aw),e = Eye=1,

existe un y € X tal que y5, = A(Y'), y2 = ¢. Sea S = {w € F, | w es reducida y wy = s1}.

Notemos que la configuracion z € A definida por z} 5 = y‘ 5 estd en X

Z|Fn\Sl = x|Fn\Sl
pues éste es un NNSFT y (A1) a@y,a@) = 1. La Figura A.2 (izquierda) ilustra este argumento.

So

Aw) NG A@) |,
S1

Figura A.2: Fragmentos del grafo de Cayley Gr, (s, 5,1, centrados en torno a e. Las aristas rojas
y azules corresponden a los generadores s; y sy respectivamente. Los rectdngulos punteados
indican los dominios de ®.

Sea z' = ¢(z). Entonces

Ze = P(2025,) = (A(d)AWY)) =d' ¥y 2z = P(25,22) = P(A(M)e) =0
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Luego todas las transiciones permitidas por A; se realizan.

Ahora sean o/, € A"y 2 < k < n tales que (A})wy = 1. Sean ¢,d € A tales que
Ey.= Eyq=1. Luego (A1)aw).e = (A1)aw)q = 1, y entonces existen z°, z¢ € X con

2t =Ad), 25, =c y 2l =A®W) 2L, =d

S1 52

Sea Sy = {w € F, | w es reducida y wy = s, }. La configuracion z € A definida por

Z{SQ = xclsy Z’Fn\& = xd‘Fn\Sg

estd en X pues éste es un NNSFT y (Ap)aw)aw) = (A)epy = 1. La Figura A.2 (derecha)
ilustra este argumento.

Sea z' = ¢(z). Entonces
Zo = D(2025) = P(A(d)e) =d'  y 25y = P(24,250,) = P(A(V)d) = V.

Luego todas las transiciones permitidas por A} se realizan, y esto muestra que {A/}" | es
esencial.

Supongamos reciprocamente que {A;}?, es esencial. Sean a,b € A con (A;),, = 1. Como

(Al)a,b = (DE)a,b = Z ]-a:A(a’)Ea’,ba (A16>

a’e A’
existe un tnico o’ € A’ tal que A(a’) =ay Eyp=1. Sea b’ € A’ tal que A(b') = b. Luego
(ED)ary = Evaw) = Eup=1

y entonces existe un 2’ € X' con x|, = a’, x,, = b'. La configuracion x = a(z') € X verifica
que z. = A(d') = a y zs, = A(V) = b. Luego todas las transiciones permitidas por A; se
realizan.

Ahora sean a,b € A, 2 < k < n tales que (Ag)ap = 1. Sean o',/ € A tales que
A(d') = a, A(l') = b. Luego (A})wry = (Ak)ap = 1 y por lo tanto existe un 2’ € X' tal
que z, = d, z,, = V. La configuraciéon * = a(2’) € X verifica que z. = A(d') = a y
xs, = A(D') = b. Luego todas las transiciones permitidas por Ay se realizan, y esto muestra
que {A;}, es esencial.

2. Supongamos que {A;}"; es esencial. Exactamente la misma demostracion del item anterior
implica que cualquier Ay, 2 < k < n es esencial. Para ver que A} es esencial solo se requiere
una pequefia variacion. Sean a’,t’ € A’ con (A7)apy = Ew aw)© Ey awy = 1. La desigualdad
(A.15) muestra que existe un x € X con z, = A(d'), x5, = A(V). Sea 2/ = ¢(z) € X', y
notemos que

7, = O(z.25,) = Q(A()AW)) =d  y o, = B(v5,7.) = P(AW)A(d)) =V

S1

puesto que Ey awy = By a@y = 1. Luego A} es esencial.

Supongamos entonces que {A;}" ;| es esencial. Nuevamente la misma demostracion del
item anterior muestra que cualquier A, 2 < k < n es esencial. Veamos el caso de A;. Para
ello suponemos que A; = DFE es simétrica.
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Sean a,b € A tales que (A4;),, = 1. Entonces (DE),p = (DE), = 1y (A.16) muestra
que existen o', b’ € A’ tales que A(a') =a, A(Y)=by Eyp = Ey, = 1. Luego

(ADww = (Baaw)) © (Byaw)) =1

y por lo tanto existe un 2’ € X' tal que z, = o/, ¥, = b'. Como antes, la configuracion
r = a(z') € X verifica z. = A(d) = ay x5, = A() = b. Luego todas las transiciones

permitidas por A; se realizan, y concluimos que {A;}" ;| es esencial. ]

La proposiciéon anterior vale para in-splittings también. La propiedad relevante que cum-
plen los grupos F),,C,, con generadores {s;}!' , consiste en que sus grafos de Cayley son
arboles (si consideramos los ciclos de tamano dos como una sola arista). Esto permite pegar
en un NNSFT dos configuraciones con soportes conexos y disjuntos. Al engrosar un poco un
grafo de Cayley se pierde esta propiedad, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo A.20 Sea G = 7Z/27 x Z con generador S = {(1,0),(0,1)}y consideremos el
G-NNSFT X con alfabeto A ={0,0_,0_,1,«, -} definido por las matrices

111000 000011
700000 000001

A(Oﬁl): 001100 ) A(I,O)— 000011 |-
000010 110100
000001 101100

Los puntos de X (fuera de sus puntos limite) son de dos tipos: el primero consiste en una fila
de la forma 00,1 en una coordenada de 7./27 junto con otra fila de la forma —>en la otra
coordenada de Z./27.. El sequndo consiste en una fila de la forma 1°0.0% en una coordenada
y otra fila de la forma «<*° en la otra coordenada. Ambos se muestran en la Figura A.3, y
prueban que {Aq ), A1)} es esencial.

— ||| |||« |||« ]|«|«|<«

{11111 ]1}{1({0c{O0OjO|O]O[OJO0O]O]O

Figura A.3: Configuraciones en X del tipo 0°0.1% (arriba) y del tipo 1°0.0° (abajo).
Existen otras configuraciones limite en X que no mostramos aqui, que consisten en 0 o 1*°
en una coordenada de Z/2Z y <> o - en la otra.

La idea es que el espacio adicional que entrega la direccion de 7. /27 permite asociar a
cada stmbolo 0. (resp. 0_,) una ‘senal’ < (resp. —) que se propaga a lo largo del eje Z. Esta
impide que la secuencia de 1’s que sigue a 0. o 0 pase a un simbolo 0_, 0_ para volver a
una secuencia de 0’s.
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Si hacemos un out-splitting adecuado de los sucesores en la direccion (0,1) del simbolo 1
y luego un in-splitting de sus predecesores en la direccion (0,1) obtendremos un simbolo 1%
que representa la transicion 0. ~» 1 ~» 0. que nunca sucede en X. Esto muestra que las
matrices que resultan del splitting no son esenciales.

En efecto, si particionamos Sucq,1y(1) en {0} U {1} y escribimos el nuevo alfabeto como
={0,0.,0_,17, 111 - «} donde 11 estd asociado al conjunto {0._} y 11! estd asociado al
conjunto {1}, las matrices determinan que este out-splitting son

111000

1000000 000100

st i

Di=1060017100 y Ei=1001000
0000010 000100

0000001 000010

000001

Luego el out-splitting actia en las matrices de transicion como

1110000
IR
Aoy = Dy = Ay = (FaDa) = | G4 8¢88
0000010
0000001

0000011
00000059
.
Ano) — Al = (D{ ApoyD1) © (BE1Ag o B ) = 0000001
1100100
1011100

y obtenemos matrices esenciales.
Ahora particionemos Pred1)(1') en {0_} U {1'}. Obtenemos un alfabeto
./42 — {0 0_>,0<_, ].], 1[]7 1117 _),<_}

donde 1% estd asociado al conjunto {0_} y 1%, estd asociado al conjunto {1'1}. Las matrices
que determinan el in-splitting son

11100000 §eou000
00010100 2590308
10000000 0001060
Ey= 100100000 y Ca=10001000
00001100 0088308
00000010 0000090
00000001 00000459

y las matrices que resultan son

11100000
g0ugias
AN = (CyEy) = [ 99100000
01) = L2l —= Ay = (C2L2) = | 00100000
00001100
00000010
0000000 1

Bo08a8Ls
/ A// _(CA/ CT)@(ETA E)_ 8888888(1)
(1,0) ’ (1,0) — \~243(1,0)~2 (1,00~2) — | 00000001
00000011
11000100
10101100

El simbolo 1% no puede aparecer en el shift Xn  ar  pues no tiene sucesores en la direccion

(1,074(0,1)
(1,0). Como la fila asociada a 11 en Af o) no es idénticamente nula, vemos que { A7, o, Af 1)}
no es esencial.
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Observaciéon A.21 FEs directo adaptar el subshift del ejemplo anterior a Z* (o a Z%,d > 2)
para obtener un Z2-NNSFT cuyas configuraciones son de la forma

(e
(@]
(@]
S
(@)
@)
o
o
(e
(@]
S
(@)
(@)
@)
b
—
—

y tal que existen secuencias de splittings que terminan con matrices no esenciales a partir de
matrices esenciales. Este subshift, a diferencia de su contraparte en Z/27 X 7, es positiva-
mente transitivo y no numerable.

Por otro lado, notemos que la forma del grafo de Cayley de Do, = (t,s | s* = stst = e)
con respecto a {s,t} es idéntica al de 7/27 X Z al olvidar las direcciones de las aristas (ver
la Figura 1.8). Adaptando la construccion anterior podemos construir un Do -NNSFT X tal
que existe un in-splitting en la direccion de t que, ain usando las relaciones de conmutacion
naturales de ({s,t},t), resulta en matrices no esenciales. Si G = G1*r Gy es un grupo de tipo
II con generador natural S = L U {r,s}, entonces el Doo-NNSFT X se puede ver como un
G-NNSFT X exigiendo que los patrones de X con soporte en T sean constantes, y el mismo
fenomeno ocurre con los out-splittings en la direccion de t.

Corolario A.22 Sean € Ny, sea G=F, 0o G=C, ysea S ={s;}I.

Eziste un algoritmo que, dados dos conjuntos de matrices a entradas en {0, 1} esenciales
{AYe, y{Bi}iy, se detiene si Xqayn  es conjugado a Xipyn .

DemosTRACION. Dados {A;}, v {B;}-,, se pueden enumerar todas las secuencias de split-
tings y amalgamaciones de X = X4,3» = a partir de las matrices D, £/ (o C, E) involucradas.
La Proposicion A.19 muestra que todos los conjuntos de matrices resultantes son esenciales.
Si X{4,yn, es conjugado a X(p,y» , €l Teorema A.9 muestra que eventualmente se encuentran
matrices que, salvo permutacion de los indices, son iguales a {B;} ;. ]

Observacion A.23 En [AB12] se desarrolla un formalismo de splittings y amalgamaciones
para el semigrupo FF C F, generado por {s;}"_,. Junto con un teorema de descomposicion de
conjugactones en in-splittings e in-amalgamaciones, se prueba que el problema de conjugacion
entre F.F-SFTs es decidible. La técnica para hacerlo es exactamente la misma que en Z, y se
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basa en un lema técnico fundamental. Este lema afirma que, dadas dos in-amalgamaciones
X1,X5 de un Ef-NNSFT X que amalgaman solo dos simbolos cada uno, existe un F)f-
NNSFT X3 que es una in-amalgamacion de cada X;, y tal que el diagrama

SN
NS

conmuta.

No es directo extender esta técnica a C,, ain notando que, como en N y EF, bastan las
m-amalgamaciones y los in-splittings para obtener el teorema de descomposicion. La razon
es la siguiente: un Do-NNSFT con respecto a {a,b} X se puede ver como el conjunto de
caminos biinfinitos en un grafo con aristas coloreadas por a,b que alternan los colores de las
aristas. Si las amalgamaciones en la direccion de a Xy y Xo fusionan vértices uy, vy y usg, Vo
respectivamente tales que se tiene la situacion

entonces no se pueden amalgamar simultaneamente uy, vy y us, V2 para obtener la amalgama-
cion comun Xz, ya que los vértices us, vy en X1 no tienen sucesores disjuntos en la direccion
de a. Lo mismo ocurre con uy,v; en Xs.
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