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RESUMEN TESIS PARA OPTAR AL GRADO DE
MAGISTER EN CIENCIAS DE LA INGENIERIA,
MENCION MATEMATICAS APLICADAS

Y MEMORIA PARA OPTAR AL TITULO DE
INGENIERO CIVIL MATEMATICO

POR: PABLO IGNACIO ARAYA ZAMBRA
FECHA: 2022

PROF. GUIA: DANIEL REMENIK

SISTEMAS DE PARTICULAS ENTRELAZADOS: MEMORIA Y
CONDICIONES INICIALES

En este trabajo de tesis, enmarcado en el estudio de procesos de interacciones de particulas,
se detallan nuevas dindmicas no Markovianas que presentan generalizaciones a propiedades
encontradas en dinamicas Markovianas para los procesos TASEP, PUSH-TASEP y los arre-
glos triangulares. Mas precisamente se presentan dindmicas sobre el arreglo triangular que
permiten obtener en los procesos TASEP y PUSH-TASEP las dindmicas presentadas en [1].

Luego se detallan aplicaciones de las dinamicas Markovianas sobre problemas combinato-
riales que son el embaldosado del diamante Azteca y la generacion de lineas no-intersectantes,
para luego explicar como aplicar las nuevas dindmicas con memoria en estos problemas.

Finalmente, para la dindmica secuencial, al existir una relacién entre los arreglos trian-
gulares y el proceso TASEP se logra encontrar una condicién inicial donde se logra elegir de
una tnica forma el nivel superior del arreglo triangular para heredar al proceso TASEP un
comportamiento Markoviano. También se muestra el problema que tiene el considerar una
condicién inicial como las presentadas en [2].



Some will call it practice, some will call it luck
But either way you’re going to the history books

Hall of Fame - The Script
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Introduccion

Este trabajo intenta entender en mayor detalle distintos procesos de particulas los cuales
han sido estudiados en gran medida en las ultimas décadas. Uno de ellos es el proceso TA-
SEP el cual ha sido de gran relevancia en distintas areas como las probabilidades, ecuaciones
diferenciales parciales o problemas combinatoriales, esto gracias a su simplicidad. Este debe
respetar una regla de exclusion a lo largo de su evolucién la cual no permite que dos par-
ticulas ocupen el mismo lugar al mismo tiempo. Gracias a esto es posible definir distintas
dindmicas sobre el, como por ejemplo la dinamica secuencial, la cual consiste en que cada
particula vea la particula de su derecha en el tiempo presente. Para esta evolucién existen
condiciones iniciales que permiten obtener propiedades interesantes sobre el proceso como
por ejemplo la condiciéon empaquetada. Con ella es posible caracterizar el comportamiento a
largo plazo obteniendo distribuciones que tienen relacion con la teoria de matrices aleatorias
(ver [3] o [4]). Uno de los objetivos serd estudiar mas a fondo esta dindmica en conjunto con
un proceso mas general que se definird mas adelante y tratar de encontrar alguna distribucion
mas general que sea conservativa como la condicion empaquetada.

Ademaés de la dindmica anterior, es posible definir méds dinamicas sobre el proceso como
por ejemplo la dinamica paralela (ver [5]) o dindmicas con memoria (ver [1]). Para las dinami-
cas secuencial y paralela existe una relacion con un proceso mas general que son los patrones
de Gelfand-Tsetlin. Este proceso (también conocido como arreglos triangulares) tiene varias
aplicaciones en problemas combinatoriales como lo es el embaldosado del Diamante Azteca o
la generacién de lineas no-intersectantes, ver [2]. Al igual que el proceso TASEP, los arreglos
triangulares también presentan dos dindamicas de interés las cuales se diferencian tinicamente
en una propiedad de desfase temporal. Para ambas existen propiedades similares lo cual hace
interesante el estudiar si al provocar un desfase temporal mas grande se logran conseguir
propiedades equivalentes a las anteriores y que permitan relacionar el proceso con las diné-
micas con memoria. Mas atn, si para nuevas dinamicas es posible encontrar aplicaciones en
problemas combinatoriales similares a los ya mencionadas. Todo lo anterior sera uno de los
objetivos a trabajar en esta tesis.

Dada la relaciéon del proceso TASEP con los arreglos triangulares, es de interés el poder
encontrar medidas conservativas en el arreglo triangular para asi heredar al proceso TASEP
este comportamiento. Es sabido que la condicién empaquetada logra lo anterior, pero esta es
determinista. El objetivo entonces sera el tratar de encontrar alguna condicién inicial alea-
toria sobre los arreglos triangulares que permitan heredar al proceso TASEP una condicion
inicial en particular.

La estructura de esta memoria se divide en cuatro partes. Primero, se describen los pro-
cesos Markovianos en los que se centra esta tesis junto a distintas dindmicas y propiedades



para cada uno. Luego se describe una extension temporal para los arreglos triangulares que
permite su aplicaciéon en los problemas mencionados anteriormente.

Posteriormente, el segundo capitulo se concentra en describir procesos mas general que los
procesos Markovianos y extensiones de los procesos definidos en el capitulo previo. Ademas
se describen las dinamicas asociados a estos nuevos procesos y se estudian que propiedades
se mantienen para estas nuevas dinamicas. Finalmente se describe una extension Markoviana
para los arreglos triangulares con memoria que sera de utilidad en el siguiente capitulo.

Luego, el tercer capitulo se describe la aplicacién de los arreglos triangulares con dinamica
Markoviana en los problemas del embaldosado del Diamante Azteca y el sistemas de lineas
no-intersectantes. Después se explica como se pueden aplicar las generalizaciones definidas
en capitulos previos en estos problemas.

Finalmente, el cuarto y ultimo capitulo se estudian, bajo la dinamica secuencial, con-
diciones iniciales particulares que permiten heredar al proceso TASEP un comportamiento
Markoviano. Ademas se estudian las problematicas que con lleva el trabajar cierta condicién
inicial.



Capitulo 1

Procesos Markovianos en interaccion
de particulas

Este capitulo esta dedicado a las definiciones y resultados bésicos relacionados a las ca-
denas de Markov en interacciones de particulas, que seran de utilidad méas adelante. En la
primera seccion se definiran dos ejemplos de procesos en interacciones de particulas en 7Z
junto a sus dindmicas respectivas y los resultados mas relevantes sobre estos procesos. En la
segunda secciéon se definirdan lo que son los patrones de Gelfand-Tsetlin, sus dindmicas y la
relacion que tiene con los procesos anteriormente mencionados. Finalmente en la tercera sec-
cién se muestra una extension de los patrones de Gelfand-Tsetlin al considerar una variable
temporal que afecta a las matrices de transicion involucradas.

1.1. Particulas en 7Z

En esta seccion definiremos dos procesos Markovianos que modelan comportamientos so-
bre las particulas en Z. Para ello primero se dard un contexto a tiempo continuo sobre uno
de los procesos y ciertos resultados asociados al proceso que son de interés para esta tesis,
para luego mostrar un proceso analogo a tiempo discreto que sera el principal estudio de esta
tesis. Finalmente se detallaran dindmicas particulares sobre estos procesos.

Dado un conjunto S y una matriz P = (P(x,y),z,y € S) estocastica, definimos el proceso
de exclusién como la cadena de Markov (1;);>0 a valores en {0, 1}* definida como sigue:

= La funcion 7; se puede entender como la configuracién de lugares en S que estan siendo
ocupados, es decir, para = € S,n(z) = 0 representa que el lugar = no esta siendo ocupado
y para n(x) = 1 lo contrario.

» Cada particula intenta saltar a tasa 1 a los lugares dados por la distribucion P(z,-). El
salto ocurre si el lugar esta libre y en caso contrario es ignorado.

Es importante notar que la interaccién entre las particulas sigue una regla de exclusién
donde no se permite que dos particulas utilicen el mismo lugar. La siguiente figura ilustra un
ejemplo del funcionamiento de este proceso:
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Figura 1.1: Ejemplo interaccién de particulas en el proceso de exclusién.

Este proceso posee propiedades bien interesantes y ha sido uno de los mas estudiados en

esta clase de procesos dado que es uno de los mas basicos. Cualquier detalle puede referirse
a [6] o [7].

Un caso particular de interés es cuando se considera S = Z y P(x,y) = 1,_,41 el cual
es llamado Proceso de exclusion simple asimétrico (TASEP). El proceso en cuestion modela
particulas sobre Z que van saltando hacia su derecha o se quedan en el sitio dependiendo
de si el lugar al que intentan saltar esta libre o no. Este proceso ha sido estudiando en gran
medida por distintos intereses los cuales se pueden consultar en [8] y [9].

La eleccién de S'y P para el proceso TASEP permite que exista un orden entre la particulas
que debe ser respetado. Gracias a esto podemos definir la siguiente notacion para el proceso
TASEP (X;(7))iez, donde X;(7) es la posicién de la particula ¢ a tiempo ¢. Este proceso posee
un comportamiento interesante cuando ¢t es muy grande para una cierta condicién inicial:

Teorema 1.1 ([3]) Sea ((X:(7))icz)i>0 €l proceso TASEP a tiempo continuo con la condicién
iicial empaquetada:

—i s1i>1
oo sti<l1

Xo(i) = { (1.1)

Entonces:

lim P (21/3t_1/3Xt (LiJ) > —T> = FGUE(T),

t—o00

donde Foup(r) denota la distribucion GUE de Tracy-Widom.

Para otra condicion inicial se consigue un resultado similar al recién presentado:

Teorema 1.2 ([4]) Sea ((X:(7))icz)i>0 €l proceso TASEP a tiempo continuo con la siguiente
condicion inicial:

Xo(i) = =2i, Vi€ Z (1.2)
Entonces:
t
lim P (21/3t_1/3Xt ({J) > —7‘) = FGOE<41/37”)7
t—o0 4

donde Fgop(r) denota la distribucion GOE de Tracy- Widom.

La demostracién de estos teoremas puede ser consultada en [3] o [4]. Los resultados ante-



riores ilustran que para distintas condiciones iniciales se consigue un comportamiento distinto
a largo plazo, lo que hace interesante el estudiar el comportamiento del proceso para distintos
comportamientos iniciales. Para poder estudiar el comportamiento de este proceso primero se
estudia un proceso equivalente a tiempo discreto en donde se tienen propiedades interesantes.

1.1.1. TASEP a tiempo discreto

Para p € (0,1), definimos el proceso TASEP a tiempo discreto ((X,(7))nen)ien donde cada
X,.(7) representa la posicién en Z de la particula ¢ en el tiempo n. Gracias a la restriccién de
exclusion las particulas deben cumplir la siguiente inecuacion:

Xn(i+1) < X,(i),¥i,n € N, (1.3)

Este proceso puede evolucionar como una cadena de Markov de dos formas distintas las
cuales se mencionan a continuacion:

= Dinamica Secuencial: La posicion de la particula ¢ se actualiza de la siguiente manera:
Xpi1(1) = min{X,,(4) + E(n+ 1,1), X1 (1 — 1) — 1},

donde &(n + 1,4) son variables aleatorias con ley Ber[p] independientes entre si. La
siguiente figura ilustra el comportamiento de este proceso:

mi g 9*1 O

F1gura 1.2: Ejemplo TASEP con dinamica secuencial

Cada particula en Z a tiempo n intentara saltar, en caso de tener libre el lugar de su
derecha, con probabilidad p o se quedara en el lugar con probabilidad 1 — p. En caso
contrario si la particula de su derecha ya intento saltar (i.e. esta a tiempo n + 1) y se
quedo en el lugar, entonces la particula esta obligada a quedarse en el mismo lugar. Por
lo tanto, cada particula ve la particula de su derecha a tiempo n + 1 lo que provoca que
la evolucién se deba de hacer en orden.

= Dinamica Paralela: La posicién de la particula ¢ se actualiza de la siguiente manera:
Xns1(1) = min{ X, (i) + E(n+ 1,4), X,, (e — 1) — 1},

donde &(n + 1,7) son variables aleatorias con ley Ber[p] independientes entre si. La
siguiente figura ilustra el comportamiento de este proceso:



Xo(i +1) Xn(7)

L—=p
Figura 1.3: Ejemplo TASEP con dindmica paralela.

Al igual que antes cada particula a tiempo n intentara saltar con probabilidad p o
se quedara en el lugar con probabilidad 1 — p mientras no tenga ninguna particula
bloqueandole el paso. Esta dinamica no presenta un orden al momento de actualizar
la posicién de las particulas pues cada particula al intentar saltar ve la particula de la
derecha a tiempo n, es decir, esta bloqueada si tiene una particula a su derecha que le
impida el paso. Para mas detalle sobre esta dinamica el lector puede consultar [5].

La relacion de este proceso con el proceso TASEP a tiempo continuo viene dado por el
siguiente teorema:

Teorema 1.3 Sea ((X,(7))nen)ien €l proceso TASEP a tiempo discreto con dindmica se-
cuencial y ((Z(i))e>0)ien €l proceso TASEP a tiempo continuo. Entonces se tiene el siguiente
limite en distribucion:

llll_I}(l)(X(t/a](Z))i:l ..... N = (Zi(i))i=1,..n

El estudio entonces se concentrard en el proceso TASEP a tiempo discreto. Existe un
proceso similar al proceso TASEP pero que modifica la restriccién de bloqueo a una de
empuje. Esto provoca que para ciertas dinamicas se pierda la regla de exclusion.

1.1.2. PUSH-TASEP a tiempo discreto

Este proceso funciona de manera similar al proceso TASEP pero al cambiar la restric-
cién de bloqueo. Para p € (0,1), definimos el proceso PUSH-TASEP a tiempo discreto
((XPuh(§))pen)ien donde cada XPUsh(i) representa la posicién en Z de la particula i en el
tiempo n. Este proceso debe cumplir una restricciéon similar a (1.3) dependiendo de la di-
namica en cuestion. Al igual que antes este proceso puede evolucionar como una cadena de

Markov de dos formas distintas las cuales se mencionan a continuacién:

= Dindmica Secuencial: La posicion de la particula ¢ se actualiza de la siguiente manera:
XPP(6) = max{XP"" (i) + E(n + 1,4), X4 (i — 1) + 1}

donde &£(n + 1,4) son variables aleatorias con ley Ber[p] independientes entre si. Lo
anterior provoca que las particulas tengan que respetar la siguiente inecuacion:

XPush(j 4 1) > XPush(4) Vi,n € N.

Cada particula no tiene impedimentos al querer saltar a su derecha pero en caso de
toparse con otra la empuja provocando que esta avance hacia el siguiente lugar.

6



= Dinamica Paralela: La posicién de la particula ¢ se actualiza de la siguiente manera:
XPU (i) = max{ XPUP(3) 4 £(n + 1,4), XP"(i — 1) + 1}

donde &(n + 1,1) son variables aleatorias con ley Ber[p] independientes entre si. Dado
que cada particula ve la particula de su derecha con un desfase temporal de una unidad
de tiempo la restriccion que debe respetar se modifica a la siguiente:

XPush(i 4 1) > XPush(4) Vi,n € N, (1.4)

La formula anterior permite notar que la regla de exclusién ya no sigue rigiendo. Existe
el empuje entre particulas pero solo cuando dejan de cumplir 1.4.

Los dos procesos anteriores tienen comportamiento similares pero se diferencian en la regla
que deben seguir en cada transiciéon. La relacién entre ambos se detallara en la siguiente
seccion donde se detalla un proceso mas complejo sobre otro espacio de estados.

1.2. Arreglos Triangulares

En esta seccion se definen los patrones de Gelfand-Tsetlin junto a dos dindmicas que son
de interés pues tienen una relacion con los procesos TASEP y PUSH-TASEP. Ademas se
presenta un teorema para cada dinamica que caracteriza el comportamiento a futuro sobre
este proceso al considerar una condicién inicial en particular.

Para N € N se definen el conjunto de los patrones de Gelfand-Tsetlin como sigue:
GTy = {XV = (2*, ..., 2™), 2" = (a7, ...,2") € Z"|2" < 2", 1 <n < N — 1}

donde
" <" et <ol <ot <ol < L<al <alfl

La siguiente figura ilustra los elementos de este conjunto:

Figura 1.4: Ejemplo de un patrén de Gelfand-Tsetlin para z € GTs.

Como se puede observar en la figura este tipo de elementos tienen un cierto orden en su
estructura, por lo tanto, la evolucion del proceso debe ir preservando la estructura anterior.
Mas detalles pueden encontrarse en [2] o [10].



La cadena de Markov que se construye consta de dos procesos Markovianos, una en un
nivel fijo y otra en un tiempo fijo. Para describir la dindAmica Markoviana en un nivel fijo
consideremos el espacio de los caminos no-intersectantes:

Wi = {(21,...,21) € zk | vy <z, Vi=1,.. k—1}.

Diremos que (Y},)nen €s un paseo aleatorio Bernoulli si es un paseo aleatorio que toma
Ber(p) pasos a la derecha. La matriz de transicién asociada es la siguiente:

R'(z,y) = (

y—r (1 _ ., \n—(y—x)
L—p siy=uw )p (1—p) Lo<y—w<n-

D siy=x+1
R - { ’ s

Ademas definimos Y,, = (Y,,(7));=1,.. .~ un sistema de k copias independientes del proceso Y.
Diremos que el sistema es no intersectante en [0, k] := {0, ..., k} si:

Vm € [0,k],Vi# 5 €{1,...,N}: V(i) # Yn(j)

es decir, para todo tiempo en el intervalo [0, k] dos paseos no ocupan la misma posicion.
Dada una configuracién = € Wy, de k paseos no-intersectantes se busca que este evolucione a
un estado y € Wy y se mantenga la no-interseccion. La matriz de transicion resultante es la
siguiente:

Teorema 1.4 ([2]) La matriz de transicion de la cadena de Markov al nivel k viene dada

por:

_ Ax(y)
Ag(z)

donde R es la matriz de transicion de un paseo aleatorio Bernoulli, x,y € Wy y A es el
determinante de Vandermonde.

det(R(z;, y;))}

4,j=1

Pi(z,y)

La demostracion de que esta es la matriz de transicion que preserva la no interseccién
de caminos se puede revisar en [2]. Una vez obtenida la evolucién en un nivel fijo se busca
definir la evolucion entre niveles a tiempo fijo. Dado un sistema de k paseos Bernoulli no-
intersectantes = se busca elegir el nivel inferior £ — 1 de alguna manera. Al igual que en [2]
se elige la siguiente matriz de transicion:

Definicién 1.1 ([2]) Para k € [2, N], definimos el enlace Markoviano entre los niveles k y
k —1 por:

A (@ 1) = (= 1)!
donde z* € Wy, y 21 € W),

Observacion Esta eleccion de matriz de transicion permite que la eleccion del arreglo trian-
gular completo sea uniforme dado el nivel superior N.

Gracias a estas matrices P y A se logra derivar una igualdad crucial para la definiciéon de
la evolucion del arreglo triangular completo:



Teorema 1.5 ([2]) Para k € [2, N] definimos AY_| := PyA¥_,. Entonces:
Ay = AP

Es decir, se tiene el siguiente diagrama:

Py,

Figura 1.5: Condicién de entrelazamiento.

Observacion Lo anterior permite que en la evolucién de cada nivel no importe el orden en
que se haga.

Gracias a este teorema y a los elementos definidos previamente es posible definir dinamicas
sobre los arreglos triangulares sin problemas.

1.2.1. Dinamica Secuencial

Llamaremos dindmica secuencial a la siguiente matriz de transicion sobre GT y:

N Pe(aF(t), 2Rt + ))AF (2P + 1), 2R+ 1))

PYOC@, XN+ 1) = P 0,0+ 1) ] AL (@ (D), {1+ 1)

para XV (t), X" (t + 1) € GTy. La siguiente figura muestra el funcionamiento de esta dina-
mica:

Pyt
sl M)
Allz+1 Al}erl
P v
() (1)
Ag—l Aﬁ—l
v
Py b1
Z*1(t) > (4 1)

Figura 1.6: Esquema dinamica secuencial.



La evolucién del proceso se debe ir realizando nivel por nivel en orden, desde el nivel 1
hasta el nivel N. Cada particula intenta saltar al lugar de su derecha, con la restriccién de
que el espacio este libre o sea empujado por la particula de su izquierda obligandolo a saltar
debido a la condicién de entrelazamiento.

El siguiente teorema ilustra la relacién de los patrones de Gelfand-Tsetlin con los procesos
TASEP y PUSH-TASEP a tiempo discreto con dinamica secuencial:

Teorema 1.6 ([10]) Sea (XN (n)),>0 que evoluciona segiin PY. Entonces:

1. La proyeccién {(z¥(n))N_,} >0 evoluciona como un proceso TASEP a tiempo discreto
con dindmica secuencial.

2. La proyeccion {(zf(n) + k)i, bnso evoluciona como un proceso PUSH-TASEP a tiempo
discreto con dindmica secuencial.

El detalle de la demostracién del teorema anterior se puede consultar en [10]. Lo anterior
muestra explicitamente la relacién de estos procesos lo que hace surgir una pregunta intere-
sante de si es posible caracterizar la condicién inicial sobre el proceso TASEP a través de la
eleccion de la condicion inicial sobre los arreglos triangulares. Para responder esta pregunta
se enuncia el siguiente teorema que permite caracterizar la evolucion del arreglo triangular
para una cierta condicién inicial.

Teorema 1.7 ([2],[10]) Sea pun wuna medida de probabilidad sobre Wy. Consideremos la
condicion inicial sobre GTy:

My (XN) = N (xN) kl:[ A}, <xk, xk_l) (1.5)
Entonces:
(3 (7)) (2) = (o P0) (%) LA (3,54

Observacion Gracias a la condicién inicial la evoluciéon del arreglo triangular completo es
equivalente a evolucionar el nivel N y luego elegir de manera uniforme el resto del triangulo.

Como consecuencia del teorema anterior, se obtiene una respuesta a la pregunta hecha
anteriormente al considerar una condicién inicial en particular:

Teorema 1.8 Sea X un proceso TASEP a tiempo discreto con dindmica secuencial y con

condicion inicial empaquetada 1.1. Para N € N consideremos (Y;)Y., un sistema de N paseos
aleatorios no-intersectantes con condicion inicial Y;(0) = —N —1+i. Entonces la distribucion

marginal de (X,,(N))n>o0 €s la misma que (Yy(n))n>o-

Observacién La condicion empaquetada permite que la evolucién de la particula de mas a
la izquierda en ambos procesos (TASEP y marchas sin interseccion) sea la misma.
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Lo anterior da una respuesta parcial a la pregunta hecha anteriormente dado que la condi-
cién empaquetada permite obtener una distribucion particular sobre el proceso TASEP pero
esta es determinista. Surge la pregunta si existen mas distribuciones que puedan hacer lo
anterior. Esto sera el motivo de estudio en el capitulo 4.

1.2.2. Dinamica Paralela

Para esta dinamica se modificara el espacio de estados al siguiente conjunto:
Sy = {zt € Wy, ..., 2™ € W,|AF ("1 2F) > 0,0 <k < NL.

Este espacio es similar al conjunto GT y pero se obtiene un efecto de desfase temporal entre
niveles gracias a la condicion AF_ (x*~1 2*) > 0. Para este conjunto de estados se define la
probabilidad de transicion paralela para la cadena de Markov discreta sobre el conjunto de
estados Sy como sigue:

PR (0. XY+ 1) = A 0, 1) [ TS DR D0 (0

k=2

para XN (), XV (t+1) € Sy. La siguiente figura muestra el funcionamiento de esta dinadmica:

Py,
2R T ()
AL
P
0 M)
Afy
P._
Z1(1) S YU )

Figura 1.7: Esquema dindmica paralela.

Gracias a la condiciéon de entrelazamiento el orden al momento de evolucionar cada nivel
del arreglo triangular no importa, es decir, cada nivel evoluciona por separado.

Para esta dindamica se obtiene un resultado similar al teorema 1.6:

Teorema 1.9 ([10]) Sea (XN (n)),>0 que evoluciona segiin PY . Entonces:

1. La proyeccién {(z¥(n)) N, }nso evoluciona como un proceso TASEP a tiempo discreto
con dindamica paralela.

2. La proyeccion {(zf(n) + k)2, bnso evoluciona como un proceso PUSH-TASEP a tiempo
discreto con dindamica paralela.
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Para mas detalle sobre este teorema y el teorema 1.6 consultar [10]. Al igual que en el
caso secuencial se tiene que la diagonal de mas a la izquierda y la diagonal de mas a la
derecha son procesos TASEP y PUSH-TASEP respectivamente. Lo anterior da indicios la
dinamica resultante sobre los procesos TASEP y PUSH-TASEP viene dada segtn el desfase
entre niveles en el arreglo triangular.

A continuacién se muestra un teorema semejante al 1.7 pero para esta nueva dinamica:

Teorema 1.10 ([2],[10]) Sea uny una medida de probabilidad sobre Wy. Consideremos la
condicion inicial sobre GTy:

My (XN) = N (xN) kl;[QAl,z_l (xk,xk_l) (1.6)
Entonces:
(1 (7)) (2%) = (i () ) (+%) TL A (3,247

Observacion La eleccion de esta condicion inicial que presenta un desfase temporal en-
tre niveles permite caracterizar la evolucion del arreglo triangular donde basta evolucionar el
nivel N y luego elegir los niveles inferiores manteniendo el entrelazado y el desfase de tiempo.

Para ambas dinamicas se preservan propiedades similares y la tnica modificacion fue la
dependencia de los niveles lo que hace surgir la pregunta de que si al modificar mas la depen-
dencia temporal entre niveles se logran obtener propiedades semejantes a las ya encontradas.
El principal problema es que si un nivel depende del nivel inferior en un tiempo mas atras que
el actual provoca que el proceso deje de ser Markoviano. Entonces es necesario definir proce-
so mas generales que los procesos Markovianos lo cual es el motivo de estudio del siguiente
capitulo. Existe una extension a esta dindmica al considerar una componente temporal que
sera de utilidad en capitulos siguientes que se detalla en la siguiente seccion.

1.3. Extension Dinamica Paralela

En esta seccién se muestra una extension de los arreglos triangulares en el caso paralelo
presentado en [2] y [10] que sera de utilidad en siguientes capitulos. Esta consiste en la exis-
tencia de una dependencia temporal sobre las matrices de transicion para cada nivel. Primero
se enuncia la dependencia que tienen las matrices en funcién de la variable temporal para
luego definir el espacio de estados extendido. Después se explica la dinamica resultante de
extender el espacio de estados para, finalmente, enunciar un teorema similar a los teoremas
1.7 y 1.10 pero para este nuevo conjunto de estados.

Consideremos una variable temporal 7 la cual afecta a la matriz P,,Vn > 1 pero mante-
niendo la condicién 1.5, es decir:

Pu(m)An_1 = Ay P (7). (1.7)
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Esta variable representa que tanto se debe retrasar cada matriz de transicion segun la
posicion horizontal en la siguiente figura:

P (t — k)
2L (1) — Pt +1)
=y 1)
Al AR
P.(t—k P.(t— (k-1
gy T ey PEEED
=yP(t+1)
Allz—l A]iq
Pr_1(t — (k—1)) Poa(t — (k—2))
y* (1) —» () —p 2Nt 4 1)

=yt +1)

Figura 1.8: Esquema dindmica paralela extendida.

La variable anterior provoca un desfase de una unidad de tiempo entre los niveles.

El nuevo conjunto de estados considera la medida inducida por la accién consecutiva
de las matrices A” | y P, 1, es decir, se considera el punto intermedio y"~! de (A"_; o
P,_1)(z™,2"1). Por lo tanto el espacio de estados extendidos serd el siguiente:

SW' ={X €Sy, Y € Syly* ! <2* ke [2,N]},
donde X = (z%,...,2N) e Y = (y*,...,yN¥71). Luego la evolucién viene dada como sigue:

= Las particulas y evolucionan de manera determinista siguiendo la historia pasada de las
particulas x:
Yt + 1) = 2" (1)

» Las particulas z evolucionan segtin la matriz PY.

A continuacién se enuncia un teorema presentado en [10] que caracteriza la evolucion del
proceso (Y, X) para una condicion inicial en particular:

Teorema 1.11 ([10]) Sea pn una medida de probabilidad en Wy . Consideremos la siguiente
condicion inicial:

N
MGV, X) = ™) TT AL (@59 Pica(r + N = B ah ),
k=2

bajo la dindmica paralela extendida definida anteriormente. Entonces la evolucion del proceso
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es la siguiente:

(ME(PFY) ), XY
N

= (unPn(7) ... Py(T +t — 1)) (z™Y) 11 A (@ PP (Tt N = k) (y R 2t
k=2

Observacién Al igual que en el teorema 1.10, al considerar una condic